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RESUMO

Determinamos uma nova classe de modelos cosmologicos
inomogéneos, cuja fonte de curvatura € um fluido perfeito irro

tacional e geodético, que generalizam as solucoes de Szekeres.

O espaco-tempo dos modelos nao tem vetores de Killing
no caso geral, mas as hipersuperficies ortogonais ds linhas de
universo da matéria sdo conformalmente planas. A evolugao tem-
poral de nossas solucoes depende de duas funcOes arbitrarias e
de um parametro ¢ introduzido no termo de pressao. 0s resulta-
dos particulares de Szekeres sao exibidos,e para limites assin

toticos do tempo os modelos tendem a homogeneidade espacial.
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NOTACAO e CONVENCOES

Assinatura da metrica : (+---=)

Indices repetidos sdo somados sobre todo o espectro de valores

indicado no texto.

Diferenciacdo parcial : CLE ¢

BXU » H

| b=

Simetrizacao de tensores: (A + A ).

A(uv)

Antissimetrizagﬁo de tensores: A[@G? = % (Auv - Avu)’



"Wunca se obsgerva um lugar sem ser num determinado instante,
nem um instante sem seyr num determinado Ilugar”.

Espaco e Tempo - H.Minkowsky (1908).

Descifrc el espiral hilo del humo.

Se construyo de fibras taciturnas.

Se aceito como el alma de la oliva.

Se hizo cristal de transparencia dura.
Estudio para viento huracanado.

Se combatic hasta apagar la sangre.
Sclo entonces fue digno de su pueblo.

(Canto General Pablo Neruda (1950)).



INTRODUCAO

A constante preocupagao da humanidade, ao longo de sua
historia, com a origem e evolugao do universo parece ser algo ine
rente a propria condicdo humana. Os registros historicos eviden-
clam que mesmo nas civilizagoes mais antigas existiam concepgoes
cosmologicas, em geral de carater mitologico, onde se tentavamex
plicar a formagcao do universo observado.

Atualmente a Cosmologia constitui a parte da Fisica on
de se estuda a estrutura em larga escala do universo. Seu princi
pal objetivo consiste em determinar um modelo cosmologico,que pre
diga o resultado das observacdes astronomicas. Tal modelo, deve
ter suas propriedades analisadas pelas leis fisicas, que descre-
vam 0 comportamento da matéria na escala dos super-aglomerados ga
laticos.

Algumas teorias cosmologicas exibem diferencas nota -
vels, mas todas parecem concordar,que as leis fisicas devem ser
as mesmas em qualquer ponto do espaco-tempo. Logo, a evolugao
global do universo podera ser determinada a partir das leis fisi

(73) ge mprin.

cas conhecidas localmente. Tal hipotese € denominada
cipio Cosmologico". Uma versdo mais estreita deste principio &
o conhecido "Principio de Copeérnico": "4 terra ndo ocupa uma po-
sigao privilegiada no espago”. A interpretacao mais comum de tal
principio,estabelece que os observadores em diferentes posicoes,
tem a mesma visao tipica do universo e, consequentemente, exceto

por irregularidades locais, o universo deve ser espacialmente ho

mogeneo, isto €, os observaveis fisicos em larga escala sao inde



pendentes da posicao do observador. Desta forma, sua adocgao pri
vilegia no conjunto de todos os modelos possiveis para o univer
so, a classe dos modelos espacialmente homogéneos. Outra hipdte
se usual em Cosmologia € da isotropia do universo em torno de
nossa possicgdo, isto €, as propriedades do universo em larga es
cala seriam independentes da direcdo. A combinacdo das hipote -
ses de homogeneidade e isotropia resulta que o espaco deve ser
isotropico em torno de qualquer ponto ou, de forma equivalente,
com curvatura constante(zl). Existem apenas tres modelos que sa
tisfazem esta condicao e se tornaram tao amplamente aceitos,que
0os astronomos costumam chama-los indistintamente de "Modelo Pa
drao'. Tais modelos preveem 0s resultados experimentais mais an-
tigos e melhor estabelecidos em Cosmologia Observacional: o des
vio para o vermelho das linhas espectrais dos objetos distantes
e a existencia da radiacdo cosmica de fundo correspondente a tem
peratura de um corpo negro de aproximadamente 39K. Tais medidas
indicam que o universo ndo & estacionario nem estatico e que ex
pandiu-se a partir de uma fase extremamente densa e quente. A
escolha entre os treés modelos dependeria essencialmente de me
didas mais precisas da constante de Hubble e do parametro de de
saceleragéo(éi).

Modelos menos idealizados do universo onde as possi -
veis inomogeneidades em grande escala sao consideradas, vem sen
do ultimamente muito estudados(éé’ég’él’éé’gi’gz’ﬁgj. Convenha

mos, que a homogeneidade do universo decorrente da adocao do Prin-

cipioc de Copernico, parece Ser altamente desistimulante para o

progresso da Cosmologia, pois elimina a necessidade de experien
cias para determinar se o universo ¢ homogeneo, desde que ele o

¢ por principio.
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A decisao sobre qual estrutura se deve adotar para o
espaco-tempo deve ser tomada com base em evidencias observacio-
nais. Nao nos deteremos aqui para discutir tais evideéncias, 1is-
to sera feito oportunamente no corpo desta tese. Adiantamos, po
rém, que recentes medidas da anisotropia de dipolo(ég’éé’éﬂ)
quadrupolo(éi’ég’ég) da radiacdo cosmica de fundo, representam
um forte indicio de que a expectativa geral do universo em sua
fase atual, ser descrito por um modelo do tipo Friedmann, pode

(31) e P.S. Wesson(ﬂéj,por exem

estar errada. Segundo G.F.R.Ellis
plo, a questdo relacionada a homogeneidade e isotropia ainda es
ta completamente em aberto.

Neste contexto, discutiremos no presente trabalho uma
nova classe de modelos cosmoldgicos, inomogéneos e anisotrépi
cos, cuja fonte de curvatura € um fluido perfeito irrotacional
e geodético, que generalizam as solucoes de Szekeres.

Por simplicidade e para evitar notas matematicas in-
trodutorias, todos os nossos resultados, demonstragdes, etc, serao
apresentados na base natural de coordenadas {x“}. As linhas ge-
rais de desenvolvimento do nosso trabalho sao descritas a seguir:

Apresentamos, no Capitulo T, a Teoria da Relatividade
Geral e alguns conceitos basicos em Cosmologia Relativista. In-
troduzimos os diversos tipos de homogeneidade,baseados no crité
rio de grupos de isometrias para variedades riemannianas. Em se
guida discutimos a classificacao de Bianchi e construimos a for
ma geral para as métricas tridimensionais homogeneas, geradas por
um grupo simplesmente transitivo de tres parametros. Analisamos
também, quais os elementos de linha do tipo Bianchi que sao iso
tropicos e examinamos a base tedrica e observacional das hipote

ses de homogeneidade e isotropia do universo.



No Capitulo II, apresentamos uma motivacao teorica pa
Ta o estudo de modelos inomogénecs e definimos um critério de
inomogeneidade espacial em variedades riemannianas. Discutimos
alguns exemplos de modelos inomogeneos e estudamos detalhadamen
te as solucgoes de Szekeres. Examinamos a evolucao temporal de
tais modelos e resumimos suas principais propriedades geometri-
cas e/ou fisicas.

Finalmente, introduzimos no Capitulec III, uma nova
classe de modelos inomogéneos que constituem uma generalizacao
das solucdes de Szekeres. Determinamos os parametros cinemati -
cos dos modelos e mostramos que sao expansionistas, irrotacio -
nais, e o tensor de distorcao ("shear") tem dols autovalores
iguais. A evolugao temporal é estudada, os modelos de Friedmann
e os resultados de Szekeres sao explicitamente obtidos em situa
coes especiais. Além disso, algumas propriedades relacionadas 5
invariancia conforme do elemento de linha de nossas solugoes

sao analisadas.



CAPITULO 1

MODELOS HOMOGENEOS

I.1 - Cosmologia Relativista

A fisica moderna descreve quatro interacgoes fundamen
tais da natureza. As interagdes nucleares forte e fraca, a ele

tromagnética e a gravitacional. De todas elas, a gravitagao é
2
_Ej das forgas gravitaclio -

e
nais ¢ eletrostaticas entre dois eletrons € da ordem de 10 40}

As 1nteracoes nuclecares sao de curto alcance

sem divida a mais fraca (a razao

(< 10713

cm) ,e os grandes agregados estelares parecem ser ele-
tricamente neutros, logo, € a forca gravitacional quem deve dg
sempenhar o papel dominante na evolugao da estrutura em larga
escala do universo. Sendo assim, qualquer teoria de gravitagao
razodvel do ponto de vista fisico, deve servir para descrever
os fenomenos que dizem respeito ao universo como um todo.

Atualmente, tal descricgao c baseada na te -

oria da gravidade de maior crédito entre os pesquisadores, a

""conhecida' Teoria da Relatividade Geral. Suas principais ca

racteristicas sao:

i) E expressa em linguagem geométrica, com propriedades me

tricas sujeitas a leis dinamicas.

ii) A teoria é ndo linear, uma consequéncia deste fato € que

-

o campo gravitacional resultante de varias fontes, nao €




a superposicao dos campos produzidos por cada fonte indi-

vidualmente.

iii) Todo contetido energético (matéria, radiacdo eletromagnéti

ca, etc), & fonte de gravitacdo.

iv) Todas as leis da fisica sao invariantes por uma transfor-

macdo geral de coordenadas.

A propriedade universal da matéria, pela qual todos
0S corpos se aceleram igualmente num campo de gravitacao, de -
corrente da igualdade numérica entre as massas inercial e gra-
vitacional, fez Einstein perceber a equivalencia de efeitos
gravitacionals e acelerativos. Esta identificacao foi elevada
por Einstein a categoria de principio fundamental de sua teo -

(")

ria, chamado por ele de Principio de Equivaléncia

(1),

, que pode
ser enunciado da seguinte forma

"Numa vizinhanga suficientemente pequena de qualguer
ponto do espago-tempo, wma presenga de um campo gra-
vitactonal arbitrario, e possivel escolher uma clas
gse de referenciais, onde ag lers da natureza, gqo
idénticas ds de um rveferencial inercial sem campo

gravitacionall.
Dizendo de outra forma, um ponto material sob a acgdo do campo
gravitacional, tem localmente, em relacao a tais referenciais,
um movimento retilineo e uniforme. Portanto, para esses refe -
renciais (ditos localmente inercials), valem as leis da Relati
vidade Especial, cujas propriedades métricas no sistema de co-

ordenadas cartesianas sao descritas pelo elemento de linha

(*)
A descoberta desse principio, gerando uma nova forma de perceber o pro
blema da gravidade, ocorreu na medida em que Einstein desistia de tra-
tar a gravitacao, no esquema da Relatividade Restrita




2

ds” = czdt2 - dx2

2

- dy? - az% (1.1.1)

2

ou, ds” = dx%x®  onde 1 = diag{+1,-1,-1,-1) & o tensor

Tag ap

métrico de Minkowski. Para qualquer outro conjunto de referen-
ciais, o movimento do ponto material apresenta-se como nao uni-
forme e em geral curvilineo, cuja lei de movimento € indepen -
dente da natureza da particula. Tal fato levara os observadores
ligados a esses referenciais, a interpretar o movimento Como su
jeito a influéncia da gravidade. Além disso, tais observadores
percebem que nao podem reduzir a métrica a forma de Minkowski ,
qualquer que seja o sistema de coordenadas utilizado. Diante dis
so, € fisicamente aceitavel que os coeficientes métricos da geo
metria do espacgo-tempo, representada pelo elemento de linha ds?
= gaedxadxs, a,R = 0,1,2,3, descrevam o campo de gravidade. A
interacao gravitacional desempenha  na Teoria da Relativi-
dade Geral, um papel excepcional em relagdo as outras forgas,
pois as dez fungoes gqp due fazem a descrigao do campo

de gravidade,determinam ao mesmo tempo as propriedades metricas

do continuo espago métrico quadrimensional.

As equacgoes dinamicas, obedecidas pelos "potenciais
gravitacionais" gup constituem as equacgdes de campo da teo -
ria

R -i1Rg = -xT (1.1.2)
R 2 ap af
. o . Y _
onde RaB ¢ o tensor de Ricci definido por RaB = R arg R =
= RaOl & o escalar de curvatura, TaB € o tensor momentum-energia

dos campos materiais presentes onde (1.1.2) se aplica, e «k uma
constante igual a 81TG/C2 que fol ajustada, de forma que a lei

Newtoniana da gravitacgdo é obtida como uma aproximagao de cam-




po fraCO(*) (pequenas massas e densidades).

Como ambos os lados da eq. (1.1.2) sdo simétricos, te
mos um conjunto de dez equagoes diferenciais acoplados, que sao
niao-lineares e de segunda ordem nos coeficientes métricos. Con-
tudo, a divergéncia covariante de ambos os lados € identicamen-

te nula,isto e,

o 1 _aB _
(R -5 8 R)Hoa_ o, (1.1.3)
e
ap
T =0 , 1.1.4
"CY. ( )
onde || significa derivada covariante. As equagOes acima sao va

lidas, independentemente das equacdes de campo. Dispomos entao,
de apenas seils equagOes diferenciais independentes para determi
nar a geometria do espago-tempo, quatro componentes do tensor
€48 podem ser escolhidos arbitrariamente, usando os quatro graus
A - ('k‘k)
de liberdade para fazer transformacoes de coordenadas .
Qualitativamente,as equagoes de campo indicam a forma
pela qual a presenca da matéria afeta a geometria, ou seja, co-
mo o contelddo energético do espago-tempo deve satisfazer as leis
de conservacao, tendo em vista a sua relacao com as quanti
dades geométricas, que sao automaticamente conservadas.

De posse dessa teoria de gravidade, como & feita a

descricao do universo 7

(*)

Relembrando o que foi dito um poucc antes, @ nessa aproximacao que se
percebe mais claramente a identificagao dos coeficientes metricos com
o potencial gravitacional.

( dede )

Isso ndo significa que temos mais equagoes do que incognitas, por exem

plo, se T = pV,\V,, com V¥V, = 1, temos mais quatro incognitas, 3 com-
? uv LV U . = . )

ponentes da velocidade e a densidade de materia(Z2/).




O problema cosmologico dentro do contexto da Relativi
dade Geral, consiste em encontrar uma estrutura geométrica para
o espago-tempo que seja compativel com uma dada configuracdo de
campos de materia, isto &, satisfacam as equag¢les de campo da
teoria. Dizemos entdo, que o conteldo material & a fonte de cur
vatura da geometria, com a solugdo constituindo um modelo do uni
verso ou modelo cosmoldgico. Um modelo, pelas hipoteses que se-
rdo apresentadas adiante, pretende descrever apenas a estrutura
global do universo, fenomenos tais como: evolugao de estrelas |,
formagdo de galaxias, etc, sdao considerados de pequena escala e
estdo em principio separados do problema cosmoldgico. Isso sig-
nifica que na comprovagdo experimental de um particular modelo,
é de fundamental importancia os fatos observacionais de nature-
za global.

Na construcgdo de modelos cosmologicos, algumas hipote
ses simplificadoras que permitam tratar matematicamente o pro -
blema, se fazem necessarias.

Inicialmente supomos que a matéria do universo consti
tui um fluido, isto &, nao levamos em conta as irregularidades
locais, tais como, planetas, estrelas, etc. Pensamos de forma
equivalente & da termodindmica, que na descrigdo de um gas, ndo
estuda o comportamento individual dos seus atomos e moleculas,
mas sim define quantidades macroscopicas (pressao, densidade
temperatura, etc), e estuda as suas relacgoes.

0 fluido cdsmico caracterizado pelo tensor de energia
momentum tem a sua composicdo definida '"a priori", por exemplo,
para descrever a fase atual do universo & bastante utilizado
um fluido perfeito, isentropico, de particulas com massa,descTi

tas por sua densidade, pressdo isotropica e equagac de esta-
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do (Apéndice B), do tipo p = Ap onde XA € uma constante. Além
disso, outras equagoes sao adicionadas ao conjunto (1.1.2)
quando existe algum outro tipo de campo deé interagdo entre as
particulas, tipo campo escalar, vetorial, espinorial, etc. Nes
te caso, contudo, as equacgoes de tais campos modificadas pela
presenca da gravitacido devem ser também satisfeitas(é’i).

Os observadores fundamentais em relagao aos quais se
medem as grandezas macroscoOpicas do fluido, sao aqueles que se
movem com um elemento infinitesimal de volume do fluido. Tais
observadores sao denominados observadores co-moventes e suas
linhas de universo estdo determinados pelo campo de 4-velocida
des Va(xu) do fluido.

Quando um fluido & constituido apenas de particulas
de massa nula (fotons, neutrinos, etc), admite-se a existéncia
de um substrato material que serve de suporte para os observa-
dores fundamentails, mas sem contribuir para a curvatura.

Uma hipotese relativa ao deslocamento do fluido, in-
troduzida na cosmologila por Weyl(éj, ¢ a de que o movimento da
matéria do universo se da ao longo de curvas tipo-tempo que nao
se interceptam, significando que a matéria passando em qual -
quer ponto do espago-tempo tem velocidade (nica. 0 sistema €,
portanto hidrodinamico; as linhas de fluxo nao se cruzam, ex-
ceto em eventuais pontos singulares. Por tal hipotese, podemos

(5)

sempre encontrar um sistema de coordenadas , no qual,em qual

quer ponto a 4-velocidade do fluido € expressa por

vix") = 8%, . (1.1.5)

Teremos entao VU = 8,4V T gg,- que juntamente com
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a condic¢ao de normalizacao V“va = 1, impdem que 1. Tal

00
sistema de coordenadas & chamado co-movente, porque as compo -
nentes espaciais de 4-velocidade do fluido sdo nulas, isto & ,
0os diversos elementos de volume do fluido estao em TEPOUSO

relativamente a um observador ligado a essa rede de coordena -

das.

I.2 - Isometrias— Espacos Simetricos

Como fol visto, as equacoes de campo da Relatividade
Geral formam um complexo conjunto de equacoes diferenciais,par
ciais, que sdo nao-lineares e acopladas. Por este motivo, e
usual na cosmologia tedrica, simplificar as suas solugoes pela
imposigao "a priori'" de simetrias no modelo.

Denomina-se homogéneo ou simétrico, o modelo que tem
sua métrica invariante sob um dado conjunto de transformagoes.
Essas transformagoes sdo chamadas isometrias (ou movimentos) ,

(")

porque elas preservam todas as medidas de comprimento

(6)

Mostra-se que o conjunto de todas as isometrias
satisfazem os axiomas de grupo, constituindo em geral um gru-
po continuo de Lie. A cada operacac do grupo de isometrias,cor
responde um movimento do espago-tempo nele proprio, levando um
ponto num outro infinitesimalmente préximo, mantendo invarian-
te a metrica.

Precisamos entdo, de um mecanismo operacional, para

determinar os campos vetorials, geradores dessas transforma -

(.L
w

)no gsentido que 6(dsz) = 0, como veremos adiante,




coes infinitesimais, sob as quais o tensor métrico, e em geral
outros objetos geométricos, ndo sdo modificados.

Considere entdo uma curva [ no espago-tempo, cCom seu
campo vetorial tangente escrito na base de coordenadas {x"} co
mo,

7 = 2%kBy 2, (1.2.1)

Bxu

Sejam P e P', dois pontos infinitesimalmente proximos, situa -

dos sobre I'. No sistema de coordenadas considerado temos:

prox® = x4 e %P . (1.2.2)

Fig. 1.2.1 - O campo vetorial

7 = 7% wga descreve

09X
a intensidade e a direcao da trams

formagao infinitesimal.

Considere também, o campo vetorial Y = Ya(xk) _EE s

ax
definido em todos os pontos e em particular sobre a curva T ,

de componentes YG(P) e Ya(P'), nos pontos considerados. Pode-
mos pensar que a eq. (1.1.2) representa nao apenas uma mudanga
de ponto P » P', mas também uma transformacac infinitesimal de

(*)

coordenadas ,

*

( )A partir de agora, dispensaremos o uso do indice para indicar a depen -
dencia de uma grandeza flSlca/geometrlca com & p051ga0. Assim,por exem—
plo, escrevemos z%(x) no lugar de Za(x ).




xF e x' %= x% g 2%(x) : (1.2.3)

sob essa mudanga de coordenadas, o campo vetorial Y transforma

-5e cCOomo

, Ol
Y0 > v tx) = s covPoo (1.2.4)
X
ou equivalentemente,
o VO ey ax ' R
Y“(P) - Y'7(P') = 3 (P)Y" (P) , (1.2.5)
X

onde Y'a(P‘) sao as componentes em P’ do vetor Ya(P), no no-
vo sistema de coordenadas.

Este tipo de transporte & geralmente chamado de
""transporte de Lie'" ou "transporte inalterado’.

Podemos entdo utilizar como medida da deformagao do
campo, devido ao seu deslocamento, ao longo da diregao determi

nada por Z = Zu—a—, a diferenga entre o campo definido origi

)
ax
nalmente em P', e o trazido inalterado a P', isto e,

sY® = y%(p'y - vy %Py (1.2.6)

que e conhecida como diferenga de Lie, do campo vetorial Y,com
relacdo a transformagdo de ponto (1.2.3).

A derivada de Lie do campo vetorial Y, com relacao a

(6)

Z, & um campo vetorial definido por:

Ly = 1im 2&xD-¥Y' x| (1.2.7)
Z g+0 €

Em termos de componentes, calculando Ya(P') e
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Y'a(P') de acordo com a eqg. (1.2.3), e considerando na expan -

(*)

sao apenas termos de primeira ordem, teremos ,

(L Y)® = 2By - yPBzd

; |8 g (1.2.8)

que € por construcgao, a medida da deformac¢do do campo vetorial
Y ao longo da curva I' determinada por Z.
0 lado direito da eq. (1.2.8), € por definigéo(gJ, a

componente o do comutador dos campos vetoriais Z e Y. Numa no-

tacdo independente de coordenadas a eq. (1.2.8) € expressa por:

LY=|"2,YT = 1Y - YZ . (1.2.9)
7

A derivada de Lie goza das seguintes propriedades, facilmente

demonstraveis usando a equagao acima
i) [z,y] =-1.Y,27| (1.2.10)

ii) |[TaZ + bY,X T = al"Z.XJ + b Y. XT (1.2.10a)

EESTN NS S % B i A 2 e S e AR A e S R
(1.2.11)

iv) |:fX,gY 1= fgl X.,Y I + fX(g)Y - gY(£)X (1.2.11a)
onde X, Y € Z sao campos vetorials diferenciaveis, a e b sao

nimeros reais, f e g sao fungoes. A eq. (1.2.11) & usualmente

referida como identidade de Jacobi.

(%)

a barra simples denota derivada parcial.



A derivada de Lie de tensores arbitrarios e obtida

exigindo que L atue como uma operacao de diferenciacdo com res
7 s

peito ao produto tensorial.

Para um campo tensorial T de componentes TaB"'Y
numa base de coordenadas {x"}, pode-se mostrar(z)que:
‘e _ N A AR o u s o} QA v
LT) %8 = (1%P A Ay
(Z) Yoo ( Y...)|)\ Yoo | Yoo
ZBIA .t TGB...A...ZAIY o : (1.2.12)

Em particular, para o tensor métrico de componentes 8ug° pela

expressao acima, obtemos:

A A A

= 2.1
(%g)aﬂ gaB|AZ ¥ gABZ | o * gaAZ |8 7 (1.2.13)
_ A ) A A
= gocB[?\Z + ZB]OL + ZOL|B gOMIBZ g)\BZ lo
=z +vL - (g + g - g 02
ol B | a ar |8 AR a aB| A '
= 7 + Z - 21"A Z
alB B|a aB A
logo,
= . 1.2.14
(%g)aB ZaHB ¥ ZBH& ( )

Calculemos agora a variacao do elemento de linha d52=ga8dxadxB

ao longo da direcdo determinada por Z, isto €&, G(dsz) onde 8

- - o o
¢ gerado pela transformagao de ponto X @ - x% v ez7(x)

6(d52)=6(ga8dxadx8) - G(gas(x))dxadx8+2ga6(x)dxa6dx6
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Retendo apenas os termos de primeira ordem em ¢ & facil mos -

trar que

= LI = A
SgOLB - gO"B (X ) g&B(X) £ gOtBI?\ Z
e
s(dx®) = a(ex®) = d(xB-xP) = d(ez® - gZBde}‘ ,
portanto,
S(dsz) = egaBMZ}\dxadxB + ZagaBZBIAdxadxA
ou

2y _ Y A A a4 B
§(ds™) (gaBIAZ + gakz e + gABZ ]a)EdX dx ,

logo, comparando com as eqs. (1.2.13) e (1.2.14), podemos es -

crever,

2y _ . oy B
§(ds™) = E(Z&HB ZBHG)dX dx . (1.2.15)

A equacgdo acima pode ser reobtida em sentido inverso,

consequentemente teremos

S(dsz) = ) = 1 | + 7

ol g ela =0 . (1.2.16)

Comparando com a eq. (1.2.14), vemos que o resultado

acima & identico a exigir que

Lg=20 . (1.2.17)
K

Portanto, um campo vetorial € dito gerar uma isometria se a de



formacao de 2yp 2© longo de Z (medida por L) & nula. Dizendo
Z
de outra forma, ao longo da congruéncia de curvas geradas por

Z dsz nao muda de valor se:

?

(bap ™ Zale * Pala T 0 (1.2.18)

que € conhecida como equacgao de Killing.
Um campo vetorial € dito de Killing se for  solugao

(g’l.g,’;l’_ﬂ), S""’

dessa equacao. Suas propriedades principais ao:

(i) Uma combinacao linear de solugoes das equacgoes de Kil-
ling € também uma solugdo, isto €, o conjunto de solu -

¢oes tem a estrutura de um espaco vetorial linear.

(ii) Os campos vetoriais de Killing, sao geradores de trans -
formagoes infinitesimais (isometrias), que possuem a €s-
trutura de grupo continuo de Lie, usualmente chamado gru

po de isometria ou grupo de movimento.

(ii1i) O comutador de dois campos de Killing € também um gera-

dor de isometria, isto é:
lzl,zéT = 23«&==> (é gy =0 . (1.2.19)
o o 3

Assim, o espaco vetorial das solucgoes das equacgoes
de Killing, tem a estrutura de algebra sob a operagao de comu-

tacdo, que € expressa por:

$_Z_(i)’2(j)1 ) Cmij In (1.2.20)
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Os Cmij sao denominados constantes de estrutura da algebra ,
que para um grupo de Lie sao constantes(ig), e satisfazem por
(1.2.10) e (1.2.12),

m m

Cyy = =Chy; , (1.2.21)

m P -

CE’Lj ijm_ 0 , (1.2.22)

onde [ j, significa antissimetrizacdo nos Indices internos.
A teoria de grupos e algebras de Lie estdo discuti -
das em muitos textos(ﬁ’g’lg’li’éé); alguns de seus principais

resultados sdo:

(i) Um grupo de Lie € uma variedade diferenciavel na qual as

operacdoes de grupo sao transformacées diferenciaveis.

(1i) A cada grupo de Lie, esta associada uma unica algebra de

Lie.

(11ii) Cada algebra de Lie define um unico grupo simplesmente

conexo, chamado grupo de cobertura universal.

(iv) As dimensoes da variedade grupo e da algebra de Lie sao
iguals.

Numa variedade riemanniana de dimensao d, a equagao

(1.2.18) & uma equacao diferencial com d(d+1)/2 condigoes inici
ais(lg), sendo esse portanto o numero maximo de vetores de Kil-
ling linearmente independentes. Assim, na variedade espaco-tem-
po a quatro dimensges nao pode existir mais-de dez vetores de
Killing independentes, isto e, um G10 de movimento(*), se consi

derarmos apenas as secgoes tridimensionails (d=3), teremos no ma-

Ximo um grupo G6'

(%)

Denotamos um grupo de isometria de dimensao d por Gd.
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As seguintes definicoes de uso comum na teoria de gru
po de movimento, sdao fundamentais para entender os diferentes
tipos de homogeneidades utilizados em cosmologia e baseados no
critério de grupo.

Denomina-se orbita do grupo de isometrias a parte da
variedade coberta pelo grupo, isto ¢, o conjunto de pontos equi
valentes pelas transformacoes do grupo.

Um grupo é dito atuar transitivamente na variedade

se, dados dois quaisquer de seus pontos, existe uma transforma-

)
cao do grupo que relaciona os dois pontos, ou seja, quando a Or
bita do grupo & toda variedade. Sendo Unica a transformacao que
une quaisquer dois pontos o grupo € batizado de simplesmente
transitivo, em caso contrario, ¢ dito multiplamente transitivo.

A importancia do conceito de isometria & facilmente
percebida, porque a Relatividade Geral € essencialmente uma teo
ria geométrica. Existindo isometria, dois pontos relacionados
por ela, serao completamente indistinguiveis por qualquer pro -
priedade descrita em termos da Relatividade Geral, pois, serao
feitas medidas idénticas do intervalo ds2 = gasdxadxs, ao longo
da curva de isometria que une tais pontos.

O conceito fisico de Homogeneidade, no espaco plano
da Relatividade Especial, ou mesmo na Mecanica de Newton,e pre
cisamente a igualdade de medidas (é(dszj = 0), para quaisquer
pares de pontos infinitesimalmente proximos do espaco-tempo. Co
mo veremos adiante, o formalismo de campos vetoriais de Killing,
permite generalizar este conceito para um espago-tempo riemanni

ano, como também lhe dar uma forma mais precisa do ponto de vis

ta matematico.
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Vamos entao definir,separadamente, os dois tipos de
homogeneidade de maior uso na construgdo de modelos cosmoldgi

Cos.

I. Modelos Homogéneos no Espago e no Tempo

Dizemos que um espac¢o-tempo € homogéneo ou simétri -
co, quando um grupo de isometrias atua transitivamente nele,is
to €, todo "espago" 4-dimensional € Srbita do grupo de isome -

tria. Neste caso mostra—se(llJ

, que as equacgoes de Einstein
sdo puramente algébricas para uma escolha conveniente de coor-
denadas.
Os dados observacionais que dispomos acerca do uni -
verso em sua fase atual (radiacao de fundo, recessdo das gala-
. ~ . (11,14)
xias, etc), sao incompativeis com modelos desta natureza—~—,
pois eles sdo estacionarios ou estdticos. Este fato exclui so-
lugdes de notavel importancia teorica e historica, entre as
. . . . {25) (12)
quais ressaltamos as devidas a Einstein‘-—’ e GBdel*-—'.
Permanece porém, ainda ative o interesse teodrico por

(é’lé’ZE). 0O modelo de GBdel, por exemplo, levan -

tais modelos
tou interessantes questoes para a teoria da Relatividade Geral,
associadas a possibilidade de violagdo da causalidade quando
tratamos o universo em larga escala e também sobre a validade

do principio de Mach no contexto da teoria, tdo defendida por

Einsteln ao elaborar a Relatividade Geral.

I1T. Modelos Espacialmente Homogéneos

Denomina-se espacialmente homogéneos os modelos que

sdo homogéneos no espago, mas ndo no tempo, isto €, as orbitas
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do grupo sdo hipersuperficies do tipo espaco tridimensionais .
Por tal definicao, um modelo que & homogéneo no espago-tempo
em geral ndo serd espacialmente homogéneo, pois o grupo comple
to de movimento nao necessita ter um subgrupo transitivo na se
¢cao espacial(li).

A caracteristica matematica principal de tais mode -

los, como serd visto adiante, € que as equacoes de Einstein

kl

(11,14)

kl

escritas num sistema de coordenadas adequado,se reduzem
a equagOes diferenciais ordinarias na variavel t.

Sao espacialmente homogeneos os modelos do tipo
Friedmann, atualmente aceitos como os que melhor descrevem a
fase atual do universo. Por esta razao, os modelos espacialmen
te homogéneos sdo considerados de maior importancia no estudo
da cosmologia do que os homogéneos no espago-tempo.

Trataremos a seguir de discutir o método sistemati-
co, usualmente utilizado na construgao de modelos espacialmen-

te homogeneos.

I.3 - Classificacdo de Espacos Homogeneos

Todas as variedades tridimensionals que admitem um
grupo de isometrias simplesmente transitivo , 1isto €, todos os
espagos tridimensionais nos quais existem apenas uma transfor-
macdo isométrica ligando dois pontos quaisquer, foram classifi

. . (15) s ~ . .
cados por L. Bianchi“== . Esta classificagao permitiu determl-
nar as diferentes geometrias associadas a cada classe de grupo
de movimento, e pode ser obtida através de um método proposto

por C.G. Behr(lgj.
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Este método consiste na obtengdo de todos os possi -
veis conjuntos de constantes de estrutura nao equivalentes, ou
seja, que nao estdo relacionados por transformacoes lineares,
a coeficientes constantes, da base do espago vetorial das solu

coes das equacgoes de Killing.

o 3
(1) 3x %
res de Killing linearmente independentes de uma variedade tri-

Sejam K(i) = K (i =1, 2, 3), os trés veto-
dimensional.

Da condicdo de algebra temos:

I—_- = m - . —
|_If(iJ’K(j)I - ¢ ij K(m) , i,j,m =1,2,3 (1.3.1)

com Cmij obedecendo as equacbes (1.2.21) e (1.2.22). A eq.

(1.2.21)

indica que existem apenas nove componentes independentes para
as constantes de estrutura.

Entdao a matriz

ij _ _imk j
M € cd (1.3.2)
onde, €. . = Eimj, e totalmente antissimétrico e ¢ =1,
imj 123
tem o mesmo nimero de componentes independentes.
Invertendo a equacao (1.3.2) obtemos:
o5 R 1)
C Ts ErsiM s (1.3.3)
q imk _ 1 (amék _ 5k5m)
onde usamos que £ .€ 5 (6,8, 256
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Com o auxilio de gljk, podemos reescrever a equacio
(1.2.22) da forma:

GLikem P _ g

13 “kn ; (1.3.4)

0 que implica que (1.3.3)

Mkme

Pn = 0 . (1.3.5)

a
Podemos sempre decompor um tensor de 2- ordem em du-

as partes

mil o w3 . w23 (1.3.6)

A matriz antissimetrica M[iij , tem trés componentes
independentes, que podem ser representadas pelo vetor
[3]]
kM

ap = g4 (1.3.7)

1]

com

mill o 13k : (1.3.8)
Substituindo (1.3.6) e (1.3.8) na eq. (1.3.3), obtemos

i (13) 1 i 1
Crs Erst + 5 (Gr ag 65 ar) . (1.3.9)

Assim, as nove componentes independentes das constan
tes de estrutura Cis, sao descritas em termos das seils compo

nentes independentes da matriz simétrica M(lj), e das trés



24 _

componentes do vetor ap.
Da eq. (1.3.4), & facil obter, usando as eqs.

(1.3.2) e (1.3.9) que,

M(ij)aj -0 . (1.3.10)

. i i - - ~— -
A matriz M( J) pode ser reduzida atraves de transformacgoes 1i
neares dos vetores de base, a forma diagonal. Dencotaremos en -

tao por nq, N, en os seus valores principais. A igualda-

2 3
de (1.3.10) nos diz que se o '"vetor dual” aj existe, ele ne-
cessariamente estara localizado ao longo de uma das direcoes
principails da matriz M(ij), correspondente ao valor principal
nulo.

Sem diminuir a generalidade, podemos entaoc tomar aj=
= (a,0,0), o que reduz a eq. (1.3.10) para an, = 0.

Através da eq. (1.3.9), vemos que as relagoes de co-

mutacao (l.3.1) tomam a forma:

. . a

KoKy = -7 % v sy

Ky K| = ngK (1.3.11)
¥ T 2 : a .

Ko Kg| = mpy + 7 Ky

0 gue nos resta agora, € apenas a arbitrariedade das
transformacdes de escala e¢ da variacao do sinal dos operadores

K Isto permite mudar simultaneamente o sinal de n,, n, e

(1) -

n., e fazer positiva a grandeza 3 (se ela ¢ diferente de ze

ro). Chegamos, desse modo, a seguinte tabela para 0s possl -

veis tipos de espagos homogéneos.
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Tabela 1.3.1 - A classificagao de Bianchi. Escolha original para o sinal dos

parametros a, Ny, N,, Nz que determinam uma escolha indepen-

dente para as constantes de estrutura,Cﬁc. 0 parametro h que

diferencia os tipos III e VI & definido por h=a /4n2n3.

Tipo a ny n, n, -
I 0 0 0 0
II 0 + 0 0
III (h=-1) + 0 + _
Iv + 0 0 +
Vv + 0 0 0
VI (h#-1) + 0 + -
VII * 0 + '
VIII 0 + + -
IX 0 + + +

E preciso aclarar ainda, a diferenga entre oS grupos

ITI e VI. As eqs. (1.3.11) se reduzem para os tipos III ou VI,

a:
K..K.] = - 2 K+ n.K
1002 z b2 T P33
KoK.] = - &k, - nK (1.3.12)
f1083] Z 3 T Mats e
Kpky] = 0

Para o operador Y = alKl + aZKz + ulKS, onde Gp,05,0zg 540

constantes arbitrarias, ser gerador de um subgrupo abeliano Gy,

do grupo G, gerado por Ky, K, e K ¢ mecessario e sufici-

(10)

3 ?

ente que:
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vl o=y _ly -
Yok ) [Y,Ké[ |Y,K51 0 . (1.3.13)

Substituindo a expressao de Y e usando (1.3.12), obtemos o se-

guinte sistema de equagoes para A, @, € og,

a —-
7 oy *omyag = 0,
- nga, * % a; = 0, (1.3.14)
al = 0 .
ou ainda
a
7 n, “
= 0 i (1.3.15)
l "n E Cf-
. T3 2 3

que terd uma solucdo ndo trivial e portanto existira um G, abe

liano se:
d n
2 2 9
a
det = ) == _I'+ nzn3 = 0 (1.3.16)
- a
Mg 7
ou ainda,
aZ
= -1 . (1.3.17)
4n2n3

It

2 : :
Logo, se h = a /4n2n3 -1, existe um Gl abeliano



_27_
Bianchi(lé), convencionou que esse € o tipo III., Se h # -1 ndo
existe o tal Gl’ e temos o tipo VI.

Um espago tridimensional homogéneo pertencente a clas
sificagao de Bianchi, pode ser proveitosamente utilizado para
constituir a secao espacial de um espaco-tempo, isto &, sua se-
¢do t = const. Em tal caso, o modelo sera usualmente citado
como espacialmente homogéneo de um dado tipo de Bianchi. Para
exemplificar, considere o tipo I de Bianchi. Vamos demonstrar
que este & o espag¢o euclidiano, pois, as constantes de estrutu-

ra neste caso (veja Tab. 1.3.1), sao todas nulas e pela equagao

(1.3.11) temos:

yf(i),K(j)l -0 i = 1,23 (1.3.18)

em um sistema de coordenadas cartesianas (x,y,z), uma solucgao

para esse sistema de equacgles €,

_ ¢ _d 3
K =3 > K55 > Ky =g - (1.3.19)

Obviamente, as transformacoes geradas por esses vetores delXam
invariantes as trés diferenciais independentes (dx,dy,dz)}, as
gquais constituem precisamente o elemento de comprimento
de? = dx? + dy? + dz® (1.3.20)
do 3-espacgo euclidiano.
Para dar uma idéia do método geral, usado em cosmolo-

gia, considere agora as coordenadas do espago-tempo (t,X,y,z).

Como os K&i), dados pela eq. (1.3.19) so atuam nas
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coordenadas espaciais, o elemento de linha

as? = at? - al(oyax? + oay? +daz® L (1.3.21)
& a geometria de uma variedade quadridimensional (espago-tempo)
cuja secdo t = constante & espacialmente homogenea.

Friedmann em 1922, mostrou que essa geometria e solu
cao das equacoes de Einstein, com tensor de energia-momentumda
do por T,y = pVUVv. A solucdao de Friedmann e atualmente bas-
tante citada, como um modelo cosmoldgico do universo, que tem
poeira como fonte de curvatura, dotado de uma secao de homoge-
neidade espacial do tipo Bianchi TI.

0 caminho que nos permite obter o elemento de linha
a partir da algebra dos campos de Killing, como foi visto, &
facilmente percorrido apenas para 0 caso cuclidiano
( Bianchi tipo I) . Discutiremos a seguir a construgao do ele

mento de linha no caso geral.

I.4 - Construgdo das Metricas de Bianchi

Abordaremos agora a questao fundamental desse capitu
lo, ja delineada no final da secao anterior. Conhecendo-se a
algebra dos geradores de isometria (vetores de Killing), como
determinar o elemento de linha associado ?

Antes de responder a essa pergunta, observamos que ,
geralmente, as componhentes dos campos tensoriais estao referi-
das a uma base natural de coordenadas (a/ax“ e suas diferenci=-

ais lineares associadas ax® a = 1,2,3). Contudo, qualquer



conjunto de vetores linearmente independentes em cada ponto,po
de ser utilizado como uma base locCal. Em particular, pode ser
itil referir as equacdes de campo, a métrica, etc., a alguma
base especial. Por este motivo, & costume introduzir campos ve
toriais auxiliares, que em geral, nao constituem uma base de
coordenadas,sendo escolhidos por imposigdes geométricas e/ou
fisicas.

Para descrever um espag¢o homogeneo tridimensional que
e orbita de um grupo de isometrias simplesmente transitivo, a
tarefa & bastante simplificada quando utilizamos uma tal ba -

se, chamada de base invariante.

- ~ _ 0 3 . _
Considere entao K(i) = K(i) g;a i,a 1,2, e 3,
os tres vetores de Killing do grupo de isometrias, com
o o (1 _ La .
det]K(i)l #0 e K(i)KB ) 8 g escrito na base coordenadas

{(x%}, cuja métrica ainda ndo determinada & dada por

2

agé = ax*dx?> a8 = 1.2.3 . (1.4.1)

Eap
Toda informacdo que dispomos dos vetores de Killing
& a sua algebra associada a um dos nove tipos de Bianchi.

Uma base local X(a) a=1,2 e 3, e dita invariante

sob a agdo do grupo G, se:

X lE(i)’X(aJI =0 . (1.4.2)

(@
(1)
A definicdo acima ja foi utilizada de forma ndo ex -

plicita no caso euclidiano. De fato, a homogeneidade do espa-

co plano & expressa pela invaridncia da métrica em relagdo as




translacgoes paralelas do sistema de coordenadas cartesianas

k)

ou seja, da triada de vetores que define esse sistema. Ora, co

mo as constantes de estrutura para esse tipo sdo nulas, isto €,

K(i)’K(j) =0, aeq. (1.4.2) tem uma solucdo trivial que
e X(a) = K(a)' Portanto, os vetores de Killing para a geome-
tria do tipo I, constituem a propria base invariante. Evidente

mente, esta solucdo ndo sera valida quando as constantes de

estrutura forem diferentes de zero, isto e, se

I_{(i)’K(j)I 7 0.

Em uma base de coordenadas, os vetores da base inva-

riante podem ser escritos como:

- A 3 _
X(a) = A(a) F N a,a = 1,2 e 3
O
detIA(a)] £ 0 (1.4.3)
e
o (a) _ .o
A(a)AB = 8 g

o - . ~
onde A(a) e a matriz de transformagao entre as duas bases,ou
como & geralmente dito, as triadas associadas a base invarian-

te. Nesta base, as componentes do tensor métrico sdo dadas por,

Yab = A(a) M(b) B - (1.4.4)
Um fato notavel & que das eqs. (1.4.2) definindo a base invari

ante, juntamente com a hipotese que sdo as componentes

€8
1

do tensor métrico que tem 0OS K(i) como vetores de Killing, de

corre que Y,y e uma matriz constante, 1sto e, Yablk = 0. A

demonstracgao ¢ muito simples e segue diretamente da eq.(l.4.4),
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da qual obtemos

_ a B
Yab|a " (A(aJA(b)gaB B .

_LQ B Qo R a 5]
= A A %as T A@A) [2%ar T Aa)M(b) Bas

A equacao (L g)aB = 0 & escrita (veja eq. (1.2.13)) como,
K

(1)
K (i P, = 4.6
2uglp (1) ¥ Zap K(i)(e * %o Nlid)e T ¢ o (140
desde que Kp(i) € inversivel, multiplicamos a equagao acima
por K(i)x obtendo,
o (1) P (i)
Zagin * BapK(iyeK a * EppK(aya Ky T 0 (1427
ou ainda,
- - o (i) _ (i)
Ea | Soof)e X T EesKiya T - (1e48)

Por outro lado, em termos de componentes, a eq. vetorial (1.4.2)

se escreve (veja eq. (1.2.8)), como,

o B _aQ B .
K(i)A(a)la A(a)K(i)|a U (1.4.9)
e multiplicando por K(i)x teTEMmoS
B _ a0 B (i)
A(a)lx - A(a)K(i)|ah Y (1.4.10)
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Finalmente, substituindo as eqs. (1.4.8) e (1.4.10) em (1.4.5),

efetivamente obteremos

Yapip =0 a,b,A = 1,2 e 3 . (l.4.11)

Por outro lado, invertendo a equacao (1.4.4), obtemos,

a b
€ag = At g Al JB Yap (1.4.12)
onde A(a)u € a matriz de transformacdo inversa, isto e ,
A(aJuAB(a) = SBa' Logo, para obtermos os coeficientes da mé -
trica ds? = gadeade, a menos da matriz simétrica constante

- - . . 0L . -~
Yab’ € necessarlio apenas calcular as matrizes A (a) inverte-

-las e usar a equacgao (1.4.12).

Taub, em memoravel trabalho(l—zJ

, determinou para ca-
da um dos nove tipos de Bianchi, uma representagac para a ba-
se da algebra dos campos de Killing, em seguida, substituindo
(*)

na eq. (1.4.2) das bases invariantes, calculou as matrizes

Au(a). Isto lhe permitiu obter as formas gerais, para as métri

cas das variedades homogéneas da classificagdo de Bianchi, is
to e,
az’ ala) AP gx®qB  com a,bLa,p = 1,2 e 3, (1.4.13)

- Tab o 8

onde Yab & uma matriz simétrica de elementos independentes

o
das coordenadas x .

(%)

. o . . . — ..
As matrizes A (a) para todos os tipos de Bianchi estao explicitadas na

referéncia (H) .
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Definindo w = A( )udx ., que sac as diferenciais

N . -~ . . . - a
lineares associadas as bases invariantes, isto €, w (X(b))

a - .
= 3 b podemos reescrever a metrica (1.4.14), nessa base, da

seguinte forma.
pw W , a,b =1,2,3 . (1.4.14)

Relembrando o que fizemos para o caso euclidiano (Bi
anchi 1), podemos utilizar a métrica tridimensional (1.4.13),
ou equivalentemente (1.4.14), para representar o elemento de
linha da parte espacial de um espago-tempo quadridimensional
Assim, usando coordenadas {t,xa, a =1,2,3} , onde t & a coor
denada tempe fora da segao espacial, temos a liberdade da fa-
zer Yy = yab(t), pois a base invariante S0 depende das coor-
denadas espaciais. Portanto, a forma mais geral para o elemen-
to de linha das variedades quadridimensionais, as quais por

construcdo, constituem geometrias adequadas para possiveis mo-

delos cosmologicos espacialmente homogéneos sao:

2

ds? = at? -y (Al Al

: ax®ax® | (1.4.15)

ou equivalentemente,

2 :
ds = at? -y (e . (1.4.16)
ab
Claramente, pela Ultima equacdo,vemos que as equagbes de campo
quando expressas na base invariante, se reduzirao a equagoes
diferenciais ordinarias na variavel t.

I importante salientar que essa generalizagao do con




ceito de homogeneidade Newtoniano, apesar de considerada satis

fatoria pela maioria dos cosmologos, ndo & Unica, outros cri -
térios também foram desenvolvidos e quando utilizados, condu-

(18,19)

zem em geral a métricas que nao sao equivalentes a

(1.4.15) ou (1.4.16).

I.5 - Uma Nota na Isotropia de Espagos do Tipo Bianchi

Um espaco métrico & isotropico, quando a medida do
intervalo de distancia € independente da direcdo determinada
por quaisquer dois pontos infinitesimalmente proximos. Pode-se

mostrar(zg’zl)

que esta condicdo @ equivalente a exigir a cons
tdncia da curvatura Gaussiana. E o que ocorre,por exemplo, mno
espaco-tempo da Relatividade Especial, neste caso em particu -
lar, esta curvatura € nula em todos os pontos.

0 conceito de isotropia também pode ser descrito pe-
lo formalismo de grupo de isometrias.

Como vimos, um espaco Riemanniano de dimensao n, ad
mite p vetores de Killing, onde 0 < p < n(n+1)/2, 0 espago &
homogéneo se quaisquer dois pontos estao ligados por uma trans
formacao do grupo de isometrias, neste caso , © nuamero de veto
res de Killing tem de ser necessariamente maior ou igual a di-
mensao do espaco, isto &, n i‘p < n(n+l)/2. Se n desses veto-
res ja constituem os geradores do grupo simplesmente transiti-
vo, e o numero de solucdes das equacgdes de Killing & maior do
que n, & porque existem simetrias adicionais no espago;

Quando existem exatamente o nimero miaxime de vetores

de Killing linearmente independentes, ou seja, p = n(n+l)/2 o
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espago € homogéneo e isotropico.

E facil mostrar(ggj

que um espago de dimensdao n com a
maxima simetria possivel & conformalmente plano e tem seu ten-

sor de curvatura dado por,

- R
RADOV - ni{n-1) (ghggpv - gkvgpo) N (1.5.1)
onde R = RuBhpguAgBD & o escalar de curvatura que & constan-

te e esta relacionado com a curvatura gaussiana K pela expres

sao
R = n(n-1)K . (1.5.2)

Para n = 3, a equagao (1.5.1) fornece

_R ]
RU&AD - E (gUAng gUDg&A) I (1.5.3)

(20,22)

e pode-se mostrar que existe um sistema de coordenadas

no qual o elemento de linha & dado por:

1.2 2.2 342
doz ) al(dx )T+ az(dx }° o+ u3(dx )

(1.5.4)

kd

QZ(X)
onde

a. = +1 , i =1,2,3 e Q=1+ 55 Kzl uj(x )

Da classificacdo de Bianchi, apenas os tipos I, V e
IX podem ter suas métricas colocadas na forma acima, isto € ,

sio maximalmente simétricas ou homogéneas e isotropicas, cor -
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pondendo aos valores de Ry igual a 0, 1 e -1. Isto significa
que de todos os modelos cosmoldgicos espacialmente homogéneos,
apenas aqueles cujas secoes de homogeneidade sao do tipo Bian-

chi I, V ou IX, devem também ser considerados isotrOpicos.

I.6 - Nota Historica Sobre Modelos Homogeneos

A primeira tentativa de classificacgao dos modelos
cosmologicos, foi feita em termos de seus parametros cinemati-
cos suplementados por informacdes sobre o conteudo material(é).
Nesta linha, os modelos de Friedmann eram caracterizados por
terem rotacao e distorcao ("shear") nulos(*) (wuv = Oy T 0) .
Se aleém disso o escalar de expansao 0 & nulo, o modelo obtidoé
o de Einstein. A hipdtese Ty = 5 =0 e By # 0 conduz ao mo-
delo de GBdel. Para este conjunto de solugoes, a fonte de cur-
vatura € um fluido perfeito sem pressao. Finalmente, se a den-
sidade da matéria & feita igual a zero, se¢ obtem os modelos de
De Sitter como caso particular dos modelos de Friedmann.

Esta classificacdo revelou-se, com o actmulo gradual
de solucdes (principalmente a partir do trabalho de Taub), in-
suficiente para diferenciar as solucdes, além disso, com o}
estudo sistematico dos tipos de Bianchi, viu-se que era mais na
tural usar o esquema de grupo de isometrias, para uma caracte-
rizacdao geométrica intrinseca do espago-tempo.

Ja foram encontradas solugoes espacialmente homo -

(14,23)

geneas para todos os tipos de Bianchi. O primeiro mode-

(x)Ver Capitulo IIT para a definicao de tais quantidades.
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lo cosmologico, o universo de Einstein, tem secdo t = cte. do
tipo Bianchi IX, os modelos de Friedmann sao dos tipos I, V e
IX. O universo de GBdel no lugar de uma éegéo espacial homoge -
nea, tem uma secao temporal que € do tipo VIII. E muito grande
a quantidade de exemplos, porque o conteudo material e a exis -
tencia de certos parametros cinematicos, diferenciam as solu -
goes cujas segoes sao de um mesmo tipo de Bianchi.

Ozsvath e Schﬂcking[lé), encontraram toda uma classe
de solugoes com mesmo tensor de energia-momentum do modelo de
Einstein, mesmo tipo de segao espacial (Bianchi IX), que se di-
ferencia do modelo de Einstein pela existéncia de rotacao. Mais
recentemente, Reboucas e Sales de Lima(gi) encontraram tambéem

uma classe de solugBes cuja secdo t = const., € Bianchi IX e on-

de a rotagao depende do tempo.

I.7 - 0 Universo & Homogeneo e Isotropico ?

Os conceitos de Homogeneidade e Isotropia foram intro
duzidos na Cosmologia Relativista por Einstein, ao formular 0
problema Cosm016gico(gé)... "A estrutura métrica do continuo es
pago-tempo deve ser extremamente complexa, dada a irregularida-
de com que a matéria se distvibui. Se essa estrutura, porem nos
interessar a 'grosso modo', entdo nos serd permitido imaginar ,
que a distribuicdo de matévia se faz uniformemente sobre espa -
¢os enormes, de tal modo que a sua densidade se apresenta como
uma grandeza de variagao extremamente lenta”. Tais hipoteses ,

altamente restritivas, eram permitidas na época ate pela inexis

téncia de dados observacionais e tinham por finalidade Ultima
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(ou primeira ?), tornar o problema tratavel do ponto de vista
matematico.

Quando Hubble em 1929 descobriu a expansac do univer-
so, prevista pelos modelos homogéneos e isotropicos de Fried-
mann, estas hipoteses passaram imediatamente a ter um maior
grau de confiabilidade.

Posteriormente, foi demonstrado rigorosamente por
Walker(zé) que um espaco que € Iisotropico em torno de qualquer
ponto também € homogéneo, sendo portanto maximalmente simetri -
co. Isso permitiu, juntamente com o conhecido Principio de Co-
pérnico (a terra nao ocupa uma posicao privilegiada no wuniver-
so0), deslocar aparentemente o problema da homogeneidade espaci-
al para o da isotropia, pois, se o universo € isotropico visto
da terra, devera ser via "Principio de Copérnico' em torno  de
qualquer ponto, com o trabalho de Walker nos assegurando a sua
homogeneidade espaclal.

A descoberta da radiacao cosmica de fundo (RCF), por
Penzias e Wilson, em 1965, foi prevista no final da década de

quarenta(gz’gﬁ) por Gamov e colaboradores, para um universo em

(29,30) o4,

expansao. A sua aparente isotropia sem duvida, um

fator de maior aceitacgao da isotropia e homogeneidade do uni -

verso, apesar de nao se ter claro2L)

como isotropia da RCF im-
plica isotropia do espaco-tempo ou da distribuicao de mate -
ria.

Na verdade, existem modelos anisotropicos do univer -
so(él) onde a observacao de RCF e da distribuicao de matéria
podem ser isotroOpicas ao longo de uma dada linha de universo ,

no entanto, sabemos que as nossas observacOes sao sempre feitas

aqui e agora,isto &, ao longo da linha de universo de nossa galaxia.
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Atualmente parece ser um dado observacional largamen
te aceito, a existéncia de uma anisotropia de dipolo na RCF,me
dida por Smoot et al.(ég) e confirmado por Cheng et al.(éé) e
Fabbri et al.(éi). Essa anisotropia tem sido geralmente atribu
ida ao efeito DBppler correspondendo a uma velocidade de nossa
galaxia na diregéo(*)(éz’éé), 2 = 2619 e b = 339, da ordem de
603 + &0 Km.s_l. Mais recentemente, como tinha sido sugerido no

trabalho de Fabbri e colaboradores, foi detectadééééﬁg,

um ter
mo de quadrupolo da mencionada radiag@o. Se isto for confirma-
do, teremos uma indicacdo da existéncia de uma anisotropia in-
trinseca na RCF de 2,7°K.

Um resumo da situacdo observacional relacionada com
a isotropia pode ser encontrado nas refs. (31,35,48); ressal-
tamos apenas que a existéncia de um campo magnético cosmico po
de ser outra indicacdo contra a isotropia, apesar dos dados ob
servacionais nao serem ainda conclusivos, pois os efeitos des-
se campo podem ser mascarados por campos 10cais(

rém, indicacces de uma orientacé@o sistemética(é§’§2) do

éZ).EXistem po
€1X0
das galaxias.

As evidéncias acima (até que se prove o contrario) ,
contém tentadoras sugestoes de anisotropia. Em vista disso,mes
mo com o uso de suposigoes extras que ndo sdao baseados em da -
dos observacionais (como o Principio de Copérmnico), a comprova
cdo experimental da isotropila do espago-tempo parece ser uma
questao ainda em aberto.

A verificacgdo direta da homogeneidade € bastante pa-

* - - . .

( )EL e b sao coordenadas galaticas & = 2619 e b = 330, dao um afastamento
de v 409 da direcao do super—aglomerado de Virgo, medido a partir da ter
ra‘\e>
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recida com a da isotropia. Nos modelos cosmolégicos expansionis
tas, em geral, existem horizontes de particulas, isto &, a mai-
or distancia que um observador pode ver numa dada direcao para

um certo instante do seu tempo préprio(l’gg).

Existe portanto
em tais modelos, regides do espaco-tempo das quais, devido a ex
pansao, nao temos recebido nenhﬁma informacao ¢ estamos supondo
"a priori' que tais regiles sao espacialmente homogeneas.

Segundo Ellis (3141

parece nao ser possivel distin -
guir observacionalmente entre um universo espacialmente homoge-
neo e um universo espacialmente nao-homogéneo, que € do tipo
Friedmann nas vizinhancas do nosso grupo local de galaxias, e
nao-homogéneos para grandes distancias.

Para finalizar, de acordo com P.S. Wesson(ﬂg’ﬂé),

05
dados experimentais relativos a questao da homogeneidade e da

isotropia do universo, podem ser divididos em quatro categorias:

(1) - Medigoes da RCF indicam homogeneidade em pequenas escalas
angulares e inomogeneidades em grandes escalas. A aniso -
tropia de quadrupolo nao pode ser interpretada como um sim
ples efeito de velocidade e indica anisotropia no presen

te ou no futuro.

(2) - Fontes de Radio indicam homogeneidade e isotropia, mas o
deslocamento das linhas espectrais para o vermelho nao ¢
conhecido para uma quantidade grande de tails fontes. Lo -
go sua aparente isotropia pode ser compativel com inomoge

neildades na escala do ralo de Hubble.

(3) - Galaxias oticas indicam inomogeneidades na escala dos su-

peraglomerados (v 50Mpc), mas a situacao ¢ ainda bastan-
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te indefinida.

(4) - Medidas relacionadas aos quasars sao referidas como indi
cando homogeneidade, mas existem algumas analises que in

dicam o oposto.

Esses dados mostram que a questao da homogeneidade

, . (43) B .
ainda esta em aberto“ ", porém, a opiniao ortocdoxa, de que o
universo & homogéneo e isotrdpico estd colocada em muitos 1li-

VIios-textos.



CAPITULO TIT

MODELOS INOMOGENEOS(*)

I1.1 - Introdugac

No Capitulo anterior, consideramos algumas questdes
relacionadas com a observacao da homogeneidade e da isotropia
do universo. Como foi visto, os dados observacionais disponi -
vels parecem ser insuficientes para nos assegurar de forma de-
finitiva, que o universo em larga escala &, foi e sempre sera
maximalmente simétrico, tal como & admitido pelos modelos cos-
mologicos de Friedmann.

0s modelos homogéneos do tipo Bianchi teoricamente,
também apresentam sérias limitagfOes. Suas geometrias evidente-
mente nio sdo adequadas para estudar o fenomeno de formagao de
galéxias(ll), nem parecem ser suficientemente gerails para des-
crever a singularidade inicial e o universo nos seus primeiros
estagios. Proximo a singularidade, & razoavel supor que condi-
¢Oes menos restritivas sejam mais esclarecedoras(ﬂi). Qutras
questoes foram levantadas pelo conhecido "Programa de Cosmolo-

(ﬂé). Tal programa & baseado na

gia Cactica" devido a Misner
idéia de que um universo homogéneo e isotropico pode ser fruto

da evolucdo de condigdes iniciais arbitrarias na singularida -

(:’:

)Esta palavra esta aportuguesada do ingles,"inhomogeneous™, que ao con -
trario de inomogeneidade mao esta registrada no Aurelio.
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de. O proprio Misner 1iniciou os trabalhos para provar a sua
hipotese, examinando o evanecimento da anisotropia em modelos
da élassificagéo de Bianchi dos tipos I e IX(EE); a isotropiza
cdo dos modelos sendo provocada nos estagios iniciais por efeil
tos de viscosidade na radiacao de neutrinos. Posteriormente as
idéias de Misner foram severamente criticadas(ﬂz), por Collins
e Hawking. Eles demonstraram que efetivamente existe uma clas-
se de modelos espacialmente homogéneos e anisotropicos, que ten
dem a isotropia durante o processo de expansdo, contudo, o con
junto dos estados iniciais do universo para que isto ocorra €
de medida nula, no conjunto de todas as possiveis condigGes ini
ciais. Sendo assim, o processo de isotropizacdo seria possivel
somente a partir de condigoes especials na singularidade, ao
contrario do que afirmara Misner. 0s resultados de Collins-Haw
king nao foram definitivos, porque eles trataram apenas 0S mo-
delos cosmologicos espacialmente homogeneos e achavam que con-
dicBes iniclais inomogéneas ndo precisavam ser consideradas
pois provavelmente, produziriam anisotropias no lugar de iso-
tropia. W.B. Bonnor desconfiou que esta suposicgao poderia es -
tar errada e investigou a evolucdo de modelos cosmologicos que
sd0 inicialmente inomogeneos. Como resultado ele obteve(ig)que
sob uma grande variedade de estados iniciais, modelos inomogé-
neos esfericamente simétricos em torno de um ponto, mais preci
samente, as solucdes inomogeéneas de Tolman-Bondi evoluem para
modelos homogéneos e isotropicos. Apesar de constituir um pas-
so adiante, a questao nao estava ainda decidida, pois o modelo
utilizado era também dotado de simetria,e portanto, o resulta
do ainda ndo poderia ser considerado geral.

(49)

A polémica terminou quando Bonnor e Tomimura —" pro
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varam finalmente que uma classe das solugoes inomogéneas de Sze
keres(ég), cujas geometrias nao tém vetores de Killing, evoluem
de uma grande variedade de estados iniciais para modelos do ti-
po Friedmann tal como especulara Misner. 0s processos fisicos
que determinam tal evolugao sao ainda desconhecidos, talvez de-
vido a simplicidade da fonte de curvatura (poeira!) dos modelos
de Szekeres. Por isto, achamos necessario investigar e obter
um nimero maior de solugdes inomogéneas das equacdes de Eins -
tein, apesar de toda sua complexidade matematica.

No presente capitulo, trataremos de definir um crite-
rio de inomogeneidade, apresentar as solugdes inomogéneas de
Szekeres, e fazer um resumo de Suas principais caracteristicas,
que foram discutidas em varios artigos apds a sua publicacdo .
Tais solucgdes serao objeto de nosso estudo, tendo em vista acom
paracdo de uma classe particular delas, com uma solugao genera-

lizada que foi por nos encontrada.

I11.2 - Definicao e Exemplos

A discussdo precisa de modelos inomogéneos &€ uma tare
fa dificil, pois existem diversas maneiras independentes de se
introduzir inomogeneidades. O problema & agravado pelo fato de
nao ser conhecido, até o presente, um esquema geral de classifi
cacdo tal como o de Bianchi para modelos homogéneos.

A forma mais "simples'" de tratar inomogeneidades em
modelos cosmoldgicos & também obtida através da técnica de gru-
po de isometrias. Em principio, podemos exigir que o espago -

~tempo admita um grupo de movimento, sem permitir que as orbi -
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tas de tal grupo constituam hipersuperficies do tipo espago tri
dimensionais. Dessa forma, teremos garantido que o modelo naose
ra espacialmente homogéneo, mas € deixado um certo grau de sime
tria, o que em geral facilitard as solugdes das equagOes de cam

po. Logo, dizemos que & espacialmente inomogéneo(él)

o modelo
cuja dimensao da o6rbita do grupo de isometrias (caso existal) &
menor ou igual a dois. Isto significa, em particular, que as hi
persuperficies ortogonais as linhas de fluxo do fluido nao sao
as orbitas do grupo como acontece nos modelos do tipo Bianchi .
Obviamente, este € um bom critério pois €& independente do  uso
de um particular sistema de coordenadas. Tal criterio &€ a base
e .. . (52-55) ~
da ideia original de Collins‘>= ==, segundo a qual, nao deve -
mos pensar em termos de simetrias do espago-tempo como um todo,
e sim considerar as simetrias existentes nas subvariedades que
ele chamou de "simetrias intrinsicas”.
(56) N .
0 modelo de Taub‘'*—=’ constitui um bom exemplo da exis

téncia de simetria intrinsica. Esta solugao tem simetria plana

numa secdo bidimensional e sua métrica & dada por

2 4/3

ds? = at2-t23 a0 yax? + M3 (ay? ¢ 4 (2.2.1)

onde A(x) & uma fungao arbitraria. A fonte de curvatura deste
espaco-tempo & uma poeira que flul ortogonalmente as hipersuper
ficies t = constante. Para 3A/3x diferente de zero, pode-se
mostrar(ézj que o modelo ndo & espacialmente homogéneo, mas ad-
mite trés vetores de Killing, que atuam na orbita bidimensional
t e x constantes.

Modelos inomogéneos que admitem um G5 em superficies

bidimensionais do tipo-espago, incluem varios tipos de solugoes
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nao estacionarias dotadas de simetria esférica ou plana. Um ou
tro exemplo, & a ja citada solucdo esfericamente simétrica,cuja
fonte de curvatura € poeira, estudada originalmente por Tol -
man[égj. Esta & provavelmente a mais antiga solucdo inomogénea
exata das equacoes de Einstein aplicadas a um fluido. Um resu-
mo de tais modelos com poeira pode ser encontrado na referén-
cia (59).

As simetrias intrinsicas podem ser impostas sobre as
subvariedades do espago-tempo de varias formas, o importante &
nao violar o carater inomogéneo do modelo. Podemos, por exem-
plo, exigir que o tensor de Ricci das subvariedades tenha cer-
tas propriedades, tal como a igualdade de seus autovalores.

Um esquema geral de classificacao de modelos inomogé
neos baseado no critério de grupo parece ser impossivel porque
devem existir varias solucgdes distintas que ndo tém vetores de
Killing,como & o caso das solugdes de Szekeres(ég’gij. Conse-
quentemente, novas informacdes oriundas da cinematica do flui-
do, em geral, sao adicionadas quando se tenta caracterizar um
conjunto particular de modelos. E o que acontece, por exemplo,
no esquema proposto por Wainwright(gg) para modelos sem rota-
cao.

Observamos ainda que as inomogeneidades em  modelos
cosmologicos podem surgir quando substituimos o grupo de trans
formagoes que cobre as subvariedades. Podemos utilizar campos
vetoriais que geram transformacoes conforme [% g=x(x)g) e/ou
homoteéticos (L g = ag, o = cte), no lugar de campos vetoriais

Y

de Xilling, que geram transformacdes isométricas (% g = 0). As

primeiras solucdes que admitem movimentos homoté@ticos foram en
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contradas por Eardley(él). Tais modelos tem sido pouce estuda-

dos, principalmente devido a complexidade das equagdes de cam-
po(92)

11.3 -~ 0s Modelos Cosmologicos de Szekeres

O mais geral conjunto de solugoes conhecidas das equa

¢bes de Einstein & constituido pelos modelos inomogéneos de

(50)

Szekeres Uma sub-classe dessas solugdes foi descoberta in

dependentemente,em trabalho ndo publicado,por W.B. Bonnor e N.
Tomimura(gé).

0 contedo material de toda classe & composto de po-

eira com rotagdo nula. A mectrica pode ser escrita na forma,

ds? = dt” - e%%ax? - o*Prayledz?y | (2.3.1)
onde o = aft,x,y,z) e B = B(t,x,y,z) sao fungoes determina
(*)

das pelas equacodes de Einstein ,

1 = -
Ry =78 R = - T (2.3.2)
com T = pV. V_, onde o= st
uv now 0
Duas das eqs. (2.3.2) depois de alguns célculos(ég),
(**)

mostram que a funcao B obedece @ seguinte relagdo

BB = BB, =0 . (2.3.3)

(2
(*)

Tomamos K = 1.

Usaremos a notagao B, =
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Szekeres dividiu as suas solugles em varias classes
que dependem das hipoteses feitas sobre a fungdo g, de tal for

ma que ela obedeca a equagdo acima. Temos entdo:

Classe 1. BX 0 . (2.3.4)

Nessa condigao, a eq. (2.3.3) implica que éy = éz = 0, e temos

a forma geral da fungao B,

B = w(t,x) + n{x,y,z) . (2.3.5)

Esse resultado & levado as equacgdes restantes que determinam
a = a(y,n) e as equacgdes diferenciais obedecidas por ¥ e n ,

ou seja,

o = ﬁﬂ(wx + nx) + . (2.3.6)

e_Zn(nyy+nZZ) P 1= etV 23ty = k), (2.3.7)

onde K(x) & uma funcdo arbitraria na variavel x.
Fazendo agora ¢ = £nR, as eqs. (2.3.5),(2.3.6) e

(2.3.7) podem ser reescritas respectivamente como:

B = £nR + n (2.3.8)

o = EH(RX + Rnx) , (2.3.9)

46'2”( + ) + 1 = 2RR + B2 = -K(x) (2.3.10)
T"Iyy T}ZZ . .

Em consequéncia da cquacdo (2.3.8), podemos escrever a 2-métri
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ca eZB(dy2+dzz) na forma Rz(t,x)ezn(dy2+dzz), com a fungao
R(t,x) por (2.3.10) satisfazendo para cada valor de x a equa-

cao diferencial de Friedmann. Além disso, por esta mesma equa-

¢do a métrica bidimensional dg° =

()

2 2 - -
e q(dy +d22) e uma superfl-
cie de curvatura gaussiana constante e igual a 1+K(x), para
cada valor de x.

A equagao (2.3.10) tem a seguinte integral primeira

.2 2(x)

RT = k() + %y (2.3.11)
onde 2(x) €& uma fungdo arbitraria de x.
Suas solugoes gerais sao as funcgoOes de Friedmann
R(K(x),2(x), t-ty(x)) definidas®®) por:
. -1 2
(i) K >0 , & > 0; R[K,l,t—tO) = UK “cos”¢ s
t-ty ) = 8k 20+ L osenze)
.. _ -1 2
(1ta) K< 0 , & < 0; R(K,Q,t—to) = 2K “cosh”é§ ,
t-ty (0 = -£(-K)>2(s + 1 sennze);
.. -1 2
(iib) K =<0 , 2 > 0: R(K,R,t—tO) = -2K “senh™s s
toty () = 2(-K Y 2(-6+ L sennzsy |

(%)

- . 2 2
Para uma 2-metrica da forma e n(dy + dzz) onde n = n(y,z), a curvatu-

(50)

ra gaussiana e dada'—~" por:

_ s
k = ~be (nyy + nzz)



(iic) K <0 , & =0; R(K,0,t-t,) = O SR SN e S DI
(iia) K =0 , &> 0; RO0,2,t-t)) = GO et )/,

(i1ib) K

i
[
o
li

05 R(0,0,t-t,(x)) = £(x)

onde § € um parametro e f(x) uma funcdo arbitraria. Para ty (x)
igual a zero; as solucoes se anulam em t = O; exceto no caso
trivial (diiib).

A solugao geral de (2.3.10) wpara a funcao n € dada

por

e - atonf+z?) ¢ by + cz + d(x)  ,  (2.3.12)

onde a, b c e d sao funcoes arbitrarias que em virtude da

equacao (2.3.10) obedecem a relacio
tad - b2 - c? oLl (14 k) (2.3.13)

Uma solugado desta classe € encontrada a partir da S0
lucao geral de n(x,y;z) e da escolha de uma das funcoes de Frie
dmann, o que permite por substituigdo nas eqs. (2.3.8) e (2.3.9)
determinar as funcoes o e 8

As funcoes R(t,x) dependem no maximo de trés funcgdes
arbitrarias enquanto n(x,y,z) depende de quatro. Mas, por uma
transformacao de coordenadas, uma das funcoes arbitrarias pode
ser eliminada(gﬁ) e devido a relacgdo (2.3.13), teremos entao
no maximo cinco funcdes arbitrarias em cada solucgao. Para esta
classe a expressao da densidade de materia é€:

'Rx + 3£nx

b = . (2.3.14)
R (RX + nXR)
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Classe 1I1. R, = é = é = 0

Sob tais condigoes temos a forma geral da funcgao B,

suprimindo a variavel x na equacao (2.3.5), isto e,

g = w(t) + niy,z) . (2.3.15)

As equacoes de campo restantes determinam agora que

—Zﬁ _ — _ Za i =20 _ _
de " nyy *ong,) = e T2y v 30T) K , X = const. (2.3.16)
Observe que esta € a eq. (2.3.10) com 4 funcio K(x)= K = cte. No-
vamente R(t) = ewft) obedece a equagao diferencial de Fried -

mann

2

2RE + R = - K ., K = cte (2.3.17)
com ;(y,z) da forma
-n _ 2 2
e = a(y” + z") + by + cz + d (2.3.18)

onde a, b, ¢ e d sdao constantes arbitrarias que obedecem a

relacao

_ K
dad - b° - ¢ = T . (2.3.19)

1l

Neste caso, as funcoes «o a(t,x,y,z) e 8 = 8 (t,y,z) sao da-

das por

a = £n{x + Rg) (2.3.200

8 = tn (B (2.3.21)
n



- 52

onde A = A(t,x) e o o(x,y,z) estao relacionados com R e n pe

las equacgoes

AR+ AR + AR = g(x) (2.3.22)

o(x,y,z) = e iy(x) (yi4zd) ¢ w(x)y + s(x)z + a(xﬂ (2.3.23)

onde, B, v, w, & e £(x) sdo fungoes arbitrarias.

Uma particular solugao &€ novamente obtida pela esco-
lha de uma fungao de Friedmann, que e levada a eq. (2.3.22) pa
ra determinar A(t,x). Substituindo x(t,x) e o(x,y,z) nas eqs.
(2.3.20) e (2.3.21), teremos as fungoes o ¢ B

Todas as solucOes particulares desta classe estao
apresentadas no trabalho original de Szekercs mas pclo fato de algu-
mas expressoes da densidade de matéria terem sido corrigidas
posteriormentecig), elas serao exibidas ao estudarmos na proxi
ma secao, a cvolucao temporal de tais modelos.

Em geral, para as métricas pertencentes as duas clas
ses nao existem vetores de Killing(Qi), mas varias solugoes <o
nhecidas que admitem algumas simetrias, sao obtidas como casos
particulares.

A Classe I inclui os modelos esfericamente simétri-

cos de Tolman—Bondicég’Qé), a classe de modelos com simetria

(59)

plana discutidos por Eardley, Liang e Sachs e a Classe

Il contém generalizacdes inomogéneas dos modelos homogeneos e

(66)

anisotropicos de Kantowsky-Sachs —

(67)

0 seguinte teorema foi provado por Alan Spero -— )

para as duas classes:
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Teorema II.1: Qualquer solucdo de Szekeres com p = p(t) € es-
pacialmente homogénea do tipo Friedmann ou Kantowsky-Sachs, ou

entao admite um grupo de Bianchi dos tipos I ou VI.

0O espaco-tempo de Szekeres contém um fluido perfei-

to (p=0), que & irrotacional, geodético e normal as hipersuper

cte}, tendo sido caracterizado covariantemente pe-

(68)

la primeira vez por J. Wainwright*— |, em termos do seu ten -

(54)

sor de Weyl e também por Szafron e Collins‘>— , usando o esque

ficies {t

ma de simetrias intrinsicas. Enunciaremos essa ultima classifi
cac3o como um teorema, cuja prova pode ser encontrada na Ulti-

ma referéncia citada.

Teorema I1I1.2: Um espaco-tempo que contém um fluido perfeito e
satisfaz:
(i) O fluido € geodético e ortogonal as hipersuperficies t =

= cte.

(ii) As hipersuperficies que tem as linhas de universo do flu

ido como normais, sao conformalmente planas.

(i1i) O 3-tensor de Ricci dessas hipersuperficies e o tensor

de expansao tem dois autovalores iguais.

E uma solucio das equacbes de Einstein, se e somente se, tem

o elemento de linha de Szekeres.

A auséncia de vetores de Killing em tal geometria e
o fato das linhas de matéria serem geodésicas, levou W.B. Bon-
nor(ggJ a investigar a existéncia de radiagdo gravitacional nes

ta solugao, por dois motivos:

1. Uma grande parte dos movimentos astronomicos ocorrem em que
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da livre, e se radiacdo gravitacional ndo € produzida  por
eles, deve existir muito menos radiacao presente do que o0s
investigadores acreditam.

2. As solugdes exatas conhecidas para a matéria caindo livre -
mente, até entdo, eram homogéneas ou dotadas de simetria es
férica, plana ou cilindrica, isto &, eram muito simétricas

para serem modelos realisticos de sistemas radiantes.

(70)

Bonnor *~— mostrou que € possivel fazer a jungéo(*) da métrica
de Szekeres valida para 0 < x < X, com a de Schwarzchild vali-
da para x > x;. A métrica de Schwarzchild sendo estatica, nao
existe radiacdo passando através dela, de modo que a matéria
movendo-se na regido 0 < x < X5 nao deve ser fonte de radia -
gao gravitacional.

Para completar a caracterizacgao dos modelos cosmolo-
gicos de Szekeres, falta apenas investigar a sua evolugao tem-
poral, o que sera feito em detalhes na proxima secgao. Estudare
mos apenas a evolucgdo da Classe 11, pols & esta classe que es-

ta diretamente relacionada ao nosso trabalho,

I11.4 - Evolugao dos Modelos de Szekeres

Iniclalmente, vamos reescrever a métrica de Szekeres

= - - (63) - - -
na forma utilizada por Bonnor e Tomimura —" pois esta € mails
conveniente para comparar com & generalizacao proposta mais adi

ante.

(“)Na realidade a juncao foi realizada apenas para a Classe I.
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A métrica em todos os casos e dada por:

2 2

ds? = dt? - QZax? - R%(ay? + nfazy ., (2.4.1)

onde, Q = Q(x,y,z,t) , R =R(t) e h = h(y).

As fungoes R e h satisfazem as equagoes

JRR + R = -K (2.4.2)

2
éu% = - Xh , K=20, 1 (2.4.3)
dy

As equagdes de campo (2.3.2) determinam que a funcao Q € sepa-

(")

ravel da forma

Q=AR + T | (2.4.4)

onde A = A(x,y,z) e T = T(x,t).

Os modelos sdao classificados de acordo com o valorde
K, e serdo denotados pela letra P (parabolicos, K=0), H (hiper
bélicos, K = -1), e B (elipticos, K = 1), correspondendo aos

modelos de Friedmann com esses valores de K.

Modelos Parabolicos: K=10, h=1
" 2. 2
A= Ry +z") + oy + vi + (2.4.5)

onde B, o, v e w sdo funcdes arbitrdrias na variavel X,

.k - iy I3 it bl - a
( )Detalhes da integragao de tais equagoes serao apresentados mno proximo
capitulo ao generalizarmos estes modelos.




Modelos Hiperbolicos:

onde
H. I
H, 11

QR
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R() = t2% e 1= 2tV (2l
A (2.4.7)
3QR

— _ 2
R =1 e T = gt~ + ut (2.4.8)
4
o = - 7% (2.4.9)
XK = -1 s h coshy
A = (ccoshy + vsenhz) coshy + wsenhy , (2.4.10)
e w sao funcoes arbitrarias na variavel x.
= 2K senh2 % , t = K (senhp-p) (K>0, t>0)
T = 8(% coth & - 1) + (ucoth 5o (2.4.11)
- SRAZE (2.4.12)
QR
= 2K cosh2 % s t = K (v + senh v)
(K>0a —x <t < oo)
= B(% tgh % - 1) + u tgh % ; (2.4.13)
o = B -26KA (2.4.14)
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H., III R =t s (t > 0)
T = glogt + y (2.4.15)
o = é—iz (2.4.16)
Modelos Elipticos: K =1 h = seny
A = (ocosz + wvsenz)seny + wCoSy . (2.4.17)
E. T R = 2K sen’ % , t = K(s - sens) K > 0
t= gl cor § -1 fucor 3, (2.4.18)
p = éﬁgg%_ﬁ : (2.4.19)

Através de uma transformacdo na variavel x, uma das
cinco fungoes arbitrarias B8, u, o, v e w pode ser feita igual
a £1. Os modelos dependem entdo de quatro fungoes arbitrarias
distintas, e no caso H.I, H.II e E.I, de uma constante ar -
bitraria K.

A evolucdo de todos os modelos depende das duas fun-
¢ées arbitrarias B(x) e wu(x). Em todos os casos, as superfi -
cies bidimensionais t = cte, x = cte, seguem a historia deter-
minada pela funcdo R(t), mas a expansdo na diregao x € diferen-
te. O comportamento assintotico dos modelos em t = 0t e t > @

f0i determinado considerando em tais limites de tempo, a poteén-

cia temporal dominante, na densidade e na métrica.
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Para os modelos parabdlicos temos:

2/3

Modelo P.I: A fungao R = t ¢ aquela do modelo de Friedmann

plano.
(1) p#0o B#£O

i - - - . A
Para obter densidade positiva e necessario fazer i >0,
supondo A > 0 e p > 0, podemos por uma transformacaoc na vari-

avel x, tomar p = +1. A métrica (2.4.1) em t - ot &

lin ds® v ae? - e g M3 ay? v 4zt L (2.4.20)
£+0

. - - . ) +
Esta e a metrica de Kasner, a densidade em t = 0 e

lige - ﬁ% , (2.4.21)
't-)—

que nao € homogénea. Isso mostra que no inicio a densidade e a
expansao nao estavam relacionadas.
Examinando a situacao em t - +» e supondo B > 0 po-

demos fazer uma transformagao em x tal que g = 1, entao:

o

l1im ds2 " dt2 - t8/3

T+

2 4/3

dx® - ¥ (ay? « d2h L (2.4.22)

que € a métrica de um universo anisotropico e inomogéneo.

A densidade assintotica € dada por

. 4A
ILimp v 373 . (2.4.23)
t++x 3t8 3
Contudo, se 8 = 0 as segles espacials t = cte sdo

planas e a densidade quando t + +x & a do modelo de Friedmann.
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Este caso & interessante como um exemplo de uma cosmologia que
comeca num estado de extrema inomogeneidade e anisotropia, e

evolui para um modelo homogéneo e isotropico.

(i1) p==0 , B#0

A métrica &€ dada por:

as? = ae? - Y3 A+ Led/3 2% 4 ay? 4 dzZT . (2.4.20)
Quando t - 0" temos:
Lim ds? o at? - V3 (alax? + ay? + az8) (2.4.25)
t-07F
e
. 4
lim ¢ = — , (2.4.26)
t+0* 3t

Iniciando entdo como um modelo homogéneo e anisotro-
pico. Quando t -~ += temos os mesmos resultados do caso anteri

or, eqs. (2.4.22) e (2.4.23).

Modelo P.I1: Nesse modelo ndo existe expans@o nas direcoes vy

e z. Contudo, a eq. (2.4.9) mostra que indepen -
dente da escolha das fungbes arbitrarias,em todo instante de
tempo, existe densidade negativa em alguma regido do espago -

-tempo.

Apenas os modelos Parabdlicos serdo importantes para

fins de comparacdo com o nosso trabalho, que sera apresentado
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no proximo Capitulo. A evolugdo dos modelos hiperbolicos e elip

ticos também esta

indicada

ref. (69) e um

sultados estao apresentados na Tabela 2.4.1.

Tabela 2.4.1 - Evolucao dos modelos de Szekeres

resumo dos re-

pertencentes a

Classe II.
Modelo Subcasos Evolucao
de: para:
P.1 LEO, B#O inomogéneo inomogégeo e
Kasner anisotropico
p#0,8=0 inomogeneo Friedmann plano
Kasner
u=0, 8#0 homogéngo inomogégeo
anisotropico anisotropico
P.T1 contém densidades negativas em todo
instante de tempo
H.I uw#0, B#O inomogeneo Friedmann
K-S hiperbolico
w#0, =20 inomogeneo Friedmann
K-S hiperbolico
p=0, g#0 homogéngo Friedmann
anisotropico hiperbolico
H.IT contém densidades negativas em todo
instante de tempo
H.III homogeneo homogeneo e
anisotropico isotropico
E.I mB+y < 0 inomogéneo inomogéneo e
K-S anisotropico
TR+u = 0 inomogéneo homogeneo
K-S anisotropico




CAPITULO 111

UMA GENERALIZAGAQO DOS MODELOS
INOMOGENEQS DE SZEKERES

II1.1 - Introducgao

Quando conhecemos uma solugao das equagoes de Eins-
tein, € possivel (em principio) se obter uma solugao mais ge-
ral, através de modificacOes na métrica e/ou no tensor de ener
gia-momentum. Tal procedimento & independente do modelo ser ho

mogéneo ou inomogéneo. No caso homogéneo, por exemplo,Brill(Zy

generalizou a solugao de Taub(ll) para o vazlio, colocando um
campo eletromagnético como fonte de curvatura. Ozsvath e
Schﬁking(lé), encontraram uma classe de solugdes dependentesde

um parametro K, de tal forma que, para K igual a zero €& obtida
a solucido de Einstein. Neste caso, fol mantido o mesmo contel-
do material. Os modelos homogéneos foram exaustivamente estuda
dos a partir da década de sessenta, por esta razao € muito gran

(3.7.24)

de o numero de exemplos Para modelos inomogeneos, as

solucbes de Szekeres, como fol visto, constituem generaliza -
coes dos modelos de Tolman—Bondi(Eﬁ’éé), onde também fol con -
servado o mesmo tipo de fonte (poeira).

No capitulo anterior enfatizamos que os modelos cos-

molégicos de Szekeres estao naturalmente divididos em duas clas

ses. Estudamos com detalhe os modelos da Classe II e em parti-
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cular os batizados por Bonnor e Tomimura de parabolicos.
Apresentaremos agora uma solug¢ao mais geral para es-
ta classe; obtida atraves de uma ligeira modificacido no tensor
de energia~momentum; de tal forma que se a "perturbacgao™ for re
tirada, teremos as solucoes de Szekeres. Nosso método & aplica-
vel a qualquer modelo desta classe e para ilustrar, explicitare
mos as solugOes que tem o modelo P.I (veja Cap. II); como caso
particular. Em seguida, faremos um estudo semelhante ao que foi
realizado para as solucoes de Szekeres. Assim, estudaremos as
condigoes de existencia de vetores de Killing, parametros cine-

maticos, evolucdo temporal e outras propriedades geométricas.

I1I1.2 - 0s Modelos
Considere a metrica da Classe II de Szekeres

2

ds® - at? - %dx? - rZ

(dy” + nfaz?y (3.2.1)

onde Q = Q(x;y,z,t), R = R(t) e h = h{(y) sao funcoes arbi -

trarias a serem determinadas pelas equacoes de campo

1
R, -7 €uR=-T . (3.2.2)

A mais simples alteracao que pode ser feita na fonte
de curvatura dos modelos de Szekeres & permitir a existéncia de

(§§,§E,§§), por este motivo 0S NOSS0S MO-

uma pressao isotropica
delos serao todas as solugoes das eqs. (3.2.2), para o elemento
de linha dado pela eq. (3.2.1), tendo como fonte de curvatura

um fluido perfeito (Apéndice A),
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= (D+p)Vqu - pg (3.2.3)

T
TRY uv

onde v" & a quadrivelocidade do observador que mede localmen-

te a densidade p e a pressiao p.

No sistema de coordenadas co-moventes, onde V" = 6“0,
obtemos com a ajuda das formulas estabelecidas no Apendice C ou
‘ *
na ref. (77), as seguintes equagdes de campo( )
- QPR = 2RR ¢ R® - h ohTh (3.2.4)
S QRTIT,, = QR + QR + OR - h2R7N(Q x + Bh ,Q ) ., (3.2.5)
22 ,33 ,2%,27 T
- h7%Qr7MT,, = QR + OR + QR - R7IgQ (3.2.6)
33 L22 ’ T
_QRAT.. = - QR% - 20RR + Q .. + h %(Q ..+hh .Q .+hh ..Q)
00 22 Q 33%00 FR 2*eR oy
(3.2.7)
0= (Q .. - h™*h ,Q )= R (3.2.8)
, 23 L2753 23 teT
0- (@ .-Q.RIM)="R (3.2.9)
- , 3 , 3 03 e
. _l. _
0 - (@, -Q,R R =Ry, (3.2.10)

onde, de acordo com as eqs. (3.2.1) e (2.3) temos:

2

= ! = 2 = = 2 2
Top = P -Typ = QP Ty, = R'p e Tyg = h°RD

Para resolver as equagoes de campo, vamos supor que a

(*)

ponto e virgula denotam derivadas parcilais com relagao ao tempo e ds cor
respondentes coordenadas espaclais.
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pressao € dada pela relacao,

p=c (ﬁ) . ¢ = const > O (3.2.11)

onde R(t) & o comprimento de escala da secdo bidimensional t e
X constantes. A razao pela qual escolhemos tal forma para a pres

s40 Sd0 as seguintes:

(i) No modelo parabolico P.I, a expressdao da densidade dada pe
la eq. (2.4.7) nos mostra que se t tende a zero, a densida
de de matéria diverge, consequentemente deve existir gran-
des pressoes nos instantes iniciais, o que esta de acordo

com nossa escolha,

(ii) Nos modelos de Friedmann com secdo euclidiana e equagao

de estado do tipo p = Ap, 0 < A < 1, a pressdo €& dada por

(72) .
p = 37\(%)2 . (3.2.12)
Para se descrever o0s instantes iniciais do universo €
usual tomar. A = 1/3 e na fase atual » = 0, porém, ndo € co -

nhecido o mecanismo de passagem de uma equagao de estado para
outra. A situacgdo intermediaria pode ter sido de extrema inomo-
geneidade e anisotropia. A eq. (3.2.12), nos permitira fazer com
paracdes assintoticas, que talvez modifiquem as equagoes de es-

tado em tais limites.

(111) Nos modelos espacialmente homogeneos, um fluido  perfeito
esta termodinamicamente caracterizado por uma equacao de

estado do tipo p = p(p), porque a entropia & constante no
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espac¢o e no tempo (veja Apendice B). Tal restricgdao parecce
nao ser necessaria nos modelos inomogcneos, apesar da en-
tropia permanecer constante ao longo das linhas de univer
so da matéria.

Nas solucgoes de Szekeres o movimento do fluido € geodéti-
co. E um fato conhecido (Apéndice B) que a 4-aceleracdo de
pende da existéncia de um gradiente espacial para a pres-
sao. Logo, para manter o carater geodético do fluido que
€ uma propriedade importante do espaco-tempo de Szekeres,

a pressao deve depender apenas do tempo.

Finalmente, esta particular escolha da dependencia funcio
nal (B;), aléem de "coincidencia™ (ii), representa uma sim
plifigagéo do ponto de vista matematico, permitinde inte
grar exatamente o sistema de equacgOes do modelo. Além dis
so, como veremos, para ¢ = 0 reobtemos as - solugoes de

Szekeres.

Substituindo p = c[%)z na eq. (3.2.4) obtemos

JRR + (1+c)R% = h zzh‘l , (3.2.13)

e como R = R(t) e h = h(y), podemos escrever

logo,

h 22h“1 = - K , K = const. (3.2.14)

JRR + (1+c)R® = -K . (3.2.15)

As eqs. (3.2.8) a (3.2.10) determinam uma solugaoc ge

ral para Q(x,y,z.,t) da forma:
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Q = R(t)-i(y)p(x,z) + q(x,y)T + S{x,t}) =z AR + S8 , (3.2.106)

onde p(x,2z), q(x,y) e S(x,t) sao fungOes arbitrarias.

Apenas as trés equagbes de campo, (3.2.5) a (3.2.7 )
nao foram ainda utilizadas. A eq. (3.2.7) determina simplesmen-
te a densidade de matéria p. Por outro lado, subtraindo (3.2.5)

de (3.2.6) obtemos:

-1 -2 _
Q gy = h h7Q , = h77Q 55 =0 . (3.2.17)

A substituicdao da forma geral de Q, dada por (3.2.16)} na equa-

cao acima, fornece:

2
p(hh ,,-h")) = p gz + hqg ,, - h ,q , =0 . (3.2.18)

Kl

Da eq. (3.2.14), para todos os valores de K obtemos:

hh - h = ¢ , £ = const. (3.2.19)

1

logo, (3.2.18) implica que
Ep - P zz * h(q 22—h 54 2) =0 . (3.2.20)
Poréem, com p = p(x,z) e q(x,y), devemos ter

P zz ~ €p = alx) (3.2.21)

bl

hq’22 - h,zq’2 = a(x) , (3.2.22)

onde a(x) € uma funcgdo arbitraria.
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Derivando (3.2.22) com relagac a variavel y e usando (3.2.14)

obtemos

hq,222 h,zzq,2 =0 |, (3.2.23)
mas, h,22 = -Kh, entao

h(q,222+Kq 2) = 0 . (3.2.24)
ou ainda,

q 5, * Ka = 28(x) . (3.2.25)

El

Temos entao determinadas a densidade (eq. (3.2.7)) ,
as funcgbes R(t), h(y), p(x,z) e q(x,y) pelas eqs. (3.2.15),
(2.14), (2.21) e (2.25). Para definir a funcdo Q € necessario,
apenas, achar a equacgao diferencial de S(x,t), o que pode ser

feito com o auxilio da eq. (3.2.5) ou (3.2.6). Substituindo,

(3.2.16), (2.17), (2.21) e (2.25) na equacao (3.2.5),obtemos
R + RS + (R + cRTIR®)S = 28(x) + KA .  (3.2.26)

Portanto, estao definidas as equacgdes diferenciais para todas
as funcbes do modelo. Essas equagGes determinam generalizagées
das solucgSes da Classe II de Szckeres, para cada escolha de K.
Trataremos aqui especificamente dos modelos parabolices (K=0),
em particular do modelo P.I.

Resumindo, temos que resolver o seguinte conjunto de

equacoes diferenciais:

2RR + (14+c)R% = K (3.2.27)
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hgzzhnl - - K , (5.2.28)

P g3 = €P = a(x) R £ = hh,22 - h?Z = const, (3.2.29)
q?z-2 + Kgqg = 28(x) , (3.2.30)

R + R§ + (R + cRIRY)S = 28(x) + KA - (3.2.31)

As equacbes (3.2.28), (2.29) e (2.30) definem a fungao A(x,y.z).
A eq. (2.27) a fungdo R(t) e consequentemente a pressao. Substi
tuindo R(t) na eq. (3.2.31) obtemos S(x,t) e, finalmente Q ,

pela relagdo Q = AR+S. Para K = 0 a eq. (3.2.27) fica

2RR + (1+c)R? = 0 (3.2.32)

cuja solucdo geral & da forma:

R(t) = t2/3%¢ (3.2.33)
Para solucao de (3.2.28) podemos tomar h(y) = 1, logo, g =
= hh Zz-hz2 = 0. Levando esse resultado na equacao (3.2.29) te-
mos:
P 53 = a(x) (3.2.34)
entao, 1 ’
p(x,z) = 5 a(x)z” + o(x)z + n(x) , (3.2.35)

onde a(x), o(x) e n(x) sao fungodes arbitrarias.

Integrando (3.2.30) com K = 0 temos:

qlx,y) = B(x)yz + §(x)y + w(x) (3.2.36)
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e a equacdo (3.2.22) & um vinculo entre as fungdes a(x) e B(x).

Temos entao:

qd 55 o(x) == oa(x) = 2f(x) (3.2.37)

2

logo, a funcgdo A(x,y,z) = hp+q e dada por

A= B (yi+z?) + s(x)y+o(x)z+E(x) ,  (3.2.38)

onde, B(x), &8(x), o(x) e E(x) sdo funcdes arbitrarias na vari-
avel x, com £(x) = w(x) + n(x).

Para deteminar a fungdo S(x,t), temos que calcular ﬁ
e R da eq. (3.2.33) e substituir em (3.2.31) com K=0. Obtemos

entao:

2/3+¢ ¢ 2 ‘(1“3/3“25 . 2(c—1% (-2(2+c)/3+c
(3+c)

S = 2B(x)

(3.2.39)

t2(2+c)/3+c

Multiplicando o resultado acima por temos a equa -

cao:
AL s 2(c-1 2(2+ 3+
75+ 2ot b 2le=l) g = gp(x) ¢2(2¥OM/3%e (3.2.40)
. (3+c)
ou
£25 + atd + bS = R(x,t) (3.2.41)

onde a = 2/3+c e b = 2(c—l)/(3+c)2. Esta ¢ uma equacao do

tipo Cauchy-Euler cujas solugé‘es(z—ﬂD sdo dadas por:
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- * * +3) 2 + +
s(e.x,e) = uCat YT g L e o g PR
para c # 3 , (3.2.42)
e
S(t,x,3) = (i) ent + A3+ a0 (3.2.43)

Para ¢ = 3 a solugao & especial porque,neste caso, a equagao
homogenea resultante de (3.2.41) tem raizes iguais.

AR+S nos dols casos:

Temos entdao a funcgdo Q

2
_ 2/ 3+C c-1/c+3 | (c+3)7R(x) .2(2+c)/3+c
Qx,y,z,t,¢) = (AA)t + Ut I , c#3,
(3.2.44)
e
Qx,y,z,t) = (a3 4 u(x)tl/3 Lnt + % B(x)t5/3 , © =73 . (3.2.45)
Podemos ainda em todos os casos, incorporar a funcaoc A(x) em

A(x,y,z), pols temos a liberdade de definicao da funcgao &£(x)(ve

ja eq. (3.2.38))., Dessa forma, podemos escrever

Q =AR + T (3.2.46)
onde,
2
T(x,t,c) = U(X]tc_l/C+3 + EE:?%(E£§% t2(2+c)/3+C , para c F 3
(3.2.47)
e
T(x,t,3) = u(x]t1/3 fnt + g B(x)t5/3 , para ¢ =3 . (3.2.48)

Ja vimos que a fungao A dada pela eq. (3.2.38) g a

mesma dos modelos parabdlicos de Szekeres eq. (2.4.5), fazendo
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agora ¢ = 0 em (3.2.47) e (3.2.33), temos:

9

2/3
Ty

T(x,t,0) = u(x)t‘1/3 B(X)t4/3 e R(t) =t , (3.2.49)

que sao as expressdes dadas por Nazira e Bonnor para o modelo

P.I. (veja eq. (2.4.06)).

ITII.3 - Densidade de Materia e Quantidades Cinematicas

A equagdo (3.2.7) que define a densidade de matéria ,

de acordo com a eq. (3.2.17) e de h(y) 1, pode ser escrita

sob a forma:

Q%o = QR% + 2RRG - 20 ,, (3.3.1)

mas, Q = AR+T =:>Q,22 = A,ZZR = 2B(x)R, entao a equacdo acima
fica:

Qr%p = QR + 2RRO - 4B(X)R . (3.3.2)
Substituindo Q = AR+T, Q = AR+T e wusando a eq. (3.2.31), te -
mos uma expressao geral para a densidade de matéria, para qual-

quer valor da constante ¢

SARRY + (2-¢)TR® - 2R%T

QR

(3.3.3)

Substituindo agora as expressoes de R, R, T, T, na ex

pressao acima, com R e T dados por

2 t—(l+c)/3+c

— . Vo (3.3.4)

R =
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=o_ 4(1-¢) ~7+c/3+c | 2(2+c) -2/3+c
T = Eg:;;j‘u(x)t —(c+5y R(x}t , C # 3 (3.3.5)

e

T =-[§ut tnt + 3 ux) - > p(x)]e/3 . c = 3.(3.3.6)

A densidade de matéria p , expressa pela eq. (3.3.3),

nos dois casos, pode ser escrita como:

2c 2
(312?2 £ STC (34c)2 u(x)t—l _ 4E£§+4255X) MRS
_ (3¢ +C (c+1) (c+5)
P= % ACD) , Yo A3 (3.3.7)

3+C B(x) (3+c) L 3*C

AUTT a9t Sy ey

%—At_l + %—u(x)tnl (fnt) + %—u(x)t—l - E%as(x)tl/s

p = c=3 . (3.3.8)
At + p()t(Let) + 3 B(X) N

Supondo ¢ = 0 na expressao (3.3.7), obtemos:

p = i , (3.3.9)
Ath s p(t % a(x) to/3

para o modelo Py, temos

2/3 1/3 9

Q= AR + T = At v 2 ex) e (3.3.10)

+oulx)t

% = at? s ueot r 2emd (3.3.11)

Logo, a eq. (3.3.9) se reduz a:
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4A
p=—x5 R (3.3.12)
3QR
que é a expressao da densidade de matéria para o modelo P.I de
Szekeres (veja eq. (2.4.7)). Portanto, todos os resultados de
Szekeres sio efetivamente obtidos como caso particular.
Como fol visto, os modelos de Szekeres sao geodéticos
. - . . - y u u U ~
e irrotacionais, isto e, a” = w = 0, onde a~ e w sda0 0S qua-
drivetores de aceleracao e rotacao respectivamente. Calcularemos
agora todos os pardmetros cinematicos associados a uma Congruén-
cia de curvas tipo-tempo da soluc@o generalizada. Usaremos as de

finicbes fornecidas pelas refs.(7,73,76) e os resultados do Apen

dice C.

I. Escalar de Expansao:

o o o A A A
8 =V “OL =V ICL + F)\CLV ) onde A = & 0 (3.3.13)
logo,
e A R
8 = rOu = 3 + 2 R (3.3.14)
II. Quadrivetor de Aceleracao:
O 40 B o o Ay B
Vi =V HBV = (V |B + FABV JAY , (3.3.15%)
substituindo VP = 660 , obtemos
0 L0 A B Lo $o
Ve = FK86 06 0 = FOO = VvV =0 . (3.3.16)
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III. Tensor de Distorgao ("shear')

1
a8 = V(uHB) -3 (gQS"VaVB)a

como V¥ = 0, temos
6 = m (Vo.ow V) - (g -V V)8
o B 2 of 8 Bl o 3 af" o’ B
mas,
Vi, =V v, e V. =&Y
allg T TajB T Toap’A AT P
Portanto,
0 i 0.0
Sag = " Tag = 3 (8ag - 8.8908
entao,
- 29 on
1 R
Oyp = 933 = -3 g Q- RO,
e . s 2
2 30“R
TV. Tensor de Rotacgao
“as = Viojial T Via'e]
V =0 e vV, = 60 _—
o AT A

- ViV

»

(3.3.17)

(3.

(3.

(3.

(3.

(3.

~)

.18)

.19)

.20)

.21)

.22)
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) |
g =7 Wyig = Vaig) = 0, (3.3.23)

logo,

1
W' o= 5w Wag = 0 . (3.3.24)

Como era previsto, devido a forma do elemento de linha e da
pressao nao ter gradiente espacial, nosso modelo conserva as ca
racteristicas cinematicas das solucgdes de Szekeres. Sua congru-
encia de curvas tipo-tempo € irrotacional e geodética, além dis

so, 0 tensor de distorgao (''shear') tem dois autovalores lguais.

IT1.4 - Campos de Killing

A importancia dos campos de Killing num espago-tempo,
foi suficientemente discutida na Secao I.2. E precisamente a
auséncia de tais "vetores", ou seja, a inexisténcia de simetri-
as no tensor métrico, que tornam os modelos de Szekeres, o mais
geral conjunto de solugoes exatas das equacOes de Einstein co -
nhecido ate o presente(éé).

Investigaremos agora a existéncia de vetores de Kil -

*
ling em nossas solugdes, cujo elemento de linha e dado() por:

ds? = dt? - Q%dx? - R¥(dy? + dz%) (3.4.1)

onde
2 c-1 , 2(2+c)
B 3+C C+3 (c+3) 7B (x) 3+C
Q= ARTC w0t S B C 43 (3.4.2)
1 1 2

Q = At® + w0t Lnt + § BOXIL° , para c =3 (3.4.3)
(*)

Em nossos modelos "parabolicos" K=0 e h(y)=1.




_76_

R(t) = t3*¢ | (3.4.4)

As equagoes de Killing (1.2.18), podem ser escritas

sob a forma,

(3.4.5)

onde, K = K" — , % =0,1,2,3 € um campo de Killing.
Ix
Substituindo os coeficientes mctricos dados em (4.1),

obtemos o seguinte sistema de dez equagoes diferenciais:

Ky =0 (3.4.6)
0 2.1

K -kl -0 (3.4.7)
0 2,2

K, - k%) = 0 (3.4.8)
0 2.3

K5 - RK%) = 0 (3.4.9)

oty + k¥ 4 0 K+ Q k2 4 LK < 0 (3.4.10)

,1 ,1 ,2 )3

RKZZ + Rk% < 0 (3.4.11)

R, + kKO = 0 (3.4.12)
2.1 2.2

K, + ROk - 0 (3.4.13)

ORS SIS o S (3.4.14)

3 H

2 3 |

Koy 4 K0y = 0 | (3.4.15)

Integrando a eq. (3.4.6) temos:

0 3 .

K = fxd) , j =1, 2,3 . (3.4.16)

Substituindo esse resultado nas eqs. (4.7), (4.8) e (4.9) obte-

mos:
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£ £ ¢
RN SR K> = —2 , onde f . - 351 . (3.4.17)
Q R R ’ ax

Derivando com relacao ao tempo a eq. (3.4.11), e usando (4.16),

podemos escrever

RK“, + RK®, + Rf = 0 . (3.4.18)

Derivando com relacao a y a eq. (3.4.8) e reescrevendo a eq.

(3.4.11) temos:

7| 5 -
=

, (3.4.19)

Substituindo este resultado em (4.18) chegamos a equagdo

f ..+ (RR - ROYf = 0 . (3.4.20)

,22
Pela equacao (3.4.4) para R(t), obtemos que,

22 2 t-(1+c)/3+c

RR - R™ = (3.4.20a)
Substituindo em (3.4.20)} temos
-2 -{1+c)/3+c _
f’22 + m t f = 0 - (3-4-20)
Como a fungao f = f(xj), devemos ter f = KO = 0 ¥c. Portanto
se existe vetor de Killing ele deve ser da forma K = K —EI, i=
9X

= 1,2,3. Além do mais, pelas eqs. (4.7), (4.8), (4.9), (4.11)e

(4.12) devemos ter necessariamente

K" = KW = K" = K = K = 0 . (3.4.22)

As fungbes (Q(t,x,y,z,c),nos dois casos, podem ser es

critas sob a forma:
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Q = AR(t) + n(xJ)a(t) + aBf(x)b(t) , (3.4.23)

onde R(t), a(t) e b(t) sao funcgdes polinomiais linearmente in-
dependentes, o = a{(c) € uma constante numerica que depende do
valor atribuido ao parametro c e A(x,y,z) € a funcao definida
pela eq. (3.2.38). Substituindo a forma geral acima na eq.

(3.4.10), temos:

£

1 1 2 3 1 1 1 1,
R(AK’1+A’1K +A’2K +A’3K )+a(t)(uK’1+u’lK )+b(t)(BK’1+B’lK ) o= 0
(3.4.24)
e pela independéncia linear das fungbes R, a e b temos
1 1 2 3
AK,l + A,lK + A,ZK + A,SK = 0 (3.4.25)
1 1
uK’l + u’lK =0 (3.4.26)
1 1 _
BK ,1 + leK = 0 (3.4.27)

Como as fungoes u(x) e Rg(x) sao arbitrarias, elas
devem ser consideradas em principio linearmente independentes
Neste caso, as equagOes acima implicam Kl = 0. Substituindo es

te resultado nas eqs. (3.4.13) e (4.14), obtemos que

’ (3.4.28)

consequentemente os campos de Killing ficam reduzidos a forma

geral

K - x2 2, ¢33

v e (3.4.29)

Em virtude das eqs. (3.4.22) e (4.28), as duas componentes $ao

fungdes apenas das variaveis z e y respectivamente, e satisfa-
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zem por (4.25) e (4.15) as seguintes equagles:

A ZKZ . A 3K3 -0 (3.4.30)

K = 0 . (3.4.31)

Derivando a eq. (4.31) com relacdo d4s varidveis y e z obtemos

VA 3 3
o5y + K0y, = 0 > K7y, = 0 , (3.4.32)
e
VA 3 2z
K,SS + K,23 = 0 === K,33 = 0 . (3.4.33)
Portanto, as solugoes gerais para as componentes K2 e K> sdo da
forma:
2
K" =mz +n (3.4.34)
e
K> =2y + 1 . (3.4.35)

Substituindo estas solugoes na eq. (3.4.31), obtemos a condi -

3 .
ficam res -

¢ao £ = -m. Consequentemente as componentes K2 e K
tritas a

KZ = MZ + Il e KS = -my + T . (3.4.36)

Tais componentes devem ainda satisfazer o vinculo representado

pela eq. (3.4.30), que pode ser descrito pela relacao

(2py + &)K® + (282 + )K= 0 (3.4.37)
onde R(x), 8§(x) e ¢g(x) sdao fungdes arbitrarias na variavel X
oriundas da funcao A(x,y,z). Substituindo o valor das compo -

nentes K2 e K3 dadas pela eq. (4.36) na equagao acima, obtemos:

(Zng-mol)y + (Z2rp+mé)z + n§ + ro = 0 , (3.4.38)



pela independencia linear das coordenadas, necessariamente as

funcoes B(x), o(x) e §(x) devem satisfazer as condicoes abaixo

2np - mo = 0 , (3.4.39)
2rB +md = 0 (3.4.40)
né + ro = 0 . (3.4.41)

Como as funcles B, ¢ e & sdo arbitrarias, devemos em princi -

pio, considera-las linearmente independentes. Assim,
n=m=1r=0= K=K =20 . (3.4.42)

Demonstramos portanto, que as nossas solugoes gerals, da mesma
forma que a de Szekeres, nao admitem nenhum campo vetorial de
Killing. Observamos, no entantc, que se suprimirmos a condigao
de independéncia linear das fungoes arbitrarias, € facil exibir
um campo de Killing da geometria (3.4.1). Por exemplo, se fizer
mos o¢(x) = &§(x) na eq. (3.4.41), teremos r = -n. Logo, o sis-

tema de eqs. (3.4.39), (4.40) e (4.41), se reduz a seguinte equa

cao:
28n - mo = 0 (3.4.43)
que tem a solucao RB(x) = %% c(x). Nestas condicoes, um campo

vetorial de Killing € dado por:

K = (mz+n) -g—? - mysn) o (3.4.44)

ITII.5 - Tensor de Weyl e o Tensor de Cotton

OQutro objeto geométrico bastante utilizado na caracte
rizacao de Espacos Riemannianos € o tensor que foi denominado

por Weyl(gg) de tensor conforme. Para um espaco riemannlanoc de
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(1)

dimensdo N > 3 este tensor , € definido por:

1
N-2 (gaYRBﬁ - guﬁRBY - gByRuﬁ * gBﬁRuY)

Cagvs = Rapys

(3.5.1)

R
* I ey BayRes T 8asRpy!

Tal tensor tem as mesmas propriedades de simetria do tensor de

. - . . - .- A .
Riemann, além disso, satisfaz a condicao C 0, o que Tre-

uiv -

duz a dez o numero maximo de suas componentes independentes, nu

ma variedade quadridimensional.

Quando dois espac¢os riemannianos VN e VN tem as suas

componentes meétricas obedecendo a relacio

— . 2..u :
8y = 0 (xDg . (3.5.2)

22
pode-se mostrar “22) que a norma dos vetores de componentes dx"

>

nos pontos de Vy ¢ VN com as mesmas coordenadas sao propor -
cionais e que os angulos entre duas direcdes em pontos corres-

pondentes sao iguais. Esta correspondencia entre Vy © VN ¢ habi

tualmente chamada de conforme e, neste caso, o tensor de Weyl

Satisfa;(ég)

= _ a

By S C ays (3.5.3)
ou seja, € invariante por transformacado conforme.
Quando as métricas de VN e VN estao relacionadas por
— 2
8ug = 9 (x)nuB (3.5.4)

onde o8 € uma matriz diagonal de componentes constantes, o es-

(22)

paco ¢ dito conformalmente plano e mostra-se facilmente=2’ que:

CuBY6 0 . (3.5.5)

A condicao acima € necessaria e suficiente para um espago rie-
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manniano cuja dimensao & maior do que tres, ser conformalmente
plano. Para N = 3 com o sistema de coordenadas escolhido, de
tal forma, que g, g, € diagonal, o tensor de Weyl € identica -
mente nulo, independente do comportamento das componentes mé -
tricasgg;hSendOEBSim, nio podemos dizer que o espaco € confor -
malmente plano. Existe porém, um tensor conformalmente invari
ante, que desempenha um papel analogo ao tensor de Weyl, para
0 caso tridimensional, denominado tensor de Cotton—York(gg’ég’

73)  Bste tensor & definido por:

* 1 * 1 *
R... = R.. - RY , . - % h..R = h. . , 3.5.6
i3k = Mgk T Rk T 7 PRk T 7 by (5.5.0)

*

onde, Rij € o tensor de Ricci da geometria tridimensional hij
*
e R sao respectivamente a metrica induzida nesta hipersuperfl
. * *i‘
cie e 0 escalar de curvatura (R = hi'R J).
Uma geometria tridimensional € conformalmente plana

se e somente Se(gz)

Rijk o . (3.5.7)

As identidades abaixo sdo demonstraveis a partir da equagao

(3.5.6), e reduzem a um maximo de cinco, o numero de suas com-

ponentes independentes(gg’ZEJ,
i i ~
RMjg = h Rijk =0, (3.5.8)
Rijie * Rixgg =0 (3.5.9)
Riji * Rig * Ry = 00 (3.5.10)

Para um espago riemanniano quadridimensional, fazen-

do N =4, na eq. (3.5.1), obtemos:
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1
CQBYé = RaBy@ 2 (gayRsé - gaéRBy - gBYRaS * gBéRay)
+ X (g R, .+ g R,IR (3.5.11)
) gay Bé gaﬁ By * T

e temos para a métrica (3.4.1), calculando com o auxilio das egs.
de Einstein e das formulas apresentadas no Apéndice C, as se -

guintes componentes independentes para o tensor de Weyl

. 2
Co101 = -QQ - %— (p+3p) , (3.5.12)
. QZ ,
Co202 = Co303 = - RR - %= (o+3p) (3.5.13)
¢ = - RRQ) - 1 Q%R (3.5.14)
1212 = - QQ gy * RRQQ - 2 QR7p .5,
C = - Q + RRQQ - 1 Q%R° (3.5.15)
1313 = 33 x o, 5.
2.2 1 .4
Cyzp3 =R°R" - 2 R'p : (3.5.16)

A existencia de tais componentes garante que o espaco-tempo nao
¢ conformalmente plano.

Examinaremos agora utilizando o tensor de Weyl, sob
que condigdes os modelos de Friedmann com secoes euclidianas
sao obtidos como casos particulares de nossas solucoes. Sabemos
que tal modelo € conformalmente plano, consequentemente devemos

eliminar as componentes do tensor conforme. A eq. (3.5.16) de -

termina que

R%R% - % Yy -0, (3.5.17)

logo,
(3.5.18)

Neste caso, a eq. (3.3.3) implica que R(x) = u(x) =0 e das

eqs. (3.2.38), (2.46) , (2.47) e (2.48) teremos:
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Alx,y,z) = 8(x)y + o(x)z + E(x) (3.5.19)

Q = AR . (3.5.20)

Substituindo as expressoes de p e p, descritas pelas eqs. (3.5.18)

e (3.2.11), nas outras componentes do tensor de Weyl, obtemos

= C = C = C ) = C =0 . (3.5.21)

C0101 0202 0303 121 1313

Portanto, com estas restricoes o espaco-tempo se torna confor -
malmente plano. Além disso, usando a eq. (3.5.20), podemos es -

crever o elemento de linha (3.4.1), na forma

ds? - dt? - R (A%ax? & dy? « 2%, (3.5.22)

onde a funcdo A obedece a equacao (3.5.19).
As quantidades cinematicas determinadas pelas eqs.

(3.3.14), (3.16), (3.19), (3.20) e (3.24) se reduzem a:

5 -3gx , o =w. =V = 0 . (3.5.23)

4
ds? = at? - 2*C (afax? + ay? « dzP) (3.5.24)
com p = ¢ (%)2 e p o= 3 (%)2 , isto e
p_c
b - ¢ (3.5.25)

Logo, para 0 < ¢ < 3 temos p = ip, 0 < x < 1. Os Unicos modelos
cosmologicos com equacao de estado e parametros ci-

nematicos dados respectivamente por (5.23) e (5.25) ,
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e conformalmente planos, sao os modelos de Friedmann com se-

gﬁeseuclﬁﬁﬁnasQLZ§).iﬁl‘msuluﬂb parece ser coeérente com o teo-

rema demonstrado por Alan Spero (veja Capitulo II), para os mo

delos de S;ekeres.
Outra propriedade interessante da geometria (3.4.1)

esta relacionada com o tensor de Cotton de sua geometria tridi

O

. - . . &
mensional. Como o mcdelo e irrotacional e V& = §

0’

superficies t = cte, s3o ortogonais as linhas de universo do

as hiper-

fluldo. O tensor de Cotton determinadc pela eq. (3.5.6) pode
ser ree¢scrito na forma
® * T * T * 1 & 1 *
Rij = Rijix = Rikgs * Tig®ex - Tix®ry - 7 DR+ 7 Pk
(3.5.26)

onde, para as hipersuperficies ortogonais as linhas de univer-

so do fluilde temos

huv = guv-Vqu (3.5.27)
ou seja,
hij = diag(gll,gzz,g33) e hOO = hOi = 0 para i=1,2,3.
* &
As quantidades Rij’ Pij e R, calculadas a partir da métri-

Ca hij’ estao apresentadas no Apendice C. Substituindo direta-

mente seus valores na eq. (3.5.26) obtemos facilmente

Rijp = 0 - | (3.5.28)

Este resultado garante que nosso espacgo-tempo tem uma geome -
tria tridimensional conformalmente plana. Como o modelo & irro
tacional e geodético, vemos que o teorema demonstrado por Col-
lins e Szafron para os modelos de Szekeres (Cap. I1), € também

satisfeito por nossas solugoes.




II1.6 - Evolucao Temporal dos Modelos

As equacoes (3.4.2), (4.3) e (4.4) que definem os coefi
cientes métricos e as eqs. (3.3.7) e (3.8) da densidade de mate
ria, indicam que a evolucao de nossos modelos dependem essenci-
almente das funcoes arbitrarias u(x) e B(x) e do parametro c.
Porém, para qualquer valor de €, a evolucdo das superficies bi-
dimensionais t = constante, X = constante € determinada pela fun-
cao de escala dos modelos de Friedmann R(t,c), mas a expansaona
direcao determinada pela coordenada x € diferente para vériosvg
lores de ¢. O estudo do comportamento assintotico nos limites
t > 07 e t - +m; sera feito considerando nas expressoes depen
dentes do tempo, apenas a potencia temporal dominante.

A pressio dos modelos em todos os casos € dada por:

b = c(%)z LI , c >0 (3.6.1)

(3+C)2

para ¢ = 0, sao os modelos P.I de Szekeres, a evolucdo ja tendo
sido estudada. Em nosso caso, o parametro ¢ divide os modelos em

trés classes distintas com relacdo as suas evolucgoes,
Classe 1. 0 <c < 3
1. u(x) £ 0 , Bx) # 0

Pelas eqs. (3.3.7), (6.1) e (4.2), obtemos:

12 -2

lim p = . t , 1im. P = &
=0 (34c)° t>0* 5
© 2(c-1) 4
lim ds? = dt? - t % pZeoax? - 3¢ (ay?edz?). (3.6.2)
£>0*

Logo, no inicio o modelo € homogéneo e anisotropico, relembran-
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do a forma da métrica de Kasner. Porém quando t - += temos:

dc(c+d) -2 1

lim p = - t o, lim 2 = - , (3.6.2a)
tr40 (3+C) trioo P c+d

© - 4(2+¢) 4

as? = at? -t 3 (qZorplfrodxd) - t97C (dyfeaz®) , (3.6.3)

onde a(c) = (c+3)2/(c+1) (c+5).

Vemos entdo que no limite assintotico as condigdes de energia po
sitivo definida nio sdo obedecidas, o modelo constituindo um in-
teressante exemplo, no qual, inicialmente as condigoes de energla

sio satisfeitas, mas no futuro isso deixa de ocorrer.

. 4c -2 ] P
lim p = —— t s Iim £ =1
t=+0* (3+cC) -0+ P
€ 2(c-1) 4
Lim ds? = dat? -t %% Zeoax® - £37C ayfedst) . (3.6.4)

Como no caso anterior, inicialmente o modelo & do "ti-
po Kasner', mas, com equacao de estado independente do parametro

c. Em t = +» obtemos:

. 12 2 - C
lim p 2 ——— t , l1im R = = (3.6.5)
T4 (3+c) torqo P 3
© 4
Lim ds? = at? - 3¢ (afax® 4 ay? .+ azhy . (3.6.6)
t—>-+oo

Além disso, calculando com o auxilio das eqs. (3.3.14) e (3.3.21),

obtemos que o 1lim 02 = 0 e 1im 6 = 3
tor oo £or o0

a eq. (3.6.5) para o limite da densidade de matéria, em virtude

= e

Por outro lado ,

da eq. (3.4.4) para R(t), pode ser escrita como

lim o = 3% — 1im

fr4 tr+

| e

= 0 ,

CuBy&
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de acordo com as eqs. (3.5.18) e (3.5.21). Logo, para t muito
grande o modelo tende a homogeneidade e isotropia. Contudo, a equa -

cio de estado inicial nac € reobtida, porque c/3 € menor que 1.

I
w

Classe II. o
1. u(x) £ 0 , B(x) £ 0

As eqs. (3.3.8), (6.1) e (4.3) determinam que:

lim p = % £~ 2 , lim 2 =1 R
-0+ a0t P
e
lim ds? = at? - ¢2/3 (a%ax? . @yt « d2P . (3.6.7)
0% '

£ facil ver pelas eqs. (3.3.14) e (3.3.21) que novamente

It
(93]
o)

[
L

1im ¢© =z 0 e lim 6
t-+0 t-+0

Logo, pelos resultados da secao anterior, o modelo "nasce' tam-
bém como Friedmann de equacdo de estado p = p. Mas, estudando o

limite t + +w, teremos para a densidade

lim p = - % ¢~ 2 (3.6.8)

oo

que € uniforme e negativa, repetinde o caso 1 da Classe I.

2. W £ 0 . 3=0
lim o = % g2 , lim B =1
t+0* t+0t P
e
lin ds? = dt® - 7 (oot dx? 4 dy? « dz%). (3.6.9)
50

A mesma forma de métrica e equacdo de estado se conser

vando para t -+ +w. Este modelo € inicialmente homogeneo e
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extremamente anisotrOpico, passando por uma fase intermediaria

inomogenea e anisotropica, e finalmente volta ao seu estado ini

cial.

Classe III. c > 3
L. p(x) #0 , Bx) #£0

Usando as eqs. (3.3.7), (6.1) e (4.2), teremos:

lim p = -%ﬁlz—j 1:—2 , lim P = % ,
t>0* (3+c) t+0* P
e
4
1im ds? = dt? - 5% (W2ax? « ay’ .+ A2y . (3.6.10)
t>0"* ‘
Temos ainda pelas mesmas equacoes
. _dc(cidyt? . P '
lim p = — , lim £ = -(c+4)
t>+too (3+c) tobo P
e
4(2+¢) 4
lim ds2 = dt2 -t 3+C (uZ(C)B(X)dxzj - t3+C (dy2+dzzj-
t++oo

(3.6.11)

No inicio de sua evolucao o modelo € homogeneo e iso
tropico, terminando homogéneo e anisotropico, mas sua densida-

de € negativa nos estagios finais.

2. ulx) # 0 , B{x) = 0

=
o
I
o
I

IH

N

t=+0* (3+c) t+0*
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e

4
lin ds® = dt’ - ¢ fax® . dyt . a2ty . (4.6.12)
£50

Para t » +» temos o seguinte comportamento

. 4c -2 . o)
1im p = 16T t lim £ =z 1
tow (S+c to>+o0 P
2{c-1) 4
tim ds? = at? - ¢ %% Zax® - 37C (ay? 4 dzd) . (4.6.13)
tor+

0 modelo € inicialmente homogéneo e isotropico, evoluindo poste
riormente para um modelo homogéneo e anisotropico.

0 caso p =0, B £ 0 para todas as classes, reproduz
os resultados obtidos para p # 0, B # 0 e ocasopu =8 =0 sao
as solucoes exatas de Friedmann se 0 < Cc < 3; sec>3 temos
uma solucao exata com equacao de estado nao fisica da forma p =
- S

Todos os resultados acima mencionados, estao resumi -
dos na Tabela 3.6.1. Vemos que existem diversas possibilidades
para a evolucao dos modelos. O caso mais interessante e o dois
da Classe I; no qual ocorre uma variacao da equacao de estado

nos limites assintdticos, através de um estado intermediario de

extrema 1nomogeneldade e anisotropia.

I11.7 - Conclusdo e Observacoes Finais

Vimos no Capitulo II, que Bonnor e Tomimura, demons-
traram que a hipotese de Misner parece ser correta, 1sto ¢, um

universo homogéneo e isotropico pode evolulr de uma grande va-
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Tabela 3.6.1 - Comportamento assintotico dos modelos.
Classe Subcaso Evolugao
de para
I. 1. p#0, B#0 homogeneo homogeneo
anisotropico anisotropico com

densidade negativa

2. u#0, 8=0 homogéneo homogeneo
anisotropico isotropico
II. 1. W#£0, B#O homogeneo homogeneo
isotropico anisotropico com
densidade negativa
2. p#0, B=0 homogeneo homogeéneo
anisotropico anisotropico
TII. 1. p#0, B#0 homogeneo homogéneo
isotropico anisotropico de
densidade negativa
2. u#0, B=0 homogeneo homogeneo
: isotropico anisotropico

riedade de estados iniciais. A generalizacao obtida neste traba

l1ho para os modelos parabolicos de Szekeres, ratificam tais re-

sultados para uma fonte de curvatura mais complexa. Além disso,

trés caracteristicas importantes das métricas de Szekeres perma

necem validas em nossos modelos:

1. A inexisténcia de vetores de Killing na soclucao geral.

2. Quando a densidade & funcao somente do tempo, isto &, se
M(x) = B(x) = 0, as solucoes obtidas sao os modelos de Fried
mann, isto nos leva a pensar que o teorema de Collins e Sza-
fron deve valer também para pressodes que dependem apenas do
tempo.

3. A geometria tridimensional & ainda conformalmente plana.
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Por outre lado a evolucao temporal tem aspectos bastante distin
tos dos apresentados pelos modelos de Szekeres. Se, por exemplo,
tentarmos manter a funcaoc B(x) diferente de Zero para as tres
classes, o limite assintotico para t » ~, sempre tera uma densi
dade negativa, o que nao ocorre para ¢ = 0 (veja Tab.2.5.1). Ou
tro fato interessante € que a existéncia da pressido permitiu,
para o Caso 1.2, uma variacao da equacdo de estado considerando
apenas os limites assintéticos. Tal situacado obviamente nio era
permitida nas solucdes de Szekeres. Este resultado € importan
te porque é muito conhecido e nio devidamente explicado, que os
modelos de Friedmann, de alguma forma, modificam a equagao de
estado ao longo de sua historia. Para t > 0 & habitualmente fei
to p = % p € para T >4 & usual p = 0. Ora, esta variacao pare-
ce nao ser suficientemente aclarada no contexto das cosmologias
homogéneas e a situacdo intermediaria pode ser extremamente ino
mogenea e anisotrdépica como acontece em nossas solugdes.

E importante salientar que o mesmo método de generali
zacao poderia ter sido aplicado para os outros modelos da Clas-
se II de Szekeres; bastaria utilizar o valor de K na eq.(B.ZJA),
adequado para cada caso. Esta € uma tentativa que pretendemos
investigar no futuro proximo, até porque,os modelos de Fried -
mann aberto e fechado sao obtidos como casos particulares. Além
disso, outras fontes de curvatura ainda mais complexas podem ser
utilizadas, tais como, campo eletromagnético; fluxo de calor ou
mesmo processos viscosos. Tails tentativas sao bastante promisso
ras, e seria muito interessante obter um modeloc inomogdneo
que tende a homogeneidade e/ou isotropia a medida que 0
fluxo de calor evanesce. Tentativas desta natureza nao sao mui-

to originais dentro da cosmologia tedorica, mas observamos que ,.
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em geral, elas sao levadas adiante, no contexto dos modelos que
sao inicialmente homogeneos e/ou isotrdpicos Z1°2122 12,712,800
talvez 1sto explique porque tais esforcos nao dao os resultados

esperados.



APENDICE A

DECOMPOSICAO DO TENSOR DE ENERGIA-MOMENTUM

Uma das questoes mais fundamentais em Cosmologia con -
siste em procurar estabelecer as propriedades do fluido césmico,
gue ¢ responsavel pela curvatura do espaco-tempo. Tals proprieda
des sac generalizadas para um espago-curvo a partir do seu conhe
cimento no contexto da Relatividade ESpecial(l)e, em geral, sao

J

descritas por um tensor momentum-energia (TaB

Demonstraremos aqul, entre outras, uma propriedade ma-
tematica que ¢ satisfeita por um tensor momentum-energia arbitra
rio, que € a sua decomposicdo em partes irredutiveis.

Seja v¥(x) o campo de velocidades do fluido galatico,
ou a 4-velocidade dos observadores comoventes com 0s elementos
de volume do fluido. Tais observadores, medem localmente a densi
dade p, a pressao p, 0 numero baribnico n, a temperatura T,etc.

Se dx* & um deslocamento arbitrario no espaco-tempo, a
partir de um ponto p, podemos decompo-lo em uma componente para-
lela a V* e outra ortogonal a V%, da seguinte forma:

ax% = av® + L% (A.1)

onde L'V = 0.
o

Contraindo a equacao acima com v, e considerando que
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v% & normalizado, isto &, VQVQ = 1, obtemos:
a = vV dx" (A.2)
entao,
L - ax®ov v o= % vty (A.3)
ou
L% - on® (A.4)
0 tensor definido por
hyy = 8g, - VoV, s (A.5)

e denominado operador de projeeac sobre o hiperplano localmente
ortogonal a v¥. Este tensor projeta objetos geométricos (tenso -
res), no referencial localmente inercial do observador comovente

E simples mostrar, usando (A.5), que h , tem as se -

guintes propriedades que definem um projetor

(i) h* vt o= 0 , (A.6)
.. A

(ii) hu)\h g = haB . (A.7)

Alem disso, haa =3 eh, € um tensor simétrico, isto €,

- V.V, =h, - (A.8)

ar ~ Ban hY AQ

0 elemento de <comprimento dﬁz, da projecao de um

deslocamento dx” no plano ortogonal a vY & dado poT:

a’ =g L0F - g hmuhsvdx“dxv = hdx%dx® (A.9)

8 pode ser identificado com a métrica do espaco de re
v (20,73,76)

portanto,hOL

pouso local do observador
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Considere agora Ta (x), um tensor de energia- momentum

3
arbitrario, que pode ser do proprio fluido cujo campo de veloci-

dades é V*(x) ou de qualquer outro conteudo material. Vamos se-

parar Tu em suas partes paralelas a Va, e nas projetadas no hi-

3
perplano ortogonal a Va, num dado ponto. A partir de TQB,por con

tracdao com VB e hBA podemos formar um 4-vetor e um tensor; TQBVB

e TQBhBA respectivamente. Projetando o 4-vetor teremos
T vP oAy« Q. , QV* = 0 (A.10)
0B o o
ou ainda,
TQBVQVB = AV V® e Qv (A.11)
logo,
A = TQBVQVB : (A.12)

Contraindo a eq. (A.10} com hup obtemos:

T vPh® - av n* 4+ q n® (A.13)
o o o p )

&) o’

portanto,

Q =T

. h“pvB i (A.14)

B

Para o tensor Tashuk as unicas projecbes que ndo se anulam iden

ticamente sao:

TthaAVB - Q, (A.15)

Ta haAth =S (tensor simetrico). (A.16)

B AD

0 tensor Shp pertencente ao subespaco ortogonal a v pode ser es

crito da seguinte forma:
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1
S)\p = Mo * 3 thp , (AL17)
onde
- oA _ O B LPA 0
S = SpAh = Tth ph Ah = Tth . (A.18)
e
Thp = SKD - Bh)\p , (A.19)
com B = %S = % T hE, Portanto, teremos
3 aB
a B 1 o
Toa = Tth ph AT Tth hpA (A.20)

Qualquer outra prejecao dos objetos (A.14) e (A.20), reproduz uma
identidade ou sac identicamente nulas. Assim, as partes projeta-

das (A, B, Q ), sao suficientes para decompor T, identica-

o’ ﬂdB B

- 6 .
mente em suas partes paralelas e ortogonais a V , da seguinte for

ma.:
TGB = AVGVB + BhaB + QGVB + QBva TR (A.21)
onde
- AyP
A= T, V'V (A.22)
_ 1 Ap
B =3 T, h (A.23)
B A o
Qy = T gh ov" > QV =0 (A.24)
_p ? 0 1 pA
Top = N Thoh - 3 (T ,hh o, | (A.25)
=0, n@BvB -0 . (A.26)

Considerando a expressao mais geral do tensor de energla-momen -
tum de um sistema material ou de campos na Relatividade Especi-
al(l’ég’ZE’ZE), podemos sempre interpretar as grandezas defini -

das nas eqs. (A.2Z) a (A.25), da seguinte forma:
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A = densidade total de energia relativistica da matéria, medida
por v

-B= € a pressao isotropica

Q.= & o fluxo de energia relativo a V" (em geral representara fe
nomenos tipo difusao ou conducao de calor)

m o, = € a pressao anisotropica da matéria (devido a processos

af
viscosos).

Consequentemente, temos a forma geralmente utilizada

TaB = DVQVB - phuB + unB + qBVa L . (A.27)

onde ¢ € a densidade total de energia e p € a pressao escalar.

Tal decomposigdo de TaB nao se limita a um fluido es-

pecial mas pode ser realizada indistintamente para qualquer con

figuracdo, mesmo se estivermos tratando com energia associada a

(76)

campos de radiacao —".
Nos modelos cosmolégicos tradicionais, o conteddo ma-

terial que gera curvatura foi escolhido para ser um fluido per-

(73)

feito , descrito por sua densidade p e pressdo p, isto & ,

com q, = 0. A escolha de tal fonte provocou imediatamente

']'TOLB
a existéncia de singularidades nos modelos e a ideia de uma
fase extraordinariamente densa do universo nos seus estagios
iniciais. Para esta fase, a descric¢ao por um fluido perfeito tem
sido considerada irreal, e fluidos mais complexes com fluxo de
calor (qa # 0) e pressdo anisotropica (ﬂaB £ 0), sao bastante

utilizados(ié’zg’zg’gg).




APENDICE B

EQUACAO DE ESTADO

Na Teoria da Relatividade Geral o tensor momentum-ener

gia da matéria (Apéndice A) € descrito por:

T&B = OV&VB - ph@B + anB + qBVu T (B.1)

onde p € a densidade total de energia relativistica medida por

V¥, p € a pressao isotropica, q, © fluxo de calor e m . a pres

sao anisotropica (para definigdo de tais quantidades veja Apendi
ce A).

As equagoes relativisticas para a conservacao de ener-

gia e do momentun L) sdo:

=0 . (B.2)

Usando a decomposigao (B.1l) as equacOes acima podem ser escri -

tas da forma(ZE’zg),

5 + (p+ple + ﬂaBOuB + qa, + q“V = 0 , (B.3)

e

+J .+ % 6h )VB =0

R

Y U 5 hM [ 20% v
(p+p)Va - piUh o + qph o Lt th o + (w@B

(B.4)

onde o ponto significa derivada covariante ao longo das linhas de
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(*)

universo das particulas » 9450 Wop o sao tensores que definem

~ . - - . ~ - 7 .
0s parametros cinematicos de distorgao e rotagao(z’—é) respecti

vamente e 06 = VA“h € o escalar de expansao.

Uma situagdo fisica € estabelecida quando algumas pro
priedades do tensor momentum-energia,ou equivalentemente,da fon
te de curvatura sao especificadas. Na aproximacdo de fluido is-
to reflete a existencia de equacdes restringindo as quantida-
des(1§) ©s P> 9y OU T o

A densidade total de massa energia ©p ¢ definida por

p = nluy+e) ) (B.5)
onde n & a densidade de nimero de particulas, Wy @ massa  de
repouso de cada particula e ¢ a energia interna especifica, que
inclui a massa procedente da energia de movimento microscdpico
e a energia das interacoes no elemento de volume ceonsidera -
do(ll’zg’ZQ).

A energia interna especifica € esta relacionada com
a entropia especifica e o nimero de particulas, através da pri-

meira lei da Termodinﬁmica(ZE)

Tds = de + pd (L) . (B.6)

Calculando a derivada covariante da equacdo acima, ao longo das

linhas de matéria obtemos

TS = ¢ - B p . (B.7)
Il

(%)

r lo, 1 = W V
por exemplo, U “i[ot
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Por outro lado, a densidade de nUmero de particulas deve obede-
cer 4 equacgao de continuidade para a matéria,
(nva)Ha =0 (B.8)

ou ainda,

n+mnd = 0 |, (B.9)

onde 6 = Va
o

Logo, das eqs. (B.5), (B.7) e (B.9) temos

nis = p + (p + pl& . (B.10)

Substituindo o resultado (B.10) na eq. (B.3), chegamos a rela -

nTs = _(ﬂaﬁoaﬁ . qa“a L a™ ), (B.11)
que € a equacdao de conservacdo para a energia térmica Zé)-
Para um fluido perfeito (WaB = 0 = qa), a eq. (B.11)
garante que
s = 0 (B.12)

Assim, ao longo das linhas de universo do fluido, a entropia es
pecifica € constante. Portanto, se o fluido é fonte de curvatu-
ra de um modelo espacialmente homogeneo da classificagao de Bi-
anchi, s ¢ constante sobre a Orbita do grupo o que, juntamente

com a eq. (B.12) implica

s = constante (B.13)

tais fluidos s3ao denominados isentropicos.
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A eq. (B.6) também significa que para fluidos de uma

componente(é’ZE)

m
I

e{n,s) (B.14)

) p(n,s) . (B.15)

Logo, comparando as‘eqs. (B.14) e (B.5)

p = pln,s) , (B.16)

e nas condigoes em que a eq. (B.13) ¢ satisfeita, teremos

P =pe) . (B.17)

A eq. (B.17) € denominada equacao de estado para um fluido isen
tropico e representa uma informacdo termodinamica adicional que
concretiza o sistema fisico e torna as equacoes de campo passi-
vels de serem COmpatibilizadas(ll’ZEJ.

De modo geral, em virtude da experiencia com fluidos

tradicionais, considera-se uma dependéncia linear de p com p

P =i, 0<a<1 . (B.18)

0 valor » = 0 corresponde a matéria incoerentemente distribui-

Le2N

da (p=0), e o valor » = 1 dado pela condigao de que a veloci

dade do som vV, = (ap/ap)s nao pode exceder a velocidade da luz

(refs. (76,81)).
Para um fluido perfeito a eq. (B.4) decorrente do prin

cipio de conservacdo da energia, implica que

v, = p|uhua/p+p , (B.19)

isto €, o fluido sera geodetico se a pressao nao tiver gradien-

te ortogonal as linhas de universo da matéria.




APENDICE C

ALGUMAS PROPRIEDADES DAS METRICAS DO TIPO SZEKERES

Considere a forma geral para a Classe 11 do elemento

de linha de Szekeres

2

ds? - dat® - Q%ax? - r%(ay? + ndazd)

onde
Q = Q(x,y,z,t) , R =R(t) e h =
Na base de coordenadas (t,x,y,z) temos:

I. Tensor Méetrico

2
gOO =1 » gll = ‘Q ) g22 = -R ’ g33 = -R"h »

II. Simbolos de Cristoffel(*)

r% 1 oA ( N o )
By 28 “Eayle T Basiy T Beva
0 - 0 : 0 20t
Y = Q) ry, = RR ris = hRR
(%)

cao a coordenada correspondente; Q 5 F BZQ/BtBX
3

h(y)

(C.1)

(C.2)

Ponto e virgula significam derivada temporal e derivada espacial com rela
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1 -1 1 -1 1 -1 1
Pop = Q°Q Ty =Q7Q ¢ Ty =R7Q; g
2 -1 2 2 2
ryz = RR r'y; =-R QQ’2 Fzs - hh,2
3 -1 3 -2, -2 3 -1
FUB = RT°R ri1 = -R "h QQ’S FZS = h h’2
III. Componentes do Tensor de Riemann
R% _ 1@ _r® . o FQ _ont o8
ndy ~ = Bnk ny 8 2y Bn~ T L8 yn

0

R'j017 - @

1 -1 . 1
R72127 ©7Q 57 - RRQ7Q

1

Riq1z = Qé,z - RTTRQQ , Rl213= Q_lQ,zs - Q7'n”

= QulQ 3 {(C.3)
(C.4)

(C.5)

(C.6)

h Q5 (C.7)

(C.8)

{(C.9)

(C.10)

SO Qé,s - R_lﬁQQ,s RY ;5o Q_lQ,ss * hh,zQ_lQ,z‘thﬁQ_lé
R, = -RE RE ., <= hh 5, - h°R

R0303 _ -n’RrR

IV. Componentes do Tensor de Ricci

Reg = guYRuBYa

ou ainda,

Rgs = FaBui@ - PuBSJa N FaTérTBu " FaTuFTBS

(C.13)
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Rop = Q'1Q « 2R7IE (C.14)
Ry, = -QQ «+ R—ZQQ,zz-éR'lﬁQQ+R—2h'2QQ,33+h—1h,2R_2QQ’2 (C.15)
R,, = -RR + Q‘IQ,22 - RRQTYQ h‘lh’Z2 - R? (C.16)
R, = -h’RE « Q“lQ’33 - nlRRQ7Yy . hh’ZQ“lQ’z-hzéZ + hh
(C.17)
Ryyp = Ris = Ryg = 0 (C.18)
Ry, = Q-lé’z - Q‘1Q’2R‘1é (C.19)
Ryz = Q—lé’s - Q‘lQ’SR‘lﬁ (C.20)
R,z = Q'1Q’23 - Q'lh"lh’ZQ’B . (C.21)

V. Escalar de Curvatura

R =g Ruv

R=207G « 4R - 287%7 e ,, + a7 7RG - 2r7P7 i 7N o,

-2

R + ZR—Z

-1 -2 -1 -1 s 2
-2h h’ZR Q Q’2 - 2h "h ,, R . (C.22)

]

No sistema de coordenadas considerado a métrica de

PR o o . .
Szekeres e diagonal,e como V& = § 0r @S hipersuperficies ortogo
nais as linhas de universo do fluido sdo as segoes t = cte,
que determinam a geometria tridimensional. O elemento de linha

*®
da secao e dado por( )
(*)Vamos a partir de agora considerar h(y)=1l, o que esta coerente com nos -
sas solucgoes.
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2|

t=const

ds o -Q%ax? - R%(ayt v azh . (C.23)

Neste caso, Q = Q(x,y,z) e R = constante, logo, para este ele

mento de linha temos:

VI. Tensor Métrico

h = -Q ) h22 = =R , h = -R (C.24)

il
Fe

11 = Qg MMz =Q7°Q, M3 = Q7Q 5 (C.25)

i

1y, = —R—ZQQ’Z I -R™%QQ 5 (C.26)

VII. Tensor de Ricci

* QQ 22+QQ 33 * -1 ® -1
Rip = 2 Ryz = Q Q5 R3yz =Q Q33 (C.27)
* * * -1
R12 = 0 R13 =0 st = Q Q,ZS (C.28)
VIII. Escalar de Curvatura

* .

R - h*JR.. , (C.29)

1]

% 2(Q +Q )
R= - ’222 )35 . (C.30)

QR
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IX. Tensor de Cotton

* * T * T w 1 * 1 ®
Rije = Ragx - Rik|y * TijRex 7 Tik®ey = 7 DagRye © 7 Dasfy
{(C.31)
Em nossas solugoes, a funcao Q € da forma(*)
Q=AR + T
onde,
2 2
Alx,y,2) = B(X)(y"+27) + o(x)y + 6{x)z + g£(x)
e
T = T(X,t)
Logo,
Q,ZZ Q’33 8 )
e pelas equacgoes (C.27) e (C.28) temos
> _ 480 * 2 _ 28R
R11 * R Rz = Rss = =g (€.52)
e
3 * *
R12 = R13 = RZS = 0 (C.33)

Substituindo os resultados das eqgs. {(C.32) e (C.33) juntamente
com (C.24), na eq. (C.31) que define o tensor de Cotton, obtemos

facilmente
Rijk =0 . {C.34)

Consequentemente, a geometria tridimensional & conformalmente plana!

(*) )
Veja a equacao (3.4.6).




BIBLIOGRAFIA

Weinberg, S. - "Gravitation and Cosmology:Principles and
Applications of the Gemneral Theory of Relativity'", 12 edi-
cao, John Wiley & Sons (1972).

Einstein, A. - "Como Vejo o Mundo'", 32 edicao (1981) Edito

ra Nova Fronteira.

Reboucas, M.,J. - "Note on the Breakdown of Causality in the
G8del-Like Universe', CBPF-NF 006 (1982).

Soares, I.D., - "Apnisotropic Bianchi II Cosmological Models
with Matter and Eletromagnetic Fields" - Rev. Bras. Fis, 8
(1978) 336.

Anderson, J.L. - "Principles of Relativity Physics",12 edi

cao, Academic Press (1967), Cap. l4.

Yano, K. - "Theory of Lie Derivatives and its Applicationsd)

12 edigao, North-Holland Publishing Co. (1955), Cap. 1.

Assad, M.J.D. -~ "Modelos Cosmolégicos Anisotropilicos Bian
chi VIII/IX com Matéria e Campo Eletromagnético'", Tese de

Mestrado - CBPF - RJ (1980).

Gilmore, R. - "Lie Groups, Lie Algebras and Some for their

Applications", 12 edicao, John Wiley & Somns (1974}.

Cohn, P.M. - "Lie Groups", 1& ed., Cambridge University

Press (1957).

Einsenhart, L.P. - "Continuous Group of Transformation" ,

22 edicao, Dover Publications (1961).

Ryan, M.P. e Shepley, L.C. - "Homogeneous Relativistic Cos

mologies'", Princeton University Press (1975).

G8del, K. - "An Example of a New Type of Cosmological Solu
tion of Einstein's Field Equation of Gravitation™, Rev.

Mod. Phys., 21 (1949) 447.

Ozvath, I., Schuking, E.L. - "The Finite Rotating Univer -
ses", Ann. Phys. 55 (1969) 166.




(19)

-109-

MacCallum, M.A.H. - "Cosmological Models from a Geometri
cal Point of View", Cargese Lectures in Physics, vol. 6,

Gordon and Breach (1973).

Bianchi, L. - "Sugli Spazi a Tre Dimensioni che Ammetto-
no un Gruppo Continuo di Movimentl", Mem. Scc. It. della
Sc. (dei XL}, 3 (1897) 267.

Estabrook, F.B., Wahliquist, H.D., Behr, C.G. - " Dya-
dic Analisis of Spatially Homogeneous World Models'", J,
Math. Phys., 9 (1968) 497.

Taub, A.H. - "Empty Space-Times Admitting a Three Parame
ter Group of Motions™, Ann.Mathem., 53 (1951) 473.

Grishchuck, L. - "On tre Criteria of Space Homogeneity in
General Relativity Theory" - Bulletin de L'Academie Polo
naise de Science, Ser. Sci, Math. Ast. - vol. XIX (1971)
12,

MacCallum. M.A.H., Spero, A., Szafron, D.A. - "On the
Geometry of the Zelmanov-Grishchuk Cosmological Homoge -

neyty Criterion", Phys.Lett. 87A (1982) 157.

Soares, I.D. - Notas de Aula do Curso de Cosmologia Rela

tivista, CBPF (1980).

Levelock, D., Rund, H. - "Tensors, Differential Forms
and Variational Principles'", 12 ed.,, John Wiley & Sons ,
(1975).

Eisenhart, L.P. - "Riemannian Geometry", 12 ed., Prince-

ton University Press (1925),

Kramer, D., Sthephani, H., MacCallum, M., Herlt, E. -
"Exact Solutions of Einstein Equations", Veb Deustschen-

Verlag der Wissenschaften 12 edigdo (1980).

Reboucas, M.J., Sales de Lima, J.A. - "Time-dependent Fi
nite Rotating Universes', J.Math.Phys.11(1981) 2699,

Einstein, A. - '"Consideracoes Cosmoldgicas sobre a Teo -
ria da Relatividade Geral'", Colecao Textos Fundamentais
da Fisica Moderna, Vol, I, Fundacdo Calouste Gulbenkian,

pag. 234, 228 ed. (1980).




-110-

Walker, A.G. - "Completely Symmetric Spaces", J.Lond.Math.
Soc. 19 (1944) 219.

Gamow, G. -~ "The Evolution of the Universe'", Nature 162,
(1948) 680.
Alpher, R.A., Herman, R.C. - "Remarks on the Evolution

of the Expanding Universes'", Phys.Rev. 75 (1949) 1089.

Conklin, E.K., Bracewell, R.N. - "Isotropy of Cosmic
Background Radiation at 1.0690uHz", Phys. Rev. Lett., 18
(1967) 614,

Peebles, P.J.E. -~ "Physical Cosmology", Princeton Univer

sity Press, 12 ed. (1971).

Ellis, G.F.R. - "Limits to Verification in Cosmology" ,

Ann. the New York Acad. Sci. 336 (1980) 130,

Smoot, G.F. Gorestein, M.V. and Muller, R.A. - "Detec -

tion of Anisotropy in the Cosmic Blackbody Radiation" ,

Phys. Rev. Lett. 39 (1977) 898,

Cheng, E.S., Saulson, P.R. et al. - "Large-Escale Aniso
tropy in the 2.7X Radiation", Astroph.J., 232 (1979)L139.

Fabbri, R., Guidi, I. et al. - "Measurements of the
Cosmic-Background Large-Scale Anisotropy in the Millime-

tric Region", Phys. Rev. Lett. 23 (1980) 1563.

MacCallum, M.A.B. - "Anisotropics and Inhomogeneous Cos-
mologies"”, no livre "General Relativity: An Einstein Cen
tenary Survey", ed. H.S5. Hawking and W. Israel, 1% ed.,

Cambridge U.P. (1979).

Boughn, S.P., Cheng, E.S. et al. - "Dipole and Quadru-
pole Anisotropy of the 2,7K Radiation", Astroph.J. 243,
(1981) Lt13.

Kobolov, V.M., Reinhardt, M. and Sazonocv, V.N. - A
Test of the Tsotropy of the Universe', Astroph. Space Sci.
10 (1971) 363.

Reinhardt, M. - "Orientation of Galaxies and a Magnetic

Urfield"”, Astroph. Space Sci., 10 (1971) 363.




-111-

Fesenko, B.I. - "Organisation of the Position Angles of
Galaxias Belonging to Systems', Soviet.Astron. 20(1976),
650.

E11is,G.F.R. =~ "The Homogeneity of the Universe", GRG 11
(1979) 281.
Ellis, G.F.R., Maartens, R., Nel S. - "The Expansion

of the Universe", Mon.Not.Ast. Soc. 184 (1978) 439.

Wesson, P.5. - "Gravity, Partiecles and Astrophysics'", D.

Reidel, Dordrecht, Holland (1980).

Wesson, P.S. - "How Homogeneous is the Universe ?",Astrop.

Lett. 21 (1981) 97.

Collins, C.B. = "Intrinsic Simmetries in General Relati-

vity'", Gen. Rel. and Gravit. 10 (1979) 925.

Misner, C.W. - "The Isotropy of the Universe', Astrop.J.
151 (1968) 431.

Misner, C.W. - "Mixmaster Universe'", Phys.Rev. Lett. ,

22 (1969) 1071.

Collins, C.B., Hawking, S§. - "Why is the Universe Iso-
tropic", Astroph.J. 180 (1973) 317.

Bonnor, W.B. - "Evolution of Inhomogeneous Cosmological

Models", Mon.Not. R. Astr. Soc. 167 (1974) 1,

Bonnor, W.B.,, Tomimura, N. - "Evolution of Szekeres's
Cosmological Models", Mon. Not. R. Ast. Soec. 175 (1976)
85.

Szekeres, P. - "A Class of Inhomogeneous Cosmological Mo

dels", Commun. Math. Phys. 41 (1975) 55.

Wainwright, J., Goode, W.S. -~ "Some Exact Inhomogeneous
Cosmologiles with Equation of State p=yu'", Phys. Rev., D
22 (1980) 1096.

Collins, C.B., - "Intrinsic Symmetries in General Relatiw-
vity", GRG 10 (1979) 925.

Collins, C.B., Szafron, D.A. - "A New Approach to Inho-

mogeneous Cosmologies: Intrinsic Simmetries.I'". J. Mat.




-112 -

Phys. 20 (1979) 2347.

(54) - Szafron, D.A., Collins, C.B, - "A New Approach to Inho-
mogeneous Cosmologles. Intrinsic Simmetries.II", J. Mat.

Phys. 20 (1979) 2354.

{55) - Collins, C.B., Szafron, D.A, - "A New Approach to Inho-
mogeneous Cosmologies: Intrinsic Simmetries., III", J.

Mat. Phys. 20 (1979) 2362.

(56) - Taub, A.H. - "Isentropic Hydrodynamics in Plane Symme -

tric Space-Times'". Phys.Rev. 103 (1956) 454.

(57) - Ellis, G.F.R. - "Dynamics of Pressure-Free Matter in Ge-

neral Relativity", J. Math.Phys. 8 (1967) 1171.

(58) - Tolman, R.C. - "Effect of Inhomogeneity on Cosmological
Models'", Proc.Nac.Acad.Sci. USA 20 (1934) 169.

(59) - Eardley, D., Liang, E., Sachs, R. - "Velocity-Dominated

Singularities in Irrotational Dust Cosmologies", J. Math.

Phys. 13 (1972) 99.

(60) - Wainwright, J. - "A Classification Scheme for Non-Rota -
ting Inhomogeneous Cosmologies'", J, Phys. A: Math. Gen.,

12 (1979) 2015.

(él) - Eardley, D.M. -~ "Self-Similar Spacetimes: Geometries and

Dynamics", Comm. Math. Phys. 37 (1974) 287.

(62) - Carmeli, M., Charach, C., Malin, S. - "Survey of Cosmo
logical Models with Gravitational Scalar and Electromag-

netic Waves'™, Phys. Repp. 2 (1981) 76.

(63) - Tomimura, N. - "Certain Inhomogeneous Cosmological Mo -

dels", Tese de Doutoramento, Queen College,Londres(1976).

(64) - Bonnor, W.B., Sulaiman, A.H., Tomimura, N. - "Szekeres's
Space-Times Have no Killing Vectors'", Gen. Rel. Grav. 8,

(1977) 549.

(65) - Bondi, H. - "Spherically Symmetrical Models in General
Relativity", Mon.Not.Roy.Ast.Soc. 107 (1947) 410,

(66) - Kantowski, R., Sachs, R.K, - "Some Spatially Homogene -
ous Anisotropic Relativistic Cosmological Models”, J.

Math.Phys. 7 (1966) 443,




- 113

Spero, A. - "Spatial Conformal Flatness 1in Homogeneous and

Inhomogeneous Cosmologies'", J. Math.Phys. 19(1978)1536.

Wainwright, J. - "Characterisationm of the Szekeres Inho-
mogeneous Cosmologies as Algebraically Special Spaceti -

mes', J, Math. Phys. 18 (1977) 672.

Bonnor, W.B. - "Do Freely Falling Bodies Rodiate ?" Natu
re 263 (1976) 301L.

Bonnor, W.B. - "Non-Radiative Solutions of Einstein Equa

tions for Dust", Comm.Math.Phys. 51 (1976) 191.

Brill, D.R. - "Eletromagnetic Fields in Homogeneous, Non

Isotropic Universe”, Phys. Rev. B 133 (1964) B845.

Landau, L., Lifschitz, E. - "Teoria do Campo' - Editora

MIR-Moscow, 12 edicao (1980).

Ellis, G.F.R. - "Relativistic Cosmology", Cargése Lectu-

res in Physics, vol. 6, Gordon and Breach (1973).

Spiegel, M.R. - "Mathematical Handbook", Schaum Outline
Series, McGraw-Hill, 12 edicao (1968).

York, J.W. - "Gravitational Degrees of Freedom and the

Initial Value Problem", Phys.Rev. Lett. 26(1971)1656.

Novello, M., - "Cosmologia Relativista", II Escola de Cos

mologia e Gravitacao do CBPF, editado por Novelleo (1980).

Dingle, H. - "Values of T\)U and the Christoffel Symbols
for a Line Element of Considerable Gemerality", Proc.

Nac. Am. S0c.9(1933) 559.

Novello, M., Rebougas, M.J. — "The Stability of a Rota-
ting Universe", Astroph. J. 225 (1978) 719.

Reboucas, M.J. - "Modelos do Universo com Rotagao Depen-
dente do Tempo e Violacao da Causalidade na Cosmologia®,

Tese de Doutorado, CBPF-RJ (1981).

Bergmann, 0. - "A Cosmological Solution of the Einstein

Equatiors with Heat Flow", Phys.Lett. 82A (1981) 383.

Zel'doviech, Ya. B. ~ "The Equation of State Ultrahigh Den




~114-

sities and 1ts Relativistic Limitations'", Sov. Phys.JETP

14 (1962) 1143.

Fabbri,R., Guidi, T., Natale, V. - "Multiple Anisotro-
py of the Cosmic Background Radiation in Density Wave Mo

dels™, Astroph.J. 257 (1982) 17.

Roth, G.D. - "Astronomy a Handbook"™, Springer-Verlag(New
York), 12 edicao (1975).

Wainwright, J.,"A Class of Inhomogeneous Perfec Fluid Cos

mologies"™, J. Math. Phys. 18, 1668 (1977).

Pollack, N.D. and Caderni, N., "On the Introduction of
Tsotropic Blackbody Radiation Into the Tnhomogeneous Cos
mological Models of Szekeres" - Mon.Not.Roy.Ast. Soc.190,
509 (1980).




	Page 1
	Page 2
	Page 3
	Page 4
	Page 5
	Page 6
	Page 7
	Page 8
	Page 9
	Page 10
	Page 11
	Page 12
	Page 13
	Page 14
	Page 15
	Page 16
	Page 17
	Page 18
	Page 19
	Page 20
	Page 21
	Page 22
	Page 23
	Page 24
	Page 25
	Page 26
	Page 27
	Page 28
	Page 29
	Page 30
	Page 31
	Page 32
	Page 33
	Page 34
	Page 35
	Page 36
	Page 37
	Page 38
	Page 39
	Page 40
	Page 41
	Page 42
	Page 43
	Page 44
	Page 45
	Page 46
	Page 47
	Page 48
	Page 49
	Page 50
	Page 51
	Page 52
	Page 53
	Page 54
	Page 55
	Page 56
	Page 57
	Page 58
	Page 59
	Page 60
	Page 61
	Page 62
	Page 63
	Page 64
	Page 65
	Page 66
	Page 67
	Page 68
	Page 69
	Page 70
	Page 71
	Page 72
	Page 73
	Page 74
	Page 75
	Page 76
	Page 77
	Page 78
	Page 79
	Page 80
	Page 81
	Page 82
	Page 83
	Page 84
	Page 85
	Page 86
	Page 87
	Page 88
	Page 89
	Page 90
	Page 91
	Page 92
	Page 93
	Page 94
	Page 95
	Page 96
	Page 97
	Page 98
	Page 99
	Page 100
	Page 101
	Page 102
	Page 103
	Page 104
	Page 105
	Page 106
	Page 107
	Page 108
	Page 109
	Page 110
	Page 111
	Page 112
	Page 113
	Page 114
	Page 115
	Page 116
	Page 117
	Page 118
	Page 119
	Page 120
	Page 121
	Page 122
	Page 123
	Page 124

