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CONVENCOES

Indices gregos variam de 0 a 3
Indices latinog variam de 1 a 3
Assinatura da métrica: (+ ---)
Operador de derivagao covariante:
sendo Fa(x) um campo vetorial, a sua derivada

covariada sera indistintamente representada

por
v F%(x) = P, (0 = B 0 4 rgu FP (%)
onde
9.0
u S

Antissimetrizacao de tensores:

1
ABW:I 51 (An\) A\)M)

Simetrizacao de tensores:

A(w) = —%——, (Au\) + A\)u)
Tensor de Riemann:

il T E el T e E
Tensor de Ricci: an = Ruuav



RESUMO

FazelOS uma breve revisao do problema de Cauchy para
as E.E. ¢ mostramos que estas sao equivalentes, sob condi
¢Oes iniciais apropriadas, a um outro conjunto de equacgoes
conhecidas por E.E. Quasi-Maxwellianas. Analisamos extensi
vamente movimento em uma variedade-espaco-tempo € propomos
a existéncia de uma nova classe de particulas MONOPOLOS-H.
A aceleragao relativa de particulas vizinhas dessa nova
classe & determinada pelo dual do Tensor de Riemann. Conse
quentemente, o principio de equivaléncia nao & satisfeito
por essas particulas. Nesta teoria, a transformagao confor
me possul um significado fisico bem determinado; por meio
desta, os monopolos H sac mapeados em particulas de movimen
to geodésico. Mostramos gue as equagbes de Einstein no va
zio admitem um grupo de simetria adicional e obtemos uma so
lucac aproximada para as equagoes de movimento dos monopo

los-H.
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INTRODUCAO

A moderna Teoria da Gravitagdo, como & atualmente conhe-
cida a Teoria Geral da Relatividade, nao recebeu até agora uma
confirmagao experimental que permitisse uma formulacao correta
e univoca de varios problemas ainda em aberto. Particularmente
no caso das ondas gravitacionais, desenvolveram-se varias 1i

nhas de pesquisa basecadas em diferentes maneiras de definir o

problema.

Na década de 50, Lichnerowicz (1) procurou tratar o pro
blema baseado na analogia que este possui com a eletrodinimica.
O referido autor desenvolveu um formalismo que evidencia a seme
lhanca entre as duas teorias. Posteriormente, Ehlers (28) obte
ve a decomposigao das identidades de Bianchi em fungao da parte
elétrica e magnética do tensor de Weyl. Esse resultado, junta
mente com o obtido por Lichnerowicz, permitiu formular um con
junto de equagoes que, sob condigdes iniciais apropriadas, s&o
equivalentes ds E.E. Na literatura, essas eguagdes sio conheci
das por equagBes de Einstein Quasi- Maxwellianas, devido a seme
lhanga formal que estas possuem com as equagoes da eletrodinami
ca. Varios autores investigaram as propriedades dessas equacoes
no estudo de ondas gravitacionais (8,9), andlise de modélos cos

moldgicos (27) e evolugdo de perturbacio nesses moddlos (10).

Recentemente, esse formalismo foi utilizado para genera

lizar a Teoria de Einstein introduzindo estados de tensdes no
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no espago tempo (ll); para estudar as propriedades de uma nova
classe de particulas nao minimalmente acopladas & gravitacao
(20); para analis-r movimento acelerado em uma variedade rie

manniana (3) e a evolugao dos auto-valores de Petrov (12)!

Neste trabalho obtemos obtemos as equagOes de Einstein
Quasi-Maxwellianas e mostramos que estas, no caso do vazio, se
reduzem, sob condigoes iniciais apropriadas, a divergéncia nu
la do tensor de Weyl. A seguir, analisamos uma congruéncia de
curvas gque pode ser associada a uma classe de observadores. Es
ta define naturalmente uma decomposigao do tensor de Weyl em

)

duas partes: a parte elétrica (EaB) e a parte magnética (HaB
(18) . Utilizando essa definigao, podemos projetar as equagoes
de Einstein Quasi-Maxwellianas (21), obtendo equagaes analogas
as de Maxwell para os tensores EaB e HaB' Essa formulagao per
mite verificar, no vazio, a existéncia de um grupo de transfor
magoes, denominado grupo dual, gue deixa invariante essas equa
goes. Essa simetria adicional sugere fortemente a existéncia
de uma nova classe de particulas (monopolos magnéticos gravita

cionais), acopladas nac minimalmente & gravitag¢d@o e gue nado sa

tisfazem ao principio da equivaléncia.

Fazemos agui uma anadlise do movimento em uma variedade
espago-tempo. As propriedades deste movimento, no caso da nova
classe de particulas, sao caracterizadas pela aceleragdo rela
tiva destas e descritas por uma equagac que & uma modificacgao
da equacao de Jacobi (29). Analisamos as propriedades da teo

ria sob uma transformagac conforme e verificamos que esta pos
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sui um significado fisico bem determinado. Finalmente, obtemos
uma solugao aproximada para as equagoes de movimento das novas
particulas, que nos permite verificar a existéncia de proprie

dades qualitativas novas no movimento destas.



EQUACOES DE EINSTEIN QUAST-MAXWELLIANAS

Vamos primeiramente estabelecer o problema de Cauchy
para as equagoes de Einstein (E.E.); a segulr, mostraremos que
sob condigoes iniciais apropriadas, as E.E. sao equivalentes a um
conjunto de equagoes envolvendo o tensor de curvatura, e conheci

das como equagoes de Einstein Quasi-Maxwellianas.

O problema de Cauchy para as E.E. pode ser enunciado
da seguinte forma (1):

Dado o tensor métrico Gy (x) e sua derivada G sobre

v o X
uma hipersuperficie §, espacialmente orientada, determinar nas vi
zinhangas desta o tensor métrico Guv(x) que satisfaca as equagoes

de Einstein.

Consideremos o caso do vazio. A hipersuperficie S po
de ser representada em um sistema de coordenadas apropriadas pela

equacgao:
0
1.1 x (x) =0

Segue dessa equagao que, nesse particular sistema de
coordenadas, vale a desigualdade g00 > 0. Com efeito, sendo a hi
persuperficie espacialmente orientada, o campo de vetores ®|U nor

mal a essa superficie deve satisfazer 3 desigualdade
Uy
1.2 > 0
¢|U ¢IV g

No sistema especial de coordenadas a que nos referi

mos anteriormente, o campo de vetores tem por componentes

Logo, podemos escrever 1.2 como

0o




O tensor de Ricci, construido com o tensor métrico

guv(x) @ suas derivadas de primeira e segunda ordem, pode ser

escrito como:

1.3 R, = -% g9 ¢

o.R *

+ - -—

Ya018p © Tplale T aglplo T Yoolals’

+
KaB'

K d .

onde aB epende apenas de guv e guv[p

Os dadOf iniciais sobre S sao guv(x) e EUVIO(X)'SE

pondo que essas funcoes sejam pelo menos de classe C ; podere

mos determinar sobre S diretamente as fungdes g

woli @ Fuvlilile

ngIOIi' Na auséncia de matéria e campo eletromagnético, as e
quagoes de Einstein se escrevem como:

logo, no sistema de equagoes gue temos a resolver, as incdgni

tas sao guv|0|0'

Usando o tensor de Ricci na forma 1.3, obtemos pa

ra a eq. 1.4, as seqguintes expressoes:

00

1-5.1 RijE —%g gij[O[O+Fiij
1-5.2 R, = %? g"d 9550000 * b1 = 0
1-5.3 Rog = - %? gt 9i5(0]0 * Yoo =0
Nas expressoes acima, separamos as incognitas
guv|010' As fungoes Fij ' ¢iﬂ’ Yoo sao conhecidas; dependem

das derivadas ¢spaciais de primeira e segunda ordem de guv

das derivadas espaciais de primeira ordem de g todas elas

pv|o ’
calculadas sobre a hipersuperficie S e podendo, portanto, serem

obtidas dos dados de Cauchy.




s G0 .
A hipotese inicial g % 0 garante que as deri

vadas gij|0|0 podem ser determinadas pelas equagdes 1.5.

Devemos salientar que as derivadas 9400 nao
sao necessdrias na integragac das equacoes 1.5, existindo assim,
uma indetermina¢ao na solucao guv(X)a ser obtida. Esse fato é
devido ds equagoes de Einstein serem equacbes tensoriais: se

g(1) (x)& solugdo das E.E., g{?)(x), obtido por uma transforma
v v

gao de coordenadas do tipo ¥ M =X "H(x), também o &. Essa in

determinacdc pode ser eliminada da seguinte forma; primeiramen

te fazemos uma mudanga de coordenadas:

—A A 0,3 A

1.6 X = X + (x) o (xi

)

onde ¢h(xl) € uma funcao arbitrdria a ser determinada. Essa trans

o~ o~ - vy = —00 =
formagac nao altera a equagac para S e logo, a condicac g > 0 &
mantida. Como podemos verificar por calculo direto, sobre S as

seguintes relaccdes sdo satisfeitas:

gAu = gku

Taujo = Fanlo

8 32 5 3 _
1.7 3 o ax® ax P Y Fap . 5 x© X =,
MIOTO ™ o i 0% 5%Pax°  ax0 ax® axh  gxh  oB
3_
P XB aIOL _
+ g + A

ax®ax’ axM  5x

. . . JxM
Possul apenas derivadas primeiras de " Logo, so-
ax

O termo Alu

bre S
2 —
o gij

Ji3fofo T T



g)\0|0[0 570 95" A ¢

1.7
0

As fungoes ¢, © portanto, a transformagao de coordenadas, podem

ser determinadas impondo-se que:

9x0l0]0

Desta maneira, fica eliminada a indeterminagdo introduzida na so
lugao pelas fungoes 940 Notemos, entretanto, que nao ha mais 1i
berdade na escolha do sistema de coordenadas. Essa liberdade e
responsavel, em certos casos, pelo aparecimento de singularida
des na solucgao guv(X)' Estas sao desprovidas de sentido fisico e
podem ser eliminadas por uma transformacao de coordenadas. Exis
tem outras maneiras de eliminarmos a indeterminagdo na  solucgao
guv(X)' introduzida pela arbitrariedade na escolha das  funcoes

Juolo]o’ ndés, porém, ndo nos deteremos nesse ponto. (2)

Verifica-se, utilizando 1.5, que as expressoOes abaixo
nao dependem de gij|0|0 e sao determinadas pelos dados iniciais

sobre a hipersuperficie S.

0] 00
1.9 g Rij + g Rio
_ i3 _ o0
1.10 g Rij g Ryo
As expressoes 1.9 e 1.10 podem ser colocados em uma

de

forma mais conveniente com a ajuda do tensor de Einstein Guv’ e

finido como

r

G = R - %? (R + Mg

uv uv v




onde A & a constante cosmolbgica. Neste trabalho, faremos A = 0.
Utilizando ¢ tensor Guv’ as expressoes 1.9 e 1.10 podem ser es-

. 0
critas compactamente como G .
U

Pela analise das equacgoes 1.5 e das expressoes 1.9, 1.10,
0
1.11, verifica-se que dados Rij(x) e Gu como goosé 0, podemos
calcular diretamente Ryy € assim obtermos a solugao das equagoes

de Einstein.

Devido a equagao 1.4, G’ deve satisfazer i equacdo
(8

Assim, o sistema de equagles

1.13-1 R, = 0

1.13-2 g, = 0
8

€ equivalente ao sistema 1.5.

. U X
Voltamos a salientar gue Ga e determinado conhecendo-se
os dados de Cauchy:; por esta razao, esses dados nao podem ser ar

bitrarios e devem satisfazer as 4 equa¢oes de vinculo 1.12.

A sequir analisaremos como as equagoes de vinculo pa
ra os dados de Cauchy sao propagadas na vizinhanga da hipersuper
ficie S.

Primeiramente, obteremos uma identidade satisfeita pe

lo tensor de Einstein.



O tensor de curvatura de Riemann satisfaz a identidade

de Bianchi:

do tensor

1.16
seguintes
1.17
1.18
Glg como :

1.14

rHY + rHVY + pHv

pa il A roll o 2N

Contraindoc nessa identidade os Indices U e p obtemos:

v

_ oV TRV
RUHA R + R 0

Mo oriluw T

Contraindo agora os indices v e ¢ e usando a definicdo

G teremos

uv
el = 0

vi u
Por hipbotese, temos que Rij = 0; logo, sao validas as
expressoes:

i jio¢ 00 0i
G i = g’ Rﬂj - '5"' 6 J (g Ro(} + 29' Roi)

i _ _ip
Gy g RDO
Q° 00 o

i =49g 03

g

1 oo

G, = 5 9 Ry

rio ~ o Gq a0 ©a Al T Tan G T Hg G

Utilizando as expressodes 1.17, podemos expressar Glj o



; g 0 ; 0 01 Go
ct. = Z_ ¢ -+ 8% (2G,+ 29t —
3 09 \ 2 Jj 00
g ] g
1.19 0
ij G
. ;L . Jj .
1 _ 1] 10 _ g Q 10 )
Gy - 9 Rjo tg R = "% Gj t 29 .00
g g
Assim, 1.18 pode ser posta sob a forma:
00 ¢ . 0 ¢
- 1p o
1.20 g G )\|O A 3 G pli + B 3 GD '

iop o
onde A 3 e B 3

0 - . . - . L
N T 0 serad satisfeita em S e em suas vizinhangas, pois G, & soQ

lugao de um sistema de quatro equagOes diferenciais homogéneas ,

I
o
-

sao fungoes conhecidas e continuas. Para Rij

G
a derivadas parciais, que tém solugao unica.

O problema de integrar as equacgoes de Einstein no vazio
ficou dividido, entao, em duas partes e pode ser enunciado como se

segue:

19) Problema das condigOes iniciais, gue consiste em encon
trar dados de Cauchy que satisfacam sobre S as equagoes
GA =0 ;

2%9) Problema da evolugéo, gue consiste em integrar o sistema
de equagaes Rij=0, tendo comoc dados iniciais os dados de

Cauchy gue satisfagam o primeiro problema.

O problema da evolugao foi resolvido pela M. Fourés (3),
que estabeleceu o seguinte: o problema tem solugao f@inica e nao ne
cessariamente analitica, a menos de uma transformagao de coordena
das, qgue mantém invariante a equacao de S e os dados de Cauchy so

bre essa hipersuperficie.




Na verdade, esse teorema & valido para equag¢Oes hiper

bblicas a derivadas parciais, nao lineares, do tipo

aHV a_jA_ + F = 0,
sxMax” A
onde WA 530 fungoes desconhecidas e que dependem das quatro va
ridveis (xa) ; fA 530 fungaes dadas e que dependem de WA e WA[a'
A"V s3o funcdes dadas de W, e (x*). A forma quadratica A“vxuxv,

. v [} - . 13 00
no nosso caso, e do tipo hiperbolica normal, ou seja: A >0

e ) x. x. < 0.
i3

As equagOes de Einstein s3o um caso particular dessas
equagoes.

Assim, a Teoria da Relatividade de Einstein & uma teo
ria geométrico-dinamica que determina as propriedades geométri
cas da variedade riemanniana V4, denominada variedade espago-
tempo, a partir da distribuig@o de matéria-energia em uma hiper

superficie espacialmente orientada.

Demonstraremos agora que existe um conjunto de equa
gaes envolvendo o tensor de curvatura que, sob condig¢oes inici

ais apropriadas, & equivalente 3s E.E. (4).

Consideremos inicialmente o caso do vazio.

Vamos postular as seguintes equagdes:

.2 + R + R
1.21 Ruvpo||k uvip |l o wvor|] e



1.22 RuvaBl JuaB p

onde

8 o ogeeileli 8L guleglled),

A equagao 1.22 & a responsavel pela determinagao das

propriedades geométricas de M4 , a partir da distribuicao

matéria-energia.
. UV _
No caso do wvagzio, T = 0 ;: logo,

1.23 RHVeH
| v

Na identidade de Bianchi, contraindo-se py e o e

lizando-se a equagao 1.23, obtemos:

Vv Vv

ol Rl

Explicitando nessa expressao a derivada

temos:
v o v V o v v
R”. = T R - T R.” + R + T R
il0 10 o w0 1 0|1 ol
ou
v _ oV voooo Lo
onde
) P v P v P
f = (r 8 - T 8§ )

de

uti
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De 1.23, obtemos:
RY + 1 rR* -t RV = 0.
v AV o VIRY A

Tomando « = 0 e explicitando a derivada temporal, ob

temos:
0 .
1.26 R = -R' . o+ (rr -rP Ay rY.
o|o o|l oV Vp A

Assim, podemocs afirmar que as equagdes 1.21 e 1.22 s3o
equivalentes as equagbes de Einstein no vazio se, como condicio
inicial para as quagoes 1.21 e 1.22, tivermos sobre uma hipersu
perficie S espacialmente orientada val = 0. Nesse caso, va

S

satisfaz a uma equagao diferencial parcial linear e homogénea
H = 3 13 =
R o 0, que tem como solugao inica Ruv 0.

Casoc em que Tuv = 0

Uma vez compreendido o caso do vazio, o problema para
Tpv % 0 torna-se simples. Por ser uma generalizagao direta do
caso Tuv = 0; nao iremos discutir o problema de Cauchy para as
E.E., no casc em que Tuv # 0 (3). Trataremos apenas da equiva

léncia das equacgd

Contrai
Oobtemos:
. R +
1.27 [\)p
Fazendo
variante, obtemos

es 1.21 e 1.22 com as equagoes de Einstein.

ndo-se os indices uy e X em 1.21 e usando 1.22,

1
K(Tv 2

Y

p =1
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- L . - p P L0 -
1.28 | Ry, * K(T 7 9,3 T J[o (L, 6" 1 +T7, 6 w[ ap *
+ K ( - i—g T)] + [R, +RK(T - i—g ) -
op 2 “ap Vo Vo 2 vy B
- qr% sPf o o _ L -
(Tyi 60 Foi . v) (Rap TR (Tap 2 Jap T ] =0

Podemos afirmar, baseados na eq, 1.28, que, se sobre uma

hipersuperficie espacialmente orientada, as qua¢oes de Einstein

1.29 R = -KT _ + £ 4 o
IRV, uv 2 UV
~ . . ~ 1 - -
-+ - — - =
sao satisfeitas, entao Rvi K (Tvi 5 901 T) fvi 0 e wvali
da em tode o espago, pois fui deve satisfazer um sistema de equa
¢oes diferenciais parciais lineares e homogéneas, —EF fvi = 0, gque
X

tém solugao unica.
Ainda da equagao 1.22, podemos obter:

1.30 (R® - KX g¥ g _ M

v 2 v v)[hJ =0

Sobre a hipersuperficie S, onde impomos a validade das

E.E., vale a seguinte expressao:

1.31 TV

I
(o]

vily

Usando a identidade de Bianchi contraida para substituir

mos RM em 1.30, cbhteremos:

vl

1 uv _ K
5 9 (RU\)+KTU\) > 9 T)
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Logo, sobre 5, vale gue:

gu\) (R + KT --Izi—g

Hv ERY

T = 0.
v )H o

Usando a condigao inicial de que sobre S as equagoes

de Einstein sao validas, obtemos que:

[ERV

K
R T =O
g (RW+KTW 5 Iy )IOL
Desenvolvendo essa expressao, e fazendo o = 0, tem-
se:
00 K ij K
- - + ..+ - .
g (R00+KT00 Yo 2 T)|0 g (le Kle 5 gle) P +
ol K
+ - = . = 0,
+29 (R, KT .- = g“_T)Iﬂ 0
S & uma hipersuperficie espacialmente orientada, lo
go g00> 0; demonstramos gue sob condigoes iniciais apropria
das, R ., + KT , - X g . T =0 & valida nas vizinhangas de S;
pi pi 2 pi
logo, se
1 _
R, + K (T, =~ > Yo T) =0

€& valida sobre S, também o serd na vizinhanga de S.

Obtivemos o seguinte resultado:

As equacgoes 1.21 e 1.22 sao equivalentes as equagoes

de Einstein se impusermos como condigao inicial gque:

= - KT + =
Ruv BV 2 guv T

sobre uma hipersuperficie espacialmente orientada.
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0O Tensor de Weyl

Na moderna teoria da gravitacao, o campo gravitacional
€ interpretado como a manifestagdo da curvatura do espaco—tempo.
Essa curvatura € descrita pelo tensor de Riemann.

A seguir, veremos que o tensor de Riemann pode ser de
composto como a soma de outros dois tensores e daremos a inter

pretacao dessa decomposicao.

2.1 RuByG = CuBYﬁ + E@BYﬁ
onde
2.2 E = L (g R + g g R g R +
aBys 2 oy RS B8 oy By “ad ad Ry
1
=% Yoy Jgs T Yus Jgy)*R
As equacgoes de Einstein relacionam algebricamente o

tensor de Ricci e o seu trago com a distribuicao de matéria-ener
gia. Em uma regiao onde o tensor momentum energia & identicamen

te nulo, temos que:

Como consequéncia, nessa regido B = 0. Podemos a

aByd

firmar, portanto, que em um dado ponto do espago-tempo, a contri
buigao para a curvatura, devido 3 distribuicdo global de maté&

ria-energia, & determinada pelo tensor de Weyl C : a contri

aByd
buicao devida & energiaexistente no ponto & determinada pelo ten

sor E Em outras palavras, o tensor de Weyl determina em um

aByds”
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dado ponto a parte da curvatura que depende da distribuicao de

materia-energia em outros pontos.

O tensor de Weyl tem as seguintes propriedades: (5,6)
(a) COcBYCS = CyGaB = - CBaYG
oy —
q CaBYG = 0
(b) Definindo os tensores duais & direita e 3 esquerda,
respectivamente como
*
c aRys CaBeg nyG €t
* —
CaByG B ngYG Nap €C
onde naBYS e definido por
n = 4! /=g 6~ 8. 8° §°- g = det(g ),
aBys e "8 °y "z ] Hv

podemos mostrar que (usando as propriedades de simetria e tra

¢o nulo desse tensor):

* %
c aRys CaByG

(c) Dadas duas variedades Riemannianas Mn e En

estao relacionados por:

' cujos

tensores métricos e g
gUV gUV

_ 2g

9 ~ ¢ 9

uv
e onde ¢ & uma fungdo arbitrdria das coordenadas (x") de Mn,

dizemos que Moe ﬁn estdao conformalmente relacionadas.
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O tensor C ¢ V. estd relacionado ao tensor C e V
aByé n oByd n
da seguinte forma:
OE _ —0OE =
9 C58yﬁ = 9 CEBYé
(d) Uma variedade riemanniana Mn {(n>3) que possui CuBéA =0 em

todos os pontos pode ser mapeada por uma transformagao con
forme (5,7), a um espago plano de mesma dimensac e métri-

ca de mesma assinatura.
0 tensor de Weyl pode ser utilizado para escrever a identi
dade de Bianchi em uma forma compacta e que nos serd til no decor

rer deste trabalho.

24 identidade de Bianchi & escrita como:

ryéde _ ! oB —
2.3 R =0 == R - =0
" aByd|le Cvysile ]

Substituindo em 2.3 o tensor de Riemann pela expressaoc
2.1 (valida para variedades riemannianas de dimensac quatro), obte
mos:

Lyde + gyde _

2.4 CGBY@HE n EGBY6H€ 0.
Como nCYéslhl = 0, segue de 2.4 que:
ceyd op = oGY0e _uB
{n = E .
€ s k vélle

Ile



Contraindo-se essa expresséo com naBBA e usando a

propriedade (b), obtemos:

_~ Lt - zeyd _aB

(Ce)\ )IIE ne)\Ol.B i E ’YGHG
ou

- COLBY%SH(S _gvLoalls] | 1 gL glaT

Por outro lado, da definig¢ao do tensor de Weyl po

demos afirmar que 2.5 86 & valida se guvih): 0 ; logo, segue que
EySe _ aBy$ _g¥lollel , L vyCBglal

n Ragyslle =0 = €7 s =R e 9 R

Usando essa forma da identidade de Bianchi,as equa

coes 1.21 e 1.22 escrevem-se como:

2.6-1 T o = erlalled . 1 gvlegla ]
2.6-2 R -
BYS ||o By¢
No vazio (TquO), essas equagles se resumem a:
2.7 CaBYG =0 r
|}

mais a condigao inic¢ial de gue sobre uma hipersuperficie S tipo
espaco R = 0.
pag¢ UV
Nessa forma,as eqguagoes de Einstein, como mostrare

mos mais adiante neste trabalho, evidenciam uma grande semelhan




17

¢a com as equagoes de Maxwell. Essa formulagao foi utilizada por
diversos autores na analise de ondas gravitacionais (8,9%,10), e
ainda, recentemente, possibilitou generalizar a Teoria de Einstein
introduzindo estados de tensao do espago-tempo (11) analisar a
evolugao dos autovalores de Petrov (12) e introduzir uma nova clas
se de particulas n3o minimalmente acopladas com a gravitagao (29,30).
Devemos ressaltar que a equagao 2.6-1 determina a
evolugao, como uma equagao de campo, do tensor de Weyl. Este des
creve a parte da curvatura que nao & localmente determinada pela

distribuigao de matéria.
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MOVIMENTO EM UM CAMPO GRAVITACIONAL

A teoria geral da gravitagao apresenta uma peculiari
dade inexistente nas demais teorias de campo. Podemos notar isso
claramente fazendo uma comparacgao dessa teoria com a eletrodinami
ca. Nesta ultima, o campo eletromagnético & descrito pelo tensor
F ; este pode ser obtido experimentalmente, em um dado ponto do

oB
espago-tempo,utilizando-se a equagao de Lorentz (13):

m

B

Essa determina a dinamica de uma particula em intera

gao com o campo eletromagnético.

Na teoria geral da relatividade a equagao de movi
mento para uma particula em um campo gravitacional, aparentemente

contida nas equacgoes de campo (l4), & a equagao de uma geodésica.

Sendo Y% as componentes de um campo vetorial defini
o .
do ao longo de uma curva, que tem por coordenadas X (t), a deriva

da covariante desse vetor ao longo dessa curva € definida como:

de
dt

py%
Dt

o B _
Y HBVB onde V =

0 vetor Y¥ & dito ser paralelamente transportado ao

longo de x> (£) se

O campo vetorial definido ao longo da curva pode,par

o
ticularmente, ser o préprio vetor v% = %ﬁ; tangente & curva x% (1) .
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o
Esta &€ uma geodésica se o vetor de componentes v for paralelo a
Dt

o . -
V™, isto &:

onde f & uma fungao escalar. E sempre possivel encontrar um novo

parametro s(t), tal que a equacdo 3.1 se resuma a:

V' dvX | oo By _
3.2 bs * a5 t Ty VV =0

O parametro s(t) & denominado parametro afim.

A equagao 3.2 &, portanto, a equagao de movimento pa
B

ra uma particula em um campo gravitacional. O objeto Fg V" nao é
Y

um objeto geométrico e nao &, portanto, um observavel (15). Na

verdade, por uma escolha conveniente de um sistema de ceoordenadas,
- - o
e sempre posslvel anular FBY em um pontoc ou mesmo ao longo de uma

curva qualquer (16),.

Dessa forma, verifica-se que nao & possivel obter in
formagao sobre o campo gravitacional pela analise do movimento de

uma particula nesse campo.

Devemos notar que o campo gravitacional, na moderna
teoria da gravitagao, & interpretado como a manifestagao da curva
tura do espago~tempo. A curvatura & caracterizada pelo tensor de

Riemann RuBYS e, portanto, deve ser esse o objeto geométrico gue,

o

na gravitagao, desempenha papel andlogo ao do tensor FB

no ele

tromagnetismo.
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E nesse ponto que nos deparamos com um fato total
mente novo e inesperado do ponto de vista das teorias de campo
até entao conhecidas, mas sugerido pela interpretagao geométri
ca da teoria da gravitagao: A variedade espago-~tempo localmen
te tem a topologia de um plano pseudo-~euclideano de dimensao
quatro, logo, localmente, as possiveis variedades espago-tempo
sao equivalentes. Para determinarmos as propriedades geométri
cas de uma particular variedade espago-tempo € necessario uma
anadlise ndo local.Fisicamente ecssa determinagdo & possivel me

dindo-se a aceleragao relativa de particulas vizinhas.

Uma particula que se desloca em um campo gravita
cional tem associada a ela uma curva vy (s), denominada linha de

universo, e definida na variedade espago-tempo M,. Para determi

4
narmos distidncia (no sentido fisico)e intervalo de tempo .a par
tir da distancia (no sentido topoldgico) entre dois pontos P e
Qe M4, sera necessario,primeiramente, desenvolvermos um forma
lismo adequado. Com esses conceitos poderemos definir velocida
de e aceleragao de forma a terem o mesmo significado fisico
das grandezas correspondentes na mecanica Newtoniana. Poste

riormente retomaremos a andlise do movimento em um campo gravi

tacional.

Tensor de Projecao

Um campo vetoria V¥, definido em uma variedade
riemanniana M4, determina, em cada ponto p, um sub-espacgo
H C_Tp, constituido pelos vetores ortogonais a v? (17). No ca

so do campo vetorial satisfazer a certas propriedades, tere
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*
mos determinada uma hipersuperficie( ) SCM O sub-espago de

terminado podera ser de tres tipos:

B

a) Tipo Tempo: no caso em gue gu Vav < 0. Nesse caso, a mé

B

trica do sub-espago sera Lorentiziana.

B

b) Nulo: no caso em que g Vi Ve= 0. A métrica do sub-espacgo

serd degenerada.

B

¢) Tipo Espaco: no caso em que gOt V., Ve> 0. A métrica do espa

B

co sera positivo definida.

No caso em que o campo vetorial v* for do tipo tem

* %
jole) (%) e tal que gaBVaVB = 1, poderemos associar a ele uma

classe de observadores com quadri-velocidade v¥. 0 sub-espaco H,
. o - . .
determinado em cada ponto pelo campo V', sera o referencial iner

cial do observador correspondente (18).

o .
Com o vetor V~ podemos consgstruir o tensor huB

gaB - VuVB . Esse tensor projeta os objetos geométricos de M4

no referencial inercial do observador, que se move com velocida

de V .
o

O tensor de projegao ha tem as seguintes proprie

8
dades:

a) E efetivamente um operador de projegao

n® hf = no

(*) Vide Apéndice deste trabalho.

(**) A partir deste ponto, trataremos apenas desse caso.
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b) th projeta ortogonalmente a v¥. com efeito, para todo

o

X" g M B

47 sendo haBX = i x® a sua projegao em H, teremos:

anB LY _ B _ B Y _
IV B X Vg (87, - Vv ) xT =0

c) haB & a métrica do sub-espago H.
Para um observador com velocidade V% e localizado em um
ponto P ¢ M4 de coordenadas xa, a distancia (no sentido to
poldgico) a um ponto vizinho Qs:M4, de coordenadas x + dxa,

sera:

2
ds =

oL, B a. B Oy 2
gade dx= = hade dx™ (Vudx )

Assim, ds, a distancia entre P e Q fica dividida em uma
A
dxade)2 e um in

distancia puramente espacial, 4l = (haB n

tervalo de tempo dt = (Vadxa).

d) Os sub-espagos H Tp » 80b certas condigdes (vide Apéndice),
mesclam-se formando uma hipersuperficie S M4. 0 tensor

haB determina univocamente em S uma afinidade.

Sendo Vax = X a derivada covariante do vetor

B Bl
XB' a derivada covariante de l XB , com relagao i afinidade

induzida em S por ha sera:

Bl‘

=
o)
2
O3
<
—
>
Hl
<]
e

Em uma variedade com torsao nula a afinidade & uni

vocamente determinada por



VY(gGB) =0,
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onde Iup € o tensor métrico dessa variedade e V. a derivada co

variante.

Por calculo direto mostra-se que, efetivamente,

c
By” Boris

_ Y .0
g Vo o Ve Ty B Eys T Esy

- o~ 2
onde f & uma fungao escalar C°.

. o
Usaremos o campo vetorial V& e o tensor de pro
: =~ 1 . - .
jecao h g Ppara decompor Os objetos geoméetricos em suas par
' o . ~ .
tes ortogonal e paralela a V' e obter a interpretacao fisica
. . o
desses objetos. Em cosmologia, se escolhermos V' como a velo
cidade média da matéria contida no universo, a decomposicgao
a que nos referimos acima adguire um significado fisico de

terminado. (18).

Tendo desenvolvido o formalismo necessario, va
mos retomar o estudo da dinamica de particulas em um campo

gravitacional.

Seja uma congruéncia de curvas definida pela
fungao v(s,t), onde s & um parametro afim ao longo de uma da
da curva, e t, um parametro que serve de marca para identifi
car as diferentes curvas da congruéncia. A fungao y(s,t) é

continua e diferencidvel, até segunda ordem, em rela¢ao aos
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- . a

parametros s e t. Em um sistema de coordenadas local {x '}, a con
-~ \ - o -

gruencia tera por coordenadas x (s,t). Tomaremos © parametro s

como sendo o comprimento ao longo de uma particular curva da con
- o dax®

gruencia; nesse caso, © vetor V& = ——, tangente a essa curva

ds

tem mbédule unitirio VaVB = 1),

(gaB

O parametro t define uma nova congruéncia de curvas.

Para o valor s = s, do parametro afim s de uma curva y(s,t,) e v(s,t),
teremos determinado um ponto P(s 6 ,t,). Deslocando-se esse ponto
pela variagéo do parametro t,teremos definida uma nova curva
A(sg,t). As demais curvas da congruéncia A{s,t) sac obtidas mo

vendo-se cada ponto da curva Af{sg,t) ao longo das curvas yv(s,t).

O campo vetorial constituide pelos vetores tangentes

o

= . - o _ oX

as curvas da nova congruencia, tera por componentes Y‘(s £) = =t
r

Dois pontos vizinhos P(s, ,t;) & v(s,t;) e Qlsy , b+ At)

e v{s,t,+ At) definem um vetor, que denominaremos vetor conexao.

x°

ot s=s,
t=t,

tancia (no sentido topoldgico) entre os pontos P e Q. A distan-

Este tem por componentes %% = At e estd associado a dis

cia, no sentido fisico, entre os pontos P e Q, determinada local-

mente (através da emissao de um sinal luminoso (19)) por um obser

vador em repouso em relagao a particula que tem por linha de uni

verso a curva yv(s,t;) € a projegao do vetor conexao z% no referen
B

cial da referida particula. Essa grandeza, L 2% = hig Z", sera de

nominada vetor posigac relativa.
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Em um sistema de coordenadas co-movente {y*}, defini
do localmente como sendo o sistema de coordenadas em relagao ao
gual a matéria estd em repouso, os pontos P e Q terao por coorde
nadas, respectivamente, {ya} = (0,yi) e {ya + Sya} = {O,yi, Gyi}.

Nesse sistema de coordenadas as componentes do vetor conexao sao

{z%} = {0,8y"}. Em um sistema de coordenadas arbitririo {x%1, o
o .
vetor z% tem por componentes 7% = 353 ayj
y

Pela propria defini¢ao das duas familias de curvas,
podemos inferir que a derivada de Lie de z% em relacgao a v®* & nu-

. . cL
la. Com efeito, em um sistema de coordenadas x ,

o a B
L, %= [V, %] = QEE ve - é!é 2
\Y X X
a . B 24 B 2 o 2
azB 3x” _ 3 Bx BX° 4y = & X 4 = 8 Lo =
ax as ax 3t 3s asat atos
B z o
= B a2 - 4P v g
ot ax 38
Logo,
(L, Z) = 0.
Vv
Como a conexao & simétrica, segue-se que
3.3 2% b - y® 2P = 0.

il 8 1k

0; . g . -, . -
Sendo l 7~ a distancia fisica entre as particulas, a
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velocidade relativa, definida como i T%; i 7% , esta relacionada

i z% pela seguinte equacgao:

1D g - p pf ve z¥4 n®  gP vY

Ds B v 8 B Iy

Esta pode ser modificada utilizando-se as seguintes

igualdades:
o . B § Y -0 B
h = - % .
h.B YH(SV 4 v VB ;
h® 78, vY = n® v Y
B~y B Iy

Obtemos, entao, que:

LB g0 mevB  — % vBy )Y =
- e vB - 5% - vev v, Vv Y =
LRy T (0 8!V |y Yy

_ n® Y B § e
hsllﬁ\quh 27,

Definindo
3.4 h%}ﬂéva - V% ’
obtemos finalmente que
3.5 1o 7® = y® 1 78
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Esse resultado demonstra que a velocidade de separa
cao entre particulas vizinhas estd relacionada ao vetor posigao
relativa por uma transformagéo linear; o0 tensor que determina essa
transformagao & a projecao, no referencial inercial do  observa
dor, do quadri-gradiente da velocidade do observador. Essa gran
deza corresponde ao gradiente egpacial da velocidade do observa

dor.

A seguir, obteremos a equagao para a aceleragao re

lativa entre particulas vizinhas.

Aplicando-se o operador T%; a equacgao (3.5),cobtemos:

3.6 -% il %— 1 g0y - %(haah;vénch%{ z¥ ) =
= ™) ng vy 0t 2T 0% (g )’ Vallchéw A
+ no® hy AT hBY 7Y + no he® Vi, (hBY)' 2V +
+ n®¢ by Val|«;h8«{ z“anv”

Os diversos termos gue aparecem nessa equagac podem

ser simplificados como se segue:

adys . ¢ B Y _ _ O C S i B
(h™7) hB VSIIC hYz v hB V51|CV pANN
ad . B _ _ o & 8 | B
h (hB ) vﬁllc Zzr = hcs VB v Zn
h®. n o vl mP ey = - n% VO v v gY
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o

8 n| ¢ § 1 8 nl .t
h v v Z = h R vo + vV v Z
s Vg lin ( inllz’

§ ucn 4

5 n |,z a g 1,z §  em § N ¥
h*. v v 75 = W% (V 75 - Vv AL vl v oz,
§ ' lInilc § ¢ I|n lIn y 2

A partir desses resultados e projetando—-se a equagao

3.6 no referencial inercial do observador, obtemos:

Ll b [ D} a _ 0 B 0T I A
3.7 DS( Ds Z) hB(RnCY v z- v + VHY z' +
—\}B\'fizY)
Y

Conhecida na literatura como equagao de Jacobi (3.7),
da a aceleragao relativa entre duas particulas vizinhas. Essa ace
leragao & a obtida por um observador em repouso em relagao ao re

. . . . o
ferencial inercial da particula que se desloca com velocidade V .

Se as particulas, situadas em um campo gravitacional,
interagirem apenas gravitacionalmente, seguirao geodésicas. Nesse

caso,

DV™ _ =0 _

FS_ = V© =0

ph*

Ds'8 - (h%)': 0

e a equagao de Jacobi se reduz a:
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Essa equagao especifica as propriedades do movimento
dessas particulas em fungao dos observaveis do campo gravitacio
nal. Ela pode ser utilizada na determinag¢ao experimental desse cam

po. (20).

A igualdade entre a massa gravitacional e a massa
inercial permitiu que o movimento e o campo gravitacional tivessem
uma interpretagao geométrica: o campo gravitacional tem sua agao
no movimento das particulas manifsstada pela curvatura do espago-
tempo, onde estas seguem geodésicas. As particulas gque interagem
gravitacionalmente dessa forma estao minimalmente acopladas ao
campo gravitacional e serao denominadas monopolos gravitacionais
elétricos. Na Teoria Geral da Relatividade, as particulas tém to
das esse tipo de acoplamento; isso constitui uma generalizacgao di
reta da teoria Newtoniana e na verdade, esta {ltima pode ser obti
da da primeira por um processo limite (18). E de se esperar que
uma analise mais profunda do movimento em um campo gravitacional
revele propriedades qualitativas novas, apresentadas por particu

las que nao tém anidlogas na teoria Newtoniana.

Introduziremos na teoria uma nova classe de particu
las cujo movimento em uma variedade espago-tempo & caracterizado
como se segue: sendo Ya(s,t) as coordenadas de uma congruéncia
de curvas, determinada pela nova classe de particulas, o vetor co

- o -~ . ~ ~
nexao Z dessa congruencia obedece a eguagao:

3.9 PZ - R s v vo gy
Ds Y
. ~ * *
que denominaremos equagac de Jacobl generalizada ( ). RaByS’ o

(*) Essa equacgao que caracteriza o movimento da nova classe de particulas foi
introduzida pelo Dr. M.Novello {(1975); confira (29)
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dual do tensor de curvatura, & definido como:

* 1 REC

Ragys = 2 Moser Y8 ©
As particulas dessa nova classe denominadas monopo
los gravitacionais magnéticos, nio seguem geodésicas; em outras
palavras, nao est8o minimalmente acopladas ao campo gravitacio
nal e nao satisfazem o principio de equivaldncia. A origem da
constante f, introduzida na equagao 3.9, é devida i possivel di
ferenga existente entre a massa inercial e a massa gravitacio

nal dos monopolos magnéticos.
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O GRUPO DUAL

Demonstramos no capitulo I que para o casoc do vazio

(Tuv = 0), sob condigoes iniciais apropriadas, as equacoes de

Einstein sao equivalentes & divergéncia nula do tensor de Weyl.

aByd

As propriedades de simetria desse tensor nos permi

tem decompd—1lo univocamente em dois tensores, EaB e HuB'
o

go de uma curva xa(s) especificada pelo seu vetor tangente V =
_dax¥ (8.
ds

ac lon

O tensor E denominado parte elétrica do tensor

aB’ |

de Weyl, e definido como:

- - Y o
4.2 EaB CuYBS v v
Devido as propriedades do tensor de Weyl, podemos
inferir que:
Fag T Pga
ap _ o0 B _
g EuB E o - EuB \Y 0

O tensor HQB' denominado parte magnetica do tensor

de Weyl, & definido como:

e

_ 1 Y+, G
4.3 H = 2 Moy Caesg vy

ap
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Analogamente,

A propriedade de simetria & devida 4 nulidade dos
tragos do tensor de Weyl. Essa propriedade pode ser verificada

facilmente no referencial inercial do observador.

Em termos dos tensores Ea e H

8 ap’ o tensor deWeyl

€& expresso como:

Y8 _ R loge]_ _
4.4 COLB = 8 V[OLEB] v + 4 5[(1 BE 8] 2

-2 ve o bgdl 4 5 oety

aBeL e [wV8]

'y . o o
Utilizando—se o campo vetorial V™ e o tensor h g
podemos projetar as equagoes de Einstein quasi-Maxwellianas pa
. a ~ .
ra o vazio ao longo da curva x (s). Dessa forma, sao determina

das quatro projegdes distintas dessas eguagoOes:

Coy Sils vY v® hg =0
Cogy S1js V" h(aehB)C = 0
C § nEEBY ¢ v® = o
aBy |8 z

Coay S1ls Vi h%E nE18Y = ¢
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Substituindo a expressao 4.4 para o tensor de Weyl,

obtemos (21):

(4.5) HuB|1Y Be h; -3 Eue o - Eu8 OBY V6 neéYu =0
(4.6) EOLB”YhEB nY oo o 4o f Oy Vs n ®7% = o
(4.7) @Y hg hBY + EY‘S||€1r1.{‘3(°tr183;EY ve + o OB - g (Bp)Y
B HY(Bwa)Y + - ntOE PRy Ve Hex Oy 7
+ Y Eé(ans)wé vE =0
(4.8) 5v8 hgﬁ N HYﬁlkzhs(ansggy' ve 4+ o goP g (Bgo)y _

sy 8o _R) £
+ VU T gV 0,
onde,
OOLB 5 hOE. hB (VYH 8 + V6 I!Y )

L vy 6 -
woaB 5 hu hB (VYH(S VSHY) +  (VEJA APENDICE)

As equagoes de Einstein Quasi-Maxwellianas, escri

tas sob essa forma, tém uma interpretagao gque justifica claramen



34

te essa denominagdo. As equagoes 4.5 e e.6 determinam a divergén

cia dos tensores E e em analogia direta com o par de equa

op HaB’

coes de Maxwell na auséncia de fontes.

(3) (3)
divE =0 div H = 0

As equacoes 4.7 e 4.8 relacionam a dependéncia tem

poral dos tensores E , e H com o rotacional de HaB e EaB res

B aB

pectivamente, novamente em analogia ao segundo par das equagoes

> =
~ 3

de Maxwell, onde oE e oH estao relacionados com rot( )ﬁ e

ot ot
(3) = ;
rot E , respectivamente.

A decomposigao do tensor de Weyl em suas partes elé
trica e magnética definem um espag¢o interno e um grupo de trans
formagoes nesse espago. Com efeito, se pensarmos EaB e HaB como

(2)

sendo, em cada ponto, base de um espag¢o vetorial V ;, teremos de
finido o espagc interno ao gual nos referimos. Nesse espago, e
xiste um grupo de transformagoes denominadas duais, cujos elemen
tos sao determinados por um parametro arbitrario constante 0. O
espago interno pode ser representado por um plano euclideano de

duas dimensdes, e as transformagOes como rotagoes de um angulo ©

em torno de um eixo perpendicular a esse plano.

Sob uma transformagao dual, o tensor de Weyl se trans

forma como:

*
= Cos @ C + sen @ C
o o

CaBYG ~ GaBYG

Byd Byd
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Assim, podemos afirmar que na auséncia de matéria,
as equagoes de Einstein sao invariantes por transformacgoes do
grupo dual, que € um grupo de simetria adicional da teoria. Es

sa invariancia € uma invariancia de gauge de primeira, espécie,

inteiramente anidloga & encontrada na eletrodinamica (22).

Na auséncia de matéria, duas particulas de prova
(tipo monopolo elétrico), vizinhas, em movimento em um campo
gravitacional  tém a aceleragao relativa determinada pela equa
gao de Jacobi que, nesse caso particular, utilizando-se a defi

nicao 4.2, pode ser escrita como:

Analogamente, a equacao de Jacobi generalizada na

auséncia de matéria, pode ser escrita como:

2 52
4.10 B2 - 2P -0
Ds
Verifica-se assim, que a equagao 3.9 & uma  conse
quéncia necessaria do novo grupo de simetria da teoria. As

equag5es que caracterizam o movimento em uma variedade espago-
tempo das duas classes de particulas, escritas na forma 4.9 e

4.10, dao a justificativa para a denominacaoc empregada.

Na presenca de matéria, a nova invariancia nao é
mantida; assumiremos, no entanto, que o grupo dual & efetivamen
te um grupo de simetria da nova teoria e que as equagoes de cam

po devem ser convenientemente alteradas. No presente trabalho,
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nao nos ocuparemos desse problema e limitar~nos—-emos a analisar
as modificag¢tes no movimento em um campo gravitacional, gque se

fazem necessarias em consequéncia da invariancia de gauge intro

duzida.
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EQUAQKO DE MOVIMENTO PARA 0S MONOPOLOS MAGNETICOS

Vamos supor uma congruéncia de curvas de coordena-

8] - . .
das x"(s,t). Vamos supor que as curvas dessa congruencia sejam

solugao da equagao:

& Y
a 2 o o9X" 99X
5.1 DX (s,¢) = 22 (5.8) (25 By p% — = F%y
Ds 5s BY 3s os ’

onde F*(x)& um campo vetorial definido na variedade.

- N . N - o
Uma curva da congruéncia, vizinha a curva x (s,t, ),

terd por coordenadas x(s,t,+8t).

Sedja {x*} um sistema de coordenadas particular, tal

que ho ponto X, a afinidade I'* (x) se anula. Se desenvolvermos

By
o
xa(s,t0+5tﬂ em uma série de poténcias de §x% = X §t, tomar
ot t=t,
mos termos até primeira ordem em Bxa, as curvas xa(s,to) e

e

xa(s,t0+6tJ x%(s,t,) + 6t* serdo solugdo das equagdes.

5.2 3 X = Fu(x)
ds?
32 9
5.3 — (x% + Sxa) + T (x + 5x)———(x8 + 5XB) = (xY+8x )=
g
98 05 39S
= F¥(x + 8x)

Desenvolvendo-se a afinidade %?Y(x+6x) e a forga
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(8 - . - . o . .
F7{x+6x) em uma série de poténcias em §x na vizinhanca do ponto
X e tomando-se termos até primeira ordem, obtemos para 5.3 a se

guinte equacgao:

B

y
o a v} aX~ 09X § _ Lo v B
5.4 g;;(x +8x7) 'Fléy]d s 55 O Fig t FIB (x) &x
Subtraindo 5.2 de 5.4, obtemos:
2 B Y
) o o ax” 9x § _ Lo B
5.5 882 §x + FB'YIS “""""'BS '—'—'as Sx F |B Sx

Para cbtermos uma equagéo tensorial, valida em to

dos os sistemas de coordenadas, devemos somar a ambos os membros

de 5.5 a expressao

o BxB Bx(S Y
BY[S s 58 §x' , obtendo~se

2 B Y
d o o _ O ¢ 9x~ ax' _ _a B
. Sx + (% B %SIY) e Flséx +
By |8 3s 9s

No sistema de coordenadas que estamos utilizando,no

ponto x onde %ﬁ (x) = 0, valem as seguintes igualdades:

2 2 B Y

Dzdx“ S Pg |5(X) sx¥ %%H %%— ’

Ds as” v S S

o o [0 o4 o

R =T - T = T T
gys ) = Ty js ()~ Tggpy avlle ™ ‘s iy

FO . (k) = F% (0.

1E
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Logo, a equacao para o vetor conexao de componentes

(04
o _ aXx . .
7 = B |t=t, §t fica:
2 2 )
D 7 o ax’ ax® B _  _a B
oot | Nyps 38 as 2 T Fypg e

Supondo-se a congruencia de curvas situada no vazio

e utilizando-se a definicao 4.2, obtemos:

5.6 DZ %, 78 - FﬁIB 78
Ds
Comparando—-se essa equagao com a 3.9, verifica-se

que os monopolos gravitacionais magnéticos seguem curvas acele

radas, determinadas pelas equagOes:

onde F*(x) & uma forca tal que:

o . _a o
5.8 F“B—-EB‘*‘fHB.

Em consequéncia da equagéo 5.8, F& deve satisfazer

as segulntes propriedades:

1?9) O©Os tensores EaB e HaB sao simétricos; logo,

FEOtH ] T 0 —= FEG!B]: 0 = uma fungao escalar ¢

tal que F, = ¢l@
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2¢) EY =8 =0; 1logo,

= 0B -
S Falls T alie T 0

Portanto, a fungao escalar ¢ deve satisfazer a equacdo:

aeé =0
39) Os tensores HaB e EuB sao perpendiculares ao vetor Vu,
seqgue-se dal que:
o
DF o B o o
- = v® = (E°, + fH =0
Ds IE (E7g g)

logo, a forga % & constante ao longo da linha de uni

verso dos monopolos magnéticos.

As equagoes que devemos integrar para obter a cur
va descrita pelo movimento de um monopolo magné@tico sao extrema
mente envolvidas. Devemos obter o campo escalar determinado pe
la equacao 5.8 e posteriormente integrar a equacao 5.7, obtendo-
se x*(s). No entanto, para integrarmos 5.8 & necessirio conhe

dx® : . .. ~ . :
cermos —— . Esse ciclo vicioso, proprio de equacgoes integro-di-

ds
ferenciails, pode ser evitado se notarmos que o campo escalar &
apenas um elemento auxiliar. O movimento dos monopolos & total

mente determinado pela geometria da variedade através da equa

cao diferencial:
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O campo escalar ¢ nos permite obter a equacao de mo
vimento para os monopolos magnéticos por um principio variacio

nal. Definindo a acao para os monopolos magnéticos como

obtemos a equacao de movimento para essas particulas utilizando-

se 0 principio de Hamilton. Com efeito:

o .
55 = f[6e%s +e%sas] I[— P g*f & %]E@ s ds
logo
6]
_ pv* | _aB
4 = 0 = Ds (D|B

A equagao de Jacobi, que determina a aceleraciao re

lativa entre dois monopolos magnéticos vizinhos, é&:

1 El[' D, ,o ] o _ .o _ o0 Loy 1 .a
5 .J_DS( 27) { o) ¢IB EB h ¢|YHB) Z

Utilizando-se essa equacgao, podemos determinar {ve

ja apendice), a equagdo de evolucao para o parametro 0.

A equacao obtida

. *0 o
no caso dos monopolos magnéticos como V WI = F = (0, se reduz



42

é+—§—@2+2(02~w2)=R Va

Esta, identica a obtida no apéndice para os monopo-
los elétricos, permite-nos demonstrar que os monopolos magnéti

cos também possuem ponto focal.
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TRANSFORMACOES CONFORME

Sejam M e Hu duas variedades Rimanianas, g R e
g B ©s tensores metrlcos dessas variedades respectivamente; defi
niremos uma aplicagdo A tal que A: M11l - Tu s
tricos das duas variedades estejam relacionados por

e que 0s tensores @g

— _o2u(x)

Eoup = € Bog
onde Y(x) & uma fungdo escalar arbitriria. A aplicacdo A, assim
definida, forma um grupo denominado grupo conforme. Os elementos
desse grupo sao transformagdes, conforme especificados por  uma
particular fungao ¢.{(23)

Sob uma transformagdo conforme, o elemento de dis-

tancia ds transforma-se como:

2 =2 _ = a. B _ 2y o. R
ds™ =+ ds” = guB dx7dx = e guedx dx
Se]a x*(s) uma curva espacialmente orientada, defi-
nida em Mu , gg- as componentes do vetor tangente a essa curva

e 6 parametro afim s o comprimento ao longo da curva; a 1leli de
transformacao do vetor tangente, sob uma transformagac conforme,
e definida pela relag3o

dx de =1
oR ds ds
e expressa COmO
Va = e_lp Vu

No caso particular em que a curva x (s) & uma geods

sica, a curva x (s) EM na qual a primeira & mapeada por  uma

Yy
transformagdo conforme, & determinada como se segue:
o B _ v B o 'EI—Y——B "2V B
v Ve = 0 - V7 = V5 =(V] _+ VIvE = Ve o+
i I8 |8 J{BYJ’ e
+ (V) - ganIB) e‘2¢
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logo,

—a L2 — -
DV o 2y + % gaB(e Qw)

|8

. o - -
Assim, a curva x (s) e mapeada, por uma transformacdao conforme |,

na curva acelerada x*(5) que é solugdo da equacio 6.1, onde
7 = %%— Limitemos a classe de fungoes que determinam a trans -

formagdo conforme as fungdes  tais que:

6.2 v = - 3ln2¢ ,

onde ¢ € o campo escalar que determina a aceleracao dos monopolos

magneticos. Teremos:

1, -2y wa a _ .
'2—(8 )|a V& o= 0 (:)lblav = 0

logo a equagao 6.1 se reduz a

1) 1 ap . -2y
6.3 s 5 g (e )|B
Esse resultado nos permite enunciar o seguinte teorema: a curva

O - ~ - -

x (s) e mapeada por uma transformagac conforme, especificada pela
~ - —_—C ,— ~ . .
funcao 6.2, a curva x (s). Essas curvas sdao as linhas de universo
dos monopolos gravitacionais elétricos e magnéticos, respectiva -

mente.

Obtivemos para a transformagac conforme uma interpre
tacdo fisica bem definida: através dela, os monopolos elétricos so

mapeados em monopolos magnéticos.

Gostariamos de salientar que toda curva acelerada cu

‘a forca F% seja tal que F ossa ser escrita como uma sé -
J S J q ol | P

g

rie da forma:

A.E +A.E EY +... +B.H . + B.H H' + ....
o ay B

FaHB S %1 Rap 2 Tay T B 17 0B 2
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pode ser mapeada por uma transformacdo conforme conveniente a uma

geodésica (30).

As quantidades cinematicas, 6, e w que deter-

o
. 1AV IR
minam O comportamento de uma congruencia de curvas, sob uma apli-

cacgao conforme transformam-se como:

a) 8 » BT=oeV - 36"

b) o..+ o =0 e’
o B op o R
= v
c) w., * W = w e
) o B of af
Verificamos assim que a forga gravitacional, causa
do movimento acelerado dos monopolos magneticos, ndo € capaz de

criar "schear" ou vorticidade. Isso ndo € vdlido para a expansao

devido ao termo
—3(e_¢)

Por um cidlculo direto podemos verificar que o tensor
elétrico (EaB) e o magnetico (Hyg) sdo invariantes por transforma
coes conformes. O comportamento da teoria sob transformagGes des-
se tipo, possibilita uma significativa simplificacdo nas eqgua -
goes de movimento para os monopolos magnéticos. Com efeito, por

uma transformagdo conforme temos que:

= —H{e

0
DV 1, -2 B
Ds T TE 2 Yig 8

Vamos restringir a classe de funcoes as funcgoes que satisfa-

Zem a equacgao

1, .-2¢ _ -
6.4 2(8 )|a“8 = EQB + fHuB .

Nessa equacao P significa que a afinidade deve ser construida com
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2%
Eag

o tensor métrico gas = e
~ . o - . ~
fungoes garantimos que as curvas x (8) (monopolos eletricos) sdo

Com essa particular escolha de

- -0, — -
mapeadas as curvas x (s) (monopolos magneticos) pertencentes a

Mu. Devemos notar que © segundo membro da equagao 6.4 & calcula-

~ . -0, —
do sem referencia as curvas x (s).

SOLUGAO APROXIMADA DAS EQUACUES DE MOVIMENTO DOS M.M.

As equagoes que determinam o movimento dos monopolos
magnéticos sao extremamente envolvidas. Para resolvé-las temos
de integrar um sistema de dez equagOes diferenciais ndo lineares.
Queremos chamar a atengdo que essas equagOes ndo sao do tipo que
estamos familiarizados; seus Indices sdo livres (compare com a
equagac de onda, ou com as E.L) ndo nos permitindo trati-las co-

mo equagdes hiperbdlicas (24).

Nao nos fol possivel obter uma solugdo analitica exa
ta para essas equagoes. Neste capitulo obteremos uma solugao, pe
lo método de aproximacgdo, que nos permitird obter importantes
conclusoes sobre as propriedades qualitativas do movimento dos

monopolos magnéticos.

Vamos supor que o campo gravitacional é fraco e de-
senvolver o tensor métrico em uma série de poténcias em e. Utili

zaremos termos de primeira ordem. Hesse caso

N

Eop a8 T EY¥qp

onde -N__ = N11 = Ny, = N33 =1 e NaB = 0 se a # B. Em primei
ra ordem em € O tensor de curvatura de Riemann e o simbolo de
Christoffel de segunda espécie, sao determinados pelas seguintes
expressoes:

£

Ragys =2 Yaslely * Yeylals T Yoy|ela” Yeslaly
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a
£ o
m}' 7% Yely * Yaylals T Yayleis T Veslaly

Utilizando essas expressoes, as equagOes de Linstein linearizadas

e Ccom TUV = 0 escrevem-se como {(25).
7.4 € yob
2 Tuvlalg 0

mais a condigao

afB
7.5 N Yuals

No caso de uma particula estacionaria na origem do sistema de co-

ordenadas, a solugdo externa para essas equacces e (25)-

Bog * LT eYgp T LT 2
8oy O
= - - -1 - 26M

onde
G constante gravitacional
M e a massa da particula

r = l;] = + (x2+y2+zz)l/2

Nessa aproximacgdo, as componentes nao nulas do tensor de Riemann

Sao:

A 3Ix
R = B (2X L
0101 © 73 2
2
A3
R = (= - 1)
0202 7 ;3 )2
2
_ A 3z
Rozp3 = —3 (& - D
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2
A r+y
R = (3 - 2)
1212 2r3 r2
2
A X +z
R = (3 2)
1313 21,‘3 r2
A +z
R = (3 L - 2)
2323 2r3 r2
_ A
Ro1o2 "~ 5 3 xv
2r
A
R = 3 x Z
0103 ZPE
A
R = —e 3y 2
0203 o
A
R = - —= 3y z
2113 2r5
A
R T - —= 3 X zZ
1223 2PS
A
R = - —r 3 Xy
1332 3r5
onde
A s QGg
: C

Temos de integrar as seguintes equagdes

O

DV” _  ap
7.6 D= T8 g
. d = b +
- ol = Fap * Tl
-
Suporemos ¢ =0 +¢ » (¢ 2 80 ) e que ¢ ,e Yap> % sdo in-
finitésimos de mesma ordem.v & a parte espacial do quadrivetor

oL -+
v = (¢,v).
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Riemann podemos obter as componentes dos tensores elétrico e mag-

nético em primeira ordem. O resultado e o seguinte

§H_, = 0
-4 jk 2
GHio -7 Mo Rjkoo < 0
.1 K1 2
SHis 7 7 Mo Rise o

e para o tensor elétrico,

SE_, = O
Ac? 2 2
8E,;7- = (3x° - %)
2r
SE - ac’ (3 2 2)
Rog T . J r
T
Ac? 2 2
6E33=———"5'(3Z “I‘)
2y
2
SEy, = - éﬁg 3 xY
2r
2
$Eq, = - B 3 x z
27
2
i, = - A 3y 7
23
2r
SE. = O
10

Com esses resultados a equacgao 7.8 fica,

*lofo 7 °

¢Ioiu 0
S = 8E..

JEE ji

Integrando essas equagoes obtemos a4 seguinte solugdo:
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Substituindo esse resultado na equagao 7.8 esta se reduz a:

2 O
7.13 d >— = 0
dt
2 1 1 2 1
7.14 d;_‘ +J c? = Nl“q;] == d 5‘ = 0
dt Lo 0 a dt

Esse resultado nos mostra uma propriedade qualitati-
va nova dos monopolos magneticos: em primeira ordem o movimento
dessas particulas ndo e afetado pelo campo gravitacional. Para
verificarmos a estabilidade da Orbita dessas particulas seri ne -
cessario analisarmos termos de ordem superior. 0 resultado obti -
do, no entanto, € suficiente para sugerir porque essas particulas

ndo foram ainda observadas e uma possivel maneira de faze-lo.
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CONCLUSAO

Neste trabalho fizemos uma extensiva analise do movimen
to em uma variedade espago-tempo (M4). Verificamos gue as pro
priedades deste, no caso de particulas gue interagem gravita
cionalmente, sac determinadas pela aceleragao relativa destas
e descritas pela equagao de Jacobi. Na tentativa de esgotar es
sa analise, introduzimos uma nova classe de particulas cujo mo
vimento posgssui propriedades novas, descritas por uma equagao
gque é uma modificagao da equagao de Jacobi. As propriedades de
gimetria do tensor de Riemann sugeriram a maneira de construir

essa equagao.

A razao principal de havermos introduzido essa nova clas
se de particulas (polos-H) & devida ao fato das eguagoes de
Einstein no vazio possuirem uma simetria de gauge de primeira
espécie. A invaridncia das equagoes sob esse grupo permite que
e H , tenham suas fungoes trocadas entre  si.

B apB
Isso sugere introduzirmos uma classe de particulas cujo movi

0s tensores Ea

mento seja caracterizado pela parte magnética (H_,). Obtivemos

ap
& equacao de movimento para essas particulas e verificames nao
estarem elas minimalmente acopladas ao campo gravitacional e

nac obedecerem ao principio de equivaléncia.

A seguir, analisamos © comportamento da teoria sob trans
formagac conforme e verificamos que para uma escolha convenien
te da classe de fungoes que determinam essas transformagoes, a
linha de universo dos polos-E & mapeada a linha de universo

dos polos-H. Isso nos permitiu associar & transformagao confor
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me um significado fisico. Finalmente, mostramos que essas partl
culas possuem propriedades qualitativas novas e nao tém  andlo

gas na teoria Newtonniana.

Existem alguns aspectos da teoria que gostariamos de res
saltar. O grupo de gauge desta (TquO) €& de primeira espécie e,
por consequéncia, a orientacao da parte elétrica e magnética do
tensor de Weyl no espago interno nac € arbitriria em cada ponto
do espago-tempo. A introdugac de um campo de Yang-Mills, na ten
tativa de eliminar uma dificuldade, & extremamente envolvida e
peculiar, pois o campo gravitacional estd associado a métrica

do espaco-tempo.

A invariancia de gauge nao € mantida na presenga de maté
ria; por outro lado, nac sabemos como ©0s polos-H criam campo. E
necessario generalizarmos as equacoes de Einstein a fim de que
estas nos possam dar essa informagao e manter a invariancia de
gauge. Para levarmos a efeito esse projeto, nos deparamos com

sérias dificuldades. As equacoes de Einstein Quasi-Maxwellianas

(RuBYG _ JBY(S)

*RuByﬁ
o

determinam como estd relacionado cCom

Byé

J , O que nos impede de imitar a eletrodinamica, introduzindo

a seguinte generalizagao

*RGBYG - *JBYG
|l

r

onde *JBY(S seria construido com o Tuv associado aos polos-H. Ou
tro problema sério & gue qualquer tentativa desse tipo nos le

varia a introduzir uma estrutura adicional no espago-tempo ¢ es
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te nao poderia mais ser representado por uma variedade riemannia

na.

A transformagéo conforme, introduzida na teoria, nos per
mitiu nao sd mapear polos-E em polos-H, mas també&m mapear geodé
sicas em uma classe de curvas aceleradas (30). Isso possibilita
ra, talvez, descrever as forgas associadas a essas curvas em fun
¢coes da interacao gravitacional, fazer algum progresso na compre
ensao do colapso gravitacional e obter uma teoria unificada para

essas interacoes.
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APENDICE

Neste Apéndice faremos um estudo extensivo e autoconsis
tente de uma congruencia de curvas em Mu. Estas curvas podem caracte
rizar as linhas de fluxo de um fluido, e os resultados aqui obtidos
sao os utilizados na analise de modelos cosmoldgicos ou em astrofisi
ca (nas situagOes onde & valida a aproximacdoc de um fluido relativis
tico).Lm cosmologia a aproximacao de um fluido & feita no seguinte
sentido: a matéria esta distribuida continuamente no universo e o
campo de velocidades do fluido & a velocidade média dos aglomerados

de galaxias (considerados como particulas constituintes do fluido).

QUANTIDADES CINEMATICAS

No Capitulo III definimos uma congruencia de curvas
3 x%

xa(s,t) o vetor velocidade V% = S € O vetor posigao relativa Lz“z

haZB. Obtivemos que a velocidade relativa entre duas partlculas vi

8

zinhas (a parte espacial da variacao do vetor posicdo relativa) esta

1

relacionada ao vetor 7% por uma transformagao linear, ou seja:
1D (] oy ya | o
(1) D8 (L z27) = v 8 Z

o - . . .

0 tensor V 8 e o gradiente espacial da velocidade do observador. Pa-
. ~ o

ra pedermos analisar essa relacac vamos separar o tensor V g €M suas

partes simetrica e anti-simétrica.

vaB = maB + eaB .
onde
1 v, 6
= = vV + vV
ag T 7 P hss( vl |8 sy’
1.y
= = Vv -V
“apg =2 Mo g Yy 5]y’

0 tensor eas pode ainda ser decomposto em duas partes:

onde
- -1
UaB eaB 3 haee
aB 1 aB v, 6 '
= = = h Vv + V = V
® =8 078 o g Yyls 5[y’ || o
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O tensor 8, € a projegdo de Va][B em Hy; logo,
B .
GaBV =0
B -
v Wyg = g

Para podermos analisar a variagdaoc do vetor posigdo relativa em maioc

res detalhes sera necessario introduzirmos uma base de vetores orto

normais e%A (A = 0,1,2,3) em um ponto P(s ,t ) de uma vurva x(s >ty )

-~ . o
da congruencia. Escolheremos e na dlregao do vetor tangente a cur
. o ax%*(s,t)

va nesse ponto, ou seja, e T e , onde O parametro
- s} as t=to

afim s e escolhido como sendo o compri- ls=sg

mento ao longo dessa curva. 0s outros tres vetores nesse poento sao

escolhidos de forma que:

o B _
(2) guB ey €5 7 NAB
NAB tem 0s seguintes wvalores NOO = - Nll = —N22 = —N33 =1, NAB = 0
se A # B.

Essa base sO nos serd de utilidade se pudermos propagi
la ao longo da curva. Uma maneira de fazermos isso seria utilizar -
mos o transporte paralelo; no entanto, como a curva ndo &, no caso
geral, uma geodésica, o vetor eao ndo se manteria ortonormal aos de
mais vetores da base. Sera necessdrio introduzirmos um novo opera -
dor de derivagao ao longo da curva denominado derivada de Fermi. Es

se € definido para um campo vetorial Y* ao longo da curva xa(s,to )

COomo
o
(3) DFY v axB Yu (axv) axB X +
Ds e st gy [Ig 35 3
B
_ u ax ax® X
g ¥ 35 T )IIB 3s
. .. .. ax® T
Por simplicidade definiremos 35 ° v H
o
DY
F X anv _ VLo _
o = Y ¢+ (Vv V'V )Yv = Y




A derivada de Iermi possul as seguintes propriedades:

se a curva e uma geodésica

tjltj
w

a) EE =
Ds

b) O campo vetorial ve tangente a curva € Fermi-transportado, ou
seja:

o
DFV

Ds

Com efeito,

o
DFV

Ds

= ¢

Vo Vo _ g0 _ 30 _
+ g VTV g, WV = ¥ v 0

c) Sendo X% e Y% dois campos vetoriais definidos ao longo da cur

va e tais gque

)

o produto escalar desses vetores € mantido. Com efeito,

D D X% D.Y% o DY
F, o _ 13 ¥ _ DX o o
DS(X Ya) = (5 )Ya R Dy =g v X o
DY
ayv oyl _ ox* o a _ D o
+ (V7V VY )XvYa = B Ya+X B 5§(X Ya)’

logo, de (4) segue que

D o -

ﬁg(X Yu) = 0

d) Sendo Y* um campo vetorial qualquef definido sobre a curva,en-

tao:

Folyey o LD Ly

Com efeito,
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D

F,o | goy o (0 By CEAVERNEVE W% B _

-ITS—( Y)-(hBY)"‘(VV VV)h\)BY—
PR _ oyl B o B XAV -
= (-V vB v VB)Y + h . YU o+ V'Y Yv =

a &f &0, g
= - v
h BY Y BY

_ a-ﬁ_ s 0 B
= h BY v VBY

Utilizande a derivada de Fermi poderemos transportar

a base eaA de tal forma que ac longo da curva tenhames

(5)

% ’ eg, e% pedem ser interpretados come um conjunto

de eixos ortogonais SEM ROTAGAO ao longo da curva. Fisicamente es

O0s vetores e

se conjunto de eixos pode ser obtido utilizando-se girOSCépios.Pg
la definigao garantimos também que esses vetores sio ortogonais
o
aeg = v% ac longo de toda curva.
v _ . | -a .
amcs decompor © vetor posicac relativa Z” na dis-

tancia relativa

2 _ O B
(1) = h 777 ,
. ~ o o ~
e na direcao n- (n n,o=- 1); entao,
(6) L g0 51 n®

A seguir vamos analisar separadamente essas duas grandezas. Substi
tuinde (6) na eq. (1), obtemos:
D

T ay _ L0 Be _ a B
(7 o5 (81n™) = h B(cSln ) = 81V g 5
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contraindo essa expressao com n, e dividindo por §l, resulta

(81" _ _ a B _ a B .1
(8) D VaB nnt o= o enin’ 4 3 8
Essa equagdo descreve a razdo da variagdo da distdncia entre duas

particulas vizinhas em uma dada direc3o. Com ela podemos obter uma
generalizagd@o da lel de Hubble para modelos ANISOTROPICOS.

Utilizando (8) para substituirmos (81) na equacdo (7)

obteremos
(9) NFna = r° (nB) = [éa + 0% + (o nunv)ha:] nB
Ds - R - R R pv R

Esta equagdo da a razido da variagdo da diregdo entre duas particu -
las vizinhas com relacao a base e A+ Nessa base, em equagao se re -
duz a:

ant i i a b il 3
a5 [? : + 0 5 + (Uabn n)é j} n

0 trago do tensor 6, estd associado 3 variagdo do volume do tries-
pago que e, localmente, o hiperplano perpendicular a quadrivelocida
de do observador. Para verificarmos isso devemos notar que o referi
do volume & dado por:

v = J v% ds
o
S

A variagdao do volume em um intervalo de tempo &t

v §x* &
o

Av = ¢ v%ds
s a

Utilizando o teorema de Gauss poderemos expressar essa integral

como
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Para  muito pequeno, em um referencial inercial e utilizando um

sistema de coordenadas conveniente,teremos

dv Av
dt At d
= lim =vlld = 8
v At —+o v
Av »o
Utilizando o escalar  (expansdo) podemos definir uma

grandeza denominada comprimento representativo (1) como

J

=
@

Essa grandeza especifica completamente © comportamento de um ele-
mento de volume do fluido. No caso do universo de Friedmann (18),
ela corresponde a fungdo radial R(t). Utilizando esse conceito PO
deremos definir a constante de Hubble (H) e o parametro de desace
leragao (q) (27).

0 tensor Wog denominado vorticidade,estda associa-
do a rotagdo rigida sofrida pelas linhas de fluxo do fluido. Para
verificarmos isso vamos introduzir o vetor w® que representa uni-

vocamente esse tensor e e definido como:

a _ _ 1 aByé
i = 5 N VB de
Esse vetor pertence aoc sub-espago H e a sua direcao & a do eixo
de rotagdo instantdnea da materia. Utilizando a equagdo (9) e su-
pendo Oug = 0, teremos

DFna

Ds = na86Y w5 VYnB
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Em uma base de vetores Fermi-transportados essa equagdo se reduz a:

dn*t i 3k
das_ ~ "

o . ~ - . .
Dessa forma, comprovamos que w determina a rotagao rigida das 1li -

nhas de fluxo do fluido em relacdao ao referencial inercial (H).

No caso de um fluido com rotacgdo nula teremos

@ aBYS y oy o BYS oy oy = 0 Ve vV =

De um teorema fundamental do calculo tensorial, temos

que (se a conexao for simétrica)

ViV = 0 <=V V = 0<¢::>3 funcgoes f(x) e t(x), tais
EB YII(S] I:B YI(S]_ que VOt = f(x) ‘t(x)la

0 vetor %ﬁa ¢ normal a hipersuperficie t(x) =constante
e portanto Vu e ortogonal a essa hipersuperficie. Neste caso parti-
cular, os referenciais de repouso, definidos em cada ponto pelo ten
sor haB’ mesclam-se formando uma hipersuperficie espacialmente ori-
entada, ortogonal ac campo de vetores V¥. A fungao t(x) pode ser in
terpretada como & coordenada tempo, definida pelo fluido.Devemos sa
lientar que esse tempo ndo e sincronizado para todos os observado -
res de t(x) = cte. Issc 80 & possivel no caso em que V* = 0. Nesse
caso V1o = Vg, 0 =_0<:=$V[q||61 = 0&=3 t(x) tal que Vy Tt
e t(x) mede o tempo proprio de cada observador ao longo de sua 1i -
nha de universo. 0 tempo proprio desses observadores e, evidentemen

te, sincronizado.

0 tensor Oup> due denominaremos cisalhamento, determi-
na a distorgao que ocorre durante o fluxo de fluido e deixa o vo -
lume invariante. As direcoes determinadas pelos autovetores do ten

sor o4 sao inalterados por essa distorcgaoc, como podemos verificar
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diretamente da equagdo (9).

EVOLUCAO DAS QUANTIDADES CINEMATICAS

No Capitulo III obtivemos a equagdo de Jacobi, que de
termina a aceleragao relativa entre duas particulas vizinhas. Va -

mos Yeescrever essa equagao.

D
I | ooy _ 8 Aoy .8
(107 Ts (EE Z7) = h G(R KBYV Vi + ¥ Im

- @8y L g8
B
Derivando covariantemente e projetando em H a equacao
(1), obtemos

2
D

~£? Lzoy = Lowoy LgByye yB8 L 7Y
Ds B By

Substituindolesse resultado na eq. (10) e levando em

consideragdo que o vetor L Z* & arbitrario, obteremos:

Y 5 6 - Y « U U - YyS_ 1 Yn S%
(11 ha hB (VYﬁ) VaYV 8 VaVB RuY85 vty ha 8 Vy||s 0
Essa equagao diferencial determina a evolugdo do tensor VaB e
congsequentemente, a evolucao das quantidades cinemdticas 6, Oyug ©
g

Para obtermos a equacdo de propagagao para f devemos

primeiramente tomar o trago da equacao (11).

12y %Py 7 o+ v vOBy § §* - RO vByY - poby =0
0B a ) al|B

B Bay
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Essa equag¢ao pode ser simplificada se notarmos que

nOBy T (v, T T Y
all | o

) o.

aB . _ aB n— aB- -
h (VaB) = h (VaH 8 ) h VaVB
logo,
nByv )t =

o.f

aB . _ O o 0 .

h Va“B vV Ha + V VOt

Definindo

o B 2
0B

ap 2w2 ’

€
n

0B

segue que

) VaB = 2(02-w2) + 5 6

1 .2
af 3 ’

Substituindo esses resultados em (12), obtemos:

2

(13) 5 o+ 8% - ¢ + 2 (62-%) = R _yoyP
3 || o o

g

Essa equagdo, obtida independentemente por Landau e Rauchaudhuri,
€ de grande importancia no estudo dos fluides e desempenha papel
fundamental nos teoremas de singularidade (31).

A seguir vamos demonstrar como a expangac determina
a existéncia de pontos focals. Por simplicidade, restringiremos a
nossa analise a uma congruéncia de geodeésicas tipo-tempo de coor-
denadas x%(s,t). 0 vetor posigao relativa 7% satisfaz a equa -

¢do de Jacobi que, nesse caso, se reduz a:




By

PR TS .
{1u) D ( Z>) R Y85 VIiy A

Denominaremos campo de Jacobi a solugdc dessa equagaoaao longo da

curva xa(s,to). Esta € especificada pelos valores gg— e L z%m

um ponto qualquer da curva. Existem seis campos de Jacobi inde-

pendentes (note que L 7% ganB = 0). Havera sempre trés campos in

dependentes que se anulam em ul ponto q & xa(s,to). Diremos que

um pontc p € xa(s,to) € conjugado ao ponto q se existe um campo

de Jacobi ao longo de xa(s,to), nao identicamente nulo, que se anu
la em q e p. Podemos determinar na seccaoc espacial um volume vitri
dimensional) que tenha uma das dimensdes determinada pelo campo de

Jacobi L Za, e as outras duas por campos semelhantes e linearmente

independentes. A equac¢ao(l4) garante,uma vez que RaByG e finito em
q, que %g (v) € tambem finito nesse ponto. Podemos afirmar entao

que O ponto g sera conjugado a p se a expansdo 6 se tornar infini

ta em g.

Vamos retomar a equagao de Raychaudhuri e impor que a

vorticidade da congruéencia seja nula. Nesse caso,

do = R V

{15) IS of

Utilizando a condigao que RaB voyh < 0 em todos os pontos podemos
afirmar que: se em um ponto x“(so,to)(so > 0) a expansao tiver o
valor eo < 0 entao havera um conjugado q ao longo da curva e en -
tre os pontos xa(so,to) e xa(so - g— » t ). Para verificarmos is-
to basta notarmos que o0s termos da gireita em (15) sendo todos ng

gativos, se s > s_, entao

o <

3
s-(s, - )

o]
logo, 6 sera infinita para algum valor de s entre 5, © (50—3/60).
E necessario tambem que o pardmetro possa ser estendido até esse

valor (9).
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A equagdo de Raychaudhuri pode também ser utilizada pa
ra determinar a evolugao do comprimento caracteristico "1". No caso
particular de um fluido perfeito, e utilizando as equagoes de LEins-
tein, obtemos:

{ _ 2_ 2 .0 _ 1
3 T = 2(uw a’ ) + V "(1 -2-(11+3p) + A

EQUACAO DE EVOLUGCAO PARA O VETOR VORTICIDADE OU ROTACAO

Para obter essa equacao devemos contrair a eguagdo

YSaB
n Vs

(11) com o tensor Notando que

aBYd _—
n | o

2

obtemos © resultado

(16)  (nYO0F Vi) Vg nYok y N

5V 5 Val|8

Decompondo Va em suas partes simétrica e antissimétrica, obtemos

A

ydaf A ySo.p 1 A
n Vs Vo Vg = 2m V(3 8oy, + wyy O )

Usando esse resultado e substituindo % 6 em fungao do comprimento

caracteristico (1), a equagdo (16) pode ser reescrita como

_ 12,Y80B A

s “aB 8§ Yax 9

2 vy, 1l .2 yéaB g
(17) (1" w') + 5 17 v ok 8

1l .2 vydap .
7 1 n Vs Val|8

. s aPyd .o .
Da definigao do tensorn pocdemos verificar dire

tamente, gue sao validas as seguintes expressoes:

-
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nY o8 Norve = = 3 6!)} 6;% 65_-]

nY oo ohap T 5£Y A
logo,

nYéuB V6 wulog = GYAwA

nYéuB Vd wuB =y Vl wl

Utilizando esses resultados e projetando a equagao (17) no sub-es

pago H, obtemos a equagao de propagacac procurada

o 2 By _ 42 o B _ _ 1 42 aBysd :
(18) h B(l w") 17 o W = 5 17 n VB VY||5

Equagao de propagacao para g,g- A parte simétrica da

8"
equacdo (11) e:
Y § . A A N Y. G¢
(19) hu hB (eyﬁ) + eahe g t Wt g + VuvB ha hB (ylls ) +
- Yy$
Ruysﬁv \Y ¢
Podemos mostrar que:
Y - Y 2 1 2
GYe 8 GGY g 8+ 3 UGB 9+ 3 huB 8
Y - -1 2 _
quw 8 ap Y wawB

Utilizando a equagao de Raychaudhuri para substituirmos 8 e os

resultados acima, obtemos para (19) a seguinte expressao:

Y 8 .
(20) ha hB [(GYﬁ)

o - R TARTA

- 1 2 2 2 Hov
V(YI|6)] + 3 huB(V|I}\ W 2q +Rqu Vv ) +
af wuwB * VuVB - ayB$

2
+ 0 +—§0

alc R
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Decompondo ¢ tensor de Riemann em fungao do tensor de Weyl,to tensor
de Ricci e da métrica e utilizando as equagdes de Einstein para rela
cionar Ruv e o seu trago com a distribuicdo de matéria-energia dada
pelo tensor Tuv poderemos colocar a equagao (20) em uma forma cuja in
terpretagdo fisica & mais imediata. A forma mais geral para o tensor

momento-energia (Tuv) € a seguinte ( )

TuB = p VuVB - phuB toa, VB + qBVu + LAY

onde
o _ B o
qav - TrU.B v = m o - O
' Feito isso, obtemos para a equagaoc (20) a expressdo
8 . . 1 *U 2 2
2 ¥ - + = - -

v 2 g L0 - +
3 "ok “atp
e e 1 o

+ aB+vuvB t s ﬂaB + %2 g c

Podemos verificar com esta equagdo que a parte elétrica
do tensor de Weyl provoca cisalhamento nas linhas de fluxo do flui -
do. 0 tensor de Weyl, por ter trago nulo, nac contribui diretamente
na equagao para a expangao; no entanto, o faz indiretamente, produ-

. ~ . - 2
zindo convergencila atraves do terme 2¢

Obtivemos as tres equagdes que determinam a evolugdo
das quantidades cinematicas, especificando o comportamento do fluxo
do fluido. Devemos lembrar que, sendo o espago curvo, o campo de ve

tores velocidade V* deve satisfazer a identidade de Riccei.

_ 8
(22) ZVGHEGHS:[ = RU-(SB'Y V

Essa equagdc introduz algumas relagdes de vinculo que devem ser sa -

tisfeitas pelas quantidades cinematicas.
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Contraindo a identidade de Ricei (22) com

gay hcd

?

obtemos ;

8 Z 410 z .8 8
(23 nE (yYildy - nb.01% - RE ROy
) 8 Ly 8

¢ B

0 primeiro termo dessa equagac pode ser expresso em fungao das quan

tidades cinemdticas da seguinte forma:

he (VYIIB)IIY - has(V(BI|Y) - VESHY]

B Iy

a (aB8Y_ BY = o g BHYY _ 08l v] & B gy
h 8(8 w )llY h B(V vV )||Y h BV Vv

[y

0 segundc termo a direita desta Ultima, por sua vez, é igual a:

A

.Y _ a 'Y
P ve
8 |y Y

logo,

(24) }w."tB(v\"'S)]I = n%

By  _ By 1 1By_, 0, a o
v B(O’ |’YU} l|Y+ 36 Y-(o B'H.U YV

B

Utilizando-se as equagOes de Einstein, mostra-se que:

a LB Ly a
- h ,R" V' = 4
By 4
Substituindo todos esses resultados em (23), obtemos a
~ - . . a .
equagac de vinculo abaixo, que mostra come ¢ fluxo de energia gq in

fluencia as quantidades cirnematicas

o By

- WPy - %e'ﬁ)-(o“ +w® Y0P 2 @

||y B7Y 8 =4

As propriedades de simetria do tensor de Riemann como
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veremos a seguir, induzem a mais uma equagdo de vinculo.

folevel T % T Yallelyg T O

aBvyd

. C. . . .
Com © campo vetorial V', o tensor n e O projetor

haB podemos escrever a seguinte identidade:

(T Wy 1 0™y = ngTag® Uy 0 v
BREIR {,avvnusuv v hOtYhB(S Yyl |6na8uv Yol 1w
Devemos notar que
R A N TR e AN TN I
HGBYG VG]]B .YVG = HGBYquB VY V6
By e Vil iy n @8 Vsi|y °© n4BY8 0y Vy Vs

logo,

c . ce
Woste T 2w Vc

(26)
Existe ainda mais uma equagao de vinculo que pode ser
obtida se contrairmos (22) com O tensor nYBEp Ve’ simetrizarmos o0s

indices o e p e utilizarmos a definigdc da parte magnética do ten

sor de Weyl. Dessa forma obteremos a seguinte equagao:

A oo Yn 82 ulle ulle:l o
(27 Mag = 2 Y(a¥8) ha hB w(Y + G(Y J né)pue v

As seis equagoes, envolvendo as quantidades cinemdti-
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cas que obtivemos, possuem toda a informacac contida na identidade
de Riccl. Devemos notar que a equagac que determina a evolucao de
Oug © @ equagao (27) envolvem a parte elétrica e magnética do ten

sor de Weyl respectivamente. SO nos sera possivel determinar comple
tamente a evolugao das quantidades cinemiticas se soubermos como evo

luem 0os tensores Ea e HaB . A ldentidade de Bianchi, escrita sob

g

a forma

coBY8s - rrlel 8] 1 pvleglel

e projetada no referencial inercial (sub-espago H), determinado pe-
lo campo de vetores v, & as equagoes de campo para E e H e portan-

to, nos fornece essa informacao.

No caso de um fluido perfeito, utilizando as equagoes

de Einstein, obtemos (21):

o0~ B Sy

af Y o_ — =
(28) H ||Yh€Bha 3Eaem E, BBYV5n€ (p+p)m€
o.B Y o B dya _ 1 o
(28) T |IYh€8ha + SHaem +Ha BBYV6n€ = BDIG h€
(30) &Y% % B+E76]|e n (@ nB) Vp+eHaB_H(Bea)y N
S Ty d PEY Y
_ (8 ady__oySe Bpuv sy —8{a_B) €
HY w n n VGVQHEU evY+ Vi E n eyﬁv = 0
(31) £YSn o Byvdlley (op @) vP+op®fp (Beady (B ady |
§ v 8 PEY Y Y
_a0Y8e Bpuv _ &Y 6Ca B) e _ _ 1 aR
n n Vévp EEU evY V'H n ey Ve o= q(p+p)0

Lssas equagoes, juntamente com as (13,18,21,25,26,27), nos daoc um
conjunto que pode ser utilizado em substituigao as eqs. Einstein.
A consistencia desse conjunto de equagdes nac esta ainda definiti-
vamente estabelecida, no entanto elas tém sido utilizadas por diver
sos autores na analise de modelos cosmologicos (27,12). Queriamos
ressaltar que essas equagoes, sendo projegSes no tri-espago, exibem
mals nitidamente as propriedades deste e podem mais facilmente ser

assocladas aos dados experimentais (27).
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