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RESUMO

Inicialmente gez-se uma revisdo dos métodos Hamiltonianos de
Dinac para as equagoes de Einstein. Considerou-se a aproximagdo
Linean. 0 grupo de covarianeia da teoria se divide em um grupo de
Poincarz e um ghupo de gauge infinitesimal. 08 vincufos Hamilto-
nianos Linearizados geram a parte de gauge do grupo candnico da
teoria Linearizada. Faz-se uma escolha conveniente de  condigdes
de coordenadas. e consitroi-se o0s observaveis candnicos segundo
Bengmann e Komar. Mostra-se que os cbservdveis obtidos sao idén-
#icos & varidveis TT da teonia ADM 6. Considerou-se a versio spd
norial Binearizada da teoria e mosina-se que vinculos primarios de
spin geram thans fonmagoes de Lorentz Locais inginifesimais. Condi
coes de spin s30 Amposias e observivels candnicos spinoriais cons-
tuidos. Mostra-se que a Zodo observivel spinorial corresponde um
{inico observavel tensonial e que as parcelas associadas a vineulos
de spin ndo contribuem na forma do observavel tensornial. 0s Paren
tesis de Poisson dos observaveis, em ambos 08 casos, sdo caleula-
dos.



INTRODUGRO

A fotmu1ag50 Hamiltoniana cl@assica para o campo gravitaéiona] (des-
crito pelas equagbes de Einstein) estd 1igada a uma parte do  programa
para a quantizagao deéste campo desde que, uma vez resolvido o problema
de colocar uma teoria cld@ssica geral na forma Hamiltoniana, estamos cor
retamente encaminhados para obter uma teoria quantica acurada ou, quan-
do ndo, pelo menos, uma primeira aproximacao 1. Por outro lado, & dese
javel obter a teoria de Einstein para o campo-gravitacional na forma Ha
miltoniana devido ao grande poder de transformacdo’ associado a esta for
mulagdo e porque ela nos permite distinguir aquelas vari@veis que s3o
fisicamente importantes e aquelas que simplesmente descrevem o sistema

de coordenadas.

A vantagem real do mEétodo Hamiltoniano para-a quantizagido & devida
ao fato de que ele nos da um conjunto. completo de relagbes de comutagéo
~ as relagoes de comutagdo caaniEas ~ a partir do-grupo de transforma-
¢Oes candnicas que aplicam o espago de fase da,teoria classica nele mes
mo. O grupo infinitesimal de transformagbes canonicas pode ser repre-
sentado pelos seus geradores, as variaveis canonicas de campo e seus
funcionais, que sdo desta fotma dotados de uma d1gebra’ de comutac3o, os
Paréntesis de Poisson (PP). A transig¢do.para.a.gorrespondente téoria
quantizada & realizada identificando~se o grupo.(infinitesimal) de
transformagbes candnicas com um grupo de transformagdes unitdrias num
espago de Hilbert.que tem a mesma Hlgebra de comutacio dos geradéres e

que aplica o espago de Hilbert de possiveis estados quanticos em si mes.
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mo . Estas transformagGes unitdrias infinitesimais s3o geradas por
operadores (os observaveis da teoria quantizada).que' se supde corres-

ponder 3s varidveis de campo candnicas classicas.

A analogia transformagdo canGnica cldssica - transformacgao unit@ria
nao & mais valida, porém, se o grupo classico de tran§ZPrma96es candni-

N0 ALy WAO
cas contem um subgrupo que aplica um estado fTsicoIdefinido em uma re-

prgsentagio diferente 2 (subgrupo de invaridncia). -Este & o caso de
teorias relativistas gerais onde o grupo candnico deinvariancia forma
um espago funcional cujas fungoes sdo definidas sobre a variedade espa-
¢o-tempo 4-dimensional e cujos geradores se.anulam, i. e.,sao relagles
algébricas ou relagbes diferenciais entre.as.variaveis de campo (teo-
rias gauge-invariantes gozam tamb&m desta. propriedade-e o melhor exem-
plo conhecido & o campo eletromagnBtico, onde.o vinculo que aparece € a
condi¢do de que o momentum candnico conjugado.ao-potencial escalar se
anula em todos os pontos). O sistema de vinculos-resultantes, i.e.,0s
geradores do grupo de invariancia, inclui a hamiltoniana: como- vinculo e
neste caso deve-se dar um tratamento especial @ teoria, com vistas a

quantiza¢do usual por correspondéncia, o que constitui uma_parte do pre

sente trabalho.

Inicialmente foi considerado o problema.de Cauchy para as- equagoes

de Einstein, a partir de uma andlise da estrutura matematica destas e-

* ~ <.
Este procedimento para a quantizagao’ 2 baseadd na premissa de que a

algebra de Lie dos comutadores quanticos possui certas analogias com
a algebra de Lie dos PP, embora n3o haja um isomoxfirmo, ou mesmo um

homomorfismo, de uma na outra (quantizagao por correspondencia).



quagles; e se mostra diretamente que um problema-de~Cauchy' ndo bem- de-

-

finido &-equivalente 3 existéncia de vinculos, na. vers3o Hamiltoniana da
teoria. Mostra-se que, das 10 equagﬁeswdquinstein~Gﬂv = Ruv - % guvR=
= 0, seis sao equagoes dinamicas e quatro.(Gouf= 0) s3o relagles de vin-
culagdo (que aparecerao na versao hamiltoniana), associadas g existén-
cia das.quatfo.jdentidade§ de Bianchi na Relatividade Geral. Das dez

- componentes da métrica:guv(x), seis s@o dinEmicas~(gij(x), ij = 1,2,3)
e quatro estdo associadas ao sistemd de ‘coordenadas. Na segdo 2, des-
crevemos o método..geral de Dirac 3 para tratar teorias Hamiltonianas
com vinculos, introduzindo os conceitos de vinculos de primeira classe

e segunda classe.e.analisamos as transformagOes geradas por estes, via

PP, sabre~as varidveis do espago de fase; introduzimos os Paréntesis de
Dirac {PD) guiados pela exigencia de eliminacdo dos vinculos de segun-
da classe da teoria.e analisamos as implicagOes matemdticas déste novo

paréntesis.

~

Na segao 3, tratamos 0 caso do campo gravitacional no vazio, mostramos
que a Hamiltoniana € uma combinagdo linear de vinculos (vinculos Hamii-
tonianos), com.coeficientes que s3o variaveis ndo dinamicas e, em con-
sequéncia, a propagagio via Hamiltoniana ndo & Unjcamente determinada;
o0s vinculos s3o os geradores do grupo canonico de invariancia da teo-
ria. Aplicamos o.mEtodo de Dirac, tends antes tornado a dinamica finica
introduzindo condicoes de coordenadas (i.8, fixando gou) que também se-
Y30 consideradas. como. vinculos e cuja escolha nao €'Unica. 0 nilmero to

tal de componentes independentes sera- dois para cada varidvel canonica



fundamental, 95 pij, no total quatro graus de Tiberdade que descre-
vem corretamente um campo-de spin 2 e massa nula 4. Dai, segundo

Bergmann e Komar 5, construimos, na segdo 4, com o conjunto completo de
vinculos, os observaveis da teoria. Um cdlculo explicito déstes obser-
viveis & feito para.a aproximagdo linear. Vinculos Hamiltonianos na a-
proximagao linear gervam.a parte de gauge do grupo canonico de invariEn;

cia da teoria.

0s observaveis canonicos determinados coincidem com as variaveis da
teoria candonica linearizada de Arnowitt, Deser e Misner para a Relati

vidade Geral, modulo as mesmas condigOes de coordenadas.

No apéndice III damos o mesmo tratamento para o campo eletromagn@ti
.co Tivre e utilizamos.a condigdo de gauge de radiagdo V:K = 0. Os obser
viveis candnicos (gauge-invariantes) (A:, P*i) sao identicamente as va-
ridveis transversais (A¥, PTi) da formulagao Hamiltoniana usual para o

campo eletromagnetico.

Na segao 5, considerou-se a versao spinorial da teoria Hamiltoniana
para o campo gravitacional e a constru¢io de observaveis candnicas spino
riais. Uma versdo spinorial da teoria & de interesse por duas razoes:
a) qualquer teoria de campo de gravitagdo eventualmente envolverd a in
teragdo do campo.gravitacional com outros campos. E & um fato bem co-
nhecido que a interagao com campos fermionicos pede ser descrita somen
te quando usamos tetradas (ou matrizes de spin, equiva]eptemente) na
descricdo do campo gravitacional; b) uma formulagao spinorial pode

ser mais conveniente para a discussao de problemas de flutuagdo na me-



trica (g-nlmero).que.uma. formulagao tensorial. Na versdo spinorial a
assinatura da.métrica & fixa - a métrica & dada inteiramente em termos
de quatro matrizes.hermitianas de spin 2 x 2. Embora se permitam flutu
agoes nas matrizes hermitianas (agora consideradas como g-niimeros), es-
tas flutuagOes.nad .alterardo a.assinatura da métrica. DaT, a integra-
¢80 ao longo.de. trajetdrias cldssicas (variaveis de campo c-niimeros),
necessaria por exemplo para.o.método de quantizagio de Feynman, & sig-
nificativamente. diferente nas formulagdes spinorial e tensorial da RG
Esta diferenca.pode. levar a.teorias quanticas da gravitagdo nao equiva-
lente 7. Uma breve:revis@o sdbre as propriedades basicas de  spinores
sobre uma variedade Riemanniana & feita no apendice I, e tambEm a deter
minacdo de variaveis dinamicas na formulacdo spinorial da teoria Hamil-
toniana de Dirac, andlogo ao caso tensorial, mas com um conjunto apro-
priado de vinculos. Vdo aparecer seis vinculos primarios de spin . que
geram as transformagdes de Lorentz Tocais associados ao SL,(x) (rotagdo
dos eixos de.tetradas). Considerou-se a aproximagio de campo fraco pa-
ra a versado spinorial da.teoria. Vinculos Hamiltonianos linearizados
530" 05 geradotes das. transformagbes de gauge, via PP, sobre as  varia-
veis candnicas.spinoriais. Observiveis canOnicos spinoriais s3o consy

truidos de forma.andaloga.. Mostra-se que a fatoragdo dos observaveis ca

¥

nonicos tensoriais em termos .de observaveis canonicos spinoriais & vig
vel, pelo menos.na aproximag3o linear, de modo=que observaveis candnicos
spinoriais determinam.varidveis candnicas tensoriais que sao observaveis

no sentido Bergmann-Komar. .

4



No apendice II, tratamos do problema da fixagao dos eixos de tetra
das, i.8, dos vinculos que deverdo ser introduzidos para fixar o refe-

rencial de spin.

NOTACRO E CONVENCOES

Estamos considerando uma variedade Riemanniana 4-dimensional, o es-
pago-tempo, em cada ponto da qual os objetdﬁ geométricos sao construi-
dos. As coordenadas do espaco-tempo sdo {x";p =0,1,2,3}. Em geral,
Tndices gregos minlisculos variam de 0 a 3; Tndices latinos minlsculos
de 1 a3; quices latinos mailsculos, de 1 a 2. Para qualquer tipo
.de Tndice, usamos a convengdo de soma de Einstein, salvo indicagac em

contririo.

0 grupo de.covariancia da Relatividade Geral -0 grupo de transfor-
magoes gerais de coordenadas e, para elementos infinitesimais, toma a
forma

x'o= 1+ gi(x)

onde £¥(x) s3o quatro fungdes arbitrarias do espago-tempo, continuas,
que caracterizam a transformagao. Estes mapeamentos podem ser conside-
rados - (de fato, por isomorfismo) como mapeamento da variedade nela mes
ma e iremos nos referir a este grupo como o MMG (manifold mapping group)

notagao devida a J. L. Anderson 8

A mEtrica do espago-tempo & guv(x)’ de assinatura -2; localmente po



de sempre ser posta.na:forma da.mEtrica de Lorentz Ty = diag(+1, -1,

-1, =1).. Ainversa de g (x) existe em todo ponto, g™(x), tal que

VA A
O 9 = Sy-
Derivadas. em relagao .a varidvel ** serd notada por‘su ou pe]b ndi-
ce u antecedido.de uma virgula. Assim au¢ =9 e 0s sTmbolos de
3

Christoffell de segunda espécie s30 construidos com a métrica da for-

ma
'U.:\lOLB -
™29 (g0 * g " Gp )

A derivada covariante em relagdo a x, construida com o sTmbolo de

Christoffell acima, '€ .notada por um (;) precedendo o Tndice .

Supomos que, pelo menos numa regiao finita do espago-tempo, & sempre
possTvel construir hipersuperficies do tipo espago 3-dimensionais, i.E,
para quaisquer dois pontos infinitesimalmente proximos, x* e x¥ + dx*,

pertencentes & -hiper superficie

g, &x" dx’ <0

n

2 ]0, vamos abandonar a simetria 4-dimensional,

De acordo com Dirac
escolhendo sistemas de coordenadas tais que as hipersuperficies 3-dim
x® = cte s3o todas do tipo-espago; e definimos a normal unitdria @ hi-

persuperficie por

0 59

g " Y
oM = —; R,u=ga2, & —

/goo L /goo
LA



Associada a esta hipersuperficie tipo-espago, temos toda uma geome-

tria 3-dimensional. Assim, a métrica da hipersuperficie € dada por
2 ig,d
ds® = gij dx’ dx

onde X e - dxj s3o pontos sobre a hipersuperficie. A inversa de
95 geld 2 gij -4 2j, no sistema de coordenadas onde a normal & hi
persuperficie & dada por 2! e onde gij s3o as componentes espaciais de
g™, el & o tensor fundamental para ser usado levantando Tndices de
tensores na geometria 3-dimensional x® = cte. Os sTmbolos de Christof-
fell associados a esta 3-geometria sao construidos com gij’ eij da for-

ma: *

9,5 * 93e.k T 9k,e)

analogo ao caso 4-dimensional. Os tensores de Riemann-Christoffell e
Ricei 3-dimensionals serao notados por 3Rijk e sRij’ respectivamente.
A derivada covariante 3-dimensional ser@ notada por uma barra (1) prece
dendo o Tndice.correspondente. Assim, por exemplo:

i

’

AR.

i i
Alg=hs* Ty
0 determinante de 9 € negativo e serd denotado por g; o determinan
te de 95> também negativo, serd denotado por y. Vale a relagdo
geg®? = v,
Finalmente, por simplicidade, usamos unidades tais que

167k

—= 1, c=1
¢



onde k & a constante gravitacional de Newton.

1. 0 PROBLEMA DO VALOR INICIAL PARA AS EQUAGOES DE EINSTEIN E A FORMULA-

GAO HAMILTONIANA

Consideremos inicialmente uma teoria de campo geral e nad especifica-

da, sobre o espago-tempo, derivada de um principio de ag@o
I= jof d*x
onde o = L{yp(x); yA(x)), A=1... N
. s

As ‘equagoes de campo s3o dadas por

(.1)

(1.2)

a partir do principio variacional comisI = 0. Estas equagbes s36 respon-

siveis pela propagagio das variaveis de campo no espago-tempo {x"}.

Usando a notacdo

oL ol 3L

—= — - 3

SYp  Wp Wp,i
(1.2) se escreve

L LA

— - 3, =0

6yA ayA (o

ou, desenvolvendo-se para uma forma mais conveniente

(1.2%)
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sL 2L 826 32l
—- Yo " Yg i
GyA 3yB ayA,o B,o B,io

Y¥g,00 = 0

B‘VB,i ayA,o ayB,o ByA,o

(1.3)

Vamos agora formular o problema do valor inicial para a teoria: Da-

da uma hipersuperficie 3-dimensional imersa no espago-tempo e dados os
valores sObre a hipersuperficie dos objetos Yp(x) e de um numero sufi-
ciente de suas derivadas normais (a hipersuperficie), construir uma so-
lugdo das equagbes de movimento da teoria, que se reduz a estes valores

sobre a hipersuperficie. A natureza da hipersuperficie e dos dados ini'
ciais depende, em geral, do carater dos objetos yA(x) e das equagobes de

campo para tais objetos.

Para uma grande classe de teorjas, as componentes yA(x) dos objetos‘

satisfazem equagoes de campo do tipo.

’

uv C M N =
A Y ¥ Ba Yo u*tC Yy=Ty

onde os coeficientes e fA 530 fungoes definidas sobre a vgriedade. Quan-
do a assinatura da matriz A for -2, tais equagles sdo chamadas equa-
goes diferenciais hiperbdlicas e uma hipersuperficie conveniente para
se dar os valores iniciais & tal que suas normais ny satisfacam

AWV n, n, >0 8. Usualmente as componentes de A"V serdo as componentes
da métrica guv (assinatura -2) e neste caso a hipersuperficie de valo-

res iniciais serd uma.hipersuperficie do tipo-espaco. Para tal superfi

, cie, os valores iniciais consistirao dos valores de y, e suas primei-



n

ras derivadas normais.y, , guv ny st(e esta-hipersuperficie. Pode-se
mostrar que, para uma‘hipersupeﬁf?cie“tipo-espa;o; as derivadas normais
3 hipersuperficie, dos objetos ya(X) s3o proporcionais a y, o(x)  (pelo

menos nos S. C. onde as hipersuperficies x° = cte s3o todas tipo espa-

c0) 14

do tipo-hiperbdlico com AW =g

» Assim, para.o caso de uma teoria cujas equagbes de campo s3o
by (como & a Relatividade Geral), os va
lores iniciais s2o .os campos yA(x) e suas derivadas temporais primeiras
yAgo(x), dadas sdbre uma hipersuperficie tipo-espago. As equagdes de cam
po (1.3) propagam.estes valores no tempo; ou, equivalentemente: por um
prolongamento analitico na varidvel x°, pode-se ter (a partir da hiper-
superficie de valores iniciais e utilizando (1.3)) os valores de yA(x)
em qua1quer.6utra hipersuperficie space-like, se e somente se a matriz

po. _BE (1.4)

ayl\,o 3yB,o

coeficiente de YB 00° for ndo singular, isto &,
E]

det (A"8y & 0 (1.5)

Se (1.5) nao vale, a solugdo das equagdes (1.2), para os valores i-
niciais dados sobre a hipersuperficie, nao & Onica. Um exemplo disto @&
quando a Lagrangeana € linear emy, o» bara algum A, - que & o caso- da

H

Lagrangeana para o campo de Einstein no vazio.

As equacOes de Einstein para o campo gravitacional no vazio s@o

6= Ry =5 Gy R =0 (1.6)
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onde
Y _ (9 o G y_r0 00
Ruv = {uc},v {uv},c + {uc} {av} {uv}{uu}
e,
= qHV .
R=g Ruv

As equagles (1.6) provem de (1.2) para o caso Y ™ 9y coma Lagrangeana

L= /T R (1.7a)
ou

= JT V[0 1pp P 140" N
R [ B T (1.76)

(1.7b) diferindo de (1.7a) por uma divergencia total.
Uma expansao direta nos mostra que (1.7b) pode ser escrita 9

L =L2) +£(1) +L(0) e e (1.8)

onde ,£(2) & homogenea de segunda ordem em g ,.L(1) & homogénea e 1i-

UV,0
near em.guv 08 AL(0) & independente destas quantidades. Tem-se

sb _

e

R eab)

L(2) 11 /75 %

ra
grs,o gab,o (e

P

onde as derivadas temporais 90,0 nao ocorrem. Em 1958, Dirac (e, inde
15

pendentemente De Witt e Anderson) 9, mos trou que podemos adicionar-a
(1:8) uma divergéncia total (portanto n3o se alteram as -equagOes de
Einstein)
C mo mo
00 g = 00 g
D= (53¢ , — - (g7, —
* 00 |,0 ’ M

g g°°
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obtendo-se uma nova. densidade Lagrangeana que nao contem derivadas

~ 0 .
em relacao a x~ de You’

Ly =L@ +L5(1) +L0) (1.

9)

Y4
onde ,K*(1) = 1) +D e D .o. A partir de agora, a densidade

agou’o
de Lagrangeana usada serd sempre (1.9).

Utilizando estes resultados, calculamos a matriz (1.4) para o campo

(%),
QW :
82 L)) (i3)
(W) (eo) = (0d) (1.10)
Iv,0 agpcy,o (00)
As equacoes (1.3) para o campo gw(x) podem ser postas na forma
2 L, o9 ,é’D
Mg 3 9 0) " g - 9y4
uv? “pv,0 00,00 01,00
agu\),o agooso ag]»l\’,o agOi,O
2
8%y
- 93,00 =0
9,0 93,0
e, utilizando {1.10):
(w)(iJ) oMV - - )
A 515 00 = M85 Gy.0) = O | (1.3")
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Tendo em vista que de nao depende das derivadas g M"Y conterd so-

op,0°
mente derivadas em rg]agao a x° de g;jeas equagoes (1.3') se desdobra-

rao na forma

2L .
D .
—_— - M . -
3 3 gab,oo M (gu\)’ ggm’o) =0 (].]13)
93,0 %%ab,o0
op . -
W93 945,0) = O (1.11b)

Da forma de 2(2) e g?*(l), segue diretamente que a derivada temporal
de mais alta ordem contida em M 8935 0"
As equagOes (1.11) s80 as equagoes de Einstein para o campo gravi-
tacional no vazio e nesta forma fica evidente que as equagdes dé campo
propagam somente as componentes gij(x), a partir da hipersuperficie de
valores iniciais, e ndo determinam como as outras componentes gou(x) se
propagam, ficando arbitrdrio seu comportamento em relagdo @ variavel X0,
Assim, das dez equagdes de Einstein (1.11), seis s80 equagbes dinamicas
(Gij = 0) e quatro.sado apenas.relaQEes de vinculagdo entre as varidveis
de campo e suas derivadas.primeiras temporais, * A existéncia dos vin-
“culos (1.11b) era de se esperar: a agao (1.1), com L dada por (1.7), &

MMG-invariante, o que acarreta as identidades de Bianchi para a teoria,

*

Os dados iniciais guv(x) eg (x) sobre hipersuperficie de valores i

v,0
s es . W, ol - .

niciais devem ser consistentes com M~ = 0, alem de, evidentemente,
satisfagzer condigOes de serem métrica de uma hipersuperficie space-like

(cf, Anderson 8 segao 10-11).



15

como consequéticia do teorema de Noether 16, p existéncia das relagoes

de vinculacao (1.11b) podem ser facilmente constatadas a partir destas i

dentidades 10, Temos entao o esquema:

Id. Bianchi Rel. Vinculagao
vz G =0
v \ ou
A69) gsngutar <

Resumindo: o fato de (1.8) ser.. singular (consequéncia direta da teoria
ter como grupo de simetria o MMG) faz com que os valores iniciais soObre.
a hipersiiperficie inicial ndo determinem de modo @inico o campo guv(x) fo
ra desta hipersuperficie; a solugao deverE.sempreiconter quatroe  fun-

¢Oes arbitrarias (por exemplo g ) e isto est@ associado a que sempre:

ou,00
podemos escolher um sistema de coordenadas arbitrdrios para a descrigdo
da variedade espago-tempo. As dez equagGes de Einstein se separam em

seis equagbes dinamicas que propagam as variaveis gij(x) {varidveis dina
micas do sistema).e.em quatro relagbes de vinculagao entre os dados ini-

ciais sObre a hipersuperficie inicial.

Estes problemas se-transportam inteiramente para a versdo Hamilto-
niana da teoria: de fato, o conceito basico na teoria hamiltoniana - a
de um estado num dado instante de tempo. No caso de uma teoria relati-
vista, isto deve ser compreendido como o estado sobre uma hipersuperfi-
cie tipo-espaco 3-dimensional e as equagoes Hamiltonianas-de movimento
determinam como.as variaveis dinEmicas que fixam este estado, variam

quando esta hipersuperficie se propaga no tempo. Assim, a teoria Hamil
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toniana &, na Vetdade, a formulagdo de um prpb]emd de Cauchy: dadas
as condigbes iniciais, propagd-las a partir da hipersuperficie de va
lores iniciais, via PP, pela Hamiltoniana da teoria. E, se o proble
ma de Cauchy n3o .est3 bem.definido, a Hamiltoniana nao propaga de mo
do Unico as condigles iniciais, o que & equivalente 3 existencia de

- : . .
. Vinculos na teoria. E o que iremos mostrar a seguir.

Consideremos a Lagrangeana da agao (1.1). O momentum candnica-

mente conjugado .3 variavel Yalx) g definido por:
2L '
P = (1.12)
ayA,o

A formulacdo Hamiltoniana envolve a passagem das varii\;eis Lagrangea
nas (_yA(x), Y o(x)), para as variiveis do espago de fase

(yalx)> 'ITA(X))»‘&.O jacobiano da transformagao
A
Yao®) =)
& exatamente o determinante da matriz (1.4), desde que, por {1.12)

A
T
AAB n

eyB,o

e quando esta matrjz for" singular (existem fg]agb'es‘de vinculacdo do
tipo -nA = fA'(yB); ou, o problema de Cauchy nao estd bem proposto), a
forma Hamiltoniana da teoria ndo fica unicamente definida; contém

coeficientes arbitrarios (varidveis ndo dinamicas). Neste caso, a

teoria requer um tratamento especial, o que faremos na secao seguinte.
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Neta: No caso dé campo gravitacional, utilizando-se a Lagrangeana

(1.9), pr, obtemos que PO = 53 D .0, Assim, superamos o pro-
Ol ,0

blema de a Hamiltoniana # = Puv.guv o

dentes de.gou o» aue s8o-fungdes arbitrdrias na teoria: Porém, a im
L] n —

- ’fD conter termos depen-

posigdo de que a condigao PO = g seja mantida no tempo, i.e.,

d L0 . .
— poM o 0, acarreta novos vinculos na teoria, como iremos ver.
dx

2. HAMILTONIANAS COM VINCULOS
Teorias Hamiltonianas com vinculos sdo tratadas de modo geral pe-

3, 17
k]

las técnicas de Dirac que iremos apresentar a seguir, de uma

forma abreviada.

A partir de um principio de agdo (1.1), no formalismo Lagrangeano,
vai-se ao formalismo Hamiltoniano inicialmente definindo-se as varii-
veis de momenta como em (1.12):

A 4

T =

A=1..N (1.12)
a0
Em muitos casos, podem existir relagBeés de vinculagdo (chamados
vineulos primarios da teoria) na forma

b;(yps 1) = 0 i1 .M, M<N (2.1)

A

restringindo a independencia de ype m. A parte do espago de fase
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contida dentro da superficie definida por (2.1) & chamada hipersuperficie

de vineulo e somente esta parte do espago de fase & fisicamente significa-

tiva.  (Em geral.vinculos do tipo (2.1) aparecem em teorias cuja agdo &

invariante por grupos de gauge).
A Hamiltoniana nao fica unicamente definida pelo procedimento usual

® =P Ypo " L H = J #(x) d®x (2.2)
X

o]

desde que sobre a hipersuperficie de vinculos, que & a regido fisicamente
significativa, o "valor" da Hamiltoniana & inalterado pela adigdo de qual-

quer ¢ombinagdo linear dos ¢;. Assim s
N .
b =%+}Lj b3 , (2.3)
€ -tamb&m uma escolha possivel.para a Hamiltoniana, sendo y; funcGes arbi-
trérias, podendo.inclusive depender das varidveis canonicas (¥ps nA).

0 movimento gerado pela Hamiltoniana (2.3) produz derivadas temporais

dependendo de fungles indeterminadas

8H 8¢y Sy )
- 1.TA=--——-+11,i ———+-——zj>_i
SyA ayA GyA
S (2.4)
8H 86 O
FYpE ey gy
s st s
A _ L AL0 & _ o, 8 § - . .
onde 7' = 3w /X", Yy = ayA/BX ; onde 7 e —p 530 as derivadas funcio
A &1
18

nais em relagdo a ype nA, respectivamente; onde H & dada por (2.2) e
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considerando-se
$;(X, 3% =J 8,9 ¢j(§',. x0) s(x-x")dx' .
)
X
Introduzindo o formalismo de PP sobre uma hipersuperficie tipo-espago
x% = cte., definimos o PP de dois funcionais g(x), f(x) das variaveis cand’

nicas (¥, nA) como:

o, fy] = | ae sg(x)  Sfly)  Sf(y)  sg(x)

- 2.5
WO0=y° X0 syp(x") s (x") syp(x'y s7h(x") (25

- Nota: Aqui cabe introduzir uma convengdo: as equagbes de vinculos (2.1)

somente devem ser usadas depois que todos os PP forem.calculados numa da-
da expressdao. Estas expressfes terdo sinal de igualdade denotado por =

e serdao chamadas equagdes fracas no sentido de Dirac 7,

Assim, por exem-
plo, uma express3o A(yA, nA) ~ 0 significa que A & igual a zero sdbre a
hipersuperficie de vinculos, depois de todos Ss PP terem sido calculados.
Em particular, equacdes (2.1) serao-escritas

85 (Vg ) R0

e as equacoes (2.4) podem ser expressas como

A 8¢5
-7 N — + u_i —
S.VA G‘YA
(2.4)
.o 864
5 i Ty
GﬂA GnA



20

Em termos de PP, as equagbes de movimento para a Hamiltoniana (2.3) se

escrevenm
9% [g, H] +wy o> ¢4]

e, em particular, as equagoes (2.4) ficam:
-l [nA, H:l g ErA, ¢1.]
i b s oo o

Desde que o movimento gerado pela Hamiltoniana (2.3) deve ficar den-
tro da hipersuperficie de vinculos, i.e., 0s vinculos devem ser mantidos

no tempo, seguem.as equagbes de consisténcia

by m |:¢j, HJ + EIJJ-, ¢1-:| =0 (2.6)

j=1, M e, paracada j, temos as seguintes possibilidades:

$;=0 (2.73)
$5 = Ay 9 (2.7b)
s A

5= x5("s yp) (2.7¢)
by = Fylugs 7 vp) (2.74)

" Sabre a hipersuperficie de vinculos, (2.7a) e (2.7b) se anulam e o
movimento se processa automaticamente sobre a hipersuperficie de vinculos
(2.1). Contudo, no caso de (2.7c), a regido do espago de fase fisicamen-
te significativa deve ser uma subsuperficie da hipersuperficie de vinculos

restrita pelas condigOes
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xj(TrA, Yp) =0 (2.8)

que sdo chamadas vinculos secundirios. BAs condigdes (2.7d), se ocorrerem
impoem condigBes sdbre os coeficientes dos vinculos que aparecem na Hamil-
toniana

il wh, yp) =0 (2.9)

'E importante notar que se vinculos secundarios ndo ocorrem a  partir
de (2.6), o formalismo & consistente. Se, no entanto, novos vinculos (2.8)
sdo obtidos, estes devem também ser mantidas pela Hamiltoniana. Assim

. A -
xj(w R yA) ~ i)

de tal forma que (2.8) nao se altere d medida que a hipeysuperf?cie tipo-
espago, sobre a qual a Hamiltoniana estd definida, seja propagada na varig
vel x°. Obtém-se, desta forma, novos vinculos secundirios se for o caso,
e este processo & continuado até’ que nenhum novo vinculo seja obtido. Com
uma hipe(superffcie de vinculos satisfazendo os vinculos primarios e secun
darios e com os coeficientes dos vinculos na Hamiltoniana (2.3) possivel- l
mente satisfazendo relagbes da forma (2.9), nosso formalismo serd consisten
te e fisicamente significativo.
Seja

{cj(;, %) 03d=1.. kb . (2.10)

o conjunto de todos os vinculos primarios e secunddrios da teoria. Podemos

dividi-los em duas familias distintas:

a) Ulnewlos de primeira-classe sdo aqueles que tem PP nuio com qual-
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quer outro vinculo sobre a hipersuperficie de vinculos, i.8, ¢ &€ de pri-
meira-classe se

[cj(Z,x°), ci(i",x°)] = i) GUE®) SR (2.11)

para qualquer i.

As transformagoes geradas pelos vinculos de primeira-classe sobre as
variaveis canonicas mapeiam a hipersuperficie de vinculos sobre si mesma,
ou melhor, os vinculos de primeira-classe geram transformagOes que ndo al-
teram o estado fisico do sistema *. Prova: Consideremos um vinculo de
primeira classe Cj(f; xo):u 0, para algum j. Construimos o gerador
f%(xb) = io d3x’ Cj(i',xo) e(%', x%), onde (X!, x°) & uma fungdo infinite-
simal arbitraria (notar que o gerador deve independer do ponto da hiper-

superficie sGbre a qual estd definido), da transformagdo (y,, wA) - (YA,ﬁA)

Ta = Ya* Sy Ya = Va + Yoo Pl

A A_ A
'n‘A T =Tk TrA,{bm(xo)]

Desde que (yA, nA) pertence B hipersuperficie de vinculos, cj(yA’ nA)zO.

Vamos verificar se (yA, &A) pertence 3 mesma hipersuperficie.

Entende—se aqui por estado fisico do sistema o conjunto de todas as tra °
jetdrias sobre o espago de fase geradas pela Hamiltoniana do sistema a
partir de todas condigoes iniciais consistentes com os vinculos. Pa-
ra uma determinada condigZo inicial, o estado fisico do sistema & uma T
nica trajetdria que n3o & alterada por transformagGes associadas a vin-

culos de primeira-classe.
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B A, . A
C5(Tp ) = C5lypt Spvps 1 81t = 650y, Py +

acj(x)

acj(x)
+[ d3x! E/A(x’),‘ém(x(’{l +l d¥x!

ayp(x') a'kl}'l\(x')’gm(xo)]

ay(x')

3

acj(x)
+ J d3x! — 2", 9, [yA(x‘),}gm(xo):l + ..
ay(x))

A,k

5

N . - -
em primeira ordem na fungao e(x, x°). Sabendo-se que

., 58
a(x) B (x0)] = e .8 ()] = - —
[A " ] snl(x) [ " jl S¥a

integrando-se por partes e supondo que no infinito espacial as variaveis
candnicas se anulam e usando teorema de Gauss:

3C.{x) acj(x) D aCJ.(x) S8

vl ~A A 3 '
Col(¥paw ™) = Colyp, 7))+ Jh X -9 +9, 9 TN +
VWA JYA 3 x! k 3 ' k "% 3 t A
Yp(x*) y/(\fk) y/(\::k% s (x')
[ BCJ'(X) 3Cj(x) aCj(X) 8 ﬁm
+ | dex! -3' +3') ol RECE I O -
k . k 2 I
awA(X') i k(x" BnAk(X') Wa(x)
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e, usando a definigEolde derivada funcional e PP,

Ci(Fpe 7 = C5lyps 7 |:cj(x),iem(x°)] = g ) +
+ { d3x' g(X*, x%) E:j(x), Cm(x’)] (2.12)

Usando o fato de que Cm & de primeira-c]asse, para algum m, substituindo

(2.11) em (2.12) e obtemos:
~ A
C(Fps ™) = C5(yps M e, x9 e (X5 %) € (X, x°) (2.13)
e, sobre a hipersuperficie de vinculos,
C5(Fps T) 0

0 que mostra que (¥, ﬁA) & um ponto da hipersuper%fcie de vinculos,

b) ~Vinculos de segunda-classe sdo aqueles que tém paréntesis nao nu-
lo, com pelo menos um vinculo sObre a hipersuﬁerchie de vinculos, i.8, pa
ra algum vincuio C ( °) C. (x x%) & de segunda-classe se o PP
{? XX ) C. (x', X i] nao & uma combina¢do linear de vinculos e, portanto,
nao nulo a hipersuperficie de vinculos. As trjansformagoes geradas por vin-
culos de segunda classe mapeiam pontos da hiper§uperf7cie de vinculos em pon
tos da (egiio nao fisica do espago de fase - os vinculos de segunda-classe
geram transformagOes via PP que .modificam o estado fisico do sistema. A pro-
va & andloga ao caso. de vinculos de primeira-classe. Seja (yAt nA) ponto
da regido fisica.do.espago de fase do sistema:

Ay .
Cj(yA, T)~0 j=1...M
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Considere o gerador.g (x%) = {(o &' e, x°) ¢ (R, %), onde ¢ & un vin
culo- de segunda-classe para algum 1 g mg M, associado'i.tr_ansformagao
(Vpo 7 > (Fprd)-onde. -

' Tp =Yp * 8y Vg = Ya(x) + [Ya(x)s Bpx]]

LR, 8 ot = ) + ErA(x),ﬁm(x.o)]

e levando em conta as passagens da prova anterior

CJ-(S"A, iA) -YA’" [C x50}, B n(x) ] cJ.(yA,wA) +

+Jf e, x0) [cj(i’, x), ¢ (', x°)] d*x!

xl

e desde que C_ € -de segunda-classe
= A
cj(‘yA’ T)#0
ao menos para algum j. Assim uma transfomagé’g gerada por vinculo de se-
gunda classe, para-condigbes iniciais fixadas, leva pontos da trajetdria
do sistema um.ponto fora desta trajetatjia, no espaco de fase. Por isso,

devemos modificar.os PP de tal forma que estes vinculos sejam eliminados

do conjunto de geradores da Flgebra das transformagOes candnicas da teoria,

ELTMINACAO DOS VINCULOS DE SEGUNDA-CLASSE DE UMA TEORIA
Desde que.os.vinculos de segunda-classe  geram tr:ansfor:magb'es,que mo
dificam o estado fisico do.sistema, eles devem ser eliminados da  teoria.

Além disso, numa quantizagdo por correspondéncia do campo gravitacional,
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os vinculos secundirios nao teriam Tugar 17,10
teoria sempre novas condi¢Ges de consisteéncia sdbre a funcdo de onda v, a-
lem das Cj Y~ 0 dadas a partir de (2.10). Para eliminar tais vinculos,
vamos nos aproveitar do fato de que, numa teoria Hamiltoniana com vinculos
de segunda-classe, os PP das variaveis sao ambiguos no seguinte sentido: a
-adicdo de uma combinacdo linear de vinculos de segunda-classe a uma varia-
vel produzird uma nova variavel indistinguivel da antiga, sdbre a hipersu-
perficie de vinculos,.exceto pelas suas relagGes de PP que se alterardo de

vido 3 .natureza de segunda-classe dos vinculos.

Em teorias envolvendo grupos de gauge candnicos, a existéncia de vin-
culos de segunda-classe estd associada 3 imposicdo de condigbes de gauge
(por exemplo,.no.caso eletromagnético, o vinculo ¥ -3 = 0 torna-se de se-
gunda classe com o vinculo V -K = 0 que fixa a gauge de radiagﬁo).'O pro-.

cedimento para a eliminagdo de vinculos de segunda-ciasse & o que se segue.

Consideremos {0, 0;a=1...Mo conjunto de todos os vinculos
de segunda-classe da teoria. Eles podem ser eliminados da algebra dos PP
de dois modos equivalentes. O primeiro, devido a Dirac 3 envolve a modi-
ficagdo do PP adicionando-se um termo que cancela a contribuicdo, para o
PP, dos vinculos de segunda-classe. O novo parentesis assim definido serd

chamado Paréntesis de Dirac (PD) e toma a forma

[0 s)]” = T sl - | | o, 0,000

x° -y X =y° X0 X° X =x!

X X" E9 u)’ g(y)'] d3x' déx® (2.]4) '

%102 0

, porque introduziriam na
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onde f,g s3o6 fungoes ou funcionais arbitrarios das varidveis canonicas;
Cab(x, x") & a inversa da matriz dos PP dos vinculos de segunda-classe
{o,~ 0; a = 1 ... M e desde que estamos lidando com vinculos de segunda

classe, assegura-se que esta inversa existe ]7:

(1] bd 5, n d 1
jo [o,%:x%). gk, O] P, 7, 1) @i = 5, d s (2.15)
X

Nota: A existdncia.da inversa ¢ (x,x') de [éa(x), ob(x'i] exige ainda ou
tra condigdo. Tendo em vista que os PP [?a’ 06] formam uma matriz anti-si
métrica com um.nimero Tmpar de linhas e colunas tem determinante nulo, ne-
cessariamente .0.niimero. de ;Tncu105 de segunda classe (M) deve ser par 7,
0 PD (2.14) s0 se.define neste caso. Este fato vai nos guiar na escolha
de condicBes. de coordenadas ou na formagao de vinculos de primeira-classe

por combinagdo linear de vinculos de segunda-classe (quando possivel).

Com relagdo.a.este novo paréntesis (2.14), o conjunto {8, sa=1...M}

se torna de primeira-classe

[ea,eﬂ*w a,b=1...M

e, muito mais, se anula fortemente para todos os pontos do espago de fase.
Em outras palavras.o.PD &-construido de tal forma que todos os vinculos de
segunda-classe se comportam como niimero em ﬁelagao ao PD e por isso sdo au
tomaticamente.excluidos da algebra de comutagdo do grupo candnico. Assim,

nesta nova algebra, os vinculos de segunda-classe s3o c-nlimeros e nao ge-



28

ram qualquer .variagao nas.variaveis canonicas. De fato, considere  uma
fungdo- dindmica (Yps WA). A variagdo em f gerada por Gj via PD &

* *

5 = [ o] = 12 0] - [[[Fs 0q0e'T] €Mis I pla) 0]

J

e usando (2.15)

7= [f.0]] - J s(8R) §TF o x] &' = 0

Por isso, a existéncia de transformagdes levando fora da regido fisica do

<. O %

espago de fase é'eliminada.

"0 PD satisfaz a todas propriedades usuais do PP: [§,ﬁ]* € anti-simétri
co entre £ e n; linear em £ e linear em n; satisfaz a lei do produto
E, &, n__l* = ¢, [E,, n]* + [E,, n]&,; obedece 3 identidade de Jacobi
[ ,n]*,)\]*+ [[n?ﬂ*,ajn [D\,E:[*, n]* = 0. Isto & consequencia, como ire
mos mostrar, de o PD ser um caso particular de PP generalizados.

Alternativamente,.temos a possibilidade de definir novas variaveis

(funcionais observiveis) que seriam insensiveis a mudancas geradas pelos
¥Tnculos de segunda-classe na algebra dos PP. De fato, sobre a hipersuper

ficie de vinculos, o PD (2.14) pode ser expresso como

(X),g(y)]*xk(x), gly) + ” 0, (X" x°) cPAe 7 ,x%) [oy (K 1x°) g (¥) d3x‘d3x“‘J
Xy (2.16)
porque
[F(x),0(y)] =[f.gl+ [ ” (X' X )Cba(_" XX )Le (X" ,x%),9( y)]d’x dax']+
x0=y°
# [ oy (0, PG ) oy (x" syl "
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e a fltima parcela.se anula fracamente, i.e.,soObre a hipersuperficie de
vinculos. Definindo-se varidvel esiréla (ou observavel no sentido de
Bergmann-Komar) 5 como
*
[¢] (X) = g(x) + Jj d¥x! d?xn Oa(}‘.’xo) Cba(‘il’;()‘n,x())[:eb(';('u ’XO)’ Q(X)]
: (2.17)

temos as identidades sobre a hipersuperficie de vinculos
* *. * * *. *
Fodl *x gl x [l = F, oI 2 [F, o] (2.18)

Assim os efeitos dos vinculos de segunda classe sobre uma varidvel dind
mica também s3o eliminadas adicionando-se a variével uma combinagdo 1i-
near dos vinculos de segunda-classe. WNotar que a variavel estrela
(2.17), proveniente do desenvolvimento do PD (2.14), sobre hipersuperfi-
cie de vinculos, pode alternativamente ser obtida tomando-se a variavel
original + uma combinagdo linear dos vinculos de segunda-classe, on-

9 pela imposigao de

de os coeficientes dos vinculos s3o determinados
que a nova variavel seja inalterada por uma transformacdo gerada pelos

vinculos de segunda-classe:

[Q*, e&] =0 a=1... M

0 fato de termos designado o funcional g* Eomo observavel & significati-
vo. Porque, no caso de Relatividade Geral, o conjunto de todos os vincu
los de segunda-classe contém os geradores das transformagbes arbitrarias
de coordenadas mais as condigoes de coordenadas, ou, no caso do campo e-
Tetromagnético, o gerador das transformagbes de gauge mais cbndigio de

* ., . - ~
gauge. Desde que g & insensivel @s transformagoes geradas pelos vincu-
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Yos de segunda-classe,.isto acarreta que o funcional estrela & invarians
te com re]agioya‘ttansformagaes de coordenadas ou tﬁansfoﬁmagaes de

gauge, conforme for.o.caso (ou, alternativamente, o problema de  Cauchy
para variaveis estréla estd-bem determinado) - o que & consistente com o

conceito atual de observavel, nos casos acima. 19

ESTRUTURA MATEMATICA ASSOCIADA AOS PARENTESIS DE DIRAC - PARENTESIS OF
POISSON GENERALIZADOS.
Sejam (yA, ﬂA), A=1 ... N as variaveis do espaco de fase da teo-

ria. Vamos introduzir as novas variaveis

W A -
W= Yt Sy T A=1...N (2.19)
u=1 . 2N
e definimos a matriz
[}
" 0t Ty
(€)= (8, um * S = | T E- ------ {2.20)
Iy 40

onde Iy . & a identidade (NxN).

0 PP definido em (2.5) pode ser escrito nas novas varigveis:

[F(x)s 9(¥)] =J g ST %90) d®x (2.21)

x° sWh(x') ew’(x')

x0=__‘yO

Mukunda e Sudarshan 20 mostram que esta definigao pode ser generalizada
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substituindo-se a "m&trica" "V por uma forma arbitriria E*V(u),

[F(x)s aty)] = | V")

XO=‘y0

SF(x)  sgly)
—u— - d3x’ (2.22)
S (x') Sw (x')

exigindo-se apenas .que E“v(w) seja anti-simétrica e obedega a uma identi-
dade padrdo dos Paréntesis de Lagrange. (2.22) define o que chamaremos

PP generalizados.e.obedecem as propriedades usuais dos PP, em particu-
lar a identidade-de Jacobi. O PD & um caso particular quando, em (2.22),

@
se toma aej ‘ aem .
RGP R L eV
o p

3 o

onde "V dado por (2.20) e onde

v = 1 ... 2N

jom=1 ... 2(N-k) onde k € um inteiro tal que o niimero de vinculos de se-

gunda-classe & 2(N-k).

Mostra~se tambem que.o grupo de transformagBes geradas via PD & {somor
fo ao grupo de transformagBes candnicas sobre 2k variaveis geradas via PP
em 2k variaveis,.onde k & tal que o niimero de vinculos de segunda-classe &:
2(N-k)*. Assim a eliminacdo de cada par de vinculos de segunda-classe rvesul
ta na eliminagdo de um par de.varidveis canonicas no formalismo PP. Por e-
xemplo, para um sistema discreto de N graus de liberdade, consideremos que
os vinculos de segunda classe sao 2(N-k) fungBes, subconjunto das variaveis

canonicas (q, p):

* Notar que no formalismo Hamiltoniano. usual vinculos de segunda-classe so-

mente podem’ocorrer em miltiplos de dois.
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{0 (w)} = Lapyqees ays Pryqeee Py

Um c8lculo direto mostra que o PD toma a forma

Yoltando ao. caso.de fungdes 0,(w), pode-se tambem verificar facilmente que
o-PD fica inalterado se em lugar de @, usa-se um.conjunto de fungGes inde-
T80
—al 0).
o | 39
Assim, em alguns casos pode ser possivel substituir 9, Por @ de tal for-
* 1

m que as © ,.sejam, de fato, um subconjunto de 2(N-k) varidveis candni-

pendentes O‘a(w).(independentes no sentido de que o jacobjano

cas (¥, nj. As condigOes precisas em que isto pode ser feito s3o dadas .
pe]p tgorema,seguinte: -'A condigdo necessaria e suficiente para que o P
determinado. por .2(N-k) vinculos de segunda-classe 0,(w) O corresponda a
congelar- (N-k) pares.de variaveis candnicas no PP & que as fungoes 0, (w)

formem um grupo funcional de ordem 2(N-k)."

Nota: Um conjunto de fungOes ea(w) forma um grupo funcional se os PP dos
@, Uns com os outros podem ser expressos como fungOes dos 8, somente, A

ordem de um grupo funcional & o niimero de fungdes independentes no grupo.

Finalizando, os PP Generalizados .(2.22) de Mukunda e Sudarshan mos-

tram que, na verdade, nos ainda temos uma grande generalidade na definigdo

dos comutadores classicos. Nossa escolha serd guiada pelas exigéncias 1
sicas da teoria.. Por exemplo, na presen¢a de vinculos de segunda-classe,

usa-se {2.23) na definigdo do comutador (2.22) - o PD - que, de modo  ne-

nhum, & o comutador mais geral disponivel.
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3. FORMULAGAO HAMILTONIANA DE DIRAC PARA 0 CAMPO GRAVITACIONAL

De acSrjdo: com-o.que foi discutido na se¢ao 1, no caso de uma teoria
relativista cujas equagoes de campo s@ao do tipo hiperbolico, define-se o
estado’ fisico.do sistema [(estado’ inicial) sdbre uma hipersuperficie tipo-es
pago imersa ho.espago tempo, E assim, desde que para o campo gravitacio-
nal na RG os objetos dinamicos dg teoria sao componentes da metrica do
espago-tempo (i.e.,a geometria), o estado fisico do sistema serd descrito
por objetos que estejam intrinsecamente associados a hipersuperficie tipo
espago. Estes objetos descreverdo a dinamica do sistema quando.a hiper-
SUpefchie evolui no-tempo. A seguir-vamos estabelecer um critério para
determinagio de objetos que dependem somente da hipersuperficie e de sua

geometria.

Nota: De modo geral, tal hipegsuperchie tipo-espago pode ser facilmente
construida sobre uma variedade a partir do conhecimento da geometria des~-
ta variedade. Porém, no presente caso da RG, a geometria &, ela mesma u-
ma componente dindmica da teoria e que deve ser determinada a partir de
valores iniciais. Pareceria entdo que teriamos de conhecer a solugdo das
equactes de Einstein de.modo a estabelecer as condigOes: que levam a esta
solugdo, o que & uma aparente contradigdo. De fato esse problema n3o e-
xiste pois sobre a variedade temos @ disposigao tal conjunto de hiper-

14, 21; isto devido 3 propria estrutura das equa

superficies tipo-espago
¢bes de campo de Einstein: como j& visto na se¢do 1, as equagdes (1.11)
ndo nos dao nenhuma.informacdo sdbre a dindmica de 9oy, © ques por iss0,

~ ] s s s s
nao podem ser consideradas varidveis dinamicas. Deste modo, estas qua-
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tro quantidades sao livres para nossa escolha (a menos da relagdo de vin
culo (1.11b)), como. objetos ndo dinamicos que sdo, e com elas podemos
construir em.todos os -pontos do espago-tempo quantidades ndo-dinamicas an
tes da determinagdo da parte dindmica da geometria. DaT, podemos definir
uma familia de hipersuperficie tipo-espago a partir do campo local de ve-
tores tipo-tempo normais as hipersuperficies, dados por

g N %

M= ; g =g 8% =
/goo

2 Lo (3.1)

/900

Que M & tipo-tempo decorre naturalmente da assinatura do tensor mgtrico,

>0 2].

i.8; 9,

D - INVARIANCIA

D-invariante, por definigdo, & qualquer fungdo ou funcional definido
sobre uma dada hipersuperficie tipo-espago 3-dimensional imersa no espa-
go-tempo, cuja lei de transformacdo sob uma transformagdo de coordenadas
infinitesimal.x" - x* + &x* ndo envolve as derivadas parciais de §x" nor
mais 3 hipersuperficie, i.&, nao contém Sx“,u ¥, onde ¥ normal unitd- -
ria 3 hipersuperficie. Derivadas normais de ordem mais alta sdo  também
excluidas da lei de transformagao de D-invariantes. Geometricamente, es-
tes s3o objetos que permanecem invariantes por uma transformagdo de coor-
denadas gue preserve o sistema de coordenadas sobre a hipersuperficie en-

quanto que, possivelmente, alterando-o em todo o restante espago-tempog’]o;

*
D --para Dirac (cf, refs, 9 e 10).
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sdo objetos que independem da continuagdo do sistema de coordenadas imedia-
tamente fora dos pontos da hipersuperficie. Com as normais 3 hipersuperfi
cie x% = cte. dadas por (3.1) e considerando-se 6x“§como um deslocamento
infinitesimal, podemos escrever as derivadas normais como derivadas tempo-
rais desde que, num volume infinitesimal contendo um dado ponto x", (3.1)
assume os &M = 63 e ku = 63. Assim D-invariantes n3o podem depender de

sx" . Por exemplo, as componentes espaciais de qualquer tensor covariante

50
formam um D-invariante, desde que -
N - . B _ B . B
ST =8 i Tip " 5,1 Tay " Tigp ®
onde
- [
$ Tij = Tij(x) - Tij(x)
e

x.u = XU + El-l(x)

ed Tij n3o depende de g“ o’ Obviamente o mesmo resultado vale para tenso-
E] - .

res covariantes de ordem mais alta, Ta Contudo as componentes espa-

Beuu °
ciais de qualquer quadritensor contravariante n3o formam um D-invariante;

por exemplo
R ] | ig + i qad _ Tij 0
87 EsBT E’OLT sOCE
contém Ei .
»0
Para construir D-invariantes, vamos definir operadores de projecao para

a geometria 3-dimensional tipo-espago, com auxilio de 2M:
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P gP - gP
@, =8, -2 2, (3.2)
com QpU an = gP A
Usando (3.2) podemos construir, a partir das componentes T8 W e

um 4-tensor contravarianté arbitrario, o D-invariante 7

?pu...v - qu QuB N Qva Tus.,.a (3.3)

e desde que as componentes Qoq se anulam, n0s podemos escrever esta rela

gao simplesmente como

Bij..k i of
T =0, ¥, T

To-ev L g J

(3.3")

Por exemplo, Considere o caso de um quadri-vetor contravariante T%:

e T
ou oi
Yoo, Fagf-_qo
g00

s
e pode-se verificar diretamente que T'.& D-invariante 7, Deve-se notar

que T depende de T' e tambdm de T°. As componentes espaciais do ten-
sor metrico covariante guv formam um D-invariante. Das componentes
contra-variantes podemos formar o seguinte D-invariante:

~ i

M = qu QuB g8

ou
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=0
oi ok (3.4)
~i i g 9 i
g1k - g1k - = ok
g°°
k

A ik = P : s
e verifica-se que e " & a metrica 3-dimensional reciproca de Yike

Tambem com as componentes Tw“‘>L podemos formar o seguinte D-inva-
“(1ante -
) - s A
T = gu Lyees 2y T (3.5)
Em particular .
= AT\
9, = 2u Ev g =1

e, em consequéncia dos resultados acima, dado um escalar f(x) podemos

construir os seguintes D-invariantes: f ;e f o [l x
t] L]

Resumindo, os dois pontos essenciais desta se¢do até agora sdo:

a) nds obtivemos uma forma de preencher o espago-tempo com hipersuper-
ficies tipo-espago; pela construgdo de normais unitadrias tipo-tempo, u-
tilizando-se componentes 'ndo' dindmicas da métrica e que n3o dependem de

uma solug3o das equagbes de Einstein.

b) encontramos umaffotma ge preenchet cada uma destas hipersuperficies
com variaveis.que dependem somente de 3-geometria de cada hipersuperfi-
cie (D-invariantes).. Notar-que os D-invariantes s3o quantidades dina-
micas e 0 movimento do sistema consistird@ em levar D-invariantes de uma

hipersuperficie tipo-espago em outra.
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Prosseguindo,. teremos que dar uma prescricdo para a lei dinamica que
associe duas 3-geometrias sbre duas hipersuperficies tipo-espago dife-

rentes, na diregao do tempo fixada por (3.1).

Dada a densidade.de Lagrangeana de Diﬁacofb (1.9) para o campo gra-
vitacional, podemos construir os momenta canOnicamente conjugado a guv

pela relagdo usual.(1.12) *

a.f[;' :

PR = (3.6)

aguv,o

Devido 3.covariancia da teoria pelo MMG {conferir segao 1), que de-

termina a forma.da Lagr.angeana,fD independe de g Isto implica em

ou,0°
quatro vinculos primarios

P = o (3.7)

Assim as “velocidades" associadas as variaveis nao dindmicas ou>

Yo,0
sao eliminadas da Hamiltoniana, e esta & escrita como

H = ,( ex(1 g5 - 4p) (3.8)

Os ‘momenta gravitacionais ndo nulos sdo
ra s _ab &

P8 o /oy (e e - " ) v (3.9)

onde
_ ¢0 00,~1/2

Vap™ {ab} (g7)

*

- . . : oo~ i i3
Notar que ™ 2 definido para x° = cte e,em relagao a x27= xot (%3 ,xo),

x'° = xo, PPV se comporta como densidade tensorial
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n ]0

sdo chamadas “velocidades D-invariantes A expressao (3.9) pode ser

invertida

0, _1 rs
Y ) = ) (9ps 9o = Ipa Isp)P (3.10)

e entdo podemos escrever as quantidades g como fungdes dos momenta.

ij,0
Que os momenta P™ s3o D-invariantes pode ser mostrado a partir do fato

9,10 (por um calcuio direto, usando-se a trans-

que v, & D-invariante
formagio infinitesimal x'™ = x* + g4(x), em primeira ordem em &%) ou di-

retamente usando os projetores (3.2):

BUV _ U v poB
PP = Q" Q 8 p

[
FAL I Qia QjB p® e usando os vinculos (3.7)
$9. gl i pm . ph

* Assim, as doze varidveis candnicas de campo (gij’ p'Jy s todas
D~invariantes i.e,;objetos independentes da escolha do S.C. fora da hi-

persuperficie x® = cte, sobre a qual (g, s, P'J) estdo definidos.
1

Agora vamos considerar um funcional dinamico n sdbre a hipersuper-
e s 0 _ 3 s s id
ficie x° = cte, construido com os D-invariantes (gij’ P'Y}. n pode ser
localizado em um ponto X" da hipersuperficie ou pode ser nao localizado.
Vamos fazer um pequeno deslocamento arbitrario da hipersuperficie; apli-
cando a cada ponto dela um deslocamento infinitesimal arbitrario,

M+ x* 4 a¥(x). A mudanca em n serd linear nas fungbes a¥ (em primei
9
5 = J_gu a¥ d3x EENER N

xO

ra ordem) e assim.da forma
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para algum Eu 4-vetor independente de a". Entdo temos:
dn
N8 ——= J EU d3x (3.]2)
X

£, nao & D-invariante mas pode ser expresso em termos de objetos D-inva-

riantes: usando a normal (3.1), vamos definir a quantidade D-invariante

g00 50 om £

(=]

m

g =g = Tp—. (3.13)
/goo / 0
Resolvendo (3.13) para g :
om
00,~1/2
£y = (g7) g - — &,
00
g
~1/2
= (goo) EL * 9om e E:n
e, substituindo~se em (3.12), obtemos:
R I G R A ML (3.14)
0
X

Notar que g e gy sao determinados por sn em (3.11) e representam os
deslocamentos de n normal e tangencial & hipersuperficie, respectivamen-

te *. Obtem-se equagdes de movimento na forma (3.14) a partir de uma

* EL & deslocamento normal trivialmente por (3.13).

Em € deslocamento tangencial: desde que e & ortogonal a M

(Zu Bur = 0, gpr define diregdo tangencial e Emf & g“ (m=1,2,3).
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Hamiltoniana da forma

H = jo d3x l}g()o)-l/z %L + gro eY‘S %S] (3']5)
X

para qualquer n, onde f&L e fg sao independentes de guo’ porque isto faz

a equagdo de movimento
n=[n.H (3.16a)

se tornar (3.14), contando que

ENELEE [ e™ &) =g (3.6

Aqui, o PP & definido como em (2.5), considerando-se que o espago de fa-

se & descrito pelas variaveis (guv’ P™). Da imposicdo de que os vincu-

los (3.7) sejam mantidos no movimento gerado peia Hamiltoniana, vem

pOH - [}“,ﬂ = 0

ou, calculando explicitamente,

ko
[Pk (%.x%), H(xo)j = eks}f@s('f,xo) +% ’ . # (%%
. gooE
1
[P°°(§<’,x°), H(x°)] - % (¢°°)? %L(;’xo)

Entdo
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£ =0 (3.17)
jﬂs =0 (3.18)

que s3o os vinculos secundarios da teoria, em niimero de quatro como era
de se esperar para uma.teoria MMG - invariante. A forma explicita de

ﬁL e ﬂ?s foi obtida por Dirac 9,

Bo=e = - 2P . (3.19)
L s
A G L L A
(3.20)

onde 3er,s @ o tensor de Ricci 3-dimensional construido com as afinidades

i

ij.
Nota: 0s quatro vinculos (3.17), (3.18) sZo equivaleptes as quatro equa-
¢oes (1.11b), que, como ja-foi discutido, sao relagoes de vinculagdo en-
tre os dados iniciais sobre a hipersuperficie tipo-espago considerada.

A partir de agora, todas.as relagoes serdo escritas na geometria 3-dimen
k

sional x° = cte (95 g'f, P&j). 0s vinculos P°" = 0 530 mantidos no
tempo e nd3o contribuem na Hamiltoniana, You sao consideradas funcbes ar-
bitrarias associadas ao-sistema de coordenadas e, entdo, reduzimos as va-

- ci ok
_ riaveis do,espagohde fase a (gij’ P1J) .

0s vinculos (f@r, f&L) formam um conjunto de primeira classe, a ex-

pressao para seus .PP sendo

- - - - - >
% Cf. discussao sobre a redugao do espago de fase (Au, Pu) -+ (A, P) no

caso do campo eletromagnético, apendice III,
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[, (0756°). g (R %)) =8, GRor) 061 “eTehs (%) (.21
onde™
Ry Gx®) =2, %) + " g, #¥ (3.22)

e onde Q°‘B & dado por (3.2). Assim
- t " -
Eﬂa(x ) %ﬂ's(x )]XIQ= x"o ~ [

0 que mostra que. o niimero de vinculos secundirios ja estd esgotado, que

nenhuma propagag3o em %% introduzird novos vinculos.

Vamos agora interpretar (3.22) ou (3.17) + (3.18) como geradores.
Consideremos: &n dado por (3.11) onde g & determinado por (3.16b) e
(3.13). Ja vimos_que § = oH gu & o deslocamento hormal 3 hipersuper
ficie tipo-espago. sofrido por n, gerado por uma transformagio de coorde
nadas arbitrdria  ihfinitesimal x'M = x¥ + a%(x). £, € o deslocamento
tangencial &.hipersuperficie, i.2, uma variaco de n por uma mudanga

de ponto sobre a hipersuperficie. Por (3.16b) vemos que:
1) i&L & o gerador (densidade de), das transformagdes candnicas infini~
tesimais de coordenadas, normais 3 hipersuperficie.
2) fer & 0 gerador das translagOes canonicas infinitesimais sCbre a hi-
peﬁsuperchie inicial (na diregEo{xr).
De fato, uma variagdo em n gerada por uma transformacdo de coorde
copeiay - . . .
nadas infinitesimai-x'¥ = x* + au(x), podera ser descrita, via PP, pelo

gerador
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j'(xo) ) Io dx 4, (%x°) a¥(x) (3,24)
X

onde f{u & .dado por.(3.22), de modo que-

én = [n, %J

Verificando

6n(x°)=[r1(x°),(}(x°)]=E,

[ a¥(x) ﬁu(x)d%(]: Jo d3x a“[n,zuingg grkj{,k]=
X

0 X

= Jo a“zu [n,i@l___] d3x  + [0 Qy‘}1 ap[n, Ypk %ﬂ d®x

X X

e usando (3.16b) e (3.13)

Oy B . d3 r W 43y o
Gn(x)Joa zungx+JOngra d°x
X X
1 '
r -2
=-J la" g, +a%(°%" g - —7 &) dx =
X0 g002

= re o440 - n
J‘o (2" &, +a Eo)dax -)J( a Eudax

X 0

Assim; os vinculos s3o, basicamente, os geradores via PP do grupo-candni-

co de.invariancia da teoria.

As equagdes de Einstein na forma hamiltoniana ficam
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Wl e[ B ] e
X

x0=x'0
(3.25)
pmn pmn ' dix!
(x) L, P o i]°=x-° X
$.=0 (3.17)
I =0 (3.18)

que sdo 12 equagbes dindmicas e 4 relagdes de vinculagio, equivalentes a

(1.11). As varidveis (g, P?") sfo eliminadas da teoria como variiveis

Ho?
candnicas; 9op sao retidas na teoria como pardmetros arbitririos na Ha
miltoniana, descrevendo a normal a hipersupetffcie inicial. Assim o con?
junto de variaveis candnicas fica reduzido %que1as que sdo definidas D-
invariantes sobre a hipersuperficie inicial x° = cte. Dados (gij’ Pij)
em alguma hipersuperficie inicial x° = cte, & sempre possivel, em princi
pio, obter o valor destas variaveis em algum tempo mais tarde, por meio
das equagdes Hamiltonianas (3.25). Entretanto, mesmo se dermos Jou €M
algum tempo inicial, eles permanecerdo arbitrarios em qualquer outro ins
tante.posterior. Esta arbitrariedade em 9gy» PO Seu lado, impede a de-
terminag3o univoca de (gij’ Pij) naquele instante posterior desde que

g . estd presente nas equagGes de movimento. Para eliminar esta arbi-

ol
trariedade que aparece na Hamiltoniana - e, desta forma, tornando a di

namica da teoria formalmente {inica - introduzimos condicdes de coordena
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das (i.e.,fixamos o sistema de coordenadas sobre a variedade) que sdo equi-
valentes a uma escolha conveniente dos parametros, fixando: 1) diregdo
do vetor normal que define a hipersuperficie tipo tempo; 2) sistema de

coordenadas dentro da hipersuperficie 22, .

Finalizando, vamos analizar o nlmero total de graus de liberdade

1 3 i3 * Iy -
envolvidos no conjunto (g P1J) . Este conjunto & completo mas redun-

ij?
dante, no sentido que eles ndo representam um conjunto minimo descrevendo
um campo de spin 2 e massa zero 23, s quatro vinculos {3.17), (3.18) re-

lacionando estas 12 vari3veis, nos deixam sOmente oito independentes. A
fixagao do sistema de coordenadas elimina quatro graus de .Jiberdade - esta
escolha pode ser feita tomando-se quatro fungdes de (gij’ Pij) igual as
coordenadas

Py <o

no_ou
X = (9545
que deverao ser consideradas como quatro vinculos adicionais 5,10, As

variaveis arbitrarias Yon ficardo fixadas pela condigao

TRRNT!
5y = ob

t

Uma vez fixadas as coordenadas, nos ficamos com apenas quatro componentes
de campo independentes, um nimero apropriado para um campo sem massa e spin
2. Dentro do espirito do método de Dirac da segdo 2, as quatro condigdes
de coordenadas deverao ser escolhidas de tal forma a constituirem com

(k L,ﬁr) um conjunto de oito vinculos de segunda-classe.

Resumindo, a descricao do problema do formalismo hamiltonianc da RG

sobre a hipersuperficie inicial consiste de:

*  Cf. anadlise analoga para o campo eletromagnetico, apendice III,
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1) seis varidveis de campo canonicas g, que sdo a métrica desta hiper-

superficie tipo-espago inicial.

2) seis varidveis candnicas de momentum P™" (associadas 3 segunda forma

fundamental da hipersuperficie tipo-espago)
3) quatro.vinculos hamiltonianos f@L =0, ﬁr = 0.

4) quatro condigoes de coordenadas - f”(g. Pij) = 0, que com os vin

ij?
culos Hamiltonianos™ formam um conjunto de oito vineulos de ‘segunda-clas-

: . *
se (numa teoria com nossa escolha de coordenadas fixadas).

Com estes dados, aplica-se o metodo descrito na segdo 2, construin
do-se 3lgebra de comutagdo de Dirac onde o conjunto de segunda-classe &
constituTdo dos oito vinculos acima descritos. Assim todos os  vinculos
da teoria sao c-nlimeros em relag3o @ algebra dos PD e portanto podemos,
em principio, passar 3 quantizacdo. Equivalentemente, utilizando-se’o
mesmo conjunto de segunda-classe podemos construir os observaveis candni-
cos (variaveis estréla) que serdo os correspondentes operadores observa-
veis numa eventual quantizagdo canbnica. Nas segoes seguintes, vamos cons
truir as variaveis estrela para a formulagao tensorial e spinorial da teo-

ria Hamiltoniana da RG, explicitamente, em aproximagdo linear.

*
Na segdo seguinte, discutimos o problema de C. Coordenadas.
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4. FORMULAGAD HAMILTONIANA PARA O CAMPO GRAVITACIONAL NA APROXIMAGAO LI-
NEAR

As equagdes de campo (1.6) s3o obviamente ndo lineares, de modo que o
principio da superposicdo de solugBes ndo vale. Fisicamente isto & devi
do ao fato de que o campo gravitacional contem energia e day uma massa
efetiva, e entdo o proprio campo pode passar a constituir parte de sua
propria fonte. No caso de aproximagdo linear, o efeito de o campo gravi-
tacional reagir sdbre sua propria fonte, constituindo parte dela, serd
desprezado e os efeitos gravitacionais serao considerados simplesmente a
ditivos como na teoria gravitacional classica. Para ignorar o efeito de
0 campo gravitacional constituir parte de sua propria fonte, devemos su-
por que o campo & fraco. Isto significa que & possTvel achar um mapea-

mento tal que
guy(x) = 0 + 0 (x) (a.1)

onde huv(x) =g Auv(x), Auv(x) fungSes arbitrarias limitadas e ¢ um para-
metro infinitesimal arbitrario; isto pelo menos em alguma regido

do espago-tempo. Em todos os cd@lculos que se seguem vamos considerar co

mo significantes somente termos de primeira ordem em €.

Tendo mapeado 9 M2 forma (4.1), ainda temos a liberdade de reali-
zar mapeamentos adicionais que preservem esta forma. De fato, o grupo

de covariancia da teoria linearizada (4.1) se separa em duas partes:

1. TRANSFORMACDES DE POINCARE ARBITRARIAS

Moo xP = L“v x¥ & b¥
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N u \)=
tal que Ty L o L g™ Nyp © sob estes mapeamentos huv se transforma como

co tensor.

1

II. TRANSFORMA;UES INFTNITESIMAIS
e xH oo ¥ E“(x)

contanto que huv(x) se transforme como
ESN i~ ' - - -
h(X) = by (%) = &, () = &, (%) . (4.2)
onde £*{x) & toda fungdo infinitesimal de primeira ordem e que ndo & ve-

tor de Killing da geometria chata (EV(x) vetor de Killing da geometria

¢chata descreve as transformacOes de Poincarg infinitesimais, ja incluidas

em I). Tais transformagdes serao referidas como transformagdes de gauge

“

(cf. forma (4.2)).

Agora, tendo”em vista(4.1) e o critério de reter termos de primeira

*
ordem 8 somente:

(1)

o - _]__ - of [
Gt =2 (aan ¥ Mena " M) (4.27)
e as equagdes de Einstein para o vazjo sdo:

g 1 1
Wow P

w = R 7y 2 E‘,uv“‘ (w00~ Mg ,uo ™ yp o ) #

- po - OB
n ™ (h - h

i3 [o]e 29 UB)

onde h = n*¥ huv' Introduzindo-se novas variaveis

* Termos e expressoes de primeira ordem serao notados pelo Indice (1) em

cima,
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Yy © huv TS My P
ou i
= 1
) Mo = M 73 My ¥
obtemos:
W
-1 0 . . po .
By =2 (M V00 " Tuw " o Tl M Tpug) B0
onde
_—
WEY Yoo

como ja .foi visto anteriormente, temos ainda libérdade de realizar trans-

formacdes, Sob transfdrmagles de Poincare, Yy S€ comporta como coten-

- sor, enquanto que sob transformagoes de gauge infinitesimais (II), usando

(4.2), '
[ - - pa’
M M TSy TRt S

Assim, escolhemos um mapeamento tal que

] = - po B =
T T T free =0

de modo que um conjunto g“(x) pode sempre ser encontrado, correspondendo
- t - . . *
a um dado Ty que “fara = 0. Em consequencia, neste novo sistema de

coordenadas, as.equacoes de Einstein Tinearizadas tomam a forma

n®’ o0 = 0 ) (4.3)

as solugdes de (4.3) satisfazendo a condigdo suplementar

" ¥y = 0 (4.4)
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(4.4) & a condigdo de De Donder Linearizada ou condigdo assintdtica de

radiagdo 6,

Notas:

1) A equacdo (4.3) nos sugere que os efeitos gravitacionais se propagam
como ondas com velocidades ¢. Pode-se, entretanto, fazer a objegdo
de que a perturbacgao Yo € ligada a um sistema de coordenadas arbi-
trario e por isso a existéncia de uma perturbagao nao nula na metri
ca nio & indicagdo invariante da existencia de um campo gravitacio-
nal. Porém, considerando-se o tensor de Riemann em primeira ordem

1 o8 - -
wp = 7" I:hep,uv *houge " Mave T M Bv:l

o qual se prova, facilmente, ser gauge-invariante; e usando (4.3)

obtemos:
oo (1) @

"R Mgy e = 0

Assim, o tensor de Riemann, que nos da um critério absoluto para a
existdncia de um campo gravitacional, obedece @ equagdo de onda = o
que nos permite concluir que, na teoria linearizada os efeitos gra-
vitacionais se propagam com a velocidade ¢ e, portanto, uma partTcu

la de massa de repouso zero sera eventualmente associada.

2) As quatro condigBes (4.4), que as soluges das equagbes (4.3) devem
satisfazer estdo associadas 3 fixacdo da gauge, eliminando-se assim

arbitrariedades dos mapeamentos de gauge (II). Utilizamos esta pos
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sibilidade de mapeamento e escolhemos entao um sistema de coordena-
das definido.por (4.4) tal .que as equagdes de Einstein Tinearizadas
tomassem a.forma simples (4.3). Vamos mostrar a seguir que (4.4)

(em primeira ordem) de fato fixa a gauge a menos de uma solugdo da
equagdo [1E%(x)-= 0 e a menos de.uma transformagdo de Lorentz (des~

de que a teoria linearizada & Lorentz covariante).

Sob x'H =-x* + g'(x), &"(x) fungio arbitrdria infinitesimal,
(4.4) se transforma como

1
Py

vp v
uV,sp £

- P a
N Yy, TN +6 " &

vp
T S O o

Wavp
As transformagOes permitidas serdo aquelas que deixam invariante as

condigoes (4.4)

vp vp Sr O
D 8o T B T B,y

ou
vp -
n Eu,vp 0 (4.5)
Tendo.em vista (4.1), e em primeira ordem
wo_ _  uo VB
h™ = -n""n haB
e, de (3.4),

otV = nuv + h¥V - (nou nov & nov hoH 4 nou pov . 00 nou nov)
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A versao Hamiltoniana-da.teoria linearizada vai ser descrita em ter-

mos dos D-invariantes abaixo:

i) by (ef. (4.2)

ity edan'dant

(1

M
1), P rs _ (nra nsb -n's nab) {gb} (4.6)

que sdo objetos de primeira ordem. Sob o grupo de gauge x™ =iy Eu(x),
os momenta se transfonfmam

1) rs (1)rs 1, rs _sb rs _ab

p! = P +§‘(n n -n n ) [—Eo,ab-go,b;l
ou

Wors W, rs

0, 0, a

iv) Vinculos secundarios: de (3.19) e (3.20)

{n (1)
#r=-2p™ =0
(4.8)
1) (1)
JUR B -
g'{L =n Rps = 0
My, ),
onde *Ryo= Tygg - Typs
Y
ou, usando-que Pj1k =’ {}k} e tendo em vista (4.2'):

() 1 rs m i
KL=5 0o E‘sm,m *Npgms ™ Prsme " h,c,m,r—_[ (4.9)



54

Para preservar a-ordem de aproximagao. na.teoria lin

dices sdo levantados e abaixados com a "métrica® Lorentziana o'V, n

respectivamente. 0 cardter espacial .dos Tndices dos D-

limita 3 parte.espacial da métrica

1‘]=n..=-6.

n ij ij

Por-isso, de  agora em-diante, a métrica 3~dimensional u
(a menos de um.sinal) e ndo sera feita distingao entre

contravariantes; a.convengao de soma.se mantém para ind

earizada, os Tn-

BV
invariantes nos

d a ‘s
sada sera 613
4 ..

indices co ~ e

ices repetidos e

as quantidades serdo escritas com o devido sinal. Assim, por exemplo

(4.6) se escrevera:

m O
Pab = fapt + {pat O

e a lei de transformagdo (4.10)

()
= P ~E +68,. V&

rs rs 0,r's rs 0

Tambem (4.8) e-(4.9) ficardo, respectivamente,

(1) m
fho.=2P, =0

rs,s
gél) =
L=

0s PP entre fungdes ou funcionais de campo n[;ij’ P

Nonon ™ D rin = 0

(4.10)

(4.11)

(4.12)

U] sobre a mesma

hipersuperficie. tipo.espago sdo obtidos a partir da definigdao (2.5) -

considerando-se as variaveis do espago de fase gy > M

ij + hij e
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pii Pij’ na aproximagdo Tinear, e dai segue

8n &n
>
69rs(x) sh.g (x)
én &
->
2 4
sPM(x) 6(,1,) “(‘X)

em primeira ordem. As varidveis candohicas de campo, que agora descrevem
1
o espago de fase.da teoria, serdo (hij’ Pij)’ obviamente. Os PP funda-

mentais sobre x° = cte, entre as variaveis candnicas, d3o:

-
(g0 i) =0
x0=y0

(1) (N
[Pij(x)’ sz(y):l =0 L (4.13)

xO:yO

(1) .

Eij(x)’ ka(y;} = % (612 sjk + 85 sz) 5(%-¥)

X0=y0

J

onde &§(X%-X') € a distribuicdo de Dirac 3-dimensional.

Relacionada 3 transformagdo de gauge (4.2) aparece, na versao hamil-
toniana, uma estrutura andloga, 0 que agora dividida nas transformagbes
1

P,

1j)‘ 0s geradores destas

de gauge das variaveis do espaco de fase’(hij,

transformagbes, via PP, sdo:
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]
¢ = | Ar(i,x°)§gi &x (4.14)

1
B(x°) = j A_(%x°) S{L d*x (4.15)
1) . - e el L
para hij e Pij (espectlvamente (Ar e AL sao fungoes infinitesimais de
primeira ordem, como uéua]mente. Assim, (4.14) gera sob h1.j a transfor

Mmagao

- (1) (0
shyg = [hys(x), c(x°)] - IE,ij(x), j By (R ) Py X)) d’x‘:l -

]

_'[ 3 ke - Oy _
=5 (855 Sms * Sim S30) I dox! e §(X-X') A (X' ,x°) =

= e . 3 o

== o (81 S + Sy 8jp) Ay p(KX7)

ou
1 .
Shyj = - s (A5 +hy,9) (4.16)

que & idéntico a (4.2) para pyv =1, j.
A parte restante das transformagOes de gauge, que atuam sObre as va-
1

ridveis Pij € -gerada por (4.15) como:

M [ m . . .
6P1-J-=.\:P (%), B(x°)}[1(vij(x), Jd3x' a0y ) n X))

J
1 o
8 = = . . > . Ix! X! ¢ - *l"»
= - (844 623 + Grg 521)Jd X AL(x SX7) —F ax'ﬁ‘é(x X) +

>y >

* 845 Idax' A (X X0 vr2s(XX) = -
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ou (
1)
8Py = 855 V2 (Xx°) - A

i3 (%, x°) (4.17)

L,iJ

que & an3loga a (4.10).. A esta ‘relacionado de forma trivial 3s componen
tes temporais do grupo de gauge (II) e corresponde aos des]ocamento; nor-
mais 3 hipersuperficie inicial. Assim, no caso da aproximagao linear, os
vinculos sdo os geradores do grupo de gauge da teoria, excluido o grupo
de Lorentz, como no caso da teoria completa onde (3.24) era o gerador do

grupo de invaridncia da teoria.

Condigoes de Coondenadas

Como foi visto na secao 3, as equagOes de movimento (3.25) ndo deter-
minam de modo Unico as variaveis canOnicas de campo (gij’ Pij) sobre uma
qualquer hipersuperffcié tipo espago, a partir de hipersuperficie de valo
res iniciais. De modo a tornar Ginica a propagacdo, temos que fixar o sis
tema de coordenadas sobre a variedade, o que implica em fixar os coefici-
entes 9o sobre a variedade. Isto & feito impondo-se quatro condigBes de
coordenadas. Por exemplo, na aproximacdo linear impusemos as condigdes
(4.4) (de fato, condigbes de gaugej e mostramos que elas realmente fizam
o sistema de coordenadas a menos de uma solugdo de (4.5) e a menos de um
grupo de Lorentz. As condigdes de coordenadas convenientes na versdo Ha
miltoniana deverdo ser expressas em termos das variaveis candnicas de

ja. % ~ - : . -
campo (gij P1J) - em particular, serao vinculos D-invariantes definidos

* e/ou suas derivadas espaciais,
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sobre a hipersuperficie de valores iniciais. Nossa escolha serd guiada
de tal forma que as .condicdes de coordenadas sejam de segunda classe
com relag3o ao. conjunto total de vinculos da teoria 10, 24, de acordo
com 0 metodo. descrito na-segdo .2, .portanto vinculos adicionais que se-
rao incluidos na construgdo da algebra de PP da teoria e/ou na constru-

¢do dos observaveis (variaveis-estréla),

Uma escolha possivel, mas de forma nenhuma Unica, das condigBes de

P . - . ok
coordenadas para a versao linearizada e sugerida por (4.4) e tomaremos:

h =0

rs ,”S
(4.18)

hpp =0

Entretanto & facil verificar que o conjunto total de vinculos, cons
tituido de (4.11), (4.12) e (4.18) tem um elemento de primeira-classe,
que & 1@L. Isto nos leva.a um conjunto de segunda-classe com sete vin
culos e a uma matriz [ba, @H] (cf. 2.15)) singular. Desta forma o PD
nao fica definido, nem as equivalencias (2,18) para os observaveis es-
tréla. Para contornar esta dificuldade reescrevemos as condiges de ra

diagdo (4.18) numa forma diferente, porem matematicamente equivalente

hijg =0
)y (+.19)
Vi P - Prs,rs =0

*k
Realmente, podemos mostrar i1 que existe um sistema de coordenadas

consistente com (4.4) (i.8, associado a transformagoes da classe
g% =
£ 0) onde You

escritas como hij,j= 0, hii= 0, hou =0,

=0, Yi; =0 dai Yij,5 = 0, que podem ser re-
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onhde V2 & o Laplaciano..no espago euclidiano 3-dimensional e a fungdo de
Green associada a‘.v?.se.anu]a%no;infinitO'espacia]. A equivaléncia po
de ser verificada diretamente utilizando~se (4.6) na segunda relagao
(4.19) e considerando-se“a.primeira relagdao (4.19). As condigBes (4.19),

25

assim, substituem (4.18) e demonstra-se que (4.19) acarreta

%ou = Sou

0 equivalente da condigdo de radiagdo (4.4) na versao Hemiltoniana serd,

portanto,
his.5 =0 )
L0 () )
Pss " Prsyes =0 (4.20)
huO =0
J

As condicdes (4.19) sdo as condigdes de coordenadas usadas na fOﬁmulagEo
candnica ADM 6, 26 da Relatividade Geral; s30 ambas D-invariantes e
constituem, juntamente com (4.11) e (4.12), um conjunto de oito vinculos

de segunda-c1as§e, 0 que sera mostrado logo adiante.

Vamos mostrar que (4.19) fixa realmente o sistema de coordenadas, a
menos de transformagoes de Lorentz. As transformagdes possiveis s@o a-
quelas geradas por (4.14) e (4.15) e que deixam (4.19) invariante. Assim

X

X0= x'° ax ax"

N My ) (i
[s (x) Prs rs’B(xo]=J EL(xl)[s (x) Prs rs %L ] '“ZVZVZ‘EL(X)=O
X0

0=y'0
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cujas solugles correspondentes a mapeamentos nao singulares e que $e anu-
lam no infinito espacial_saoegr =.0, gL = 0. Outra verificagdo pode ser

encontrada na referéncia (26).

As equagoes de.movimento na forma linear, em primeira ordem, seriam

formalmente .
1)
h'ij,o = J (;i\](x)a §€L(X')] d3xt = 0
T X0=x|0
1) M om 7 :
Pij,o = J[-Pij(x)a sz(X‘{l d3x' = 0
xO=x'0
(1)
=0
(h
}EL =0

N? verdade nag & possivel toma-las como descrevendo uma situagdo- fisica.
%L ndo pode.ser, de fato, considerada .uma Hamiltoniana mas € simples-
mente um vinculo nesta aproximagdo e que sera utilizado ﬁa construgao

dos observaveis, Desde que @stes observaveis, segundo a segdo 2, sdo
por construgdo.variaveis congeladas (no sentido de .que tem dinamica) es-

tas equagOes ndo serao importantes (cf. notas no fim desta segao).

Constnugdo dos Observaveis-Estnila

Com a teoria descrita na forma acima podemos passar diretamente

of

(11}

construcdo dos-observaveis. O conjunto de vinculos de segunda-classe

constituido de:
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i) Quatro vinculos secundarios

1
SR

1)
g’ﬁL = fpegrs " Nepyss =0

i1) Quatro condigoes de coordenadas

.A1- =hij,j=o
AL IR
=V l)ss'Prs,rs'0

. 0s PP entre eles.s3o dados abaixo, somente um calculado explicitamente para

*
exemplo :

m (D (xe
[ML(X), Wx'ﬂ - [hréfis - hix), Pmﬁ’fmﬂ -

XO=X'° X0=X'0
“l > SEX")(8,, 8 . + 6. 8, ) +
) r s " (x-x")( re “ms rm "4s
3%’ ax” ax’ ’
L 8 5, & > S{¥-%') =
) (g, Sy * Sy Spg) s s -
Lo o ax> ax” ax'
= - e 72 §(X-X') - —— V2 S(%-X') = 0
9% ax'
. 65} -

Em todos os calculos que se seguem, o vinculo %r foi usado sem a cons
tante 2.
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9
Aqui, usamos os PP fundamentais-(4.13) e o fato de que ———E-ﬁ(iii‘) =
Ax
= - a_z §(X-X') desde .que 8(¥-X') & simEtrica na-troca~de X por X'.

X
Analogamente, & direto e trivial o c@lculo dos outros PP. Assim

4) s e
B (%) B(x')] = - 272 VS (xR

x0=x 10
[ki(x), B(x'i] =0
Xx0=x'0
+ Chamando ) .
(1 (M
y1 ={%|)_’ %yn A], B (4'2])

podemos escrever
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(4.22)

Nozas: 1) Estes vinculos nos ddo que o nimero total de componentes inde
pendentes sera dois para cada varidvel candnica fundamental (kij’ Pij)
por ponto da hipersuperficie X = cte, que descrevem corretamente um cam-
po de spin 2 e massa de repouso zero 4.

2) A matriz anti-simétrica (4.22) tem inversa desde que (4.21),&
éoﬁstitu?do de um nlmero par de vinculos de segunda-classe 17; e desde
que os elementos de (4.22) sao c-nlimeros, sua inversa e os coeficien
tes dos observaveis BK serao um conjunto de c-nUmeros (cf. secdo 2) e

bortanto as equivaléncias (2.18) vdo se verificar mesmo fora da hipersu-

perficie de vinculos.

A partir de (4.21) vamos construir o conjunto de observaveis BK

* * - . ~ .
hij’ Pij)’ adicionando a hij e Pij uma combinacao linear de todos os

vinculos do conjunto (4.24). Os coeficientes serdo determinados impondo-
se e a condigdo de

E1:§X)’ yl(x')] =0

x0=x'0 }

N

(4.23)
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para £ = 1...8. Assim

> (]) . R (1)
hy3(X)=hy50) + Jo o g (") &y () dx" + Joﬁij(’“"")?@dx") dix +
X X

+J Y1J (‘)Z',;(’tnl) AZ(XII)daxu +J Eij(z’—;") B(x") d3x (4.24)
Xo Xo

Os coeficientes deverdo ter, por consistencia, as simetrias:

> oy > 2
oy 4 (GX") = ajik(I,x') = aijk(f" X)

A simetria em (Y, ?“) decorre de que a matriz (4.22) dos PP depende somen-

te de  §(X-X") e/ou suas derivadas de ordem par.

Determinagao dos coeficientes (usando (4.22) e (4.23) e os PP funda-
mentais (4.13)):
* (1 &
hij(x), jﬁL(X'i]= 0 == 2 J aij(i,I“) vi2 12g(X'-X")dIx"=0
x0=x'0

ou

yiz g2 aij(i’j') =0 (4.25)
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L) -
@%u»%gwﬂ = 0.2 28385881830 g S04y, ()

xO—x'O
32
f%smV”ﬁ >-% §(X'=x")p> =0
ax‘rfax'2
ou
1
% (8;835+845 Jr) 6(x %) = E'Grzvlz Yijz(z’i') +
1 h > >
+ = Yije (x,x') (4.26)

2 axiTaxt

. [h:j(X)a AL(X ):[ =0 ?J‘ 1Jk(x X { sz Vuzs(*“ -rl) +

X0=x'0

ou

X.X') = 0 (4.27)

[h:j(x), B(x')].= 0 => J By x +"){ 2v' 2725 (X" '*"}dsx +

x0=x'0 O

+ V25 (X-X') 85 - ——— S(XX') = 0
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ou

32
292 v2 g, (X,X') = VRS{EX') 8., - ————— §(%-X" 4,28
i5(%:%") (%-X') 835 — T o (x-x')  (4.28)

Soluedo das Equagdes Diferenciais dos Coeficientes

Estes coeficientes deverdo.ser c-nlimeros, como consequéncia das rela-
gGes de PP (I) e um exame radpido de suas equagbes diferenciais nos mostrg
que eles devem ser funcgBes de 8(X-X') e/ou suas derivadas D(X,X') e/ou

suas derjvadas.

Notas: 1) D(;,;') g a fungdo de Green do operador V2, tal que

’

V2 D(X,X') = §(%-X")

com D(x,x') se anulando no infinito espacial; obtemos

: - . o o .
0 operador inverso L e um operador integral com nlicleo D(x-?("); assim,
v2
por exemplo

1
—, fxX) = [ D(X'-%") £(X,X")dx".
N
32D(X-X")

Da forma de D(X-X') temos que —3—- D(X-X') = - -a—— D(?—'i') e ————=
BZD(—)Z'?I) 32 _'_+3x1 ax'1 ax1  axJ |
= Al = e - D(X-x') estas propriedades valem igualmente par

ax'iax'J ax? oxtd :

ra §(X-x').

1
VZ
§(X-X') e D(X-X'), por exemplo,

2) As operagoes e 3; comutam quando atuam schre as fungles
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consequéncia das propriedades (1) acima e -de que J f(x)r—g? §(X)d®x =
’ X

2 - J ——§I§5) 8(X) d®x para f(x) contTnua e diferenciivel.
X T ’

3) As solugoes.das equagdes diferenciais homogeneas associadas,
que se anulam no infinito espacial e ndo tem singularidades s3o0 jdentica-

mente nulas e por isso n3o serdao referidas no que se segue.

Desde que procuramos campos livres de singularidades e que se anulem

no infinito espacial, a solugdo de (4.24) seyé:
>
eij(x}x') =0 (4.29)

Para obter uma solugao de (4.26) vamos diferenciar em x'". Temos:

' 32 3
1 T Fy o 1 2 oy
2 (Sirsjs+sisajr) ax'Sax'F (x-x") 2 Grz '’ 1Jgfx’x )+
9
l 12 i}
i 2 ax'2 YiJz(x’x )

ou

P (X,X') = > S{X-X") (4.30)

axik 192 ax't ax'd ’
e entao
3 1 32 3? 1
— Yij, [t 4D IR SR ¥ L) S p—— 1 ¢ A 1] R
ax'd v'2 ax'laxtd ax'lox'd vi2
32
= D(X-X")
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e integrando-se finalmente obtemos

32
(FoX!) s —— o ———— D(XX') + 0,

% yE i3 ()
ax ! Tax!d

Yije

tal que -—% eijz(i,?') = 0. Por consisténcia, substituindo (4.31) em
9X

(4.26) e usando a:propriedade de divergencia nula de eijs&’ segue:
® -

3 3 3t
l T >y l 2
, (‘Sirsjs""sissjr) : §(x-x') = ~—r ; D(x-x') + > v @ijr(
ax' ax'" axtTaxtd
ou
1 9 1 °
> e > . ) -
e'ij'Y‘(x’x ) y'2 axlj S(x=x )GH‘ g2 gx'l SJY‘ §(x-x")
1 3 32
a2 —— ———— D(X=X") (4.32)
vi2 ax.r‘ ax'rax'J °
Pode-se verificar facilmente que (4.32) satisfaz — Gijr(;,z‘) = 0.
ax'" .
Substityindo (4.32) em (4.31) tiramos:
1 3 32 1 3
P g e -
cs (XoXK') = s — —— e D(X-X') * Gy —— ——— §(X~X') +
Vi3 7'z ax'd ax'iax'd G * %40 T ax!d B
] 3 .-
+ 85, —— —— §(X-x' : 4.33
s or T o0 (4.33)

Consideremos agora a equagao diferencial (4.27). Diferenciando em xt%

0 2 T o
PR IESRY.

e dai segue
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> > > 3,
uijk(xsxl) = ;"; ¢1jk(xsx ) (4.34)
tal que ° (X,X') = 0. Substituindo (4.34 4.27) v'2 1
qazmd».ijk, = 0. Substituindo (4.34) em (4.27) ;:¢1.j+
T ;T; ¢ijk‘= 0 ==$>¢ijk = 0, Substituindo em (4.34)
oy =0 ' (4.35)

As solugoes %4.29) e (4.35) eram de se esperar desde que h:j(x) nao deve

depender de,Pij {(usar teorema da divergencia de Gauss).

Finalmente,. considerando a equacdo (4.28), obtemos diretamente

B, (X%') = 1 —1-—5(2&')5 L —-————82 S(X-X")
igvee - 2 y'2 ij ZV'Z.V—I-Z_EX'iBX'j
(4.36)
ou, usando a comutatividade-
1 1 3
> >y = L -)-_—)—I LI —)_—)-
B1j(x,x } = 2 513 D(x-x"'}) 2 77 e D(x-x") (4.37)
Desta forma,
* (1)
hys(x) = hyj(x) + IO Bij(i(’,?')ng(x')ﬁx' + JO i3 (XX') Ay(x')dx!
X X (4.24")

onde Bij € Yijq sdo dados por (4.37) e (4.33) respectivamente.

Usando (4.33) e (4.37) vamos mostrar que h:j(x) € uma variavel que
tem trago nulo e.divergencia nula e portanto & uma varidvel do tipo TT da

; 6 * —
teoria ADM °, hij(x) = hi§(x).
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Thago Nulo
hyo(x) = h + L [ s, pE=i Q) e d3x' -

1'j( = -ij(x) E oij (XX)%L(X) X

X
1 32 1)

1 P >
-1 — —-_—TD(X"X' sg x! dsxl +f . X,X' A (x' d3x|
P 7 Y8, (x') J, 13 G2 )

Calculando o trago

oo () 5 1)
=h s (x)+ E-IOD(X-X')jﬂL(x')d3x'— %—JOD(X-X') B (x")d¥x +
X X

+J Vi1 A, (x')d%x!
o]

X
N o
00 = i)+ [ 0GR 0+ [ gy Aty o
X0 %o
hi(x) = hyg(x) + JOD(%?')I:hrg’f;g SRR fo Yisg(EE") A (x*)d2x!
X i X

Na segunda integral 3d.direita, integramos por partes, usamos teorema da
s - . N o~ ->—>-| . P
divergencia mais a.suposigdo que D(X-%') e os campos se anulam no infini-

to espacial e obtemos

h(x)=hyy (%) + jo (Vy5p5R) - —— DEEH')) Ay (x') dx"

- f V'2 D(X-X"') h(x')d3X!

ou
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]
*
hys(x) = hys(x) +J (V4 4(%:X") - — D(X-X")) A, (x') d°x" - h o (X)
X0 X )
~ > 9 -
e entao basta mostrar que,(yiiz R D{x-x') se anula identicamente; de
o X
fato, usando (4.33)
oD 9 3
g T8 = D(X-X') + —— D(X-X') + —— D(X-K') - X-X")=0
TE ke ax'e ) ax! e PR ax' e )

Divergéneia Nula:
9
Por (4.37) & trivial que-—— 8. (%,%') = - — B, (%,X') = 0. Resta
: ‘ axti 1 axi 1

entdo, mostrar que a divergéncia dos outros termos se anula. Assim

32

- - -r_-)- . 3 = A - =
hij,j(x) = hij,j(x) Jo Gij S{x-x"') hzm,m(xl) d*x! hij,J(x) him,m(x) 0
X
- ) .
0 observavel associado aos momenta Pij e dado por

(1 (1) o (1Y oo (1)
Pig*(x)=P1j(x)+Jouijk(x,x")j@k(x“)dsx"+ion1j(x,x")ng(x")dax“ +
X

+J Ay (B5R0) A (x)dox" +J 0; 5 (L%) B(x") dox"
X0 x0

Por consisténcia os coeficientes deverdo ter as simetrias
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> - >
T]-IJ(X’X") = nj,i(X,X") = n-ij( "x)
> -
Aijz(x,x") = >‘J1£(X’X") >\1J2(X",X)
- o >,
Oij(x,x“) = 03.1(3?,3(’“) = Oij(x'i,x)

A simetria em (X,X") decorre da forma dos elementos de matriz (4.22) (cf.
< (1

(2.17)). Determinagdo dos coeficientes em Pi;(x), usando-se (4.22) (4.23)

e (4.13):

(])* ) ' = T Tuygu2gi2 g1 guy43yn 128 (T
Pij(x),;fcl_(x ) =0 = 2 ] 0 (X.x"VY S(X'-X")dIx"48; 5 VHES(x-x" )=

ou .
32
2912 g, (LX) = - 6.s V2 G(ER) 4 e S(RRY) (4.
2v':y O”(x,x) 51JV §(x-x") TP (x-x') (4.38)

(1) (1 —r ; >
[Pl';g(x),jﬁr(x')il =0 =>I )\ijg’(x;x")(- % 8, V2 §(x'-x") -

xO0=x'0 %0
32
-l sy e =0
2 Pyt
ou X T ax i
12 -)-. 82 - *.
Spg V xm( ) + — Apjp(XK') = 0 (4.39)
ax ' Tax!
[ :l = o:[P (x) Az(x')] + I ujjk(i*,i'")(]z akzv"%(%"-}'):r
0= X0=x'0 “x°
32
¥ S(F-%1))d3x" = 0
llk u2,
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ou
3 o> ooy 2 - 32
— - = ' !
(8 1263m+61m63£) §{x-x"') = S ¥ “ijk(x’x )+

—— 5y (LX)
ax'™ axtkaxre 1K

, (4.40)
m, -
P'ij(x); B(x")| =0 => -2 J nij(;’;") yr2 guz 6(3?'-32")d3x“ =0
x0=x10 X0
ou

V2920 (XX') = 0 (4.41)

Solugdo das Equagdes Diferenciais dos Coeficientes

Um exame destas equagOes nos mostra que estes coeficientes devem
~ o> > N > > . '
ser fungGes de 8(x-X') e/ou suas derivadas e D(x-x') e/ou suas derivadas,
e ainda mais, s3o equagbes diferenciais idénticas ds equacbes para os coe

* .
ficientes de h ij(x)’ a menos de um sinal,

Assim, comparando (4.38) com (4.28) obtemos:

1 3*
Ty L > Ty L _l > l . > >y

oij(x,x ) = sij(x,x ) 2 513 D(x-x') + 7 T T D(x-x")

- ax' ox' (4.42)
Comparando (4.39) com (4.27) obtemos

xijz(z,z-) = 1~_”L(X,SZ') =0 (4.43)
A equagdo (4.40) € identica a (4.26) e sua solugdo
1 3 32 1 ]

s o (XX )=y 1 (XX )mm o D(X=X" ) 8 —— —— §(X-X") +
Mgk (XX )= 51 (X0XT) T e et (X=%" )+ &5 o7 g S )

1 ] .

+ 8. — —— §(X-X') (4.44)

Jk vtz gyl

4
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(s, (1) - -
P1:( )=-Pis(x) = %.10 D(x-x') B(x')d® %-ion(x-x') B{x') d®%" -+
sy, (1)
+ Jo Higp (XY 5, (X' yd3x!
X

4
Usando as propriedades assintdticas de D(X-X') e Pi3(x), juntamente com o

teorema da divergencia, podemos operar formalmente:

1 1

j D(%-X") V'Z(P:S(x') ¢x' = -E-J SRRy v'2 (P) X1 o =
0 v X°
T, (1)
=%2—'V PSS(X) = PSS X)
Tamb&m
> 2 (1) RN

Jo D(x-x"') T Prs(x')dax"= - J porey D(x-x") PS¥’r(x')d3x‘-
X

Substituindo acima

M () () S SO | P
PLi(x) = Pyy(x) = Peg(x) - )j(omﬁk(x,x ) - =g DER B ()
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Resta mostrar que.o coeficiente da integral & nulo identicamente. De fato,

usando .(4.44)
[

) T Ty T Ty -
Biqp (Xsx*) E;TE D(X,x ) =0
Divergencia Nula:
3 3
Por (4.42) € trivial .que-—s-.0,;(X,X') = ~ — 0,.(X,X') =-0. Resta
ad WU ey

entdo mostrar que a djvergencia dos dois oytros-termos se anula. Assim

3 1 32

> > > 1 ; -
—e (XY s e Y2 DFEEY - 8, — V'Z SR -
axd Mgk = T ) =0 7 ()
! 1 a2 .
- Ty oL . )
ry s T §(%-x") i §(x-x")

e -daf,
(M« (1) (1) (N m

1
Pig i (X) = Pz 300 - Jo 85 S(X-X') PR, LX) &% = Pys s(x)= Py o(x)

Paréntesis de Poisson entre as variaveis estrela fundamentais sobre hiper-

superficie tipo-espago.

Usando (4.22) e os PP (4.13) obtemos

l:h:j(x), r.z[;(x')] =0 ]
x9=x'0
(1) (M
l: Pig('x), Pm(x')] =0 ; (4.46)
X0=x'0
(1 T
|}‘:j(x)’ Pz:](x')j[ =4 i3 (x-x")
%0=x'0 J

0
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onde ATT km(

X=X *‘) € uma delta de Dirac modificada, com divergéncia nula em
relagao aos Tndices, simétrica e de trago nulo nos ndices superiores e-in
feriores. Esta funclo & a delta (TT) da teoria ADM desde que esta GTtima

g'definida por suas propriedades de simetria, traco e divergencia. Para

provar as propriedades de ATTlgm( x') basta notar que
* (1)
13,400 =05 Pypplx) =0
e
- (s
hiy =0 Pag = 0

s3o condigbes fortes no sentido de Dirac, 1.2, valemipara qualquer ponto

do espago de fase, guer sejam ou ndo pontos da hipersuperficie de vinculos.

Assim
_ 3 * (1) * (1)
ST = 5 | g, Foten)] = [ 450, e - o
. Xx0=x'0 x0=x'0
T 28 * (1)
by (X-X') = |}1ij(x), P M(x )] [h” :| =0
x%=x'0 x0=x'0

etc. * Esta funcdo pode ser calculada explicitamente

4
* TFrisamos, mais uma vez, que para a aproximagdo linear as equivalen-

cias (2.18) sdo equivaléncias fortes no sentido de Dirac.
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T - Mm

Mz Ty * * 1 O
A 1-j(x,x ) = [pij(x), Ponx')| = =3 (6]263m+6]m632) S(X,X') +

x0=x'0

+6,; V20, (X.X") > 0, (X.X' i (X,X') = 8, V2 B.:(X,x')

iJ e axd axd 2 axdax ight? B4 . k

3

+ E " YlJz(x,x )(6k£ Gpm + skm Gp£) +

+ jo(-z veE g g (KR0) 0y (KA 4
X

- l 02 T T Ty 43
> io ka v Yijk(x=x ) uzmp(x X"+

'62
- l A IRVL] v I N
2 L woia e (KUK g XT) 4

e usando-se (4.33), (4.37), (4.42) e (4.44) podemos, tambem, por calculo

direto, mostrar suas propriedades.

Finalizando, os resultados importantes desta segao foram a constru-
¢io e cilculo completo dos observaveis BK para o campo gravitacional na
aproximagdo linear (campo de spin 2 e massa de repouso zero) e que  $ao
equivalentes 3s varidveis da formulagdo candnica ADM, modulo as mesmas

condigbes de coordenadas.
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Notas:

1. Do ponto de vista fisico, as forgas gravitacionais sdo medidas ndp pela
aceieragdo de uma particula, mas pela aceleracdo relativa de duas particulas
(desvio geod@sico) e a medida desta aceleragdo relativa & dada pelo tensor

de cutvatura 27, 28.

Sobre a hipersuperficie de vinculos, componentes do
tensor de curvatura linearizado podem ser expressas, em termos das variaveis
estrela, por relagdo muito simples. Usando as equagbes de vinculos (4.20) e

(4.6), temos:
(1)

y 2 ¥
Ry Kk & 2V hm (4.47)
M (M4 M
4 o] ~ o %
R ke ™ Pik,z + Piz,k (4.48)
ou, integrando-se,
h¥ oL ! M(]R?
i~ 2 72 i kka
(M 1 m
L 0
€kem Emrs Pit x % R ke

v2

Fazendo uma transfogmagio de Fourier em (4.47) e (4.48)

(1) ey *

Rk 2[RI G0

(1) (1) My
RO <P (kg Pk,

(1) -
onde K € 0 vetor p(opagagio. A propriedade Pij ic 0 transformada da

(1)
ks Pi(k) =0
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e entao as duas relacbes anteriores se escrevem

. 2 ) '
iglk) e * Ripng (k)

1 k 1) -
( 3z(k) x | u l‘(R)0

|2 img (k)
Estas quantidades fisicas podem ser obtidas entdo medindo-se o tensor de

=~y

curvatura (desvio geod&sico): embora estas medidas a Fourier sejam, em
principio, nao locajs no espago; para uma certa precisao desejada a re-
gido de medida exigida & finita e sugestOes recentes para medir ondas gra

vitacionais sao usualmente deste tipo 29.

(1)

2) 0s vinculos (71; L®0e %rx 0 ndo podem compor a hamiltoniana da te
oria linearizada, devido a sua forma bastante simples e as equagﬁes.hamil
tonianas de movimento em primeira ordem, n3o tém nenhum significado fisi-
co. Entretanto sabemos que a aproximacao 1inear_para 0 campo no vazio
pode descrever ondas gravitacionais na auséncia de matéria e, desde que

ondas gravitacionais-transportam energia, isto deveria dar origem na Ha-
miltoniana a termos positivos definidos descrevendo tal energia. Tal con
tribuicdo na Hamiltoniana aparece quando retemos tambem termos de ordem

€%, mantendo os vinculos em primeira ordem. Assim

(2) (1) (1) 4 ma

1
T S . )
2

= (Prg Prg 7 'rs,u rs,u re %.-EhNJISSN+?hNJ‘%U§
1) m
1 00-1/2 {
'Ehmﬂlmu§)+(g -0 B - Yo By (4.49)

0 primeiro termo.da expansao & uma hamiltoniana usual, envolvendo somen
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varidveis dinamicas e ndo cor}tendo o at:bitrir:ias._ Os termos contendo -
os vinculos em pm‘meirja -ordem trazem para as equacoes de movimento a ar-
bitrariedade associada e mudangas.de ordem € {II) no sistema de coordena
das. Esta expr:essio também poderia ser obtida linearizando o pseudo-ten
sor momentum enquiavde.Einstein para o.campo gravitacional e tomando
termos atg segunda ordem. Sua componente (0,0) nesta aproximagdo &

0 vetor de Poynting seria a componente E x)"" do tensor simetrizado.

Usando a densidade de Hamiltoniana (4.49), as equagoes de movimento

agora serao -

Mm@ Mm@
B P13 = | Pyzlx)s H(x°>} <[ o [ (%) %(x]
X

% '0=x0

-

- (2) (2)
8y hy;(x) = Eij(x), H (x°)} =J d3x! [hij(x), % (x'):l

Xo X°=X'°
e calculando-se explicitamente, usando (4.13), obtemos
M ] m 3 ()
e L y2 1 - - i 85 ) —
B Pig =" Mgty S %L 7 Gir 835 * 845 GJY‘)BS %
X
m (1)
aohij_-z P”- 513‘ 2%
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SGbre a hipersuperficie de vinculos estas equagbes se reduzem a

Mm

3 p.*

N] 2*

1]
(4.50)
* (1)x
30 hisz Pij

equivalentes @ equagdo de onda L’.Ih?;i ~ 0.

Analogamente, a densidade de Hamiltoniana (4.49), sobre a hiper-

superficie de vinculos deve se reduzir & forma definida positiva

@ M Wa 7%
B P Prgt 7 hr*s,u Mes u (4.51) .
()

De fato, os dois dltimos termos contendo %, e 75 . se anulam fraca-

mente. Outros termos se anulam ou por propriedade do trago-das varid

veis estrela ou fracamente pelas condigGes de coordenadas. O anula-

mento de 1/2 h . . h pode ser visto fazendo-se uma transformagao
rS,U Yu,S .

de Fourier; obt&m-se

TF(hY‘éfl)l hrlﬁfg) > ky kg hpg(k) by (k)

e a condigdo de coordenadas hij ™ 0 nos da kJ. h_ij(k)’,b’ 0 o que impli

ca k, kg hy(K) hg(k) 22 0. .

As condigOes de coordenadas eliminam da Hamiltoniana os termos as
N 4 P
sociados a “ondas de coordenadas", bem como eliminam estas componentes

da descrigdo em termos de varidveis estrela. Isto pode ser visto mais

30

detalhadamente na referéncia -, na qual os autores definem uma. zona-
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de radiagdo na.Relatividade Geral onde varidveis candnicas descrevends a

radiagdo obedecem equacGes da teoria linear,

Com relagdo.ds equagdes de movimento (4.50) e & hamiltoniana (4.51)
devemos observar que, para efeito de c3lculo, pode-se trabalhar formalmen
te com (4.51) como uma igualdade forte no sentido de Dirac (i.&, mesmo fo-
ra da hipersuperficie-de vinculos) e obter as equages de movimento (4.50)

pelo cdlculo dos PP com (4.51).

(x)) s8o uma descrigde, independen

3)  As variaveis .estr§1a,(h:j(x), (;3;
te do sistema de coordenadas (em primeira ordem em ¢ *), do campo gravita
cional na aproximagdo linear em um referencial de Lorentz fixo. Quahdo uma
transformacao de Lorentz & feita, ndos devemos usar as novas variaveis estre

1a no novo sistema.de Lorentz para descrever o campo, como em eletrodindmi-

- . -5 -
ca, nos devemos usar as partes transversais dos AT e ET trans formados.

5. TEORIA HAMILTONIANA DE DIRAC NA FORMA SPINORIAL-APROXIMAGCAO LINEAR

A formulagao da.Relatividade Geral em termos de spinores a duas compo-
nentes bem como a.determinagdo- das.varidveis dinamicas candnicas nesta for
mulag8o & feita no apéndice I.- Todos os sTmbolos, convencBes e resultados

usados aqui foram obtidos ou mencionados neste apéndice, aoc qual nos refe-

Por independencia com relag@o 2o SC entendemos invarizneia com relagdo

as transformagdes candnicas geradas por (4.17) e (4.18).
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riremos ao longo de toda segdo 5. Desde que a formulagcdo hamiltoniana es-
t3 sendo feitarsdbre uma hipersuperficie tipo espago, as variaveis funda-
mentais quAB(x)v sao referidas a eixos de tetradas com uma das quatro com-

ponentes (pernas) normal & hipersuperficie x% = cte. (Cf. apéndice 2).

Na forma spinorjal,a a-aproximagdo linear & feita supondo-se que em
algum sistema.de.coordenadas as matrizes de spin cu(x) e ru(x) podem ser
escritas

(x) = %ﬁAB + Eﬁé(x) (5.1)

. AB
611

a0

T,(x) =T, +e Eu(x) € (5.2)

onde ciAB s30 as matrizes de Pauli com sinal trocado e aOAB € a identida

de 2 x 2. As matrizes %u estdo relacionadas a Bu por %u =g gﬁ e, onde
a barra significa a operacdo de conjugagdo complexa e ¢ = (_?8). 0s Tn-
dices gregos sa@o 1eva?tados»e abaixados com a métrica de Lorentz Mvs g
(cf. apendice I). Zﬁ?(x).é‘uma matriz de spin hermitiana, infinitesimal
de primeira ordem. Em todos os calculos que se seguem vamos considerar

como significantes somente termos de primeira ordem em Zu(x).

Usando (5.1) em

e tendo em vista (4.1) obtemos

[ __'I c o _]_
Ny * huv = E-Tr(c T,) Tr(z, T, + I

e entdao segue que
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h (%) - - %,rr(zu(x)%v +1(x) 2

" (5.3)

ou, em termos de componentes

oy (X) = - %.(zﬁB(x)%v a* TD 0, ag) (5.3)

Analogamente podemos obter, a partir de (5.3)

Y o - phd VB heg = 1 Tr(sH ¥4 2V

n

onde T = pH® Ty

Tendo co]ocado.au(x) na forma (5.1), temos ainda a liberdade de reali
zar mapeamento adicionais que ndo alteram a forma (5.1}, o que implica em

nao alterar a forma (4.1), Sob uma transformagdo infinitesimal arbitraria -

XM= M x gHx) :
su(x) se transforma como

o' (x') =o' (x) + & cufz) = o (x) - Eiu 0, (%)

que, em primeira ordem.se escreve:

o, (%) = o (x) - g“’u 8u (5.4)

Para que (5.4) seja ainda da forma (5.1) basta que Zu(x) se transforme co

mo

o

(X)) =3 (x) - g“’u Gy = Ty(x) = A (x) (5.5)

onde A(x) = £%(x) &

Uma transformagao de Poincare & obtida quando tomamos
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2(x) = &% X+ (1)

o

onde b* e ¢ 2 sdo pardmetros infinitesimais arbitrarios e tal que

o o
M v % " Myy €

Uma trgnsfogmagﬁo‘de‘gauge'(II) g obtida quando £%(x) & diferente
de (I), por exemplo ndo linear em x*. A denominagdo trgnsformagso de gau
ge & devida & forma (5.5) que .2 uma transformagdo a ponts fixo dependente
de uma ou mais fungdes, analoga ao caso (4.2). Notar que, em primeira or
dem, os potenciais.huv(x) sdo invariantes em relacdo a transformagdo de

Poincare infinitesimais mas os potenciais Eu(x) mudam sob (I} como

' = PR
b u(x) Zu(x) €9, (5.6)
Sob o grupo interno SL,(x), cu(x) se transforme como
' _ +
o “(x) = M(x) cu(x) MT(x)
com det M(x) = + 1. Sob um mapeamento infinitesimal de SL_(x)
M(x) = 1 + V(x) TrV(x) =0,
Zu(x) se transforma como
- _ o gt o
. u(x) = Eu(x) * 9, Vi(x) + V(x) 9, (5.7}

A matriz gu V+(x) + V(x) %u que aparece do lado direito & hermitiano e de
pende de seis fusOes reais infinitesimais (V hermitiana, Tr V = 0). Usan-
do a' propriedade de que as 8u formam uma base no espaco vetorial linear

das matrizes complexas 2 x 2 podemos escrever
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sV +vE = - S“u(x) S, (5.8)
onde S“u(x)-sio fungoes reais e (5.7) se escreve

B (%) = I,(x) - s"‘u 5,

(5.9)
A relagdo (5.8) pode ser resolvida para S“u(x). Multiplicando-se por T
e tomando o trago

° o [ -]

. +
SAu(x) = E-Tr(V Ty Oy * v 9, T,) . (5.10)

Usando esta relagdo vamos mostrar que SAU(X) g anti-simetrica

PATR _‘i oy © ) o oy
n"" s 2 ™™V + 7 o, + v o, T )

An
e usando que T gu = - 4.1
A -

n SAu =0

desde que Tr V = 0. Assim estas seis quantidades infinitesimais.sau(xj po.
dem sempre localmente serem reduzidas aos parEmetros de uma transformagao
de Lorentz infinitesimal . da¥.segue um.resuitado ja conhecido, que as trans

formagbes internas podem ser assimiladas a transformagdes de Lorentz locais.

4
+

As -equagbes Lagrangeanas de Einstein na forma spinorial para o campo

31

» ] -~ s *
gravitacional .no.vazio sao devidas a Sachs e dadas por

,,f-uz%‘ p:d:rpw *=0 (5.11)

onde1Pﬁa £ a curvatura spinorial e definida em termos das afinidades spino

Na verdade, temos um par de equagoés de Sachs, mas a segunda difere de
(5.11) por uma invers@o espacial das tetradas e & redundante para a

presente analise,
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s A
riais P“ g como

=T -7 - T +T_ T
el ey
de acOrdo com o apéhdice I.

Linearizando (5.11), i.e, usando (5.1) e retendo somente termos de

primeira ordem em Zp(x), obtemos

(P—lg_zp ez ®ar #arP 3+ 3
Y R L R T a Tt e Y
~gP2 g P2
Ea's T]J zu: TOL)—J
e ysando
(111) a M
RIS v,u

m (5.11) obtemos

(])=l°uB°B(}.o afl pk[_l ou—
L 4(1 St PN m ar(z ‘B+28Ta Nyl t {_,pA +

1
- +
Tr(ZuTY YTH ¥ vT ) 2ot

(5.12)

21 ea 1 LAY
7 T [ 7 1 TR S B

Isto pode ser escrito, usando-se (5.3) e va(x) definido na secdo 4, como:

(M 1,0 0 ° 1 AV, Av
L, =Z(T°‘sﬁ+fssﬁ+1un°‘s)ma3-ET " Yoy ¥ D Yu\,,MZl =0 (5.12)

Agora, desde que hd uma arbitrariedade na escolha de sistema de coordena-
das, podemos fazer.um mapeamento dc tipo (II) tal que no novo sistema de

coordenadas nkv =0, ou,

Yuv,k
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n>‘11 Tr(z(x{3 +5 T -.n

L PR Ty =0 (5.13)

e a equac¢3o de movimento neste sistema de coordenadas se escreve

: o ° ol _
D(Za g * ZB Ty ™ Nog Zu T)=0 (5.14)

A condicdo de coordenadas (5.13) realmente fixa as transformagoes de coor-
denadas a menos de uma tljansformagé'o xM = M+ gHx) comog! = 0. De fa.

to, para uma transformacdo infinitesimal arbitraria, usando (5.5) em (5.14):

. ° oy A s °p 'y Hp ¢ o
PHIF & + - by :| - g - +
P 8 R T T B T e T e AT T e 9T
A o oy _
+ & oo T =0

As transfomagBes que preservam (5.13) sdo tais que

by H
& - pg, & T Ex g & T =0 (5.15)
Contraindo com n%® A
O o) oV _:
EA,\) ot =0 {5.16)
A solugdo de (5.16) €
og, oh ov _ oV (5.17)
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1
O
substituindo em (5.15) obtemos

onde & o operador integral de Green associado a Cl. Por consisténcia,

e (5.17) nos da-
QEMx) = 0 (5.18)

solugdo de (5.15).

Na teoria Hamiltoniana linearizada, vamos usar os D-invariantes abai-
X0, que serdao os.objetos dindmicos da teoria. A partir de agora vamos fa-
zer uso do mesmo crité@rio de secdo 4. 0 carater espacial dos Tndices dos
D-invariantes nos limita & parte espacial da metrica Lorentziana

i
n‘]=n..=-6.

e portanto nao serd feita distingdo entre Tndices co- e contra variantes;
a convengao de soma se mantem para indices repetidos, a métrica serd 854

J
e as quantidades serdo escritas com o devido sinal.

(M n
1) 'mips.s Py TiRd (5.19)

e a inversa de (5.19) &-dada por

1
™ ™, 8j) (5.20)

1
com a condigao Tr( Ly &
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Usando-se (5.3) e (4.6), podemos escrever

(1) 1 ‘ ° <
- - o ]
Pij T4 (612 6jm 513 zm TrLFZ mTo? Zo,m Te ¥ Em,z To Zo,z T *
b A - °
" 20 ™ " Zmyo TJJ
iv) Vinculos" Hamiltonianos
(N (1) L
#r g = TRy o) =0
M e D .
= 3 R - - 2
L= Rps = Sps Sp4 Tr[zr 2s T T Epei Ts " Is e Tt
+5 .0 % Tr(z T
igs Tr| T r( ro8 Tr T Tp) =0 (5.22)
v) Vinculos primarios de spin
(1 . (M, (1)
(!D,s] 4 ( TTS - US 1Tr) =0 (5.23)
que algebricamente & a cendicdo de (5.20) ser simetrico
(1) (1)
Bi=-5Tr@® 1) =0 (5.24)

Os PP entre fungBes ou funcionais de campo “["1‘ (x), n1(x)] sobre a

mesma hipersuperficie tipo-espago sdo obtidos a partir da deﬁ'm’gio (2.5)

AB( X) AB AB(x)

- cons1derando-se as variaveis do espago de fase o, + c

e nRS(x)» 5 RS(x) na aproximagao linear, decorrendo dai que
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8n n 8n én

- e -+

- AB AB i (1)

895(x) S Zi(x) 87 ps (x) an.}%‘)
i

em primeira ordem. As variaveis canonicas de campo, que agora descrevem o

espago de fase da teoria, serEo'(ziAB(x), T Ré(x))’ dbviamente. Notar.
que .
AB 31 13 <A <B RS
T (x) = J d*x' &7 op 8¢ S(X-X') 6 57 (x')
0
X
e dai-
62;8(x) :
_ = &) oh 63 6 (%-%")
RS
sz (x") $Oux 10
Os PP-fundamentais s$bre x° = cte. entre as variaveis candnicas dao:
[ZiAF(X)’ EjRS‘X')] =0
x%=x 10
(1) (1) 5 )
[_n 1Aé(x)’ b JRé(x') =0 (5.25)
x0=x'9
AB (1 . .
z . A B o>
\:1. (x), TrjRg(x'):\ = 6] 6p dg S(X-X")
x0=x'0

Andlogas 3 transformagdo de gauge (5.5), aparecem na versdo Hamil-
1
toniana transformagdes sobre o par (Ei’ ™ 1-) geradas via PP. 0s gerado-

res sdo dados, a partir de (5.21) e (5.22), por
(M
oy _ . [- o
A(x°) = j Ex g ) T ) E) (5.26)

><0
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B(x) = _Jo dx g (x) T3, 4, (%) F, - Zr(ﬁ %) (5.27)
) , ;

como no caso tensorial e.correspondem a- transformacGes sobre a hipersuper-

ficie x° = cte. e normal a ela, respectivamente (5.26) e (5.27). Por e-

xemplo
Aé . . (1) .
sz, (x) = 12,80, A(xoi] - - [ @iz, w0 (X') 8R E,(x') =
i L 0 1 amRS - M 2
’ X s X0=x'0
PO .
A B ' y o RS
- - JO ax 6y, 0 8 — s(5-%1) Ey(x') 8
X ax'
ou
AB _ o AB
8%, Ei,m m

jdéntico 3s componentes espaciais de (5.5). A parte restante das trans-
1 1
formagdes (5.5) sdo dadas sdbre = ;, geradas por (5.27) (6(ﬁ)i =
- 7. ¥ 2
T VBT B )
0s vinculos primarios de spin geram, como se mostra no apendice I, as

transformacoes . de.Lorentz locais. Vamos verificar que os geradores das
1

transformagdes sobre (.

4 » T 4)» equivalentes a (5.9), sao

) (1) '
0y = - d3 .28
() )j(o X o ggers(®) (5.28)
M
BOO) = Jo d%% e (x) B (X)" (5.29)
) .

onde srs(x) deve ser uma fungdo anti-simétrica em (r,s), infinitesimal e

arbitrdria. A notagdo e.(x) foi por conveniencia. Assim
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622000 = [5/800, @] = - Lepfthys, R0
e - .
SZ.Aé(X) _ [):Aé(x) %(XO):I = - l €+ S'OAB
] 5 N 2 01

esta d1tima uma .transformacdo de Lorentz infinitesimal, local, na diregdo

da tetrada tipo-tempo.

Condigbes de Coordenadas e Condi¢des de Spin

Aqui cabe a mesma discussdao feita na secdo 4 para condigles de coorde
nadas. Alem da arbitrariedade no sistema de coordenadas, associada aos
vinculos primarios.Hamiltonianos, aparecem na formulagdo spinorial vinculos
primarios de spin-que descrevem a arbitrariedade na escolha da orientagdo

dos eixos de tetradas 32.

Uma escolha conveniente das condigOes de coordenadas, para a teoria

linearizada, & (4.19) quando descritos em termos das varidveis candnicas

spinoriais:
Tr(Z, o Tt - ?m) =0
(5.30)
mn ., ) .
(V2 mg 05 - T ,.s0) =0

(5.30) forma com (5.21) e (5.22) um conjunto de oito vinculos de segunda

classe, como veremos adiante.

A fixag30 do eixo de spin foi discutida e determinada no apendice 3.

As condigoes de spin usadas foram
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Tr(z; T,) = 0 (5.31)

que € a expressdo hi(o) =-0, decorrente de- (4.19), e

:\:(f-i(z) = Oy [mk] %k AB 2:mAB(X) (6.32)

onde “iﬁnK] 530. constantes reais a{bitri(ios; anti-simgtricos em (m,k).
{5.31) e (5.32)"constituem seis condigdes para fixar os seis pardmetros
E(x) de uma rotagao de Lorentz infinitesimal local e juntamente com
(5. 24) e (5.25).constituem um conjunto de doze vinculos de segunda classe.
0s vinculos Hamiltonianos.e-as condigdes de coordenadas mais os vinculos
primirios de spin e as.condi¢es de spin formam um conjunto de vinte vin
culos de segunda-classe,.que-serdo.eliminados da algebra das varidveis
canonicas construindo-se .0 PD com.estes vinculos, que-s3ao em hiimero con-

veniente, de -acordo com o metodo descrito na segdo 2.

Finalizando, vamos. examinar .0 nlmero de.cpmponentes'independentes,
por ponto do espage-tempo, -envolvidos. (ZiAB(x), L Aé(x))_ﬁio seis
matrizes hermitianas. Cada uma.tem quatro componentes reais independen-
tes, num total de vinte.e quatro componentes por ponto do espago tempo.
As vinte relagdes de vinculagdo que aparecem na teoria reduzem o.nii-
mero de componentes candnicas independentes para quatro, o que & apropri

ado para descrever um campo de spin 2 e massa de repouso zero.

Construgdo dos Observaveis Bergmann-Komas Spinoriais

Com a teoria na forma acima, passamos direto d@ construgdo dos.observa.
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veis. 0 conjunto de vinculos de segunda classe {¥;5 9 = 1...20 € dado

por:
i) Quatro vinculos Hamiltonianos
(1) m
p=Trlmy, 6)=0

(1) o o
Hor=TrEegg Tp = Zppg T) =0

it) Quatro condi¢bes de coordenadas

o
WA= Tr(zm,n T, * Zn,n T

ii1) Quatro vinculos primarios de spin

. o, M
@i = Tr(ci m -0 T ;0=0

w
-

N
—
-3

—
Q
2

—
—
i
o

iv) Quatro condiges de -spin

hi(oy = Tr(%; ) =

I
o

. o . BB _
$i=%m] kB I =0
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0s PP entre os vinculos podem ser calculados usando-se (5.25) diretamente

e sao dados abaixo:

(m (1) N (1) (1)
[0, opggen] - = [epge- m ], =0
x0=x10 X =x'
M (1) m
[Bi(x),%r(x')] =0 [a[ik](x),%l_(x')] =0
XOX'O X°=X'°
m M (1) -
[B (x)» ‘f, (x)] =0 [uDEI(x),Am(x')J=0
«0=x 10 0=y 10
m (1)
[Bi(x),Am(x')] =0 [#Eg > o)) =0
xC=x'0 *%=x'°
m (1) .
[ica, o] -0 [epig 0. oG] = o
x%=x 10 N
(1) ! . (1)
B (), hﬁ’(‘o{[ = - 8,y S [a[ﬂa(x) hﬁ(og] =0
x°=x'° x°-x'°
(1 (M
E}i(x), BJ(XI)] =0 [aiikl(x),gej(z(x'))] =
X°=X'° x°=x'°

. o .0 AB
=" %3] Tn ABLOG g +

AB
-G 8y3) S(R-X') =

+ 4 otj[.“g G(;—;')



[l Botxr)] = 0

Ouy 10
m | S
FACINC )]0 <2 ——poli
x =x'
1
200, o0c)] = 0
xC=x'°

1
[, 3zt = - 2oipy —
3

x0=x10

[(féﬂ(x), a(x)] = 0

x0=x0

) -
[%K(X), e(x')] = 4 V2 V'2 §(x-x")

a5 0

ROy Sar + S Sur)

a2 )] -

%0y 10" 010
(1) T
[%L(x r(o] [Am(x),fi(z(x )| =0

. x0= X0=x'0~

[Siﬁ)_ s F{(z(xY) J =0 [e(x) h((o)] =0

XO—XIO Xo_ X'O
h >
[500), 01|, = 2oy WHER) - Gy ——— 86T
’ Oay 10 ax'Tax'S



99

[0, ny)] =0

x0=x'0

B (1)«

Vamos constr¥1r o conjunto de.observaveis BK (E*1 > Ty pp)e adicio-
narndo-se a Zye m 5 uma combinacao linear de todos os vinculos do conjun

to {¥,} acima descrito. Os coeficientes serdo determinados impondo-se as

condigoes
A3
[zi (%), Yz(x'i] =0
¥0=x 10
a (5.33)
[ my (%) ¥ (x')] =0
) Pay 10

para & = 1... 20. Observando-se que os elementos da matriz PP s3o c-nﬁmg
ros, também sua inversa vai ser assim, e portanto as equivalencias (2.18)
vao valer mesmo fora da hipersuperficie de vinculos. Assim

bAB -)-—*l)(])(xl

: 1
(%) = 5PB(x) + J am(i’&')(s;(x')dax' + 1 b ( arpaddix +

|
XD
B+ > (1) B >3 ()
+ [ CBER) B @t e fod'?B<xsx')f¢L<X')da"' *
X

+ J f@E(?,ﬁ') B (x)dx" + J AB(x X')e(x'yd3x" +
o] 1 [¢]
X X
; ! A 1 Aé 1 ]
. jo KB GRET) hpedxt J[o ofB A ¥ (x e (5.34)
X X

. - P SR > =
0s coeficientes deverdo ter, por consistencia, simetria em (X, x') desde
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-

que a matriz dos PP depende somente de d(x-f‘) e/ou suas derivadas de or-
* L3 .

dem par. E desde que ZiAB deve ser hermitiana, os coeficientes deverdo

* também ser spinores hermitianos.

Determinagao dos coeficientes

*AB (1) n - IRy é Aé il V70 '
[):1. (x)s By (x")| = 0 =8, s(%% )58 4 fokim(i’& )88 (X -%")d?x'= 0
*x0=x" X
ou
Aé n 1wy S Aé
Ko (") = - 6,8 (3K )&° (5.35)
* (]) N AB [ Aé Ton
(800 apag ()] = 0= G0 6y 8 5y s -
x0=x¥
-4 Joqﬁ.‘g (%) ayppgy S F)a = 0
X .
ou .
B s 1 Q B o3 AB n
ahE %) nlrs] * 7 (6,78 5, - 8% 6,0 8(F) (5.36)

* AB 1 R 9
[zi (x),(jgi<x"]=o:> A T

x0=x"° ?X"
. 2
| BB -2 ° ST (8,, 6. 8, 6,.)|d*x -+
ikiy*e N ot k& “nr n% “kr
x0 ax"Maxt
v2 | BEE 2 s = 0
0 Gipi%s m[kr '
ox"

ou
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. 82 .
T T2 AB_ AB > >,
;;:; §{x-x )cr 2 ;;:;;—:; fik(x,x )(lesnr + 8y skr) +
X . .
Aé > o
+ 2 (i (6X") o) = 0 (5.37)

* M .
[EAB(X), %L(Xn) - 0;>J giAB(""i"u) Vnzvlz‘s(s(*|_3(’|l)d3x| =0

xO=x"0 0
ou
v vz g P8R = 0 (5-38)
J-;AB x), A " =0 = Aé > T 8 T Tn 31
(%4 (x)s A (x")| =0 => Cip (x5x") ———;———; §(x'-X )(Gmrank+6nr6mk)d x'=0
x0=x"0 x° ax"ax"
ou
d AB
-5
+ By Sp oy ) ——— CR(FX") = 0 (5.39)
axtMaxn?

+4 j 4 PBE) vE yi s(Re-Rydix! = 0
o]
X

ou
: . -
don v d M) < - 88 v sy« 80— i)
ax“iax"S

(5.40)
AB ;
[51 (x), h}(,)((o;] =0 => J afB(X.1) 8, S(XHY) dix' = 0

ou



x . .
2.8 (x), (¢ )] 0=>4 I b, AB(%, %) ur[mnja(i'&")dax' +

- AB |_ 3 =
2 J ik (RX") r[zk_'[ R =0
oy

AB B 5 )
2 b1mn(x’x Y] = ..2 Cik (X% r'lel (5.42)

Soluedo das Equagies Diferencials dos Coeflicientes

Un exame rapido destas equagOes nos mostra que suas solugoes devem
ser fungdes de 6(3(’—3(") e/ou suas derivadas e D(R’—R") e/ou suas derivadas.
Desde que procuramos campos que se anulem no infinito espacial e sejam
nao singulares,.as solugBes das equagoes homogeneas associadas e das ho-

mogéneas tipo V2 ¢ = 0 ndo serdo consideradas no que se segue.

As equagdes (5.35), (5.36) e (5.41) j@ expressam os coeficientes de

modo direto. Da-homogénea (5.38), tomamas a solugao

g, (X% = 0 (5.43) -

* Consideremos a equagdo (5.37). Como as matrizes 8uAB constituem

uma base no espago vetorial linear das matrizes complexas 2 x 2, o spi-
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nor hermitiano kaB pode ser escrito

£ BZX") = - .;_ femy(%oX") 8 AB (5.44)
onde f, ?,?‘ sdo fungbes reais. Invertendo (5.44) obtemos
kmy
FX') . _1 BB 3
fam = 2 Trm (XsX') T ag (5.45)
Usando (5.45) em (5.37) obtemos
= §X-X")8 .+ 2 > Fap (KX) + VU2 FL (KX +
"axed ™ gk s
1 3 > oy
+ 3 (suk Sip = sur Gik) — 8(x=x") =0 (5.46) -
ax"k
Vamos resolver (5.46) por partes. Para u = 0, ela se reduz a
32
—— fipo * yu2 figo = 0 (5.47)
axuraxnk
Diferenciando em x"" obtemos
n2 =
= V" fio = 0

ayur

cuja solugdo se anulando no infinito espacial & fiko = 0. Resta-nos entdo

] 32
> . 1 =
— S(XX")S k2] e Fyp 4 V2 Fim| 7 Ok Sip O Sy
3X"1 axnraxnk 2
)
—_— B(%-X") =0 (5.48)

ax“k
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Derivando em x*"
9?2 3
§(RF") +4 —— v £, =0
ax"max'l1 ax"k
cuja solugdo &
19 1 1 92
AT & m e —>_+ -)--)vl
fikm(x’x ) = —— §(x x")+u,b1km( x")
4 3X"k v v "mBX"] (5 49)
3
tal que ‘pikm(;’;") = 0.
ax,“k

Vamos determinar ¢, substituindo (5.49) em (5.48) por consisténcia. Obte-

ikm
mos apds grupar os termos e usando wikm K = 0:

2 8 1 o* > 1 @ T3
-2y" ‘pirm( L) P UU R Y {5 C i §(%-x") Sy *
BX"m wi 3)("1

1 9 :
- §(X-X")8
2 ax"m

ir

1 3 1 3?2 11 3
)=—;- ——————6?—?" - —— — §(x=X")8,, -

(
ax’ g2 ax"max"1 2 72

1 1 3 '
- — —— §(X-E") Sip (5.50)
2 vuz ax um

3
Pode-se verificar diretamente que —— y;,.. = 0, Substituindo-se (5.50)

aqu‘
em (5.49) temos finalmente
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1 9 T 1 32 1
Frm (R = = e SR - SRS,
2 axnl VT g 47" gy
11 3
" — (X)) 8§ (5.51)
4 vnz ax“i rm

A.equagdo (5.39) & andloga a (5.47) cuja solugdo ja discutimos. Assim

6B = 0

i (5.52)

Consideremos agora a equagao (5.40). O spinor hermitiano diAB pode

ser escrito.

d, AB(* %) = d, (%X A8
Y
e invertendo-se
A (Zxy = - La M (5.53)
AT 9 i ° u AB
Usando (5.53) em (5.40) obtemos
32
2 pu2 > Fuy 2 "‘u - "‘u
492 92 dg (KX = 8y §(%-%") ssu e §(X-%")
3" (5.54)

Vamos resdlver (5.54) por partes. Para u =0 ela se reduz a

g2 gnz d ( ’;("u) =0

cuja solugao tomaremos dio(i,f") = 0 por razies ja discutidas. Resta

32 *+;
§(%-x") (5.55)

4 yu2 gu2 dim(z"’?") = VZG(X "‘n) -6 -
ax"ox»S

sm

cuja solugao &



L 1 32
) = § (8 oz SR - o o ——— (K (5.59)
v \ v axll1axlum

Usando (5.52) em (5.42) obtemos

AB R
b g (X5%") “pfmn] *

que se verifica para rqua'lquer birA;rB) sim@trico em (mn}y. “Porém tal proprieda
. AB - ~ - *
de implica que by a[mﬁl(x) =0 em (5.34), nao contribuindo para Z; (x).

Como resultado final obtemos:

¥ AB : B (n 3
2,78 0x) = 2% (x) +J dPB I o (x)ax! +-J FRBLEY) B (x')dx" +
XO . xo
Cp(x) g0 AB L1 o AB . g MB g o
hifoy © 7 (O 845 = 95 S3p)Toy Bp (X)
(5.58)

onde

. . 1
d-AB(-ffi") =d, (3? COvL AB_ 1 (- — 6(3?-3?“)8.% +

i 4 gn2 1

5 1 1 32
+ g‘sAB > — - ’5(3("_.'>2'u))
v v BXII-IBXIIS

; 3 11 3% :

AB o iy > iyem AB_ _ 1 I o AB
fik(x’x )—f'ikm(x’x )U R k g1z gr2z gx'Mgyed oI'ﬂ +

X
1 9 1 3 .
1 - 1 o AB 1 = o 3, 0 AB
YT ooe oo KoX')8sy Oy g TR 8(x-x")0),

Utilizando (5.58) vamos mostrar que a fatoragao



107

. .
* 1 ,*AB ° . AB .

hys(x) = - 2 (B500x) T4 03 *+ 35 (X) T ag) (5.59)
se verifica para os observaveis BK, mesmo fora de hipeﬁsuperffcie de vincu
los. Para isto basta mostrar que, para cada vinculo, os coeficientes (c-
niimeros) da direita de (5.59) s3o identicos aos obtidos na forma (4.24).

0 termo hi(o)(x) g0 AB ndo contribui em (5.59) por causa da presenca de

te nulos. A G]tima‘parceIa de (5.58) E-antisimétrica em (ri); quando to-
marmos os tracos em (5.59) teremos um termo anti-simetrico em (ij) que,

simetrizadQ, ndo vai contribuir. Assim os vinculos spinoriais ndo contri
buem para a forma tensorial, numa fatoragao (5.59). ¥amos examinar os ter

A8

mos restantes: 21

(x) -+ hij(x); o coeficiente de %, dd, em (5.59),

{cf. (4.37)). O coeficiente do vinculo 4, contribui com

o : 1 9 1T 1 22

1 AB o . AB o . oy
- = (f: Ta + f. Ts ) = (fy s+ T, ')="-——‘-——-——-———6(X-X )+
2 V'ik °J AB Jk i AB ikJ Jki’™ ; R L ax‘iax'j
1. 39 1 3
-1 M —— 8(%-x") -lakJ — — S{X-X")
2 v BX'J 2 v 3X.'I
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(- % ) vai compor o vinculo tensorial, desde que Ay € identico a hkj ;2

menos desta constante. Mais explicitamente

* e 1 o o ] AB 0 AB ° . (]) i 1
hyga=- 2 Tr(zg &5y %) 4 [0 (- 1 (6" ) g5+ 4 5 ey (x e
X

o ) (1)
+ fo(— 1(f1ﬁk\B TJAB+ka riAé))Ak(x-)dax-=h1j(x)+Josij B (' )43+
X X

..] 3
+Jo( 2Ak)y’.jkdx
" onde x

1. -
Ty %N

(1) -
- A partir dos momenta Aé(x) construimos a variavel estrela

o imn AB [mn]

Crmatn = o 00+ [ e, 0 Gl e
X

—rw—)- ) - > .l) N
J ik AB(KR') ) (x')d*x! +J i apUGX ) (x)d¥x! +
x° x°

—

*J FTCESTNCDI I A A SEDIEE
x° x° )

. » 5 0 (1)
* Jo Hinag (X-x") hn%)) dx! +I°K1r(lx§x ) By(x')dx" +

S RERCOR (5.69)
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Como ja foi discutidd, os coeficientes da combinagao (5.60) deverao ter
simetria ‘em (X,X') por causa da forma da matriz PP dos vinculos. Deverdo
tambem ser spinores hermitianos, desde que ; i AR g hermi?iano e "i*Aé
deve ser hermitiano.

Determinagdo dos Coegicientes

’ (1) ( " +u 3,1
|-_ ¥ AB(x), a[J@(x ):I 0 ——?J U AB(X x') am[ak'la(x yd3x' =

x0=x"0
* Qg pp(%oX") = 0 ' (5.61)
(1)« (1y = . 32
[" i a(x)s By, (XY =0=>-2 . Fig ap(XoX') ——n———r—s('i"-i')
x%=xn0 X ax" " ax" 3
1
idk( ne B“t 8o )dx! +
+2 ] 0 X')o, i §(X'-X")d%" = 0
o im AB Xs rnl:kR:]
X
ou, fazendo uso de (5.61):
32 >y .
— Fig ag(XX") {8y Spp * Sy Spg) = 0 {5.62)
ax“"ax"r. .

M "
[:’riAé(x)’% L(xn)] - 0__> 4 J -lAB( ')V’ZVHZG( Xu)daxl -
n0
"X
32
- T2 (R ¥ §(X-X")%, pp = O
ax"Taxn®



o

110

ou
32
2 gn2 1T T O 12 T_Tun 8 . Vil g .
4 9"2 V2 G, AB(x,x') = - V2 §(X-x")Ty gt —————1 3 §(x-x")T, AB (5.63)
nlaxn

{1« " 3
[” iag(x)s B (x )1 = 0= —— (K85 Tyag + Sip e pd)

oo axet

B T TN o s 3
=2 Jo Cpag(X:X")- S(X'-X") (8 p0ng, +EppSggld ™

ou
3% 3

o
Cg R (880p * Spp Sg) = — (" -X)(8 ik 2AB+61£TkAB)

uh 3% ud

X axtP
(5.64)

oM e —)-(—>
[(ﬁ: AE(X)’ e(x“)J = 4 J D, AB(x,x') v'2 gi2 g(x'-x")d®x' = 0

ou

>

V2 PR DL (XX = 0 (5.65)

(D x . .
[Tr i Aé(x)’ %J'(x"):l 0= - *j[pd]l "q AB Sip S(x=x") +

X0=X"O

. T T - "‘u 3 o
-2 Io Bimn a8 (X+X') %5705) Gna Omp ™ Snp Sma) B(X'-X") dPx' = 0
X

ou

° . > _ S
% (pq] Tq AB Sip S(VK) =4 Bigy pg(X") %] (5.66)



x%=x"©
| Key J(RGX') 8, S(X'-X")dEx' = 0
Io 12AB n ( )

ou

KmAé(iz,'?") = = 8y, Ppp S (%X") (5.67)
(M (1)
Ln a0, 8y M) =0 => fo My g% 8, SE"-X)dex =0

x°=x“° X

ou

Hip ag(XsX") = 0 (5.68)

Solugdo das Equagdes Diferenciais dos Coeficientes

Um exame rapido das equagbes (5.61) e (5.68) nos mostra que’suas solu-
¢oes devem ser fungBes de §(X-X') e/ou suas derivadas. SolugBes das homogg
neas associadas e das homogeneas tipo V?¢ = 0O que se anulam no infinito es-

pacial sdo identicamente nulas.

*As equagdes {5.61), (5.67) e (5.68) sdo diretamente a solugdo procurada.
Da homogénea (5.65), tomamos a solugdo
D; pa(X.X") =0 (5.69)

.

A equagdo (5.62) &-identica a (5.39), cuja solugdo ja& discutimos, e portan-
to temos

Figap(XX") = 0 {5.70)
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de acordo com (5.52).

A equacao (5.63) E-identica a (5.40), cuja solugdo j& discutimos e &

dada em (5.56). Assim a solugdo de (5.63) serd

32
T Tuy _ 1 . > °o S Ty 0 .
GiAB(X’Xl) = 1'( ;;;-6(x x") Tipg * ; §(x-x") Toap)  (5.71)
axll axll
Consideremos a equagao (5.64). Diferenciando em x*% obtemos
a w2 > oy 82 > oy Q .
2 ———; VEE Cypap(Xaxt) = ———7:———; §(x-x") T AB (6.72)
ax" ax"ax"
cuja solugdo sera:
: ] 1T 1 a?
4 T TNy o _l - T e 3> >y
CrangX") = 2 — oo g e r SUR )Tk ¥ 4igfEX)
X ax"™ax ) (5.73)

3
tal que — ¢i9a8 = 0. Substituindo, por consisténcia, (5.73) em (5.64)
axll ~

e usando o fato que ¢iz tem divergencia nula no indice &,_obtemos:

9
29" gyyap(RoX") = —— 8(X-X") (83 Tyng * S5y, Tya) +

ax"
3 1 32
N R — S(X-X") T,
k v Nound nAB
axll axll axll
que nos da
oo _] ! 8 T_3n 2 . 2
Fipap(XoX") = o == = S(XX") (85 Topg *+ 85p Tya) *
v ax“g
1 9 1 9?2
T — ———— S(X-X") %n B
it L3
v ax“k v ax"Maxe!

(5.74)
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Substituindo (5.74) em (5.73) obtemos finalmente

d
i Fuy 1 1 e o, ° .
Cinp (XaX")= = o = —— S(XK") (O3 Typp * Byg Ty pg) +
axll
] 3 1 1 32
b SR T, (5.75)
2 ,.uk V"2 yn2 ax My

Da equagdo (5.66), desde que aj[bq] sdo constantes ndo nulas, tiramos

>

. " ] 3 i)
Bing Ap (XY = 7 (Gq n 8ip - %p 1 Sig) S(%-x") - (5.76)

a menos de uma quantidade wipq

(x,x") simgtrica em (pqg).
. - (M
Assim, o observavel m s pode-se escrever

(1 m - 1 e o (1
AR T T () 7 (q a8 Sip ~ Tp a8 Sig) oppg) *

(1)
+f Cogap (5F) 2,(x") dsx'~+J 6 (X )O(x o -+
Xo XO
(1)
- 8in T8 B (%) (5.77)
onde
o 1 1 3 6-)-—)-, o s " ) )+
Ciomp(XX') = =5 oo —— 8K (Tng S + Tpb S
ax!
3 1 ] 32
+ 1 —_— — — - S(KY) ¥, a8
2 eyt v'2 oy LAY
e
Gy gt (XX1) = L (- — S(FX") 2 pn + i S(X-X') ¥, a2)
it Ty VT L NPT % AB
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(1)
( Vamos mostrar que : AB dado por (5.77) resulta da fatoragdo de
1
P :j’ mesmo fora da hipersuperficie de vinculos, i.2,
We 1 Mw o ai
Pij=7 Tia% (5.78)

00, (1) -
A parcela -8;. T Bn(x) ndo contribuira para (5.78), desde que teremos

%'sin 8 n(x) 5? = 0. As outras parcelas de (5.77) dardo, em (5.78):

116 5. (1) 1 (1) .
3 7 Gip 830 7 83p Sig) Opq] ¥) = 7 2L )
(1) )
3T 00 & = P
1 G: . ->;()-! o Aé_ l (_ _1_6(3("_3{1)6 + o 6(‘)’(‘_;(’1 - 1 9 > >,
7 iAB(x’ )Gj =7 72 i3 .—‘i __j )) E 7 TJ(X’X )
- - ax!ox!
(4.42)
. 2
] e ;8 1 ) .
L RYE 3 AT R e —— 8(x=x') +
2 “i%AB J ) Bx'l gz gi2 ax'iax"]
1 2
1 5 > =
Fo o —— §(X=X") (84,6 s + 8 &)
2 g2 Bx‘m 12°mJ im &3
=l 33 (4.14)
=7 izt )

Assim, o lado direito de (5.78) nos da.
m* L M - (1)
% T i chB = Pij(x) + Jopijk(x,z!)(% igz(x')d3x' +
X

. (1)
+ JO 0,5 (KX ( o(x))dx! +1 a0
X
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- (1)
Notando a expressao.dos vinculos spinoriais 3’@2 e O e a forma de fatora-

¢do (5.20), temos:'

m* s Q) >y, ()
N R TR Jo by GER) Py (0"))Ex +
: S
> > (])

+ JO @-ij(x’xu) B(X")dBX" +% u[‘]\ﬂ (X)

ou .
(W o ap (D (M)
1E g chB = P (x) +]§ a5 () (5.79)

a[ji](x) €-um anc?lo que aparece na formulagao spinorial e da conta da si
metria em (ij) de P1.j na forma (5.20). Na formulacdo tensorial ele se re-
duz a uma-relagdo algebrica identicamente nula desde que, por construgdo P;j
€ simetrico. )
Resumindo: utilizando condigGes de coordenadas equivalentes as condi-
¢oes de coordenadas ADM no caso tensorial, "obtivemos as vatiéveis estge]a
(Z:, T i*) para a forma spinorial linearizada da teoria Hamiltoniana de
Dirac. Estas variaveis contem, na sua expressdo, vinculos adicionais que
ndo tem equivalente no caso tensorial e estao associados ao fato de que
(E:, T i*) sdo invariantes com relagao a transformacdo de Lorentz 1locais
infinitesimais sObre os eixos de tetradas. Mostramos que a fatoragdo (mo-

dulo~condigdes de coordenadas equivalentes).

* %, x

h TRE Tr(z; Ty + I ) (5.59)
(1)* 1 (])* °

P 177 Tr( m crj) (5.78)

vale mesmo fora da hipersuperficie de vinculos e dai decorre que na aproxi
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magao Tinear a todo observavel BK tensorial estd associado um observavel

BK spinOﬁial e vice-versd, e ainda, quaiquen quantidade tensotial de pri-
meira ordem construida com os observaveis (2:, n :) serd um observivel
tensorial BK. Fica, entretanto, em aberto se a equivaléncia se mantem
para a teoria completa. Os vinculos adicionais nas variaveis estrela
spinoriais ndo contribuem na composi¢do do observavel tensorial, embora
estes termos adicionais devam aparecer nas relagbes de comutagdo entre ob
servaveis spinoriais,” o que j3 sugere uma inequivaléncia entre a quantiza

gao canonica via PD na forma tensorial e spinorial.

~ (1)
Tamb&m, na aproximagdo linear, devido a (5.59) e (5.78) (E:, T :)

s80 a representagdo spinorial das varidveis TT da teoria ADM. Os PP en-

. tre estas variaveis podem ser calculados, usando-se (5.58), (5.77) e os

PP (5.25):

B, . RS )
[57%800. 200
x%=x"0
(1)% ()=
[“mé(x) “j (X")] (5.80)
>
nO
* AB (1)« \
[zi (x)» JRSX):I 'IJRS(XX)
uo
J
* A8 ‘
onde 613 RS(x x") & uma delta de Dirac 3-dimensional modificada. Usando-
e (5.58) e (5.77) em (5.80) podemos obter sua forma explicita. A rela-
¢ao entre 61322 (?—?') e ATT 40 (ze') po&e ser obtida usando-se (5.59),

ij
(5.78) e (5.80) e
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TT o : * : KM
- '| o RS o . kM > >n RS o . % . ]
A gy ) = - [ . . (R%") + 807 B iy Ssgs (X=X )]

. (5.81)

6. COMENTARIOS FINAIS

Na regido do espago de fase, restrita pelos vinculos Hamiltonianos de
primeira classe ﬁ% =0e ﬁi = 0, duas trajetorias distintas podem represen
tar a mesma situacdo fisica desde que as condigdes iniciais associadas a .
cada trajetﬁria possam ser transformadas uma na outra por uma trans forma~
¢ao canonica de coordenadas getadax pelos vinculos Hamiltonianos.  Tam-
bém a propagagdc.das variaveis-dinamicas a partir da hipersuperficie de va
Tores iniciais nao € .unicamente determinada pelas equacdes Hamiltonianas
de movimento devido @ arbitrariedade na escolha do sistema de coordenadas,
consistente com os dados iniciais. Assim, para construir observaveis te-
mos necessidade de bem definir o problema de Cauchy para a teoria. Isso
pode ser feito, como foi mostrado nas segles 3 e 4, impondo-se condigdes
de coordenadas, o que & um procedimento ndo de todo satisfatorio. De fa-
to, o ponto crucial deste tratamento & que, em geral, a escolha das condi-
¢Oes de coordenadas ndo"€ linica, da7 resultando, em principio, a nao viabi

tidade da determinacdo empifeita de resultados fisicos, desde que nac e-
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xistem possibilidades de experiéncias para indicar qual a melhor escolha
de condigOes.. No caso da aproximagao linear, porém, a escolha (4.19) (con
digdo de radiagdo) €.natural para se obter uma teOﬁia de massa nula e spin
adequado. Tendo a,condigdo de massa nula e spin 2 como guia, poderamos
dizer que, no casoc geral, qualquer condigcdo de coordenadas deve ter um Ti-
mite, na regido de campo fraco, do tipo da condigao de radiagdo. Entretan
to isto n3o fixa univocamente uma condigdo geral de coordenadas, apesar de
excluir um certo niimero de possibilidades (cf. abaixo sdbre coordenadas

intrinsecas).

Além disso, uma formulagdo Hamiltoniana com escolha de coordenadas fi
xadés implica em dois problemas: 1) para cada conjunto de condigGes de
coordenadas escolhido teremos um conjunto conveniente de observiveis cano-
nicas (por exemplo, na.gauge de radiagdo para a eletrodindmica, os observd
veis candnicos.sdo as variaveis transversais) e & um fato em aberto se di-
ferentes conjuntos de.observaveis estrela estao relacionados por transfor-
magBes candnicas (transformagbes de gauge tipo-q) e, portanto, se diferen-
tes possibilidades corresponderiam a versOes quanticas equivalentes ]2.

Duas escolhas possiveis, por exemplo: as condi¢bes de coordenadas ADM que

; ou as coordenadas intrinse-

4

s30 de carater assintOtico e fixam 9oy = 6ou
cas de Bergmann-Komar em que as coordenadas de cada ponto sdo caracteriza-
das pelos quatro escalares de exi-curvatura neste ponto; os Iop sao fixa-
dos univocamente como fungoes de (gij’ pij). 0 sistema de coordenadas in-
trinsecas sofre de diversas dificuldades: complexidade matemdtica, exclu-

sdo de simetrias na geometria, puramente local e sem estrutura assintdtica.
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2) Condigbes de coordenadas.também nos impedem de dividir o espago de fa-
se fisico naturalménte-em classes de equivaléncia, fundamental na formula-
¢ao Hd 3 da teoria .de:Einstein.. Realmente a teoria de HJ pretende ser
uma formulagdo.independente.de coordenadas superando os problemas anterio-
res., No entanto.ela.apresenta dificuldades semelhantes: embora se mostre
éxisténcia de um conjunto-de quatro observaveis canonicamente conjugados

(“A(gmn’ pm"),A.QA(gmn,fpm")), nac se tem nenhuma indicagdo de como cons-
ttuir tais observaveis...Outra dificuldade aparece quando tentamos obter o .
campo g, como. funcional dos observaveis (aA, BA) ~ temos du§s relacdes en .
tre os observaveis.determinando seis quantidades independentes Y © dessa
forma somos novamente.obrigados a utilizar a possibilidade de transforma-

¢oes de coordenadas.e-impor quatro condigGes sGbre Yon’ A formulagao HJ
se desdobra naturalmente.na teoria do Super-Espago que &, atualmente uma

linha de pgsquisa'fértil com'vistas 3 quantizagdo da geometria 27.



120

APENDICE 1

VERSAO SPINORIAL DA TEORIA HAMILTONIANA DE DIRAC

0 tratamento abaixo &.uma breve revisdo do material encontrado nas re
feréncias 32, 13.e 33, e, de.forma nenhuma, &.completa; no entanto, todas
as relagOes necessarias para uso na secdo 5 aqui s3o obtidas ou menciona-

das.

1. Formulagdo da Relatividade Geral em termos de spinores a duas componen
tes. Definimos, em cada ponto da variedade espago-tempo, um espago veto-

-rial linear de.duas dimensdes. O0s elementos deste espago sdo fungdes com

u(x) = <;u (Xf>
u?(x)

Chamaremos este espago vetorial linear de espago spinorial e seus elementos

plexas ordenadas

spinores. 0s spinores sao caracterizados por suas propriedades de trans-
formagdo com relagdo.a.mudangas de base do espago spinorial, num mesmo pon
to do espago-tempo. Os componentes da matriz de transformagao sdo fungOes
complexas arbitraniassmas«restpitas pela exigéncia que a matriz tenha deter
mipante +1. Estas.matrizes.constituem um grupo que seritreferido por SL,(x).
Com relagdo a este grupo de transformagdes, os spinores podem ser divididos

em quatro tipos:
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u'A=MAk uk TAN T L
. . . . . v (I.1)
wh o ok ok ot e il
N k = -1 A
Up = U My s e =up M
: .o (1.2)
e~ ve mKe o _ e m1A
uA-u'kMA, u'k-uAM k)
onde MAk €+a matriz de transformagdo
“h oy e B Ay _ 3 B
=Gl -

que satisfaz a condicdo.as - vy8 = 1. o significa o complexo-conjugado de
o e um ponto sobre todos os Tndices & equivalente a tomar o complexo con -

jugado. (I.1) e (I.2) podem ser escritos em notagdo matricial como

u' =Mu , u=M u'
_ —_— _— [
LUt MU, u=M"u
V=V'M, V'=~‘VM“1
VeV' N, Vi=vN!

onde v & o vetor linha associado a u.

Indices spinoriais sdo abaixados e Tevantados por meio de matrizes
spinoriais Eppe ~eAB e suas complexas conjugadas:

01y, b

g = (0 (1.3)

AB A (1.4)
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Assim
ut = e up (1.5)

B B
Up= U” epgp =~ €pp U (I1.6)

De (I.5) e (I.G)ESegue que uh up = - up W = 0.

Usando (I.1), (I.2), (I.5) e (I.6) segue

LN KB

ou
elaNeM (1.7)
Usando (I.3) e a condigdo unimodular det M = +1 nGs podemos provar que as
“matrizes tém amesma expressdo em todos os sistemas de base

WAB _ _AB
€ €

0 mesmo resultado vale para’ g, € para as complexo conjugadas.

Spinores de ordem mais alta se transfarmam como produto direto de ve

tores de spin, por exemplo, mABé se transforma como uA

o Voo sob a agao
do grupo SL,{x).

Um spinor hermitiano de segunda ordem e definido por
Wic = Ych
A hermiticidade € preservada sob transformagoes do SL,(x) e qualquer spinor

hermitiano de segunda.ordem pode ser descrito por um conjunto de quatro fup

coes reais.
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Associado a cada ponto do .espaco tempo, definimos um conjunto de qua-

tro matrizes de spin, hermitianas e linearmente independentes cuKM(x). Sob
o grupo SL,(x) elas se transformam como
- M. SP
_U'u (x) =M (%) M p(x) o (x) (1.8)
ou, em notagdo matricial
o' (x) =M(x) o, (x) W' (x) (1.9)

Com relacio ao Tndice u, elas se transformam como um quadrivetor covarian

te sob o MMG -
, ax!
1 E ee—
? o) 3x'P 9ulx)
x4 = x'“(x)

As matrizes de spin cuAB(x) permitem-nos associar a qualquer tensor ™5
um spinor TkM’RS"" tal que para cada indice tensorial corresponde um

par de Tndices spinoriais, um pontuado e outro ndo pontuado:

KMLRS ..., KM RS g

T .
L < ({1.10)

He oV kM,Ré...
OkM URQ e T J

As matrizes o contravariantes serdo definidas mais tarde; n & a or-

dem do tensor; por exemplo, para um vetor n=1.
Da condigdo de hermiticidade dos cu(x), segue que:

MRS L. ik SR

Esta relagdo tem o efeito de manter o mesmo nimero de componentes em am-

bos os lados de (I.9). A realidade de tensores leva @ hermiticidade de
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seus spinores correspondentes.

Vamos definir o conjunto de matrizes Tu(x) como

T, €0, € (L.1) )
et
TRRLY

Sob o SL,(x) elas se.transformam como
00 = M) Ty (x) M (x) (1.12)

(I.11) & consequéncia de (I.11) com (I.7) e (I.8). De (I.9) e (I.12) se-
gue que cu T, se transforma como

M (1.13)
Vamos agora introduzir as matrizes hermitianas de spin 3u que sao as

matrizes de spin de Pauli e a identidade 2 x 2.

o1 KN o2KM -1 a M 00K 1
I D R R R R T

i 0 0 -1
Estas matrizes sdo linearmente independentes e podemos escrever cu(x) como

= plx) g
o, (x) = hiy & (1.15)

Da hermiticidade de cp(x) e &u segue que hﬁ?i) sEq um conjunto de 16 fun-
¢des reais cujo significado serd definido adiante. Analogamente podemos

escreven

T, (x) = hp(?g) 2 ‘ (1.16)

onde

P=ed®e (1.17)

Usando (I.14), as matrizes 7 podem ser escritas
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ey . = =50 (1.18)
Um calculo direto da
Rl L LR S ] (1.19)

ouy tomando hermitiano conjugado de (I.19)

R AT A |

e onde 1 & a identidade 2 x 2, Notar que os Tndices vetoriais de (1.14)
AB o BAB

-~ . [+
com =
sao abaixados col Nag? por exemplo, S, Mg

‘Formando o produto simetrjzﬁab de ou(x) com ru(&), usando (I.15),

(1.16) e (I1.19), obtemos:
9u(x) Tylx) + 0 (x) 7, () = = 2 hy gy g™ - 1 (1.20)

Interpretando hu(a)(x) como um conjunto de tetradas, o produto simetriza:

do (I.20) tem todas as.propriedades de um tensor metrico 3% ¢ serd inter
pretado desta maneira. Da¥ -
cu(x) r“(x) +a,(x) ru(x) ==~ 2 guv(x) <1 (1.21)
o n (%) px) o8 ’
guv(x) hu(u) hv(B) n » (1.22)

Usando (I.13) em (I.21) vemos que o campo ﬁEtﬁico em um ponto fixo x* &
o mesmo para todas as escolhas possiveis de referencial de spin. 0s Tn-

dices de tetradas (Tndices locais) sfo levantados e abaixados com n““,nuv.

Assim, por exemplo,

hu(?>)<) = hugy®)s 8y =g 8
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(o)
As tetradas contravariantes hM(x) sdo definidas pelas relacdes
u(a) = gM
h hv(a) =8
(o) N Y
Ry = 9 (p)

0 que & equivalente a definir as componentes do tensor métrico contrava-

riante, desde que

Q
=
—
x
~—
n
=
=
—
x
~
Qe

(1.23)

M (x) tV(x) + V(x)(x) = - 2 ¢"V(x) - M (1.24)

e pode-se mostrar daT -que
AV sV

i 97 7 %y
Notas: 1) A transformagao (I.9) pode ser gerada dando-se aos eixos de
tetradas uma rotagdo de Lorentz local conveniente- o que & claro pela rela
cao (I1.15), 2) Um dado campo de matrizes hermitianas de spin define de
modo @inico o campo métrico por meio de (I.21). Usando (I.19), (I.21),
(I.24) qualquer elemento da geometria métrjca do espago-tempo pode ser

construido como fungdo de cu(x).

Devido ao fato de que as matrizes do grupo SL,(x) sdo fungoes das
coordenadas, a derivada de um spinor ndo se transforma como um spinor. En

tdo definimos um novo tipo de derivada
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L0 = )+ 1 (0 wBix)

que, sob o SL,(x) se transforma como um spinor

: utk, (x) = MK (x) ot

P p(¥)

Da Tei de transformagio‘acima, segue que %(x) se transforma como

k v _yk
L(M Fp p M,p P)

ik _omlp
rp L(x) =M
Sob o MMG, u,p(x) se transforma como um covetor, o mesmo se verificando
para rp(x). Denominamos u_p(x) derivada covariante do spinor u(x) e Tp(x)
afinidade spinorial.

Impondo 34

—e

He  _ H. n Ge _ Men L _ u, ..
%Rk3p © ORk,p + {ap} %Rk ULkrp R URLI‘p k ~ 0
(condigao suficiente para Ypvsp ° 0) e

JKR
€0 ps*E

" achamos a seguinte expressdo para T

k ukR , m, o kR
I‘ TuLR[ +{ }0 J

A curvatura spinorial & definida por

A A _HA B
Yoo ™ Yiop = Poo B U

A A A A c A c
Ppc B = rp,d B Fo,p B Fp c FG B + FU c Fp B
A relagdo.entre curvatura spinorial e curvatura Riemanniana & obtida-

das Qe1ag6es
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- =gt - _pt
%ui08 T %usBa = @ Rapos T % Pog T Pap 9y

- oA +
Tuso8 g 5 T RMMB + POLB Tu+ T POLB

e, usando que .as derivadas covariantes das matrizes o e v sdo nulas, tira-
mos :

R, =Pt (0 1, =0, 1)+ (1o 0, -t &) P, )

AMoB 4 Y Auta B B ‘o B "o o B AM

A _H

p o

1
of T 4 Rogn

2. VARTAVEIS DINAMICAS.CANONICAS NA FORMULACAO SPINORIAL
Analogamente ao tratamento da secao 3, vamos inicialmente obter o con-

junto completo de:D-invariantes que podemos formar a partir de cu(x). No-

tar que o conceito de D-invariancia estd relacionado somente a propriedades
de tnanst(magﬁowcom relagdo a transformagﬁes de coordenadas infinitesimais
mas ndo a transformagles de spin (rotagdo tetradas) que sdo transformagdes

em um ponto fixo.de espago-tempo. Assim, a procura de D-invariantes asso-

ciados a cu(x) reduz-se & procura de D-invariantes associados a um co ve-

tor Vu. Aqui ndo faremos verificagdo explicita que as quantidades mencio

nadas sao D-invariantes. (Ver referéncia 13 para maiores detalhes).

Assim, de cnﬁpodemos formar os .D~invariantes 955 O

o+
o = zu oV = o (I1.25)

A variavel o, ndo & D-invariante, exatamente como 9o nio e D-invariante.

0
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0 papel destas variiveis s&o andlogos em cada formalismo e mesmo o niimero
total de componentes de cada uma & o mesmo (quatro fungBes reais). Tam-

bem podemos definir os D-invariantes
= M
Tia T = Tu L

que sdo algebricamente.dependentes de Oy O - Aqui estamos usando as re-

lagdes Uteis

o T =" 1

g =| o°
cO

g =

L oo

onde [¢°] & o determinante da matriz o®. Notar que a equagdo (I.21) para”

gnv pode ser escrita

kMo kMoo k
9 TR * % TR = z LT §"r
.o PR el
onde THR = ERp Ty  Egys entao
2.1
Iy = ZATr(cuTv +a, Tu) (1.26)
ou
1, KM . KM .
guv =-7 (cu T, kMt % 6uMK) (1.26)
e desde que as matrizes o,T s3o hermitianas
Tr(cu T, ) =Tr(o, Tu) (1.27)

e, entao, (I1.26) toma a forma
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--1 Tr{c T

R UCHES (1.28)

Com as matrizes c“(x) podemos construir D-invariantes tomando certas combi

nagles de suas componentes, Isto @ feito utilizando-se os projetores

g B B
e obtemos
G0 =0
ML oM 4% =
ot =Q o = : : : I.29
o ot =g -2g ( )
L
Analogamente podemos definir expressdes como
vV _ oM v oo B _ ~a~B
A= q o Qg0 T =0T (1.30)

em qualquer ordem em o', Em.particular (I.29) nos dd )

A% =0

A1

01 - gl g T - o oo gl gl
L L
Simetrizando em (ij) e usando que

o, o +od 2287 (1.31)

u
1

-2 (1.32)

u

obtemos

A3 25028 g (gl - gf pdyana -2 M (132

Agora vamos tratar o problema da determinagio das variaveis candnicas

para o campo gravitacional na formulagdo spinorial,

“Usando (I.26), escrevemos os guv(x) emcfg como fungdo das matrizes
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de spin. Com esta,substituigio,oég se torna uma fungao de cu(x), o 1(x)
> 3

e das velocidades de.spin éu(x) =g

u,0
momenta conjugados a cu(x)
. aofb
() = Kt
ou 3 Uu,o(x)
2. %50 2 9050
TTIEM = = pPo
34 KM KM
pc,0 3 Gu,o acu’o

Um c3lculo direto, usando (I.26) ou (I.28) da

o
00,0 1
I P T TR,
a7 B Tk * &g ok
%0

e, usando a simetria de P'J-obtemos

H, o _
Tw =

ou

o vinculo primirio P = ¢ implica
0. _
TTKM—O

que & tamb&m um vinculo primario. Por isso, a equagdo (I

(x). POf isso, podemos calcular os

(1.33)

(1.34)

(1.35)

(1.35)

.35) se reduz a
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(1.36)

0s momenta Tr1 sdo D-invariantes, desde que Pij e 75 sao D-invariantes. -Te
mos doze variaveis o; e doze vayiEveis ni; mais tarde iremos mostrar que
nds temos seis-vinculos primarios relacionando estas vinte e quatro varia-
veis candnicas,.em cada ponto do espago-tempo. Ou em termos de variaveis
reais

gy = hi(u) ga

i_ _pidy, (@) e _ i{o) e
T =~-P hj O, = X 9,

e (hi(a), 1 (®)) yepresentam vinte e quatro fungdes reais das coordenadas.

Podemos também definir a variavel

24,

que & algebricamente dependente do conjunto ﬂlKﬁ'

Ja sabemos que as o4 sdo suficientes para determinar as componentes
espaciais da metrica, que representam metade das variaveis dindmicas da teo
ria de Dirac. Vamos agora verificar se o conhecimento de 7' & suficiente

para a determina¢do dos momenta de Dirac P'J. Invertendo (I.36) obtemos :

- 7 N“:%lem‘%) (1.38)
M tr(nt o) - K (it o) =0 (1.39)
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a relagao (I.39) sendo imposta de modo que pi? em (I1.38) seja simetrico.
ek’ & dado em termos- das varidveis de spin por (I.32). Assim vemos que o
conhecimento de (“i’ ni) e suficiente para a determinagdo de (gij’ Pij)
por meio de (I.26) e (I.38). Mais tarde aparecerdo seis vinculos prima-
rios de spin e tambem.seis condigbes para fixar o referencial de spin. Is
to nos deixa doze’ componentes independentes no conjunto (o, wi) que nos

permite interpretar o conjuntc de D-invariantes (01, n1) como as variaveis

dinamicas para o campo gravitacional na teoria spinorial.

3. A HAMILTONIANA E 0S VINCULOS PRIMARIOS DE SPIN

Un exame da re&agﬁn (1.36) mostra que 1 contdm somente seis componen-
tes independentes, i.€, dadas o;(x), os momenta ni(x) contém adicionalmen-
te s0 oS Pij que. representam apenas seis fungOes reais. Por isso, seis
componentes de nl s30 eliminadas pela definig8o (I.33). A razao & a se-
guinte: de € invariante sob o SL,(x) porque todas as matrizes de spin a-

33

arecem em df somente atraves .das combinagOes ue
P D

ij® 9i3,0 € Yij,r
s8o invariantes sob.o SL,(x) - o que implica que algumas componentes de vi
se anulam (conferir apendice III onde a Lagrangeana gauge-invariante do
campo eletromagn@tico implica que w = 55€= 0). O niimero seis estd rela-
cionado ao fato que as transformagaesa¢de spin contem seis parametros

Jocais reais. (fungdes) e entdo teremos tantos vinculos primarios guantos

parametros na transformagao associada. Realmente vamos provar mais tarde
que os vinculos primarios de spin sdo os geradores via PP das transforma-

goes do SL,(x}.
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- Vamos apresentar-uma’.decomposic¢do de e que mostra explicitamente

suas doze componentes reais..
i ik ik i
o= P+ aElJ Tt g’ T (I.40)

A hermi ticidade de,ni e de T 8T garante que as variaveis Pik, aE“q

e 51 s30 todas reais. Resolvendo para os coeficientes
1 .
== 5Ty ) (1.41)

JPREEY I IR R (1.42)

onde ol = ek O Comparando (I,40) com (I.36) obtemos que os seis vincu-

10§ primarios de spin devem ser equivalentes &s condigdes
g =0 (1.42)

o0 - g (1.43)

e estes vinculos.sdo inteiramente dados em termos do conjunto de varidveis

candnicas (o5 ') e sdo D-invariantes, como era de se esperar,

Nota: 0s vinculos primdrios de spin eliminam seis das doze componentes

1

de 7', Entretanto:nds.temos ainda doze componentes reais em o Esta as

i
simetria tem um paralelo na teoria de Dirac (se¢do 3) onde nds vimos que
a invariancia da. densidade de Lagrangeana sob o MMG tem o efeito de eli-
minar quatro componentes PO das dez componentes iniciais P¥; ficamos en
tao com seis mo@ent@.Pij e dez variaveis guv‘ Escolhendo um sistema de

coordenadas, eliminamos as componentes 9oy GUE nao sao D-invariantes e is
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to reduz o nlmero.de.variaveis de campo para seis P'J e seis 9% Um pro-

cedimento andlogo deve eliminar seis componentes de Oy fixando-se um cer-

to referencial de.spin.ou,.pelo. menos, uma classe restrita de referenciais

de spin. A situagao.& .um pouco diferente nos dois casos desde que as doze.
componentes de ci.sio‘D~invariantes e portanto variaveis fisicas. Em resu-
mo, ficamos com uma.situagdo.equivalente @ teoria tensorial de Dirac, com

as variaveis candnicas de campo (o;, n') reduzidas a doze componentes inde-

-‘S
pendentes a menos dos vinculos hamitonianos.

Vamos agora passar a determinagdo da forma' spinorial da hamiltoniana.
Para isto, vamos.derivar algumas relagOes entre as varidveis candnicas de
Dirac e as variaveis spinoriais. Estas relacbes podem ser obtidas usando-
se os resultados anteriores e sdo, sobre a hipersuperficie de vinculos de.

spin (I1.42), (1.43):

ij_._ L i B
Py P = -z m)
ﬁ m, - J
Pig = %p Gn P s T Oy T
ij 1 i
P g, = ETr(n’ 5,) > (1.44)
ij - i
P 9j,r = Tr(mw Ui,r)
.-l Tr{t; o, .+ T, 0: )
9i,r 2 i%.,r " T %,

isto nos da



i i y
B = Tr(n' £, -7 i o) (1.45)
onde
Fir = %, ~ O (1.46)
_ S - - . .
Notar que %@P = Ops ﬁ% e-o vinculo Hamiltoniano transversal dado por

{3.19). Analogamente usando (I.44) em (3.20) obtemos

i 1 . . .
%L=~___ Tdﬂn”+%TMfg)Em%ﬁ}+

2/
rs
/7 e R (1.47)
onde
o1 0 e 63k . .. . MK _PS RV
Y=ogr @ e e T Tish TR O 9n O
e onde €'9% & o sTmbolo de permutacdo definido +1 para a ordem 123. Para

escrever aRrs em termos das varidveis de spin, usamos a expressdo do sTmbo

To de Christoffel 3-dimensional

Lo _1 2k

%j' Ee Tr('r.ifkj +TkSH +ijH)
onde Sij =0y 5to5 ;e fip dado por (I.46) e substituimos em

g = gph b [ VA )

R(s - (rrs),z (Prz),s s Ty " Ty I'sv
Usando que

rs _ _ ,,00,-1 0S
goyce"(g)g

podemos escrever a densidade hamiltoniana de Dirac como
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=2l - & %) (1.48)

onde % e 2% s30 convenientemente escrito em termos das varidveis de spin

o .
u

Calculos andlogoszpoderiam ser feitos para pontos fora da hipersuper
ficie de vinculos de spin. Escrevemos

"?’Ti =1r.i +ochj 'rk-!-e.i T

onde w = - P'J T3 & o valor de T sdbre a hipersuperficie. Usando em

(1.44) a expressao
A a5 o G OK =8 T (1.49)

poderTamos reescrever todas as relacbes para qualquer ponto do espaco de -

fase e que para
u[.ik:l =0

B =0

coincidem com as relagoes anteriores sobre a hipersuperficie de vinculos

de spin.

Substituindo (I.49) em (I.45) e (I.47) vemos facilmente que

Y Tr("ﬁi fig " ¥ 5 9g) + combinacao linear dos vinculos primarios
de spin (1.50)
Vi
j@_=-—-— {Tr(ax ) +
2 /Y ~ _
+ combinagao linear de termos quadrati-
+-}T Tr(%ici)Tr(%jdj)} + , cos nos vinculos primarios de spin

+ /7 'S aRr‘s (1.51)
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onde os coeficientes da combinag8o linear sdo fungOes das variaveis cand-

nicas o;.

4+ Denotando.os momenta, mesmo fora da hipersuperficie de vincu-

los de spin por w1, temos

"~
o=t + combinagdo linear do termos contendo vinculos de spin

(1.52)

onde ¥ & dado formalmente por (I.48). ﬁ% se anula fracamente, no senti-
do de Dirac, e serd entdo usada como hamiltoniana. Nota:Jbcontem coefi~
cientes arbitrarios que serdo fixados pelas condigdes de coordenadas. Os
coeficientes da restante combinagdo linear serdo fixados por condigOes de
! spin,

“Com o espago*de fase da teoria descrito por (diAB(x), ﬂiAé(X)) defini.

mos os PP entre dois funcionais das varidveis dindmicas sobre a mesma hi

clefrcienies o 8503118 L O0Rbt 3.I0 (1DRAr SECAU TiAauve o
persuperficie t1po espago x = cte, como -
spin
. \
SA SB AB
[A {0 5% uch,n‘T 42 120 2 des<rito por CF E(x)) defihi

a5 s PR 2ue & 20050 furs oaa]. &x) Vnéﬂ%Méxa d1naﬁ¢qas(§3b§@ ririédma/hi
T (1.53)

SA K
nde — €a der1vada funcqpna] de A gm relagdo g (x) eggnde\h
,_ ~;6‘5!) .
sempre ‘po%e ser posto na formahA = f d’x_aso(x ﬂéxﬂﬂ( Em par€1§u17¥,

bt

notar que

i (1.53)

GG{K&(X') (x) o

j M
J;Oadax 8 skA 5 S(X'-X) éo,

onde = s vace fu “ionil de A ca ~8lagdo a o KM(x) e onde A
éJ‘I’M(‘ g 1

TR (i0SMbs g MOS0 F1 Fown « - f o d afe(x) w(.)). Em particular,

. x

notar KM, o .
R s(-%) &9 ok, oM (1.54)
N .A'E( 3 | .,A,‘. B,-‘ AB . "
Sy X x0=x1 ' R
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0s parentesis de.Poisson entre as variaveis fundamentais podem ser

calculados diretamente, a partir de (I.53) e usando (I.54)

EHKM(X)’ ché(x.)] -0

x%ax 10

ETiRé(x)’ “jkia(x')] -0 (1.55)
X°=X'°

l}iKM(x), ané(x‘)] = 61.‘]' skR oM 6(3?-3?‘)

x%=x"°

A T1tima relagao (I.55) pode ser escrita

E’iKM(X)= o LN(x')] =53 K Mgy

x0=x1°

multiplicando-se ambos os lados de (I.55) pelas matrizes constantes sRL,

N s equagbes de movimento sao

R o, = A ooms (1.56)
dx®

- onde

H(x0) = Jo%(x) dix

X

e J, dado por (1.52).

- ; - R i
Analogo ao caso tensor1a1,$ZL e ;gr geram sbbre as variaveis oy,

transformacdes infinitesimais de coordenadas, normal e tangencial & hiper-



140

superfTcie, respectivamente. Por exemplo,

i RS _ RSy _ i RS
A(X) = 10;Wx)%r(x)d_{w== £0 O/ ROREERE n‘% o) @

onde E"(x) fungdo infinitesimal arbitrdria, gera sbre oy as variagdes

AB [ AB ) r r

§ =10, = - &N | .
g5 (%) j (x)s Ax )} o *t8 9,
que & a variagdo de 0 sob uma transformagdo infinitesimal x'T= x"s EM(x).

Vamos agora examinar o significado dos vinculos primarios de spin como

geradores. Para.isso, inicialmente, consideremos as matrizes

M. . = o

’ 2
i3 0; T3 7 05 Ti)gz + 0 {t: 05 - 7y Gj)ﬂ (1.57)

LS| J
L 2
Ny =7" 0 73 0p %0, 150 7 (1.58)
Um calculo direto mostra que
TN, = 4 g, 8 (1.59)
i iL :
B [or]
Tr.Mij =4 95 95, @ - (I.60)
onde Bz‘e aﬁmﬂ sdo os vinculos primdrios de spin. Assim estes vinculos

podem ser apresentados.na forma

B, = TrN. =0 (I.61)
Apg =Trig; =0 (1.62)

Seja um funcional de oy, 7', notado por G {o,7}, que gera as transforma-

¢oes de spin consideradas, i.e.,
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8 0, M(x) = [}kkM(x), G{c,ﬂ%] (1.63)
Dos PP (I.55) segue G {o,m}. deve conter um termo da forma

G {o,m} = j ex ) § oM (1.64)
(¢]
X

A transformagdo infinitesimal de spin € dada por (I.9) tomando
M=T14+V

onde' V & uma matriz infinitesimal tal que Tr V = 0 de modo a determinante

de M ser igual a +1. Uma matriz satisfazendo esta propriedade & dada por

5k .
V=gl Ak(ci T3 7 05 Ti) +o oL Ty (1.65)

' 530 seis parametros locais reais, infinitesimais, fungBes ar-

onde X e w
bitrarias das coordenadas. V ndo & hermitiano, o que & dbvio, e sua hermi
tiana conjugada €

yt o i3k

Ak(rj g =T cj) + o T 0L (1:66)

Usando (I.27), notar que
- Tr(o, ;) = 0

Tr(rj o5 - Ty aj) =0

que garantem o anulamento do trago de V, sdo relagoes covariantes com re-~
lagdo a transformagoes de coordenadas arbitritias e a ttansformagEes do

SL,(x). Covariante em relagdo ao SL,(x) pode ser visto trivialmente usan-
do (1.13) e a propriedade do trago ser comutativo. Covariante com rela-

¢do a transformagoes de coordenadas: consideremos uma transformagao de coor
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denadas infinitesimal arbitrdria x'¥ = x* + g"(x); retendo somente termos

até primeira ordem em g¥

- (2

1

)

o L(x') =0 (x) + — eV oG EO,\,

e entdo 9

Tr(a' ©'1) = Tr(o, 7) - 53,1 Tr(oy t3)

Tro'y 'y - o'y Th) = Tr(og Ty - oy ) - A CR 057 +

+ gk’j Tr(okri - UiTk)

Entdo M = 1 + V, com V dado por (I.65), pertence a SL,(x) para qualquer
sistema de coordenadas e/ou sistema de spin e entdo V define M consisten

temente.

Voltando ao problema de construir o gerador G {o,w} notamos que sob
a agdo de M =1 4 V, as componentes de g; se transformam
, + +
o'y = (14V) o (1V7) = o + V gy + g5 V

ou

Usando V dado por (I.65) obtemos:
K igk, [OM. kK SP . k .
§o, =¢ J AkEs P("iTj - ciji) g9, *39 s('rja1- - T-cj)M o SPJ +

i [ i 5
+ UJ1 ES P (UL T.l)ks + Gks(T.l UL)MPJ 02 Sp (1.67)
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Substituindo (I.67) em (I.64) teremos

G = J dx 13, +.J dx o' B, (1.68) -
o id o i .
X X
onde Aij e B, sdo.as expressdes dos vinculos primarios de spin, dados por
(1.61) e (1.62).
As dez densidades de.geradores %L’ By Bis Agy
ra classe entre si e a Hamiltoniana J6 & uma{ combinagdo linear de todos os

sdo todas de primei-

dez geradores do grupo de invaridncia da teoria, o que era de se esperar.
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APENDICE, IT

FIXACAO DO SISTEMA DE REFERENCIA DE SPIN

Seja um campo .de- tetradas hu(u)(x) dado,sabfe 0 espago tempo, tal que
a componente hu(o)(x) seja do tipo tempo e as outras hu(i)(x) sejam do ti
po espago. Com elas podemos construir a metrica do espago-tempo de acordo
com
y(x) h{®) (x) (I1.1)

onde

hu(“)(x) = % hy(ay () (11.2)

Agora, sabemos quenuma variedade sdbre uma familia de hipersuperficie tipo
espago, podemos construir um sistema de coordenadas normais de Gauss, carac

terizado por

i

%0 = No(a) hy (@) =1 (11.3)

991 = No(a) () - i (a) h(*) = 0 (4

0 uso do sistema de coordenadas normais de Gauss € mera conveniéncia desde
que ele & consistente com as condiges de coordenadas (4.19) na aproxima-
¢ao linear (de fato,.decorre de (4.19)). E importante notar que, no caso.
tensorial, hou = 0.(ou Iop = 60u) sao condigbes (redundantes) do tipo -c
enquanto que, no.caso da versao spinorial, elas sdo condigdes do tipo -q
(relativas a graus internos).e portanto incluidas na @lgebra dos PD {cf.

(5.31) e as definigdes de PP para ambos os casos).
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Da condigdo (II.13)

- (ho(l))z - (ho(z))z = (ho(a))z + (ho(o))z =1

tiramos

ho(o)‘= 13 ho(i) =0 (I11.5)
e, usando (II.5) em (II.4) obtemos

hi(o) =0 . (11.6)
que & equivalente a (II.5).

Assim o campo de tetradas com uma componente tipo-tempo e as outras do

tipo-espago assume a forma:

IO e e (11.7)

com nove componentes independentes, as outras estando fixadas por (I1.6) e

pelo sistema de coordenadas usado.

Dadas estas componentes, ainda existem arbitrariedades devidas & pos-

sib{1idade de transformacOes.de Lorentz locais

' = (B
"y ) = Ly 00 by )00

qué ndo alteram a metrica no ponto, desde que L(B)(u)(x) obedece

* De fato, (I1.15) & mais forte que (II,13) e inclui a condigdo que hu(o)

tenha a diregdo da normal 3 hipersuperficie tipo-espago x = cte. naque
le ponto (cf. (3.1)).



146"

L) L)

(8) Moar =" "(y) T May (11.8)

Para impedir estas arbitrariedades de rotagﬁes vamos fixar os ejxos das te
tradas. Fixar os eixos significa impor condigBes sobre hu(a) tal que os
parametros das transformagOes de.Lorentz que deixam %nvariantes estas con-
digdes sao identicamente nulos. Consideremos uma transformagao de Lorentz

local infinitesimal

L(“)(B)(x) =6l g+ e(a)zs)(x) (11.9)

tal que Ny a(k)(s)(x) =" gy e(A)(u)(x) por (II.8), portanto seis para-

metros infinitesimais locais. Sob (I1.9) hu(u)(x) se transforma como.

hlay ) = gy () E(B)<a) hi(g) (11.10)

Para u = o = 0, usando (II.5),

(8)

v = (0)
ho(o) = Mofo) * & (o) Po(a) = * & (o) Mo(o)
‘Desde que hé(o) = 1 para manter o SC usado, temos
(o} . :
el gy = 0 (11.11)
0 que nao traz nenhuma condigao nova, desde que €(a)(8) € anti-simetrico,

Para u = i, o = 0 temos

para manter (II.16). Dai temos

) e(°)(j) =0 (11.12)
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Desta forma, (II.16) elimina trés graus de liberdade, associados a rota-

coes em relagdo a x°.

Restam trés graus de«1iberdade a fixar‘(as“qotagSes espaciais) asso-

ciados 3@s componentes puramente espaciais das tetradas: para p =1, o = j

Wiy = higgy < i (11.13)

Temos que impor trés condigdes. Algumas escolhas possiveis sdo:

hl(l)"-"'] h2(1)=0 hli'(2)=0
h 2y = ] M) = O hﬂu =0 (1.1
hs(a) = -1 ha(z) =0 hz(a) =0

[
Todas implicam, por (II.13), €,.4,:y = 0, sem nenhuma restrigao scbre g..(x .
(1)(3) S £ 94

De modo geral, as condigdes de spin sd@o lineares nas tetradas.

Vamos agora introduzir spinores e usar a aproximagdo linear. Assim

cﬁé(x) = oy (0 qohB _ gu AB Zﬁé(x) (11.15)
Usando
(1)
Ay (®) = My + 8 (gy(¥) (11.16)

e substituindo em (II.15) obtemos

@ =-Lrr(z (0 <) (11.17)
by (0) = = T TRz 00 7 :

Desde que as condigdes de spin (II.14) para a aproximagdo Tinear sao linea
1 ‘ :
res em eu(a)(x), escolhemos trés condiges ji(ﬁ), Tineares em ziAB(x),

AB
[+

-

independentes de I ""(x) e reais (pq. campo de tetradas e real). Assim

tomamos



o . o A ()
FE) =y B pg By (x) = - 2o O mm (I1.18)

onde imn sdo constantes reais arbitrarias. As condi¢Oes de spin podem
ser escritas, entdo,

. . AB
F(2) = oy Ty oa Sp (X) = 0 (11.19)

Vamos determinar agora algumas simetrias das constantes %imn

do exigindo-se que (II.19) fixe realmente o sistema de referencia de spin.

Isto & obti-

Usando (II.13), (II.15) (II.16) obtemos, em primeira ordem,

o
IR (IS (1.20)
ou )
: ), (1)
: S © m(n) = *emn Om(n)+ %pn € m) (n) (11.21)

As condigdes de spin ' (27(x)) = j{(z(x)) =0 nos ddo

% €(m)(n) = 0 (I1.22)

e.entao fica evidente que i?i(z) somente fixam os eixos de tetradas se, pe-

10 menos, % for anti-simétrico em (m,n), o que nos d&
=0
E(m)(n)
Assim
f(5) =- s =3 My a0 (11.23)
£ % fin] Tn AB Zm .

sdo condigdes de spins satisfatOrias. Abaixo fazemos outra verificagao de
que (II.23) & uma condig8o de spin conveniente e nfo permite nenhuma ou-

tra liberdade de rotagdo.
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Sabemos queo SL, (x) "8 uma representacdo’ das rotagdes locais de .Llorentz

AB

e atua sﬁbre“cu (x) da forma

a'a(%) = Mo (x) mt (11.24)

Como estamos nos restringindo s rotagdes.espaciais (3% = 0 deve fixar as
componentes puramente espaciais dos parametros) vamos considerar sU, (x),
subgrupo de SL,(x), e.representacdo das rotagdes espaciais (3-dimensionais)

locais, Uma transformagdo infinitesimal M e SU,(x) & definida por

M=14+V

V infinitesimal e tal o2 M-8 unitiria e unimodular, i.e.,
Trv=0 . (11.25)
e -y (11.26)

Considerando o, = 3u + Eu em (I1.24) e retendo somente termos em primeira
ordem
°

t = g +
b u(x) = Zu(x) +V o, * 9, v

e, usando (II.26)
2X) =T () + VG - &V (I1.27)

Substituindo em (I1.23)

. s . RS Rke S o RK,.S
D) =0y Spps (B + VN 8 0 - 5 S =0
- ;fj(z) + % ] Tr(T, V&, - T8 V) =0

obtemos

-] © o o -
aj[:kr‘_] TY‘(Tr v Ok ™ Tp O V) =0
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Desde que A -V, podemos escrever.
: - JU S o
V=i }‘k O

- onde A s30 constantes reais. Assim

=}

. o o o o ]
A Gj[krj}‘m" (T, O O = Tp O Gp) = 0
+ e o o
21 % [ke] Ap Tr(o, T o) =0
s o . o o '
21 %Bﬂkmﬁﬂﬁr%)+WUEWm%cQ]=o

nos di finalmente a condigdo

2 ajﬂ(l"] }\n — 0 (I1.28)
que se anula somente se
)\n =0 (II.G)

Assim (II.23) fixa realmente as componentes espaciais das tetradas e (II.6)

fixa as componentes exteriores as hipersuperficies tipo-espago consideradas.
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APENDICE III

FORMULAGAO HAMILTONTANA PARA O CAMPO ELETROMAGNETICO - CONSTRUGAO DOS OBSER-
VAVETS BK ~ PARALELO COM O CAMPO GRAVITACTONAL

0 propdsito deste apendice & utilizar o metodo da secdo 2 para o cam-
po eletromagnético. A analogia entre a teoria para o campo gravitacional e
a correspondente para o campo eletromagneético estd no fato de que ambas s&o
invariantes com.relagdo.a grupos funcionais bem definidos. A Lagrangeana
do campo eletromagnético & invariante com relagdo ao grupo de transforma-
¢oes de gauge enquanto que a lagrangeana do campo gravitacional de Einstein
e “invariante em re]agonao MMG. .Isto vai implicar na existencia de vincu-
los na versao Hamiltoniana de ambas as teorias. A diferenga entre os dais
grupos €, no sentido da analogia dos.metodos que iremos fazer, apenas uma
diferenca do niimero de fungdes grbitririas envolvidas nas transformagdes
correspondentes. Assim, todos os resultados relacionados com o aparecimen-

to de vinculos s3o analogos nas duas teorias.

A densidade de Lagrangeana para o campo eletromagnético & *

L=~ FH - i, M= L+ L {111.1)

-

T

0s Tndices sao abaixados e levantados com Nys 1™ desde que temos uma teo-
ria Poincaré-invariante e onde

W o_ . va oo v

F n Bu A n au A

- 0B
Flv = M g P

* No sistema de unidades de Heaviside.



2 Ty
be=-gFF
e
-
M= (e, d)

A parte livre da,Lagrangeana,Lf , & invariante séb“transformagﬁes de
gauge do potencial

A= A g (I11.2)
onde A(x) & uma fungdo arbitrdria das coordenddas do espago-tempo.

A parte de interagdo da Lagrangeana, Lys nad & gauge invariante mas
a integral de agao

I=1/1Ld*%

& gauge invariante, desde que j,, obedeca 3-equacdo de continuidade 3°

As equagDes de Maxwell obtidas da variagdo de L com relagio a A sdo

; 1
= jH

axV
e sao equivalentes a quatro” equagdes nos potenciais‘mais a condigdo de

Lorentz
DA]J = ju s —_—=z0
axH

. .
Escrevendo (I11.1) em termos de A¥ = (¢,A), obtemos:

Yy 2 _ 1 e oL T
L= E-(A + V$)? - 7 (Vv x-A) pp + JoA
L
3t

onde A" = Definindo o momentum canonicamente conjugado por



alL
Pu = . (I11.4)
3A ,0
e desdobrando, obtemos
’ + oL
P=— (111.5)
->
2A
aL
T = — (I11.6)
el
Usando (III.3) tiramos que
’ 5> 3 >
P=A+V=-E (I11.5a)
T=0 (111.6a)

Nota: A relagdo.(III.6a) & o vinculo primitio da teoria: Decorre do
%ato que Lf deve ser gauge-invariante e portanto n3o deve conter §. _De fa
to, a Unica expressio.gguge-invariante que podemos formar com ¢ & ¢ + V-K
que & o lado esquerdo.da.condigdo.de.Lorentz sobre os potenciais. Sob uma
transformagEo de.gauge, ela:se transforma como

- $ o+ VA = b+ VR +0A
Esta expressao €.gauge invariante (se nao fosse, nada tinhamos a provar)
se fos restringirmos a trangformagaes de gauge que satisfazemOA = 0
mas esta condigEdlcaracteriza também transformagbes de gauge que preservam
a condicdo de Lorentz. Daf-nfo podermos formar nenhuma expressdo n3o.nu-

1a gauge-invariante e contendo é e Lf deve ser entdo independente de é.

A densidade de Hamiltoniana para o campo de Maxwell &
e p R oL, M= % dx

e usando (III.3) e (III.4) podemos escrever
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-

-3 . .
Fo=PA - L = EMPZ + = (VxA)2 = jeA + §(V+P + p) (IIL.7)

1
. 2
0s PP entqe dois funcionais dinamicos A {A“, Pu} eB {A“, Pu} , N0 mesmo

tempo &, da forma usual

A, 8] =

SA §B 8B SA

j. d3x - (111.8)
X0 _8AM(x) 8p,,(x) SAM(x) 8, (x)
e usando que

AM(x') = J S s(F%) A%x) dx

A

obtemos os PP fundamentais

(A (x), A%(x")] =0

X0=X 10

[P, (x)5 Py(x")] =0 (I11.9)

A condicdo que o vinculo primdrio da teoria seja mantido no tempo &

d2x' [m(x)s % (x")] -0

«© 0oy 10

Y
"
[y
—_
=
Z

-
=
[}
e

ou

F=VE4p=0 (111.10)

. -
que-& o vinculo.secunddrio da teoria ((II1.10) € a equacdo de Maxwell V-E =

= p). E trivial verificar que n3o ha mais vinculos adicionais na teoria,
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provenientes das .equagcoes de movimento - o vinculo secundario (I11.70)
& automaticamente mantido no”tempo. De fatb, tomando a derivada temporal

de (I11.10)

e usando N

p > >
Voo— = Ve[p.H] = Ve
" {p.H]

obtemos que o vinculo secundario.serd mantido no tempo se a equacio de con
tinuidade para j* valer, i.8,
> 3p
c Vi —=
at
Notar que o Ultimo termo-da Hamiltoniana (IIL.7) & o produto do vincu
lo secunddrio {III.10) pelo. potencial escalar ¢. Desde que 4 ndo & gauge
invariante, a Hamiltoniana ndo & identicamente gauge invariante, mas se re

duz 3 densidade.de energia gauge-invariante sdbre a hipersuperficie de vin

culos (III.10). i

A partir de agora vamos considerar o caso do campo eletromagnético 1i-
vre (para comparagdo. de métodos com o campo gravitacional livre), i.&, con-
sideramos 3" =.0 e entdo o vincuio secundéqio e a Hamiltoniana se reduzem
respectivamente-a

gpE=-viE=0 (I11.11)

'l _,2 - 2 e d
% = g Pt (WXR)? + ¢ Vep (111.12)

1
2
Analogamente ao campo gravitacional, o vinculo = 0 faz com que a

. —~ o~ P -
velocidade ¢ Nn3o possa ser expressa como uma fungdo- das variaveis canoni_
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cas (pu, AMY, 0 termo nivda Hamiltoniana desaparece devido @ (III.6a). A
vari@vel ¢ nao serd uma variavel dindmica, no sentido de que ¢ n3o & pro
pagada no tempo pelas.equagOes de movimento. Aqui cabe uma observagdo im-
portante que também se aplica.para.o.campo gravitacional. De acOrdo com o
tratamento que. estamos.dando. aos .vinculos (considerados como equagdes fra
cas no sentido de Dirac), a Hamiltoniana (III.12) deveria ser rigorosamen

te

to=mbsli+Lmdvovs (111.13)

contendo um termo-.dependente da velocidade $ como foi discutido acima. Des

ta forma, ficard clarc que H n3o determina a propagagdo de ¢ no tempo, i.8,

= ol = [ ex B mx] = 90 -

Ao sgndo nao diﬁEmica, e desde que seu momentum canonicamente conjugado &
um vinculo (m = 0) que'se mantem no tempo, o par (¢,m) pode ser eliminadoe
da descrigdo do espago de fase e da definig3o de PP, ficando-se entdo so-
bre o espago de fase reduzido (K; E) *, mais a condigdo (III.11)., Desde
que a dinamica e o espago de fase da teoria sdo construidos com componens
tes espaciais deJ(AE, pp) tomaremos como metr1ca 6 D ndo faremos mais dis
tingdo entre Tndices.contra e covariantes e quant1dades serdo escritas.
com o sinal conveniente. Notar que a.Hamiltoniana (III.12) estd escrita
no espago de fase reduzido (K,;)le contendo uma fungdo arbitraria como coe
ficiente num dos termos. (LII.12) nao deve ser utilizado para mostrar que
& ndo dinamica e arbitrdria, desde que b = [®, H(II1.12)] =0 0  que

ndo & correto. Notar ainda que o.vinculo secunddrio = = 0 foi corretamen

* (K,;) sao os analogos aos D-invariantes da teoria de Dirac (cf. segzo 3).
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te calculado no espago de fase completo (A]i pu).

‘Para fixar,a’fungio atbitgéfia‘¢ na Hamiltoniana (II11.12), tornando,
desta forma,.lnica a propagagdo.das.variaveis dinamicas (K, E), a partir
dos dados iniciais.sobre.uma hipersuperficie do tipo-espago, temos que im
por uma condigdo.de gauge,-o0.andlogo 3s condigBes de coordenadas para o

campo gravitacionai.

0 gerador.das. transformagdes .candnicas de gauge sObre as varidveis
dinamicas serd construido com (III.11) e dado por
0 f + 0 -> 3
C(x_) = J A(x,x") Vep(x) d®x (111.14)

onde A(x) € uma fungdo infinitesimal arbitré(ia. Assim

Ty (x) = [/_\i(x),,C(xo)J - fO,A(?Z',x°) [A]. (x), Pz’z(x')]dsx' ,
X

?
= 10 "_'*. Syl o -
jA(x 50) 81y — S = - (0
0 que nos da

-

[N

At = A - VA

gue sao as componentes espaciais da transformagdo (III.2). O momentum 3
comuta com C(x°)fe &, portanto, gauge-invariante, o que & fato conhecido.

Para fixar esta arbitrariedade nos potenciais, vamos impor uma condi
¢do de gauge,.uma.relagdo envolvendo.as variaveis dinamicas. Nossa esco-
Tha, de modo nenhum (hnica, serd feita impondo-se a condigdo sGbre os po-

N
tenciais A:

N
VA = 0 (111.15)

Esta condigdo € a gauge de radiacdo e elimina a componente Tongitudinal
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AL gauge-variante e,.juntamente .com (II1.11) nos leva @ (epresentagﬁo do
campo eletromagngtico 1ivre-em-termos dos potenciais transversais (K},.;T),

ambos gauge-invariantes. De fato, vamos fazer a decomposigao

- > >
P = PT + PL
(I111.16)
> - -
A= AT + AL
onde
- -
V-PT =0 V-AT =0
> -
VXPL =0 VXAL =0
0 vinculo (III.11) & reescrito
: -
V-PL =0
e juntamente com
-
nos di-"
> —
L=0

Sob (II1.2) a condicdo-de gauge (II1.13) se transforma como

< -

VAt = Ve A+ V20

e, entdo, (II1.15) fixa a gauge a menos de uma transformacao que satisfaca
V2ZA=0

Como estamos supendo campos se anulando no infinito espacial e ndo singula

res, ficamos restritos a A = 0.

*  Todo vetor que tem diverg@nfia e rotacional nulos & identicamente nulo.
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Sob o ponto de vista do.método utilizado numa teoria com vinculos,
(ITII.1) e (IIL.15).constituem uh conjunto de vinculos de segunda classe,
desde que

e > 3 - '
(V-A(x)y V'op(x')] = - V2 &(X-X") (I11.17)

x0=x10

Nota: 1) usando (III.5a) em (III.11) obtemos

9 -+
V2 ¢+ — (V:A) = 0
ot

" ->
e da condigdo de gauge V+A = 0

V=0
cuja solugdao tomamos. ¢ = 0. Assim, a gauge de radiagdo (III1.15) fixa dire-

tamente o valor potencial escalar ¢.

2) Componentes Tongitudinais estdo associados as fontes e s3o u-
tilizadas para descrever a interagdo de campos com as fontes. Por exemplo,
usando. (I11.10)

>

pL“V; p
Assim a gauge de radiac@o.deve ser usada.somente na ausencia de %ontes, por
que ela elimina.componentes .longitudinais importantes no estudo, da intera-

¢do fonte-campos.



PARALELO COM 0 CAMPO GRAVITACIONAL:

Campo Eletromagnetico Livie

Lagrangeana do campo livre Lf inva-
riante por transformagoes de gauge
(1 fungdo arbitraria definido a
transformagao) iL

1 vinculo primario w = 35 =0

3%
1 identidade de Bianchi (teorema de
Noet
ether) o .
9}‘[\’ ‘
1 vinculo secundar1o obtido da con-
di¢3o de consistencia ﬂ 0:

V-p = - V-E =0
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Campo Gravitacional Livie

Lagrangeana do campo (1.7a) invarian-
te por transformagoes arbitrarias de
coordenadas (4 fungbes definindo a

transformagao) iL
a3 L

4 vinculos primarios p = 5 D .o
. 9
Ol 40
4 identidades de Bianchi (do teorema
de Noether)

1V =
G ;vjlé
4 vinculos secundarios obtidos de
poH = 0:
%, =0

=0

1 funcdo arbitraria (n2o dinamica)
como coeficiente na Hamiltoniana

$

4 fungbes arbitrdrias (ndo dind3micas)
como coeficientes na Hamiltoniana
gor

n
9% ou 2w
H Vg0

Espago de fase descritg pelas- va-
riaveis dinamicas (&, p)

Espago de fase descrito pelas varia-

veis (913, p1d

1 condigao de gauge para tornar i-
nica a propagagao a partir dos da-
dos iniciais, fixando.a dindmica

4 condigoes de coordenadas para tor-
nar unica a d1nam1ca da teoria

= f (g"s p J)
da teoria tal que 1]
rou axM u
V’A = —‘a-f 60
v k=0, v§ = 0} conjunto de 2 %, =0,%=0, - x*= 0} conjunto

vinculos de segunda classe da teo-
ria que devem ser eliminados da 3l
gebra dos PP dos observaveis.

de"8 vinculos de segunda classe que
serao eliminados da algebra dos PP
dos observaveis.
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Constwgao dos Observaveis BK

0 conjunto de segunda classe {V-K, V-F} contem um nﬁmeto conveniente
de vinculos para.fixar a.dinamica.da.teoria e que deverdo ser eliminados
da algebra dos.observaveis, ou- diretamente pelo uso do PD ou pela modifi-
cagao das variaveis adicionando-se a.elas uma combinagdo linear dos vincu

los (cf. secdo 2)~0 que iremos fazer a seguir. Assim

A*_i(?,xo) = A (%,x0) + J o (XX') Py 5{x)dx! +J B; (X.X!) Ag (X )dx!
X X (111.18)
ondeos coeficientes-a;-e 83 sdo determinados pelas condigdes
I:A:(x), P, .(x')] =0
3,d
x0=x? (I11.19)

E\:(x), Azsz(x')] =0
0__X 0

Exaiinando (III.17) vemos que -os-.coeficientes devem ser c-niimeros e fun-
¢Oes de §(X-X') e/ou suas derivadas.. Substituindo (II1.18) em (I1I.19)

e usando (III..9), obtemos:

2 ?
o §(XK) = — — B(X"-X") 805 B (X,%")d3x"
ax'i %0 ax"“ ax'd
e
J o (S("’;("u) g2 5(3("||_;(*|)daxn =0
0
ou X
72 g (X,%") = 0 (111.20)
2
T2 g (XE") = —  §(R-X") (111.21)
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Tamb&m

p?(?,xo) = p;(Xuxg) + I ny(.X') py j(x')dax'-+~J ;
0 ’ 40
X

Por (IIL1.17), u;

E):(X), pj,j(X')] =0 )

X0=X'0

(111.23)
. , 7
P00, A gte] =0
x0ax1?

Substituindo (I1I.22) em (III.23) obtemos

V2 (XX') = 0 (111.24)

5> > 3 o
V' (X)) = —— §(x=X") (I11.25)
ax!

(I11.21) e (II1.25) tém solugdo andloga. Tomando (III.21) e diferencian
do em x"i

g2 8 (X,xl_l) = g2 5(-):";()")

axel 1

ou

-2 o o -

— Bi(XX") = §(x-x") +y

ax!
onde V2 ¢ = 0. Como estamos- interessados em campos livres de singularida
des e se anulando no infinito espacial, tomamos ¢ =0, Assim

> 2 1 oy > o
Si(X,X ) & — ;; §{x-x") + ¢1(x,x')
i

ax'

tal que $; 3 = 0. Substituindo em (III.21) por consisténcia,

WAL YAy (%' )dx!

(111.22)

e ny sdo c-nlimeros e s3o determinados pelas condigBes

obtemos



V'2 ¢; = 0 e tomamos ¢,

B; (X.X")

Bx

ax

0.
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- . *
Pelas mesmas consideracoes anteriores tomamos

ai(?,i')

=n;%X) =0

Finaimente
£ 1 9
~ — §(%X') = —— D(XX') (II1.26)
i v ax'1
D(X-X!) (111.27)
i
(111.28)

Desta forma, podemos escrever (III.18) e (III.22) como

*
Ai(x) =

ou, formalmente,

A1 = Ai
*
Pi = P1

9

A; (x) +J S DY) A (k') X' (111.29)
-I ]
0 ax' )
a - =
P (x) +f — DR Py 4(x') &' (I11.30)
-I 3
0 ax'
1
SRS (I11.29a)
v
1
oy —2, Py (I11.30a)
v

Os PP entre as variaveis estrela podem ser calculados diretamente, usan-

do-se (III1.29) e (I1I.30)

# Todos os resultados posteriores sao independentes do fato de tomarmos

(I11,28) ou deixarmos o, n; como solugOes das equagoes de Laplace,

sem especificar.
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HOR P;(x")J - ‘i\i(x),~Pj(x")] N f —D(x" % E\ (x)5 Py _y(x' ]dax +
X

0_,n0 o_,u0 ¥° x'J x0=x 10

. J — D(%-X") Eﬁz,l(x‘) PJ(x")l‘ 4+
xO X _xuo
£} ]
n f - D(FRY) —— DR )
XO [¢)

X ax ] 1 axlllJ ~

e

x|0=xm o
> 3 > o d _——

§(X-X") +]- d¥X" o §(X-X") —— D(X"-X') +

) Wi v

x0 ox X

3 > 3 -

A%t —— D(X-X') —— §(X'-X") +
ax!! ax'd

J d3x? dg)'(lll 3. D(';_;("l) 8 D(;(’u ?(‘m) 8 ? (S()'-—)Z"')
XQ BX” axulj axl'q' axul L-
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e obtemos finalmente

— 82
El\:(x), P’;(x")J = 8 §(%-%") - ——— D(X-X") = a}}.(?—?“)
0=y 0 ' ax! axd
onde 6I§(§-§") & a fungdo delta transversal, isto &,
a1TJT.(?<’-§") = 611 (%-%") 811 (%"-5)

A, . =0
P. . =0

e, de fato, observando-se (III.29a) e (III.30a) vemos que (A:, P:) s30 a

ﬁepresentagio transversal de (A Pi) 34. Desta forma, para spin 1 e mas

i
sa nula, a algebra de comutacdo das variaveis transversais & identica a

algebra dos PD, ou usar.a representagdo de variaveis transversais & iden-
tico a construir obse(véveis BK.pa(a.o campo e]etﬁomagnético ]ivqe, asso-
ciados ao conjunto de segunda classe (II1.11) e (III.15), na gauge de ra-

diagao de spin 1.
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