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RESUMO

Apresentam~se os resultados da aplicagao do formalismo
hiperesférico no cilculo dbs estados fundamentais dos ions H ,
(e"e’e”) e do atomo de He. Mostra-se que a convergéncia‘dos valo
res &.lenta, como foi encontrado nas aplicacdes em Fisica Nucle-
ar. Isto obriga -ao cidlculo de elémentds de matriz. do potencial
até ordens altas, o que foi realizado com o programa SCHOONSCHIP
de calculo @lgébrico. .Ainda assim, se féz’necessério o uso de
mé&todos de aceleragdo de convergéncia, gue melhoram notavelmente

os resultados da aplicagd@o direta do método.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

A compreensdo da estrutura e propriedades dos sistemas
atomicos e moleculares mais simples recebeu uma atencdo conside-
ravel desde antes da aparicao da mecanica quantica e do estabele
cimento da equagdo de Schr8dinger. Com estes 4instrumentos, pode-
mos resolver o atomo de hidrogénio de uma maneira completa e ele
gante. Entretanto, quando passamos a investigar probiemas de
trés ou mais corpos, a situacio se torna intrincada, fazendo-se
necessario o uso de aproximagdes ou de hipoteses adicionais (re-
lativas @ disposic@o espacial das particulas, por exemplo) na so
lugao dos sistgmas. Para atomos e Jons como H , He, Lit e outros,
ndo era possivel uma solucdao completa. Porem, estes atomos sao
suficientemente siﬁp]es para que possamos obter resultados acura
dos com os variados metodos de aproximacao. Neste dominio os-me-
lhores resultados ate hoje encontrados sao os calculos realiza-
dos a partir de um principio variacional.

0 surgimento da Fisica Nuclear e a necessidade de com-
preender mais a fundo as interagdoes fortes, trouxe.a necessidade
de resolver outros problemas de poucos corpos(l), que sao de na-
tureza diferente dos da Fisica Atomica e Molecular (pelo alcance
das forgas e relacionamento diferente entre as particulas).

0 potencial coulombiano depende exclusivamente da inte

ragdo entre pares de particulas e & de longo alcance. 0s potenci



ais fenomenologicos nucleon-nucleon da fisica nuclear pensa-se
que tambeém sejam 1 a 1 e s3o de curto alcance. Apesar da diferen
ca das caracteristicas das fOﬁgas presentes, uma solucdao formal
do problema de tres corpos, com potenciais entre pares deve
servir igualmente bem a sistemas coulombianos e nucleares.

0 primeiro resultado notiavel dos esforcos para a obten
¢io de uma solugdo exata do probiema de tres corpos vem das equa
g0es propostas por Fadeev(g). Essenciaimente, estas equagoes
sdo uma maneira conveniente de se reescrever a equagdo de
Schr8dinger e Lippman Schwinger para tres corpos, colocando-a
numa forma integral (com solugdo Unica) que enfatiza a matriz
T ao inves dos potenciais(i’i). -

Com o impulsc dado a teoria por Fadeev surgem outras
tentativas de compreensdo da dinamica do problema de trés corpos,
em particuiar o desenvolvimento da fungio de onda em harmonicos
hiperesfericos. Diversas investidas foram realizadas nesta dire-
¢do e os trabalhos que primeiro chegaram a uma forma elegante da
solucdo sao os de Ziékendraht(i) e os de Simonov(ﬁ’z). " Este
#11time langa a base do método que costumamos chamar de harmoni-
cos-k. Para uma grande coletdnea bibliografica de trabalhkos rea-
lizados nesta area vejam-se as refs. (8) e (9).

A partir do seu—surgimento, estes métodos veém sendo

.
exaustivamente utilizados nos problemas da fisica nuclear. Ambos,
trazem o merito de chegar formalmente a uma solugao exata.Porem,
nos c3lculos praticos, se faz necessario o usc de métcdos numéri
cos de certa sofisticac¢3o para a obtengao de um resultado aproxi
mado dos valores que se deseja calcular. Isto pode limitar de ma
neira drastica a aplicagao destes formalismos. Em especial,a uti

lizagdo dos harmonicos-k torra-se bastante mais dificil quando



estudam-se estados em que o momento angular total nao & nulo.

Na Fisica Atomica apenas recentemente recorreu-se a es
tes metodos. As coordenadas hiperesfericas foram utilizadas por
¢.0. Lin{19) no estudo do sistema eletron-hidrogenio. 0s harmoni
cos-%k foram aplicados na obtencio do estado fundamental do 7on
negativo do positronio e"ete” por Chowdhury et a].<ll) e H.
Coelho et al.(jz). Harmonicos-k a uma dimens3o levam a resulta -
dos simples, no caso de trés particulas a uma dimensdo. 0 atomo
‘de He e o He™ foram investigados dentro deste formalismo por Coe
lho e Amado(lé).

0 uso dos harmonicos-k no estudo do Jon e e’e” parece
especialmente interessante pois, ao contrario do que ocorre en
sistemas como o H , n3o podemos considerar uma das massas como in
finita eliminando sua contribuigao ao movimento. Com harmoni -
cos-XK, em nenhum momento e mais conveniente ou necessaria esta
consideragdo.

No presente trabalho, pretendemos aplicar o metodo dos
harmonicos-K a sistemas de tr&s corpos sob interacZo coulombia -
na, mais precisamente na obtencio da energia de 1ligagdo do Fon
e"ete”, do Ftomo de Helio e do Ton neggtivo do Hidrogénio H :

0 segundo Capitulo traz uma descrigl3c detalhada do me-
todo dos harmonicos hiperesféricos (harmonicos-k); dos casos em
que & possivel uma solugde analitica e de como resolver explici-
tamente o sistema infinito de equagOes acopladas que contem a di
namica do problema.

No terceiro Capitulo s3o examinadas as caracteristicas
do potencial de Coulomb, dentro desta nova metodologia. Calcula-
mos em detalhe os assim chamados elementcs de matriz do potenci-

al. Para efetivacdo deste cidlculo & conveniente o uso de um pro-



grama de computacgdo algebrica, Schoonschip, que explicanos ne de
correr do capitulo. ..

0s sistemas Coulombianos de tr&s corpos sao investiga-

dos de uma maneira mais proxima

no quinto Capitulo apresentamos

no quarto CapTtulo e em seguida

o resultado de nossas aplicacoes

do método dos harmdnicos-k e do estudo da convergencia dos valo-

res calculados. Para tal estudo utilizamos métodos de aceleracgdo

de convergencia como os aproximantes de Padé e propusemos uma

formula Tinear epm (k)—y para extrapolagdo dos valores da ener-
gia.

No Apendice A est@o contidos alguns detalhes do metodo
dos aproximantes de Pade pontuais(li), seu .uso e sua relagdo com

o metodo de extrapolacao de Aitkeén.

No Apendice B est3o contidas

tabelas com os valores

dos elementos de matriz do potencial.

Devemos ainda salientar gque quando nos referimos a uni

dades atomicas (u.a.), s&o as definidas no livro de “Bethe
e Sa]peter(li). A saber:
1. unidade de carga = e = carga do eletron;
2. unidade de massa = m = massa do eletron;
3. unidade de comprimento = a = ‘F.Z/me2 = raic da pri-
meira orbita de Bohr;
4. unidade de energia = ez/a = dobro do potencial de

jonizagdo do hidrogenio (massa do prdoton =+ o).



CAPITULOD 2

METODO DOS HARMONICOS HIPERESFERICOS

2.1 - 0 _Problema de Dois Corpos e _sua Generalizagio. Harmonicos

Hiperesfericos

Na mecanica quantica, quando buscamos uma solugdo para
problemas de dois corpos, costumamos separar os movimentos docen
tro de massa e relativo; este Ultimo & relevante para o ca@lculo
da enérgia de ligagao. A equacdo que descreve o movimento relati
vo pode ainda ser separada em duas, uma relacionada @ distancia
entre as particulas e outra que contem as variaveis angulares.

A equacdo de Schrbdinger para o probiema com massas

m e m, tem a forma

2 2 > -
- —;f;ﬁ Z- im; Ve VELD] %) = Eend) ()
2 _ 3% 2% |t

.

A funcdo de onda ¢ depende, entdo, das seis coordena
das das particulas (x1,x2,x3) e (y],yz,y3). Introduzindo as coor

denadas do centro de massa e relativas

N m]§ + m27
s (2)
m]+m2
¥=y-X (3)



podemos separar a eq. (1) em uma que dependa apenas de R e outra
> (]5) - - . .
para r ‘—/., A equagao em r ou seja a que governa o movimento

relativo &

onde:
uo=mm, (my o+ mz)-] g a massa reduzida.

Ao utilizarmos as coordenadas esféricas

r] ='r cos ¢ sen ©

r, = r sen ¢ sen 8

(5)
rg = rcos 9
_ 2 2 2.1/2
r = (r1 + ry + r3)
na eq. (4), chegaremos a
. 2
13 2 3 1 9 3 1 3 j
= (rf L) + —— =z (send =) + ———— =5 U(r,06,0)
E7 ar ar ;? send 30 30 r2 senb a¢?J
# B(E, - u(ree) = 0 (6)
Devemos‘tentar como solugao
Y = 2' Uzl(r) Yllml(ead’)' (7)
onde os Y,, . sdo os harmonicos esféricos(lé). Multiplicando a
eq. {6) por Yzm e integrando na parte angular obtemos:
1 3 29 2(2+1 2 \
= o (r° 55 Ug(r) - —(—Z—l Ug(r) +%% EU,(r)
r r



2
- %\5 ZD Yo V ¥gim: dﬂ Uy (r) (8)

E claro que para potenciais que dependem apenas da dis
tancia entre as particulas (modulo do raio vetor), o sistema de
equacbes (8) e desacoplado. Porém, para casos como o dod&uteron,
em que ha forgas que dependem de &, obtemos um sistema de equa-
¢oes diferenciais acopladas.

-Quando existem tres ou\mais corpos em interagdo , pode
mos pensar em generé1izar o procedimento descrito para duas par-
ticulas. 0 método dos harmonicos hiperesféricos consiste basica-
mente nesta generalizacdo.

No probiema de dois corpos, os seis graus de liberdade
a priori existentes foram reduzidos a treés quando eliminamos o
movimento do centro de massa. Passamocs entdo a utilizar uma dis-
tancia r e dois dngulos como variaveis relevantes. Do mesmo m&dm
no problema de N corpos, podemos eliminar o movimento do centro
de massa e teremos 3N-3 graus de liberdade. Apos uma escoiha con
"veniente de coordenadas poderemos definir uma hiperdistadncia p e
3N-4 @ngulos. As funcGes que chamamos de harmBnicos.hiperestri-
cos sdo as que terdo um papel analogo aos Yoige Na eq. (7).

0 ponto de partida para a generalizacdo @ a passagem
das coordenadas x; (i = 1,...,N) das particulas para as assim

chamadas. coordenadas genera1izaaas de Jacobi(lé’ll)

(9)

onde:



o a+1 -1
Wy = My (BZI mS)(BZ me) e o= T1,...,N-1

A interpretacio destas coordenadas & direta. R & o ve-
tor do centro de massa das N particulas e u;]/z £ 2 o vetor que
realiza a conexdao do centro de massa de um sub-sistema de parti-
culas (etiquetadas de 1 a o) com a particula afl.

Desta maneira a equacgio de Schrbdinger para N corpos:

i (10)
pode ser reescrita como:
A _ N=-1
{--—[(Z )T Ve e TV (ELE, L)
i=1 R a=l1 CEed
LY >
< E} ¢(R:g]s£25---s—€N_]) =0 (1])

y >
Neste momento podemos transformar as coordenadas Ea em
coordenadas hiperesféricas(lg). Introduzimos uma hiperdistancia

(raio de hiperesfera) definida por

(12)

As outras coordenadas s3o os angulos que definem a posicao de

un pento na hiperesfera. Uma maneira de definir estes angulos &
- - . s

manter para cada ga 0s angulos polar e azimutal eu e ¢u » e defi
. - . . > -~ - -

nir novos angulos relacionados ao comprimento de £, ea hiperdis

tincia por



) E; = P SeN Ly o ... ser g, sen Z
E, = P SEN Ly o, ... SEN L, COS Z3 .
: (13)
ga = pseniy., ... Sen g cos g,
En-17 P s8N Iy
Denotaremos o conjunto dos angulos {91,92,...,6N_],¢1,

¢2“”"¢N-1’51’82""CN—2} por Q. Deste modo temos um sistema ,
com uma hiperdistancia p, e os 3N-4 adngulos Q.
Utilizando estas coordenadas -hiperesfericas e eliminan

do o movimento do centro de massa da eq. (11) obtemosf*):

2.
- v
l;SN—ll ) (°3N * g—p) + —DQ:IIIJ(D;Q) +‘h% e P(p3Q) = 1;_25 Vo w(p:n)

(14

Vg € o operador que contém a parte angular do Laplaciano de 3N-3
dimensbes definido pelas coordenadas hiperesféricas. A forma ex-

plitica deste operador s(18),

N-1 A N-2{ - bl
2 . . 4 2 3o0-1 2
v - Z __2_? + Z [fen Tyape--SENTy o sen (3¢ )Ca cos cé}
a=1 (oa) a=1
) (3a~1) 2 gr_] 5
x 52; [}en Ty €08 T, T (15)
onde:
A = _]. __3__ (sene 3__) + — 1 32__
o seneu aea o aeu senzea 3¢2
e
ga
Uot = _p = sen CN—Z ... Sen Cu cos cu-]

(*) € = energia do movimento relativo.
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Vg pode ser obtido por iteracdao dos operadores

A
2 2 1 o1 1 3 l: {3N-1) 2. 3 ~[
K=K 5+ — + — - |sen T cosS L. o
o o-l seny coszca Sen(3N 1);a coszza agu o o 3T, |

(16)

A A
2o Moot 1

senzc] cos“g senzz;]coszc]

d .2 2 )
3% Lsen t, cos‘zy "—"a?;]] (17)

Continuando a analogia com dois corpos devemos expan -

b

dir a funclo ¥(p3;R) em uma base de autofuncGes do operador VS

2 .
Yo “k{zimi}(m = -k(k + 3N - 5) uk{limi}(n) (18)

A forma destas funcoes e

N-1 ) N-2 ('
u (@) = m ¥ (8¢ noy; z:)  (19)
k{ymy ) as1 oMo @7 gy kLEgmgITE
onde os Y, _ sao os.harmonicos esféricos correspondentes ~ aos
o o .

\] b~y £ = 2
operadores Au. 0Os YK{Q’imi} sao autofuncoes dos operadores Kj (cf.
eq. (16))

k% i (£:) = ko(k, + 33 + 1) v (z.)  (20)
3 Tk{zgmi3teg RN k{ami3t=3

0s Yﬂ{z.m } que satisfazem esta equagao sao dados por(J—g):
i

: % s k.
+1 -1
Yigam, 1 (51) = (coszy) I (sency) IR (aibieicos®ry)  (2n)

onde
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_ ab a(a+tl)b(b+1) .2
ZF](a,b,c,z)_]+ < Z+-—2(:—C(—()iﬁ—y— AR S

oy b -
b= g (ky # kyq + Ryq + 35+ 1)

¢ = Ryt 3 (22)
k, = £ s k. = 2n+kj_1+£ 4 > M= 0,1,2,

ky.p = K

De outra maneira podemos dizer que os uk{z- .3 sdo a parte angu-
imy
lar dos polinomios harmonicos de grau k(li’lg), ou seja das solu

coes da egquagdo de Laplace:

2
: v
1 ) 3N-4 3 ‘2 . =
[3N-4 ?p (p 35) + —EJPK(D’Q) =0 (23)

_ -k .
Yegggmy =P Py (e3®)

pois

o itd
o® k(k+3N-5) N v
T2 k{ggm;} © P o2 uk{£1m1} 0
que imp]%ca em
Vs% Upggom,3 = = k(k + 3N = 5) Uy oy (18)
it i
0s U } sdo as fungOes que denominamos de harmo-

k{,?,1.m,i
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fos hiperesféricos. Al8m das propriedades j3 descritas, estas

%ﬁes devem satisfazer a condigdo de ortonormalidade

( U (@)U (R)da = 8408, (24)

e o engloba o conjunto de numeros quanticos {limi} e dR e a
arte angular do elemento de volume no espago de dimens3ao 3N-3,

we & dado por

N-1 dE_
dQ = 0
o=1 p3N-4 dp
‘ (25)
> B -> - -+
dE, = d(E)q d(E ), d(E ),
itilizando as eqs. (13) obtemos
N-1 N-2 2 38-4
dQ = agi fenea‘dea d¢a 821 cos"gy (sencs) dce .(26)

EXEMPLOS :

19 - Para dois corpos, N=2, as solugdes da equacio de autovalo -

res

Vol = = K(k+1)Uy

sio os harmdonicos esféricos usuais e k coincide com o autovalor

de momento angular, i.8.

Uy () = Yo (8,9)
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20 - Para trés corpos, N=3, desenvolvendo as funcdes da eq. (19)

obtemos

2
2
u (o) = NY (67:0,)Y (8,:05)(cosz)
k&]m]£2m2 z1m1 1271 zzmz 2772
] 1, -
2 (R4 +5,8, +2)
(senz) | Pklyv]?%z 2 (cos2r) (27)

—t
onde N & uma constante de normalizacao e substituimos a fungao

hipergeométrica F, pela sua forma em polinomios de Jacobi
P r 2"

30 = (07 HREH oy (orarssrte s, 1)

Das eqs. (22) temos

k0 = 21 . kj = 2n+kj_1+zj+1 n=290,1,2,
ky-p .= K
entdo
k = 2n + 2+ 8 n=0,1,2,...
Quando o momento angular total for nu]o(ji):
k = 2n n=20,1,2,

30 - Para quatro corpos, N=4, temos(Ji):

Upgom. () = N Y fors00)Y, o (6p50p)Y o (63503)
kz]m122m223m3 29 1297 FPL 2202 23M4 3263

1 1
21 f& t ot g)

L
2
x (cos;]) (sen;l) k]-z]-kz (cosZE]) x
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1 1
L k (ky + 55 2, + %)
x (cosz,) 3 (sen;z) L ! 2> 73 2

Pk-k]—£3 (cos2z,} (28)
2
Das eqs. (22)
k] = 2n + L+ 8, n=0,1,2,
k =2n + k1 + 2 n=20,1,2,

Com o que vimos, a expans3io da funcao ¥(p;Q) fica:

¥(psQ) = kza' Xk'a'(p)uk'a'(ﬂ) ’ (29)
Chamamos os coeficientes Xk'a'(p) de ondas parciais. Substituin-
do a expans3ao da eq. (29) na eq. (14) multiplicada por uka(n) e

integrando em Q obtemos "o sistemdté—tz—’jL’lg)(cf.eq.(8)):

N-% dp o ;7- B

L1 d o 3N-4 d, _ k(k+3N-5) . 2e Sy
lEpT*— s (7 g JTI + ] Xk (P)

-2 .
‘{2’ kia' Vka,k.u-(p)xk-ax(p) (30)
onde
Vka,k'a'(p) = [ do Uka(ﬂ) v Uk.a,(ﬂ) (31)

sio os elementos de matriz do potencial na base dos harmonicos hi

peresfericos. Como em geral os potenciais com os quais trabalha-
s s > >

mos dependem apenas da distincia r.. = Ixi-le entre pares de

1J
particuias, temos:
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IRPRICEY YR AT CH TR

Para as aplicagoes fisicas serdo Gteis aqueles harmdni
cos que, além das propriedades ja vistas, formem uma base para
a representagdo irredutivel do grupo de permutagoes. Um  ultimo
requerimento € que a forma destas funcdes n3do dificulte o calcu-
1o dos elementos de matriz Vka,k'a" Harmonicos  hiperesféricos
com estas propriedades foram estudados dinicialmente por Simo-
nov(jL) para o problema de trés corpos. S3o os chamados harmoni
cos-K. Na proxima sec3o veremos estas fungoes. O desenvolvimen-
to *histdrico deste formalismc, bem como os estudos do ponto de
vista da teoria de grupos podem ser vistos em Simonov(ii) e

(2)

Louck'—" .

2.2 - Harmonicos-k para Trés Corpos

No caso especifico de tres corpos utilizaremos apenas
as coordenadas de Jdacobi 21 e EZ {cf. eqs. (2.1.9)). A hiperdis-~

tancia p e o angulo ¢ ficardo definidos por

_ 72 2
p‘E]"‘EZ
£y = pseng (1)

E, = p COS T

De acordo com Simonov(ji) os hiperesfericos de deve -~
rio conter 3N-4 = 5 indices (nUmeros quinticos): o numero k que
estd relacionado ao fato dos hiperesféricos serem autofungdes de
Vg (cf. eq. (2.1.15)), os autova1ores'de momento angular e sua

projecao 2 e my relativos a £, e analogamente L, e m, relati-
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vos a 52. 0s numeros quanticos 2y, My, %5 @ ", sao a subdivisdo
do indice o , combinados no momento angular total ser3do L, M, 2q
e 22.

Escreveremos, ent3o, os harmonicos hiperesfeéricos para

trés particulas na forma da combinagio

2

. 1
u, (@) = N Y (819138,0,) (sent)
kLMﬂ,]x2 kz1£2 LMa]zz 17127272 /
"2521*’}”‘2*%) »
(cosz) k=22, (cos™z) (2)
. ——=
onde:
ﬁl,s)
r

sdo polinomios de Jacobi (cf. eg. (2.1.27)),

ViMg p, (B1073828) = I <LMgymygomy> Yy o (09,09)Y, o (6,.:¢,)
172 mym, 11 272
' . (3}
e a constante de normalizacdao & dada por
k+2]+z?+4 k-£1—22+2 /2

(2k+4)T (——p—5—) T (—
Neg o= K+%,-8,+3 kK+%,-%,+3 (4)

172 T 1 72 2 7

, 1ty 1 (21

As fungdes U entretanto, nao formam a base das
¢ kLML, 2,°
representagoes irredutiveis do grupo de permutacdo. Para satisfa
zer esta condicdo, @ necessirio passar a um novo conjunto de nu-
meros quanticos (kLMvt), ao invés de (kLMz]zz)(ji’gg’gl).

Devemos, com o intuito de chegar ao novo conjunto, de-



-17-

finir novas varidveis,

5)
>k 4 {

z = 51 152
Os novos numeros quanticos v e T serdo obtidos pelo uso

dos operadores(i%’gL)

-

~ 1 3 -

ves () z, &~ -1z (6)
2 § 71 ez 39 52

- 3 * 9

T = L. {z: 55— - zi; —)L. (7
1,3 T T8z J Bz; J

- _ . - . n . . .
v esta relacionado as permutacoes e T nao tem uma interpretagao
. s . 8
fisica bem def1n1da(_~).

Podemos escrever o novo conjunto de funcOes, gque sdo 0s

harmonicos-k, como combinacOes das funcoes definidas pela eq.(2),

a saber:
u (9) = 7§ C u,. (Q) (8)
kLMvt £1£2 2122Kv1 kLMﬁ]zz
Para alguns casos podemos encontrar os coeficietites
021£2kv7 e .algumas relacoes de recorrencia foram dadas por

Efros(éé). Mais recentemente Knyr et 31.(22) utitizaram um grupo
de transformacdes canonicas para construir os harmonicos-k.
Quandd estudamos estados Tigados & de particular inte-
resse o nivel *fundamental em que o momentum angular total & nulo,
no nosso caso (L = 0). Harmonicos-k com L = 0 foram investigados

por Simonov(-gj. A forma explicita destas fungdes & (v > 0)



13 v# 0
_ JEk+2 v v,0) _
ukv = ﬂ3 casAvA PY(? ) v)(] 2A R
Wz (9)
U =,/‘<'L32 senava® B> (1 - 28%)
s —2-(? - v)
k =0, 2, 4, 6,
veb, ko, >0
As variaveis A e A ficam definidas por:
Ef - Eg'= 92 A cosi
28, E, = o2 A sem (10)

22 =+ /2
(-850 at,8,)7]

Em termos de A e A o elemento de integracdo angular dQ,

para trés corpos, vem expresso cComo:

4@ = w2AdAdA (11)

As propriedades das fungoes Uy, ¢ uk_v em relagdo aper

mnutagoes ficam definidas pela troca

= - = - -2r = -
Pigh = =A, Pygd == x - 50, Pood = -+ S

onde Pij & o operador de intercdmbio das particulas i e j(jL).
Podemos verificar, prontamente, que as funcoes ukv sao
simétricas em relacdoc a troca das particulias 1 e 2. Para tanto

3

apliquemos P.(2 a ukv
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_ K+ B v v, 0 on2y_ i
Pip Ugy(AsA) =/ i3z cos(-Av) A P(] ¢ )(1 2A%)=ty (-3,R)

7z - v
) (13)
=,/—E;‘T—2 cosava® p>0) (1 - 2a%)
. w(z = V)

De uma maneira mais explicita P]2 opera em §1 e Ez

'comp (-6—)

& 3
Po= | =] (14}
¥ &2

Vejamos, por exemplo, como opera P12 na fungdo U42.Uti

Tizando as eqs. (9) e (10) teremos

Uy, = (%)1/2 —p‘j [(Ef - E5)E - 4@1-22)2} (15).

e & facil verificar que

«

> > > -+ <> >
P]2U42(5],g2) = u42('€]s§2) = U42(§1,£2) -(16)
Estas fungbes simétricas pela troca 1 ++2 ‘terao, como

veremos adiante, um papel crucial no estudo do nivel fundamental

de sistemas a trés corpos.

2.3-- A-Solucao do Sistema de Equagoes Acopladas

0 produto final do formalismo hiperesf@rico & o siste-

ma de equagdes diferenciais acopladas, ao qual chegamos na subse
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cao 2.1 (cf. eq. (21)). A dinamica dos problemas de N corpos es-
tad toda contida neste sistema. Quando estudamos o problema de
dois corpbs vimos que, quando o potencial depende apenas da dis~
tincia entre as particulas, o sistema descrito pelas eqs.(2.1.8)
2 desacoplado. No caso dos harmonicos hiperesféricos se o poten-
cial depende apenas da hiperdistancia p, o sistema de egs.(2.1.30
. & desacoplado.

Vejamos dois casos de interesse:

10 — 0 Oscilador Harmonico Genera]izado(ﬁ—ﬂéL’zi’gé)

20 — 0 Potencial Pseudo—Cou]ombiano£§—).

10 - 0 potencial do oscilador harmonico para duas particulas g

dado por(gé):
V(3 . mmz (-> IR YA ’T
(x‘ij) il i R Xj) {1
Para N particulas idénticas ter‘emos“9 24)
N 2 N 24 N-1 2
w, N 2 w-N 2
I Vi) =D 7 GEp? =t 2.l (2)
i>3=1 1 i>j 2 a=1 ¢ z

Para este potencial a eq. (2.1.30) & desacopiada, sua

forma sera(]g)

[ 14 3N-4 _d%) ) k(k‘+gN-5) ’F;kJ b (0 = ;ﬁ‘r o2 5.1 ()

3IN-4 dp

p (3)

A solugfo desta equagdo & dada por(—i’gi).
2
e T2, - % -3 . .2

d)hk(p) = éN"3 E e '|F]('n]'< + 2‘ N 5 5 )
T{K+n+ 2572 (2)
- \
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onde

A energia e sera dada por

e =(2n + k + §%:§) /N Hw

2
. _ a z a(a+l)z
]F] (a,bsz) =1 + Foct B{B?T%?T + ...

(5)

.20 - Esta é uma outra situacdo, que nao esta relacionada a um po-

tencial entre pares, como acontece com o oscilador harmonico. A
forma do potencial & -

V(p) = % (6)

Da7 o nome que utilizamos, potencial pseudo-coulombia-

no. Com V(p) escrité na forma da eq. (6) e definindo-se:

3N-4
z
Rnk =P *nk
X2 = 20| , E<0O (7)
E =2x0p

Podemos reescrever a eq. (21) na forma

2 T2
d 2a 1 _ 1 _ (2k+3N-6)(2k+3N-4) _
5 R+ [;-_— 7F 7 4£2 i] Ry = 0 (8)

De Magnus et a1.(31) temos

2
" 2n+a+l _ ] i1-a _
f* + ("_?7—_ 7t Z;?_)f =0 (9}
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f(z) = m e 2/2 z(m”)/2 11

{(-n,o+lsz) (10)

Portanto, combinando as egs. (7), (8). (9) e (10), obtemos:

9. (p) = e P oK F(-n,2k+3N-4;2xp) 11)

onde ¥ & uma constante de normalizagdo,

2 - .
X =2{E| :2|€nkl s

2a4
€ 5 T s . (12)
(2n+2k+3N-4)

0s casos estudados s3o situacoes especificas nas quais

e possivel uma solucdo comp]e%a do sistema de eqs. (2.1.30).Quan
do ndo ocorre a 'separacgdo das equacoes, torna-se necessario re -
solver o sistema infinito de équagBes acopladas. Uma das maneiras
mais utilizadas para efetivar a solugao do sistema consiste em
expgndir a fungéo de onda "hiperradial" ka(p) num conjunto com-

pleto de fungoes {¢nk§(ap)}’ com a normalizagao correta

[ oo BV 12 8N % ae =1, £=0p (13)
Jo
A expansao de ka(p) tera a forma(uiﬁgé):
Xk\)(p) = E ankv ¢nk\$up) (14)

Tomando-se os elementos de matriz, nesta nova base, dos operado-
res existentes no sistema (eqs. (2.1.30)), podemos transforma-lo

numa equacao matricial de autovalores, a saber(lﬁ)
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__.2
n,an'kv<¢nkvlﬂ¢n'kv> * n'%'v‘ an'k'v'<¢nkv‘vkv,k'v'|¢n'k’v'> =X gy (15)
onde
‘1 d ,2N-4 d, _ k(k+3N-5
. T=—=ygg (p ) e (16)
P p

2 o operador da energia cindtica e x% = 2lE] , E< O ( estados
ligados).

. Num calculo real devemos cortar as expansdes das eqgs.
(14) e (2.1.20) para valores razoaveis de n e k. 0 parametro o
contido nas fungbes nos diz que para cada o fixo as fungdes sao
uma base completa, ou seja, no limite n = « a familjia de bases
com parametro a deve fornecer um mesmo resultado.

Uma vez que teﬁhamos o sistema de egs. (15) podemos re
solve-lo pelos métodos usuais de diagonalizagdio, obtendo simulta
neamente,0s estados fundamental e excitado para um mesmo numero
quantico. Podemos tambEm, quando se queira, obter a funcdo de on
da na representacdo das coordenadas..0 parametro o« pode tambem
ser usado de uma maneira variacional, o que quer dizer que pode-
mos procurar o « que nos forne¢a o melhor valor para a energia
do estado fundamental. Como ja apontamos,quandp n for suficiéntg
mente grande o calculo n3o sera sensivel 3 mudanga do paramtro.

A escolha, quase que natural, para o conjunto {¢nkv}
sio as funcdes do oscilador harmonico genera]izado(l§’3§). Estas
fungdes ,como ja vimos,sdo a solucdo das eqs. (2.1.30) para um po
tencial do tipo oscilador harmonico entre pares de particulas
¢ & o Unico exemplo que conhecemos de interagio entre pares que
leva a separagio das eqs. (2.1.30). As fungGes do osciltador (eq.
{(4)) formam um conjunto completo e surgem de um potencial fisi -

co. De modo analogo utilizam-se expansoes de fungoes de onda

B
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para o problema de dois corpos (cf. eq. (2.1.8)), numa base de
fungoes do oscilador harmonico usua1(3§).

Uma critica que costuma ser feita em relagdo as fun -
coes do oscilador (eq. (4)) & o fato de que elas nio tem o com -

portamento das fungoes ka(p) no infinito. Para estas temos

Xeylp) & e *P (17)

p +e

enquanto que para as functes do oscilador harmonico generaliza-

do Ok
1 .
R 2
Sai (8} = e (18)
E—»m
e o (19)

Esta discrepancia pode ser corrigida como o faz H.T. Coelho'~—'.
Contudo, como ele proprio assina]a(lg’gg), para problemas como o

calculo da energia de ligacdo, ndo haverd diferenca sensivel.
Para o problema de tres corpos, as fungoes do oscila-

doF harmonico generalizado {eq. (4)) tém a forma

20t V2 g g e’ 2
Cbnk = mﬁ—m [o] e ]F1(-n,k+3,'u,p ) (]9)
e teremos para a energia cingtica os elementos de matriz

—
wnle[¢n,k,> =0 S [}2"+k+3)5nn' + n{n+k+2) 6n-1,n‘

+-Vr:;'(n'+k'+2f 5, n._{l (20)

0s elementos de matriz Vk“ Kry! Para o potencial de
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Coulomb (como veremos adiante) tem a forma

1
vkv,k'v' % (21)
e 05 elementos de matriz deste operador na ‘base dos [ serao
5

N 1 ]
Ok Vky, kryr Honi> = J Pnk 5 Pnrkr Pde

‘k nt on'! /2 n n' m n+k+2 1 2
Tk+n+2T(k 3 +2)J Lol [n_m JF (-1

m=0 £=0

X

7! (22)

(?-+4k + m+e+2)

,(n'+k'+2 ] [:(k+k'+2m+2£+.3)!!
n'-2

Outros conjuntos tambem utilizados para a solugdo do

sistema (eq. (2.1.30)) sdo:

n' 1/2 (5) - % ap
T;;gyT Ly7 (ap) e (23)
proposto por Visschers et a].(ég),
. 5/2 ,s ~-bp/2
Ngp(bp) L (bp) e (24)

proposto por Demin et a1.(§l). Note-se que este ultimo conjunto
depende de dois parametros b e s que devem ser variados levando-
-se em conta a melhor convergencia da expansdo (eq. (14)). Alem

disso, pode-se expressar o parametro s como

s = s+ vk -(25)
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onde k vem dos harmonicos-k utilizados. Estes dois conjuntos vi-
sam o limite assintotico correto, entretanto, ao contririo do
que ocorre com as fungoes do oscilador, nao surgem de um potenci

al fisico.



CAPTITULO 3

v

ELEMENTOS DE MATRIZ DO POTENCIAL PARA O PROBLEMA

COULOMBIANO DE TRES CORPOS

3.1 - 0 Potencial nas Novas Coordenadas

A dinteracgdo eletrostatica & um dos exemplos para poten
ciais que dependem apenas das distancias entre pares de particu-

las ris = lxi-le.
devemos encontrar rij em fungdo dos £y (cf. eq. (2.1.9)). No ca~-

so de trés corpos temos

Para escreve-lo, nas coordenadas de Jacobi ,

(1)

z l/Tnsim]+m2$‘ [mli] + m2§2 o
2: - X

My +m, g my o+ m, 3

Achar as coordenadas relatijvas das particulas 1 e 2 & trivial.

Das eqs. (1) temos

m, +m, |
'; m2 21 (2)
172

>
Para encontrar ?2-x3 podemos, por exemplo, fazer

ag] + bgz_z ?2 - §3 (3)
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Substituindo os valores da eq. (1) na eq. (3),obtemos:

mm, Ji (e 5’ m ¥ 4m
_ 3 i pXqytmy X 2 > 3
AV @ +m2 X p) + b o, +m m +m2 X ‘ = Xp=%3  (4)

Lembrando que Xps Xy € Xg sdo independentes, teremos

m T M, +m,+m, |
gz otf b = 1 M g (5)
m (m2+m1) ’ T, (M +m2}

2 3V
logo,
myAmEm L, V/””' my o, e s (6
m3(m1+m25 ) mzim]+m25 by = Xp7%3 )

De modo analogo temos_

m]_+m2+m3 > m2 >

> >
Mo (M, +Mm, ) E Y Vammy B T X% (7)
3vV12 |

Quando my =M, = My=m, absorvendo a massa em E1.e ET

as coordenadas relativas terao a forma(jL)

> > >
V2 By = X1 = Xy
H
KRS 1 + >
‘/—-E - — =X, - X (8)
2 "2 /7 2 3
€
31> 1 > >
> + — = X; - X
z2 827 4 1 3

De maneira geral, para um potencial, que dependa apenas
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da distidncia entre pares de particuias, teremos a seguinte forma

funcional:

Vi23(81:82) = vy “ \/ +m_—'51’] 3“@%% £

3

M. +m,+m
*\/- ‘51 * Va3 Ia/ ey Lo
(m +m£y m3(m]+m

2

\/.EETEE;;;; E]'] (9)

1

No formalismo dos harmonicos-k utilizamos as novas va-

ridveis (eqs. (2.2.10}).

2 22
1 2
Acos A = — ¢
p2
y 2t%,
A sen A = — (10)
P
2
ot = ¥ 4 22

Desenvolvendo (ag] + bgz) a%, + bEZ) e substituindo
12

£ e £y das egs. (10) encontramos(——

2,2 ' 1/2
b®.1/2 -b
[iEpraty | = o 2y [1“%_2’*“5)‘*%‘2"““’]

a“+b a“+b
(1)
Podemos notar que
2,b002 L (a2, (12)
a2+b2 a2+b2
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o que nos leva a interpretar estes coeficientes como senos e cos

senos, de um certo angulo &

a2 b2
cos § = T—Z
a
(13)
sen § = Zab
a +b

Portanto, fazendo uso da eg. (11) temos para

1
I m]+m2+m3 S , = p(gfiggi? [} + A cos$§ cosh + A send seni]
V my(my#m,) =2 Vm (m +m ) & 2 )
. (14)
2,2 %
=p(—a—;i)2[]'+Acos ()\—6)]
6 = cos-1(92'b2) = cos”! {m2m3-m1m]-m]m2-m%m3 (15)
a?+b2 \m2m3+m]m1+m1m2+m1m3
2 2 1 1
a- + b" o — + —- (16)
L L
Do mesmo modo para
I M+, E ) i_ my | 2 (
mz(m]+mzi 2 my (my+my) =1
5 - cos'] m1m3—m mZ'mng:Tgﬂg an
m1m3+m]m2+m2m2+m2m3
a2+ bz =i,+_]_ (18)

No caso simples de l‘/m1?m27m]m2 Ig]I , b=0 (cf. eq.
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(2)) e portanto 8 = 27, Togo

Jm +m, ! m,+m ]
1772 2 ) L 1772 \
‘ mym, &y =P 2mym, 1+ Acos 2 (19)

. ~ . . e g e
Se a situag3o investigada for a do Jon e e'e , ou se-

ja, trées massas iguais, temos (12)

= -1
cosé = 7
(20)
_ V3
send = -7
logo,
. 2n
§ = ] (21)

Quando estudamos sistemas como o Jon H ou o atomo do
Helio, devemos separar duas situacGes: uma em que consideramos a
massa do nucleo infinita e outra em que utilizamos as massas re-
aig. A escolha depende da aproximagao desejada.

No -caso em que usamos as massas reais temos da eq,

(17)

§ = cos (- =1 (22)

onde consideramos my =m, =m e my = M para methor aproveitar

a simetria das equagoes.

Quando fizermos a massa do nucleo tender ao infinito,

5 = cos'1(0) = % (23)

Portanto, para o caso em que duas das trés massas sdo iguais te-

remos, das eqs. (11), {(14) e (22), que a forma do potencial de

Coulomb sera:



~32~

V)03 =% E’a_? (1+Acosx) 1727 )/—2_3:)-2 [1+Acos(>\—6)J_”2

a

4

-1/ [1+Acos()\+6)]"”21 (24)

Podemos chegar a uma forma ainda mais conveniente uti-

lizando a re]agio(ll’gl)

©  (net)(-P)
(1-2) = 22t+P T/L% ()T (t+p+]) 1 FTErTEETY Onl2) (25)

t > -1-2p se t >0
~1 <z <1

t > -p—% se -% <t<0
0s Cg sao polinomios de Gegenbauer(gz). No nosso caso podemos co
locar p = - % et = 1. Finalmente, o potencial de Coulomb terd

a forma da expans@o

7/2 "
2 1) (=1 VZ .
Y23 = 55 nZo E2:+%§(2r)1+1) Iia— ¢, (Acosh)

-7 v/igfg? Cl[Acos(x-a)] - v/igég? C;[Aum(k+6)1y
,

(26)

3,2 - 0s. Elementos de Matriz

Os elementos de matriz do potencial sdo dados pela eq.

(2.1.20), °

Vkw,kryr (P) = f Uy Vio3 Upryr 90 (1)
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Estamos investigando o nivel fundamental, com momentum
angular total nulo, de sistemas nos quais duas das trés partfcu—
tas s3o identicas. A fungic de spin das particulas idénticas se-
ra, portanto, o singlete. Para que a func3ao de onda total do sis
tema (eq. (2.1.29)), permanega antisimétrica pela troca das coor
denadas espaciais destas duas particulas, 8 necessirio que 0S
harmonicos-k que aparecem na expansioc da funcao de onda (egq.
(2.7.29)) sejam simBtricos, relativamente 3 troca das coordena -
das destas particulas (que por conveniéncia s3o as etiquetadas 1
e 2). Os com esta propriedade sio precisamente os de v positive
(cf. egq. (2.2.13)).

Substituindo a forma explTcita destes harmonicos na

integral que define os elementos Vkv Kiyt? obtemos(—Z):

v
o
Vew kgt (P) = - E*’_U&?_T)rlk_ﬂil J AV +1 '1\()&2)2\»/4“"2’*2)
. o]
: 2 ‘
x BY020)  (1-22)ydn -Trv cos (va 'A)d 2
(k'-2v)/4 123 v )cos(v‘k) A (2)
0

Utilizando a expansdo do potencial (eq.(3.1.26)),temos

v

kv, k' v (D) =

1
8 < +1)(-1)" 6vT{k+2) (K +2) ']
w5 b Tty S J A
[¢]

X

| 27 — )
P?'ﬁ%")/‘*“'ZAZ)P(\()ILff)zw )/a 9A 7 J [cos[(\’w')x]
0o -

. VZ 1
+ cos(|v-v |A{} {?; Cn(AcosA)-Z ;?:g? Cn{Acos(A—S)
R -
. Z\/sz—z c) [Acos(ma)]]dx (3)
a4+

As integrais que se encontram na integracido em A sdo
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do tipo

2w cos mi
1 .

Cl(A cosa) =3 (4)
o sen mx ’
J

na notagcao de Simonov(JL). 0 seu resultado para cos(mA) E
m 5(m,0) _op2y7qy(n-m)/2 _
2mA P(n—m)/z {(1-2A°)(-1) , N-m par
nm -
0 , n-m Tmpar ou < 0
Rara sen(mr) o resultado & nulo. Deste modo

[ZH

] - - .
C, (A cos(X£8) cos mx = cos(ms) Som {6)
0

teremos, entdo como resultado da integragao em A da eq. (3)

o I—‘/? 1 "
+ [/T? - 22/:——2+—? COS(IV‘\"N)} Inlv-v'] )

onde .
7/2 n .
.2 n+1)(-1
g Ay om = Twp g (§n+3;§2n+]§ dnm (8)

0 somatorio em n, apesar de formalmente variar de zero
a0 infinito, & em verdade controlado pelo grau dos polinomios de

Jacobi e pelas propriedades dos er. Convencionemos:
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vivh o= Ny
v g,

9
5;%2 - ' (9)
S

Pela definigao dos Sum {eq. (5)) podemos verificar que na eq.(7)

a soma tera inicio em N Notando que os polinomios de Jacobi

min’
Aﬁ’BkI—ZAZ) tem grau 2n em A, a maior poténcia em A dos harmoni
cos-k envolvidos & 2N]+2N2 e para estas poténcias as dntegrais

em A terao a forma:

1 N +2N. 42N (! NN

. +N . +2N.+2N, (N . ,0) .
A dA R max 17772 J - A dA A Max  min 17572 p min (1—2A2)
n,N_. n-N
o min -, min
2
(10)
1 > 1
N ___+2N.+2N3 [ 2N 2N +2N, (N ,0)
Adap TR T2 e aan a MXTTTT2 p WX 02
0 Tmax o fo max

Se fizermos a mudanca de variaveis x = 1-2A2 as inte-

grais das egqs. (10) serao equivalentes a(gg):

1 B
p+1 ; -
| omor e - St )
-1

que so e diferente de zero para valores em que

n+ao<op (12)

Aplicando esta condicao nas eqs. {10), obtemos

. N . .
—min o max mih Ny o+ N, (13)



-36~

como condic3do para que as integrais sejam definidas. Alem disso
das condigOes sobre os Jnm temos (eqs. {5) e (10)) que o menor

valor para n &
n=N_. 8

Fazendo j = "+Nmin/2 podemos modificar a soma da eq. (8) para

i-1 .
Tmax  (23-1,,40)(-1)° ™

q s Uy
(85-2T § #37(B3-21  #1) “(3-1

15)
. . )m (
J—Imin min

onde

Inin = Ypin

N +N .
ma X min + N

M -
1 =

max 2 1t N2

Em resumo, para calcular os elementos de matriz do potencial (eq.
(3)), devemos efetuar a integracio em A, a soma gue decorre de
Lnin até Tnax> @ substituigdo da forma explicita dos polindmios
de Jacobi que ocorrem na integragao e finalmente, efetuar as in-
tegrais das poténcias de A. Toda esta metodologia de cdlculo po
de Qer"sintetizada num programa de computador que realize calcu—

los algébricos. Isto sera visto na proxima sub-secao.

3.3 - Calculo Efetivo dos vkv,k‘qL

A nossa experiencia no calculo dos elementos de matriz
do potencial, indicou como conveniente a utilizagdo de um progra
ma de computador que efetue calculos algebricos, o que possibili
ta um controle acurado das cancelagoes que surgem do desenvolvi-

mento dos polinomios, permitindo inclusive que se obtenham resul
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tados sob a forma de quocientes. O programa Schoonschip vem sen-
do utilizado ha varios anos no CERN e outros centros de pesguisa
em problemas de altas energias (eletrodinamica quantica, supersi
metriaz etc). Recentemente, este programa foi implantado no CBPF.
Vejamos uma saida tipica deste programa no caso dos elementos de

*e”, detalhando o seu procedimento.

matriz V]0’1;k.v., de e e

C
€ NU':s 0 12031420531
c 1t 024466888 1010 10
Gl oot v e sheok e sk 2ok ok o ok 2 ook o SR ot e o o e ok ke o o Kok ok 5K o ke ok ok 7 oot ok ok ok sk ok
¢ 1231425316142 NMAX
¢ 107120371420 IKIN=NHIN i
¢ 0117114110171 IDIF,
¢ 222222222222 il
C. 000107072012 w2 ,
¢ 3308654655766 THAX
c 711111191111 H1
¢ 012031020531 M2
C ok e ke e ok ook o o 0 0 e S otk oo Sk ok ok ok otk ofe ke o e ok s ke e ke ol ook sk ok
o .
18 10 .
S A.AA.B,BB,C,CC,C1,C2;SUM,R2,22,UHAK2,C0,C1,C2,C3,C4,C5,C6,
cd1c11,C8,€68%1,¢6C8,C9,€9,¢16,C10%,¢116, ¢ 11 - :
I J=R,N=F, k=R, N¥A=R,N2=R
F ROOT,FACT,JAPOL,PHIN,DEN,DBB1 :
D FAG(F)=3,52,-1,2,2,-1,2,2°=-1,2,2,-1,2,2,-1
1z sum =C0?DS(J,1,3,(B**J*PACT{J,1§*(-1§**.)) '
7 SUM1=C1*DS(J,O,3,{B**J*FACT{J,O %=1} %x7)) ‘
12 SUM2=C2*DS(J, 1,8, {(B**J*FACT(J, 1} * (-1)*=J}} .
Z SUM3=C3*DS$J,1,“,(B**J*FACT{J,1 *§-1;**JV
7 SUMU=CB*D5(J, 2,5, (B*xJ*FACT(J,2) = {-1) #%J))
Z SUMS=C5*DS5(J,0, 4, (B**JI*FACT (J,0) * (~1) **J})
Z SUM5=C6*DS(J,3,6,{B**J*FACT{J,3 * (=) %*J) )
2 SUN7=CT*DS(J, 1,5, (B=*J*FACT J,1;*(—1)**J))
7 SUMB=CB*D5(J,1,5, (BX*J*FACT {J, 1) * (~1) **J)}

Tabela 1 ~ Valores dos indices e.expressoes dos elementos de matriz.

Inicialmente vejamos a Tab. 1. A letra £ no inicio de
uma Tinha indica um comentario, 7.8, uma instruc¢3o ndo operativa
(como em Fortran). N & o nlmero de cifras significativas deseja-
das no calculo de numeros (o programa admite uma grande preci -
s2o), S abrange os s?mbp]os declarados para o programa, I oS in-
dices e F as fungbes que serdc utilizadas no ci3lculo ( incluindo
as proprias do programa); D € uma espécie de dado; Z € uma ins -
trut3o para que se calcule a expressao que a segue na meswa 17 -

nha. Esta express3ao no nosso caso traduz a forma funcional dos
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elementos de matriz do potencial e no programa os chamamos de

SUM, SUM1, ... . Sua forma &

SUM=C*DS(J,IMIN, IMAX, (B**J*FACT (5, IMIN)*(-1}**J)) (1)

DS € um comando de SCHOONSCHIP e soma no Tndice J, de IMIN ate
IMAX, a expressao contida nos parénteses. Isto traduz a soma que
se faz nas integrais J  (cf. eq. {3.2.7)). A expressao FACT &

dada por (cf. eq. (3.2.15))

FACT(J,IMIN)=(2%J-IMIN+1)/(4*3-2*IMIN+1)/ (4*J-2*IMIN+3) (2)

0 termo B aparece para que se contem as poté@ncias em J. Cada ter
mo C*BJ serd substituido pela expressdo conveniente para a conti
nuidade do calculo.
0s Tndices IMIN e IMAX dependem do grau dos polinomios™ envolvi -
dos na integracdo (cf..eq. (3.2.9)). Estes e outros indices que
utilizamos s3do sugeridos pela estrutura do c§1éu]o e sao defini-
dos por
NMAX=v+v'
IMIN=NMIN=]v-v'|
IDIF=(NMAX-NMIN)/2
Ni={k-2v)/4 .
N2=(k'-2v'}/4 (3)
IMAX={NMAX+NMIN)/2+NT+N2
Ml=v
M2=v'
0 passo seguinte & a substituigao dos CO0,C1,..., multi
plicados como os termos do somatorio DS, por uma expressdao conve

niente, que corresponde a integragdo sobre A na eq. (3.2.3)
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B L L T S e O BTN
: T A
ID, C1EB**Ne=C11% TﬁC(s)*JAPOL(N,é,b ﬁ)l ;
C11*DT (N - 1), zhe2PACT2) IAPOL (4 h.ay |
T 2y Fhen bR A POL Ol H M
JRPOT, ) .
ID,C3¥BA%:N+=C 3752 % FAC(4)*JAP0L(N,5,$,A)l ;
) C31*DT(N-11=2*% FAC(1)*JAPOL(N,31,1,n |
; _k,CU*B**H+-CH1*A**2*FAC(2)*JAPOL(N,é hoRy-
. CH1*DT (N~ 3)*h**U*PAC(1)*JAPDL(N,§ &,n b
| Ip, cs*n*xn+ cs FAC (3) *JAPOL(N,0,6 A) -
; C51*DT (N- 1)*A**7*F1C{2)*JAPOL{N 15,
ID,CAFB**N+=CR1=pA**3*FAC (3) *JAPOL (N, 3, 374y =
: CHIXDT (N-U} *A**5*FAC (2) *JAPOL (N 4,58 |,
ID,CTHER*=N+=CT1%A* FAC{1) *JAPOL (N, 1, 1, A}~
: CT1*DT (N~ 2)*A**3*FAC{3)*JAPOL(N,Z.§,M
1D, cnﬁn**w+—cq1wn* FAC (1) *JAPOL (N, 1,1,A)+
. 81¥DT (N~ 1;* Mo PRSI FaAPOL I, 4, 1y |
it o, ci= C114FAC{ TIAP §0,0,0,A} . !
1 ID.C5=C51#FAC(3) *IAPOL (G, 0,6, A} B
s ——— - i

Tabela 2 - Integragao em A.

0 comando ID perfaz este tipo de substituicdo e no exemplo acima

a forma geral @&

ID, C#B#xN+=C1*A**NMIN«FAC (NMIN)*JAPOL (N,NMIN,NMIN,A) +
CI1*DT(N-NMIN-IDIF)%(-1)**IDIF*A**NMAX*FAC (NMAX) +
JAPOL (N,NMIN+IDIF,NMAX,A) (4)

onde

3APOL(N,M,L,A)=p{La0) (1-242)

e P&Eﬁo)(1—2A2) sdo polinomios de Jacobi gue provem da integra -
¢do dos cosenos multiplicados pela expansao do potencial em poli
nomios de Gegenbauer Ci (cf. eq. {(3.2.3)). Tambem desta integra-

¢@¢o temos FAC(K) = 2,2,-1... pois a soma
Ch(A cosx) - cl(A cos(r-2n/3)-C] (Acos (A +27/3)

aparece multiplicada por -1 ou 2 conforme v+v' e |v-v'| sejam ou
ngo miltiplos de 3.
0 segundo termo da soma do lado direito da eqg. (4) s0 aparece

quando N1 ou N2 nzo sdo nulos e isto @ controlado no programa pe
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1a func3aoc DT (N-NMIN~IDIF) que & uma fung3o teta, i.&, se anula
para N < NMIN+IDIF e & igual a 1 para N > NMIN+IDIF. No caso em
que NMIN=0 aparecera o termo B#x0 que correspondera 3 substitui-

gao
C=C1+FAC(3)*JAPOL{0,0,0,A) (5)

pois FAC tem multiplicidade 3, 7.8, quando NMIN=0 teremos um mi

tiplo deé 3 como argumento de FAC; mais explicitamente

FAC(t) = 2,2,-1,2,2,-1.2,2,-1...
FAC(1) = 2.
FAC(2) = 2
FAC(3) = -1 .
et = viv'.= NMAX ou [v-v'| = NMIN.

0 resultado das substitui¢bes feitas na Tabela 2 refe-

rente ao programa sera para SUM.

Uy =

+ FACT (1, 1) *JAPOL (1,1, 4

* (- L:'.h*cm ) (3 3,7.8

+ FACT (2,1) *JAPOL (2,1, 1

* (Js.*‘n*c?n ) 2 +33 ,
+ FACT({3,1) *JAPOL(3,1,1,4 ;
M N et ) (3,1,7,1 i

Tabela 3 -~ SUM eguivale a V]O,];O,O'

Neste momento devemos j{nserir os polinomios de Jacobi
provenientes dos harmonicos-k para efetuarmos a integragdo na va

ridvel A.
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IND, COT=CCHaxA**1*JAPOL ?,O,1,1\;%‘11&?01.(0,0,0,1«)*ROOT 6)%2
‘ID, C171=CC*A¥A**2*#JAPOL (2,0,1,R) *JAPOL(0,0,1,A) *ROOT(06) *U
ID, C21=CCx=A*¥A*#3*JAPOL(2,0,1,A)*JAPOL(0,0,2,A)*12

Ip, C31=CC”A*A**1*JAPOI52,0,1,A)*JAPOL(1,0,0,A)*RO0T(2)*6
ID, CUI=CCHAxA**U¥JAPOL(2,0,1,A)*JAPOL(0,Q0,3,R)*ROOT(3})*8 |
10, C51=CC*A*A**2*JAPOL(270,1,A)*JAPOL(1,0,1,A)*R00T(3E*8
ID, CHI=CC*A*A=*3%JAPOL (2,0,1,4)*JAPOL({0,0,4,4) *ROOT(]5) *4
ID, C7T1=CC*Asa*¥3*JAPOL(2,0,1,2)*JAPOL(1,0,2,A)*RO0OP (15}l
ID, CB1=CCxA*RA**1*JAPOL(2,0,1,A)*JAPOL(2,0,0,A) *ROOT(30) %2

Tabela 4 - Colocam-se os Polinomios de Jacobi.
A forma geral da substituigao &
C1=CCxA**NMAX+JAPOL (N1,0,M1,A)*JAPOL(N1,0,M2,A)*xPMIN(1)*PMIN(2)

onde

PMIN(1) = VK¥2~ , PMIN(2) = VZ/K'F2 se v e v' # G

PMIN(T) = Vk¥2  ,  PMIN(2) = /E'¥2 se vouv' = 0

estes valores estdo contidos na definigdo dos harmonicos-k (cf.
eq. (2.2.9)}). Convem em termos do programa colocar diretamente o

produto PMIN{1)}+PMIN(2) expresso pelos termos

ROOT (M}*N ,  ROOT(M) =

Teremos entdo para SUM por exemplio (Tab. 5).

Faz-se em seguida a colocacdo da forma explicita dos

,

polinomios de Jacobi (Tab. 6).
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, #+in

-
P B R e
- .

gl:eronf1,1,1,A)*JAPOL(Z,O,1,A)*JAPOL(0,Q,0,A)*ROOTraf
]
&

JAP)OL 2,1,1 A)*JDPOI {2,0,1,2)*JADPOL{C,C, 0, A) *ROOT(6)

e
WG a

L)(B ¢1,1,7) *JAPOL(2,0,1,A)*JAPOL(0,C,0, A)*ROOT(G)‘

Tabela 5 - Saida de SUM apds a substituicao da Tab. 4.

ID,JAPOL(N1+,N2+,K+,A)=(-1)**Nd*A2**N1*(—1)%*—N2* !

A2¥*-N2¥DS (I, 0,N1-N2,( (- TN **I*DB (N1-N2+K, J) *
DB (N1-N2, N1=R2-J) #UHA2%# 3 /A2%50))

1 Ip,uMa2=1-A2
.L ID. A2= A**Z

Tabela 6 - Polinomios de Jacobi.

. _ _ My
onde DB(M,N) e o coeficiente do Binomio [ﬁ }

A saida no programa para este passo & do tipo

suy = .
* 6
13 e2eT L DSI2EE0, gg.xaxrsece - Bo.xaRrTHCC )
:'ﬁ“&gfi'lL§§88T£655u,*A**skcc b oBUE, RARKTECC - 2UO.FARKIRCC |
my t
: §A§T§%flﬁiiggééﬁl 576.%AEH5HCC - 1632, %A¥*TRCC + 1920, *A**9*
€C - 800.*A¥*11¢CC )

Jabela 7 - Saida apbs colocagio da forma explicita dos Polinomios de Jacobi.
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Agora integramos as poténcias de A

1
N 1
J AY dA = g DEN(N+1)

0
e no programa o correspondente 3a integracdo & a substituigcado con

tida na Tabela 8.

*N+=DEN (H+1)

~ Tabela 8 - Substituicdo para a integragao em A.

A .
a constante CC=-3 surge do fato de colocarmos -~ g,#% em eviden -
cia na expansao da eq. (3.1.20). 0 resultado da integragao em SUM
que equivale ao elemento de matriz V10 1:00 pode ser visto na

Tabela 9.

SuM = .
+ T2.*%FACT (1,1)*R00T (6) *DEN (U)

- 28B.XFACT(1,1)*ROOT (5)*DEN (6)

+ 200 ,%xFACT (1, 1)*ROCT [6)*DEN (8)
= Tl = FPACT (2, 1) *ROOT {6) *DEN-(11)
+ T92.%FACT (2, 1) *POOT(6) *DEN (6)
- 13““.*?}\."’;‘(2,1) *ROOT (5) *DEN(8) .
720."‘FAC‘T(2,‘!)*ROOT (6)_*DEN(10) *
216 % FACT (3, 1) *ROQT () *DEN (1)
- 1728.%FACT(3, 1) *R00T (6) *DEN {6)
+ 4896 . *FArCT(3, 1) *ROOT™(6) *DEN (8)
- 5760.*FACT(3, 1) *ROOT (6) *DEN (10)
+ 2000, *FACT(3,1)*RCOT (6) *DEN {12)

Tabela 9 - Resultado da integragdo em A.



44~

Substituindo os valores numericos de FACT, ROOT e

DEN

podemos obter o resultado final de todos os quocientes e com uma

manipulagao simples porem trabalhosa das expresstes como a

tida

Ak'v'

kv

con

na Tabela 9, podem também ser encontrados os elementos

3ﬂD v

e s k'v!
finais numéricos para os elementos Akv para este programa

kv, k 'y na forma de quocientes(ll). 0s resultados

$30

. encontrados ap0s a substitui¢do da Tabela 10 e estdo contidos na

Tabela 11.

ID, FACT(K+,N+)= (2%K - N + 1) /{U*K=2%N+1) /(B*RK-2%N+3)

ID, DEN (N4} =1/N

ID,ROQOT(2)=1.414213562
ID,ROQT(3)=1.732050808
ID,ROOT(6)=2,4590389743
ID,ROOT(15)=3,872983346
ID,ROOT(30)=5.U47725575

Tabela 10 ~ Substituicdo dos valores numericos.

SUN =+ 0.2055515868
SUNT = - 8.750974994LE-2
SUM2 = + 0.1738888562
sm3 = - 0.447508796
Sgut = + 1.18274161138-2
sum5 = + 0.133573837
SUKS = + 4.8091555489E-2
SUNT = ~ 0.5233255798

suM8 = -+ 1.1292973485

Tabela 11 - Valores de Ak(Y para k' = 0, 2, 4, 6, 8.
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Este procedimento de calculo em que utilizamos o progra
ma SCHOONSCHIP, com base nos resultados da Segao 3.2, tem a vanta
gem de permitir um controle apurado em todas as passagens, elimi-
nando as desvantagens usuais dos cdlculos em que ha muitos somatd
rios e cancelagoes (0 que em geral aumenta muito o erro de trunca
me;to). Podemos, portanto, obter os valores dos elementos de ma-
triz para ordens bastante altas de k.

Um outro modo de atacar o problema consiste em procurar
relagoes fechadas pa}a os elementos de matriz do potencial. Es -
tas relagoes existem para o potencial de Coulomb e foram obtidas
por.H; CoeTho et a!.(lg). Nos nao testamos estas relacdes, porem
elas provem da mesma sistematica de calculo que utilizamos e na

pritica tambam levariam a somatorios.



CAPTITULO 4

SISTEMAS_ COULOMBIANOS DE TRES CORPOS

O0s exemplos tipicos para estados ligados coulombianos

de tr@s corpos s3o o dtomo de HElio e os Tons similares, tais co

-t ++ . - -
H, Li, Be "... . Experimentalmente, a produgao destes ions,

mo:
quando seus niicleos s@o mais pesados, torna-se limitada pela quan
tidade de energia investida no processo, além de fenomenos ‘como
captura eletronica, que interviriam na sua formacdao. Alguns ou-
tros exemplos mais exoticos sdo sistemas como o on negativo do

-{33) e o seu reflexo efe’e®. 0 primeiro poderia

positrﬁhio e"e’e
;e-formqr em metais de pequena densidade eletronica, quando sao
injetados positrons terma]izados(gi). OQutro possivel sistema & o
hidrogénio mais um positron; neste ndo se consegue determinar um
estado ]igédo, mas uma ressonancia, no estudo do espalhamento po
sitron—hidrogénio(ég’gg). Finaimente, temos os sistemas em que
alem do proton hajam mésons envolvidos, em particular & bastante
estudado o muanium(gz), equivalente do hidrogenio porém com um
mion no lugar do proton.

No estudo dos Tons helicides podemos, de uma maneira
ingenua, encontrar estimativas para o valor da energia do estado

fundamental wutilizando o principic de incerteza(gg). Com este

principio temos para valores dos momenta dos elétrons
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1

1
Py v -— e P, v e
L 2 1
onde ry e r, s3o as. dimensoes da regido de localizagdo dos ele-
trons 1 e 2. Decorre que a energia cinética serd
1 1 1
5 (= + %) {2)
1 T2

A energia potencial vinda da interag3o dos elétrons com o nucleo

(3)

de. carga-Z &:
1 1

-7 (o =)
7T

e a energia da interacdo entre os elétrons & da ordem de
(4)

Tt
A soma das quantidades definidas acima

1 1 1 1 1 1° .
+ —) - 7 ( 4+ =) + . (5)
rs rpoort Tt

Elrora) = 7 (2
1

representa a energia total do sistema e o seu menor valor e aque

le que buscamos para o nivel fundamental. 0 minimo ocorre em

r{ = r, = —-—r (6)
1 2 1
.
e substituindo na eq. (5) obtemcs para os ions helioides
(7)

En~n (Z - %)2 u.a.

0s valores de E para alguns casos s3o dados na Tab. 1
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H He Lit ‘I

-0,56 -3,06 [-7,56

Eprinc?pio de inc.

LEexperimenta1 -0,5277 | -2,90 | -7,28

Tabela 1 - Valores da energia do estado fundamental, usando o principio de in

. - .+
certeza e experimental de H, He e Li .

0s métodos variacionais, que consistem essencialmente

em minimizar a energia(li)

J ¢ K ¢ dt

E(d) = ——— (8)
l ¢2 dt_

J

onde H @ o hamiltoniano do prcb1em§, ¢ uma fungEOAtes%e e a inte
gragdo & feita em todo o espago, podem fornecer valores muitissi
mo acurados; entretanto, necessitam de um conhecimento previo da
fungdo de onda e dependem muitas vezes do ajuste de um grande ni
mero de parametros, cuja significacao fisica & dificil. Ainda no
caso dos helibides uma fungdo simples para o calculo variacio

nal @

-(Z-c)r] —(Z—o)r‘2
¢ = e e - {9)
que representa o produto de duas funcGes de onda hidrogendides ,
para o estado fundamental, e o & um termo que d3 conta do masca-
ramento da carga do nucleo 5or um dos eletrons em relagdo ao ou
tro. Com o hamiltoniano usual

: 102, o2
H= - g () +V2)—Z(F]]—+~F1;)+ - (19)
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obtem-se para o = 5/16 o valor minimc da eneréia (eq. (8))

E=-(Z-:5% ua. (11)

cujos valores para os sistemas da Tab. 1 s3o vistos na Tab. 2.

{E;ariaciona1 ~0.473 -2.848 | -7.223

Tabela 2 - Valores da energia do estado fundamental, utilizando o principio
variacional.

Note-se que o valor de H ndo atinge 3 energia de liga
cdo (a diferenca do resultado da eq. (7)).

Pekeris(gg) utilizando coordenadas u, v, w definidas

por
> > - _ 2
U—)"2+Y‘]2 Y‘-l s
V=¥ +F,-F (12)

> >
w = Z(r1 +ry + r12)

propos uma fung¢io tentativa, para o método variacional dada por

v = exp|:-(u PV w)]F(u,v,w) (13)
«com ' ’

Flu,v,w) = 2,%,n A(z,m,n)Lz(u)Lm(v)Ln(w) (14)

onde as funcbes Lj(z) s3o polinomios de Laguerre. 0 valor obtido
para H™ fazendo o c3lculo com &+m+n até 16 e envolvendo 444 parid

metros A(%,m,n) €

EH_ = - 0,527751006 wu.a. (15)
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e para o Helio
gHe = - 2,90372 wu.a. (16)

4
Utilizando o mesmo formalismo Frost .et a].(49) chegaram com 50

termos em F(u,v,w) ao seguinte valor para a energia de Tigagdo

- o -
de e e’ e

E - 2.62 wu.a. (17)

e"ete” ~

Mais recentemente foram realizados calculos com os me-

‘todos de configuragEo—interagSo(il) e equagoes' de Fadeev(ig)

B

sendo que este Ultimo fornece valores para e ete”. 0s resultados

destes dois Ultimos grupos estdo sumarizados na Tab. 3.

e"ete” H™ He

C-I —-- -2,85649.

Fadeev -0,25142 -0,52798 -2,8837

Tabela 3 - Valores da energia do estade fundamental, utilizando os mEtodos
de configuracdo (C-I) e as equacOes de Fadeev.

Ainda um outro"prob]ema de interesse, devido 3s aplica
¢bes em fisica nuclear, & saber o nimero de estados 1igados dos
T i -(43,84) (nus
ions, em particular dc H =/ {(muito usado recentemente como

projetil em aceleradores de particulas).



CAPITULO 5

RESULTADOS E DISCUSSDES

5.1 ~ Autovalores e Autgvetores

Obtivemos no segundo Capitulo um sistema de equagdes
diferenciais acopladas via uma expansao da fungdo de onda total
do péob1ema de‘trés corpos ¥{p;Q) em harmonicos-k (cf. equagao
(2.1.29)). Com o -intuito de resolver o sistema, realizamos uma
segunda.expans3ao, desta vez das ondas parciais ka(p) (cf. eq.
{(2.3.14)) em um conjunto completo de fungodes, conseguindo deste
modo obter uma equacadao matricial de autovalores (cf. eqg.(2.3.15)}
nos empregamos as fungGes do oscilador harmonico generalizado

¢nk(ap) (cf. eq. (2.3.19))

Pl38) = Iy (0}l () o
Xk\)(p) = 2:] an\) ¢nk(°‘p)‘ (2)

1 2

t ]/2 -5 Op
b (00) = [rﬁ;ﬂ] S N ) (3)

Conforme explicamos nc Capitulo 2 estas expansoes de -
vem ser interrompidas para algum valor de k e n se queremos en -
contrar os autovalores da eq. (2.3.15). Em geral, apos fixarmos

k e n, podemos procurar o parametro o que fornecera ) menor
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autovalor; este procedimento equivale a um calculo variacional
Entretanto, para um grande nimero de funcgdes as quantidades cal-
culadas n3o serao sensiveis a mudanga do parametro o , em especi

al na vizinhanca de um animo(lg’gi).

Tendq em vista esta parti-
cularidade do uso da expansao de Xyy? 20 inves de para cada [3
e n fixados procurarmos ¢ parametro o que otimiza o resultado ,
uti1iza}emos um Unico o que nos forne¢a um comportamento reguiar,
i.e, que os valores ca1cu{ados com este o, para os diversos k
e n, estejam proximos dos ou sejam os melhores.

Com base nesta sistematica para encontrarmos o valor
da energia do nivel fundamental de um certo sistema devemos pro-
curar o menor autovalor obtido com o, k e n fixados. Procedemos
deste fmodo no estudo do atomo de He (com massa nuclear infinita)

do Jon H™ (com massa do prdton M
+

P infinita e com seu valor re -

al) e o Ton e"e'e ; calculando autovalores e autovetores com di-

versos .valores de o, k e n.
No caso especifico em que k = 0, ao invés de um siste-
ma de equacdes (cf. eq. (2.1.30)), teremos uma unica equacado ,

com solucdao exata

.
[;157 ’ddT) (p° % * i;]% '% "oo,coJXoo(P)‘ =0 (4)

, o e koo
cuja solucao e do tipo xoo(p) = N0 e e o valor para a ener -

gia & dado por

A 2

E = - [8—3—-/30—%991 u.a. (5)
- J
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—_

- .18 .
V00,00 * ~ 5 37 P0o,00 (6)
Nas Tabs. 1, 2, 3 e 4 estdo contidos os valores da ener

gia que obtivemos para os diferentes n, k e a .

k n=9  a=0,5 | n=14  «=0,5
0 I  -0.115281 -0.115281
2 ! -0.203794 -0.202314
4 -0.220021 -0.214318
6 -0.234499 -0.235417
8 -0.240796 -0.241886
10 -0.244796 -0.245849
12 -0.248105 i

R - -+ -
Tabela 1 - Autovalores da energia do fon e e'e em u.a.

X n=9  a=0,7 | n=14 a=0,7
| o -0.385068 -0.385068
2 -0.411513 ~0.410829
4 -0.472267 -0.455140
6 ~0.472607 -0.474052
8 | - -0.491866 -0.493991
10 ~0.491933 -0.494065

Tabela 2 - Autovalores da energia do Jon H (com massa do proton real) em
u.a.
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k N=9 a=0,7 N=14 a=0,7
0 -0.385201 -0.385401
2 -0.411767 -0.411083
4 -0.478576 -0.457676
6 ~-0.478983 -0.480452
8 -0.498683 -0.500818
10 -0.506111 -0.510129

Tabela 3 - Autovalores da energia do Ton H (com massa do proton - «) em u.a.

k| n=9  a=1.8 n=14 a=1,8
60| -2.500017 -2.500017
2! -2.525135 -2.523696
a| -2.773994 -2.700426
6| -2.774572 ~2.782179
8| -2.832803 -2.844403
10| -2.836355 -2.846499

Tabela 4 - Autovalores da energia do atomo de He (com massa do niicleo =+ )
en u.a.

Os autovetores correspondentes a estes valores da ener

gia nos ddo os coeficientes da expansio (eq. (2.3.14))

Xkv = Zankv¢nk .(7)

Com estes coeficientes podemos construir as diversas ondas par-
ciais Xgy © ainda calcular a contribuicdao de cada uma destas a

norma da fungao de onda com base em
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2
Za'nkv (8)
Na Tabela 5 damos a contribuic3o de cada onda parcial em termos
de porcentagem para os jons e e'e , H e para o atomo de He. Pa-

ra o caso do atomo de He mosiramos a forma da onda parcial Xo0

o que vale como um exemplo. Este grafico estda contido na Fig. 1.
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Figura 1 - Gr?fico da onda parcial Xoo do atomo de He calculada com k=10 e
muitiplicada por p

Devemos notar gque na procura dos autovalores do siste
ma de equagoes (2.3.13) nio fizemos um estudo rigoroso da preci
sao dos valores obtidos. Utilizamos apenas como argumento de plau
sibilidade o fato de que estes calculos foram repetidos com di-
versas rotinas de diagonalizagao (como as do EISPACK(AE)‘, do

st (46) o outras fornecidas pelo Laboratorio de Calculo do
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k v o = 0,5 a=0,7 o = 1,8
e ete” H™ He
0 0 70,16 83,66 94,43
2 1 19,83 | 1,43 0,42
4 2 1,03 7,77 3,39
4 0 4,64 3,00 1,30
6 3 2,24 0,01 ~ 1078
6 1 0,77 0,01 n 1073
8 4 0,27 2,35 0,18
8 2 0,16 c,57 0,18
8 0 0,36 0,28 0,08
1 5 0,05 n 1073 ~ 1073
10 3 : 0,25 ~ 1073 ~o1078
10 1 0,04 0,91 ~ 1073
12 6 0,09 - -
12 4 0,03 - -
12 2 0,02 - -
12 0 0,05 - -
1

Tabela 5 - Contribuicdo percentual das ondas parciais Xy 3 norma da  funcdo
de onda.

CBPF). Como estas rotinas %tem procedimentos diferentes e em ge-
ral os valores coincidiam até a sexta casa decimal, acreditamos
que 0s resultados apresentados estejam bastante proximos da rea-
lidade. Entretanto, no caso do H os dois conjuntos de valores
(Tabs. 2 e 3) deveriam diferir apenas de um fator da ordem de
6 x 10—4, sendo mais altos (menos ligados) os valores com mas-
sa real. Podemos ver:c1aramente que isto nao ocorre. Acreditamos
gue este fato aconteca por alguma particularidade do método ou
mesmo que alguns dos elementos de matriz Vkv,k‘v‘ do H™ com mas-

sas reais nao estejam corretos dentro da aproximagao 6 x 10-4.
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5.2 - Convergéncia em Funcao de k

Um dos problemas de interesse no formalismo dos harmo-

nicos-k consiste em saber de que maneira o acréscimo de +Ffuncoes

na expansdo da funcao de onda {eq. (2.1.29%)

. ¥lo38) = 1 Xpy (P) Uy () (1)

influi nos valores das quantidades que se deseja investigar. Ten
do em vista o estado Tigado de trés nucleons, Schneider(él) estu
dou o comportamento da expansao de ¥{p;Q), utilizando métodos de
analise funcional. Para o potencial de Yukawa ele sugere que a
convergencia seja proporcional a k—4; ja no caso de um potencial
Gaussiano ele espera que a convergencia seja mais rapida do que
poténcias inversas de k, 9.8, seja exponencial. Mais recentemen-
te Demin‘éﬁ) ampliou o estudo de Schneider para potenciais que
incluam ¥ntérag5es do tipo tensor. De qualquer forma a convergen
cia se apresenta, em geral, na forma de uma poténcia in;ersa de
k ou mais r3pida.

Utilizando os resuitados do trabalho de Schneider, Bru
insma e Vén Wageningen(ﬁg) propuseram, no caso da énergia de
Tigacao do Triton com um potencial dé Reid(ég), a seguinte formu

la de extrapolagdo

E(») = E(kpay) - const.(kmax)'Y (2)
onde kmax e o maior k para o qual se interrompe a expansao da eq.
(1) e E(mmax) e a energia calculada com este valor de k. Estudan

do os valores obtidos para diversos valores de E(M eles che~

max)
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gam a um valor igual a 3 para vy.
Baseados nestes resultados resolvemos agir de forma sg
meihante para o potencial de Coulomb. Para tal, estudamos os va-

Tores da energia com diferentes k e os colocamos em fungao das

max
poteéncias dinversas de k. .A nossa proposta €, entao, utilizar =2

equagdo de uma reta

aE(k) + b(k) Y + ¢ = 0 (3)

e com o metodo usual de minimos quadrados ajustar os valores dos
parametros a, b e ¢ para as diversas poténcias de k. A extrapola

¢ao € fejta para k > = neste caso k' ¥ + 0, portanto

E(e) = -

oo

(4)

Uma outra maneira de estudarmos a convergencia & a uti
lizacdo dos aproximantes de Pade pontuais(li). Com eles podemos
construir tabelas em que cada linha, coluna e diagonal & uma se-
queéncia transformada da sequéncia original e que em principio de
ve atingir mais rapidamente o 1imite correto. 0 uso dos apréxi -
mantes de .Pade esta explicado no Apendice A. Nas Tabs. 6, 7, 8 e
9 temos as diversas sequencias obtidas para os sistemas estuda -
.dos. Nestas tabelas a primeira iinha traz a sequéncia original
dos valores da energia calculados com o k indicado; as outras Ti
nhas, colunas e diagonais, sd3o as sequéncias geradas pelo metodo.

Das tabelas de Padé, podemos perceber que ha uma serie
de discrepancias como o valor -0,238199 para o aproximante [2,7]
do_Ton ee*e” (Tab. 6) ou os valores -0,672828 e -0,919084 dos

aproximantes [1,2] e [2,17] do Jon H~ (M, = «} (Tab. 8), tam-
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< N
0 0 1 2 3 s
0 |-0,220021 |-0,234499 [-0,240796 | -C,244595 | -0,248105
1 |-0,235519 |-0,245641 |-0,250373 | -0,290715 -
2 |-0,241806 |-0,250585 |-0,238199 - -
3 | -0,245525 |-0,381281 - - -
4 |-0,245363 - - - -

Tabela 6 - Tabela de

aproximantes de Padé para o or eTete N =(k-4)/2,n = 9.

N
M 0 1 2 3 4
0 -2,529696 |-2,700426 | -2,782179 | -2,844403 , -2,846499
1 -2,712783 | -2,857296 |, -3,042657 -2,846572| -
2 -2,796026 {-3,063490 | -2,892408 - -
3 | -2,860985 [-2,852259 % — - -
4 -2,850941 - I - -~ -

Tabela 7 - ‘Tabela de aproximantes de Pade para o He, N=(k-2)/2, n = 14.

"l 0 1 2 3 4
M
0 | -0,411083 | -0,457676 | -0,480452 | -0,500818| -0,510129
1 | -0,463632 | -0,502233 | -0,672828 | -0,517971 -
2 | -0,487098 | -0,919085 | -0,532404 - -
3 | -0,508955 | -0,519337 - - -
4 | -0,515692 j - - - -

Tabela 8 - Tabela de aproximantes de Pade para o Ton H~ (Mp+w), N=(k-2)/2 ,

bem o resultado -0,706928 para o aproximante [1.,27] do H™ (Mp re
al) (Tab. 9). Este comportamento se deve, em parte, ao

que o meétodo dos aproximantes de Padeé n@ao leva em conta

n = 14.

fato

que

de

a
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N
M c 1 2 3 4
0 -0,410829 | -0,455740 1-0,474052 | -0,493991 | -0,494065
1 -0,460497 | -0,488134 |-0,106928 | -0,494065 -
2 -0,478966 | -0,370465 | -0,509757 - -
3 -0,502308 | -0,413022 - - -
4 -0,495678 - - — -

Tabela 9 ~ Tabela de aproximantes de Pade para o Jon H (MP real) N =(k-2)/2,
n = 14,

energia esta sempre decrescendo para cada harmonico-k adicionado
(cf. Tabs. 5.1.1, 2, 3, 4), embora seia preciso reconhecer que
ha harmonia com o comportamento ja conhecido dos aproximantes ,
nos quais as diagonais vizinhas da principal (CN.N T fornecem
cotas superiores aos valores da diagonal principal.Entretanto es
tas discrepancias tambem indicam que estamos distantes da conver
géncia no caso dos Jons e ete” e H” (Mp real), pois quanto mais
regular fosse o comportamento da sucess3ao de valores da energia
mais regulares deveriam ser as seqguéncias geradas pelcs aproxi -
mantes de Pade. Como exercicio especulativo, calculamos os apro-
ximantes pontuais dos aproximantes diagonais. Os resultados .550
fornecidos na Tabela 10.

Destes resultados emergem duas caracteristicas:

10. Do ponto de vista dos aproximantes de Pade, &8 significativo

verificar que estes apresentam caracteristicas de aumento”
da velocidade de convergencia, ou seja, com os mesmos valo -
res da sequéncia [0,M ] podemos construir sequencias de me -

Thor convergéncia (por exemplo, as diagonais ou a [ N,07]).

20. Do ponto de vista do método de solugcao da equacgdo de Schrd -
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- o+ -
e e e
-0,226021 -0,245641 -0,238199
-0,249018 -0,239874 -
-0,236343 - -
He
-2,529696 -2,857296 ~2,892402
-2,906032 -2,896623 -
-2,896413 - -
H (Mp—»w)
-0,411083 -0,502233 -0,532404
~-0,528203 -0,547330 -
-0,545174 - -
= —
(Mp reatl) B
-0,410829 -0,488134 -0,509757
-0,506052 -0,518153 -
~6,517022 - -

Tabela 10 - Aproximantes de Pade sobre os aproximantes diagonais das Tabelas

6,7,8,9.

dinger, os nuUmeros desejados estdo @ vista, faltando apenas

critérios para limitar os valores obtidos.

Dentro da otica do método dos harmonicos-k, embora se
ja atraente o uso dos aproximantes de Padé, & mais plausivel a
utilizagdo dos trabalhos de Schneider(ﬁl) e Demin(ﬂi) e da for-
mula linear que decorre {cf. eq. (3)). Para utilizarmos esta for
muia estudamos o comportamento das diversas potencias inversas
de k tendo como base os valores da energia do jon e e'e” (calcu
lados com n = 9) e verificamos que para k > 4 ha um ajuste bas
tante significativo da reta (eq. (3)) quando v = 1. Consideran-

1

do os diversos k ' como sendo os pontos do eixo y e os valores
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da energia como sendo do eixo x, podemos calcular um coeficiente

— AY
de determinacao rz(éll

):xzy:l
Xy - ===
2 [: N

= - (5)
e - ]

onde N @ o numero de pontos (x,y).
Quanto mais proximo r2 estiver de 1 melhor o ajuste da reta que
passa pelos pontos (x,y). 0 valor obtido para rz no caso do Jon

eTe’e” (n =9, 4 <k <12) foi

r? = 0,9988 (6)

e o valor obtido para E(«) (eq. (4)) foi

E{e} _ , . = - 0,267 a.u. (7)
eee
Na Fig. 2 podemos ver o grafico destes pontos. Na Tabe
la. 17 mostramos os valores calculados com a eq. (3) e vy =17 de
E(w) (eq. (4)) para os Fons.e e’e” e H e para o atomo de He(cal

cu]adbs comn =14 e 4 < k < 10).

e ete” -0,2689
H™ (Mp real) -0,5257
H™ (My > =) -0,5446
He -2,9631

Tabela 11 - Valores de E(«) para os Jons e e’e”, H e atomo de He (Mp = mas -
sa do proton), em unidades atomicas.



-63-

=1

| [o]
12

0.204 0,220 1.~ o262

Figura 2 - Reta’utilizada para a extrapolagdo dos valores da erergia de eTele.

Como podemos verificar (cf. Tab. 11) os v€1ores da ener
gig, éo nivel fundamental dos sistemas estudados, obtidos com o
uso da extrapolacdo linear (em k_]) concordam bastante bem com os
valores usualmente aceitos tanto tedrica (e—e+e—) quanto experi -
mentalmente {H ,He). Este € um resultado muito alentador ja que
esta extrapolagao deveria apenas indicar o valor para o qual con-
verge a energia.

Dos sistemas estudados o que apresenta maior regularida
de considerando a eguacao linear (eq. (3)) e as Tabelas de Pade
€ o He. Vejamos outras particularidades. 0 valor exato que & obti
do com o harmonico k = 0 representa para o He 86% da energia fun-
damental enquanto que para o ion H~ (Mp~+ =) este valor @& 73% e
para o Jon e ete” apenas 44%. Estes valores parecem determinar

fortemente a possibilidade de se obter um bom valor da energia

do nivel fundamental dos sistemas quando acrescentarmos mais valo
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res de k na expansao da funcio de onda (cf. eq. (1)). Outro as -
pecto a ser considetado sao as diferengas fisicas destes siste-
mas, o atomo de He & estdvel, tem carga el@trica total nula e
além disso existe em diversos niveis de energia(li),enquanto que
o Jon H™ s0 € estivel frente a dissociacdo em um atomo de Hidro-
génio e um el@tron livre nao possuindo outros niveis discretos
de energia, ou seja, so possui um estado ligado. 0 Jon e e'e”
traz uma certa semelhanga com o H porém o "dtomo pai", 1.8, 0
positronio, se aniquila com relativa rapidez e o proprio ion
e"e*e” deve se aniquilar. Estas particularidades devem favorecer
o He no que concerne 3 aplicagdo do método dos Harmonicos-K e ob
tengdo da convergéncia. Zickendraht(2) com seu formalismo calcu
la um valor da erergia do nivel fundamental do atomo de He idén-
tico ao nosso para k = 0, com uma fungdao que se assemelha a nos-
sa expansao (eq.(2.7.29))ate k = 4 ele da um valor para esta ener-
gia de -2,783 u.a., quantidade que esta em concordancia com as
que obtivemos (cf. Tab. 5.2.4). 0 Ton H comporta-se de uma ma -
neira bastante semelhante a do atomo de He, principalmente na
aproximagao em que consideramos 'a massa do proton infinita. Real
mente, a Unica diferenca formal & o fato da carga do nlicleo do
atomo de He ser Z, =+2 e no caso do Jon H~ ZH_ = +1,isto ndo
modifica de maneira brusca o c@lculo dos elementos de matriz, co
mo pode ser visto na eq. (3.2.7). A utilizagao para o Jon H de
massas reais, aparentemente introduz uma perturbacdao no calculo
dos elementos de matriz do potencial influindo na convergencia
dos valores, sen@o que para k = 10 ainda ndo obtivemos um estado
1igado; Quanto ao on e"ete” realizamos caliculos com valores de

k até 12 e ndo obtivemos nem o valor do nivel fundamental do po-

sitronio. 0 fato de que o ci3iculo com k = 0 fornece um valor tdo
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baixo como -0,115281 u.a.(lg) para a erergia,ja indica que a con
vergéncia serd precaria. Este comportamento estd totalmente em
contradig¢do com um trabalke de Choudhury et a].(ll) que obtem
para k = 2 o valor ~0,256 u.a. e para k = 4 -0,259 a.u.. H.Coe
Tho et al. numa publicagdo recente(lg) cbtem um valor para o Jon
e ete” com k = 0 ddéntico ac nosso, e também concluem que & mui
to dificil que Choudhury tenha atingido convergencia adicionando
apenas mais uma onda parcial, fatoc que n3ao ocorre nem mesmo para
potenciais do tipo Gaussiano<g2) no cilculo com particulas iden-
ticas (bdsons). )

De uma maneira mais geral devem influir na convergén -
cia, a simetria dos sistemas e o tipo de singuiaridade do poten-
cial utilizado. Estudando sistemas de trés corpos a uma dimensio
Coelho e Amado(li) concluem que a assimetria introduzida por par
ticulas ndo identicas (massas diferentes, cargas diferentes etc)
influi negativamente na converééncia. Ou seja, nac & exatamente
uma surpresa o fato de ndo atingirmos rapidamente os valores que
gostariamos de obter. Quanto ao potencial, em calculos realiza -
dos da energia de ligacao do triton(ggﬁgg) (neste caso as parti-
culas sdac identicas) percebe-se que quando utilizam-se potenci -
ais mais singuiares, como o de Yukawa, a convergencia torna-se
bem mais lenta. Mesmo com todas estas dificuldades, vemos que os
valores obtidos (cf. Tabs. 1 a 10) sado bastante bons e uma vez
vencidas as barreiras computacionais'espera—se uma melhora subs-

tancial nos resultados.



CAPTTULD 6

CONCLUSEO

Neste trabalho explicitamos o metodo dos Harmonicos
Hiperesféricos na solucio de problemas com N corpos de massas di
ferentes. Demos alguns exemplos, como N corpos interagindo por
um potencial do tipo oscilador harmonico e o do potencial "pseu-
do Coulombiano” a2/p. Em particular, nosso objetivo foi utilii =~
zar este meétodo na solugio de sistemas Coulombianos de trés cor-
pos, procurando o nivel fundamental da energia. Com este intuito
um primeiro passo foi calcular os elementos de matriz do potenci
al de Coulomb. Este ciiculo foi realizado com auxiiio do progra-
ma Schoonsehip, conforme vimos no Capitulo 3. Obtivemos nesta apli
cagao uma eficacia muito acentuada, o que nos permite calcular
estes elementos de matriz para valores de k bastante altos. Acre
ditamos que este procedimento deve ser utilizado de maneira-‘mais
ampla, ou seja, o calculo com auxilio de um programa de compu -
tagao algebrica provou ser um poderoso instrumento e deve servir
no calculo dos elementos de matriz para outros tjpo; de potenci-
ais.

De posse destes elementos de matriz, resta o trabalho
de montarmos a equagao matricial de autovalores. Neste ponto sur
ge’'uma das limitagbes do método, pois aparecem matrizes de ordem
muito alta, havendo dificuldades na procura de seus autovalores.

Estas dificuldades sd podem ser superadas com a utilizacgdo de
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algoritmos otimizados e com auxijlio de computadores que tenham
grande capacidade de memoria.

Nas nossas aplicacdes ao atomo de He e aos ons eTete”
e H™, obtivemos resultados que s3o plenamente coerentes frente
3s aplicagoes anteriores do metodo, com excegdo de ja citado
(cf. Cap.5) trabalho de Chowdhury et a].(ll). Procuramos melho-
rar nossos resultados utiiizando métodos de aceleragio de conver
gEnéia, como os aproximantes de Padé e a extrapolacdao linear do
Capitulo 5. Em particular, com a formula linear que propusemos
encontramos valores surpreendentemente bons, incdicando que com o
acréscimo de mais alguns harmonicos na expansdo da fungac de on-
da podemos atingir valores ainda mais acurados. Esta e uma face-
ta do metodo que deve ser expiorada, pois um conhecimentc preci-
so da lei de convergéncia dos valores em funcdo de k (i.8, do
acréscimo de harmonicos na expansdo) possibilita que com um nimg
ro relativamente reduzido de harmonicos possamos obter valores
bastante proximos dos reais. Em aplicagoes futuras esperamos de-
senvolver de uma maneira mais rigorosa este ponto, bem como in-
vestigar sistemas semelhantes aos que estudamos (como o H;) e
processos atdmicos de colisdo. De fato, apesar das dificuldades
citadas, verificamos que & factivel esperar bons resultados do
uso dos harmonicos-k na solucio de problemas atomicos e molecula
res simples. Frente aos métodos variacionais os harmonicos-k apre
sentam a vantagem de ser um procedimento recorrente no qual as
diferentes ordens de aproximacao est3o sob controle. Porém,exis-
tem dificuldades de fato no calculo numérico que limitam a sua
aplicabilidade e requerem, como vimos, a utilizagao de instru -

mentos adicionais de otimizagao dos resultados.



APENDICE A

METODOS DE EXTRAPOLACROD

A.1 - Aproximantes de Padé Pontuais

0 aproximante de Padé [N’M:k(z) para uma série de po-

téncias formal (no sentido de que a sédrie nio precisa convergir)

b n
S(z) = 7§ a, z (A.1)
n=o
§ definido(14) pela fungdo racional
. RM(z)
]:N;M:l S(z) = Q_Nm s QN(O) =1 (A.2)

onde RM(z) e QN(z) sao polinomios em z de ordens M e N, res -
pectivamente, os coeficientes destes polinGmios ficam determina-

dos de maneira injca, pela equagdo
$(2)Q(2z) = Ry(z) = o 2"+ (A.3)
No caso em que z = 1 teremos

s(1) = cf a (A.4)

com somas parciais

S, = E a (A.5)
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0 aproximante de Padé pontual [n,n+rjs(]) da expansao
(A.ﬁ) fica determinado pelas equagbes (A.2) e {A.3) quando z = 1,
desta maneira temos um procedimento para aproximar o lTimite de
uma seqliéncia Sr(li). Em geral os valores [n,n+f]s(2) s30 arruma

dos na forma de uma matriz infinita.

re,0] [0,1] [0.,2] [0,37....
C1,0] 1,17 [1.27] [1.837....
C2,07 [2,97] [2.2] [2.37]....

(A.6)

0s valores da primeira Tinha s&o os [[0.m] = S , valores da se-
gliencia, e de modo geral espera-se que para cada n fixo tenhamos
uma seqlléencia que convirja rapidamente para o limite de Sr‘ Al-
guns teoremas concernentes a convergéncia podem ser encontrados

nas refs. (14), (52), (53).

A.2 - Metodo de Extrapolacdo de Ajtkén

Quando temos uma seqfiencia Sr podemos procurar seu li-

mite usando o metodo de Aitkén(éi), que consiste em escolher tres

valores da seqliéncia, digamos Sps Spy1s Sppp» calculando entdo
as diferencas
B Spy % Sy 7 Sy
(A.6)
B Sp4p = Sppp 7 Spn

Podemos ent3ao construir um plano Cartesiano com um eixo formado
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pelas diferengas, e outro pelos valores da seqliencia. A reta gue
passa pelos pontos (sr,ASr+1) e (Sr+1’ASr+2) nos dara o valor

do 1imite quandé extrépo]éda para AS = 0 (cf. Fig. A.1)

A8

(Sru’ AS,

-

r+2)

(z,(5,),0)

.. S‘ ™~ J

Figura A.1 - Reta de extrapolacdo do Metodo de Aitken.

0 valor E,(S,) € ficil de ser calculado e seu valor @

2
- S - S S
r+1 r “r+2 (A.7)

E{(S.) = - -
o ZSr+1 sr Sr+2

Este método aplicado a séqdéncia (A.5) nos da precisa-
mente o aproximante de Padé pontual [ 1,1+r ]. Podemos generali-

zar esta sistemdatica construindo para 2n+1 termos da seqléncia

Sr’ Sr+1""’sr+2r 0os n+1 vetores de dimensao n+l
Sr+k
ASr+k+1
glk) _ . -
v = ASHk+2 ;5 k =0,1,2,...,n (A.8)
ASr+k+n
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o ponto

En(Se) ]

P=] (A.9)

onde o hiperplano comum aos n+1 vetores intercepta o eixo dos S

nos da o aproximante [ﬁ,n+ﬁ]s(1)

E (5,.) = [n.n+r] (1) (A.10)

0 valor de En(Sr) serda dado, seguindo esta construcao geomeétri -

ca, pelo quociente de determinantes

Asr+1 A5r+2 RN Asr+n Sr

Sr+1

ASr+2 ASr+3 e Asr+n+1

AS

AS S -
En(srj 0 :+n+1 r+2n r+n (A.11)
AS, .y ceee AS L 1
AS .o ASHn+1 1
Asr+n+1 : ASr+2n 1

Outras construcoes nos ddao formulas equiva1entes(l£)

E (S.) = —1 T (A.12)

(A.13)
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m _oam=1 _oam=1 [} -
onde para m > 1, 4 Sr = A Sr+2 A Sr , A Sr = Sr e oS
Sr S}+1 . sr+k—1
S S .S
(r) _ r+l r+2 » Tr+k
Hk {Sm} = . . . (A.14)
S

Spik-1 Snek ttt Spe2k-2

’

530 os determinantes de Hanke1(lﬁ).



APENDICE B

TABELAS DE ELEMENTOS DE MATRIZ

Nas tabelas que se seguem estao contidos os elementos
de matriz do potencial V. . s do Jon e"ete”,do Jon H© e do
L]

atomo de He com:

1
Yev,k'v' T 9 Cnim (B.1)

onde n,m = 1,2,3,...,10,12 equivalem "ao conjunto de Tndices(k,v)
considerando, (0,0) = 1, (2,1) = 2,(4,2) = 3... Alem disso te-

mos tamb&m que:

2 = V2

3 = /3

6 = V6

IMA = 1 + 2Zv2
. IME = 1 - 2ZV7

onde Z = +1 para o jon H e Z = +2 para o atomo de He. Devemos
- -+ -
notar que no caso do ion e e'e fornecemos para valores de k
ate 6 os C . em termos de quocientes, com base nos calculos rea
k]

1izados com o programa Schoonschip.
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2v= -8. ,3 /0y .
22 DSORT (210}

23=DSOR" (300}

26=DSORT {4ND)

cry=27y+72

C12=r11 (3. /5)

C13= 7Y73% ({=12.)/35)
CLe=2Y"26% ((-3.) /35)
Cih={~U./21.)°2Y
C1€=(-R./21.) 27
€22=2Yv22% ((26.1/35)
€23=7Y*73%{]158./315)
C20=ZY*2h* {{=123.1/315) «
Ca5={-948,./1)53.} =77
€26= (4. /33.) =7 ¢
€33=2Y022% { 101./105)
€38=2Y* {26B./355)

€35=21° 707 (77€. /1365.)
LYS2Z6" (02./315.)
CHU=ZY~22> (35./33)
CES=2YS3™ (148, /1001.)
CBE=ZY® 23% (2970%./35045.)
C55=7Y*72" (93784, /75075.)
€56=2Y%72% (4D112./75075.)
C66=2%Y"22%{10916./15015.)
€17=~0.2710335427~2Y
C18= D.2710385427*2Y
C19=2Y*9.582(555753
€27=217 {~1.48922276195-3)

0.
C37=-0.506056115%1" 7Y
C38=2Y#({-1.7672931975-2}
€39=-0.5€23492335*%Y
CR7=0.3924]1 8] 634="Y
Ctf=-0,6037193837=7Y
Cu9=-0.23B3505094"7Y

CRIN=2Y U COTRUDHIAGE-2
CAT1=). 19139910217y

rR12=-0.523325%7)Y
£O10=0.31483630%)77Y
€Y11-0.2083701046=Y
CO12=1.1292973u052Y
CIN10=1,. 7T6URGA7Y
€101 1=0. (3533673697 TY
C1012==-0. 1 72LELODYA=DY
Cl111=1.66018147037Y
C1112=0.75% S\l.v.uaﬂ-'n
crz212
ISETSALEN 160773261502
¥40.3325952991

Y

C313=-2Y00.8559831372
chy 7Y*0.127033058
“£513=-7Y-0.3198395188
T613=-2Y20.3996559743

2Y*0.5497784432

. C813=7Y:D. u566202037
€913=2Y*0.13%099365]
Clox:*’Y'l- $70110348%
C1113=%770.26475345434
C1213=7Y*0.333u602353
C1313=2Y~1.8517700433
€118 =77 0.1C28154453
€218 =2Y®{-U, 13563695260-2;
310 =7Y*0.2129843209
ot =7Y»(-0,2992193153)
€516 =zY~ (-0-5191A903] 6)

€C18 =7T~3.07415400390-2
€715 =2Yv {~D.1237133732}
cPyn Yo (D 45519218}

€998 =2Y+D. 3755537517
CI1o168=7Y* {-0,5307752715)
Y*1.20187c99]14
c1214= ’Y'( 3.0867369D-2)

€57=1.8514208672=2Y c131 “0.511217960H
C58=-0.81205540732Y C1810=27%1.87121215489
€59=-0.21174995527%7 S TS =7 (-0.1629153657)
CEI=2YY (-2.3E62417311T~2) €215 =2Y*0. 128285177
C68=0.7379651354%7Y R ' 315 =Y (-8.742133u7380-2)
C69==1.02€3092535¢7Y CUrS =7Y*0.3763117348
€77=1.5983372222"2Y €515 =7Y*0.447409397
C78=0.413573751%¢ C715 £2Y~ (-0.724309357))
€79=~0.3C€R]] 7229727 CE15 =2Y* (-002135211137)
CB8=1.2699320018"2Y CH1S =zYs (-7, 40198482693-2)
€89=0.69R72501 949~y CO15 =2Ye (-0.29131356H3)

€99=1.5092109,67"2Y

C11170, 1027757534227

€112=0. 205551535487y *
€2)10%~0.19717724
€21170.623204033
C212=7Yv (=R, 754974093y -2) cire
C310=2Y* {-0,8(25100395-2) €216
C311==0. 5305407 1ye 2y cah

€312=0,173R09¢ CE16
C810=-6.31 13640450~y a6
Chp1==0.291000%3 )72y cLyc
Chyp=-0.847503790L=2y (2313
C510=-0.90 184947527

C511=-0.175%50L81B7+7y a6

C512=2Y "1 1724 h135-2 ©
61070, 241111217902y
COp1==-0.73an922u09 %y
C€G1270.1335/3337%2Y
€710=1.317 708022y

A PARd LR ST DA SHUNN -5

C1015=ZY* (~6.£361 085460 -u)
C110+0,2055915843+2Y Cr115

YY" {-0.£5693398Y92)

C1215=7Y 0. 6241892159
T1315=%Y° {-0. 34
Tr %=
C1915=7Y"1. 270 71 %074

24373058)
ZY*0.430347295

Y {=5.7506395930-3)
F2Y* [-0.23510; 0078
T7Y¥40.2P11573357
S2Y*0.11R%612568
TUVA0, 14897032162
=7YT0.B3u7009r 33
0.582%41373
=0.9%7 )3 75961
=7V'( 0, 28347214870y
Y {=0.271187332Y)
2YS(-0, 2182293197
MRS B DL T T AN

CI1380=2Y"(-0,1737339923)
Clan=
CI1=-0. 61 12134y 1516

7Y (-0, 387 0205779
7YT0.685u5%2 435

CLAYAE YA 1L)3014999508

Tabela B.1 -

Elementos Cn,m

o - -
para o Ton e e'e .
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Ciys-2v=2 2
. C12=2Y-22%2./%.

¢ 242038, /39)

YeT3IT128./315-

C24=-2¥ 7762672, /315.

C33==2Y*7%:"72°182L. /1155,

C34=2Ys"vis130, /345,

ZY=2202%E¢35. /33

Y 4./21.

€25=-ZT~ (2¥17332./1155.4 29E43./13.)

€35227v= (17€. /715, ¢ 4.,105.) *26

TY=73~148./1001.
¥I*1.186127706 +ZMAv2./65.) |

+ Z%A*68.,385)

Y*2p=(7rA*0.1757703955 + 7xFE«0.0313757912)
2Y=72~ AN, 17806592 ¢ Z2X4E*1.075138183) -
Cp7==-2Y+24220.1355192713

€C27=2Y= {7.1R91317503+9.3371030E-2)
C37=-2¥=(0.32230633286¢8.452€54730770~2) =22
¥#0.1962070617+2%E

¥+ (0.£51303700347,.58800533176D~2)
ZY¥=10,1917523311+0.1977071592)

Z!' {1.72968R32746,5675552U15D~2) *2x¢E

10, 13551527113 =
C?B--ZY" 10.165301726640.1176435982)
C38=2Y=(0,2806855379+0.1115027977) =242
ZYe224v0.3019596943

ZY*{ 0.3006431500+3.9387150700-2}

CE8=TY* (1.852370908740.1667706916€)

C78=2v=73%" (0.2503771633+8.72306055150-2)

az= {1.58965538745+40.12936091366) !

srerug. 3093625058
PY-TMI1.5022100267
ZY*0.1027757914

*#{8.229°31571+7.058652357948D-2)
2Y°0.1550783227
ZYY(7HL*0.3RG2TEI0074 7225, 438 863€£83D-2)
Y 7 e TwN, 1510391286+7 422 5.070480775AD-2)
¥® {0.69798L5997+5.828035106D-2)
TY={0.1997070238+7.6511833756D-2)

Y 8.1571780293

~ZYTTNT*) LTI 0957

ZYe0.10277572 38 .
Y2 (T4A%0.1267922563474E%3.75a9749958D-2) _

ZYS (D.1NIVLD2I3048, 6386200403 1D-2)
YR.2010C093497

Yo (mVISN. 2483712071 H47R*8. 01301017 0b~2)
ZYT(TVLT0.0630120T1 674790 1553140339}
C711=-2Y* (0.299190%%54 + 2.2857537217D-2)
CB11=ZY* (019227123190 0.103346 299}

c91 ZY0. 89371006

C1011=2Y" (1430, 2517512315421 Ev6.5757116957D-2)
ClErr==2Y i7", T4RA30TU54 2UAS R, 75983180 1-2)
CL12=2Y*0, 1027757934

Coy2=~ZY* (?™Z FT0T1101954 7220, 97305R8719D~2)
€312=2Y210. 14204451 151 40,110203572) '
CU2=-2Y" 0. 22375094

*0.1121%19909 =72XTe3 11076 /7488)
TN 2NDTNNNNTARL LN 11768 05) 1
CT12:=2Y (0. 16181703409, 7289706595,7%) H
ZY (D172 118400015 1000
Y°0.5606086742

Cl1012=~2Y* {ZHE*N,1300379 00 %A, Ty }1111121) D-2)
Cl1)2s2Y" (ZHA®D. 25802163 T6H2ZRE%D. 12 5615011
C1212%-2Y° (ZHE* 1. %1 735739664 2022 0. 2569300966}

[ SO

Tabela B.2 - Elementos C para o Ton H e atomo de He com massas nucleares
infinitas. °




Tabela B.3 -
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PR

C11-7Y%2,.58467
Ci2=2Y* 5, €655060-)
C13=-2Y*1.13¢E5
C145-2Y*3.8137220-1
€22=2Y*1.87475 .
€23u2Y*0. 53185435 .
CoU=ZY* 4. B2463b-)
€33=2Y°3. 191145
T34=2Y+1.33221

£y ZY=2.70132

C15=2Y* 1. 895991 4E-1

2 1= (-8, 79707455 -1)
€572 6-97969715-1

cu C~{=2.54900827E-1)
T55=2Y°2.9992214

<1 Y= (~1.90769317E-1)

c2 Y ( 0.2519706 )
Caf=-7yely, 733066’3»‘—]
Cub=2Y*5.7196167% *
C5657Y~ (0. 7]':291)60)

ZY* 1.83A6093
¥40.287679289)
¥40.282903552
ZY*1.5564279242
Cu=-z2Y=0.3585940U3]
€57=2Y°0.7259109861

1+0.5187185907
2Y"0. 2820050661
ZY"0.683676850]
CLB==-2Y"1.1554093665
CSB=-2Y=0.4072%9169
C6B=2Y"0.6190759547
C78=2Y"1.292249137,
€89=2Yv3.066930978

C1 ¥4 0.17513807
c2z Y*0.20033586¢9
3 Y= 0.RBB58094535

Ca9=~2Y>2.8356235176
Y*0.2107749517
ZYR). 5139646749
¥*0.3351983296
1=1.3377328347
€99=2Y*2.7%83197073
C€110=2Y*0.163566797
C€210=~2Y"3.9428167226D-7
€310=2Y~0.294571 €909 -
C430=-2Y"0. 1568721523
C510=-2Y*1.3613020434
CE10=ZY* 700667431402
C710=2Y"0.758105931 8
CB10=-2Y*2. 2742702996
C910=2Y" 9. 1533837514
C1010=2Y=3,2379644567
C111=-2Y70.1323025012
€211=2Y0.314971 3358
C311=-ZY°0.2692812561 .
CU1)1=2¥>0.2001351526
C511=-2Y=0, 1416268 71€
CLI1=-2Y%0.7081976907
C711=-2Z¥*0.371721576
CRI1=ZY*0.59725 4] 83
CO11==2YeN_ 24700 6u0H
CIN11=2Y+ 0. BII8 709598
ClI11=2Y"2, 547051646
C11252Y70.10293137059
C212=~Z¥-0.1771965868
€312%2Y9.25196091 %3
Cza-2720,22609089]
€51220.623698] 7160 2Y
CL12=2Y*0.276491291 )
C712=27+3. 2428457019
CA12=~2Y+0.500)13%309
CO2r2Y"N.56551778)5
C1012+-2Y*9. 680807527 D=2
C111222Y°0.7125078220
C121272Y%1.82604857921,

Elementos Cn,m

para o ion B com massa

nuclear real.
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