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RESUMO

Utiliza-se o Metodo Variacional para o estudo tedrico
de sistemas magneticos uni e bidimensionais descritos pelo Ha-
miltoniano XY para spins com momento de ineércia e interacoes
entre primeiros vizinhos, considerando-se diversos tipos de
anisotropia.

Analisa-se, principalmente, a influencia do tratamen-
to classico ou quantico e da dimensionalidade sobre a existen-
cia de ordem de longo e de éurto alcance e sobre a funcao de
correlagoes a susceptibilidade e o espectro de magnons. Compara
-se 0s resultados obtidos neste trabalho com agqueles obtidos
anteriormente para sistemas classicos bidimensionais. Atraves
de um amplo espectro de resultados, verificamos que 0 tratamen-
to varijacional constitue-se numa satisfatoria descri¢ao de tran

sicoes de fase do tipo Thouless-Kosterlitz.
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SUMMARY

The Variational Method is used for the theoretical
study of one- and two-dimensional magnetic systems described by
the first neighbour XY Hamiltonian for inertial spins, by
considering several kinds of anisotropy.

We mainly analize the influence of the quantum
approach (compared to the classical one) and of the dimension-
ality on the existence of long and short range order of
quantities like, functions of correlations, the susceptibility
and the magnon spectrum. The results are compared with previous
ones obtained in two-dimensional classic systems. Through of a
board spectrum of results we verify that the variational treat-

ment of phase transitions of the Thouless-Kosterlitz type.
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INTRODUCAO

HISTORICO

Um estudo mais sistematico de materiais magnéticos co
mega com o trabalho de Pierre Curie, em 1895, intitulado: "Pro-
priedades Magneticas dos Corpos a Diversas Temperaturas'. Divi-
dindo os corpos segundo as suas propriedades em diamagnétices ,
paramagnéticos e ferromagnéticos a questdo que se levantava en-
tao era sobre a natureza dos fenomenos que levavam a tal classi
ficacao. Faraday ja tinha mostrado que a altas temperaturas o
ferro perdia suas propriedades ferromagnéticas tornando-se para
magnético. Pesquisando uma série de substancias Pierre Curie ob
tém que a susceptibilidade dos corpos diamagnéticos € indepen -
dente da temperatura (pelo menos no intervalo considerado - até
aproximadamente 14000C) contrariamente aos corpos paramagnéti -
cos que apresentam susceptibilidade inversamente proporcional a
ela. Ele conclui que estes resultados favorecem as teorias que
atribuem causas de natureza diferente ao magnetismo e ao diamag
netismo e que, ao contrario, as propriedades dos corpos ferro -
magnéticos e as dos corpos paramagnéticos estao intimamente 1li-
gadas. Esta transformacao ferro-para foi o primeiro exemplo de
um novo tipo de transicao de fase que, entretanto, nao foi in -
terpretado como tal.

A primeira teoria a dar um tratamento microscdpiceo a




um fenomeno de orientagao e a ligd-lo a uma grandeza macroscoOpi
ca fol proposta por Langevin em 1905 e se preocupava com o para
magnetismo que possuem certas substancias constituidas de ato -
mos portadores de momento magnético permanente e considerados
independentes entre si. No limite apropriado (altas temperatu-
ras) a formula de Langevin para a magnetizacio fica em perfei-
to acordo com os resultados experimentais de Pierre Curie rela-
tivos aos corpos paramagnéticos. Para os corpos ferromagnéticos,
entretanto, a situagao torna-se mais complexa por considerar as
interacodes entre moléculas e interpretar, em particular, a exis
tencia de magnetizacdo espontanea abaixo de uma certa temperatu
ra TC chamada temperatura de Curie.

P. Weiss em 1906 cria uma teoria que leva em conta as
interac¢des ferromagnéticas de uma maneira bastante simples: da-
do um momento magnético particular, sobre ele atuam dois cam -
pos, um campo magnético externo H agindo sobre a substancia e
um outro H_produzido por todos os outros momentos magnéticos .
Este campo interno Welss batiza de Campo Molecular e supondo-o
proporcional a magnetizacao da substancia consegue calcular (em
fungao de um parametro fenomenoldgico) a temperatura de Curile
e a susceptibilidade paramagnética. O ferromagnetismo e o para-
magnetismo ja eram considerados dois estados distintos da mesma
forma que o estado liquido e o estado gasoso (estudados fenome-
nologicamente por Van der Waals). Porém, como a passagem do fer
romagnetismo ao paramagnetismo naoc se acompanhava de qualquer
descontinuidade nao era bem claro como tal transformagao pode -
ria ser uma mudang¢a de fase. Comegaram a surgir, entretanto ,
uma série de fenomenos apresentando o mesmo tipo de dificuldades

como, por exemplo: no estudo das estruturas ordenadas em 1ligas




metalicas em que se tentava calcular o grau de ordem de uma 1i-
ga (por exemplo o latao 8 CuZn) em funcao da temperatura, no es
tudo das propriedades do Hélio suprafluido, no estudo da super-
condutividade e outros mais. Algumas tentativas no sentido de
generalizar o conceito de mudanca de fase, como a de Ehrenfest,
foram feitas e levaram a um progresso substancial, poréem fol
com a nocao de parametro de ordem, introduzida em 1937 por L.
D. Landau(l), que ocorreu um avanco considerdvel no estudo das
transicoes. Landau associava a passagem de uma fase a outra uma
mudanca nas propriedades de simetria e a esta mudanca vinculou
a nocao de parametro de ordem. Esta grandeza fisica de carater
extensivo € nula na fase mais simétrica e ndo nula na fase me -
nos simétrica. E possivel classificar (ver Boccara(z)) as tran-

sicoes de duas maneiras:

1 - transicoes sem parametro de ordem;
2 - transicdes com parametro de ordem
— se o parametro de ordem & descontinuo no ponto
de transicgdo, diz-se que a transigdao € de 12 or
dem

— se o parametro de ordem € continuo diz-se que a

S~ a
transicao e de 2- ordem.

Landau supos que a energia livre fosse uma funcao ana
litica do parametro de ordem e da temperatura na vizinhanga do

ponto de transicdo. Esta hipOtese levou consequentemente & anu-

1/2

lagcdao do parametro de ordem como (TO—T) {sendo T, uma tempe-

ratura de transicao qualquer), a descontinuidade do calor espe-

cifico e a4 divergéncia como (T—TO)"1

da susceptibilidade relati
va ao parametro de ovrdem, resultados estes identicos aos obti -

dos pela teoria de Campo Molecular. A teoria de Landau trouxe




grandes contribuigoes, entretanto o aperfeigoamento progressivo
das teorias microscopicas de transigoes levou-nos a problemas
que implicaram numa revisao de nossa compreensao destes fenome-
nos. As contradigoes com os resultados obtidos segundo a teoria
de Landau manifestaram-se quando estudos de modelos a baixas
dimensces evidenciaram isto, pela primeira vez, em 1944 no cal
culo de Onsager(é) da funcao de particao do modelo de Ising pa-
ra uma rede quadrada, ferromagnética, com interagoes entre pri-
meiros vizinhos e spin 1/2. Onsager obteve uma divergencia loga
ritmica para o calor especifico no ponto de transigao (em con -
traste com a descontinuidade obtida no modelo de Landau) e para
o mesmo modelo N. Yang(i), em 1952, mostrou que o parametro de
ordem se anula como (TO-T)1/8 [[TO-T)U2 segundo o modelo de
(5)

, em 1959, obteve para a susceptibilidade
-7/4

Landau] e Fisher
uma divergéncia do tipo (T-T) {(T—TO)"1 no modelo de Lan-
dau] TO € a temperatura de transicao exata e €& inferior em
43,3% 4 temperatura de transigdo calculada pelo método do cam-
po molecular.

Estes resultados motivaram enormemente o surgimento,
nos anos seguintes, de uma grande quantidade de trabalhos dedi-
cados ao estudo das transigoes de 22 ordem para os mals varia -
dos modelos a baixas e altas dimensoes (ver por exemplo Domb §
Green(g)).

No Capitulo I discutiremos a importancia do estudo de
sistemas magnéticos a baixas dimensoes. No Capitulo II discuti-
remos uma série de resultados obtidos para os sistemas uni e
bidimensionais que contribuiram para uma melhor compreensao dos

fenomenos caracteristicos de baixa dimensionalidade. A discus -

sio de forma mais fundamentada do método variacional e do mode-




lo XY serd realizada no Capitulo III. No Capitulo IV discutire-
mos, para sistemas unidimensionais, os casos cldssico e quanti-
co preocupados principalmente em ressaltar as diferengas e seme
lhangas no comportamento das grandezas de interesse. A discus-
sdo do caso quantico para sistemas bidimensionais ¢ apresentada
no Capitulo V e no Capitulo VI apresentamos as conclusoes refe-
rentes ao trabalho e sugerimos algumas possiveis extensoes. Os
calculos que poderiam comprometer a sequéncia do texto foram co

locados em apendices.




CAPITULO I

SISTEMAS MAGNETICOS

1.1 - MODELOS DE SISTEMAS MAGNETICOS

Ha uma grande variedade de modelos de sistemas magné-
ticos que possibilitam solugoes exatas e/ou aproximadas para o
comportamento das grandezas termodinamicas na vizinhanga da tran-
sicao. Consideremos inicialmente o Hamiltoniano para um modelo

de elétrons localizados

ve - 1y (1+a)sEs? + (1-a) (s]S + s?l’sg’)] (1.1.1)
onde os spins 5 estdo localizados nos sitios i e sao acoplados
uns aos outros pela integral de '"exchange" Jij’ Esta aproxima-
¢do € muito boa para os elétrons da camada 4f dos terra-raras
Ce, Pr, Nd, etc, onde uma camada 6s determina o raio atomico
resguardando portanto os orbitais 4 (de raio menor) das influen
cias dos atomos vizinhos 2,

Fazendo a = 0 obtemos em (1.1.1) o modelo de Heisen-
berg, @ = -1 nos leva aoc modelo XY e a = 1 ao modelo de Ising.
O parametro de ordem em sistemas magnéticos € a magnetizacgao es
pontanea m e pode-se notar que para o modelo de Ising, m e um

escalar ("vetor' unidimensional), para o modelo XY um ''vetor'

bidimensional e para o modelo de Heisenberg um vetor tridimen -




sional. Podemos notar a enorme variedade de modelos pois além
da dimensdo do parametro de ordem (descrita por n) temos a esco
ther a dimensao da rede (d) atém de podermos considerar, para
cada modelo, o tamanho do spin, o nimero de coordenacado (primei
ros, segundos, etc, vizinhos) e o sinal da integral de "exchan

ge'" J — positivo para um sistema ferromagnético e negativo pa

1]
ra um antiferromagnético. Formas isomorfas destes hamiltonianos
servem a outros sistemas alem dos magnéticos. Por exemplo, o ha
miltoniano Ising pode ser usado para descrever a transigdo 11 -
quido-gas em um gas de rede, bem como a separacao de fases es -
pontanea em fluidos binarios e o ordenamento de ligas. O modelo
XY € o analogo magnético de um fluido quantico e & portanto de
relevancia para o estudo de suprafluidez e supercondutividade.

Para um estudo um pouco mais detalhado, consideremos

inicialmente o caso em que a integral de "exchange' € completa-

mente isotrdpica, isto é, o = 0, o que nos leva ao modelo de
Heisenberg:
go= - 7 |J.. Sist + s¥s¥ + sis?
i 13 13 1] 17 _

Na pratica, surgem propriedades anisotropicas devido as fontes
de anisotropia, tais como o campo cristalino e o campo magnéti-
co dipolar {e outras de menor relevancia). Entretanto para cris
tais cujas propriedades magnéticas sao determinadas pelo acopla
mento de '"exchange' devido particularmente a ions no estado
S (Gd3+, Eu2+, Mn2+, Fe3+) a isotropia pode ser considera-
da(g’g). Isto pode ser visto mais diretamente considerando-se os

. . 2+ 3+ -
Tons mais simples Mn® e Fe” . Estes ions possuenm cada um 5 elé

trons de valéncia que tém spins paralelos devido a regra de Hund,




de modo que s = 5/2 e o momento orbital € nulo (L = 0), porque
todos os orbitais d estao ocupados. O campo cristalino nao atua
diretamente sobre o spin mas sobre o momento orbital e seu
efeito € o de produzir um grupo de niveis orbitais para cada
Ton magnético. Neste caso (L = 0), ele nao apresenta praticamen
te nenhum efeito e a anisotropia porventura existente estad asso
ciada a forgas dipolares que em muitos casos sao fracas e podem
ser desprezadas. Nestas circunstancias, o hamiltoniano Heisen -~
berg € um bom modelo e muitos materiais como o (CH3)£®@F£3-UWMC)
e o K,NiF, sao bem descritos por ele.

0 Ni2+ — spin 1 — apresenta uma influencia do campo
cristalino que pode ser descrita como A(Si)z. Neste caso o ha-
miltoniano total fica:

_ [ XX VoY ZaZ z\2
H _ljj Jij _sisj + s.lsj + sisj] + A § (s;) (1.1.2)

Se A > 0 obtemos um modelo algumas vezes denominado Heisenberg
planar e o efeito da anisotropia € colocar os spins preferenci-
almente em um plano. (0 modelo XY-a = -1 — pode ser obtido da
eq. (1.1.2) fazendo A + «). Como exemplo do modelo planar pode
mos considerar o CsNiPE' 0 caso o = -1, modelo XY, tem a vanta-
gem de possuir uma solucdo dinamica completa para S = 1/Z e a
desvantagem de que as amostras experimentais sao geralmente me-

(9

lhor descritas pelo modelo de Heisenberg planar Oportunamen
te voltaremos ao modelo XY. Se A < 0 obtemos um sistema tipo
Ising, modelo que pode ser obtido simplesmente tomando o = 1 na
eq. (1.1.1). A maioria dos compostos com Co?* incluindo o siste

(5)

ma quase unidimensional CoCE.ZZNCSH5 sao melhor descritos >

pelo modelo de Heisenberg. Comparando experiéncias em substan-



cias tipo Ising com a teoria vemos que em Muitos €asos nao é
possivel discernir se as propriedades anisotropicas sdo devidas
a uma anisotropia na "exchange" ou ao campo cristalino. Contudo
devemos ter em mente que ha uma diferenga fundamental entre as
hipoteses, o que conduz a alguns resultados contrastantes.

A melhor descricdo para um material pode também depen

der da faixa de temperaturas em que estamos trabalhando. Um

2+ L2
1

grande numero de compostos de Fe (FeCﬂz, PeCﬂZ—HZO) e N
[Ni(CN)ZNHSCGHGJ mencionados como materiais tipo Ising apresen-
tam a anisotropia de campo c¢ristalino e a interacgao magnética
frequentemente da mesma ordem de magnitude. Como consequencia ,
a altas temperaturas comportam-se como compostos tipo Heisen-
berg com s = 2 e s =1, respectivamente, enquanto a baixas
temperaturas tornam-se fortemente anisotrdpicos, possibilitando
o tratamento com o modelo de Ising.

Hi de considerar-se ainda modelos para sistemas com

elétrons nao localizados ou itinerantes, o que entretanto esca-

pa ao objetivo deste trabalho.

1.2 - SISTEMAS A BAIXAS DIMENSODES

Um dos interesses no estudo de sistemas a baixas di -
mensdes reside na maior facilidade na obtencao de aproximagoes
e/ou solucbes exatas para o comportamento das grandezas termodi
nimicas pois o tratamento matemdtico torna-se ai menos complexo.
Outro interesse reside no dramiatico efeito da baixa dimensiona-
lidade sobre as propriedades do sistema nas regioes vizinhas ao

ponto de transicao. Podemos ilustrar isto fazendo uma compara-



-10-

cao dos calores especificos teoricos para o modelo de Ising a
d =1,2 ¢ 3 para uma rede de spins 1/2 com o previsto pela teo
ria de campo molecular (exato para d > «)} como pode ser visto

na fig. 1.2.1(g).

/

=

ISING
d=123
S=4/a

W

Figura 1.2.1 - Calores especificos magneticos do modelo de Ising com s = 1/2
para d = 1, 2 e 3 comparados com o resultado obtido pela Teo-
ria de Campo Molecular.

(10)

A curva para d=1 (exata) foil obtida por Ising A curva 2-d

(3)

(exata) foi obtida por Onsager para uma rede quadrada. A curva

3-d reproduzida na fig. 1.2.1 € a <calculada por Bl¥te e Huis-

(ll) e Blbte(lg) TCM

kamp ; c

€ a temperatura de transicao de
curie (TSM = 2Z s(s+1)J/K, na fig. 1.2.1: s = 1/2, z = 2d) que
€ a temperatura prevista pela Teoria de Campo Molecular. A pre-
dicao feita pela Teoria de Campo Molecular para o ponto de tran
sicdo € muito alta; o calor especifico mostra uma descontinuida
de finita ao invés de divergir e é caracterizado ainda pela au-
CM

sencia de caudas de altas temperaturas (Cm € nulo para T > T ).

A presenca de tais caudas € devido as interagoes de curto alcan
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ce, acima de TEM

, que nao sao consideradas pela teoria de Campo
Molecular e sao encontradas tanto em modelos tedricos mais so -
fisticados como em trabalhos experimentais. Podemos ver pela com
paracao, a diversas dimensionalidades, de TC/TEM e das <caudas
de alta temperatura, que a importancia dos efeitos da ordem de
curto alcance € grandemente reforcada pelo abaixamento da dimen
sao da rede. Para o modelo de Ising 2-d ainda ocorre uma transi
cao que gera uma ordem de longo alcance a uma temperatura fini-
ta, entretanto T. ¢ inferior ao predito pelo Campo Molecular.
Para o modelo de Ising 1-d, contudo, TC = 0, isto €, a ordem
- de longo alcance so surge no estado fundamental. Claramente por
tanto,as deficiencias da teoria de Campo Molecular sao ressalta
das quando se abaixa a dimensionalidade e este € um dos aspec -

tos que fazem com que sistemas uni e bidimensionais sejam obje-

to de grande interesse de estudo.

1.3 - MATERIAIS

A verificacao experimental do comportamento das gran-
dezas termodinamicas em sistemas a baixas dimensoes esbarra em
grandes dificuldades desde que todos os sistemas reais sao tri-
dimensionais e o que podemos conseguir em termos de sistemas
magnéticos de baixas dimensdes sao, no maximo, boas  aproxima-
coes. Abaixo apresentamos alguns materiais e sistemas magneti -
cos e nao magnéticos que foram desenvolvidos e que apresentam

comportamento de baixa dimensionalidade.

Dimensionalidade 2: — Filmes de He sobre grafite
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—~ Filmes de Ne
— Filmes supercondutores

— Camadas de compostos supercondutores

NbSeZ, etc.
— Camadas de compostos magnéticos RbZMnF4,
KZNiP4, K2C0P4, COCZZ, etc.
Dimensionalidade 1: — He em tubos finos

— Fios supercondutores

— Supercondutores tipo Il em campo magné-

tico

— Cadeias magnéticas: N(CH3)4MnC£3(TMMC),

KZPt(CN)4Br CsNiF etc.

0.3 3

Dimensionalidade O: Granulos supercondutores.

Um material apresenta comportamento caracteristico de
baixa dimensionalidade devido a peculiariedades em sua estrutu-
ra cristalina e magnética que favorecem ou aumentam a interacao
ao longo de uma linha ou dentro de um plano. Ocorrem também ca-
sos em que a baixa dimensionalidade surge devido a <considera-
coes de simetria como no caso do K,NiF, em que as 1interacoes
interplanares mostram um cancelamento levando-os a um antiferro
magnetismo bidimensional. O Ni pode ser substituido por Mn, Fe,
Co; o K por Rb ou Cs e o F por C£ levando-nos a um grande nume
ro de exemplos com a mesma caracteristica.

Em outros compostos podemos provocar o favorecimento
da interacao em um plano aumentando a distancia intercamadas pe
la adicao de camadas nao magnéticas como, por exemplo, no <caso
do BaZnP6 e dos compostos de cobre cuja formula geral é
(CjH2j+1NH3)2 CuCﬂ4 (j =0, 1, 2...). Estes sais podem ser vis-

tos como derivados do (NH4)2CUCZ4 e consistem de camadas fer-
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romagnéticas de Cu2+ separadas por duas camadas de grupos al -~
quil-amonia mnao magnéticos. Podemos variar a distancia entre os
fons Cu2+ intercamadas, variando o j (ver formula geral mais
acima), enquanto intracamadas a distadncia permanece praticamen-
te a mesma. Interessante nesta série & podermos estudar varias
propriecdades como funcao da distancia intercamadas e fazer, a
partir dal, extrapolacdes para um sistema ideal 2-d ( Bloember-
ger et al. [1970)[13), de Jongh e Van Amstel (1970](1§)).
Desenvolvemos neste trabalho o estudo do modelec XY
em sistemas magnéticos a uma dimensdo — caso cldssico e quanti-
co — ¢ a duas dimensoes — caso quantico — dentro da aproxima-
cdo dada pelo método variacional. A problematica referente a
sistemas cldssicos a duas dimensodes ja foi discutida por Tsal-
1is(£§) com a utilizacZo do método variaclional numa aproximagao

a baixas temperaturas e em presencga de varios tipos de anisotro

pia.




CAPTTULO 1T

ORDEM EM SISTEMAS A BAIXAS DIMENSOES

2.1 - SISTEMAS UNIDIMENSIONAIS

E de conhecimento geral que uma cadeia de spinscom 1in
teragdes de curto alcance nao mostra ordem de longo alcance (eXx
ceto eventualmente a T = 0) nem exibe nenhum tipo de transigao
de fase. Entretanto o interesse por sistemas magnéticos a uma
dimensao é bastante grande visto que estes sao os sistemas que
possibilitam a maioria dos resultados exatos para fenomenos coo
perativos (nao necessariamente criticos).

Para o modelo de Ising a energia livre, o calor espe-
cifico e a susceptibilidade em uma dimensao foram calculados pa

(10

ra cadeias com spins 1/2 por Ising —H), com spins 1 por Obokata

e Oguchi(ll), e com spins 3/2 por Suzuki et al.(lg).
Para o modelo XY resultados exatos também foram obti-

(19) para uma cadeia de spins

dos por Lieb, Schultz e Mattis
1/2. Eles estudaram detalhadamente o espectro ¢ os auto-estados
do hamiltoniano. Ainda para o modelo XY ¢ cadeias com spin 1/2,
Katsura(zg) calculou a funcao de particgao exata e investigou as
propriedades térmicas de uma cadeia infinita. Para cadeias com
spin no limite classico (s = ») temos os resultados obtidos por

Wegner(gl).
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Para o modelo de Heisenberg o comportamento termodina
mico em uma dimensao foi calculado por Fisher(ggj para uma ca-
deia classica (s = «) a campo nulo. Ainda para este modelo, um
resultado exato para a curva da magnetizacac em funcao do campo
aplicado a temperatura nula para spins 1/2 foi obtida por
Griffiths(géJ. Para temperaturas nao nﬁlas solucoes aproximadas
para o comportamento termodinamico foram conseguidas por Bonner
e Fisher[gi) e Griffiths(zé), calculando as propriedades de ca
deias contendo um numero finito e crescente de spins e dai ex -
trapolando-as para a cadeia infinita. Para spins finitos e inte
racao de "exchange'" antiferromagnética até mesmo o estado funda
mental € desconhecido, exceto para o caso especial de spin 1/2
tratado por Bethe(gé). Em todos os trabalhos citados comprova-
-se a inexisténcia de ordem de longo alcance. Uma maneira de se
estabelecer ordem de longo alcance € através de um possivel des
vio da idealizacio dos sistemas 1-d devido a4 presenca de acopla

mento intercadeias nao nulos. Outra maneira € estender o alcan-

ce da integral de "exchange' - Jij — até o infinito.

2.2 - SISTEMAS BIDIMENSIDNAIS

Sistemas unidimensionais e bidimensionais apresentam
diferencas profundas entre o modelo menos isotropico (Ising) e
os modelos XY e Heisenberg. Para o modelo de Ising, basta mudar
mos a dimensao de uma para duas para que surja ordem de longo
alcance a uma determinada temperatura (finita) (d > 1 :>TC £ 0).

Para sistemas mais isotrdopicos (XY e Heisenberg) a tres dimen-
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soes aparece ordem de longo alcance a temperaturas finitas. A
impossibilidade de ordem de longo alcance em sistemas bidimen-
sionais (nao necessariamente magnéticos) ja havia sido levanta-
da por Peierls em 1935 que argumentava, por intermédio de um
calculo simples, que o movimento térmico dos fonons de grande
comprimento de onda destruiria a ordem de um solido bidimensio-
nal no sentido de que o desvio médio quadratico de um atomo de
sua posicao de equilibrio (flutuacdo do parametro de ordem) au-
mentava logaritmicamente com o tamanho do sistema.A ausencia de
ordem de longo alcance na forma levantada por Peierls foi prova
da por Mermin(gz), em 1968, utilizando um tratamento rigoroso.
Argumentos simillares, foram usados por Mermin e Wagner(£§), pa-
Tra mostrar quée nac ha magnetizagdo espontanea a T # 0 em siste-
mas bidimensionais (para interagoes de curto alcance) com spins
com mais de um grau de liberdade (n > 1), isto €, para hamilto-
nianos invariantes com relacao a rotacoes dos spins. Eles mos~-
traram que, para campo uniforme h suficientemente pequeno,a mag

netizacao em duas dimensdes €& dada por:
— -1/2
m(h,t) < cte It Zn |h|:l

Se h >~ 0 vemos que nao ha magnetizacgao espontanea a qualquer
. . (29)

temperatura finita. Fisher e Jasnow = estenderam o argumento
de Mermin-Wagner no sentido de que provaram a auséncia de uma
magnetizagao espontanea sem introduzir, necessariamente, o cam-
po.

Na analise da susceptibilidade isotérmica a campo mag
nético nulo por meio das expansoes em séries de altas temperatu

(30)

ras, Stanley e Kaplan'— encontraram a susceptibilidade diver-
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gindo a uma temperatura finita com a magnetizacado esponta -
nea permanecendo nula. A inexistencia de magnetizacao esponta -
nea para T # 0 e a divergencia da susceptibilidade n3o implicam
necessariamente que uma transicao de fase nao ocorra, nae sendo
incompativeis, desde que certas restrigces sejam feitas sobre a
dependencia da funcao de correlagoes <§,Sp> com a distancia R.
Deve-se notar que nao ha argumento termodinamico que exclua a
possivel ocorréncia de um novo tipo de transicao com as caracte
risticas acima. (Resultados similares sao obtidos para a suscep
tibilidade oscilante ('staggered") de uma camada quadratica an
tiferromagnética.) A evidéncia deste tipo de transicao € mais
forte para o medelo XY do que para o modelo de Heisenberg, o que

pode ser comprovado nos trabalhos de Stanley(élj e Moore(égJ.

Kosterlitz e Thouless(éé) apresentam argumentos em fa
vor de uma definicao diferente de ordem de longo alcance basea-
da nao no comportamento da fungao de correlagoes a dois pontos
mas no conjunto das propriedades do sistema. Eles introduzem um
novo tipo de ordem de longo alcance (denominada '"topologica') a
qual pode existir em s6lidos bidimensionais, superfluidos neu-
tros e no modelo XY mas nao em um supercondutor ou no modelo de
Heisenberg isotropico. Supondo que a ocorrencia de uma transi-
cao de fase esta conectada a existencia de ordem de longo alcan
ce topoldgica, conjectura-se que o modelo XY tem uma transigao
mas o modelo de Heisenberg nao. Esta conjectura nao parece es-
tar em conflito com as evidencias provenientes da analise das
expansoes em series de poténcia a altas temperaturas de Stan -

(31) (32)

ley e Moore'—




CAPITULO 111

0 METODO VARIACIONAL E O MODELO XY

As grandes dificuldades matematicas envolvidas em ten
tativas de tratamentos tedricos exatos levam-nos a interpretar
a maior parte das transicoes dentro de um quadro de teorias que
se apoiam em aproximacdes. O Método Variacional, do qual a teo-
ria de Campo Molecular pode ser considerada um caso especial
(como o seu equivalente a teoria de Bragg-Williams), enquadra-
-se nestas teorias aproximativas. Desenvolveremos aqui uma for-
mulagdo que ressalte as suas principais caracteristicas. Em um
sistema o valor médio de uma grandeza fisica representada por um

operador A & dada na forma:

<A> = TrpA

onde p & o operador densidade do sistema e Trp = 1. Podemos es-

Crever a energia livre F como:

F = TrpH + % Trplnp

onde # representa o Hamiltoniano do sistema.
Podemos obter o operador densidade associado ao equilibrio ter-

L - -1 S
modinamico com um termostato a temperatura R ~, minimizando a
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energia livre, o que nos da:

o = SXP (-8H)
Tr exp(-8#)

vortanto

onde Z = Tr exp-8F € a fungao de particao. Em geral nao sabe-

mos tratar exatamente 0 sistema, isto &, nao sabemos calcular

exatamente a funcdo de partigdo Z. O método variacional consis
te na utilizacao de um sistema com o qual saibamos operar e a
partir dai definir uma energia livre variacional. Definindo Po

como

exp (-BHy)
P07 Tt exp[-BHO)

onde HO ¢ o Hamiltoniano tentativa {ou variacional), podemos es |

crever a energia livre varlacional como:

F =F, + Tr 0g (H-H

0 0J

sendo Fy a energia livre do sistema descrito pelo Hamiltoniano

(34)

1y Pode-se mostrar*“— que, qualquer que seja o operador

oh # p, a energia livre F & sempre superior a energia livre

exata, isto é&:
F <F

Esta propriedade justifica a minimizacao de F em relagao a to-
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dos os parametros de Hy. A cada operador oy pertencente a uma
certa classe corresponde uma enevrgia livre F(po). Para uma cerx
ta temperatura, o melhor operador densidade correspondente a
classe é aquele que minimiza f[po) de maneira a aproxima-la
o maximo possivel da energia livre exata F.

O Método Variacional em Mecanica Estatistica tem per-
mitido, pela sua simplicidade, resolugoes aproximadas de intume
ros problemas de Fisica Térmica a se ressaltar a resolugao do
modelo de Barden, Cooper, Schrieffer(éé) para o fenomeno da su-
percondutividade. Tem sido também usado em varias oportunidades
na discussdao da evolugdo térmica da dinamica de osciladores har

monicos em cristais e outros sistemas(l§’§§’§1’§§’§2’ﬁg’etcj.Da

S5ilva e Tsallis(il)

mostram que,pelo menos para o calor especi-
fico, susceptibilidade elétrica e frequencia média de um oscila
dor anarmonico classico com potencial do tipo in (cuja solugao
exata € acessivel) o modelo variacional fornece resultados mui-
to satisfatdrios.

A problematica da transigao de fase no modelo  de
Heisenberg (e XY) bidimensional foi fortemente influenciada por
dois trabalhos: o primeiro devido a Mermin—Wagner(gg) onde se
provou rigorosamente a impossibilidade da existencia, a qual -
quer temperatura finita, de ordem de longe alcance em sistemas
isotropicos no espago dos spins com interagoes de curto alcance,
e 0 segundo devido a Stanley e Kaplan(égJ que, para o mesmo ti-
po de modelo, sugeria a existéncia de uma temperatura critica
finita na qual a susceptibilidade isotérmica divergia. Ambos os
trabalhos se referiam ao modelo de Heisenberg, entretanto, seus

resultados se aplicam também ao modelo XY (n=2) bem como aos ca

sos intermedidrios; ndao se aplicam, porém, ao modelo de Ising
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ON

(ver Hone ¢ Richards Com relacao ao modelo XY, Berezinskii

mostrou que tanto o caso cléssico(ig) quanto o caso quéﬂjco(ié)
levam a extingao da ordem magnética de longo alcance, nao impli
cando isto, necessariamente, na inexistencia de uma transicao
de fase.

Utilizando uma lel gaussiana para o estudo da respos-
ta a um campo magnético de uma estrutura nematica bidimensional,
G. Sarma(ﬂﬂj obteve, também neste caso, resultados que compro -
vam a auséncia de ordem de longo alcance, embora a baixas tempe
raturas ocorra uma resposta nao linear a aplicacao do campo.

Tsallis(lg), dentro de um tratamento variacional, estuda o mo-

delo XY no limite de spins infinitos (limite classico) a bai-
xas temperaturas, em presenca de varios tipos de anisotropia no
espago cristalino e no espago dos spins, em sistemas bidimensio
nais (ou quase bidimensionais). Para este modelo, Tsallis ilus-
tra que nao existe ordem de longo alcance a nao ser em presenga
de anisotropia no espago dos spins (teorema de Mermin-Wagner).

0 comportamento do comprimento de correlagao & para os

diversos tipos de anisotropia comprova o acima citado:

g o« % — para anisotropia proveniente da aplicacao de um campo

magnético h.

£ « ?é -- para uma anisotropia local o no espac¢o dos spins.
o4

£ = T para anisotropia o' de acoplamento no espago dos spins.
cxr!

Vemos que a temperatura fixa e¢ fonte de anisotropia (h, a, a')
decrescente obtém-se o mesmo resultado a divergencia de &, ou
seja, as flutuagoes correlacionam-se por grandes extensoes des-
truindo assim a ordem de longo alcance.

Neste trabalho, estamos interessados em desenvolver
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para o caso quantico a mesma discussao levada a efeito por
Tsallis para o caso classico. Aqui utilizamos um Hamiltoniano

proposto por S.F. Edwards e P.W. Anderson(ﬁé’ig)

. para o estudo
teorico dos vidros de spin em que se considera um sistema des -

crito pelo modelo XY para spins com momento de inércia I.




CAPITULO IV

MODELO XY UNIDIMENSIONAL PARA SPINS
COM MOMENTO DE INERCIA

4,1 - CASO CLASSICO
4.1.1 - Isotrdpico no Espaco dos Spins

4.1.1.1 - Modelo

Consideremos um cristal unidimensional, ciclico, com
N sitios, c¢ujo parametro c¢ristalino denotamos a. Escolhendo um
destes sitios como origem cada ponto da rede fica determinado
pelo indice inteiro i. Em cada sitio encontra-se um spin, com
momento de inércia I, de comprimento S >> 1 possibilitando-nos
tratar o sistema no contexto da Mecanica Estatistica Classica
Os spins permanecem em um plano determinado por uma anisotro-
pia infinita que impede-os de se orientarem na direcaoc perpendi
cular a este plano (eixo Z). Se considerarmos além disso uma in
teracao ferromagnética isotrdpica do tipo XY entre sitios pri -

meiros vizinhos teremos para Hamiltoniano do sistema(ﬂé_ﬁg):

2
L
- i J XaX VoY
=0 71" 22} {Sisi+l * SiSi+1} J >0
1 571
2
»

- J Z {cos(ei+l - ei)} (4.1.1.1.1)
1

n
=~
™)
|
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onde os angulos o, compreendidos mo intervalo 0 < & < 2m, es
tao definidos na fig. 4.1.1.1.1. L. & o momento angular associa
do ao spin do sitio i.

¥a

Figura 4.1.1.1.1 - Definigao gra-

fica das variaveis angulares do mo

delo.

0 intervalo considerado para

(L R
//(:*;T/ g : de 0 a 27 nao apresenta

qualguer transtorno se traba

lhamos a baixas temperaturas

4.1.1.2 - Tratamento

(28)

Pelo teorema de Mermin-Wagner — nao existe ordem
magnética de longo alcance a nenhuma temperatura finita. Para o
caso particular aquil tratado isto significa que se escolhermos
(arbitrariamente) o eixo X como aquele para O qual € possivel
o ordenamento, a configuracgao o, = 0 ¥ i (longo alcance) nao e
termodinamicamente estavel. Isto, entretanto, nao impede que
0, -6, = 0 ¥ i (curto alcance) se i e i’ sao primeiros vizinhos.

i
Assim podemos, & menos de uma constante, aproximar O hamiltonia

no (4.1.1.1.1) por:

2
oy ! 2 1 2.2
g=8 =) 7 %7 ) t(ei+l—e.) (4.1.1.2.2)
1 1
Definindo as seguintes transformacoes de Fourier
igqR.
6 =+ T e o, (4.1.1.2.3)
T N i *
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Ye L. (4.1.1.2.3")
i

onde q € B, B = {q/]|q] < I} R. = ia, podemos reescrever &'

como se segue

| L
2

' =) ——%— + J Y (l-cos aq)!e |2
q q 4

(4.1.1.2.2")

Este hamiltoniano descreve um conjunto de osciladores angulares
harmanicos*, independentes, e o seu tratamento estatlstico clas
sico ndo € complicado. Como ndo pretendemos tratar o hamiltonia
no (4.1.1.1.1) exatamente(ag), {(4.1.1.2.2') sugere um tipo con-

veniente de hamiltoniano variacional para um estudo aproximado.

Propomos entao:

[

(4.1.1.2.4)

O o
+
KeRoty|
@]
3

onde os {Cq} sao, por razdes de estabilidade,coeficientes reais
estritamente positivos, a determinar em fun¢do de T. Em Mecani-
ca Estatistica Classica, ndo € necessario — para obter uma me-
lhor minimizacdo de F — renormalizar o momento angular ja que
a comutacdo entre L e 6 possibilita-nos uma fatorizacgao comple-
ta da lei de probabilidade. Em Mecanica Estatistica Quantica ,
Tsallis e C.W. Furtado Valle(ég) analisaram cuidadosamente este

ponto com conclusdo idéntica @ do caso classico. Esperamos que:

T » (0 — Cq + J(1l-cos aq) (4.1.1.2.5)

Para obtermos a energia livre de Helmholtz variacional, constru

* —
Para altas temperaturas as integragoes nos intervalos |eq[ e (0,2m) ou |8q|
e (0,») podem introduzir diferengas significativas.
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imos primeiramente a matriz densidade associada a Hy:

exp(—BHOJ
Po T Tr exp(—BHO)

da qual obtemos facilmente o principio de equiparticao:

5 KBT
c <|6 _|“>, = 5 ¥ g (4.1.1.2.6)
0 2
SRE KT
<_2%“>o = ¥ g (4.1.1.2.6")
e a entropia (ver Apendice A)
KB
Sg = Ky <tn pg>y = - = é n <4 + cte

Agora ja podemos construir a energia livre variacional T e,como

ja discutido no Capitulo III, devemos minimizar F com respeito

aos seus parametros variacionais, identificados aqui com os coe
|2

ficientes {cq} (ou equivalentemente, com <|8q >y» levando em

conta as relacoes (4.1.1.2.6) e (4.1.1.2.6"'). E conveniente fa-
zermos um intervalo e introduzirmos duas propriedades da leil

. ~ s ~ . (16
gaussiana que serac utilizadas com frequenc1a(——):

> _ 1 +.+
<cos(a°x)>G = exp - 5 <(a x)>G
(4.1.1.2.7)
<sen(3-§)>G'= 0
onde <-..>_ denota a média com relacdo a lei de probabilida -

G

des gaussiana. Definindo:




-27-

nq = <|8 |2>0
R =R, - R. = (i'-i)a
i i! i
i1 = = - = _.. l _—
K; = K = <cos(o,, 0.)>, exp__ N é (1-cos aqi}nq
I 1
L.l = L = <cos(ei,+ei)>0 = exp|- g Z (1+cos aq)nq—l
— q —
_ 1 i'.it\1/4 1/4
m = <Cos[8i)>0 = exp|- ] n Ki Li ) /4 (KL) /
— q J—
. - KBT
- 2J

sendo m o parametro de ordem ferromagnético e K o coeficiente
de renormalizacao da energia de acoplamento entre primeiros vi-

zinhos, temos:

K
- B' (*)
F =~ NJK + —— ] &n <,
q
oF  _ -
Da minimizagao de F (ac = 0 ¥ q) obtém-se
q
Cq = JK(l-cos aq) Y qeB (4.1.1.2.8)
onde verificamos que 1lim c_ = J(l-cos aq) como se esperava de
t=0

(4.1.1.2.5). O sistema de equacoes (4.1.1.2.8) determina cq(T)

e também n (T) se utilizarmos a relacao (4.1.1.2.6). Substitu-

* —

) 4 contribuicao de E<|L | /21>, pela principio de equiparticaoc e uma
constante no que sg refere aos parametros variacionais o que simplesmen
te desloca a origem da F .
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indo-se nq(T) em K obtem-se

KénK = -t (4.1.1.2.9)

0 grafico (fig. 4.1.1.2.2) representando a dependéncia térmica

do coeficiente de renormalizacdo K, mostra uma regido onde nio

- . . . e . dK
ha sentido fisico pois o calor especifico (proporcional a - Tt
nao pode ser negativo.
,\K

Figura 4.1.1.2.2 - Evolugao térmica

do coeficiente de

renormalizacao.

Para a posterior ob N
A
tencao de m € necessario cal- N
-
A <

cularmos ainda

|
_ |
onde utilizamos a relacao (4.1.1.2.8) e o limite do quase con -

tinuo, ou seja

) - f% J dq para N + =
q

Como em (16) definimos L'(t,e) como:

1+cos aq dq

L' (t,e) 1-cos aq

exp - L 8
Xp K 27 B

onde

B' = {q/q e B! e lq] > ¢ }
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Chtemos

L'(t,0) =0 ¥t #0

L'{0,e) = 1 ¥Ye#0

]
=

lim lim L' (t.e)
t>0 g>0

1im 1lim L' (t.€)
e+ t->0

1l
—

Para satisfazer o Terceiro Principio da Termodinamica é conveni

ente definirmos a funcao L(t) como se segue:

L(t) = L' {(t,0) =0 Vt#o0
L(0) = lim 1lim L' (t,e) = 1
e>0 t-+0
como representado na fig. 4.1.1.2.3.
'8
As
¢
{
|
i
{
I
!
|
|
L Y
0 T

Figura 4.1.1.2.3 - Evolugao termica de L.

4.1.1.3 - Ordem de Longo Alcance

Considerando a relagcao m = (KL)1/4 obtemos:
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m=0 se t #0 (de acordo com o teorema de Mermin-Wagner)

m=1 se t =0 {de acordo com o Terceiro Principio da Termo-
dinamica) -

Constatamos que nao pode se estabelecer ordem de longo alcance,

a temperaturas nao nulas, no sistema.

4,1.1.4 - Espectro de Magnons

A minimizacdo da energia livre variacional leva-nos a

eq. (4.1.1.2.8)

2
Cq = JK(1l-cos aq) ~ J§a qz se q > O

(47)

Para o modelo XY a uma ou duas dimensoes Villain --- estabele-

ceu que ¢ = Qé onde Qq ¢ a frequencia de magnons do sistema.

Este resultado persiste para spins com momento de inércia e por
tanto Qq « q se q * 0. Para o modelo de Ising nao temos mag -

nons a nenhuma dimensao. Para o modelo de Heisenberg, podemos

(47,48)
r « g oLe22
Ver que C_ q

dencia semelhante a do modelo XY, utilizando o modelo de Heisen

(49)

berg, € obtida por Cloiseaux e Pearson — para uma cadeia line

obtendo-se Qq o q2 se q » 0. Depen -

ar antiferromagnética.

4.1.1.5 - Fungao de Correlacoes

(16)

Como a duas dimensoes —’, podemos definir a funcgao
de correlacdes instantanea das flutuagdoes do parametro de or-

dem a temperaturas finitas como se segue:
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- i i} - L ogd!
S(R) = <(c058i m)(cosei, m)>0 5 Ki
1., _ta 1-cos(R ) .
2 P KZm J B l-cosaq 4
ondem = 0 e Ly = 0 (desde que consideramos t # 0). No limite

R >> a obtemos (ver Apeéndice B)

L

S(R) ™ Yy exp - ¢ g 7 dq

Jﬂ/a l-cos(R_)
0 q

v, {exp(—R/a)} £,(t)

onde & = 3%%, £,(t) = exp —%—, sendo v,, ¥, nimeros puros da

77K
ordem da unidade. A lei exponencial obtida para a fungao de cor

relagdes € tipica do sistema em discussao bem como o comporta -
. ~ 1

mento do comprimento de correlacao & « t Como comprovam outras

abordagens tedricas: o modelo de Heisenberg cldssico calculado

(22)

exatamente por Fisher ==/, o modelo XY classico discutido por
Wegner(al), o modelo planar quantico anisotropico discutido por
Villain(ég), e o modelo planar classico discutido por Loveluck,

(51)

S5.W. Lovesey e 5. Aubry , todos coincidentes a baixas tempe-

raturas. Um comportamento bastante diferente € encontrado para
. . 1 819 aa
o modelo de Ising onde a baixas temperaturas En=exp pog— — . O
B
resultado £ ~ » se t + 0 expressa exatamente o fato ja bem

conhecido de que sistemas unidimensionais nao mostram qualquer

ordem de longo alcance a temperaturas nao nulas.

4.1.1.6 - Susceptibilidade

De maneira analoga a realizada em (16), definimos a
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susceptibilidade reduzida

1 i
I = 47 L S(Ri )
t i

=5

X = lim
T heo
onde u = uBgLSH/J, Up = magneton de Bohr, gL ~° fator de Lande ,
H = campo magnético arbitrariamente escolhido paralelo ao eixo
x. A contribuicdo principal a esta soma vem da regiao onde R>>a

e portanto:

A

v It !

|kl et |
]
»q
hw)
1
|

X7

converge no limite considerado. Aproximando 7o (dR temos:
i J
1

1 3t R 1
Xp = 3¢ | e g PRV 7
Portanto Xp * ® como l/t2 se t - 0, como &€ esperado por Stei-
ner, Villain e Windsortég), desde que semelhante ao modelo de
(22)

Heisenberg discutido por Fisher que mostra este Comportamen

te no limite considerado.

4.1.2 - Sistema em Presenca de um Campo Magnético Externo

4,1.2.1 - Modelo

Em presenca de um Campo magnético paralelo ao eixo x

podemos escrever o hamiltoniano do sistema como:
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s
1
=]
[\JI =
P

T~ Y § {cos(81+1~ei) + h Cosei} (4.1.2.1.10)

Definindo como anteriormente

podemos construlr a energia livre variacional

KBT
F = - JN (K+hm) + > 7 oin ¢
q
q
A minimizaciao de F fornece
_ . hm
Cq = J |K(l-cos aq) + — (4.1.2.1.11)

Substituindo na expressao definida para K em (4.1.1.2) e fazen-

do uso da eqg. (4.1.1.2.6) generalizamos (4.1.1.2.9):

K €n K + hm nm = - t (4.1.2.1.12)

4.1.2.2 - Espectro de Magnons

A relacao (4.1.2.1.11) fornece

Cq = J|K(l-cos aq) + 2? ¥ qe B

A diferenca para o caso isotropico € a aparicao de um ''gap" pa-
ra o vetor de onda nulo. A aparicao do "gap' quando da presenca

do campo magnético € esperada ja que o campo destroil a invarian
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cia rotacional XY dos spins.

4.1.2.3 - Ordem de Longo Alcance e Susceptibilidade

Utilizando a eq. (4.1.2.1.11) podemos escrever para a

magnetizagao

- _ ta dq
m = exp H R
] K(l-cos aq) + 5
= exp - L1 7 1 (4.1.2.3.13)
(Khm) (1 .+ hmy1/2
IX

No limite t << 1, h << 1, de tal maneira que K = 1 tenos:

2| _ t.n!/? 1
oh |, ahs/ziz_E 11
S S v S
| . 1wt/ 1
5ty 2}11/2(1_E ! J
| 4 (hm)l?z

expressoes que soO apresentam resultados fisicos aceitdveis, is-

- am am L=
to e, =y >0 e T <0 na regiao:
t h
1/2 t
R

Esta relacgao estabelece uma restrigao entre t e h que nao €
comum em calculos da susceptibilidade. Assim, para h > 0 saimos
da regido de solugdo para m, com efeito a analise da equa-

¢do (4.1.2.3.13) mostra que o ponto (m = 0, h = 0) ndo a satis
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faz. Sabemos que estas dificuldades nao existem a duas dimen -

(1§1. E oportuno lembrar que estas dificuldades também nao

soes
existem para o caso isotropico com h identicamente nulo. Para a
variacao da magnetizacgdo com a A een

temperatura observamos que o

campo magnético estabiliza a

ordem de longo alcance o que

N
pode ser visto na fig.4.1.2.3.4. ) .
0 limite de validade € dado pe | \\\\
1 Y| >i
la igualdade OO e YO
Figura 4.1.2.3.4 = Evolucao térmica
1/2 _  t da magnetizacao.
S V2
ah
0O valor da magnetizacao fazendo a substituigcao em (4.1.2.3.13)
§ m=¢e¢? o que da para a temperatura - t = tm1/%/e.  Fazendo

h - 0 reobtemos a magnetizacao do caso isotropico, desde que

respeitemos sempre a restricao estabelecida anteriormente.

4.1.2.4 - Funcao de Correlacoes

A relacao para a funcao de correlacgoes estabelecida
em (16) subsiste para o caso a uma dimensao, e portanto, pode -

mos escrever

2
<(cosei~m)(cosei,—m)>0 = <c056icosei.>0 - m

S(R)

2
m~ (cos h <B:8..>5 - 1)

2

m Z
v <8385y

onde a equivaléncia € obtida no limite R/a » =




-36-

cos (Rq)

_t
<0.0.,>5 = 5

P

dq
K(l-cosaq} + hm

/B 7

w/a
2

t
VY3 K arn

cos (Rq) d
qZ hm 9
2

+
Ka

40

t £ )
"'Y:,)KEGXP( R/E)
- 1/2 - ; -
onde & = a(K/hm) e o comprimento de correlagao para as flu-
tuacoes do parametro de ordem e Y € um numero puro da ordem

da unidade. Para a funcao de correlagoes temos:

2 "ZR/E

2 12 o

S(R} = t= (

oy

Respeitando a restrigao estabelecida em 4.1.2.3 entre t e h
observamos a divergencia de £ quando a temperatura fixa o campo
decresce ou quando a campo fixo a temperatura cresce. Isto im -
plica em flutuacgoes correlacionadas a longas distancias destru-
indo a ordem de longo alcance. Comparando com o obtido a duas

dimensoes

2 2

S(R) = t° (§)° exp(-2R/E)
vemos que a presenca de R no denominador para este caso faz com
que a funcao de correlacoes decaia mais rapidamente do que auma

dimensao, como € de se esperar.
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4.1.3 - Anisotropia Local no Espaco dos Spins

4.1.3.1 - Modelo

Adicionamos ao hamiltoniano (4.1.1.1.1) o termo

A 2
-5l 6D (A > 0)
ST i
- e~ . . . {53)
o qual & uma contribuicao provinda do campo cristalino‘— que

destroi a invariancia rotacional do modelo XY. A menos de uma

constante aditiva podemos escrever

2
L:
- 1 _ - Q&

H = § = - J g {cos(8i+1 0.) * 5 cos(ZGi)) (4.1.3.1.14)
onde o = %. Usando o hamiltoniano variacional definido pela eq.
(4.1.1.2.4) pode-se calcular

NK,T
_ B~ _ a 4
<H>y = — IN(K + 5 m)

Construindo a energia livre variacional F e minimizando obte-

mos:
cq = J:%[l—cos aq) + am4:} ¥ qgeB (4.1.3.1.15)
e dai
K £n K + 2a m® &nom = -t (4.1.3.1.16)
Estas duas relacoes (4.1.3.1.15) e (4.1.3.1.16) generalizam

(4.1.1.2.8) e (4.1.1.2.9), respectivamente.
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4,1.3.2 - Espectro de Magnons

0 termo de anisotropia introduzido no hamiltoniano
cumpre um papel semelhante ao campo magnético, portanto, analo-
gamente ao discutido em 4.1.2.2, surge um ''gap"” mno espectro
de magnons (2« ¢ ) que tende a desaparecer com a diminuicio

q q
da anisotropia ou com o aumento da temperatura.

4.1.3.3 - Ordem de Longo Alcance, Funcao de Correla-
goes e Susceptibilidade

Analogamente a 4.1.2.3 obtemos para fracas anisotro

pias (o << 1)

m = exp - —~ 1 (4.1.3.3.17)

2v2 (Kum4)l/2

Surge na analise de m uma restrig@do entre t e o semelhante ares

tricao entre t e h estabelecida em 4.1.2.3

2.1t
3 allz

que limita a regido de resultados fisicos aceitaveis para a mag

netizacao m, ou seja, a regiao onde %% < 0.

desse parametro € mostrada na fig. 4.1.3.3.5. Como no caso dis-

A evolugdo térmica

cutido em 4.1.2.3, temos o limite de validade que ¢ dado por

21t
L

. ~ .o -1/2
obtendo-se para a magnetizagao, neste limite, o valor m=e /2.
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1/2
¢ para a temperatura - t = iﬁ&%muﬁ . Fazendo o - 0 reobtemos o
~caso isotropico.
A ceoy .
‘ Figura 4.1.3.3.5 - Evolugao
1- termica da magnetizacao.
) L No limite R >>E =
“~
h = a(K/2am )1/2 >> a obtemos
/& - ™
! N para a funcao de correlacoes
|
{ a expressao

° «fe 1/ pod®

2,2

S(R) & mPt? ( 2

)7 exp(-2R/E)

2 oy

E para a susceptibilidade isotérmica
1 2, .2 2,3 t
}(T o T Z S(R) « m tg J exp(—ZR/E) dR « m tg o ;‘m;’z
Respeitando a restricao levantada anteriormente entre t e o,

podemos representar a dependencia da susceptibilidade isotérmi-

ca com a temperatura como indicado na fig. 4.1.3.3.6. A inclina

A KT

dé oC

Figuré 4.1.3.3.6 - Susceptibilidade isotérmica como fungac da temperatura.
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cao da curva Xt Vs t ¢ positiva em toda a regiao permitida
e tende a infinito quando nos aproximamos do limite de validade.
Neste ponto o valor da susceptibilidade ¢ X %. Se fizermos
o +» 0 o valor de t que delimita a regiao permitida pela restri
¢ao diminui e a inclinacao cresce rapidamente. E bom observar
que para cada valor da anisotropia o valor maximo permitido pa-
ra a susceptibilidade (XT = cte/a) se ajusta a um ponto de uma

curva do tipo l/t2 que & a dependencia na temperatura obtida pa

ra a susceptibilidade no caso isotropico.

4.1.4 - Anisotropia de Acoplamento no Espaco dos Spins

4.1.4.1 - Modelo

Consideremos agora o hamiltoniano

Fi g XX EX Yoy
=177~ 3 {Sisi+1} -l ‘{Sisfwl}
i 571 57 3

onde J_ > Jy > 0. Esta forma de anisotropia vem de um tipo de
contribuicao menos frequente que a considerada em 4.1.3 mas as-
(53)

sociada também ao campo cristalino —’. Podemos escrever o ha-

miltoniano como Se segue

i
qH = g 7T J g {cos(6i+1—ei) + ucos(8i+1+8i)} (4.1.4.1.18)

J +J 1 (JX—J )
onde J = —57—X e o = 5 ~—-j—X~

Usando o hamiltoniano variacional definido pela eq. (4.1.1.2.4)

chega-se a
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NKBT
<H>0 =—'2—"‘ JN

K+ut}

Construindo a energia livre variacional e minimizando obtemos:

Cq = J{K(l-cosaqg) + aL(1+cosaq):] ¥ qeB (4.1.4.1.19)

e dai:

KfZn K + ol n L = -t (4.1.4.1.20)

Com isso generalizamos (4.1.1.2.8) e (4.1.1.2.9) como sucedeu

também com a anisotropia local em 4.1.3.

4.1.4.2 - Ordem de Longo Alcance, Espectro de Magnons,

Funcdao de Correlagoes e Susceptibilidade

Os resultados sao analogos aos obtidos em 4.1.3 com

um comprimento de correlagao dado por

£ = a(K/8q1)L/2

Nao consideramos anisotropias cristalinas visto que o teorema
de Mermin-Wagner aplica-se somente a sistemas isotropicos no es
paco dos spins, a anisotropia cristalina portanto nao interfere

na discussao realizada neste trabalho.

4,2 - CASO QUANTICO

4.2.1 - Isotropico no Espaco dos Spins
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4,2.1.1 - Modelo

Consideremos um cristal unidimensional com as mesmas
caracteristicas que as descritas para o caso cldssico em4.1.1.1.
Supondo os spins com comprimento S qualquer podemos tratar 0
sistema com o método variacional em Mecanica Estatistica Quanti
ca utilizando o mesmo hamiltoniano proposto para o caso classi-

co. Portanto podemos escrever

2
L .
= i J XX V¥

onde Li € o operador momento angular canonicamente conjugado a

Bi (ver fig. 4.1.1.1.1). Podemos reescrever o hamiltoniano na

forma

=
e e

- J} {Cos[ei+l—6i)}

1

s
I
H
~
[—

4.2.1.2 - Tratamento

Como em 4.1.1.2 as configuracgoes mais frequentes
sao aquelas nas quais .0-8; = 0 ¥ i e que nao caracterizam
necessariamente ordem de longo alcance. Assim podemos aproximar

o hamiltoniano como no caso classico:

=
oo

|
] &

2
% {(ei+1—eiJ } (4.2.1.2.2.2)

faud

12

jus]

1}

!

~J
—

+

Este € o hamiltoniano de um conjunto de N osciladores angulares

harmonicos acoplados. Com as transformacgoes:
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8 Ly ks (4.2.1.2.23)
= — [& . (AP AN
9 9WNi 1
igR
L = L7e "1y (4.2.1.2.23")
9 N 1 t

temos:

2

L, |
H' =7 _j%__ + J ) (1-cos aq)l® [2
q q

4.2.1.2.24
q ( )

Este € o hamiltoniano de um conjunto de N osciladores angula -

res harmonicos independentes ¢ o seu tratamento em Mecanica Es-
. o a - .. (54)

tatistica Quantica & conhecido*~—‘. Para o tratamento que nos

propomos a fazer consideramos o hamiltoniano variacional

z
L, |
L 2
H, ) — ) cq |eq| (4.2.1.2.25)
q q
A matriz densidade € dada por
exp(—BHOJ

o = Tr exp(-BHOJ

e o principio de equiparticdo fica:

C — C
cq<leq|2>0 - g.(_§)1/2 cot h{_§§-(w§)1/2:] (4.2.1.2.26)

C — C
90 - % (12 cot h| & (—%JI/Z-W (4.2.1.2.27)

(54)

A funcdo de particiao € dada por —:
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¢ a entropia

Sy = K BZ{ (—9)1/2 co th{ £ (_9)1/@} -

- c
- Kg ) {En senh{—ﬁg (—%)1/2:]} + cte.

q
Como as propriedades da lei gaussiana citadas nas relagoes
(4.1.1.2.7) persistem no caso quﬁntico(éé) e as definicoes in-

troduzidas em 4.1.1.2 para t, n, K, L, m nao se alteram pode-

mos construir a energia livre variacional:
T Sqy1/2 “ef Sq.1/2
q — —
— c
- NJK + % ] Ln senh( E? (—%)1/2 ]

q

A minimizacdo da energia livre nos da

Co = JK(1-cos aq) (4.2.1.2.28)
Substituindo nas relagoes do nrincipio de equiparticao
(4.2.1.2.26) temos
I
n_ = Z ;%T) 1 177 coth{ EE JK 1/z(l—cosaq)l/2 ]
q (l1-cosaq)
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E dai, obtemos para K a expressao

2 2% 1727
K=exp { '%(};1)1/2 2 J(l cosaq) 1/2 coth{? (EI )1/2 (1-cos iqj ‘ dq }

(4.2.1.2.29)

onde utilizamos no limite do quase-continuo
1 a
'N'Z‘*z—ﬂ{dq se N »
q
Adicionando e subtraindo a wunidade a coth| ::+ | na  integral
obtém-se

.
KJeXP[‘ T (JEI)UZ < [ (1-cos aq)™/” dq JLX
B

coth i b’ K)l/z (1- cosaq) /-} 1]dq }
J

2
% ’exp[z %‘(g%f)l/z - J (1-cosaq) /2
B {

- 2
K(0) = exp-n i (Jk%0)1)1/2 f% J (1-cos aq)l/2 d{]
B

o que nos da

1/2 1 tz) /2

K(0) iy

£n K(0) = - (4.2.1.2.30)
0 comportamento do coeficiente de renormalizagdo a temperatura
nula em fungdo dos parametros do sistema € mostrado na figura

4.2.1.2.7 e da analise de (4.2.1.2.30) podemos estabelecer o 1i-

mite de validade do tratamento
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1 k12

2
0 <« —— (=+) < =
~ /7 JI e
ou
2
0 (%T)l/z < 3,27
\
1Ko
1 Figura 4.2.1.2.7 - Comporta-
mente do coeficiente de re -
normalizagao a t = 0 em rela
¢cao aos parametros do siste-
ma.
3/Q_Hun_‘,,,_ Edwards(ﬁé) obteve para
! Y .
> A A \7e a relacao entre os para
Va T \J1 -

. -metros J,I do sistema e
2
a constante de Planck o valor 5T g

mente dentro dos limites de validade considerados logo acima.

o que se ajusta perfeita

Para temperaturas finitas porém proximas de zero e
considerando-se q = 0, temos:
T4 2
K~ K(0) exp - 5 .t (4.2.1.2.31)
m o hfi1/2 372
— (57) K
47

onde K(0) engloba agora todas as constantes surgidas do desen -

volvimento para q=0 e vy, = fz x Jcoth(x)-11dx — o 1limite

superior surge considerando-se t » 0. Fazendo o desenvolvimento

da exponencial para pequenas temperaturas observamos que o tra-

tamento quantico da uma inclinacao nula para K se t ~ 0 — o que

se ajusta ao Terceiro Principioc da Termodinamica no sentido de
dK

anular o calor especifico (a - 4% a temperatura nula. O com -

portamento de K a baixas temperaturas € mostrado na figura
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4.2.1.2.8. 0 valor estimado para K(0) (inferior a unidade) deve

-se ao fato de que no tratamento quantico as flutuagdes nao se

anulam mesmo no estado fundamental. A dependencia do calor es-
A
K Figura 4.2.1.2.8 - Comportamento
4'\ do coeficiente de renormaliiaggo
AN com a temperatura.

pecifico com a temperatura

AN
\\\ - c = - g%—m t — €& tipica

de sistemas unidimensionais

Q
LV
d.

de osciladores.

Calculames ainda

2 [ 42 1/27]
(_ 1. k%172 Ji.( 1+cos aq/ coth{% tﬁj§)1/2 (l—cosiq) _J dq }

L=exp /- 7(5%7) T
<l 4 JKI 21 | (1-cosaq)

Para t = 0 temos

1 + coi?% dq
(1-cosaq)

2
L(0) = exp - + (jf%ﬁTf)l/z {
B

Para temperaturas finitas porém proximas de zero podemos consi-
derar K(t) = K(0) e devido a monotonia da coth|.-.-] conclui-
mos que L(t) = 0. Dai:

L{t) = 0 ¥t

4.2.1.3 - Ordem de Longo Alcance

Tendo em conta a relagao m = (KL)l/4 obtemos
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m(t) = 0 ¥t

Podemos explicar a auséncia de ordem de longo alcance mesmo pa-
ra o estado fundamental como devida as flutuagodes residuais pos
siveis pelo tratamento quantico. Voltaremos a esta questao na

Segao 4.2.1.5.

4.2.1.4 - Espectro de Magnons
A relacao (4.2.1.2.28) nos conduz a

2
cq = JK(1-cosaq} w JK; q2 se q ~+ 0

(48)

Obtemos, portanto, como era de se esperar — , a mesma relagao
que a obtida para a frequéncia de magnons no caso classico. A

Unica diferenca reside no comportamento de K em cada caso.

4.2.1.5 -~ Funcao de Correlacoes

Como em 4.1.1.5,temos:

1 1 ﬁ? 1/2 a 1—cos(R ) 1 ﬁzK 1/2 (1-cosa ) 1
72177 &P )clszCthi_ G £ dq}

B(l—cosaq

2 -_—
S(R) = % exp - % (_f%ﬁT_)l/z a J 1-cos(Rq) dq
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e no limite R >> a (processo semelhante ao efetuado no Apendi

ce B)

a- A
onde Y € um numero puro da ordem da unidade e

1 52

) 1/2
b= 7w Grroyr

(4.2.1.5.32)
Com este resultado temos

1im S(R)
R

0

o que nos permite concluir pela auséncia de ordem de longo al -
cance mesmo para o estado fundamental. Resultados similares fo-
ram obtidos por McCoy(ég) para a funcdo de correlacoes do mode-
lo XY isotropico com spins 1/2 onde A = 0,5 e por Villain pa-
ra cadeias planares a baixas temperaturas e spins grandes, onde
A = 0,45. Com a estimativa dada por Edwards para hZ/JI obtemos,
atraves de (4.2.1.5.32), A = 0,37; resultado condizente com os
modelos citados logo acima e que reforga a validade do tratamen

to empregado.

Para t # 0 (ver Apendice C)

1 k2. 1/2

(%7
/5 - JKI

t
2

S(R) ~ Ygyarctang . 312
—

exp-R/Ep « £, (1)

onde vy, € um numero puro da ordem da unidade, & = anK/3t e
6 P
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2
3 1 t 1 he1 t
£,(t) = expy g T g OT T ATCE 37
t 1 K.1/2
arctg > — (5
1 Exe 47
477 1
c
2
5 ke
f,(t) v exp - (=) se t >0
2 24577 JKI
Para t - 0
A1
S(R) ~ L t exp (-R/E)
3 he.1/2 .
onde Al = JKI) e repete-se¢ o comportamento, em R, obti-

do no caso c1a551c0. Se tomarmos agora o limite h >0 reobte -

mos integralmente o caso classico. £ =« % expressa o fato que
tanto em classica como em quantica sistemas unidimensionais ndo
mdstram ordem de longo alcance para temperaturas finitas. A di-
ferenga basica de um caso para outro surge a medida que nos apro

ximamos do zero absoluto.

4.2.1.6 - Susceptibilidade

Como definido em 4.1.1.6

b—'

-1
= 9T z
i

* - . . . . . » . - - -

(*) Uma rapida justificativa para a utilizacao desta expressao no caso quan-
tico reside no fato de que o comportamento para distancias macroscopicas,
mesmo a baixas temperaturas, nao & alterado substancialmente tratando o

sistema quer classica ou quanticamente.
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1
Y7 Al_l | l
vt } exp (- E)
Ay-1
v L ! xp(- 3¢ %) ar
Ro

A -2
%tl

O comportamento da susceptibilidade & determinado, segundo a de

finicao de 4y em 4.2.1.5, pelas relagoes

A,-2 > 0 ==K

1/2 1 Ez)l/z

1 2V2Tw
1/2 1 hz 1/2
b-2 = 0 —=k/° = 5
2V2m

2
b2 < 0 e kl/2 1 ﬁ )1/2
2V27

Note-se que para ﬁ + 0 reobtemos o comportamento classico dis-
cutido em 4.1.1.6, onde Xt v 1/t2. No intervalo de temperaturas
que trabalhamos podemos considerar K = K(0) e reportando-nos
a discussao efetuada em 4.2.1.4 (ver fig. 4.2.1.2.7), podemos
concluir que a Unica solugao fisicamente possivel € by-2 < 0.
Isto nos da a susceptibilidade divergente para t ~ 0.

O comportamento do parametro de ordem - m(t) = 0

¥ t — e da susceptibilidade - + o para t » 0 — sugere a

)
existencia no modelo unidimensional de um tipo de transicao de
curto alcance, com o zero absoluto fazendo o papel de temperatu

ra critica, similar 3 obtida em modelos bidimensionais, obser -

vando-se que as flutuagdes provindas do tratamento quantico nao
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permitem ordem de maior alcance no sistema.

4.2.2 - Sistema em Presenga de um Campo Magnético Externo

4.2.2.1 - Modelo

Em presenca de um campo magnético paralelo ao eixo X

podemos escrever o hamiltoniano (ver 4.1.2.1) do sistema como:

N

e~
}_l

J g {cos(ei+l—ai) + h cosei}

Propondo, como anteriormente, um hamiltoniano variacional na for-

ma

obtemos a energia livre variacional

c
- % (—% Y2 ot
a

2

&b (_9)1/{J )

- JN(K+hm) + KT } &n senh
q

Bh (_9)1/{J

A condicao de minimizagdo nos da:

Cq = J|K(l-cos aqg) + h% (4.2.2.1.33)
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4.2.2.2 - Ordem de Longo Alcance e Susceptibilidade

Para a magnetizacao reduzida temos

1 Hh%.1/2

m = exp - g (jT) f%
% /2
.j _ ! 72 cothlﬁg(%)l/z K(1~cosaq)+h¥f :Fq
hm —
B lK(l—cosaq) + —71
Para t = 0 temos
2z
1 1
m(0,h) = exp - g f%T) 2 7 : 177 94
/ [%(1—cosaq) + b%!]
m/2
oy exp - L (hz ,1/2 { dx
8 4/7n JKI Jo (;2 . EB-TI/Z
B
A,(0)

“ Yo [h m(0,n)]

onde Yg. Yq sdo numeros puros da ordem da unidade e A, (t) =

1 2 1/2

——

8m/7 JKI

Da expressao acima podemos tirar

8,0/1-8,(0)]

m(0,h) ~ h (4.2.2.2.34)

E dai para a susceptibilidade

am(0,h)

Xg = lim “—¢

h+0 T=0

L AZ(O)_J. [—1+2A2(0)/1—A2(0)
heo (175200)
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O comportamento da susceptibilidade vai depender da constante

AZ(O). Para T = 0 temos um limite de validade para o modelo,es

tabelecido em 4.2.1.2. Como h << 1 podemos tomar este 1limi-
1

te como referéncia e ele s0 € respeitado para 0 < AZ(O) < 7 Is

to nos leva a um expoente negativo para h e portanto

Xg = para T =0 (ou t = 0)

Considerando a magnetizagao m(0,h) dada na relaclo (4.2.2.2.34)
e fazendo agora h » 0, observamos novamente a anulacao desta mes
mo a temperatura nula. O campo magnético portanto induz  ordem

de longo alcance a_ temperatura nula. Para T # 0 (t # 0) e con-

siderando h << t temos:

T/2
1 ’52 1/2 1
m v Yyq €Xp - —)

JKI 2 hm, 1/2
427 0 {(x” + EK)

2

Dividindo-se a integral de modo a que se possa expandir a

coth[+--] obtemos para pequenas temperaturas (ver Apéndice D):

2A,(t) "
m v Yll t exp - W f3(t)

onde Y100 Y11 sao numeros puros da ordem da unidade e fS(t) =

1/2.

= exp - %gr(ﬁz/JKI) Parah + 0 reobtemos o caso classico.

Fixando a temperatura podemos considerar




~55-

t
M Ypp ©XP T 2 (knm /2

expressdao semelhante a obtida em 4.1.2.3. Ressurge aqui a mes-
ma dificuldade de anteriormente com uma restrigao entre t e h
que determina uma regiao de solugoes para m. A expressdao obti-
da para a magnetizacgao m foi alcangada fazendo h << t. Para al-
cancar a regiao de solucdes de m teriamos que fazer t » 0 o que
representaria desde logo uma incoeréncia com a propria expres-

sdo obtida para m em vista da aproximagao considerada.

4.2.2.3 - Funcgao de Correlagoes

Como em 4.1.2.4

m2 2
S(R) —7 88570
onde
<8.0.,>. = _ 1 ﬁm 2 a cos (Rq) .
1i'70 4 J 2m — hm 1/2
B }K(l—cosaq) + _f']

1/2
- coth iﬁg J 1/2 IK(lucosaq) + E?J i]dq

Para T = 0 (ver Apendice E)

T/a
1/2 a cos (Rq)

<B3;83070 7 (JI) Zn - 172
0 ‘K {(1-cosaq) + —-—]

dq
7
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2 mE/a
1/2 J COS(R/E x)

VY13 s /~ (JKI) ) (x2v1) 172 dx
vy (g )1/2 exp (-R/£)
Isto leva a
S(R) = £ exp(-2R/E)
onde Y132 Y1g sdo nimeros puros da ordem da unidade e £ =

= a(K/hm)l/z. A ressaltar a semelhanga com a fungao de correla

(16)

goes obtida para o caso cldssico a duas dimensoes para tem-
peraturas diferentes de zero. Se o campo decresce obtemos a di-
vergencia de &, isto €, as flutuagoes ficam correlacionadas a

grandes distancias destruindo a ordem.

Para T # 0

mE/a 1/2
1 b % 1/2 cos(R/E x) Coth{:l Q_K_1/2£1(X +1) Jéx

Jon JKT (XZ+1)172 e

<. 8.> oy
15 2 Jo A7 JI 3

Considerando h << t, R »>> £ >> a temos (ver Apendice E):

S(R) v vy 7 ()7 exp(-2r/E)

onde Y150 Yig sdao numeros puros da ordem da unidade. Reobtemos,
cooa .o (42,43)

como era de se esperar para grandes distancias —’'—~", 0 Compor

tamento cldssico discutido em 4.1.2.4 para a funcao de correla-

goes. No entanto a aproximagao h << t feita para se chegar a

este resultado nos coloca fora da regiao de solugao para m e as

expressoes para a funcao de correlagées tém somente valor formal.
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4.2.2.4 - Espectro de Magnons

Podemos nos reportar a discussdao efetuada em 4.1.1.2.
A Unica diferenca do caso clidssico para o caso quantico reside

no comportamento de K.

4.2.3 - Anisotropia Local no Espaco dos Spins

4,2.3.1 - Modelo

Como em 4.1.3.1 adicionamos ao hamiltoniano (4.1.1.1.1)
o termo -— J% X (S?.L()2 (A > 0) e podemos a menos de uma cons -
$° 1

tante aditiva escrever

[
[ne]

]
I
et 0]
v %

1

-J ) {cos(ei+1-ei) + % cos(Zei)}

onde o = A/J. Procedemos como nos calculos anteriores, isto & ,

definindo um hamiltoniano variacional, construindo a energia 1i
- ... oF _ .
vre F e minimizando - rroa 0 ¥ g — obtemos:

a

cq = J|K(l-cos aqg) + um4:J

4.2.3.2 - Ordem de Longo Alcance, Funcgao de Correla-

coes e Susceptibilidade
Analogamenfe a 4.2.2.2 obtemos para t = 0 e peque-

nos valores da anisotropia

A6, (0)/1-8,(0)
m(0,a) = o 3 3
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1 £2)1/2

—_— (=
8/ 7 JKI
as fontes de anisotropia diferentes). No intervalo de valores

onde Ag(t) {difere de Az(t) pelo fato de terem

da anisotropia considerado (o << 1) podemos aproximar K = K (iso
tropico) e com isto temos na regiso de validade da teoria que

0 < A3(0) < %. Para t # 0 e fracas anisotropias (o << t) obte-

mos
2A3(t) " t)
m oy t exp - f,(t
17 2(Kam4)l/2 4
onde Y17 ¢ um numero puro da ordem da unidade e f4(t) = exp -
2 - -
- 4% j%T)l/Z- A discussao a se levar aqui € similar a de

4.2.2.2 onde substituimos o campo magnético (h) por outra fon-
te de anisotropia no espacgo dos spins (a).

A funcao de correlagoes fica, no limite t + 0, dada
por:

S(R) ~ m” & exp(-2R/E)

e no limite de fracas anisotropias; a temperatura fixa:

S(R) ~ m“t ()% exp-2R/E
onde § = a(K/Zam4)1/2. Para o primeiro caso — limite de t »~ 0 —
se fazemos decrescer a anisotropia, & diverge e as flutuacgoes
de origem quantica destroem a ordem de longo alcance que se ins
talou a t = 0. Para o segundo caso — t fixo @ << t — como ja
discutido em 4.2.2.3 a aproximacao de fracas anisotropias nos
coloca fora da regido de validade da teoria. As expressoes da

fungdo da correlacoes e da susceptibilidade teraoc neste caso,
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valor simplesmente formal.

4.2.3.3 - Espectro de Magnons

Ver 4.1.3.2.

4.2.4 - Anisotropia de Acoplamento no Espaco dos Spins

4.2.4.1 - Modelo

Como discutido em 4.1.4.1, temos o hamiltoniano

o

L

wd

1t
[

[

T - J g {cos(ei+1"ei) + 0o cos(@i+1+8i)}

[ye]

o que nos leva, seguindo passos ja descritos anteriormente a:

cq = J‘K(l-cosaq) + uL(1+cosaq{J ¥ qg e B

4.2.4.2 - Ordem de Longo Alcance, Espectro de Magnons
Funcao de Correlagoes e Susceptibilidade
Os resultados s3o anialogos aos obtidos em 4.2.3, com

um comprimento de correlacao dado por
£ = a(K/8qL) /2

Como ja mencionado em 4.1.4.2, nao consideramos anisotropias
cristalinas. A discussao de alguns aspectos mais gerais com re-
lagdao aos resultados obtidos neste capitulo sao deixados para

a Conclusao.



CAPITULO V

MODELO XY BIDIMENSIONAL PARA SPINS COM
MOMENTO DE INERCIA

Discutiremos aqui apenas 0 caso quantico visto que a
consideragdo de spins com momento de inércia para o caso classi
co nao implica em alterag¢do relevante para o calculo, como pode
ser verificado do estudo do sistema unidimensional em 4.1. Para
efeito de comparacao podemos, portanto, referirmo-nos ao traba

lho de Tsallis(lg).

5.1 - ISOTROPICO NO ESPAGO DOS SPINS

5.1.1 - Modelo

Consideremos um cristal bidimensional, ciclico, com N
sitios, cujo parametro cristalino denotamos a. Todo ponto da re
de fica determinado, em relacao a um sitio arbitrariamente esco
lhido como origem, pelos indices inteiros (i,j). Para o trata -
mento em Mecanica Estatistica Quantica reportamo-nos as conside
racoes efetuadas em 4.2.1.1 escrevendo o hamiltoniano que se

segue:
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2
| L]
21

| &

% 2~cos(aqxj-cos(aqy]J|Baz (5.1.2.2")

Ld 1

Este € o hamiltoniano de um conjunto de N osciladores harmoni -
cos independentes a duas dimensoes. Para o tratamento aproxima
do com o método variacional propomos um hamiltoniano de teste
(ou variacional) do tipo:

2
H =) —3— + ) ca1ea|2 (5.1.2.3)

g
—

el
ol

A matriz densidade associada a #, ¢é dada por:

exp(_BH())
Po = Tr exp (-BH,)

e o principio de equipartigdo fica

2. _th Sq1/2
% <iea| >0 = 7 (7 coth

-
ﬁ?-(—%)l/%} (5.1.2.4)

2
<|L>]%> o s
—l—%%—~9 ='% (Tﬂjl/z coth(ég-(—%)l/é] (5.1.2.4")

(54)

Com a funcao de particac dada por —

1
Zsenh{?g (Eg)l/?J

ZO =1
q

podemos construir a energia livre variacional de Helmholtz e a
partir dai, minimiza-la em relagdo aos seus parametros variacio

nais, como efetuado a uma dimensao.
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As propriedades da lei gaussiana dadas na eq.
(4.1.1.2.7) — cuja aplicacdo € justificada no caso quantico por
Landau, Lifschitz(éé) — somadas as definicodes

_ 2
T]‘*:(S"* >
q Iq1 0
RL0T =R, LR
i,j i, ] i.j
1,30 ¢ _ = _ 1 —cosa.pll I
K37 = coostoy jiey g - e - é(l cosg- i3 7 oy |
1+i,j 1 _
K, = Kij expl_ 5 % [l Cos(aqx)}na:J
i,j+1 1
K = KHJ%h = ¢ ’— = [l—co a } 4]
v i Xp |-y % s ( qy) ne
- /2 Loyl i
K = (KXKy) = exp{" N ;P cos (aq,) cos(aqy)]na:J
a
Li'j' = <cos (8§ +§, .)>, = exp_—l Z[l—cos(a-ﬁ?i’j!)Jn+
ij it,jt Vi, 3’70 N & ij q_ |
- o 1+i ] - 1,j+1 _ 1/2
by = 11,5 by = 14 be dy)
_ . .11/4
- i 1 _ SO L T - 1/4
m = <cos(eij)>0 = exp__ N é n+{ = [Ki,j Lij } (KL)
t:KBT
-4
onde usamos
<( + 8 )2> - Z Yol cos(a-ﬁ?t’j') N>
ij — ovit,jt 0 N_g[ 1] q

e lembrando que m & o

(X)

€ o coeficiente

parametro de ordem ferromagnético e K

de renormalizacao da energia de acopla -
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valor simplesmente formal.

4.2.3.3 - Espectro de Magnons

Ver 4.1.3.2.

4,2.4 - Anisotropia de Acoplamento no Espaco dos Spins

4.2.4.1 - Modelo

Como discutido em 4.1.4.1, temos o hamiltoniano

|
o

o]
i
ot
=
H

7" J g {cos(ei+1—ei) + o cos(ei+1+ei)}
o que nos leva, seguindo passos ja descritos anteriormente a:

Cq = J‘K(l—cosaq) + uL(1+cosaqi} ¥ qeB

4.2.4.2 - Ordem de Longo Alcance, Espectro de Magnons

Funcao de Correlacgoes e Susceptibilidade

Os resultados sao analogos aos obtidos em 4.2.3, com

um comprimento de correlagao dado por

£ = a(K/SuL)l/Z

Como ja mencionado em 4.1.4.2, nao consideramos anisotropilas

cristalinas. A discussao de alguns aspectos mais gerais com re-

lagdo aos resultados obtidos neste capitulo sao deixados para

a Conclusao.



CAPITULO V

MODELO XY BIDIMENSIONAL PARA SPINS COM
MOMENTO DE INERCIA

Discutiremos aqui apenas o caso quantico visto que a
consideragao de spins com momento de inércia para o caso classi
co nao implica em alteracao relevante para o calculo, como pode
ser verificado do estudo do sistema unidimensional em 4.1. Para

efeito de comparacao podemos, portanto, referirmo-nos ao traba

lho de Tsallis(ig).

5.1 - ISOTROPICO NO ESPACO DOS SPINS

5.1.1 - Modelo

Consideremos um cristal bidimensional, ciclico, com N
sitios, cujo parametro cristalino denotamos a. Todo ponto da re
de fica determinado, em relagao a um sitio arbitrariamente esco
lhido como origem, pelos indices intciros (i,j). Para o trata -
mento em Mecanica Estatistica Quantica reportamo-nos as conside

racoes efetuadas em 4.2.1.1 escrevendo o bhamiltonianc que se

segue:
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2
L.,
-y AL X X Y Y X X Y Y
H _Z 2:[ g‘z‘ .z. {(Si,jsi_l_l,j + Si,j8i+1—’jJ + (Si,jsi,j+1 + Si,jsi’j-‘-l]}

13 1]
LZ
=y 11 _ , -
P 5T~ 9 [ 4cos(ei+1’j eij) + cos,(ei,j+1 eij)} (5.1.1.1)
13 1}
As variaveis pertinentes ao modelo estdo definidas na fig.

*
5.1.1.1( ) e satisfazem as relagoes estabelecidas em 4.1.1.1.

Y

™

o
2 |
A% Figura 5.1.1.1 - Definicao
a i G
{ By grafica das vari-
- | aveis do modelo.
(4,%)
A
> %

5.1.2 - Tratamento

O tratamento € identico ao efetuado em 4.2.1.2 com as

alteragoes decorrentes de lidarmos agora com um sistema bidimen

sional. Assim, para T = 0 temos
LZ
17 J 2 2
H=H = 7§ JU—+—Z{(9. ~6. )7+ (8. . .-8..) }
i3 21 2 15 A+1,3 71,3 1,j+1 i3
(5.1.2.2)
Com as transformagoes dadas pelas equacoes (4.1.1.2.3) e

(4.1.1.2.3"), obtemos

*
( )A fig. 5.1.1.1 sugere que o plano definido para os spins deve estar so-
breposto ao plano da rede cristalina, entretanto, isto nio & necessario.
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2
L+
l_CL+JZ

1 2 1
H' = 71 2—cos(aqx)—cos(aqy)Jlea| (5.1.2.2")

L
g

L3

Este € o hamiltoniano de um conjunto de N osciladores harmoni -
cos independentes a duas dimensoes. Para o tratamento aproxima
do com o método variacional propomos um hamiltoniano de teste

(ou variacional) do tipo:

2
c+| 6~ 5.1.2.3
slez) ( )

A matriz densidade associada a 4 € dada por:

Po T Tr exp(~BHO)

e o principib de equiparticao fica

2 %172 C12
ca <|Ba| >0 = 7 (~%) / coth E? —% / (5.1.2.4)
<|L+|2>

el To L h Sqy1/2
21 4 1

BE (ﬁ)l/ﬂ (5.1.2.4")

Com a funcao de particao dada por(éi)

1
256nh{?§ (59)1/%}

2o = il
q

podemos construir a energia livre variacional de Helmholtz e a
partir dai, minimiza-la em relacg@o aos seus parametros variacio

nals, como efetuado a uma dimensaoc.
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As propriedades da 1lei gaussiana dadas na eq-
(4.1.1.2.7) — cuja aplicagdo & justificada no caso quantico por

Landau, Lifschitz(éé) — somadas as definicoes

—3-1',3' - ﬁ _#
i,j [ TR T S
ir,3| - _ B _ 1 _ ?_t,]
Ki, = {cos(ei.’ . 91,3)>0 exp[: N é(l cosq ﬁlj )na:}
— 1+i3j = __ l {_ ] _)_:[
K, = Kij eXp|- § é tl cos(aq) ng
- . 1 T 1
K = K%EJ+ = - = [1~ s(a } ﬁ-]
y K el R ] [reestep)
_ 12 14, ]
K = (KXKy) = exp_: 7 EP.COS(aqX) cos(aqy)]na:]
i . - Losfy ROt e S I }
Lij = <cos(ei,’3,+ei,3)>0 exp[:N é[l cos (q Rij ) nai}
= 1*+1.] EE EEPAS L= (L )L/?
x i,j y ij x"y
—_ sy sy a4 2.y 1/4
= - 21 - 1,35 10,5 - 1/4
m = <cos(8ij)>0 exp‘_ SN % né] [Ki,j Lij J (KL)
k!
-4

onde usamos

’ 2 2 RS S I
<(ei:] £ ei',j') >0 - 'N'Z 1 = COS(CI RlJ )JHE{*

e lembrando que m & o parametro de ordem ferromagnético e K.

(Ky) ¢ o coeficiente de renormalizagdo da energia de acopla -
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mento entre primeiros vizinhos que se encontram sobre uma mesma

linha {coluna), obtemos

F = - %— (—9)1/2 coth

Bﬁ (*ﬁ)l/%J - ZNJK +

L S 2}

L
g

+ KT } &n senh|=

q _
A condicao de minimizacao — 3F 0 ¥ — impli
c o NS q implica em que
q
KBT
ca = JK[Z—cos(aqX)—cos(aqy)) = 555 ¥ qgeB (5.1.2.5)

Substituindo ca na expressao que define K, obtemos

2 2
K = exp { (§KI)1/2 a . JJ [2—cos(aqx)—cos(aqy)

1/2
)

— 2
x cothl % (%TE)l/Z [Z—COS(aqx)—cos(aqyﬂl/z_[da} (5.1.2.6)

onde utilizamos no limite do quase contlinuo

2
R dq se N » o
q 44

Na eq. (5.1.2.6) adicicnando e subtraindo a unidade a

coth[-+-] na integral obtém-se:

2 2
K = K(0) exp { EKI 1/2 *E“j JJ [Z—cos(aqx)~cos(aqy)
B

X

1/2
327 ]
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pende do sistema com que estamos trabalhando. Para t - 0 obte-
mos um calor especifico C « ~%% « tz, caracteristico de siste
mas bidimensionais de osciladores harmonicos acoplados. No limi
te t + 0, a inclinacao de K € nula,o que se ajusta ao Terceiro

Principio da Termodinamica.

Para posterior calculo de m devemos calcular ainda:

’ % }2 ) 52 J[ 2+cos(aqx)+cos(aqy)
= exp 4- — x

JKI SZWZ B (2—cosaqx~cosaq )1/2

1/2
2 (2-cos(aq, ) -cos(aq,)) N

§ Coth} L (E K 1/2 0s ClXt cos (aq, —{ - }

Para t = 0
ﬁz 1/2 a2 {{ 2+cos(aqxj+cos(aqyJ +}

L(0) = exp 4~ (swra7) — dq

P { JK(0)1 32T JI B (2—cos(aqx)—cos(aqy))1/2

Desenvolvendo 0Ss COSsSenos para Ay > qy = 0 e fazendo uma mudan-

ca de variaveis, obtemos

0.18 . H#Z .1/2
LEO) v vy exp {' s 5 K0T }

onde Y, € um numero puro da ordem da unidade. Para t # 0de

finimos L'(t,e) conforme o efetuado no item 4.1.1.2.

2 2 2+cos(aq_)*cos(aq. )
exp {_ (ﬁ__ 1/2 a [i os (aqy y §

L' (t,e) )
€ JKI (Z—COS(aqx)_COS(aqy))l/z

327
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1/2
BZ )1/2 (2—cos(aqx)—cos(aqy)) ~1 N }

!
x coth _g (j’r T dq
onde B' = {qlq € B e |q| > e}
Obtemos, desenvolvendo para Ay» 9y = 0
lim lim L' (t,e} = O
t=>0 €-0
f 2
Lim 1im L' (t,e) » v, exp - 22 (JK%O)I)l/Z
>0 t-0 4 Y2

Para satisfazer o Terceiro Principio da Termodinamica,convem de

finir L(t) da seguinte manelra:

L(t) = L'(t,0) = 0 ¥t £ 0

. 0,18 . Hh% .1/2
L(0) = 1 1 L'(t,e) v - =2 ( )

g 1 0 v o {08 oo

O comportamento de L com a temperatura € mostrado na.fig.5.1.2.4.

Figura 5.1.2.4 - Comportamento ter

|_ mico de L.

U@ 0 fato de K(0) < 1, L(0) < 1

/\

vem do tratamento quantico que

permite oscilacgoes mesmo no

>t estado fundamental.

5.1.3 - Ordem de Longo Alcance
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5.1.3 - Ordem de Longo Alcance

Tendo em conta a relacao m = (KL)1/4 temos m =0

se t # 0 de acordo com o teorema de Mermin-Wagner e

1,25 2 y1/2
16,2 “K{O)I

mnoyg eXp -

se t = 0 de acordo com o Terceiro Principio da Termodinamica ,
levando em conta que o ordenamento fica limitado devido a natu-
reza quantica do caso sob andlise. Constatamos a auséncia de or
dem de longo alcance a qualquer temperatura nao nula. A duas
dimensoes as oscilagoes permitidas no estado fundamental nao des
troem totalmente a ordem de longo alcance, como ocorre a uma
dimensdao, reduzindo porém a magnetizagao quando comparada ao ca

so classico onde m = 1 para t = 0.

5.1.4 - Espectro de Magnons

A eq. (5.1.2.5) nos conduz a

JKaZ 2
ca = JK(Z—cosaqx—cosaqy) "\ 5— 4 se q ~+ 0

0 tratamento quantico portanto, da mesma forma que o classico ,

a uma ou duas dimensoes, leva ao mesmo tipo de espectro para oS

(48)

magnons com Qa «q se ¢q > 0, o que era de se esperar —

5.1.5 - Fungao de Correlacoes

Como para o caso classico:
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1 gy
S(R) = 5 K5
1 %2 a2 l—cos(ﬁ;a]
= = ex (5%+ ho e 2 *
) P { JXI 32w2 JJ (Z—COS(aqx)‘COS(an))l/Z
1/2
2 (2-cos(aq_)-cos(aqg. )) N
§ Cothl 1 (JEJIK 1/2 Ay tS ay & }

No limite R >> a temos (ver Apendice F)

— N
S(R) ~ o Iarctang (%11 e (%)n fl(t)

onde € um numero puro da ordem da unidade,
4

2 2
n = %% . fl(t] = exp %— Tg%F-§T arctang (%) - K: (EKI 172
/T h° t /7 2 172
P2 Gt arctang (v e - T Gy se t >0
e 4= L (1”121( 1/2
8v7Z

Fazendo h + 0 rteobtem-se o caso cldssico. Se fixamos a tempe-

ratura podemos considerar
asmn
« (&
S(R) = (§)
Obtemos, como no caso classico, o resultado pouco usual de uma

iei de poteéncia para a funcao de correlagoes. Apesar de siste -

mas a baixas temperaturas serem essencialmente quanticos o com-
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portamento, devido a aproximagdo considerada — R >>a —, ndo di-

. = . 472,43 -
fere substancialmente do caso c1a551co(f_’£~). O expoente n €
o mesmo obtido no caso classico com a peculiariedade do compor-

tamento de K com a temperatura proporcionar, neste caso, uma

maior inclinacao para m no limite t » 0.

5.1.6 - Susceptibilidade

Como no item 4.1.1.6

___1_‘ ivj1
Xp = 7€ ) S(Ry; )

Ts

4t

=~

i3 Ry

A contribuicao principal a esta soma vem da regiao onde!Riﬂ | >
>> a e portanto
= 4o <
XT para t tcr
C g o
X finito para t tor
desde que em todo o desenvolvimento efetuado trabalhamos com

temperaturas muito pequenas de tal modo que t/vK < 1. Neste ca
so ndo temos um sistema de equagoes, como no caso classico, que
determine tcr' Obtemos uma divergencia para X7 @ t finito como
foi observado por Stanley e Kaplan para n = 2 e sistemas isotra

picos bidimensionais.
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5.2 - SISTEMA EM PRESENGA DE UM CAMPO MAGNETICD EXTERNO

5.2.1 - Modelo

Em presenca de um campo magnético externo paralelo ao

€ixo X podemos escrever o hamiltoniano como se segue:

™~

LY.

= 11 - - -
H i% i J i% {C05(61+i,j eij) + cos(ei,j+1 eij)+h coseij }

.

Propondo, como anteriormente, um hamiltoniano varia -

cional construimos a energia livre variacional

C» B Co
F o= - %Z (—I‘l)l/z coth %ﬁ (—%)1/2_I - NJ(K, + K+ hm)

& 3 |

% £n senh E?—(Sg)l/%]

)=

Minimizando F, obtemos:

ca = J}Kx{lrcos(aqX)J + Ky

l-—cos(aqy)] " h—é“] ¥ qeB (5.2.1.9)

5.2.2 - Espectro de Magnons

Segundo a eq. (5.2.1.9) a diferenca em relagao ao ca-
so isotropico € a aparicao de um ''gap' para o vetor de onda nu-
lo no espectro de magnons. A diferenca do caso classico para o©
caso quantico deve-se a influencia das oscilagOes no coeficien
te de renormalizacac K e na magnetizacao. A discussao se proces

sa exatamente como a uma dimensao.
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5.2.3 - Ordem de Longo Alcance e Susceptibilidade

A eq. (5.2.1.9) nos conduz, para a magnetizacao, a

seguinte expressao:

) 1172 8t 1 §
m = gires 22r2 177
T [% (1- cos(aq )) + K (1- cos(aq 1)+ ——:I

/2]
X coth[%?@%)l/z [%X(l—cos(aqxj) + Ky(l—cos(aqy)) + 2¥jl :l dq }

No limite t << 1, h << 1 podemos escrever

£2.1 /7 1
m Y Yg ©Xp {' (JKI) 16 (2
0

B 2
p cothl L E_E)l/Z l7(1‘2 + hmy1/2 rdr
( 8/7 JI t K

onde fizemos K _ = Ky =K e g ¢ um numero puro da ordem da

unidade. Resolvendo a integral obtemos:

2 1/2 t
| Senh‘ ﬁ y1/2 (hm) 77 ) ] 7K
. 8/7
6 — 2 _
Senh] (n? s ﬁ?)l/z 1 (h, 1/2 %}J
\ _ 8/7 —

Para 0 < h < t << 1 e fazendo as aproximacoes adequadas te -

mos

_t
ZnK
m v y7(hm) fz(t)



onde " € um nimero puro da ordem da unidade e

t
2 K 2
1 &A1z 1 1, % L1z
£ =3 (p vewp - L ()
2 %8/2 J1 R VA } g7 JK(O)T
L senh — (W) ? J
82
para t =+ 0
Fixando t, podemos considerar
t
Asmp )
m o« h TR (5.2.3.10)

Este resultado € similar ao do caso cléssico(lg) diferindo so-

k)

mente por constantes. Temos portanto para a susceptibilidade:

= 1lim =+ = 4w para t <t
0 oh € crT

onde t_  ja foi discutido no caso isotropico.

Para 0 < t < h << 1 , considerando K(t) dado pelo calculado pa

ra o caso isotropico e fazendo as aproximacgoes adequadas temos

m ™ m(0) exp - 1 k%1-t3 (5.2.3.11)
dnv2 KO (0)
onde
_ ! 2 172

Y, uma constante da ordem da unidade e Y1 definido em 5.1.2.
A diferenca essencial no caso quantico surge no comportamento
da magnetizagdo a baixas temperaturas: para t - 0 a inclinacgao

de m € nula. O comportamento da magnetizagao em fungdo do campo
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magnético pode ser visto na fig. 5.2.3.5. Para o comportamento
da magnetizagao com a temperatura temos duas regioces a conside
rar: 0 <t <h << 1l e 0 <h <t << 1, Fixando o campo: o com-
portamento a temperaturas inferiores ao campo € dado pela eq.
(5.2.3.11); para temperaturas superiores ao campo é dado pela

eq. (5.2.3.10). Ambos estao expostos nas figs. 5.2.3.6 e 5.2.3.7

respectivamente.
Aorn A
1+ 14+
amig) ~m{0)
A
LY
A Y

Figura 5.2.3.5 - Dependéncia da mag Figura 5.2.3.6 ~  Comportamento da

netizacao com o campo a t [ixa. magnetizagao com a temperatura na re
giao 0 < t < h << 1.

A MM
A+
NR) < - :
N
b Figura 5.2.3.7 - Comportamento da
.,
magnetizagao com a temperatura na
regiao 0 < h < t << 1.
N
r~ h >t

Para h - 0 reobtemos o caso
isotropico resguardando, porém, na regiao onde 0 <t < h, o com
portamento caracteristico do tratamento quantico para  baixas
temperaturas (ver fig. 5.2.3.8). Na fig. 5.2.3.8 representamos

o comportamento da magnetizagao com a temperatura em toda a fai
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xa considerada (t < h, t > h) e ilustramos o efeito da diminui

gao do campo.

!
I
i
1
!
|

>t

-~

~h

¢
o £ SR,

~h

Figura 5.2.3.8 - Comportamento da magnetizagao com a temperatura.

5.2.4 - Funcao de Correlacoes

Temos, para R/a - w(lg):

m2 2
SR) ™ = <0,550545.>
Neste caso:
ﬁ? 1/2 a2 cos(ﬁ.a) y
<1 1 10_(j'T) 7
J L) 16m

B [?X(l—cos(aqx)) + Ky(l—cos(aqyj) + g?:]l/z

/27
coth[g—; C%)l/z Ex(l_cos(aqxjjmy(l—cos(aqy)) + %:‘ }dq

Para T = 0 ou na regido 0 < t < h << 1 temos (ver Apéndice G)

a
<eijei'j’>0 ~Yg R exp[-R/E(U)]
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onde E(t) = a K(t)/hm(t)}l/2 e Yg € um nimero pPuro da ordem

da unidade. Dai:

S(R) = (2)% exp(-2R/E)

Se fixamos a temperatura e trabalhamos na regiao 0 < h < t <<1

temos:

ELElJl/Z

<eijei'j'>0 NVoyg b [ R exp[-R/E(t)J

onde v, € um numero puro da ordem da unidade e dafi:

S(R) = tz Eét) exp

-2R/E (1)

O comportamento da funcgao de correlagoes a temperatura nula di-
fere do caso cldassico devido as flutuagdes permitidas pelo tra-
tamento quantico. Para temperaturas ndo nulas o comportamento da
fungao de correlacgoes € similar ao do caso classico e  temos,
para campos crescentes a temperatura fixa ou para temperaturas
crescentes a campo fixo, a divergencia de £, o que implica na

destruicao da ordem de longo alcance.

5.3 - ANISOTROPIA LOCAL NO ESPACO DOS SPINS

5.3.1 - Modelo

Adicionamos & eq. (5.1.1.1) o termo
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A X 42
- = (8%:) (A > 0)
5° i% ] -

o qual &€ uma contribuicdo a energia provinda do campo cristali-

no e a menos de uma constante, podemos escrever

2
Lo .
g=y 2L - 773 {cos(81+i i 1 ;) + cos(8,
; b ,

a
L b -6, .)+ > cos(ZSij]}

i,j+1 7ij

onde o A/J. Com o mesmo hamiltoniano variacional proposto na

eq. (5.1.2.3) podemos construir a energia livre variacional F

e com a condig¢ao de minimizacao -— F o~y ¥ q -~ obtemos

BCa

_ o 4
Ca = thx[lmcos(aqX)J + Ky[l—cos(aqy)} + am _] (5.3.1.12)

5.3.2 - Ordem de Longo Alcance e Espectro de Magnons

Com consideracoes similares as do item 5.2.3%, temos:

L1 ‘t ,1/2 (am™y /2 g
sen !'_8— j—— - —[ TK
m ooy
10 4 )
senhi(ﬂ + 2%? )1/2 —%;:‘t KJI/Z 1 j
8v2

onde vy, ¢ um nimero puro da ordem da unidade.

Na regiao onde 0 < a < t << 1 temos:

t
(ZWK-t)
o

Na regiao onde 0 < t < g << 1 temos:
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1 Yy 3
5 t
4vvZ K (0)

m(t) ~ m(0) exp -

onde aproximamos o coeficiente de renormalizacdo deste caso pe-
lo do caso isotropico desde que o << 1. As representacoes gra-
ficas da magnetizacao em funcao da anisotropia e da temperatu-
ra sao similares as expostas nas figuras 5.2.3.5 , 5.2.3.6 e
5.2.3.7. 0 espectro de magnons em analogia com o obtido anteri-
ormente apresenta a existencia de um 'gap' para o vetor de onda
nulo. O "gap" tende a desaparecer para anisotropias decrescen -

tes ou temperaturas crescentes.

5.3.3 - Fungao de Correlacgoes e Susceptibilidade

Analogamente ao efetuado no item 5.2.4, temos para a

funcao de correlacgoes:

S(R) = % & exp (-2R/E)

R
para
R >> g = a(K/Zam4)1/2 >> a
Para a susceptibilidade:
1 2 t
xr « = 7 S(R) « tg exp(-2R/E)dR « tg" « =
T t g G
Ro

A susceptibilidade divergente do caso isotropico € reobti-

da no limite o =+0.
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5.4 - ANISOTROPIA DE ACOPLAMENTO NO ESPAGCO DOS SPINS

5.4.1 - Modelo

Considerando o hamilteniano

H = i% 21 g? .% 1] 1+1 , ] * SijSi+1,j) B

J
X X
- g}f L(8358% 541+ SY58Y 50

onde J, > Jy > 0. Esta também € uma forma de anisotropia asso-

(53)

ciada ao campo cristalino Podemos reescrever o hamilto -

niano como se segue:

cos (8

L2
H= ] —t-J I{

) + cos (6. 8..{} +
i, i,]

1+l,j 1,j+1 "1ij7 |

+ a[§05(8i+l,j+eij) + cos(ei,j+1+eijil }

onde

(JX-Jy)

It
o =

1
J = Vi (JX+Jy) e o =

Seguindo o mesmo procedimento de secoes anteriores e apos deri-

var a energia livre variacional obtemos:

= J{%X[l—cos(aqX)}+Ky[1—cos(aqy)]+aLX[l+COS(aqX)J+GLy{1+COS(aqy))-}
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5.4.2 - Ordem de Longo Alcance, Espectro de Magnons, Funcado de

Correlacgoes e Susceptibilidade

Os resultados sao analogos aos obtidos na seg¢do 5.3 ,

com um comprimento de correlacao dado por:

\1/2
£ = a[K/BaLJ



CAPITULO VI

CONCLUSAD

Discutimos neste trabalho o modelo XY uni e bidimen -
sional para spins com momento de inércia com o estudo de grande
zas como a magnetizagao m, a funcgdo de correlacgoes S(R), o com-

primento de correlacgoes £ e a susceptibilidade X -

Apresentaremos inicialmente duas tabelas contendo, de
maneira suscinta, os resultados obtidos para os casos: classi -
co, d =1, qu&ntico, d =1 e quéntico d = 2. Para o caso clég
sico, d = 2, reproduzimos os resultados de Tsallis(lg). Poste-
riormente seguiremos com os principais comentarios com relacgio
aos efeitos da dimensionalidade (d = 1,2), da natureza (classi-
ca, quantica) do caso {(isotropico, anisotropico com/sem quebra
de simetria) e o método de tratamento variacional que utiliza-

mos para discutir o modelo.
Os principais comentarios sao:

a) A ordem de longo alcance nao surge, a temperatura finita, a
uma ou duas dimensdes em qualquer dos casos(classico, gquanti
co) se nao houverem fontes de anisotropia no espago dos spins

(Teorema de Mermin-Wagner) ;

b) A natureza do tratamento quidntico ndo permite o surgimento
de ordem de longo alcance para a cadeia linear, no modelo

isotropico, mesmo no estado fundamental (T = 0). As expres -



TABELA 6.1 - Resultados para o calculo a uma dimensdo
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(Cap. 1V)

consideradas as aproximagbes t = 0, g » 0, R/a » «=. As equagoes com asteris-
co sao aquelas que contem uma restricao que impede a solucac (h,o=0; m=0).

TORMA
\\\\l£§§?\ =1
CASO CLASSICO QUANTICO
ISOTR. K~ 1-t Kn cte(l—cte‘tz)
1 t =0
m = m=0%¥t
h=0 0 t #0
G, a £, q
a =0 4 4 ;1
e ash o h 2
S(RI[T =0 [~ (ﬁ) , A= (W)
S(R) v exp(~R/E) ; E=1/t A
S(R[T # 0 |vt" exp(-R/E), £=1/t
Xt v 1/t° Xp v 16278 e
AFI‘
ANISOTR. | m = 1 3| m(0,h) ~ h(l'ﬁ‘") LAY = A
. {m= €exp 7 '_“T? miuv, ) =
(Khm)
2 hm . 1/2 20" t 1 (*)
Q o~ (g7 + ) m(t,h) v t eXp- 7 77
h#0 4 E;? 2 (Khm)l 2
w0 |5~ 0% en-2rE) | B v @+ Byl
Ka
g o l/hl/z XO = @

S{R) [T=0] ~ glg_OJ exp(-2R/£(0))

SR [TA0] ~ (t£(t)) “exp(-2R/E(1))

£(6) = (K(t)/h)2

(tabela 6.1 continua)

onde foram
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TABELA 6.1 (continuagao)

ANISOTR. | m = exp

=0 QN (qz + cteam4)1/2 m(t,h) v t EXp- Q‘“‘“‘}__7_

AIII

_All!)

t 1 ) nonywn t ATV = A

27 Keh V2

ZA!Il .t

S(R) v (tE)% exp(-2R/E) 8, (a2 +cteomt) /2

1/2

£ 1/0 s(r) [1=0 ] 58 e (-r/2(0))

3/2

Yp v ta SR) [TA]™ (1£(1))7 exp(-2R/E(L))

(L) = (K(t) /o) /2

c)

d)

soes obtidas neste caso particular (n = 2, d = 1, T = 0) as -

semelham-se as obtidas por Tsallis para o caso classico a du-

as dimensbes a temperaturas nao nulas (n = 2, d 2, T # 0)
A susceptibilidade diverge (Xp.y » ®) sugerindo a existencia

de transigdo para alguma espécie de ordem a T = 0.

Como era de se esperar tanto no caso cldassice quanto no quan-
tico — a uma e duas dimensoces — surge um '"'gap" no espectro
de mdgnons, para vetor de onda nulo se o sistema for anisotro

pico no espago dos spins.

O tratamento quantico permite cobter o comportamento considera
do correto para o calor especifico ¢ a magnetizagao no limite
T » 0, "consertande' a inclinacao neste limite no sentido de
nao violar ¢ Terceiro Principio da Termodinamica. As peculia-

riedades da mudanga de dimensionalidade podem ser visualiza -
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TABELA 6.2 - Resultados para o calculo a duas dimensoes (Tsallis(ig)e Cap.V )
onde foram consideradas as aproximacoes t = 0, q + 0 e R/a + .

FORMA
LISMO d=2
CASO CLASSICO (Tsallis(lg)) QUANTICD
ISOTR. K~ 1-t K~ cte(l-cte'tB)
1t=20 Jcte <1 set =10
_ m = m =
h=0 0t#£0 L0 set #0
a =0 QQQJQ Qquq
< (3N =2t an = 2t
Xp & se t < tCr Xp & ® se t < tCr
X finito se t > toy XT finito se t > tCr
ANISOTR (Zﬂlt(—t)
fmeh 0<h<t=<<l
2 hm ., 1/2 (ZTTIE"t)
h #0 G v (g7 + 2) me h
4 Ka
a =10 S(R) ~ t % exp(-2R/E) 0<t<h=<<l
£ o« l/hl/2 m ~ m(0) exp-cte t3
2 hm,1/2
o t < t Qo + =
Xp se r. q (g Kaz)
I a2
S(R) | O§¢<h<<£]ﬂ:§@ exp(~2R/£(0))
S(R)[_O<h<t<<i]fbt2 éfg_tlexp(—ZR/E(t))
2
e(r) » LY
XT - se t < tcr.

(tabela 6.2 continua)
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TABELA 6.2 (continuacao)

t
(=)
ANTSOTR. | m = w Zmk-t 0 <x <t <]
2 4.1/2 (Zﬂﬁ—t)

=0 Gy (g +cteom ) m e o
o0 S®) %t%exp(—ZR/E) 0<t<a<l

£« l/otl/2 m~ m(0) exp - cte ¢

X o 50 Jocactect] v 12 Eexp(-ar/z(1))

£ (K(D) /o) 2

Xp ™ t/a
das no calor especifico onde
c = t para d = 1
C o t2 para d = 2

e) A funcao de correlacoes em todos os modelos discutidos apre -
senta comportamento do tipo lei de poténcia (d=1, quantico ,
isotropico, T = 0; d = 2, classico e quantico, isotropico ,
T # 0) ou do tipo lei exponencial (d = 1, classico e quantico,
isotropico e anisotropico, T # 0; d = 2, classico e quantico,
anisotropico, ¥ T). O comportamento em lei de poténcia €& pou-

co usual e leva a divergéncia da susceptibilidade (X = «).

f) 0 Método Variacional comprova-se superior ao Campo Molecular
como pode-se ver na constatagdo da nado existencia de ordem de
longo alcance simultaneamente com uma susceptibilidade infini
ta em um intervalo finito de temperaturas. Este resultado nao

poderia jamais ser obtido no quadro da teoria de Campo Molecular.
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Algumas extensoes de interesse podem ser desenvolvi-

das a partir deste trabalho. Para isto bastaria:

a)

b)

d)

Admitir forcas de longo alcance (ja discutido no caso classi

(57D |

co, bidimensional por Tsallis Neste caso deixa de ter

validade o teorema de Mermin-Wagner.

Usar o Método Variacional Generalizado (trabalho desenvolvi-

do por da Silva ¢ Tsallis(ﬂl)).

Admitir Hamiltonianos de teste (variacionais) mals sofistica
dos, o que implicaria, por exemplo em um comportamento fisi-
co aceitavel por maiores extensdes do coeficiente de renorma

lizacao K.

Fazer o calculo admitindo magnetostricdo, isto €, que J de -
penda da distancia (o que podera provocar transigoes estrutu

rais).

Tentar discutir com o presente formalismo o modelo de Heisen
berg no caso classico e quantico a uma e duas dimensoes uti-

lizando spins com momento de inércia.



onde

Fazendo Y2

E dafi

-88-

APENDICE A

A funcao de partigdo canonica € dada por:

d
2 2
BlL, ! -ge, oy
- ZIq dlL | e 49 dle |
2 = | e a' Q
a
= B[Lq\z/ZI e x% = 8cq|eq|2 obtemos
. . ent? .
q R C1/2
q

A entropia € dada por

e portanto:

1/2
q

+ cte
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APENDICE B*

Temos para a funcgao de correlacdes do caso classico a

uma dimensao

S(R) = % exp - %__a_ J 1-cosRq ,
B

Para R >> a, dividimos a integral em dois intervalos

e/ a 5
S~y exp - A2 L[ selare)
J 0 q
— (9 2 n/a 2
vy exp - %% % [ sen (%q/Z) dq + l sen (gq/ZJ d%}
— D q 5 q

onde entre 0 e 6—sen2(Rq/2) " (Rq/Z)2 e entre 8 e

m/a - senZ(Rq/Z) = cosZ(Rq/Z). Dai obtemos:

S(R) ~ v exp ‘— %% % exp EK para ¢ = %
- — i
3t R
MY BXp - ooy f£(t)
vy £(t) exp I—R/éJ
K t/ﬂZK
onde £ = a 3T e f(t) = e . Como trabalhamos com t<<l

f(t) nao tem grande peso na funcao de correlacgdes.

*

Nao nos preocupamos, nos apendices, em obter exatamente os coeficientes nu-
mericos das expressoes para as diversas grandezas fisicas e sim o seu com -
portamento de forma geral.
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APENDICE C

Temos para a fungao de correlagotes do caso quantico

isotropico a uma dimensao

L
2 2
S(R) = 5 exp- 7 (j%) Z%J (lzszzgl 7 Coth@ (ﬁJIK)Z L1-cosaq)? qu

Para R »>> a

e —
|

S(RJ vy €Xp - JKI) e

1 m
(tz z 1[ sen’ (xR/2a) coth | L. (EZII()
" x 4vZ

de
g —

1

2 GnX
Ny 'Y exp - dl J E]}__L}_(XBL@ Coth (%) d.X
]

onde
, 1
o, = —L (jiH)Z l
1 Vel JKI B
e
1
1 F%.2
Gy = —— (“—f)
4/2
Dividindo a integral
— 4 5! ﬂ
2 o, X
S(R) ~ -y exp ~0q ( + [ + sen (iR/Za) coth ( i ) dx-l
i_JO JG J(S, |
entre 0 e § senZ(Y) N YZ
coth(Z) m%+%

entre & ¢ §'
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senZ(Y) = cosz(Y)

coth(Z) ~ % " %
entre §8' e 7

senZ(Y) > cosZ(Y)

coth(Z) ~ 1 + 2”27

onde
2 v t
§ = R e § 2 arctang (az)
8 8
%1 t ,R.2Z 01042 R.2 2
S(R) n v exp {- — T (5] [ dx 17t (5) dx
2 io 0
§'R/2a o o §'R/2a
%1 tR dx  “1%2 a Ly
o, 4 a 2 3t R
2 JeR/2a X I 6R/2a
o TR/ Za TR/ 2a —Zuzax/tR
1 { dx 20 [ € . dx
uz X 1 X
§'R/2a !§'R/2a ]

o, /2
S(R) ~ v [—arctang (a%J ] 1 exp (- %% %) f(t)

onde

f(t)

1 t } ®19%2 t
exp - arctang (=) - 0
{ZWK larctang(gt) 3t 05 |
2

c dx
X

TR/ 2a —Zazax/tR
Zul J
§'R/2a

considerando o limite % + 0
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Podemos ver que para'k > 0 = ap, @y, > 0 e £(t) + exp S
7 K
obtendo-se o caso classico. No limite de baixas temperaturas:

S{(R) « tA exp -

:llw
=i
i

onde

42172




-93-

APENDICE D

A magnetizacdo reduzida do caso quantico em presenca

de um campo magnético a uma dimensao & dada por:

m = exp - & ﬁz) = ! X
p - g (37 2 = ] 172
B ~K(1-cosaq) + —é]
— 1/2
x coth {E? (%)1/2 'K(l~cosaq) + b?] } dq
Para h << t << 1, e fazendo uma mudanca de variaveis, podemos
escrever:

o
b 172 coth: —g (xz 4k)1/2-de

m"™~ Y exp - 04 5
X

onde
2 2
_ 1 .t I U %o SO VZ:

o (= e
1 A7 JKI 2 2 /7 JI

Dividindo a integral de modo a que possamos expandir a coth[---],

de 0 a —>a, (X 2 )1/2 e portanto coth[ Z ] n % + %;
de § a w/2 — 0, (x 2 )1/2 >t e dal coth[:Z:jml+Ze_zz,
onde § £ arctang L~(E") —%:11/2 de tal modo que para =0

tenhamos &§ = w/2 reobtendo o caso classico. Podemos escrever

$ S

o 040 /2
1 dx 1*2 dx
m "~ y exXp 4- a; t J XZ . hm - zT J dx - aq [ ( M%I/Z
0 4K 0 4K
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Zo,
2oy l : T Tz &
m
8 "+ 710 )
1/2
arctang[(ég)z - %%J 1
t 1 Z
mY oy 4exp - arctang X
{ 21K /axy 172 (hm/4K) 172 ’ }

2 1/2
1 _h ty2 _h
x {exp - 787 X Ji¢ arctang (EEJ - E%] }
B — 1/2
x Jexp - oy | dn % + '(%)2 + %%] J
E _ - -
— 1/2 - 1/2
ty2 hm t+2 hm 2 hm
-fnjarctang {E&E) - Iﬁ} + arctang[fagj —ﬁ?i J +EKI]
2a
1/2
( (m/2 __{E (xz + %%) /
e
X 1eXp - Zal : 7 hm)l/Z dx
Is X N

Lembrando que estamos considerande h << t e fazendo as devidas

aproximacoes:

St

[ ( 2
1 1 4he 1721 t
m v oy'sexp - arctang (=) r¢<exp - == (5+) ——anﬁﬂngﬁ—ﬂ}
i (Khm)172 }i 48mr~J1I t az_

-
{GXP - dl(fnﬂ) *oaq Kn‘Zarctang (35)‘] }
—_ 2 _d
Para t << 1

(64
1 t
mv oyt Jexp - -z f(t)
) Z(Khm)l;z}

VPR 1/2

onde f(t) = exp - =7 (jKT) Se i > 0 => q, > 0, Oy 0 e

1
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reobtemos o caso classico

mer e 2 (Khm) /2
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APENDICE E

A funciao de correlacdes do caso quantico anisotrépico

(presenca de campo magnético a uma dimensao) € dada por:

m2 2
S(R) ™~ = <8.98..,>
n/a
<9,0,,5, = 4 hiy1/2 a cos(Ra)_
i7i'70 JI T ) K (1-cosaq) + _;:11/2
- 1/2 71
x coth E; (%)1/2 [K(l—cosaq)l/2 + h;\ -qu
J
Para T = 0
5 T/a
8385070 F % (g%f)l/z % ( cos{Rq) o 44
jg [ K(l-cosaq) + hj,j

Para q = 0 e fazendo uma mudanca de variaveils temos

T

2 ag
8.8, > = 1 (‘h )1/2 1 cos (Rx/E) dx
11 Q0 /7 JKI [ JO (X2+1)1;2

2

1 hoi1/2 1

= = (5%7) = Ky (R/E)
/3 JKI 7 0
onde £ = a /K/hm' , X, € a funcao modificada de Bessel cujo com

portamento assintotico para R/Z + « nos permite escrever

£.1/2 -R/E
838579 v () e

v
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E portanto

S(R) ~ % e 2R/E

Para T # 0
Procedendo como nos calculos anteriores, isto &, dividindo a in
tegral de forma a gue possamos expandir a coth| ... |, expandin

do para q = 0 e fazendo uma mudanca de variaveis tem-se:

8 2 0
<88, % £ J 2;_(%%@1 dx + 1% ()g‘—) %% J cos (Rx/£)dx

m
0 0
T i 2 =
ot < _ 1 ()ﬁJ%{)z 4 (1)
1 1412 cos (Rx/E) 1 R2172 272
* GrT 7177 & gy 2 172 dx
2z (x“+1) V2 (x* + 1)

§& 8¢

onde & = 2 arctang[:(é)z - %%:]1/2. Para h + 0 temos & >> a

e a contribuigdo das duas Ultimas integrais & praticamente nula

e temos

2
<80, 2t (%) e‘R/E L1 t )1/2

Bz 1
0 K 32w ~JI t

% cos(Rx/&)dx

E comec trabalhamos com R >> £ >> a

+oo
> J cos (Rx/&£)dx=8 (R/&)

-0

o gque representa uma pequena contribuicao do segundo termo. Con
siderando-se ainda que temos um fator 1/& multiplicativo exte -

riormente a integral temos:

2

m_

2 2 (£y2 2R/E

S(R) ~ -

<8.8.,>2 ot
i1 0
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APENDICE F

A fungao de correlagoes para o caso quantico isotrépi

co a duas dimensdes € dado por

2 2 >
21 1k 1/2 a 1~cos(§°q)
‘2—cosaqx - cosaqy]
L k2
X coth %—(ETE)l/Z % (2-cosaqx—cosaqy)1/2:} dq

Para o caso classico, =0 e

2 -+
_ 1 _toa 1-cos(ﬁ-q)
S(R) = 7 ©XP K sz J} (2-cosagx-cosaqy)
B
Em seu trabalho Tsallis(ll) obteve para esta integral o resulta

do

S(R) ~ v (R

onde n = 2t/7K, utilizando uma aproximagac em que Rx=Ry. De mo-
do mais simples obtemos para o caso classico o mesmo resultado
fazendo ﬁ-a * Rg, a menos de uma constante multiplicativa (%e)_n
que na faixa de temperaturas com que trabalhamos € irrelevante
(da ordem de 1).

Para o caso quantico, considerando R-q =~ Rq, q ~ 0 e

fazendo uma mudanca de variaveils, temos:
T
S(R) v y exp - %y I senz(xR/Za)coth(a2 %)dx
0
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onde
_ vz Rty
o = 7y (gxp)
e 7
_ 1 Rk, 1/2
G'z - ('“'—I')
8/2

Dividindo a integral

S 5! m
2 Ay
] + [ + [ sen (xR/Za)coth(—f—)d%}

S(R) ~ v exp - al[_
— /0 I8 g

onde entre 0 e & =:>sen2(Z) n 72 e cothﬂ:Y']'w% + %, entre

s e &' —> senZ(Z) ~ cos’l e coth[:Y:Pb% + % e entre

5' e 1 ——>sen’l = cos’l e coth[ Y ] ~1 + 2¢7 %Y, 5 = %% e

§' = 2 arctang(ag). Fazendo as substituigoes e resolvendo as in
2

tegrais resultantes (todas de facil resolugao) obtemos

S(R) ~ vy (%)n arctang(égi}_n e " £(t)

— 2
onde
2 2
_ 1 .h t /ZhE 172
f(t) = exp{' jgj;(jT)arCtang(az)' “g(—KT) +
C 2R T ctang b
I JKI arctanglyy
ﬁ t bl
Para > 0, Gy, 0, > 0, £(t) - 1, arctang(a—) > 5 ¢ tem-se
2

asmn . m -

S(R) ~ Y(ﬁ) (j e) "
que € a resposta para o caso classico. Como trabalhamos no limi
te % + « desprezamos 0s termos com o comportamento (%) dentro

da exponencial.
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APENDICE G

Funcdo de correlacoes para o caso anisotropico guanti

co a duas dimensoes

<0

1% 0570 T 70T
2

| ﬁz 1/2 ‘} cos(a-ﬁ) y

— hi 1/2
Kx{1l-cosaqx)+Ky(l-cosaqy)+ ——]

- 1/2 >
* ¢coth {Eg(%)l/z lKx(l—cosaqx)+Ky(1—cosaqy) + h;l } dq

12

Para t << 1, h << 1, desenvolvendo para gqx, qy 0 e com uma

L. 2. 2 2
mudanga de variaveis: agX = X, agx =y e X +y =71

X

V2 ﬁz)l/z 1 r

<. .90 > = - =

m cos(r % cosg)
ij%i37 70 T 1 \UxI - :
=1

2 hm,1/2
0 r” + 7x)

2
x coth —l-(ﬁ;%Jl/2(r2 + %%)1/2 rdrdée

5> >
onde r*R = rRcesé. E como

m

1 TR ~ TR
> [ cos(j; cos@)ds = 1 JU( )
-7

Podemos escrever

T
J.(rR/a) a .
<g..6 >g % 9y J 0 coth{_-§~(r2 + %%)1/2 rdr

13%i79770 7 - %%)1/2

onde
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V7 AP

f2x.1/2
%1 = 8w (JKI) ° “2

)

o1
842

Na regiao 0 < t < h << 1, coth(%} |

J (rR/a)
<eijei‘j'>0 N al(O) (rz )1/2 rdr
0
Definindo £ = avK/hm' , colocando a/f em evidencia e fazendo

uma mudanca de variaveis r&/a = x tem-se

Fa/a 34 (RX/E)

Y ()Ll(O) W xdx

ary| g

“8:5% 570 I

No limite h = 0

a Jo (Rx/ &)
<eijei,j,>O Y al(O) £ ] E;—:;;—7— xdx
v oay(0) & oTR/E
e
S (R) ﬁ)z e—ZR/E

Na regiao 0 < h < t << 1 wpartindo de

J (rR/a) o
0 2 2 hm, 1/2
<eijei,j,>0 voag : 5 nTT77 coth —E-(r 4K) 1 rdr
O r ) . —L
. . B 2 /2,
Dividindo a integral em duas partes de 0 a 6—>a2(r + —u)

e de § a T = a, (rz + 2?)1/2 t de modo a permitir a ex -
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hm

— em evidenci e
IK a

pansdo da coth| | temos, colocando

uma mudanca de variaveis simples:

<8 > Vo= 5 777 Xdx +

toy S/ a JO(R/EX)
R I
ij7itjr o0 a, (x+1)

0

1 %1% a2 ie/a
) JO(R/gx) xdx

3o (&
0
J“g/a Iy (R/E x)x

+

dx
2 1/2
5%/a (x"+1)

TE/a 2+ 1/2

JoR/E X)) -—F
Efirf;;T72 €

X o+

xdx

H
Y|

18E/a

Considerando h + 0 == E - = e podemos considerar

Jo(R/g X)
B..6.,.,>. "
ij7itir o o . (X2+1]1/2

s oLy 4 0l

2t Ey1/2 -R/&
e (ﬁ) e

E dai

S(R) = t2 & ¢ 2R/E

=

com
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APENDICE B¥*

Temos para a funcao de correlacgoes do caso classico a
uma dimensao
1-cosRq

t . a ~-€0Skq
K 2m l-cosaq
B

S(R) = % exp -

Para R >> a, dividimos a integral em dois intervalos

r']T/a 2
at 1 e Rq/?2
S(R) ~ v exp - T a sen g q/2) dq
o q
—_,¢ 5 T/ a 2
4t 1 Rq/2 Ra/?2
vy exp - 1x 5 Isenéq/)dw sengq/)dq]
40 q J(S q
onde entre 0 ¢ & - senz(Rq/Z) " (Rq/Z)2 e entre 8 e

n/a - senz(Rq/Z) ~ cosZ(Rq/Z). Dai obtemos:

il
vy exp - %% % £(t)
vy f(t) exp ’—R/é}
K t/WZK
onde £ = A=y e f(t) = e . Como trabalhamos com t <<1

f(t) nao tem grande peso na funcao de correlacgoes.

—— . R \ . ’:é

% Na - o .
40 nos preocupamos,nos apendices, em obter exatamente . Jag

e -~ - -
Xpressoes para as diversas grandezas fisicas e sim em seu

comportamento de forma geral. W
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