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Der Dichter schaut und kuendet Seele als Welt, Welt als Seele.
Die Einheit beider ist sein Geheimnis.

Kurt Riezler, in Das Homerische Gleichmis und der

Anfang der Philosophie (1936).

Nah ist
Und schwer zu fassen der Gott, .
Wo aber der Gefahr ist, waechst

das Rettende auch.

Friedrich Hoelderlin, Patmos, 1-4.
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PREFACI0

Esta & uma tese em métodos matematicos da Fisica. Suas apli-
cagoes podem leva~la a questSes de Geometria Diferencial com interesse 2
Relatividadé, ao menos; nela desenvolvemos um formalismo e uma notagao pa-
ra as Sjgebras de Clifford que - em muitos casos (como, p.e., no  teorema

10.5), - j3 & bastante maledvel para se prestar ao calculo facil.

A tese se divide em quinze segdes. As quatorze primeiras en-
contram uma aplicag@o na Gltima. Nos §§ 19 - 89 fazemos a introdugdo ao
assunto e desenvolvemos sobretudo os aspectos de grupo dos elementos gera-
dores e demais elementos da base de uma dlgebra de Clifford. No § 99 pre-
paramos, com alguns conceitos que se estendem a algebra de Clifford enquan,
to algebra, o estudo das transformagoes lineares e automorfismos desta es-
trutura, que € feito nos §§ 102 e 119 e em algumas segoes dos §§ seguin
tes. A partir do § 129 estudamos os espinores como objetos pertencentes a
uma dlgebra de Clifford - e ndo como de hdbito, como vetores do espago das
representagoes da dlgebra. No § 152 aplicamos nosso formalismo &s  equa-

goes de Bargmann-Wigner (5).

Notemos, em especial, os seguintes resultados. Primeiro, a in
definig3o de sinal associada as transformagdes espinoriais. Aqui ela re-
sulta do fato de que, dadas duas bases de uma dlgebra de Clifford, . uma
transformag3o de similaridade unimodular - ambigua quanto ac sinal - as co
necta (teoremas 10.8 e 12.1).. No entanto, o problema inverso - dada uma
base da &lgebra, construir a base a ela associada por similaridade através
de um vetor de Clifford inversivel - é perfejtamente definido, ja que a

multiplicacdo na &lgebra € unfvoca. O segundo resultade de interesse é a
p ¢ g g
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enumeragdo, por meio.das transformagdes L estudadas no § 109, das clas-
ses espinoriais de Teitler (56). Nosso resultado & geral enquanto  que
Teitler sé o obteve para Cb, a algebra de Dnrac, e a bruta forga de cal-
culo, enquanto nds nos servimos de um subgrupo dos automorfismos de C" pa-
ra resolver o problema. Vale a pena, ainda, ressaltar que no estudo das

equagdes de onda no 5'15?, pudemés dispensar com o operador conjugagdo de

carga, sempre usado por diversos autores (26, 49).

Sou extremamente grato.a meu orientador, ?Iﬁfffifﬁ_ﬂffl.ﬂf—§il
Yfizf’ pelo constante auxilio - medido num constante encorajamento 3 1i-
berdade de pesquisa, e num também constante apoio 3s muitas dificuldades
que eu ia eventualmente enfrentando - durante o preparo desta tese. Também
agradego a Carlos Marcio do Amaral, que me apresentou as dlgebras de Clif-
ford. A Jarbas da Motta Ramos, Luiz Carlos Bandeira Ryff e Mario Novello,
bons criticos, melhores amigos., Como a ‘tambem Roberto Moreira Xavier de
Araiijo e Antonio F. da F. Teixeira, e a Lais de Carvalho Ventura, que dati

lografou com muita paciéncia esta tese.

E também ao apoio '‘pesado’' que tive: Jefferson Siqueira e José

""Pepe" Barjiela Pellon na xerox, e Romeu Vieira de Souza, na encadernagso.

E finalmente,ao Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas. A quem

devo minha formagao cientifica.

No mais, devo. concluir que ao longo dos muitos meses de trabs-

tho nesta tese tive sempre presente as palavras do Apostolo,

" Onde-estd o sabio? Onde o escriba? Onde o que {nvestiga
este Lempo? Pois ndo Zoanou Deus Louea a efencia do mun
do? Ja que na sabedonia de Deus o mumdo nao conheceu @
Veus pela sabedonia, bem pareceu a Deus salvar 08 que
congiam, pela Loucura da pregacao |1 Con 1, 20-21),

Rio, de outubro de 1971 a fulho de 1973:
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CONVENCOES

As convengdes aqui apresentadas s3o usadas consistentemen,fe ao
longo dos §§ 19 - 149; as poucas excegbes sao sempre destacadas, e repre=
sentam de modo geral uma opgac pelas notagOes mais correntes. :0s {ndices
éregos M ... variam de | a n; os ‘Tndices latinos maidsculos A, B, ...',d_e_
‘finldos em (2.4), variam de 0 a 2"~1 - como 13 se esclarecé. [ndices la-
tinos-mindsculos I, j, ... tém diversas varidnclas, elucidadas a cada o~
corrdncia. 0Os Tndices cursivos espinoriais ‘A, B .,. sdo definidos em
(11.2) e apds o teorema 13.1, Os andls de escalares sdo notados &e um
modo geral K; os reais,.R; os complexos, C. Escalares genéricos sdo es-
critos com letras gregas o, 8, A, X ... e sempre Indicada sua pertinén-

cia a um anel escalar.

Reservamos as letras x, y, z, para a descrigao de objetos

u

X = X eu pertencentes ao espago gn dos geradores {eu} de uma 3lge-

bra de Clifford ¢". 0s outros objetos de c" s3o descritos{?etas demals

letras,'em especial h, p, q, v, s, t, u, v, W, , a saber, u = uA e -

Quando n3 ha dﬁv’idas {e no § 159), utilizamos a conver;g'a'o somatdria de
Einstein. Nos objetos ‘pertencentes a uma dlgebra d;a Clifford, no entanto,
nem sempre 1:'01 possivel o uso ?esta convengdo, que fol convenientemente -
- em todos os casos - substitulda ou elucidada. A fungdo f que leva do
objeto x ao objeto y foi escrita 3 manelra algsbrica (vide (27) na Bi~
bilografia), ou seja, (x)f &y, o que significa, f : x =+ y. As aél'lca-
:;Ges indicam-se com a seta simples., Assim, sendo A e~ B dc;is conjuntas,

a aplicagao . f de A sobre B se escreve, f : A ¥ B.

0 produto cartesiano fol sempre Indicado por X; o produto ten



sorial ou produto direto, por 8; o-produto tensorial simetrizado, por
9, o produto exterior, A. Aos produtos dlretgs com varios fatores, escre~
vemos -g U; as somas diretas, ® -Z Ai' 0 produto de dois obJetos''com
plexlf;:;dgs" de uma algebra de Cli;:lrd simples (6.1) - (6.5) fol esten-

dido 3s digebras respectivas.

As nogSes de &lgebra necessdrias ao presente trabalho se encon
tram basicamente em quatro obras,. (12}, (27}, (31) e (7), sendo que a 1~
tima foi obra amplamente consultada para as diversas segoes dos §§ 119 -

142 .

Referénclas 3 bibliografia, ‘obviamente, s3o dadas por nimeros
entre parénteses (11), (32), ou por nimeros entre parénteses seguidos de
virgula,- (11,32). Nimeros entre parénteses separados por um ponto  refe-
rem-se a equagdes. Assim (2.4) € a La. equagdo numerada do § 29. Teore-
mas, definigoes, lemas, coyolérlos s3o numerados consecutivamente.  Nime~
ros- fora de parénteses, 11.12, a eles se referem: no caso, definigao 12 do

§ 119,




I - INTRODUGRO

As algebras de Clifford foram estudadas pela primeira vez' por
W.K. Clifford em 1878, num pequeno trabalho onde se generalizavam certas
no¢des presentes no caiculo dos quatérnions, de Hamilton, e nas  algebras
de.Gfassmann (15). Neste trdbaTho, Clifford obtém R1gebras geradas por um
conjunto de n elementos e (ﬁ ='1,"2, 3, ..., n), que obedecem 3 regra

associativa de multiplicagdo:

(1.1) e, e, te, e = [eu'; ev]+= 25;1\: e,

ﬁeo 2 a identidade multiplicativa do anel gerado pelos eu): Clifford,em
seu trabatho, ndo partiu da relagio (1.1); obteve-a, ao contrdrio, como
uma conseqliencia de sua defininq para o produto de dois vetores como sen-
do a soma de um "produto interno" e de um "produto externo" (32). No wmo-
mento, no entanto, seria interessante motivar-se (1.1) com um exempio famo
so na Fisica: @ bem sabido‘como Dirac (20521), procurando fatorar a equa-
¢do relativistica de 2a. ordem que estendia a equagdo de Schridinger, foi
levado ao problema de €xprimir uma forma quadratica aé}avés do produto de

duas formas lineares:

n

(12) O +xg e xp) B (D x3) = (0 Xp* een b 0y X =

=

u

G a x9?
u nou

Nao obrigando os coeficientes % 8 comutarem entre si, Dirac obteve para

eles a condi¢do multiplicativa



(1.3) [aﬁ. av1+ = 2 611\1 1

(onde I &, novamente, uma jdentidade). (1.3) & a mesma condicio (1.1)
de Clifford., Um tratamento matemdtico (45) pede obter (1.1) (e (1.3))" a-
’cra\}é's das seguintes condigbes: seja V um espado vetorial dotado de um
produto interno simEtritco {x, ¥). Construamos entre seus vetores x, ¥,

2, ..., um produto tal que

X(y + 2) = xy + x2

(1.4) (x +y)Z = x2+yz
(xy)z = x(yz)

(1.5). XY+ ¥x o= 2(x,y)

A multi pficag’éo pelos escalares A e K, conjunto dos escalares de V, comuta
com os vetores e seus produtos, e & também associativa a eles. (1.5) im~

plica
(1.6) [ eu, ev']+ = Znu‘v

Ny = (& &)

S -
para os & » base ortegonalizada de V' (com os M ™ ig]). (1.6) & uma

versio ligeiramente mais geral que (1.1) “ou (1.3). Dados vetores ’e;l que

descrevam V Tinearmente, e tais que (é'u', 'e'v) =Gy obtemos



(1.7) (%50, = 4y

que vai um passo além de (1.6). Mas & sabido que podemos achar.

W %, obedecendo a
H

(1.8) e =.h% e
il i«
a B -
{1.9) hﬁ st_ Nyg = guv

de tal forma que, para os eﬁ ; Obedecendo a (1.6),

[ Cu * &g ]+ =2 Yo

numeros

0Os hLa " nos possibilitam diagonalizar o 9w’ podemos, interpretd-los (co
i k

mo & bem sabido), como sendo os valores locais dos campos de n-adas, se

V for visto como hiperplano tangente & muTtiplicidade (manifold). Entida-

des que obedecem a (1.1) ou (1.6) constituirdo, paré‘nﬁs, os geradores de

uma algebra de Clifford; a passagem de (1.6) a (1.1), ainda, € trivial, de

modo que nosso estudo ficara centralizado nos objetos cuja anticomutagdo &

ortogonal (1.1).

11 - PROPRIEDADES GERAIS

Partimos da seguinte definig3o:

2.1, Definicao. ' 0 anel de Clifford € o anel dos objetos e ='{eﬁ}, que



obedecem a (1.1) ou a (1.6). A &lgebra de Clifford & a extensdo Iinear do
anel de Clifford. Escreveremos, para ambos, C“, onde n & o nimero dos

geradores e, §§

2.1 _& a definigdo mais espontanea; -outras definigﬁes.serio vistas no de-
correr de nossa exposigdo. Talvez a que se sugira de imediato seja aquela
que conecta o anel e a algebra ac grupo Tivre F sobre os objetos e. Os
elementos do anel C" demarcam classes de equivaléncia nas palavras de F;
quer dizer, C" @ isomorfo a F mod certas equagBes de restfigdo. De fa
to, as equagdes (1.1) e (1.6) nos permitem reduzir as palavras de F além
das simplifica¢Oes que se admitem num grupo livre. Cada classe de equiva-
18ncia demarcada em F, depois de feitas as simplificagoes dadas em (1.1}

ou (1.6), terd a forma
(2.1) @y €gr er G4 s O £B AN S e BN A1 E01,2,..0)
Podemos ordené-}as todas, de modo a que obtenhamos a' > B' >...> X' 3 as-

sim,

o
(2.2) Byt Bgr or LT E B B cu. €

@B... A constituindo uma permutacdo de o' B' ... A' e e=+1ou-l,
conforme tal permutagdo seja par ou Tmpar; o« > 8 > ... >X . Qualquer pa

Tavra pode entdo ser escrita.

€ 4\ € €p10 e
(2.3) ohnd) AT AR A L



ey, =1 ou0. 0 indice 'A & um vetor pertencente a um modulo cujos esca
lares sdo inteiros mod 2. Isto &,

[T
(2.4) A= Sapl s €Ay € Z,

M - - oo . .
Tomaremos oS U  como a propria base dos niimeros bindrios, quer dizer,

> o= u=4

. De modo que A serd tanto visto como um Tndice quanto como um
vetor e um nlimero. De imediato, A + A = 0. Utilizaremos, com freqifén~

cia, as notagoes

0=Yo0. o (ou ey = 00 ¥u)
(2.5) ) o

PR .

N-g'(.u (Ou SAu-.'si-V.u)

Tamb&m muito empregaremos:
2.2 Deginicao. [A] = J gy, (ndo mod 2), serd chamado ordem de eps
X u .

(A = { v | Eay* 1} ,. 8o conjunto gerador de ep. &§§

Entre outras operagoes entre os. Tndices, incluimos *

(2.6) A ne=7J €Ay o u e (A} N\ (B),
u
(2.7)- AU B=

A+B+ANSB

Podemos agora enunciar:



ey = 1 ou0. O ndice A & um vetor pertencente a um modulo cujos esca
Tares sao inteiros mod 2. 1Isto &,

2.4 A=g, o z

(2.4) = el s CAy €%,

‘)‘ - r} - - - . 3
Tomaremos 08 U  como a propria base dos niimeros bindrios, quer dizer,

¢ = zu-j. De modo gue A sera tanto visto como um Tndice quanto como um
vetor e um nlmero. De iniediato, A+ A=0. Utilizaremos, com freqen-

cia, as notagoes

0=730.u (ou gy =0, ¥u)
(2.5) M

Gow.ow .

N-E'l.u (oueqi=1, ¥u)

Tambem muito empregaremos:
2.2 Definican. Al = } €y {ndo mod 2), serd chamado ordem de eps
. u

(A ={ u| Ehy= ! } ,. € o conjunto gerador de ey 8§

Entre outras operagdes entre os. Tndices, incluimos

(2.6) ANB=§ et we®NE®)
H -
(2.7)~ AU B= A+~B+Af\B-

Podemos agora enunciar:
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2.3, Teorema. C tem dimensio 2". §§

0 Tndice A, segundo (2.3) e {2.4), pode assumir 2" valores diferentes.
E facil ver que, dados e, € egs € =ep see somente se A=B,0 que

implica'na independencia linear dos objetos e,

2:4: Tednema,” ey ep = Epp epops g =% 1. §§
0 Tndice &8 sera calculado explicitamente em 3.5. 2.1 implica a asso-

ciatividade do produto, o que também se confirmard em 3.5.

Consideremos agora objetos’ { e‘;* } que se sujeitam ao produto

(1.6). 2.4 torna-se, para oS ei.\ gerados pelos e’,

" 2.5/ Teonema. epep = Agp €ups Apg = Mpp Spge 88

€an -

€ e
Definimos ng = (“An) eee (n,,) Az( ) AL .

22 11

2.6. Téonema, -Se o conjunto’{ &y } tem n elementos, tais que nenhum

deles seja o produto de alguns dos demafs, entdo { e } gera a base de .5

0 proximo teorema nos permitira a redugdo das estruturas geradas por (1.5)

dquelas geradas por (1.1).

ln,\’, "t'; ) n .
2.7, Teorema. £ =C ", onde os objetos eA g C' ogbedecem a ey eg =

=Xjp Chsg €05 e;'\ obedecem a relagio similar. ¥ #A“, mas E;\B = g;'\B.§

Defina-se um mapeamento h: A' x.C'" —>a" x ", onde A' € o conjunto



dos )"AB" Este mapeamento & dado por
(N eph = (2')h (eph
(egh = ey

(Map)h = Npg

J3 que (e'p e'gdh = (Mg e'puplh =’f"AB e"pp =€ &5 D & um homo

opf ‘ i -1 " t 2N T .
morfismo. E como (e; o= (a M)h I(e'A e"A)h ' =:1’AA'\e'A e’A = e'o,h

& um isomorfismo, porque Ker h = e, 8§

2.8, ‘Corolinio, C" ¥ ¢'".86

Estabelecemos assim um isomorfismo entre todas as algebras “de
Clifford cujos geradores se:{am de mesmo niimero, e cujo produto escalar( , )
seja nio;singu1ar. Desta forma, grande parte da teoria das algebras Clif-
ford recai sobre a teoria das élgebr‘as Mortogonais”, ou seja, as algebras
onde Apg = Epp (3quelas onde tal igualdade ndo se verifica, chamaremos ‘&1
gebras pseudo-ortogonais). Para as d1gebras ortogonais & facil demonstrar
uma série de propriedades de cc;mutag'éo e anticomutagao entre’ os elementos
de sua base que muito sugerem a rjespeito da sua est}jutuyja.qualquer algebra

dac. Fo que consideraremos em Seguida.

III - COMUTACKO E ANTICOMUTACRO EM C"

As propriedades estudadas na presente segdo valem para n > 2



(C‘ = C , o corpo dos complexos, onde-estas propriedades tornam-se trivi-
ais). MNo primeiro lema, & feita a importante distingdo entre as algebras
"pares" *(n = 0 mod 2) e as "Tmpares” (n £ 1 mod 2), Tal distingdo sepa-
ra-as em. algebras simples e semi-simples, respectivamente, conforme se ve-
ra gh 3.1 . Outro objetivo aqui, ao qual chegamos num dos colorarios do

mesmo 3.1, & calcular o valor.de EﬁB na formula

(3.1 e ep = Epg Cpep
que da o produto entre dois elementos quaisquer da base de uma 3Tgebra or-
togonal. Tal formula, citads em (12, 45 e 47) ndo & demonstrada  nestes
textos usuais de referncia (e(12) chega mesmo a postuld-la).

3.1, Lema. Se no produto e &g = EAB epp * EAB = EBA para todo eg

e €, entdo:

ey = ey {n = 0 mod 2)

ep =€, Ou ey =ey (n £ 1 mod 2) . §§

0 Tema da as condigOes para que um elemento comute com todos os elementos
de c". Para as Flgebras “pares", hd apenas um elemento em tais condigges,
a identidade e . Para as dlgebras “Tmpares", dois s3o os elementos  com
esta brogriedade, a idgqtida&e e eo pseudo-escalar ey Este. lema re«
pete, algebricamente, ¢ coroiario do lema de Schur na teoria das represen-

tagdes lineares dos grupos (7); em sua demonstracdo consideraremos o ele-



mento genérico g decomposto em seus geradores, ou seja, conforme (2.3),

ot
o = eaBn eeBn-I - B2 eEBx
B n n- ter T 1

E trivial que e, comuta com qualquer eg, tanto nas‘ilgebras pares quan-
to nas Tmpares. Suponhamos agora que ep =€, » OU seja, e, & um dos ge
radores de C", Mo estudar seu produto com g suponhamos que €y = 0 -
~ isto &, e, nao E‘pm dos geradores de eg. Formemos seu produto, e su~

Jonha~se a comutatividade:
€y €g = ©g &,

®8n ®B-1 " %821 S Fpper B2 ®py

€ &y Cpoy o8-8 =g e v €, & e

Para obter-se o produte. £, e =£,. € Qn & preciso que coloaue-
B "B Bo “axB

mos e "dentro" de e de tal maneira que A'> o> As xoe At e fB)

n
e, "pula"  sobre m, = ) e geradores; pela direita, pula sobre
A>a
A<a

n, = g g geradores em eg- Suposto por hipétese que comutem e, e

eg» entao n, =m, mod 2. Assim sendo, se e, comuta com eps eB,.B e(B),
B > a sendo o primeiro Tndjce para o qual ggg = 1s nao comuta com ege
Quer dizer, se escolhermos um egts onde €gy = 1» entdo, e, ndo comu~

tard com egr -

Deste modo, o ohjetod e, que comuta com todos os ey » € que é di-
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ferente da identidade, ndo & um dos geradores.  ; Porque entdo, supo-
nha-se, agora, que ey seja tal que a e (B). Imponha-se a comutativi-
dade e e =€ €, Neste caso, n, = (ma + 1) mod 2. E, em  conse-

gligncia, e, ndo comuta com egs » onde g, =0,

Escolhamos agora ey = ey. Para os grupos pares |N| = 0 mod2
e, sendo um dos geradores, g facil ver que En = By Yoo (M) - 0
que muito se: utiliza nos calculos ‘com a &lgebra de Clifford-Dirac, onde
€ =Y 2@ Y. Y =~7Y Y. Quando Nl 1" mod 2, o mesmo raciocTnio
N 5 5 'y u '8

empregade anteriormente mostra que %N =Eq o Yo ace (N).

Quer dizér, quando a 3lgebra & "Tmpar", todos os geradores co

mutam com o pseudo-escalar ey-

Para elementos e, onde [A| > 1 - elementos com mais de um
gerador - vale o raciocnio exposto, desde que mantidos os geradores que
constituem ey na ordem determinada em (2.3), com o que os geradores ndo

se "cruzam" ao efetuarmos o produto ey ep - Donde o lema. §§

t!

N T Y s n Y 3 = -
3.2, Corokdrio, Seja ey eC, IA] = 0 mod 2. Entdo EAu = guA’

; . k= = - e
ne(heg =€ . ud (). Selal=Tmd2, g =€, uec'(h),

e g =-E s ug ()55

PR g . . - 411 = -~ =
3.3, Conolanio. Seja ey e C, Jal 20 mod 2. Entdo E‘.AB EBA » S€
e somente se (B) < (N+ A). Se [A[-E1mod2, E _=E see somente

AB BA
se (B) (A). §



- 17 -

Se o elemento tem ordem par, ele comutard com todos os objetos formados
pelos geradores que ndo os seus; se o elemento & de ordem Tmpar, e1e%comg_
tard com todos aqueles formados pelos seus proprios geradov:es. 3.3, cuja
demonstragdo & a mesma de 3.2, enumera todos os objetos que con;utam com
" ey e cujo Tndice estd entre 0 e .[A + Nj ‘(para os pares) e entre 0 ‘e

|A] (para os Tmpares). §§

4

. . Au
3.4. Cosidlario. No.produto e = E . = (- -
0. g. No.pro Aeu EAyeA+u EAu {~-1) . f;Au_
A<u
A=l

0 lema 3.1 faz o calculo explicito de CAu . §§

L

3.5. Conoldiie. Na formula do produto e, ep = EAB enes

&
7B
g = (1)
(3.2) b hew
R
u=t A=
Sapc T Easic) T Sas Sac
(3.3)

Sneboc = Saem)c = Fag Fae ¢ 88
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No indicador EA g = EAB 0s Tndices sdo distribuidos em relagdo @ soma.

- Utilizaremos a notag2o EAA = EAZ , devido a (3.3).

3.6. Corokario. (ep eglee = epleg ec). §

(en eg)eg = Spp Caep B0 = Sap S(atB)C SasBeC =

= Eig Fac Fac SmBeC .

ey (eg ec) = ey Bpo egy0 = Bpc Sp(pec) CasBec =

= Eap Fac fac faemec - B

0 produto, assim, se confirma associativo, e ao mesmo tempo temos um bom

exemplo da maleabilidade da notacdc empregada.

IV - COMUTAGRO E ANTICOMUTAGAO EM c": REGRAS DE CONTAGEM

Nosso objetivo agbra e contar os produtos que comutam e 05 que

anticomutam em C". 0s resultados do § 39 podem ser sumarizados em:

4.1. Teokema. Seja 8y € C", seja A o éonjuntodos n tais que & A =
i3

n
= . ] i i = - . Entd =
EAu Seja A o conjunto dos v tais que g\)A gAv ntao %A

= EAB para todo e tal que:
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i) (B)gA,ov
ii) Se ue (B) e ue X, entdo ) ©a = 0 mod 2. §§
'

eA' comuta com todo g cfn'jos geradores estdo em A ou que possui um nil
mero par de geradores em X Este teorema enumera todos os casos de co-
mutatividade para e,. -Considere-se o conjunto (A)N(B). Sera vazio ou
ndo. Se vazio, (B)c (N + A); se ndo vazio, ou (R) N (B} = (A) (o que
implica (A) < (B)), ou (A)NV(B) = (B) = (B) (o que impiica (B) < (A)) »
ou (A) N (B) # (A) ou (B), o que & visto no item 1i1) do teorema.

0 que se segue € a prova de uma bela simetria interna a ¢
dado um elemento genérico ez, B'#0 e #N (para as algebras Tmpares),
este objeto e comutara com exatamente 2™'  outros elementos na base
de C". Um c3lculo direto verifica esta propriedade para C* (os quater-
nions) e para o {a 3lgebra de Dirac); a prova geral baseia-se N0 teore-
ma 4.1, Como consequéncia, o numero de objetos que comutam ou anticomu-
tam com um objeto genérico da base da algebra ndo depende da ordém deste
objeto. Esta propriedade sugere que a base de ¢ & formada por objetos
mais homogéneos do que se esperaria a primeira vista - e como tal homoge-
neidade se refletird ainda no fato de C" ser apenas uma semi-gradada(29),
sugere-se um problema que trataremos no § 99: quais as permutacoes pos-
siveis entre os elementos da base de ¢" que conservam a regra do produ-

"to (3.1)7 Veremos que tais permutacdes existem, e que seu nimero ndo &
trivial ~ o que quer dizer, h& bastantes propriedades algébricas associa-

das 3 base de C", e que independem da ordem dos elementos considerados.



4.2, Teonema. Seja e, e " n=Omd2, AG#O. Entiohs 2™ va-

lores para B tais que Eap = Ega §

Consideremos primeiro |A] = 1 mod 2. Ent3o, nem (A) nem (N+A) s3o o con-
junto vazio., Suponhamos que |A} = a. Entd3o |[N+A] = n-a. Segundo 4.1,
sendo (A+N) = X e (R} =A, a anBlise combinatdria nos permite obter o

‘nimero total de objetos com os quais e, comuta: n? de elementos que co

= 0 [ ay, a2 o !
mutam = Cn-a(c a ¥ c 2t Ca) + cn-a(c at e Ca) + ...
- -l .
n-a~!,.0 ay _ (n-3) J a _ oh-a-l,a _ on-?
+Cg (Cg* e #C0) = {. Zar ' Cpg 127 =2 2% =2
JpT 30

Seja agora |A] = 0 mod 2. Para (A) = ¢ (e, = e ), trivialmente

0 ;00 ny _ oi
Co (CA +C ..t CA) =2
Para (A) # ¢, como acima,

= n- n-a
=C a(Cn_a LIETT e Ca(cn~a .. Cn-a) oo
a n-a g Jj \on-a n-1
. F ca(cA-a toaee F Cn-a) =.(. gr ¢ a)2 S=207. 88
jp s J=0

4.3. Teonema. Seja ey eC’,n=1lmd2, A#0 e #N. Entdohd 2t

objetos da base de " - ou'seja, ha 2"‘! valores para B tais que g

comuta com” e,, ou EAB = EBA' §

Para [A] = 1 mod 2, (N+A) # ou (N+A) = ¢. . Neste Ultimo caso, ey =ey e
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(4 ... +cN) 2"
O(Cg+ k=

(N+A) #°¢ dmplica, do mesmo modo que antes,

n-a
) 0., | 2% =2"
parss §=0

Para A= Omod 2, ou A=0 ou A#0. Nasituacdo nao trivial, como

em 4.2, obtemos:

a

i - . -1
¥ ¢ 2" =2". 55
Jpar 5 3=0
4:4. Conolanio. Entre os 2°" produtos ey eg» se n=0mod 2 ha

2" (N+2) ﬁﬁb’dﬁﬁé‘s“que‘ comutam.§§

4.5. Corolario. Da mesma forma, se n =1 mod 2, ha 2""1 (n+3) produtos

que comutam. §§

V - SUBALGEBRAS QUATERNIONICAS EM C"
Uma outra simetria da base de C" refere-se aos produtos e, e
que anticomutam. Conforme veremos na presente secdo, tais elementos s@o

elementos jsomérfos ao grupo dos quatérnions, quaisquer que sejam A e B.
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Em nossa prova empregaremos a forma normalizada para os elementos de

Clifford, 0 elemento normalizado ) € definido:

rp = /'gAz e
(5.1)
(Y'A)z = 5;2 e, =&,

Provamos em seguida:

5.1, Teorema. Dado§ eps e € ¢® tais que SAB = -gé

A’ T TR Taes ¥

crescidos da identidade e, =T, sdo isomorfos acs quatérnions. §

¢ . E também

[}

2 _ 2 .2
Trivialmente, A =T = pg

TaTBS Y By G2

= £
A S ShB T 5 S G ippy

Eiique B, o2 G s Pois By = gy
Ta s =Y (52 Ha) §p (-8 Bp2) Tap
(5.2) ™A =" 1SAB Exz 852 Tpep

0 mesmo calculo leva a

g(A+B)2 TheB

donde
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(5.3) B Th T T T5ag Ba2 G2 e

(5.4) T Tag = " TEp Bp2 B2 1y

Assim sendo, r , Teo Tg & Tpus constituem os elementos da base de uma

algebra de quaternions. -§§

Podemos concluir com

5.2, 'CéAdRdiio. Qualquer estrutura quaternionica pode ser considerada <o

M0 uma subilgebra ndo-trivial de C", n > 2. §

Isto &, as costumeiras bases quaterniGnicas para tetradas (1, 6, 46) po-
dem ser encaradas como subalgebras de uma aigebra de CTifford'com ordem
mais ampla. Esta propriedade muito simples introduz uma complicagdo nos
formalismos quaternionicos, desde que atraves dela estendemos indefinida-
mente e de modo naturai o nimero de graus de Tiberdade internos que se ob
teém ao definirem-se bases de tetradas para uma multiplicidade espaco-tem-
po (uma outra extensdo natural, vale dizer, & considerar estas mesmas ba-
ses quaternionicas como sendo sub3lgebras de uma 31gebra de Cayley (13)).
A conex3o entre os quatérnions e estruturas mais gerais foi o ponto  de
partida que levou W.K. Clifford a seu trabalho de 1878. Neste trabalho
Clifford demonstra um resuitado muito mais amplo do que 2 simpTes' conti~
nencia de quatérnions em ¢"; ele mostra como as dlgebras de  quatdrnions
se arranjam para dar origem a ", Explanar tal arranjo & nosso objeti-

vo seguinte.
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CONEXRO ENTRE AS ALGEBRAS PARES E AS ALGEBRAS TMPARES

No que se segue, 0 ndice p varia sobre os naturais, 1,

2, ... A conexdo entre as Flgebras pares e Tmpares & muito proxima & co-

nex3o entre os numeros reais e os complexos: pois um objeto pertencente a

uma 3lgebra Tmpar & como que a extensdo complexa da @lgebra par imediata

mente anterior. Com esta propriedade, que demonstraremos logo em segui-

da, reduz-se o estudo das Ilgebras ¢" Fquelas onde n = 0 mod 2, Ne-

cessi

-

tamos da seguinte convengdo: o par ordenado de dlgebras (C, C) & o

conjunto dos objetos {u, v) aue obedecem 3@s seguintes regras de operacdo:

(6.1)

(6.2)

(6.3)

(6.4)

(6.5)

(6.5)

(u+ut, v;v‘) = (u,v) + {u,v') + (g',v) + (u',v?)
a{u,v) = (ou, av)s € K

[a(u»v) } {u',v') = {u,v) [u(u‘,v')]

al (uv) + (u',v') ] = afu,v) + alu',v')

(e#B){u,v) = a(u,v) + B(u,v)"

(usv){u',vt) = (uut+ gw', vu'+uv')

= 2P - 2 )

u, ve C. SeC=C", g= ENN , onde eN e c*PH .. Podemos agora pro
var: ’ '

6.1, Teorema. C*P** 2 (c?P, ¢?P) 5

Como

as propriedades de linearidade e associatividade resultam de (6.1) -~
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(6.6), descreveremos apenas a base de (c*P, ¢*°). Dado um.objeto epet

este objeto estara associado & dois elementos. da base de (Gzp, CZP):
eA ;'i>‘eAs 0) e (0, EAN eA)

Definindo-se ieé, 0) =ep¢ ¢t e (0, Ea SA) = Bpan © c** e con
siderando-se os indicadores £, onde aparece o Tndice N como "defini-
dos em C*PH, {6.6) implica no isomorfismo, desde que os objetos assiniwg

finidos comportam-se come os objetos correspondentes em ¢?P*, 5
Propriedadés- associadas a 6.7 sdo:

6.7, Téohema. Se n = 2p, o centro de " & foe}; sen=2p+1, o

centro de C" & {oe_ + geyl. §§

6.3. Teorema. Se A" & o centro de C", C*P/A%P = %P, e

C2PHLp2PH 2 (2P g

A primeira parte & trivial. A segunda pode ser vista nas seguintes eta-

pas: (i) ep © Sup pertencem ao mesmo coset. Pois ep A =1{+# eps *

* ENRJEN4R }={= eps * &yn }, e do mesmo modo, ey, A={=

B B ot T E e

identidades ep €5 = €p eyo = epp B Z R ONas mod A. §8§

+

ep } . (if) Da mesma forma se-verificam as

Podemos reunir tais resultados em:
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6.4. Teorema. C*P & simples; C***' &-semi-simples. §§

Ainda podemos incluir:

6.5. Dedinicao. ™ 7 a §lgebra'gerad5 por todos os e, |A] =0 mod 2;

" Fo espago vetorial cuja base sio oS eps |Al = 1 mod 2. §§

6.6. Teonema. €™ ¢™ =™ o™ ™y ™ ™™™ =S

Dados ey e ey, €y, Ppossui ordem A+ B} < |A] + |B]. Com maior deta
The, |[A+ B| = |A| + [B] - 2k, onde k & o nimero de geradores em  comum

.entre e e e; (ou seja, k = AN B]). 6§

6.7. Teokema,. C"F = " g

Suponha~se n = 0 mod 2. Entd3o os en‘?p’ pe=1,2,3, e n-1 antico-
mutam e s3o jsomorfos aos geradores de ¢t Suponha-se agora nzl
mod 2. Ent3o os ey M T 1, 2, ..., n-1, tamb@m s3o isomorfos aos ge=-
radores de C"'!, alem dg anticomutarem. Além do mais, seus produtes s@o
sempre de ordem par e independentes linearmente. §§

L Ll LS

Ji que C nunca serd uma subalgebra do'C". O0s

teoremas da presente secido implicam na sequéncia de isomorfismos:
6.8. Teonema. CoPHp%PHt o o2PFIt . 2P g6

VII - PRODUTOS DIRETOS DE ALGEBRAS DE CLIFFORD.
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Para que possamos chegar @ conexao entre as Figebras de quatér-
nions e as de Clifford, conforme o préprio C1ifford expds em seu trabalho
de 1878, & preciso ainda abordarmos os produtos diretos de duas quaisquer

]
" e .- Usaremos aqui amplamente 6.1,

, ,
7.1, Teonema. C2(PHP') . 2P g (2P Geradores de C*(P*P') 30 todos

2p! P

0s eh 8 e'o e iP ey [} e'“ , onde ey € Czp, e'A e C e i & a

unidade imaginiria. §
0 teorema resulta do calcu'c direto. 8§
7.2. Teorima, ¢*(PPP'IF o (ca(p#p’) c2(ptp')) . (%P g (¢2P' (20 .

1 P
= (C"P, %P ) @ C%P' = (%P g 2P L (2PH 5 (P g

- 2(p4p'+1)
7.3. Teonema, C2PFl g 20’41 c2(p+p'+1) . Geradores de ¢

= ' i ' P ol P '
$30 0S (eu & e, 0); (0. eu ge o), (i ey @e w 0), (0, i ey ® el }.88

Podemos agora formar as sub@lgebras usuais de A 8 B:

] ] ]
7.4 Teorema. SHo subdlgebras de c" & ¢", c("eoc" e C"AC". §5

Com os resultados da presente secao definimos objetos de tipo ten
‘sorial dentro de C". Estes objetos ganham importancia no estudo das e-
quagbes para particulas com spin arbitrario, conforme se exemplificard no

§ 159.
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VIII - ALGEBRAS DE CLIFFORD COMO PRODUTOS DIRETOS DE ALGEBRAS DE QUATER-
NIONS

0 primeiro teorema & devido a Weyl. Aqui ele resulta direta-

mente de 7.1. Para a prova original, veja-se (7, 8,'10, 42).

§.1. Teonema. C*P = @ (H)P, onde H = C*. §§

Com maiores detalhes, aplicaremos este teorema no § 120, Aqui
serd expresso apenas o produto direto de quat®rnions em termos das @lge-

P : 2 :
bras quaternidnicas incluidas em C P, Para tanto, fagamos as  seguintes

convengbes:

(.8.1) M = 8 G4y ottt 2 8 s M<HN

(8.2) eﬂ = ey

(8.3) | Dado o gerador s & T euiyy (o gerador imediatamente an-
terior).

No que se segue, |M| = [N| = 0 mod 2.

§.2. Teonema. 0Os objetos e geram uma alge-

o Byt 0 e_liﬂ;’ e[’l_ﬂl"
bra de quat@rnions. §

Como M. tem ordem par, a prova & uma consequencia direta  de
4.1.8%

Chamapdo-se oa algebra definida em 8.2, concluiremos:

p
8.3, Teonema. C*P =11 H' = ()P §§
u=t



-~ 23

0s objetes que pertencem a diferentes Hu comutam entre si. Para

as algebras Tmpares,
. 2p+1 ) P p P P
§.4. Teonema. CP¥ = (o(H)?, &(W)P) = (I H, T H). §
u:l u:l

Com o que concluimos o astudo e review das propriedades de "
quando vista em fungdo do grupo que podemos construir com os elementos de

sua base. Nossa proxima etapa serd o estudo das transformagGes lineares

internas a C".
IX - PROPRIEDADES ALGEBRICAS E OPERAGUES éoéRE VETORES DE CLIFFORD

9.1, Deginicao. u = uh ey (onde usamos a convengdo somatdria de Einstein)
& um vetor de Clifford. §§

.Da mesma forma que os élementos da base de ¢" s3o classes de e-
quivaléncia de palavras de um grupo 1ivre modulo certas equagdes de res-
trigdo (conforme‘foi visto em seguida a 2.1), também podemos caracteri-
zar os vetores de Clifford com& sendo classes de equivaléncia de combina-
¢oes Tineares de palavras pertepcentes a um semigrupo livre sobre o alfa-
beto { e, } , modulo um certo ideal definivel entre tais combinagdes 1i-
neares. Partindo desta idéfa, Chevalley (13) construiu as algebras de
Clifford sobre a 2lgebra tensorial associada ao modulo vetorial. Se d e

v forem vetores de Clifford, seu produto uv tem express2o, na base e

9.1) uv =7 Exp uA vB‘eA+B, 0 somatGri? ggpqo tomado primeiro so

bre todos os valores de A e B que iguaiam A+B, e depoisso
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bre todos os valores de A+B. ‘Quer dizer, agrupamos primeira-

mente os coeficientes do elemento e © depois somamos sobre
f

todos os ep.p 0s coeficientes dos vetores da base sa0

. -4 uA vB. A partir daqui assim abreviaremos, quando
MB fixo AB

nao houver dividas, estas somas, ExcecOes a regra serao  sem-

rpre elucidadas.

9.2. Teonema. C" admite como gradagio nio trivial apenas a gradagao so-
Z ..
bre Z §

Suponha-se C" gradada. Entdo, ja que €y 8, = € »

deg (A + 0) = deg (A) + deg (0) = deg (A)

onde a primeira igualdade decorre da hipotese de gradacdo. Logo, deg(0)=0.

s 2
Seja agora eps como ey = * e

it
<

deg {A'+B) = deg (A) + deg (A) = deg (0)

Esta equacdo apresenta, além da solugdo trivial deg (A) =0, a solugao

deg (A) £ 0, 1 mod 2. De modo que ¢" & _52 - gradada. §§

¢" & considerada, de um modo geral no presente trabalho, - como
uma @lgebra sobre um anel K com unidade e sem divisotes de zero, e in- |
cluindo o corpo dos complexos como uma subestrutura, Para casos particu-

Tares, no entanto, os escalares deverao ser convenientemente ajustados.
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9.3. Definicao. O automorfismo principal de ¢" & dado pelo mapeamento:

~ U= uA € H—>u= uA éA s onde EA = (-1)M|eA. 0 antiautomorfismo

*
principal de " & dado por t:u-= uP e, —> uf = (uA) €y, onde * in

/
dica a conjugacdo complexa (ou operagdo equivalente) na componente uA«, e

e: = EAZ eA.. A conjugacio complexa & dada por *; y = uh epb>u =

* .
= (uA) ey - A transposicio € dada por T: u = ub ey > = P eX,og

de e; = (-])k e;, sendo k = IA! - XU ¢ §§
a e{A)

" Hk x
9.4. Teonema, (i) u ==yt =y oy,

1

) @7 =) @F = @h.

(i) vt =Tt

(iv) (u v)T =y u

v) @V =uv. §

(1) e (i1) s3o triviais. (i11) decorre . da 'sequéncia de igualdades -

()“wvﬁﬂef“ﬁmfeﬂ RS e
uvly = R ) = rs ERes =

* * * *

. s RNt
= %Rs BRr Frs sk GRes TV VT B B B epue o

RS S(R#5)? CReS =

% ® *
R

*
_ s R s oy
UV Epdss(epeg) = Ut v (B ep B o) =V u
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{iv) decorre de (ii1) e da definigao de T. Observemos quet e T $30
construidos de tal modo que, ao se construirem as representagaéé para @
@lgebra, a tais operagbes corresponderdo, respectivamente, a conjugacao

hermitiana e a transposicdo de matrizes. Para uma algebra de Clifford,

como decorre de 9.3, a conjugagdo hermitiana € mais fundamental que a
transposiéﬁo. Importante decorréncia destas definicles serd a ambiguida

de de sinal dos espinores (conforme se verd em 10.8 e 12.1). §§

9:5:‘025£n&g§o. u 2 um vetor de Clifford regular se e somente se existir

e ¢ tal queuws™ =utu = e §§

um u

Elementos regulares de ¢" 530 todos aqueles invertiveis. Um e-
xemplo, os vetores x = e e, eseus produtos, desde que tais vetores
ndo sejam isotrdpicos (i. e., ndo 'tenham norma nula). Para sugerir-se,no
entanto, que a classe dos elementos regulares de C' ndo & t3o trivial, o

proximo teorema & bastante elicidativo:

9.6. Teonema. Se os escalares de C" sio tomados sobre R {0 corpo dos

reais), entao existem elementos regulares em ¢, §

se u=uf eps Suponhamos que haja um u™' = (u'x)R ep.  Entdo,

-I_R:"IS -
(9.2) ue o= out(u ) ERS epis = €

W W’ B =0  RES
(9.3)
R g =1 npp T e g 0, RES
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- -1 -1 . sane <
Primeiro, note-se que, de fato, uu = u "u. Depois, consideremos o sis

tema (9.3), nas incognitas (u'I)R. E um sistema inom&géneo, e possui 2"
equagbes. No caso geral, sua solugdo € ndo trivial. As equagdes homogé-
neas podem ser consideradas hiperplanos pela origem num espagco eucliideano
a 2" dimensGes, e (no caso geral), dois a dois destes hiperplanos  poden
ser escoThi&os diferentes ou sem que qualquer um deles seja combinagdo 1i
near de alguns dos outros. A equacdo inomogenea € um hiperplano que n3o
contem a origem; em geral, sua normal pode ser escolhida de modo a que
nao seja paralela @ normal de nenhum dos outros hiperplanos. De modo due
sempre poderemos construir sistemas do tipo de (9.3) para que o sistema
tenha solugdo; isto €, sempre poderemos construi} vetores de Clifford re-
gulares, quando os escalares forem tomados em R . Definindo-se

A = det (as’ R+S)

(9.4) ?
35 pag = U ERS (sem soma)
e AR = menor associado ao elemento uR er (sem soma), em A
-1,R R AR
(9.5) (u )" = (1) e

onde o Tndice R se toma como sendo 0 correspondente niimero bindrio (con

forme (2.4)). §§

A generalizacio seguinte de 9.6 & espontinea:
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9.7. Teorema. Se os escalares de C" sdo tomados no anel com unidade K,

onde seus elementos podem ser escritos uA = AA1ai, e onde o produtos dos

oy € dado pela regra o a = C k s entio ¢" possui elementos regu~

Tares, desde que oS AA

k . s
e oS Cij sejam reais. §

Pois notemos que a primeira equagdo de (9.3) pode ser escrita

- . o1 Ri Y K
UR(u I)S ‘ERS =7LR1 (A )SJ o4 o ERS = ERSA 1 (A I)SJ C\'j o = 0

Donde, gRS (A )sJ C =0

Da mesma forma, a segunda equagdo se torna em

. R
AR1 (2 )SJ cijo

i
—

s

ARE(ahHSd Cy"=0,  m#o

onde Cijo & o coeficiente da unidade o de K no produto a; &g Che
gamos 3 mesma situagao que om 9.6; o que difere, no entanto, & a dimensao

do espago onde construiremos nossos hiperplanos. §§

9.8, Degini¢do. O modulo da unidade [ju]l & uma fungdo f: " — BT U0}
tal que

(i Hull =0, utoe , ae

fo=



- 29 .

(). eIl =1

(ii1) [lae l] = (0)f [leyl]= (o). §

Para oe R ‘podedos éscothet (o)f = |afs. para .o e, (a)f =,f(u*a)1/2,

como de habito. .

9.9. Deginicdo. O produto escalar (u, v) & definido por:
M w, v = (et
(11) (o + 8)f = (e)f + (B). §§
9.10. Teorema. (i) Se @€l e, (a)f =o  entdo
Ay, B
s = ! 8
(us v) = () (V) 80
(i1} (eA, eB) = 6A5’ qualquer que seja f.
(iii) (eu é\)’ ep eo-) = (eus e‘p)(e\)" eg)' §§
9,10 mostra como e natural a definicao proposta para o produto escalar

em C". Em especial, note-se como (ii) e (ii1) possuem regras correspon-

dentes: na algebra dos polivetores.

9.11. ‘Definicdo. A norma fu| de u & dada por [u] = (u, u)”2 . §§
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9.12. Teorema., O conjunto ¢ dos elementos u ndo siﬁgulares de C"

€ um grupo multiplicativo. §

Para tanto, os u n3o singulares devem satisfazer aos axiomas
de.grupo: (i) associatividade - que decorre da associatividade do produ-
to em €"; (ii) existéneia da unidade - que & e,s e (ifi) existéncia
do inverso - que para wvec' & v uT

Observe-se que embora u e v possam pertencer a é"; sua com
binagdo linear ou +Bv ndo pertence, necessariamente, a c'; isto &,

® ndo & uma 31gebra.

Para n = 1.mod 2 definamos tgs ENZ ey (sem soma em N).

Entdo E.= 1 (e, +e) e E_= 1 (e, = €) sdo idempotentes que se anu-
2 2

lam mutuamente, ( E,)* = Es E, Ep=0.

9,13, Teéondma. Para n = 1mod 2, u= u +tu onde wu, pertence ao

ideal gerado por E, . §

]

Trivialmente, v =u e, = u(E+ + E_) u+ +u_. §§

" 9.14. Teonema.. Se I, sao os ideais gerados por E,, dimI, = 2",

et =1 BI_.§
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X - AUTOMORFISMOS LINEARES EM ¢"

Estudaremos aqui os automorfismos lineares internos a C", e que
mapeiam a base ep " numa outra base EA obedecendo 3 regra do produ-
to 2.4, Nosso objetivo na presente segdo € chegarmos'a representagio ma-
tm: cial de tais automorfismos e @ demonstragao de um teorema que genera-
1iza o chamado "teorema fundamental de Pauli® (28, 48) para as matrizes

de Dirac.

10.1. Definicao. Para todo ue " (o que implica na existéncia de u"l\,

’

definimos V = (L, = wu™. §§

10.2. Teonema. (i) (av + Bw)L, = oV + g, a,Bek.

10.3. Teorema. A matriz (LuAB) descreve Lu‘ §

Como C" & fechada em relagdo 3 multiplicacdo, ik, € c", para todo v.
Tomemos entdo (eA)Lu = 'éA = ep LRA (pelo motivo anterior). Desenvolven-

(REAES ) uR(u'l)S

— -l .
-do e, = ueyu concluimos que -
AR uA RS fixo

Eoa Brs as &6

10.4. Teorema. (i) (v.w) = (V,u); (i1) Lu mapeia n = (nAB)’ N EAZ
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&€ mn,. =0 A#B sobresi msm. §
AR T

V= (i, = vA(eA)Lu =P EA .

Enf:é'o (V.w) = A wR(é'A, &) = VAR GAB ++33 que o preduto EA & €opre
servado pelo automorfismo Ly Damesma forma, nyy = HE'A &l =

YRS R ,§ :
= lIeR eg Ly LuB” = Mg bya Lyp = Mage Quer dizer, Lyeteldm ,

ande 0 (n) € o grupo que mantem invariante a forma Mg e uB . §§

Mostramos em seguida que nao vale a igualdade.

10.5. Teonda, L <D (n) .§

A prova se faz por ciZlculo direto. 'e'A 'e"B = gAB EA+B . Entdo

VoegtRiectS < 7 ¢ LR+$ en. < (onde escremos LR, por LR ., e
R-AS "B *© ag “A+B SRS A POT L upo
R,S R+S

colocamos o Tndice de soma R + S por convenigncia). Entdo,

R+S
R .S _
I T BglalUgeps= I Eplug eps
RES R,S ReS
R+S fixo
R#S
(10.1) st s LRy 155 = Se b

R+S fixo
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Vamos estudar esta equagao.

i) Caso R=S,A = B. (10.7) se torna:

(10.2) I s La a = maa % = "aa
R,S

pa unicidade do elemento neutro multiplicativo num anel, concluimos que

L° = 1. Do mesmo modo, LrO =0, r#o0.

ii) Caso R=5, A #.B. (10.1) da:

R (S _ o}
T ompsLal’s = Eap b s
R,S
Escolha-se A, B tais que EAB = - EBA . (A+ B entdo percorre todos oS
Tndices, menos Of.. Entdo,
R (S _ [¢]
I ops b Al =%l aem
R,S
(10.3) _
R |§ _¢§& o
I onps L La = "aa b aee

R,S

i
A segunda equagao pode ser trans formada:
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S 4R __ o
I mps Calig=- g Lpg» v

¥

R ¢S _ _ 0
I ompgs Lallg =8, L
R,S

0 que, junto com a primeira equagdo de (10.3), implica L°A+B =0, A#£0.

Reunindo numa sG express3o este resultado com (10.2),

(10.4) I onps Ry L5 =g -
s

o que confirma, por calculo expliicito, o teorema 10.4.

iii) Resta a condigdo:

: ro,s r4s .
(10.5) ): ErSLaLb—EabLa-i-b » r,s #0; r#s.
s
r+s fixo’

que também pode ser escrita

N r+s
(10.6) I Ssr bbb a T 5 ban
r,s
r+s fixo .

Simetrizando-se e antissimetrizando-se, obtemos:
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ros _ r+s
D& taly- o b at
r,s = -~
res fixo
(10.7)
Iog U =g U rys A0, r#s.
s I;IS ab
ris fixo
onde £ = l-(g +E ), £ = 1-(5 - &£ ). Casos particulares
ks 2rs sr ks 2 rs sr
' . v
(10.7) sdo:
g LN 15,0
res 1o
r+s fixo
(10.8)
Pog L5, =0, gaque LTS =0.
rs I8
r+s fixo

Dependendo da 3l1gebra, temos ainda:

(10.9) n=0md2 )

de
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P T |
2V
(10.10) n=1md?2
- EN LNa Lrb =0, trivialmente, j@ que
"
v g =0,
Kr
v
N ,r
ENrL ala
4
(10.11) n=1mod 2
£ LrN st =0, nao trivialmente.
v

Esta Gltima condigdo significa que no mapeamento e, > ey

QF s _ oS
T = Il Bs Lylpems= 1 EN L'Neb Crss

Nb rs r,s r+s fixo TS

os termos assimétricos ndo contribuem, o que se compreende, desde que
ENb EN+b mapeia @, sobre a outra metade de dlgebra Tmpar. As condi-

g6e5~(10.5) sdo as restrigdes impostas ao grupc O(n) para que seja manti
da a gradagdo da algebra. Desta forma, a igualdade L = O(n) nao se veri-

fica, restando apenas a inclus@o L < QO(n). §§

0 que resta € saber a posigdo de L em 0(n). 0(n), como sabemos
do estudo do grupo de Lorentz (7, 16), possui quatrc partes. 0 seguinte

teorema, no entanto, nos diz que
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4
10.6. Teonema, L < 0+ (n), isto &, Ly € uma transformagdo propria e

ortocrona. §§

Pelos teoremas 10.8.¢ 12.1  poderemos, no entanto, estudar L de wmodo

a incluir reflexdes. Concluimos a presente secdo com a forma geral ~do

" teorema fundamental de Pauli" (28,48) para as matrizes de Dirac. Este

teorema inclui a reciproca de 10.2 (ii), e d3 a condigio necessiria a
que duas bases’ { e e { EA } devem obedecer para que os produtos
e, ep = EAB e & a5 = ST sejam mantidos. -Para tanto,

faz~-se necessario:

10.7. Lema. Dados u ¢ Cn, Ve c", entdio U=w, We ¢". Da mesma

forma, u=w'v, w'ecC". §.

Pois u = vyw implica em uR ep = vS wP £

P

S+P
<P es+P . Donde u =

= 7 vS W ESP s S+ P fixo. Para resolvermos este sistema para w.p,
S,P° -
e preciso que det (vs ESP), sem soma, nao seja nulo, isto & que v

seja regular. §§

10.8. Teorema. (Forma geral.do Teorema de Pauli). As bases { ey } e

{ EA } s3o conectadas por uma transformagdo de similaridade. §

A prova € feita, primeiro, para n par; a extens3do para n
impar e trivial. Escrevamos EA = U(p) € Y(n) > O Que nos e permitido

para Tlema 10.9. Ent3o

EAZ eo = u(A) ep V(A) U(A) e V(A), ou
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eo = ”(A) ey V(A) gAg "(A) ey V(Ai , donde

uen) S ven) = e o B ) o

l -1

U(A) eA V(A) = V(A) eA U.(A) > ou
Y(m) (A A Y(R) fea) T %A

Valendo para qualquer e, esta Ultima relagdd, entio Yy Yay Aeg
pelo lema 3.1; Ou seja, A* ey = &, donde-A =t 1. Logo,

.1 D = -
”(A) =k ¥V a - Agora, de €y €p EAB €aeg T 8, »

-1 -1 ~1 .
Aag Mg PaU(A) A U(A) UB) B8 ¥ (B) Y(a+B) CA+B B ¥ (mBYT So

. . . . -1
Pelo mesmo raciocinio anterior, concluimos que u (A) "(B) = u'eo s €

- ) i
u (B) u(A+B) = uleo . Donde,
-1
' ApgAnts Uea s Bglasl <%
W Agp Apdg = 1

para todo A, B. Logo, como X Apdpg =21, w'==1, Ouseja, a
A+B A B
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transformagdo mais geral que conecta duas bases em ¢" & definida a .me-

nos de um sinal (cf. § 129). §§

X; - IDEAIS E IDEMPOTENTES EM ("

A estrutura do grupo L € dada pelos teoremas 10.4, 10.5
e 10.6, e pelo 11.29, abaixo. Dois exemplos particulares de  subgrupos
de L, a serem apresentados na pfesente secdo, possuem especial importan
cia para a teoria dos espinores associados a uma algebra de C1ifford:
Estando um deles associado a transformagBés hermitianas positivo-defini-
das, e 0 outro assoqjado a transformagoes unitarias, para bem Tocali-
za-1o0s deseqvo1veqos a teoria destes béjetos cem €, com o que se ob-
tem, como resultado colateral, e de modo "natural”, a teoria das repre-
;entagEes de C" como uma estrutura interna a C" (e ndo como um isomor-

fismo, conforme (13, 17, 18)).

11:1: Déginicdo. Para u eC", (i) se u=u' ,entdo u & hermiti-

ano; (ii) se wh= vfu-= €y entdo u @ unitdrio; se (fif) u = uT,

Touly- e, s U € ortogonal. §§

"

u & simetrico; (iv) se uu

11.2; Teohema, Para K=C, u= P ey g hermitiano se e somente 3¢

WPe R [Alz20,7 md4, e PeiR, [A] 22,3 mod 4. §

A prova € por calculo dirgto. §§

Desenvolvemos agora a teoria dos idempotentes em . A par

tirdela caracterizaremos as classes, espinoriais em uma algebra de Clif-
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ford. 11.3 e 11.4 s3o resultados validos para andis associativos e
com unidade multiplicativasem 11.5 particularizamos para as algebras pa-
res (e em 11.6, para as Tmpares) os resultados anteriores, a fim de ob~
termos a decomposigdo da unidade de C" em termos de idempotentes primi-

tivos,

11.3. Dediniedo. e e A, Auma dlgebra, um idempotente se e somente
se e*=e. Un idempotente & primitivo se ndo hd nenhuma  decomposigdo

e = el + eu, el e" = eIl el = 0’ e,'z = e', euz = en’ el # eII # o_ §§

Com idempotentes primitivos geramos ideais minimais 3 esquer-
da e 3 direita; a 2lgebra se decomp@e numa soma direta destes jdeais.

Em especial note-se a propriedade (cuja demonstragdo se acha em (7)):

11.4, Teohema., Para todo u e A, A uma 8lgebra associativa e com uni-
dade multiplicativa sobre C, e & um jdempotente primitivo se e somente

se eue=xe, Ael. §§
De 11.4 obtemos:

z 2p . N o
11.5, Teorema. Sejam em C 0s objetos (e0 * lfk), fk = €gp Cop 10

p
k=1,2,...p. Entdo os (1/z‘<)kn1 (e, * if,) sdo idempotentes pri-

mitivos em 2P, §

Que sdo idempotentes resulta de cFlculo direto; também-se anu
luam mutuamente. Usando 11.4, provamos por indugdo em p que sdo idem-

potentes primitives. Para p =1, €2P = (2, a dlgebra dos quatrnions.
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0s e, = (1/2)(e° * 1'e2 ei) sdo facilmente vistos como  idempotentes

primitivos, desde que o c3lculo direto nos mostra,

e e, = %" Q. = e + e + e +1i e
+ 98 (qoo qll) 29 qOO o qol 01 q!o 10 qll 1’

e- e
11 10 0l
Suponhamos agora que em cz(p~1) 0s fl, fz, cees fp_1 gerem idempo-

tentes primitivos. Seja e um deles, e seja e = (1/2)(eot ifp); ve=

tores pertencentes a algebra 2P podem ser escritos r=u +v e2p-] +

Wep #EF U, v, t e ¢2(P-1) | Entdo calculemos ee,, ree

Note-se que ee

ps’

P = epi e, pela construcdo de ambos. De modo que

uee

p £"®Cps = B€py UeCp, * e

+ ee +

pt Vepp-1 G8py * BCp, Wep, el

eepi tfp eepi

0 19 termo da: ee,, uee,, e, eue e, =Aree,, AcC, pela hipd-

tese de indugao. E ja que 62p-1 ept = ep; €9p-1 a;sim como eZp epir =

= Vv = - = At
ep; eZp s eept €2p-1 ps ey eve €pu1 Ops | gpi ( e)ep; e2p-1°

Jaque e 0 e Jque €9p-1 e = eyt Do mesmo modo  para

B, =
P P4
os outros termos. De forma que verificamos ser ee_,ree_. =1uee

|24 pE pt *
neg. §§

11.6. Conotirio. Para CP*, os (172)(1/2" T (e in), ®

’ P
& 1/2p H%eo E ifk)) 530 bases -de sidempotentes primitivos pard os
k=

dois ideais bilaterais da dlgebra, gerados respectivamente por(1/2)(eo,e°)
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e (1/2)(e,» =) §

Formemos agora os objetos (A = |L| = 0 mod 2, pela notagdo
de (8.1) - (8.3)).

o 1 .
o2) T3 (& * igy )

) L
ey "z {8 " Ten)
ar1y ¢

F o 1
T I P R

1 Loy 24 e°
i 8 (1) = () G L o(%)
Na G1gebra C2P, definamos agora as entidades:

A - b L
(1.2) eg = eg.m e (2) ** €2 (p)

onde os e}'(k) s@o os (11.1), e os Tndices A, B representam tanto
as seqlléncias superiores quanto as inferiores.
Resulta o teorema:

11.7. Teoxema. Para c2P , eg . para todos os valores de A , e* &

fixo, forma uma base do ideal 3 esquerda I8 . §

Ja que todos os e, , | comutam com os objetos que os antecedem em(11.2),

g facil ver que cada eé pertence ao ideal I . O idempotente gera-
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dor do ideal IB tem a forma eg s para um produto ey eg s conside-

remos as Seguintes hipOteses:

i) ey = ;\I et Ent30 & ficil ver que

L 4 ] ;
B k==+1, %1, jaque ey E(eoi"ex-l-)\') =

i) =€ Entdo, como g = * e“_L el__ s '€ se mapeia no elemen-

[
>
1

to+ e, LA eg = 4 e’.\'*l-. eg s que & um dos (11.2).

]

iii)eA €y1e Entdo como eyr = ke, eM_I; e_l;, & eg =

_ ‘B B
TECur Oy S %8 TPy o

Com isto, e devido ao fato das bases eg "absorverem" no mesmo elemen

to objetos eps B diferentes, vemos que as bases eg s30 em  numero

2P, e que a dim IB = 2P, 8§

11.8. Conolnio. Para ¢P*1, 1, < (1, £15) 215 CC%P, 5o os ideas

gerados pelos idempotentes da 3lgebra Tmpar. §§

11.9. Coroldnio. Os ideais T direita 15 em C?P sdo gerados tambam
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pelos e'g » € possuem base eg , para todo A ; em C"ﬁp*1 , S30 Seus ge-

B B
radores o0s (eg » = eg), com a base (eﬁ s teg). §§

11,10, Conobnio. 1" = (IB)T, para n=2pe 2p+1. 8

Com os resultados pr‘ecec}entes podemos construir, de modo natu-
ral, a teoria das représentag'o’es para as algebras de Clifford. Costu~
ma-se definir "representacdo" de uma dlgebra A atrévés de um homeomor
fismo {que se torna em jsomorfismo no caso das dlgebras simples) dado
por p: A ~» M onde M, sao as matrizes de ordem n (matrizes quadra-
das n >‘<n). No entanto, um resultado de Wedderburn (59, 7) permite-nos
incluir dentro da estrutura de-uma algebra simp1és a §ua representacdo.
Para as algebras simples de Clifford, este resultado se particulariza

ens

11.11. Definicdo, Chamamos representacdio de um elemento U € ¢*P a
. _ A A A B
matriz v = (uB), onde Ug =€, uep, sdo as componentes de uem re

Tacdo a base eg dos ideais Iz e IA da algebra. §§

2j + 1
]

11.12, Deginiedo. Chamamos representacdo de u = (p, q) e C a0

objeto v = ((pg), (qg)), onde as matrizes (p'é), (qé) representam p e
q. §§ '

Desta forma obtivemos um isomorfismo natural entre ¢?P e

Mp(l(_) (o anel das matrizes com termos pertencentes a K), e um outro en-
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tre CPF e (n (), M (K)).

Podemos comprovar este isomorfismo verificando-o para os concej
~ tos de hermiticidade, transpos%gio e outros, definidos exclusivamente

dentro de C". Ou seja,

11,13, Teonema. Para’ Czp s U= u+ se e somenhte se v = v+; uu+ =@

se e somente se  wvi = I (onde 1 & a matriz identidade p X p)s u =

=‘uT se'e somente se v = vT; uuT =&, see somnte se va =1

ws

u e c® se e somente se v for regular. §§

11.14. Teorema. pgra (25 + ', dados p, q hermitianos ¢ €29, (p, q)f=

= {p, (-qu), k = jmod 2. §§

Com 11,14 precisamos o sentido do duplo singl (%) em 11.9. e em
11.10. é claro que a multiplicacdo ﬁor i poderia, convenientemente,
uniformizar os resultados de 11.14, deixando (r.q) sempre  hermitiano,

para qualquer valor do Tndice j.

17,15, Teorema. Para” ue C*F, o' ¢ 2P, 5

Pois a matriz e’ sV = (ug), € uma matriz regular. §

11.16, Teonema. Para u = (v, w), vowe CP, e ®P* _§
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E facil ver que (v, W) pode ser representado por um "extensdo comple-~
%" das matrizes de Mp(g_), ou seja, por uma‘ matriz (vg'+ ewg), © ‘onde
e =£.1, £ =1.;"' quando pP=0 md2 e E= -~ Quanido pEl
mod 2, HNo .ane] K suposto comutativo, desde que (lez)z + (w'g)2 F 0

ALk A oL T )
g+ ilewg o inverso de (vg - ik ew"é)/((v‘,;)z + (wg)z), onde o ex-

poente k = p-1 mod 2. De modo que podemos calcular o inverso da matriz

assim associada a u, e definir oY, 88

Com esta sucesso de teoremas pode-se agora dizer algo sobre a
estrutura do grupo L das transformagoes que em ¢t preservam 0 produ-
to dos elementos da algebra, Notemos q‘ue, come ocorre a toda transforma
¢do de s:imﬂaridade, g e q' induzem o mesmo Lq se e somente se ' q=
Ag', A e K e ndo nulo. Isto ~rI—o_s:—e——xng?a fixagdo de um parametro asso-
ciado a q; seu mddulo ou, mais convenientemente, det(q‘é). Colocando-se

unit@rio este determinante, obtemos de imediiato:

seja, L @ isomorfo ao grupo das matrizes sobre K de ordem Zk e com

determinante unitZrio. §§

Para estendermos este resultado 3s Glgebras Tmpares, exige-se que eluci-
- s+ - s 2 B
demos a relagdc entre os elementos inversiveis p, q eC k ) e

(ps q) € ¢+ e inversTvel. 0 que nos & dado pelo

11.18. Téosidma, u = (p, q) € ck*+1iog inversivel se e somente se ao
menos um dos- dois, p ou q, o for. Supomos K um anel com a estrutura

do teorema 9.7. § .
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Suponhamos que u = (p, q) seja inversvel. Entdo ha u™' =

= (r, s) em sz H

tal que w™ = (p, q) (r,.s) = (e, , 0). Expandindo
esta multiplicagdo e igualando os ;termos correspondentes no primeiro e

no segundo membro, obtemos as seguintes equagdes:

B

ZpAnABrB+£2qAnABs=1 (A = B)

A,B A,B

)) pA EAB rB + 52 qA EAB SB =0 (A # B, A+B fixo)
A,B A,B

(11.3)

1ot ng 4 1 o° Npg a0 (A = B)

A,B. ’ A,B

A Exp SN Exp ®oo (A # B, A+B fixo)
4,8 A.B

Trata-se de. um sistema linear como o de 9.6 e 9.7, e tamb8m inomogd-
—— - s ~ 2k

neo, nas variaveis rA, sA, com Tndices A que.viode 0a 2", Con-

sideremos primeiro o caso em que os. iumeros pA, qA sdo reais. 0 deter

minante do sistema &:

q .
A= = a2+ 2Xw)z 50
A p gl 2
a %

A e A determinantes que berm-item a inversdo de p e q.
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0 determinante, por forca dos quadrados, & positivo semi~-definido. Sera
nulo apenas quando suas duas parcelas forem simult3neamente nulas. Quan
do ao menos uma parcela for diferente’de zero, este determinante € ndo

nulo. "~ A éxtensdo para K um anel com a estrutura de 9.7 & a mesma que
13 se faz. §§ .

Para estendermos 11.17 ainda se faz necessario:

17.19, Deginicdo. Dois objetos p, ¢ pertencentes a uma 3lgebra sdo co
lineares se p =iq, A #0, A e K. Acolinearidade & uma relagio de

equivaléncia na 31gebra. §§

11.20. Teorema. Para CP *7', a menos do sinal de 10.8, L =(SL(K, 2P),

m(K, 2P)) ® (m(K, 2P), SL(K, 2P)), onde m(K, 2P) & o quociente  do

anel das matrizes de ordem 2P sobre K .pela relagdo de colinearidade.§§

Hote-se, obviamente, que SL(K, Zp) C m(K, Zp). Com os résu]tados que
e seguem, e que conciluem a presente secao, estengemos para as 3algebras
ds Clifford (e tamb&m para quaisquer dlgebras que satisfagam ao teorema
ce Wedderburn), os conceitos de . "auto-vetores" e "auto-valores”. Con-
‘sideraremos K um anel que inclua o corpo dos complexos, e construido
de tal forma que as nogbes de "conugagdo complexa” ne]e: tenha s:ser!tido.
Comecamos com a “diagonalizagdo” de um vetor u hennjtiar)oé

-r

11.21. Teonema, Para CP, se u=u', entio hawm ve P, unitd-

rio, tal que vyt = ) ulA) e'z s ulA) reais. §
A
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Pois a matriz v possui uma forma diagonal com elementos reais. §§

Com a. ajuda de um raciocinio idéntico ao de 11.16, concluimos tambem que

11:22. Téonema. ParaC® ¥ se.u = {v, w) @ hermitiano, entio ha um
1 - : .
rec?®Pt, unitario, tal que rurt = ) u(Ai)(eﬁ ,teA). §§
A )

11.23. Corofanio. Para C", se u & hermitiano, entio u = § u(A)fﬁ ,
A

fﬁ- um idempotente primitivo. §

Pois fﬁ = vt eg v. E facil ver que a unidade neles se decompGe de ma~

neira isomorfa 3 decomposigdo nos ei . §§

11,24. Conoldrnio. Para Cn,v, representacdo de u possui  auto-ve-

tores - ¢ﬁ s representag’a'zo'de fﬁ . §8§

Como conseqlincia, definimos:

11,25, Deginicdo. Se ue C" & diagonalizivel, entdo os fﬁ s3o0 au-
to-vetores de u. §§

E provamos:

11.26. Teohema. (i) (qu, fﬁ)

n
——
=
3
N
=
P
-
>
<
n
=3
=
=
=
.

(i1) (ufps )

n
—_
%S
=

-
PN
> 2
wn
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(1) sai de ufy = uAeh, e ce BT £ =1, (41)  resulta e

(uth o £ = 1T Al = AT e = o oF . s

11.27. Deginicdo. u, hermitiano e €%, & estritamente positivo, se e so
mente se todos os  u‘® em 11.21 forem > 0. §§

71_.»28? Tzwa_._ Todo objeto hermitiano estritamente positivo em ¢" pode

u

ser escirito na forma e¥, onde ue " @ hermitiano. §

Para v, representagdo de u, tal acontece (12). De modo que con-

clui-se o teorema. §§

11.29. Teorema. Se te .C7 & inversivel, entfo t =sp, s unitdrio e

p hermitiano e estritamente positivo. Esta decomposicdo € Unica. §

t @ regular. Entdo- tf- t @ positivo-definido e hermitiano. Pois, para
um idempotente fﬁ (tfe fﬁ, fﬁ) = (t ot f,’i) >0. Se fﬁ for  au-
to-vetor de t+ t, em consequéncia de 11.26 e da regularidade de ¢,
(t'r t fA, fﬁ) =t 5 0. HZ entdo un p =y p(A) fA, tal que p2= th ¢
(basta escolhermos p(A) = 4 /t(A) ). p possui um inverso p'! .+ Faga
ms s = tp”', Entdo s’ = ™) tt, sts= (p"f")?‘ ¢ tp =

= (p'l)* p2 p™t = e . Logo, s & unitario, e t = sp. Suponhamos ago

raque t=5 p =s p .- Coloquemos s =s's ;s & unitdrio.
1 1 2 2 3 2 1 ‘3
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Logo, pg = p: » Mas_como p = e

sep = e?, da igualdade dos qua-
drados decorre a igualdade de u1 e u2 s, € a igualdade de p! e p2 .

Donde S, = e, e donde a unicidade. §§

11.%. Conolario. Se t e C" & inversivel, entdo t = ps, p hermitiano

‘estritamente positivo e s unit3rio. §§

_Com 11.30 concluimos o estudo das estruturas Figebricas inter
nas a uma dlgebra de Clifford, associadas aos idempotentes da  &lgebra.

~

Podemos -agora passar 3 teoria dos espinores associados 3 3lgebra.

XII - ESPINORES

Para a conceituagdo classica, espinores sfo vetores pertencen-
tes ao espago da representacdo da dlgebra de Clifford correspondente .
Assim, como a algebra de Pauli & representada num espaco vetorial de

duas dimensdes, os espinores de Pauli serdo vetores a duas componentes ;

+ como a algebra’ de Dirac possui representagio num espago quadridimensio-

nal, os espinores de Dirac serdao objetos a quatro componentes. Este con
ceito classico de espinores, largamente explorado (4, 6, 12, 13, 16, 18,
19, 28, 42, 45), possui algumas desvantagens. Primeiro, os espim.:ares -
- por pertencerem a um espacjo vetorial - surgem como objetos - "exterio-
res" 3 algebra, que neles age "exter'iormen"te", ja& que a @algebra s3o os
operadores do espago dos espinores. Depois, ao se recorrer a uma repre-

sentacdo da algebra, surge a dlvida sobre algumas operacdes que se forem
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eventualmente definindo, independem realmente da representagdo (as pro-
vas de independéncia podem mesmo ser muito enfadonhas). O projeto' que
se épresenta, em conseqiéncia, & a inclusdo’ dos espinores 3 3lgebra de

" Clifford correspondente.

A idéia mais antiga € de Sauter (50, 51). Riesz retomou=-3 ‘
{47), g Teitler (54, 55, 56, 57) Aparentemente sem conhecimento do tra
balho de Tei t]er, Cercignani - quase a0 mesmo tempo - propoe ( w ) que
se representem "espinores por tensores”, e obtém, por uma caleuleira bru
ta, 0s mesmos resultados que aquele autor havia obtido num elegante for-
malismo compacto. E ainda ac mesmo tempo, Hestenes, num livro (32) e um
artigos, utiliza a definigio que Riesz oferece para os espinores (32, 34;
35, 36, 37), algumas vezes modificando-a um pouco (Hestenes trabalha com
a 3lgebra de Dirac sobre os reais; como um espinor de Dirac, pertencen-
do a um espago com escalares complexos, precisa de oito numeros re;ai‘s P2
ra a sua defini¢do, Hestenes utiliza (33) ur;w espinor-que € a soma de
dois espinores de Riesz)., A jdéia nuclear a todos gsses 'autores & muito
. simples; nbs a enconéramos, explicita, em Sauter e em Cercignani: os ve-
. tores do espaco das representagfes s3o isomorfos-a matrizes que operam
neste espago e que possuem uma coluna preenchida e todas as outras nu-
las. Ora, o produto de uma matriz qualquer pela matriz que & toda nula
a ndo ser por uma unidadé’em qualquer posi¢do na diagor.ial resultar? {con
forme o produto seja um’ g_qg_gpmduto- ou um posproduto), numa matriz com
apénas uma coluna ou apenés uma Tinha pree_nchida. A matriz 'nu'la a ndo
ser pelo 1 na diagonal & um projetor-e fambém um idempotente. Para
qualquer 3lgebra matrial, & facil ver como tais idempotentés s3o primi-

tivos. Os espinores nesta 3algebra, em conseqiiéncia, definir-se-3o .como
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elementos de um ideal minimal, & éSquerda ou & diréita, gerado pelo idem
potente em causa. H3 tantos ideais rm‘l;ima'is quanto fore;n os idempoten-
tes, ou seja, ha n “ideais se a mtriz for'de ordem n. Como transfor-
mag6e§ de similaridade ndo destroem a {démpoténcia do objeto, o niimero
total de classes espinoriais (no ~sentido de Riesz e Teitier) associadas
a um dad.a dlgebra de Clifford &, potencialmente, infinito, e com a car-
dinalidade do continuum, se definirmos "espinor" como sendo um objeto

pertencente' a qualquer ideal minimal da algebra.

. Com esta definigdo haverd espinores que n3o mais se mébeiam em
colunas ou linhas das matrizes, mas uma transformacdo de . similaridade
sempre éoderﬁ Jevi-los a tal forma, O approach de Riesz, Sauter e
Teitler (que abreviamos para approach RST) oferece uma infinita diversi~
_ dade de tipos de espinores @ nossa escolha, e mesmo, para cada  idempo-
tente da #lgebra, todos os outross idempotentes que, dquele primeiro so-
mados , constituirdo a identidade da 3lgebra. Cada um dos ideais mini-
mais @ invariante em rglag'a'o 3s fransfomagﬁes Tineares que, nos espino-~
res obtidos via uma :representag?a'o, ;napeiam uns espinores nos outros; a
transformagao que 'le(ra de uma classe espinorial 3 outra, contudo, ati-
£3a-0s_ num ideé'l inteiramente diferente - ou num dos %deais da mesma de
composigdo da unidade, ou num ideal que n3o pertence a esta decomposi~
¢io. Assim, integramos na estrutura da algebra os espinores; n’a'o"mais

-

objetos “externos" & 3lgebra, e nao mais "dependentés" de uma particular
representagio -de ’r‘ato ou ficticiamente. Ganha-se, em conseqUéncis, umd
variedade problematica ~ mas como as equagoes de ondas s3o invariantes
frente a transformacoes de s1mﬂar1dade nos operadores de D1rac, suge=

re-se de pronto que a solugdo de tal dificuldade eudefimr-se um espago
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espinorial quociente, cujos objetos podem ser precisades a menos de uma

transformagdo de. similaridade.

No tratamento classico dos espinores, desenvolvido por Cartan,
Weyl e Chevalley (e que abreviaremos CWC), surge uma ambiguidade de $i
nal na defini¢3o dos objetos, que s3o precisados a menos ambiguidade. §_e_
r3 que tal ambiguidade de sinal se "reproduz 'tani;Em nos espinores-RST? Pa

ra respondermos a tal pergunta, toma-se necessirio o abaixo

12.1. Teorema Dadas duas bases geradoras para uma algebra de Clifford

¢y {eu} e {EH} ambas obedecendo 3 condigio de anticomutagdo ey +

- - i - . = : 5 2=
el Tee, teg: 28,y €5 ha uma transformagdo de similaridade, d

finida a menos de um sinal, que ‘conecta uma base geradora 3 outra. §

A prova & feita para n par, estendendo-se depois o resultado para dlge
bras Tmpares, De acordo com o Tema 10.7, pédemos definire =p(p)e’kq(u).

Assim, a relagio de anticomutagdo para os cbjetos transformados &:

P(u)% () P(v) B S(v) * P(v) ®v Hv) Plu) & ) = B %o
Suponhamos e N = e'\'f Obtemos, apdos uma simplificagdo,
Pu) & ) P(u) & %) = %
de onde se conclui

1 wl -t
P & ) = Py 80 = ) epP)-



“Aqui deve-se concluir que, eu comuta com

- 85 =

) Py S ) Py =@

Pelo lema 3.1, ja que e, deve comutar com q

{u) p(u)

) Py =R 8> Ak ou ag) =X pg,

ou seja, A = * 1. Repetindo~se o mesmo raciocinio para u # v,

- - -1 R -]
AP & P PO) % P) TRy P(y) & Plv) P S Plu) = O

Donde, simplificando-se xu A, o

- -, - -1
Plu) S P} P(v) S Po) = 7 P) S P9 Plu) S Plw)

ou
T P) Pl % P Py & () PR P iy = e, P Praye,

-
. Com isto obte-
) P

-1 [S— o e - B
mos p(u) p(v) = )‘(u,v)eo’ Notenos agord que, 1evan<{o se acima este ré-

sultado, o escalar A de%aparéce, por simplificacdo, da express@o.

A duplicidade do sinal de A ndo se deixa eliminar assim pela

condigdo de anticomutagdo. De modo que a transformagdo de similaridade®
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dada a menos de sinal. Com o que concluimos o teorema. §§

Qual o motivo desta ambiguidade de sinal? A prova original de
Brauer e Weyl, conforme repetida por Boerner (7, 8), obtém o duplo §i
nal como uma conseqiiéncia do fato de as matrizes c{a' representacio, trans
postas, ainda obedecerem @ anticomutagdo. Ora, tanto a transposigao
quanto a cénjugaq’éo hermitiana. s%o ,antiautomorfismos, conforme 9.3 e
9.4. E um antiautomorfismo destes ndo preserva o produto dado em 2.4 e

estudado. nas segbes 10 e 11. Pois

12.2. Teorema. A conjugagdo hermitiana ndo preserva o produto 2.31. §

Calculemos e'; eg. Por um Tado temos, e'}'\ e"E = (ep -.eA)"' = (éAB ems)‘f.

Por outro lado; ef ef = o Ege Ep Cpup = T Eae Eap EA 582 Ces
EBA ;l_\+8 ." Assim sendo; ‘podemos concluir que (gBA)"' = Egp s de modo

que e'R eg = EBA e’LB , COm 0 que n3o se vé preservado D produto

2.4, §§

12.3. Coroldnio. A transposic3o n3o preserva o produto 2.4, §§

Mas tanto a transposigdo quanto a ¢onjugagao hermitiana preser-
vam as relagdes de anticomutagdo. De modo que assim se explica a apa~
renjce contradicio. entre o-teorema 10,8 (onde o sinal de transformagdo 8
tambem ambTguo, podendo no entanto sér relacionado ao ndice do objeto
que se transforma), e o teorema 12.1, onde & ambiguidade do sinal ndo se

deixa determinar por nenhuma das condigBes impostas. O, teorema 10.8 in
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cluird antiautomorfismos se renunciarmos & condicdo de preservagio- de

2.4, E.com tanto, podemos chegar a:

12,4, Definicdo. 0 espinor RST ¢ & definido pela equagio ¢ = w,fA,

onde fﬁ € um idempotente primitive da dlgebra C". Dois espifiores -y
e ¢ sdo equivalentes modulo L se e somente se houver um q tal que

v=q¢q° escrevemos: = ¢ mod L. §§

12,5, Teoxema, A equival@ncia modulo L & uma relagdo de . equivalen-

cia, §§

Podemos. agora eliminar a multiplicidade .de classes espinoriais

em C", e definir:

12,5, Definicdo. Chamamos ¥ & classe de equivalénciamod L 3@  qual
pertence ¥ . ¥ @ um espinor CWC. §§

Pois agora ha um isomorfismo entre os espinores coms elementos
do espago das representacBes e os espinores definidos dentro da 3lgebra
de Clifford.

Concluiremos a presente secao com o estudo qe‘.duas das  frans<
formagOes que nos permitirdo, logo em seguida, o tratamento geral-de -um
problema apresentado por Teitler em seus trabalhos (56, '57) sobre v 3
pinores de Dirac. Teitler enumera uma seérie de classes espinoriais go-
radas por idempotentes varios dentro da @lgebra C4; a pergunta que se

faz @ - que transformagBes de equivaléncia levam estas classes de  Tei-
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t'ler: umas nas outras? Para respond§-1as deveremos considerar em.de'tthe
duas ‘das transformagles de similaridade analisadas nas se¢ies 10 e 11,
0 teorema 11.2% nos .garante que o produto destas duas classes 'de trans
formagGes ndo geram a totalidade-do grupo L, mas elas s3o suficientenien-

te notaveis para qua as consideremos em detalhe.

A primeira delas @ bastante conhecida, e com ela podemos descre
ver rotagdes nim espago vetorial cuja base s3o os geradores da 3lgebra

(12, 13, 47, 45; 17). Ela & dada pelo mapeamento Lyt

12.6. Teorema, 0 mapeamento Lb : e“k-—> E'u que leva uma base {eu‘}
em outra {_'é'u} obedecendo~se ao produto 2.4, & uma transformagdo uni-
taria quando a rotagdo L, for uma rotagiio propria, e o gerador desta
rotagdo & um objeto combinagdo linear de elementos de ordem 2 (ou seja,

o-gerador € um bivetor).§

0 mapeamento infinit.ésimal de Ly € dado por (e°+ szh)eu (e0 ~ eh)=é’u s
0 <e << 1. Temos que “efu =g te [:hs &, 1. abandonando-se tepmos de

ordem superior. Imponhaésse que .e-u =e, L"u . Entdo h = hA eps on-

de |A] =2, Desta forma, para rotagles que Tevam de objetos reais em
objetos reais, -h & anti-hermitiano, e a rotagao finita eh (ou seja,

a rotagdo associada a h) @ unitdria. Num objeto. & _ , a transforma~

u+v

¢do induzida & Eﬁ"'\) =-§-'EP+€ Lﬁ L% JHEV ep#Fo , de modo que

as (10.5) s3o :respeitadas. §§

A transformagdo dada por 12,6 2 unitdria; a que agora consi-
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deraremos & hermitiana e unitdria. O teorema 11.29 nos garante que nem
mesmo o produto das duas esgota a totalidade das transformaces L. Para
tratarmos esta segund_a classe de transformagbes utili zaremos a expressio
dafia em 8.3 e 8.4 p;xra uma Eigebra de Clifford como um ;;roduto direto

" de Algebras de quatémions, mas com algumas mudancas de notacdo.

Escreveremos:
u fatores )
pﬁ= €E®e8 ...02e@pBcB,...0¢
o =1 1 (sem so
% % “(ma) <
Uu= €8 ..000..B8eBoBc.... 0¢
T €0 .00, 8B8TOEB ... O¢

para os objetos que pertencem 3 algebra H, dada por 8.2. E claro que
€8... 8¢ Eaidentidade da dlgebra, se ¢ for a identidade de uma

&lgebra de quatérnions. Assim sendo, e empregando-se a propriedade:

12.7. Teoxema.' Se identificarmos aos quatérnions p, 0 e 1, ligados
. P - -~ - - -1
por po = it , 05 vetores onitarios X,y e Z do 53 sentao qrg

-~ - - - - ~ 3
onde r = aX +by + ¢z, & um vetor do 3_3), e uma rotagdo no R°. §

A prova € facilmente obtida quando associamos os quatérnions i
matrizes de Pauli, e representamos r’ por uma matriz unitiria de tra-
co nulo (60). §§

- -t

12.8. Teohéma. A permutacdo X, ¥, 2z > X' =2y, ¥ =3, 2' =% @&
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uma rotacdo do R>. §§

Conseglientemente, ha um quatérnion, q (sobre os escalares  re-

ais). que induz essa permutaggo.

Chegamos 3 nossa transformag3o:

. ¥
12. 9. Teorema. O produto direto
-

neou

P
: 9, jnduz uma transformagdo her

mitiana (se os quatErnions % forem reais) e unitiria na dlgebra C°P.§

Em termos da matriz L, tal transformagdo tem uma bela expressdo:

p*
L= ® (E o Ru) » onde Rﬁ g a rotagdo induzida por qu . A her-

miticidade e unitariedade do ijeto sdao imediatas. §§

12,10, Conofario. As permutagdes L e L s, dadas por L
AR LR b il ui nz U1

(2) —> (¥IX), e Luz : (¥¥2) > (Z%¥), associando-se cada um

-~

(p11 G’u 'ru) a (XyZ) sdo transformagdes pertencentes a L e formando um

grupo. §§

Definamos L como sendo a identidade. Assim, em consequéncia,
Ho

p .

12.11.-Conofario,. As transformagdes P = @ L, .i=0,Jou2 sdo
. ’ V n =

as permutagbes da base de C*P. 0s resultados de § 119 nos permitem

definir também uma permutagio P para C°P T 1. §§

Para dar um exemplo concreto, calculemos a trans formagao LX@ L2
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agindo sobre os geradores da 3lgebra de Dirac. Estes sdo (7, 42):

e = p@e ,. e = og@e
e = T@p ,e = 100
Pela ag3o de L1 <] Lz,-obtemos:

€ = g0e=e y € =-r®e=ie2e

o
n

1

08T

"

'aeheze1 ,ek p@p:ieaez
Com as transformacdes P classificaremos os idempotentes de Teitler,
geradores das classes espinoriais dentro de uma algebra de Ciif’ford'. An-

tes, porém, esclarecemos:

12.12. Teorema. As transformagGes dadas por 12.6, 12.9 e 12.11, e

seus produtos, constituem subgrupos de L. §§

Como se v@, a estrutura das transformages lineares dentro de
uma algebra de Clifford & muito rica. Devemos notar que ainda ha uma in
finidade de transformagdes internas a L que n3o se enquadram nas trés

que foram acima consideradas.

XIII - AS CLASSES ESPINORIAIS DE TEITLER

Principiaremos na algebra dos bivetores que comutam dentro de uma
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dlgebra de Clifford par ¢®P. Nesta secdo trataremos apenas de dlgebras
pares. Dados dois bivetores {ou seja, vetores sobre objetos e, com [Al=
= 2), eles comutardo se e somente se os e, comutarem, Uma base de bive
tores que comutam & a colegdo dos objetos f, dados em 11.5 (o fator i
' n'orma'l'iza_ tais objetos). Podemos obter oufras bases fk de bivetores
que comutam atrav@s de uma permutagdo dos geradores da dlgebra CZP, ou
seja, através de um mapeamento Q: e l-——> Eu = ep.(onde, de um  modo
geral, p #u). Este mapeamento & uma rotagdo dos e‘1 ou uma rotacao
seguida de uma reflexdo; assim sendo, Eh uma das transformacoas dadas

12.6. Em resumo:

13.1. Teorema. A classe BP .dos bivetores de C°P que comutam emive
si @ o conjunto dos objetos b = bkfk(k =1, 2, ..., p)}; 0 conjunto das
classes de bivetores mutuamente comutantes & dado pelas - transformagdes
Q:B— B=(B)Q; Q oL < L; as transformagies Q formam-um sub

p
grupo de L. §§

Com ajuda das classes 8P formaremos uma subalgebra comutativa
de ¢*P. Para tanto, definiremos os objetos f = Fif fi...f, A=1i+
. +j +k + ... +p, definido o Tndice A de modo andlogo ao Tndice dado
de (2.1) a (2.4). Consideraremos os objetos f, normalizades, isto &,
fK = 1e2k 8 € f; =e,. Definiremos também os ébjetos 9 =-(“f"k)L1
e h = (1-'k)L2 » onde L1 e L2 s3o as permutagdes dadas em 12,11,
Escrefrendo-se [A] para a ordem de f, » ou seja, o numere da fatores f

distiﬁtos i\ue constituem tal objeto, poderemos enunciar:



- 63 -

13.2. Teorema. A @lgebra dos bivetores comutativos & a 31gebra dos e
subdlgebra de C°P. Ela & dada por:

1

(i) A+A=0= fo 9, = ho =e,

(1) ffg=13f =farp

(111) £, g4 1'A'hA

(iv) f4 95 = 95 f, se e somente [A + B| = [A] + |B]
tag
'fA 9g = (-1 93 fA, Sag = [A + 8] - [|A] - [B].

(v) Para todo e existem .A, B e C TUnicos tais due eA=ngth,

/

os t?és comutando. §§

Com estes objetos podemos representar de modo muito compacto os

espinores. E sB notar que um idempotente primitivo serd dado por
e = (1/2)P A fy onde e® = 1, s 1, A#0. Esey & umespinor

pertencente ao ideal gerado por este idempotente,

(13.1) v=2Pifgl ey
B A

A

Um vetor de Clifford qualquer € dado por u = u e = uAB fA 9g» sendo os

uAB proporcionais aos uA.

0 que & curioso neste formalismo & que ele mostra como os espi-
nores possuem uma estrutura algebrica tdo diversa e tdo peculiar frente

aos demais objetos da @lgebra. Em especial aqueles objetos definidos SO



bre os geradores da dlgebra; um deles, o operador gradiente, ' 3 = euau,
onde 3 = a/axu s de expressdo t3o simples, transforma-se num objeto
bem menos maledvel na algebra dos fk' Da hesma forma, quando escreve-~
mos os espinores no formalismo dos produtos dos geradores, obtemos um ob
5eto igualmente complicado. Mas ainda assim podemos obter varios resul-~
tados relativos @ estrutura das classes espinoriais da 31gebra, jogan-

do~se com um ou outro ‘formalismo.

Teitler, em (56, 57), enumera as classes de idempotentes de uma
Flgebra de Dirac, obtendo assim uma-cl;ssificag&o dos espinores RST para
c*, Es tamos Jj& em condigGes de obter as quinze classes de Teitler a
partir de uma classe fundamental, gracas ds transformagbes do grupo
Peq, .onde P sa3o as permutagGes dadas em 12.11 e Q sd3o aquelas

dadas em 13.1, 0 que se resume na seguinte definigdc e tecrema:

13.3, ‘Definicdo. Dada uma transformagdo QP e P 8 Q, as classes de Tei-
tler sdo geradas pelos idempotentes primitivos (eﬁiQP,os ei dados em
11.5. §§

Os eﬁ constituem a classe -fundamental de espinores em ¢*?. Em espe~
cial,

13.4. Teorema. As classes de Teitler para C* resultam de uma transfor
magio QP. §

» + A prova & explicita, e seu c@lculo se apresenta nas tabelas a-

nexas, onde inclusive indicamos a classificagdo feita por Teitler (56);
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pequenas diferencas resultam do fato da métrica utilizada por aguele ‘au~
tor ser .minkowskiana, enquanto empregamos uma métrica euclidiana. As

tabelas. esclarecem:

"CLASSES ESPINORIAIS EM C*, SEGUNDO TEITLER

PERMUTAGAO DA BASE ' IDE'MPOTENTE PRIMITIVO ‘ASSOCIADO

Qo (e‘ e, e, eu) eo,"le2 e, e e, - e e, e €
, > ' ," < s o4 o
Q |(e, e e e) €, fe & ie 82, e, &, e, 8
Qé‘ (ei e, e, es) € ieu e iea e,s - e e e, e

Quadro 13 ~ 1. Permutégﬁes da base e idempotentes primitivos asso-
ciados. :
- . 0 idempotente fundamental (dado em 1‘1.5) @ o que corresponde 3

As permutacoes QLl e Q, sdo as unicas

permutacao identidade, Q o

outras que geram idempotentes diversos {as demais geram-nos iguaisaos
de uma ou outra classe). A estes objetos aplicamos agora as permuta-

gbes de seus ‘geradores quaternidnicos (ver quadros seguintes).
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CLASSE IDEMPOTENTE - PRODUTO TENS. IDEMPOTENTE ~ EXPLTCITP

E Lo ®- Lo %(e®e+'r®s+s-®.1-+-r®'r) %(eo +'1‘e21 +'1‘en-efmx)
. Lo@Ll‘ -1-(€®€+T®‘€'+.€@p+'l'@p) ’;—(eo-rieu~l-1'em+e3 )
DL ot r%(g-:.f‘a+"tk®s+‘§;®:q-*_:‘t@0) -Z;(eofie“;«hie?“-re“ )
AL 8L -l—(e@e+p®s+e®w+p‘®r) -}i-(eo+e1 +ie“3+ie“l)
JA L! ] gl %(e @e+pBe+c@p+p@p) i{eo te 4 i932l+ ieaz )
AL el .-.f;(e @ec+pBe+ e‘ac‘fp@o) ‘-/:-I(eowte1 i‘i?"”} ie )
B L, 6L, %(e@a+q@.s+e?TfOQT)‘ %(s?'a-ez +ie e
B L2 @L %(a 4 e;{ cBe+eB®p+0odp) %{é; +e + i§321~ ieaz)
B szLz %(é'@a+ase?a@afo'e o) %(f:owz +'1'"e“21~ ie,,)

Quadro 13 - 2,

Permutagoes do idempotente fundamental.

Enumeramos as permutacGes do objeto (eﬁ)Q_. Na primeira coluna

estd a classificacdo de Teitler, na segunda a permutacio P

associada

(ver exemplo apGs 12.11). Na terceira, d‘idempotente como um produto de

quat@rnions; na quarta, o idempotente escrito explicitamente - onde abre

viamos e e e =e
¥ 2 1

B21

s etc.
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D L:®L1

E Ll@L2

DL ol
F4

E LzeL1

Clet,

1 1 : :
DL, 8L, Z(e&si-p@p c®r+rso)-4-(eo+1e32-1eu

1 ] . .
ELG)Lc z—(e@e+p®a-a@p+r®r)z(eo+1euz.+1e‘ -e )

1 1 . .
CiL el -
. X Z(e®e+p®'r c®c+r®p)—4—(eo+1el!+1e“+e?)‘

=L0@L1
=L°@Lz

LOQLO

L, @ L2

L, @ Lo

LO@ L!

Quadro 13 - 3.

Permutaces de segundo idempotente fundamental,

Neste objeto e no seguinte as permutacbes sdo redundantes, ‘ge-

rando trés delas o-mesmo idempotente na classificagdo ‘de Teitler.
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1 _ 1 . L
‘E LO oL, Z(E @e~0Ba+tp@p+TdT) —(eo +‘1e“l + ie e

cl e Ll_ l(e @c-09 T+p®a+ 7T p) l{e - ie +ie + e, )
4 4 .

D L0 oL %(e @e~0cB@p+op gT+T@ o) %{e - e  +1ie + ék )

DL oL, =L 0L

EJL el =L 0L,

CL &L =L el
1 2 ] 1

CLoetL =L, 0L

D}, oL =L 6L

ELetL =L 6L
2 2 o]

Quadro 13 --4. Permutagbes do terceiro idempotente fundamental.

$30 novamente redundantes as permutages. Para mais detalhes,

veja-se o tekto do trabalho.
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As diferencas para o trabalho de Teitler sdo de notagdo e de
um fator i, devido 3 métrica utilizada ;;or aquele autor, Nestas tabelas
encontramos os quinze"idempotentes que podem ser gerados"dﬁravé's de per-
mutagbes convenientes do idempotentes fundamental (cor?'e’spéndente aqQ oM
‘tabeTa 13-1). Cada um destes objetos pertence a uma da:ia decomposig?a’o.da
unidade em'idempotentes - e 0s demais idempotentes se obtém permutando-se
os sinais das parcelas d.'iferentes da identidade nas somas entre parénte-
ses (colunas '3 e 4 nas tabelas 13 - 2, 3 e 4). Na realidade, conforme
resu'ltg da sec¢do 171 do presente‘traball;o, o numero de idempotentes numa
Rldebra de Clifford & infinito; as classes de Teitler, no entanto, pos-
suem a cor)ven1€ncia de nos resumir de modo muito pratico as principais re
presentag?es empregadas em Fisica para o calculo da equagdo de ondas: a
classe QO(L1® L1) corresponde '3 chamada "representacdo standard"; a

classe Qz(LO ® Lo), A representacdio de Weyl, por exemplo (54).

Nosso Gltimo problema serd esclarecer o niimero, em geral, das
classes de Teitler associadas a uma dada @lgebra de Clifford ¢*®,  Ccon-
forme vimos em nosso e)‘_cemp'lo, tanto as permutagfes Q _quanto as P s30
redundantes. As primeiras o s3o porque os idempotentes se formam através
da obtenc¢io de piartigb'es disjuntas do objeto pseudo escalar da  @lgebra,

ey 0 calculo das classes Q &, assim, muito simples:

© 13,5, Teorema. Em c“p, o numero das classes Q de igempo_t.entes “funda~

-

p
Adett = (p'y? 2 Caiy .
-mentais" & dado por Np (p?) 1_I=I1 Cz(P""l) §

Trata-se, de um simples problema combinatorio: dados 2p obje-

- <
tos, quantas classes disjuntas podemos formar com eles, contendo cada
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classe apenas 2 objetos? Dados os 2p, seleciono 2 e me sgbram 2p ~ 2. H3
¢, 2p maneiras diversas de fazer a primeira escolha; continuando, ha C2P 2
formas de se heahzar a 2a. escolha, e assim em diante. A divis3o por p!

se justifica porque cada seqiiencia de pares escolhidos repete-se p! ve-
zes., §§

A multiplicidade das classes P & bem mais complicada. Pelas
tabelas anexas vemos que. enquanto o0s idempotentes associados 3 primeira
classe Q sdo todos diferentes, os associados s outras duas classes se
repetem. ‘Um exame cuidadoso mostra que tal fato ocorre porgue os pro-
prios idempotentes fundamentais s3o constituidos por fatores que podem
uns e outros, resultarem de. permutagdes P agindo sobre si, Por exemplo,
p@c,'fc@per@-r ou p®p, o®0c e THT. Indica-
remos de modo informal como se pode calcular seu numero, desde que a ex-

press3o do proprio & muito compTexa em sua forma explicita.

0s idempotentes (cf. 11.5) pbdem ser expressos como produtos
de bin'dmios; Operando-se os produtos verifica~se que-hd permutagOes p
que "projetam” uma parcela na outra (ou seja, um fator binomial no outro).
Nos fatores binomiais, para uma @lgebra de ordem par,” 0 878 ... TQp
e p@TB®...8%T@®0C, com 'k fatores T os dois, s3c produtos de
dois geradores. Damesma forma p® 1@ ...810pec@®t®...01T8d0.
Para o primeiro caso, as permutagdes Lz 8 Loe vee © L'°® L1 e " as

L 8 'Lo 8 ... & L0 B Li para o segundo projetam um fator sobre o ou~
T .

‘tro. A redunddncia aumenta porque - em relagdo a elementos com esta for-

ma - ha permutagfes P que se equivalem:’ 'Ll ] Lo ® . @ Lo 8 L2 para

o primeirc exemplo, e Lz @ Los v B L0 8 L2 para o segundo. Desta ma-
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neira torna-se possivel enumerar as classes de Teitler para uma algebra

de Clifford qualquer de ordem par.

A extens3o dos (esu1tados da éeqio presente para as 3lgebras

impares se faz de modo espontaneo.

XIV - TRANSFORMACOES ESPINORIALS

Com o presente pagﬁgyafo preparamos a aplicacdo que sera fei-
ta em seguida do presente formalismo 3s equagdes pa%a particulas com spin
qualquer e sem interagdo. Aqui resumiremos na linguagem dos espinores
RST algumas propriedades bem conhecidas para os espinoresCWC. Nosso ins

trumento central serd uma equa¢do de ondas do tipo Dirac,
14.1 + =0
(14.1) (e, 3, +m.¥

(n3o distinguiremos, aqui e no paragrafo seguinte, indices contravarian
tes de Tndices covariantes). A soma pode ser tomada nos u sobre quais-
quer ndices 1, 2, ... n, mas & obvio que o caso con interesse fisico @€

aquele com n = 4; Fagamos a transformagdo L sobre (14.1). Obtemos
-l -1
. =0
(14.2) (qe a8 +mavyaq

-1
onde -q eu q = eA,LAL . Para o caso em que LA = L“, temos uma  rota-
u u

¢do de Lorentz sobre os vetores e 30 caso geral Lé pode.ser visto co

mo uma mudanca de representacdv. Notemos, em especial, para o espinor ¢;
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(14.3) qyq” =qpeq’ =(apq*)aeq™)=p'e', pe=y

A’gquagdo (14.1), no entanto, & ela mesma um espinor RST. Uma transforma
¢io do tipo Y'=gv, g é s v =¢e, onde e & um idempotente
primitivo, & uma transformagdo que ndo altera o ideal ao qual se associa
o espinor ¢ . A transformagio conjugada ¢' = ¢ q ndo altera os espino-

res conjugados ¢ = e y . Em termos da equagao (14.1),
. - -1 ~
(14.4)  ‘ale, 3 +m)y = (qe,q B +m)qy=0

que nada ma}s e do que a transformagdo usual da equagdo de Dirac  quando
realiza uﬁa rotagdo no espago de ‘quatro dimensfes. Para este caso,q = eb,
onde b & um bivetor associado 3 rotagdo L. HNotemos, no entanto, que ne
presente caso 0s eu s3o vetores de base, e ndo apenas as comwponentes de

um Unico quadrivetor.
. .

0 produto de um espinor e de um espinor conjugado & um vetor
pertencente a p". E ficil ver que ele pode sofrer a transformagdo y'¢'=
= q d:¢q+ s para’ q escolhido unitario, ou ¢'¢' =qy d:q'1 s NO Caso ge

ral.

Mas & facil ver que o produto direto ¢ @ Y'de dois espinoe~
ras T direita (ou 3 esquerda)de C", embora seja um espinor RST de ™",
5§g_§ um vetor de C. A prova & simples. A totalidade dos produtos
$ 8 y' formam uma estrutura que ndo € uin grupo- nela sequer- existe uma

identidade, embora hajam identidades 3 esquerda Ou 3 direita (os idempo-
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tentes). Isto suge're entdo que consideremos os bispinores do tipo abai-

%0, definidos:
(14.5) - VoY = (poe)e6e)(e oy

onde & facil ver que ha uma identidade bilateral. E tentador identificar
mos o espago destes objetos com ao menos um subespago de C", des:de que
o numero de componentes cie ¥ ® y' & o mesmo numero das componentes de um
vetor em C". Por meio da teoria das representacbes vemos que a fidenti-
ficacao do espago dos bispinores ¢ 0 ¢' = (-8 e’')(e @e')(e éw‘) a
totalidade de C" & vd3tida, de modo que um bispinor pode ser considerado
um "vetor” em Ch, e desta maneira podemos associar a dois espinores -
~ 0u a um ;aspinor e seu adjunto ~"um vetor em ", se impusermos a um
espinor pe C uma condigio subsididria, podemos reduzir 3 metade o ni
mero de suas componentes. De modo que que o bispinor ¢ 8 Y terd assim
reduzidas as componentes, Para o espaco de quatro dimensdes, con‘ve-
nientemente escolhidos os espinores, ent3o, poderemos construir um bis-
pinor que fébregente um'vetbr X = xu e‘; sobre os 'gerado;e's de C*- o

que & propriedade bastante conhecida de tais'objetos* (16, 40).

¥V - EQUAGUES PARA UMA PARTICULA LIVRE COM SPIN QUALQUER .

A aplicagdo a qt;e nos propomos e bastante espontdnea. Teitler
(54, 55) mostrou que dentro do presente formalismo podemos escrever as
equaces. para o campo escalar e para o campo vetorial - massivo ou  sem
massa - desde que se escolha convenientemente o vetor ¢ sobre o qual a-

plicaremos o operador de Dirac D = (eu au + m). A equagdo que Teitler
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usa & D&.=0. Para ¢ = ¢ e, + ¢u e“l » obtemos as equaghes (onde u =
=1, 2, 3, 4).

(15.1) B4 tmé=0 e 3 ¢ +mp =0

s 2
que se reduzem 3 equagdo de Klein-Gordon (] - m*)}¢ = 0., Para- o cam

. . . 1

o vetorial mass = = - - > on-
p orial massivo, D ¢ =0, coTn [ m Au eu + . F[W] euv on
de e, =g, » HEV e i)™ ™ Flog »

(15.2) % Fluv] = A
(]5.3) a[DF[uV] ]_‘=0
(15.4) 2, A =0

(]5.5) 3p A]J - au Ap = F[LN]

que € o sistema de Proca-Maxwell.’ Recentemente mostramos {24) que com um

operador de Dirac generalizado, D = ((eu (Deo)au +m), e com § = -
1

"Thu\’ eu oe, +EB[“\’]

rial simetrizado, obtemos

ew o ep s onde ® indica o produto tenso-

(15.6) Bhialu = K 3 Mgy = 3
= m2

(]5.7) Ba B[W]p —(m hpu

(15.8) 3. h =0

ooV
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(15.9) ataB[u\)] ]p-'-'- 0

(15.10) Qa B[U\’]p - QPB[UV](X:o

(15.11) aa BEJ\’]O. =0

qué‘nada mais s@o do que as equagbes para uma particula livre e com spin

2, a menos de (15.12) hyo=0

por elas implicada (o sistema € redundante, i@ que (15.8) implica{15.11)).

Em (24) mostramos que, ao se definir convenientemente um campo fraco
- 21 - -1
9 = suv+ e(hw 3 suvh), com h —BW huv el € (huv > suv h).l <« 1,
obtemos
z.1 “ 1 0"
(15.13) R, = > € ‘Sas-(. 3 ¥y Mg + 7 %o Son 2o ha = 0

{onde R(W @ o tensor de Ricci associado ao campo fraco gw), desde que
passemos ao limite de massa nula. Quer dizer, neste caso, as equagbes
(15.6) - (15.12) s3o aquelas de um campo gravitacional fraco e na ausén-

cia de materia. °

Mais ainda. Para o campo de spin 3/2 modificamos um  pouco
nossa fungdo ¢ . O operador D ainda & o definido para o caso de .spin
- 1.
mas a fun o se = - o f o+ =X e f
2, ma ¢ao torna ¢ m Xuv euo v P 3K fwlp v 0} 0
onde fp e um dos elementos de uma base espinorial qualquer. Ao operar
mos e anularmos D & = 0, tomamos cuidado em de'ixa—r_em evidéncia alguns

fatores &, ©e, ;coma equagio D ¢ = 0 deve valer para qualquer base
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espinorial, podemos obter:

(15.14) Y Xye =0

(15.15) Yluplo = % Xpo = % Xuo

(15.16) 3 Vo) o =

(15.17) % Vualo =™ Yoo

(15.18) (éu @803 Xogt WXy = 0
(15.19) (eu @eo)au q'[as]d-‘*' m q’[aﬁ]c' =0

0 sistema &, novamente, mduqdante, e (15.14‘-) e (15.18) sdo equivéﬂen -
tes as equacBes de Rarita-Schwinger (40, 44, 49); a equagdo que falta,

(15.20) & Xyp =

0
& conseqUi@ncia das anteriores. Obtemos estds equagles sem ser necessdria

a matriz conjugacdo de carga utilizada -habitualmente( 44, 49).

0 caso geral para spin inteiro s parte do operador

D =[¢ (euO eoG) e © eo)au + m] s onde :-1 e, multiphcam-_eu. . Operando

= - [OZENAN b
sobre ¢ m Aw A ep@ © e + 5 B[uv]h.--p ewe ”.Oep), ob
temos -

(15.21) =9 A -3 A

B =
[UUJ\).-.)\ g uv . U OV «es A
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(15.22) 3 A =0
B py vee
(15.23) 3 B =0
oy ... A
. = m?
(15:24) B Blogln .o 7™ Agya
(15.25) 3 Brogl .. 2~ % Bloglo ... 2 =0
(15.26) % Blog] p...n =0
ou seja, a menos de -
(15.27) - Pagv a0

que & implicada pelo sistema, estas s3o as equagdes de Fierz (25) para a
particula Tivre com spin inteiro s. 0 caso geral para spin semi-inteiro
s + (1/2), onde s € um numero inteiro, usa as equagdes acima (sendo que

0

- .. - N
fungao de onda ¢ = Xpv ... )‘eu 0] e, © ...Of)\ + > w[uv]p--: A

euv 0] epo ....of}‘. Obtemos:

s e mltiplicam e, e o objeto -x possui v+ 1 Tndices), e com a

(15.28) Y X ..o =0
(]5.29) . dl[ud]s.” A:cr-"'au X&B . Ao - ad. X“S- AC
(15.30) % YuolB ... 7™ Xog ...00
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(15.31) (% ¥oo]]8... v = °
(15.32) A Voa n .y =0
(15.33) ((eue eoe...ee'o)au;m]xagmm=o
(15.34) (g @m0 eda #m) b o= O

que se reduzem 3s equagdes de Bargmann-Wigner (5) ou Rarita-Schwinger(44).

Os sistemas (15.21) - (15.25) e (15.28) ~ (15.34) sdo muito
redundantes. Em especial deduzem-se, tambeém as formas simetrizadas das
equagles (15.33), Podemos abreviar as equagdes acima se construirmos o
anel infinitesimal de rotagdes associado a c", que e d& ,e cujos obje-
tos sd0 os 4 e , redefinidos como ¢ =e ; e = -e s Jjunto
e- = lu[e el = 1 (e e -~ eoue )u Sejam‘ld5 ozgpago veto-
w2t v 2wty Ty

torial descrito por estes objetos; seja g* o espago vetorial dos 4 eﬁ;

com

para uma particula com spin inteiro s, ¢¢ 4 © g*® ... @ g*, onde
‘o numero de fatorés @ igual a s. Para uma particula com spin semi-intei-
ros (1/2), ¢ ¢d4°0 g*@-... ©g*@ 1 , onde representamos por I
a classe de equivaldncia mod L dos ideais @ esquerda de C*, e onde h3

S + 1 fatores.

Sendo estas equagdes bem mais compactas, e prestando-se elas
muito espontaneamente 3s generalizacdes indicadas, cremos que através de-
las, outras generalizagOes se permitir30. NOs a apresentamos aqui apenas

como uma breve aplicacio do formalismo apresentado aos §§ 19 - 149 - ja
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que as algebras de Q1ifford sdo estruturas naturalmente associadas aos es
pagos tangentes a uma variedade (3), cremos que pe16 presente caminho al-

guns problemas relatives 3 construcio de equagGes de ondas em espagos cur

vos possam ser elucidados.
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