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Resumo

Este trabalho faz parte de um estudo sistemético de modelos nao singulares que vem sendo desen-
volvido no intuito de ampliar a descrigao causal do Universo observavel. Para isto iremos nos restringir
a evolucao do Universo primordial, considerando o conteido material descrito por um campo escalar
minimamente acoplado a gravitagao.

Primeiramente consideraremos um modelo essencialmente classico com um campo escalar massivo
cujo potencial de auto-interacdo é do tipo Ap*. Este sistema apresenta solucdes de ricochete seguidas
de uma fase de expansao quase-exponencial, com um ntmero suficiente de “e-fold’s”. Neste contexto,
estudaremos como se comportam as perturbagoes escalares de primeira ordem e calcularemos a matriz
de transferéncia que conecta os modos crescente e decrescente antes e depois do ricochete.

Em seguida, de acordo com o programa de mini-superespago, quantizaremos o sistema para um
campo escalar livre, e encontraremos as solugoes da equagao de Wheeler - de Witt para os trés valores
possiveis da curvatura espacial, = 0, 1. Este sistema apresenta varios tipos de solugao como por
exemplo, modelos de Universos ciclicos, modelos com ricochete, modelos do tipo “Big Bang - Big
Crunch” e Universos que sempre se expandem de (contraem para) uma singularidade.

A partir de uma generalizacdo da funcdo de onda inicial, desenvolveremos um modelo inflacionério
nao singular onde o fator de escala se expande de forma acelerada de um valor finito ndo nulo. Apds
a transicao para a fase desacelerada, o sistema passa a um regime classico nos permitindo conjecturar

uma possivel conexao com o modelo padrao da cosmologia, antes da nucleossintese.

Por fim, quantizaremos as perturbagoes escalares sem usarmos as equagoes de fundo como normal-
mente é feito na literatura. Para tanto utilizaremos transformacoes candnicas no intuito de encontrar
um sistema hamiltoniano equivalente que possa ser quantizado consistentemente e, com o auxilio da
teoria de Bohm - de Broglie, chegaremos a correta equagao para as perturbagoes escalares na repre-

sentagao de Heisenberg.
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Abstract

This work is part of a systematic study on non-singular models aiming at extending the causal
description of the observable Universe. We will be mainly concerned with the dynamics of the primordial
Universe with its matter content described by a scalar field minimally coupled to gravity.

First, we consider a classical model with a massive scalar field under the influence of a self-
interaction potential of the A\p* type. We find that the system goes through a bounce followed by
a quasi-exponetial expansion, which can be controlled to produce a sufficient number of e-fold’s. Given
the background dynamics, we go on to consider the evolution of first order scalar perturbations, and
we obtain the mixing matrix connecting the dominant and sub-dominant modes through the bounce.

The quantization of the system follows the minisuperspace program. We solve the Wheeler - de
Witt equation for a free scalar field and find the general solutions for the three possible values of the
spatial curvature, IC = 0, +1. This system presents all types of solutions such as cyclic Universes, “Big
Bang - Big Crunch” models, bounce models and also ever expanding or contracting singular Universes.

Futhermore, with a generalization of the initial wave function, we can develop a non-singular
inflationary model with a finite volume in the far past. After the inflationary expansion, already in
the decelerated phase, the system goes to a classical regime which possibly could be connected to the

standard cosmological model.

Finally, we proceed to quantize the scalar perturbations without using the background equations of
motion as is normally done in the literature. To do so, we perform a series of canonical transformations
to an equivalent hamiltonian system that can be consistently quantized and, by making use of the
Bohm - de Broglie quantum interpretation, we show how to generate the correct quantum equation for

the scalar perturbation in the Heisenberg’s picture.

vii



Capitulo 1

Introducao

“Nao hd realidade objetiva
sem historia.”

Cesar Lattes

Este trabalho faz parte de um estudo sistemético de modelos nao singulares que pretende
ampliar a descri¢ao evolutiva do Universo se mantendo sempre no campo cientifico.

O modelo padrao da cosmologia prevé que aproximadamente a 14 bilhoes de anos o Uni-
verso se encontrava num estado de alta densidade e temperatura com o conteiido material
se comportando como um plasma de particulas elementares. Numa fase anterior, a teoria
classica, ao ser extrapolada, leva o modelo a uma singularidade a qual nao pode ser tratada
por nenhuma técnica até hoje desenvolvida.

Existe uma série de possibilidades para se evitar esta quimera. Poderiamos, por exemplo,
supor que durante esta fase a matéria se comporte como um fluido que viola as condigoes de
energia necessarias para a validade dos teoremas de singularidade desenvolvidas na década de
60 por Penrose e Hawking Ref. [83].

Embora a primeira vista suas hipdteses nos parecam coerentes e razodaveis, concluiu-se que

estes teoremas sao na realidade excessivamente restritivos.



Algumas possiveis condigoes para gerarmos modelos nao singulares sao (ver Ref. [91]):
1. Introducao de uma constante cosmoldgica.
2. Violar a condigao R, V#V" > 0 modificando a descrigao do contetido material.

3. Modificar o lado direito da equacgoes de Einstein com flutuagoes estocdsticas ou efeitos

quanticos.
4. Considerar geometrias nao Riemannianas como a de Weyl e geometrias com torgao.
5. Acoplamento nao-minimo dos campos fisicos com a gravitagao.

6. Lagrangianas nao-lineares como o Eletromagnetismo com £ = L(F') e gravitacao com

L=f(R).

Neste estudo desenvolvemos modelos de Universos nao singulares cujo conteiido material
é descrito por um campo escalar. Além da sua simplicidade descritiva, a adequacao desta
hipdtese pode ser argumentada tanto pela expectativa de que a velocidade do som, devido a
extrema densidade deste fluido, deva ser préxima da velocidade da luz (dp/dp =~ 1) Ref. [103],
como encontramos motivacoes na fisica de altas energias onde o campo escalar descreve um
campo fundamental da teoria.

De um ponto de vista fisico, o primeiro modelo cosmolégico relativistico proposto em 1917
por Einstein Ref. [50] é um modelo de Universo eterno e, logo em seguida, na década 30,
encontramos modelos ciclicos de Universos nao singulares Ref.’s [1]-[3]. As primeiras solugoes
explicitas de modelos com ricochete foram obtidas no final da década de 70 por Novello e
Salim Ref.[4] e por Melnikov e Orlov Ref.[6].

No entanto, somado aos teoremas de singularidade, o paradigma inflacionario, com a pos-
sibilidade de resolver algumas questoes cosmolégicas aumentando o poder preditivo / e ex-
plicativo do modelo padrao, fez com que se postergasse o ataque a questao da singularidade
inicial. Argumentava-se que deveriamos nos restringir a questoes que tratassem apenas do
Universo observavel ou que deveriamos esperar a formulagao de uma teoria quéantica para a
gravitacao para podermos lidar consistentemente com esta questao.

Com a observacao da aceleracao da expansao do Universo, aparentemente, a cogitacao de

violarmos a condicao p + 3p > 0 que é justamente a necesséria para termos um ricochete



passou a se tornar mais plausivel.

Hoje em dia, podemos encontrar uma série de trabalhos de modelos nao singulares com
uma infinidade de modifica¢oes do modelo padrao da cosmologia (para uma revisao ampla do
assunto ver Ref. [90]). Em geral, esses modelos podem ser divididos em duas classes: Universos
criados (ver Ref.[5]) ou Universos eternos que podem ainda ser divididos entre modelos que
sempre se expandiram ou modelos com ricochetes.

Esta tese estd dividida basicamente em trés capitulos. No capitulo “Fundamentacao
Teorica” desenvolvemos o essencial das teorias que nos serao tuteis nos modelos estudados
posteriormente. No capitulo seguinte nos dedicamos a um breve apanhado das principais
idéias envolvidas no paradigma inflaciondrio considerando as suas vantagens, desvantagens e
os seus limites de aplicabilidade.

O capitulo “Modelos de Universos Nao Singulares”, onde desenvolvemos de fato o nosso
trabalho, é dividido em duas secdes. Na primeira se¢ao analisamos um sistema estritamente
classico e estudamos o comportamento das perturbacoes escalares através de um ricochete
(“bounce”). Embora a dindmica do sistema nao perturbado seja extremamente interessante,
o potencial massivo com um termo Ay* para o campo escalar nio nos permite construir
um modelo completo que preveja um espectro primordial para as perturbacgoes escalares.
No entanto, a andlise deste sistema continua sendo vélida se supusermos que existe uma
fase anterior a dominada pelo campo escalar de forma que podemos estudar a influéncia do
ricochete no espectro das perturbagoes.

Em seguida, quantizamos o sistema para um campo escalar livre minimamente acoplado
a gravitacdo. A dindmica do sistema nao perturbado mostra uma riqueza de solugdes nao
encontrada na dindmica cldssica com modelos do tipo “Big Bang - Big Crunch”, Universos
ciclicos, modelos singulares que sempre se expandem (contraem) a partir de (em direcao a)
uma singularidade com uma possivel fase intermedidria acelerada e modelos nao singulares
que descrevem ricochetes.

Além disso, desenvolvemos uma solucao interessante que ainda nao havia sido explorada
na literatura onde generalizamos o parametro que define a variancia da gaussiana que modela
a funcao de onda inicial do Universo. Este tltimo modelo representa um Universo inflacionério
nao singular cujo fator de escalar se expande de um valor finito no passado remoto atingindo

uma fase de comportamento classico que pode eventualmente ser conectada com o modelo



padrao da cosmologia.

Neste contexto, para estudarmos as perturbagoes deste sistema, nao podemos usar o proce-
dimento geralmente utilizado na literatura pois este se vale das equagoes classicas do sistema
nao perturbado para simplificar o sistema e torna-lo tratdvel. Para abrir a possibilidade
do estudo das perturbagoes num sistema onde as varidaveis de fundo também sdo quantiza-
das, desenvolvemos consistentemente a quantizacao deste sistema encontrando corretamente a

equacao que descreve a dinamica para o operador associado a varidavel de Mukhanov - Sasaki.



Capitulo 2

Fundamentacao Teorica

“O Universo (que outros chamam a Biblioteca)
compde-se de um numero indefinido, e talvez infinito,
de galerias hexagonais...”

- A Biblioteca de Babel -

Jorge Luis Borges

2.1 Teoria Quantica Nao-Relativistica

2.1.1 Interpretagao causal

Em 1900, Max Planck foi o primeiro cientista a quantizar a energia do campo eletro-
magnético. Na realidade, Planck utilizou a quantizagao como mero artificio matemético para
conseguir reproduzir o espectro de emissao de um corpo negro sem, de fato, propor que o campo
eletromagnético fosse realmente quantizado. Albert Einstein, por sua vez, levou a sério a pro-
posta de quantizacao de Planck e usou a nogao de fétons, quanta do campo eletromagnético,
para explicar o efeito fotoelétrico.

Neste inicio de século XX, surgiram varios experimentos que comprovaram a necessidade
de uma reformulagao profunda nos conceitos da mecanica classica. Seguindo este caminho, os
mais proeminentes cientistas da época conseguiram em esforco conjunto construir um forma-

lismo matematico capaz de predizer resultados experimentais que, mais tarde com o advento



da eletrodinamica quantica, se tornariam as previsoes mais precisas ja atingidas na fisica, fato
este que comprova o sucesso de uma teoria.

No entanto, desde do seu inicio, nao houve um consenso geral quanto a interpretacao da
mecanica quantica. P.A.M Dirac e Von Neumann, por exemplo, assumiram uma postura
pragmaética e postularam o colapso da funcao de onda, enquanto que Niels Bohr optou por
explicar o processo de medicao através do conceito de complementaridade entre quantidades
fisicas. Compreendendo a importancia do principio de incerteza, Werner Heisenberg tentou
descrever a mecanica quantica utilizando apenas observaveis com o seu programa matricial.

Em 1929, durante uma conferéncia realizada na cidade de Copenhagen, a maioria dos
cientistas convergiram para o que hoje nés chamamos de interpretacao de Copenhagen. Apesar
de seu sucesso com predigoes muito precisas, com o passar do tempo, as limitacées conceituais
desta interpretacao comecaram vir a tona e com isso novas interpretacoes foram formuladas.

Em 1952, David Bohm Ref. [15] publicou um artigo onde apresentou pela primeira vez sua
formulacio de varidveis ocultas, também conhecida como interpretacio de Bohm- de Broglie.!
Outra interpretagao foi desenvolvida por Hugh Everett e publicada em 1957 Ref. [19] com
o titulo “Relative State Formulation of Quantum Mechanics”, hoje em dia conhecida como
interpretagao de varios mundos.

Por enquanto, ainda nao existe observacgoes contundentes que nos permitam descartar
qualquer uma dentre essas interpretagao de forma que somos levados a considerar todas equi-
valentemente validas, salvo por inconsisténcias légicas como, por exemplo, querer aplicar a
interpretacao de Copenhagen ao Universo como um todo Ref. [20].

Nesta se¢ao, nos restringiremos a analisar a interpretacao causal de Bohm- de Broglie
comparando-a com a interpretagao de Copenhagen quando necessario.

Nesta interpretacao o conceito de sistema isolado é modificado. Um elétron é entendido
como uma particula adimensional que descreve uma trajetéria no espaco sempre acompanhada
de uma onda 9 (Z,t) que exerce influéncia sobre a sua trajetéria. Entende-se entao que um
sistema isolado é composto pela particula acompanhada por sua onda. Ao contrario dos
campos fisicos convencionais, nao existe uma fonte para esta onda - ela é intrinseca ao sistema.

Vale ressaltar que, ao contrario da interpretacao de Copenhagen, na interpretacao causal

!0 nome é referéncia ao trabalho de 1926 Ref.’s [16]-[18] de L. de Broglie, cujo D. Bohm teve conhecimento

apds ter concluido seu artigo de 1952



a funcéo de onda 1 nao caracteriza completamente o sistema quéantico em questao visto a
realidade ontoldgica do conceito de particula.
A sua evolugao dinamica é descrita naturalmente pela equagao de Schrodinger. Para uma

funcao de onda complexa bem comportada sempre podemos re-escrevé-la na forma polar,

onde R (Z,t) e S (¥, t) sdo fungoes reais e h é a constante de Planck dividida por 2.

E interessante re-escrever a equacao de Schrodinger com a funcao de onda na sua forma
polar pois assim podemos separd-la em duas equagoes reais acoplando os dois campos R (Z,t)
e S (Z,t), o que facilitard a sua interpretacao fisica e a sua relagdo com a particula.

Tomemos entao a equagao de Schrodinger para um dado potencial V' (Z, t):

SOV (E 1) _ <_ h2v?

ot

——+ V(f,t)) U (Z,1).

Ao substituir a forma polar da fungao de onda encontramos duas novas equacoes, a saber,

dS (Z,1) N (VS (Z,1))?

= SV (38) + Q(F,1) = 0 (2.1)
2(z z
UMD v (R TR (2.2

12 VPR (1)

— R*(Z,t) = U*0 = || 0|2
om R0 (Z,t) ]

Q(7,t) =

A equagao (2.1) é uma equagao tipo Hamilton—Jacobi com a presenga de dois potenciais,
enquanto que a (2.2) é uma equacao de continuidade, uma lei de conservacao. Para tornar estas
analogias consistentes, postula-se que o momento da particula, no caso o elétron, é descrito
pelo gradiente da fase da fungao de onda em unidades de &, ou seja, p(Z,t) = 55 (Z,t). Feito
isto, para se encontrar a trajetéria da particula basta integrarmos a expressao

PRGN (2.3)

m
Ao pensar na equagao (2.2) como uma equagao de continuidade, estamos atribuindo a
funcao R?(#,t) uma caracteristica de densidade de probabilidade. R? (¥,t) fornece a proba-

bilidade da particula estar na posicao entre ¥ e T+ dz num dado instante de tempo t 2. Note,

2Na interpretacdo de Copenhagen esta quantidade é associada com a probabilidade de se encontrar a

particula nesta posicao.



porém, que na equagao (2.1) a fungdo R (Z,¢) também determina o potencial quantico, ou
seja, esta funcao assume dois papeis distintos: determina a probabilidade da particula estar
numa dada regido do espaco e ao mesmo tempo influéncia na dinamica da particula através
do potencial quantico.

Como ja mencionamos, devido a equagao (2.3) a fungado de onda 1 (Z,t) nao especifica
completamente o estado do sistema, ainda fica faltando fornecer a posicao inicial da particula
Zp. Este é o tinico dado extra que nao estd contido na fungao de onda.

Nesta formulacao, a nocao de probabilidade advém justamente da incapacidade experi-
mental de determinarmos com precisao infinita a posi¢ao inicial. A probabilidade associada
ao mundo quantico nao é inerente ao conceito de realidade como N. Bohr defendia, mas surge
da mesma maneira que na mecanica estatistica cldssica. A associacio de R?(&#,t) com pro-
babilidade nao é ingénua, é justamente através desta associacao que garantimos a reproducao
de todos os resultados experimentais estatisticos da mecéanica quantica.

Na realidade, basta requeremos uma condi¢cdo mais fraca. E suficiente postular que no
instante inicial tg a probabilidade de encontrar a particula na regidao entre ¥ e £ + dz é dada
por R? (Z,tp). A unitariedade da equagio de Schrodinger nos garante que se a probabilidade
em t = tg é R? (¥, ty) entdo num tempo t a probabilidade serd R? (Z,t).

A primeira vista parece uma tarefa ingrata tentar explicar os fenomenos nada intuitivos
do mundo quantico como, por exemplo, o tunelamento ou o experimento de dupla fenda
mantendo-se o conceito de trajetoria e a realidade das particulas. Isto s6 é possivel gracas ao
potencial quantico o qual é responsavel por todas as manifestacoes quanticas.

Aparece assim uma maneira natural de se tomar o limite classico. Definimos o limite
classico como o regime onde podemos desprezar os efeitos do potencial quantico frente aos do
potencial V (&,t). A teoria é consistentemente aplicada a todos os sistemas microscépicos e
macroscopicos inclusive ao processo que chamamos medigao.

Vamos entao analisar as caracteristicas do potencial quantico e tentar elucidar como elas
geram os fendmenos quanticos.

O potencial quantico tem uma peculiaridade de nao depender da intensidade do campo
R (Z,t), ele depende apenas da sua forma, o que faz com que a sua influéncia possa ser
estendida a distancias macroscépicas. As suas caracteristicas nos permite de entendé-lo como

uma onda de informacao. Para melhor explicar esta idéia, D. Bohm recorreu ao conceito de



informagao ativa. Facamos uma analogia seguindo as idéias de Bohm Ref. [21].

As ondas de radio permeiam todo o espago carregando consigo informagao (musica, fala,
etc.) codificada na sua forma. A musica que nds ouvimos ao ligar o aparelho de radio tem
como fonte de energia nao a onda eletromagnética mas sim a tomada da rede elétrica, ou seja,
a onda tem apenas o papel de carregar a informacgao. Neste sentido podemos dizer que as
ondas de radio sao potencialmente ativas em todo o espaco, porém sao realmente ativa apenas
dentro do sistema elétrico do aparelho.

E desta mesma forma que devemos pensar o potencial quantico. Ele é potencialmente ativo
em todo espac¢o onde nao é nulo mas é realmente ativo apenas na posicao onde se encontra a
particula. A unica diferenca nesta analogia é que o potencial quéantico, ao contrario das ondas
de radio convencionais, nao possui nenhuma forma de energia, ele carrega estritamente apenas
informacao.

No experimento de dupla fenda Ref. [22], poderiamos fazer passar uma particula de cada
vez através do anteparo de forma a garantirmos que nao haja interacdo entre as particulas.
Na interpretacao causal, cada particula passa por apenas uma das duas fendas enquanto que
a funcao de onda passa necessariamente pelas duas. As ondas emergentes de cada fenda car-
regam consigo informagao sobre a estrutura global do aparato como a posicao e a largura
das fendas. Além disso, com a sua evolucao, estas ondas que antes estavam separadas espa-
cialmente irdo se sobrepor transportando e mesclando essas informacoes sobre o aparato de
medida. Assim o potencial quantico influéncia a trajetoria da particula informando-a sobre a
estrutura do ambiente como um todo, mesmo quando a particula ji se encontra distante do
aparato experimental.

Vemos assim que os sistemas quanticos possuem uma dependéncia no estado do sistema
global. A interpretacdo causal fornece uma maneira de tentar entender como o todo tem in-
fluéncia local. Bohr foi talvez o primeiro a defender que um sistema quantico nao pode ser
entendido a partir de seus fragmentos. No entanto, dentro de sua interpretacao querer estudar
a influéncia do todo sobre cada parte é carente de sentido devido a nocao de complementari-

edade que ele desenvolve.



2.1.2 Sistema de varias particulas

Se formos um passo mais adiante e analisarmos o caso de muitos corpos, esta estrutura
do todo inseparavel é ainda mais alarmante. Num sistema de N particulas, a funcao de onda
Y (¥1, @9, ... ZN,t) é definida num espago de configuracao 3N dimensional. Re-escrevendo-a

na forma polar chegamos a equagoes andlogas as anteriores dadas por

N 2
S (V:S5)
o3 _ 2.4
8t+; o TV Q=0 (2.4)
R I , VS
i _ 2.
o +§v <R m) 0 (2.5)

onde,

N - .
h? V2R (Z1,...,ZN,t)
2m P R(Z1,...,ZN,t)

R? = 0*0 = ||u|?

A interpretacao de probabilidade continua sendo valida devido & equagao de continuidade,
porém, agora fica mais evidente a dependéncia do potencial quantico com relagdo a confi-
guracido de todas as particulas. A forca associada ao potencial quantico difere das outras
forcas da natureza por nao poder ser determinada a partir das posigcoes das particulas e even-
tuais condi¢oes de contorno, ela depende do estado do sistema, ou seja, da fungao de onda que
¢é solugao da equacao de Schrodinger.

Assim sendo, a separacdo espacial nao é mais um critério para definirmos um sistema
isolado de influéncia externa. E facil perceber que este processo em cadeia nos levaria a
considerar a funcdo de onda do Universo como um todo para estudarmos, por exemplo, a
dinamica de uma bolinha de ping-pong.

Como é entao possivel explicarmos o sucesso da fisica classica onde o processo é exatamente
o inverso, estuda-se as partes para se explicar o todo? A resposta esta na fatorizacao da funcao
de onda.

Pode-se mostrar que quando a funcao de onda é fatoravel em produtos de func¢ées de onda
de sub-sistemas, cada sub-sistema se comporta independentemente dos outros sendo assim

necessario considerar apenas o seu todo isoladamente. Dentro desta visao, a dependéncia no
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todo é uma propriedade fundamental dos sistemas fisicos enquanto que o reducionismo, a pos-
sibilidade de andlise por particionamento, é apenas um caso particular que deve sempre ser

testado caso a caso.

2.1.3 Medida na interpretagao causal

Uma vantagem adicional da interpretagao causal é a possibilidade de descrever o processo
de medida. A teoria é em principio aplicdvel a qualquer sistema fisico inclusive no que cos-
tumamos chamar de arranjo experimental. Deve-se ressaltar que o termo “medida de um
observavel” é danoso e geralmente leva-nos a idéias imprecisas a respeito do processo. Alguns
autores, dentre eles John Bell Ref. [23], j4 expressaram suas criticas a este respeito.

Nao se pretende aqui esgotar a andlise do “processo de medigao”, iremos apenas fazer
alguns comentarios a respeito deste tema. Para melhor entender este processo, podemos
dividi-lo em duas etapas Ref.’s[24, 25] que se distinguem com relagdo a reversibilidade do
processo. A primeira etapa é reversivel enquanto que a segunda irreversivel.

Suponha que queiramos “medir” um “observavel” A (Z, p) dado que o estado de um elétron
seja uma superposicao linear de N de seus auto-estados. Na primeira etapa do processo,
da-se uma separagao espacial entre os pacotes de onda associados a cada auto-estado do
observavel de modo a nao haver superposicao entre eles. Uma vez separados, a particula deve
se encontrar em apenas um destes pacotes ji que a regiao intermedidria tem probabilidade
nula R? (%, p) = 0.

Certamente, nesta situacao a informacao potencialmente ativa nos pacotes vazios (vazios
no sentido de nao conterem a particula) ndo podem mais influenciar o elétron. No entanto,
nada impede que no futuro os pacotes venham a se sobrepor novamente o que nos mostra que
durante esta etapa nao ha o que chamamos de “colapso da funcao de onda” ou igualmente
a perda de informacao. E a segunda etapa que nos possibilita desprezar todos os pacotes de
onda que nao estao associados ao auto-estado “medido”.

Durante o processo de registro do experimento é necessario que tenhamos um sistema

termodinamico macroscépico para amplificar o sinal e gerar um resultado macroscépico legivel.
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Este processo ¢é intrinsecamente irreversivel.

Neste caso, a funcao de onda do sistema ¢é descrita por um produto tensorial entre a
funcdo de onda do elétron e a funcdo de onda do aparato. Pode-se mostrar que, mesmo
havendo superposicao de diferentes auto-estados do observavel A, no sub-espaco associado a
funcédo de onda do elétron, as funcgoes de onda do aparato nao se superpoem.

O resultado final é que a Unica funcao de onda que pode influenciar o movimento futuro da
particula é a que estd associada ao resultado do experimento medido de forma que podemos
consistentemente ignorar todos os outros pacotes de onda “nao medidos”. Isto é equivalente
a “colapsar a funcao de onda” sendo que neste caso todos os elementos do sistema foram
descritos causalmente e sempre com a evolucao temporal dada pela equagao de Schrodinger.

Na Mecanica Quantica, além da funcao de onda que caracteriza o estado do sistema, a
cada quantidade fisica associamos um operador do espago de Hilbert. O principio de incerteza
nos fornece uma regra de comutagao entre estes operadores que nos indica quais observaveis
podem ou nao ser observados simultaneamente. Como devemos entao entender as relagoes
de comutacao entre estes operadores se assumimos que a particula sempre possui todas as
quantidades fisicas bem definidas?

A nao comutagao entre dois operadores significa que nao podemos “medi-los” simultanea-
mente, o que nao implica que nao possamos atribuir de forma bem definidas estas quantidades
fisicas a particula.

O processo de “medida” é uma interacao entre a particula e o “sistema de medida”.
Devemos entao interpretar a nao comutatividade entre dois operadores como a impossibilidade
de interagir simultaneamente com o objeto dos dois modos necessarios para as duas medigoes.
A nao comutatividade restringe as possibilidades de interagoes simultaneas com a particula e
nao com relacao ao seu estado e qualidades ontoldgicas.

Para finalizar, um comentério sobre a néo-localidade do potencial quantico. Embora a
idéia de interacao nao-local nao nos seja familiar, a principio, ela nao representa nenhuma
inconsisténcia com relacao a teorias nao-relativisticas. No entanto, é necessario verificar se é
coerente construir uma teoria causal relativistica nao-local. De fato, ja se mostrou ser possivel
estender a interpretagao causal para um campo escalar satisfazendo a equacao de Klein-Gordon
Ref.’s [24]-[26] e para o campo eletromagnético Ref. [27], ou seja, aparentemente nao-localidade

e Relatividade especial podem ser compativeis.
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2.2 Sistemas Hamziltonianos Vinculados

2.2.1 Numero finito de graus de liberdade

Na tentativa de construir uma formulagdo hamiltoniana para a Teoria da Relatividade
Geral, devido ao fato de ser uma teoria invariante por reparametrizagoes arbitrarias de coor-
denadas, surgem naturalmente vinculos entre as varidveis candnicas. Desta maneira, se faz
necessario estudar o método desenvolvido por P.A.M Dirac Ref. [9], no inicio da década de
50, para tratar sistemas hamiltonianos vinculados.

Apesar do formalismo hamiltoniano ser completo, no sentido de ser equivalente e indepen-
dente do formalismo lagrangiano, é comum construi-lo a partir de uma lagrangiana. Seguire-
mos este mesmo caminho.

Estamos interessados em casos onde os momenta nao sao todos funcoes independentes das
velocidades generalizadas. Desta forma surgem naturalmente vinculos que sao traduzidos em

equacoes relacionando as coordenadas e os momenta

¢m (¢,p) = 0. (2.6)

Estas equacdes sdo chamadas de vinculos primérios® (terminologia usada pelo préprio

9Ly " Daqui a

Dirac), ou seja, os vinculos oriundos da prépria definicdo dos momenta (p = 93)-
pouco definiremos precisamente a diferenca entre vinculos primarios e secundéarios.

Devido aos vinculos (2.6) a hamiltoniana definida por

a9q

deve ser acrescida das equagoOes de vinculos para garantirmos a validade dos mesmos. De fato,
é necessario modificar a hamiltoniana para

H*:H+Cm¢ma

onde em geral os coeficientes C,,, podem ser funcoes arbitrarias dos q’s e dos p’s. Eles nada

mais sao do que os multiplicadores de lagrange associados a cada vinculo. Impondo que a

3Hoje em dia j4 existem refinamentos a esta terminologia, porém néo sio relevantes para esta exposicio

Ref.’s [7, 8].

13



variacao da agao com relagao a esses coeficientes se anule, garantimos a validade das equagoes
de vinculo.

As equactes de movimento para o sistema hamiltoniano precisam ser generalizadas, Ref.

[9], para:
COH _ Oom
0H  O6m
Pn = 37qn Um - g ; (2-8)

onde o0s u,,’s sao desconhecidos.
Uma fungao arbitraria g(q, p) tem a sua evolugao temporal descrita em termos dos parénteses

de poisson dada por

dg dg

Esta expressao pode ser condensada, definindo-se a hamiltoniana total Hy = H + uy,¢m,

9= {gaHT} :

E necessério ressaltar que os vinculos s6 podem ser substituidos apds o calculo dos parénteses
de poisson. De fato, se pensarmos geometricamente os vinculos ¢, (¢,p) sao interpretados
como superficies no espago de fase onde a dindmica deve ocorrer na regiao de superposicao,
enquanto que os parénteses de Poisson, ao utilizarem derivadas parciais, estao calculando

variages na dire¢ao normal as superficies. Para lembrar este fato escrevemos

ém (g,p) = 0.

Por consisténcia do formalismo temos que garantir que os vinculos sejam preservados para

todos os instantes:

S = {0 Hr} = (o, H} + tn {dh, o} =0 (k=1,...,m).
Estas m equagoes podem trazer 4 situagoes distintas.
1. é trivialmente satisfeita

2. revela uma inconsisténcia
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3. resulta em uma nova equacao de vinculo independente dos u,,’s
4. gera equagoes que 0s U,;,’s devem satisfazer

Se nos depararmos com a situagao 2, o formalismo nao pode ser aplicado para este sistema
especifico e fim da linha.

No caso 3, novas equagoes de vinculo serao criadas quando impussermos preservacao dos
vinculos primarios. Estes novos vinculos sao chamados de vinculos secundérios por razoes
Obvias. Porém, estes vinculos também devem ser preservados, o que nos leva as quatro si-
tuagoes possiveis novamente. Qualquer equacao de vinculo que venha a surgir deste processo
¢é chamada de secundéria.

Este procedimento continua até que todos os casos recaiam em 1, em 2, ou em 4 que pode

ser entendido como equagoes para as varidveis u,,’s,

{8, H} + wm {dj, dpm} = 0. (2.9)

Iremos supor que estas equacoes podem ser satisfeitas, caso contréario o formalismo é incon-
sistente. A equagao (2.9) pode ser entendida como uma equagao matricial do tipo A.u,, = B.
Se a matriz {¢;, ¢, } ndo puder ser invertida, a solugao néo serd univoca pois podemos somar

a sua solucao qualquer combinagao linear de fungoes V,, (¢,p) tal que

Vi {¢j,dm} = 0. (2.10)

Assim, concluimos que a solucao mais geral para a equagao (2.9) é dada por

Uy = Upy, ((Lp) + Y4 Vam ((Lp) )

onde os coeficientes v,’s s@o completamente arbitrdarios podendo ser quaisquer funcoes do
tempo, enquanto Vg, (¢, p) sdo fungdes linearmente independentes que satisfazem (2.10) e os
coeficientes Up,’s sdo as solugoes particulares das equagoes (2.9).

Da algebra linear, sabemos que a impossibilidade de inversao de uma matriz esta associada
a duas ou mais de suas linhas ou colunas serem linearmente dependentes, ou seja, temos excesso
de informagao. Neste caso, é natural pensarmos que estamos lidando com um sistema com
liberdades de calibre. Como veremos mais adiante, a liberdade de calibre estd intimamente

ligada a existéncia de vinculos de primeira classe. Chamamos de vinculo de primeira classe
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todos os vinculos que possuam parénteses de poisson fracamente igual a zero com qualquer
outro vinculo e de vinculo de segunda classe todos os outros. Caso s6 exista vinculos de
segunda classe, a equacdo (2.9) poderd ser invertida e nos fornecerd a tnica solu¢ao possivel.

E interessante reescrevermos a hamiltoniana total na forma:

HT =H+ Um¢m + Ua¢a 5 (¢a = Vam¢m)

A presenca de funcgoes arbitrarias (v,’s) manifesta a existéncia de liberdades adicionais
dentro do formalismo. Estas liberdades estao ligadas a escolhas de calibre, ou seja, este
formalismo abrange teorias como o eletromagnetismo e a gravitacao.

Seguindo a nomenclatura usada por Dirac, vamos definir variaveis dinamicas de primeira
classe como funcgoes das variaveis q’s e p’s que possuam parénteses de poisson zero com qualquer
outro vinculo (primdrio ou secunddrio). Caso contrério a varidvel é dita de segunda classe.

Um parénteses de poisson de uma varidvel de primeira classe ¢ com um vinculo ¢; pode ser
expandido em combinagoes lineares dos préprios vinculos de modo que {Q, ¢;} = ajr¢r. Uma
propriedade interessante que resulta da identidade de Jacobi é que o parénteses de poisson de
duas variaveis de primeira classe também é de primeira classe, e é facil ver que a hamiltoniana
total é de primeira classe.

O numero de fungoes arbitrarias é igual ao nimero de coeficientes v,’s, os quais sao tantos
quanto o numero de vinculos primdrios de primeira classe. Pode-se mostrar, Ref. [9], que os
vinculos primdrios de primeira classe sao geradores de transformacoes de contato infinitesimal
que nao alteram o estado fisico do sistema.

De fato, um estado fisico estd bem definido quando fornecemos como condigao inicial todos
0s ¢’s e p’s. A arbitrariedade das funcées v,’s implica que existe mais de um conjunto de ¢’s e
p’s associados a um mesmo estado fisico. Dirac conjecturou que qualquer vinculo de primeira
classe, sendo primario ou secunddrio, deve ser um gerador de uma dada transformacao de

contato, no entanto ainda nao existe provas conclusivas nem a favor e nem contra este fato.

2.2.2 Extensao para campos classicos
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A extensao deste formalismo para campos classicos é praticamente imediata. No entanto,
devemos tomar cuidado com a definicao dos momenta generalizados onde a derivada da la-
grangiana com respeito as velocidades tem que ser substituida por variagoes funcionais. For-
malmente, definimos os momenta generalizados como sendo o coeficiente na integral quando

fazemos uma variacao funcional na lagrangiana com respeito as velocidades generalizadas.

5L:/p5(j (2.11)

Como exemplo de aplicacao deste formalismo, tomemos um sistema classico Newtoniano
invariante por reparametrizacao temporal.
A acéo Newtoniana de um sistema com n graus de liberdade com uma lagrangiana L (q, %, t)

pode ser reparametrizada de modo a escrevermos,

S—/dTL(q,q,t,i)

onde o ponto indica derivada com relagiao ao parametro 7 e L (q, q,t, i) =1 L (q, %, t)

Definamos os momenta por

L OL 0L (%)

7

ai 9 i=1,..,.N
0q; dg; 0q; B
q 8(%) q
dgi _ 4
como g- = 7,
i=p" i=1,...,N
_ dg;
oL i . oL a(dt)
0 -
P <qt> Zz:a(‘igf) ot

=L — = — b=t = —H (g;,p"
% P E@ P (gi, 0", 1)
Assim temos o vinculo
¢0 (qu,p") = '+ H (qi,ﬂi,t) =0.

Note que a hamiltoniana do sistema reparametrizado é zero, de fato

H(qup") = " Gu—L(qudu) =i+ Y w'gi— ) iL=
7 i

=t
dt

7TO+Zpidqi—L] =i(n"+H)=0
7

17



No entanto, a evolucao do sistema é dada pela hamiltoniana total:

Hr = H + uggo = ug [7° + H (¢, 7', t)

E trivial mostrar que este vinculo se conserva no tempo

(0 = [¢0, uodo] = 0).

As equagoes de movimento sao :

t:{t,HT}:U{)

: OH
w0 = {x" Hr} = —uo- -
OH
i =19, Hr} = vy - ——
Gi = {qi, Hr} = o o
g 4 oOH
Pr=Ap Hry = s g -

el

_dt

uO_dT

dH _ OH
dt ot
@_8H
dt — Op
dﬁ__&H
dt_ 8ql-

(2.12)

Como ja era esperado, recaimos nas equacoes dinamicas convencionais para um sistema

hamiltoniano de 2N graus de liberdade (g¢;, p°

3

Sé6 nos resta examinar a que tipo de transformacgao este vinculo ¢ esta associado. Em

notagao de parénteses de poisson, as transformagoes podem ser escritas Ref. [10]

dv=-e{v,G}

e- parametro infinitesimal

G- fungao geratriz

Queremos entao considerar o efeito de tomarmos como funcao geratriz o vinculo primario

b0
o dt=c{t,¢o} =e{t,m’} =¢
. 57r0:6{7r0,¢0}:—6%1:6%
dg;
o 5%26{%%}:622:6%

op' = e{p', o} = —eGl = %
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o 6H=e{H, ¢} =9 =4 (usando 2.12)

A partir destas transformacdes, vemos que este vinculo primério gera transformacoes in-
finitesimais no tempo fisico ¢t. Estas transformacoes nao alteram o “estado fisico” do sistema
ja que agora a evolugao é dada pelo parametro 7 e o tempo t funciona meramente como uma
coordenada canonica. De fato, neste contexto, uma trajetéria completa no tempo t deve ser
interpretada como um unico estado fisico do sistema.

Para esclarecermos melhor este ponto, talvez seja interessante analisarmos outro exemplo
ja bem conhecido na literatura que foi utilizado pelo préprio Dirac — o campo eletromagnético.

Seja a acdo do campo eletromagnético para o espaco-tempo de Minkouwski* sem fontes

-

(J=0;p=0)

1
S = 1 /d4xF“”FW , com Fy, =0,A,(z%) - 0,A, (z)

Formalmente, a tnica diferenga com relagdo ao exemplo anterior é que agora as varidveis
sao campos e por isso temos que tomar cuidado no cilculo dos momenta e nos parénteses de
Poisson.

Para calcular os momenta precisamos variar a lagrangiana com respeito aos campos A, (%),
1
L= / d3xFMSF,, = / BrFrMo, (54,).

Comparando com a equagao (2.11) os momenta IT* sao dados por
" (z%) = For (%) —

Temos, entao, novamente um tinico vinculo primério do tipo ¢ (A4,,I1*) = 0 que neste caso

é simplesmente 1" (%) ~ 0. Assim, a hamiltoniana é dada por

H = / PrH = / d*x (HMA# - iFWFW> = / d*x (FiOAZ- - iFijFij — ;FOiFOZ-> =

1 o 1 .. ) 1 .. 1 . )
= / 3z (—QFOZFM — ZF”F@-j - Fo’aiA()) = / d3x <—4F”Fij + 5HlHi — I, A0> =

- /d%: (; (E? + B?) —1I',; A0> ,

47]%“’:diag(_1v+17+17+1)
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onde foi feita uma integracao por partes no ultimo termo e desprezamos termos de superficie.
O passo seguinte é examinar a variacao temporal do vinculo. Como s6 existe um tnico
vinculo primaério,
110 (7) = 0 (= e
(%) O0H oY () &H
(2) oIk (Z) olH(Z) 6A,(2)

M (7) 0
—/d3 514#(2).6(%_2)'52_

=1 () -6 (T~ ) = 0

Este é um novo vinculo secundéario. A sua variacdo no tempo nos fornece:
N K
3 z
(Hzﬂ') = {H 72 } /d < e

()
(%)
[ D (@)
__/dzamz<5A(z (# - )
_ 1.0 3. okl = OFk(7)
- aﬂ.(/sz ) 532D -5, -0

SH(g) Ol (§) M (Y) ) _
S (2)  oTk(2) 8A, (2)

@-9) -

a — a — —\ 1 — —
= 5. </d3 FM () ok (616 (F—2) -6 5(:1:—2)) =
o 8 3 ki 7 — a e = bvd _
~u ([ gpea-m-06-9) -

O 0 i s e

= o @F (Z)6 (% —7) = (F é antisimétrica)

Com isso garantimos que os vinculos sao conservados no tempo. Note que ambos sao

vinculos de primeira classe. De fato,

0

= 500 _

{°(@) .1 ()} =

Antes de estabelecermos a hamiltoniana total, vamos verificar que o vinculo secundério
de primeira classe gera transformacoes que nao alteram o estado fisico do sistema. Por
completeza, calculemos as transformacoes geradas pelo vinculo primdario de primeira classe

(25151_[0%0.

o (51.4 fd32: 61 {A HO ( )} = (5261 (:L’a);
L] (51A0 (:Iia) = €1 (a:a) 5 51141 (.CEa) = 0;
o §IIF (%) = [d3z e (%) {IIF (%), II° (2*)} =0 Vi
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este vinculo gera transformacgoes apenas na variavel Ag (z¢).

O vinculo ¢y = II',; & 0, gera transformagoes nas varidveis A4; (x®) e nao altera a varidvel

Ap (z%). De fato,

o 52A,( = [d3z e ( {A ) T, (za)} =

= [d®z e3(2*) 22 (6], - 0 (x™ — 2%)) = =5, 72 €2 (%)
L] (52140 (aco‘) = 0; (52141' (xo‘) = _8?51' €2 (.%'a);
o SoIIF (z%) = [d3z e (2%) {I1* (z*) ,II",; (z%)} = 0 Y

O significado destas transformagoes fica claro quando analisamos as conhecidas trans-

formacoes de calibre dos potenciais eletromagneticos A,

0

6A, (z%) = Dk

A ()

Reconhecemos entao que as transformacoes geradas pelos vinculos de primeira classe sao
casos particulares das transformagoes de calibre do eletromagnetismo.

Ainda seguindo a nomenclatura de Dirac, vamos chamar de hamiltoniana extendida a
hamiltoniana total acrescida de todos os geradores que nao alteram o estado fisico do sistema.

Para este nosso exemplo, a hamiltoniana extendida (Hg) entao se escreve:

Hpg = Hr + [ &3z wy (2%)IT',; (2%) =
Hg = [ &z (5 (E? + B?) + uIl® + w1l';)
onde absorvemos a varidvel Ay dentro de uy.
Chegando a hamiltoniana extendida o trabalho estd completo. No entanto, um leitor atento
notaria que as coordenadas conjugadas Ag e II” possuem liberdades de calibre de forma que
podemos fixé-las sem perda alguma de graus de liberdade (escolha de calibre). Note que

Ay = ug 6 completamente arbitrario e que I, = I’ ; ~ 0 juntamente com o vinculo II° ~ 0

fixa T1° = 0.
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2.2.3 Quantizacao de sistemas vinculados

Uma vez bem estabelecido o formalismo hamiltoniano para sistemas classicos com vinculos,
é de interesse construirmos um formalismo quantico para este sistema.

O caso mais simples para a quantizagao é adotar um sistema classico apenas com vinculos
de primeira classe.

A equacao dinamica é a equagao de Schrédinger onde tomamos a hamiltoniana como sendo

a hamiltoniana de primeira classe mais geral possivel:
d .
ih-—vy=H

No processo de quantizacao, associamos a cada variavel dinamica classica um operador
quantico definido no espaco de Hilbert. Além disso, requeremos que as relagoes entre as
varidveis classicas através dos parénteses de Poisson sejam levadas em relagoes de comutacao

entre os operadores

Como as relagoes de comutagao ji estao fixadas, nao podemos interpretar as equagoes
de vinculo ¢;(¢,p) como novas relacoes entre operadores. Com efeito, seja um vinculo
¢ (q,p) e uma funcao F (gq,p) qualquer das coordenadas e momenta generalizados tal que
{¢; (¢,p),F (q¢,p)} # 0. Ao quantizarmos esta equagao teremos [¢; (¢,p),F (¢,p)] # O.
Porém, se fizermos ¢; (q,p) = 0, terfamos [¢; (¢,p), F (¢,p)] = 0 pois o comutador de um
operador identicamente nulo é zero com qualquer outra funcdo de operadores e, claramente,
isto é uma inconsisténcia.

Para tornarmos este procedimento consistente, devemos requerer que cada equacao de

vinculo seja uma restricao sobre a funcao de onda que é solucao da equagao de Schrodinger
¢; (4,p) ¢ (Z,t) = 0.

O formalismo construido desta forma deve satisfazer a alguns requisitos para garantirmos
a sua coeréncia.
Se a aplicacdo de um determinado vinculo ¢;(¢,p) anula a funcao de onda, entdo, a

aplicacao sucessiva de dois vinculos sobre a funcdao de onda também tem que resultar em
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zero (¢rp¢;¢ = 0). Se invertermos a ordem de aplicacao o resultado ainda deve ser zero, de
forma que, o comutador de quaisquer dois vinculos aplicado a funcao de onda deve anula-
la. Esta equagdo nao gera nenhum vinculo novo, e por isso a tunica possibilidade é que o
comutador entre os vinculos de primeira classe seja uma combinagao linear entre todos os
possiveis vinculos,

(9 (4,D) ¢x (4, D)] = CJf dm (4, D)
o que é consistente com {¢;, ¢} = C’ﬂ ®m, a menos de problemas de ordenamento.

Nao ¢ trivial que esta equacao seja satisfeita. Em geral, os operadores do espacgo de Hilbert
nao comutam entre si, e justamente por isso, os coeficientes C’;”, que podem depender dos
operadores (’s e P’s, precisam ser posicionados a esquerda do lado direito da equacao para
garantir que a aplicacdo do comutador [¢; (¢,D) , ¢ (¢, p)] anule a funcao de onda.

Além disso, as relagoes de vinculo devem valer para qualquer instante. Utilizando a equagao
de Schrédinger para um acréscimo infinitesimal de tempo, e impondo que um determinado

vinculo ¢ (¢, p) anule a fungao de onda nos dois instantes ¢ e ¢ + dt temos que

Bu b+ dt) = Gur (1) — S O FY (6) = G (1) = 0

e naturalmente também temos que a aplicagao da hamiltoniana posterior a aplicagao de um

vinculo deve anular a fun¢ao de onda
Hepp (t) =0

Concluimos assim que o comutador entre quaisquer vinculos de primeira classe e a hamil-

toniana deve anular a funcao de onda. Como este ndao é um novo vinculo temos
(95 (4,p), H (4,p)] = Dj" ¢m (4, p)

Todos os comentarios feitos anteriormente se repetem.

Nesta exposicao s6 me preocupei em elucidar problemas especificos deste formalismo.
Questoes relacionadas a qualquer método de quantizagao como, por exemplo, o problema
de ordenamento nao sao alterados com este tratamento.

Com relagao & quatizagao de sistemas hamiltonianos vinculados onde aparecem vinculos de
segunda classe, serei breve e farei apenas alguns comentarios. Para maiores esclarecimentos,

consultar as referéncias indicadas Ref.’s [11]-[14].
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O fato do sistema apresentar vinculos de segunda classe esta relacionado com a existéncia
de varidveis dispensaveis. O primeiro passo €, através de combinagoes lineares, diminuir ao
maximo o nimero de vinculos de segunda classe (o nimero minimo de vinculo de segunda
classe é sempre par). Concluida esta etapa, podemos redefinir os parénteses de Poisson pelos
chamados parénteses de Dirac, os quais possuem a propriedade de fornecer corretamente as
equacoes de movimento e nao alterar as relagoes de comutacao dos vinculos de primeira classe.

Além disso, pode-se mostrar que os parénteses de Dirac entre um vinculo de segunda classe
com qualquer fungdo das coordenadas e momenta generalizdos A (q,p) é identicamente (ou
fortemente) nulo. Isto nos possibilita tomar os vinculos de segunda classe identicamente nulos
desde o principio. Com efeito, se qﬁ? é um vinculo de segunda classe entao {qﬁ?, A (q, p)}D =0
para qualquer fungao A (q,p) das coordenadas e momenta generalizados. Assim, fixarmos
qﬁjz (q,p) = 0 é consistente pois teremos {gf)?, A (q,p)}D = 0 levados em [QSJQ (q,p),A ((j,ﬁ)} P =
0 identicamente.

Podemos entao, ao contrario dos vinculos de primeira classe, interpretar as equagoes de
vinculos de segunda classe como identidades entre operadores.

Certamente neste processo o nimero de graus de liberdade do sistema é reduzido. Com as
novas variaveis e a redefinicao dos parénteses de Dirac, recaimos novamente no caso anterior

onde s6 existem vinculos de primeira classe, e tudo segue como antes.
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2.3 Formulacao Hamiltoniana da TRG

2.3.1 Folheamento da variedade com hipersuperficies tipo espaco

No inicio do século XX surgiu, dentro da comunidade cientifica, um ideal com motivagoes
filoséficas para se conseguir a unificacao de todas as teorias fisicas. Certamente isto é um mero
desejo humano, ja que a natureza nao busca na ciéncia o seu comportamento, ao contrario,
somos nos que observamos a natureza para tentar entendé-la. No entanto, havia motivos para
que os cientistas acreditassem que esta unificacao fosse possivel. No final do século XIX, o tra-
balho de James Maxwell nos mostrou como duas forcas até entao consideradas independentes,
a saber, as forcas elétrica e magnética, eram na verdade manifestacoes diferentes de um 1nico
campo, o campo eletromagnético. Mais tarde, com o advento da mecanica quantica e posteri-
ormente com a sua compatibilizagdo com a mecanica relativistica sem gravitacao (meados do
século XX), se conseguiu incorporar o eletromagnetismo ao mundo quéantico, dando origem &
eletrodindmica quantica (QED). Neste contexto a tnica teoria de interagao fundamental da
natureza que ainda nao fazia parte deste arcabouco matematico era a teoria da gravitacao, ou
seja, a teoria da Relatividade Geral de Albert Einstein.

A primeira dificuldade técnico-matemaética surge de o caminho natural de quantizacao
canonica requerer uma formulacao hamiltoniana. Os primeiros trabalhos nesta direcao datam
do final da década de 40 e inicio de 50 do século passado. Para se construir este formalismo
foi necessario desenvolver uma teoria para sistemas hamiltonianos vinculados Ref. [13] e
Ref.’s [28]-[30], j4 que a Relatividade Geral é uma teoria invariante por reparametrizacao de
coordenadas. Ao se tentar construir a hamiltoniana da gravitagdo é necessério singularizar a
coordenada temporal gerando assim vinculos entre as varidveis candnicas. Nota-se assim que
a formulacao hamiltoniana da Relatividade Geral sé é possivel para espagos cuja topologia é
do tipo R ® M3 onde M3 é uma hipersuperficie espacial arbitraria de dimensao 3.

Para chegar na hamiltoniana da gravitagdo, seguiremos a linha de exposi¢do de R. Ar-
nowitt, S. Deser e C.W. Misner Ref. [31], primeiro folheando o espago-tempo com uma hiper-
superficie tipo espaco e depois aplicando o formalismo para sistemas hamiltonianos vinculados
as varidveis canonicas em questao.

Todo o desenvolvimento serd feito supondo-se secoes espaciais fechadas para que nao te-
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nhamos que nos preocupar com os eventuais termos de superficie que possam vir a surgir. Em
casos com segoes espaciais abertas o procedimento é analisar caso a caso e, quando houver
contribuicoes nao nulas, somam-se termos a hamiltoniana total de forma a cancelarmos as
contribuicoes de superficies. A orientacao nestes casos é conseguir reproduzir as equacoes de
Einstein, o que nao é possivel com os termos de superficie.

Seja uma variedade com topologia R ® M3. Primeiramente preenchemos a variedade
com uma congruéncia de curvas tipo-tempo, ou seja, uma congruéncia que em cada ponto
podemos definir um vetor como a derivada com relacdo ao parametro da curva (7) e por
construgao este vetor (n%) é do tipo-tempo. Num dado ponto existe uma hipersuperficie local
cujo vetor normal é o préprio n®. Devido a topologia da variedade, esta hipersuperficie pode
ser estendida de modo a separar a variedade em duas regides tal que qualquer curva tipo-
tempo tem necessariamente que atravessar esta hipersuperficie. Isto é muito importante para
podermos defini-la como uma superficie de Cauchy.

O parametro 7 das curvas da congruéncia nao sao necessariamente constantes ao longo
desta hipersuperficie. Definimos entao um parametro t justamente com a exigéncia de que
seja constante sobre cada hipersuperficie.

Naturalmente podemos parametrizar as hipersuperficie usando 3 parametros:

Vamos escolher uma base de vetores na hipersuperficie como sendo a derivada com relagao

a cada parametro:

. Ox®
Xa = 5

Por praticidade estamos considerando que o vetor normal & hipersuperficie é normalizado

de forma que tenhamos,
gopn®n’ = =1, gagn™xh =0

O conjunto de todas as hipersuperficie a t constante preenchem a variedade e assim des-
crevemos o espago-tempo a partir das equagdes paramétricas x“ (¢, z%).

Num dado ponto z' de uma hipersuperficie a t constante existe um vetor normal n®
associado a uma determinada curva da congruéncia. E possivel que este ponto seja levado a

uma outra curva da congruéncia ao passar para proxima hipersuperficie. Para quantificar esta
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variacao definimos um vetor deformacao N como sendo o vetor que conecta dois pontos de

mesma coordenada espacial x* em duas hipersuperficies vizinhas.

o X7 (t:2)
N =%

A decomposicao do vetor deformacao na base definida sobre a hipersuperficie e paralela

ao vetor normal nos fornece:
N% = Nn“+ N

A fungdo N é chamada de funcao lapso e as N% sao chamadas de fun¢ao deslocamento.
Note que a funcado lapso mede a taxa de variacao entre o parametro t e o tempo proprio
associado a um observador comével com quadri-velocidade n®. A funcao deslocamento mede
a taxa de variacdo do ponto com coordenada z° entre duas hipersuperficies a t constante.

Para estudar a evolugao dinamica do sistema precisamos projetar as quantidades fisicas
sobre a hipersuperficie e paralelamente ao vetor deformacao, ja que este é o vetor tangente as

linhas coordenadas do tempo t. Podemos reescrever n™ e a métrica a partir desta decomposicao

1 Na 1 —Ne
o _ o a _
=N T N <N’ N >

e assim obter:

9ij = YaB X; Xf = hij
90i = gap N Xiﬁ = N hg; = N;
900 = gap N* NP = —N? + NN,

—N? 4+ NN, N;

Juv =

com inversa g"” g, = 85 (por construgdo h”hj, = 8%),

_ 1 N
g/u/ _ N2 NZ2

NI pii _ N'NJ

N2 N2

Com estes resultados a componente covariante do vetor n® é
Na = Yap 77ﬂ = (—N,0,0,0)t .

Como era de se esperar, a variavel dinamica que descreverd a evolugao da geometria é a

propria métrica da hipersuperficie (h;;). Para tanto, precisamos caracterizé-la integralmente.
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Resta-nos entao sabermos como esta tri-hipersuperficie espacial estd curvada com relagdo a
variedade maior quadridimensional. O estudo de imersao nos mostra que é possivel que duas
hipersuperficies distintas (g,.; g/ag) possuam a mesma métrica intrinseca & hipersuperficie
(hij) como sub-variedade. Uma maneira natural de prosseguirmos é estudarmos a variagao
do vetor normal a hipersuperficie, fazendo-o variar ao longo da mesma e projetando-o sobre a
hipersuperficie, j4 que queremos descrever a evolucao a partir da hipersuperficie e quantidades
fisicas definidas sobre ela.

Define-se o tensor de curvatura extrinseca,
. 1o, s L o 5
KHV = _EJ‘/L J‘V MNes8) = _EJ‘/L J‘V‘CW (gaﬁ)
onde

Lo =0 +n% (projetor sobre a hipersuperficie)

—

Lg (9aB) = &ap + €8ia (derivada de Lie da métrica ao longo do vetor £)

com componentes:

1
Kap = =3y = =N ro, (2.13)
Koy = N® Ky, (2.14)

Koo = N°N® K, (2.15)

As Unicas componentes relevantes sao os Kg’s. Com esta decomposicdo em maos, va-
mos reescrever a acao da TRG em termos destas novas varidveis para podermos definir os
momenta associados e assim obter a hamiltoniana desejada. Conceitualmente, o principio
de Hamilton deve ser entendido a partir da métrica da hipersuperficie. Dada duas hipersu-
perficies hap (Z,t finat) € Rap (T, tinicial) €xiste infinitos modos para deformarmos hqp, (Z, tiniciat)
em hgp (7, ¢ final), DO entanto a evolucao sera dada pela deformacao continua tal que a agao
associada a métrica g, seja extremal. O espago composto de todas as configuragoes possiveis
para as métricas foi primeiramente introduzido por Wheeler com o nome de superespaco. Po-
demos entao reafirmar o principio variacional dizendo que a trajetoria descrita pela métrica

no superespago serd aquela que torna a acao extremal.

28



2.3.2 Formalismo ADM da Relatividade Geral

E amplamente sabido que a acao que fornece as equacgoes de Einstein pode ser escrita

S = /d"‘x V=9 R. (2.16)

Antes de fornecer o resultado final, é interessante desenvolver algumas relacoes utilizando

as varidveis N, N¢, h;;, K;;.Vamos definir:

379 = 10 (haep + hav.e — hbe,a)
3R, tensor de Ricci formado com as conexdes ?Tgc
K = h®K,
h =det(hey) = 0 (\/E) = — VR p 5kt = VERabsh,, =
= (V) = VEh®ha = Vi (~NK + N%a)
Por substituicao direta encontramos as seguintes componentes para a conexao:

o _ N  N°N,a N°N°

I =~ K

0ENTTN N T
N,a N

T =y — K

K, b 1 . 1 .
Iy, =— ]\(; = N2 <hab - N(a;b)) = Ko = “oN (hab - N(a;b))

Ny \°*  heb NeNPN, NoeN°N™E,
a = Npob [ 2 ~— (N?2=N™N,,),b— ’ m
00 <N> T ( m) N N
Ne NaN™
o =N [—K;}+ ( N ) ;b+7N2 Kbm]
a
gc :3 Fgc + WKI)C
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Analogamente chegamos para o tensor de Ricci,

Ry = NhK;j+ NN} —2NNYKf —2NN'K}, + NN'K | + N*K9K;; +

o o o NiNJ . NtNJI
+N'NI3R;; + N'NVK ;K — 2N'NVK; 'K — N K = N
NiNJ NiNJN?
+2 NLKy + — Ky
N™ N™ N N™
Roi = *Wsz - WN,i;m + WKmlN'r’rzL + KliWNl;m —2N" K, lKli +
NmN?
~NK™; y+ NK;+ *RpiN™ 4+ N" K K + ~ Kiiom
1 .
Rij = 5 <_Kij = Nij+ N iKmj + N™ i K + NmKij;m> — 2K Kpmj +° Rij + Kij K

e finalmente podemos escrever o escalar de curvatura usando as varidveis da separacdo (3+1).

. k .
2K N, NK, y
R:—F—QJ\’;{+2 N’Z+Kin”+K2+3R

A agado (2.16) apés simples manipulagao matematica, somando e subtraindo 2 (\/E) K ao

escalar de curvatura, se decompoem em trés termos:

S=5Sa+ 51+ 5,
Sg = [dtd’z NVh (KYK;; — K> +* R)
$1= =2 dtds (VIK)

Sy =2 [ dtdx (\/EKNi - ﬁh’”]\[@ |

K

O termo S5 nao contribui para a equacdo de movimento por ser uma divergéncia total. O
principio é aplicado impondo variacoes onde dh;;, dINV;, 6N sao zero nos extremos. Porém, o
termo S7 poderia contribuir ja que ele depende essencialmente de derivadas de h;; na direcao
ortogonal as hipersuperficies a t constante.

Para nao ter que lidar com este termo de superficie, é comum definir a acao da teoria da
Relatividade Geral como Sg = S — S7. De agora em diante consideraremos apenas o termo
Sc como a boa agao; esta escolha serd justificada a posteriori encontrando as equagoes de

movimento que descrevem corretamente o sistema.
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Facamos entao a variacao funcional com relacao as variaveis em questao:
85 L 9L _(BL\'_(oLY . .
SN ON \ 9N ON,;)"
55—0:> 8L_ ﬁ'_ oL N
oN; oN;  \oN; oN;; )7 T

oS _, _ 9L (oL '_< oL )-k:—()
(Shij 8h,-j ahz] 8hi]’;k ’

Lnao depende de N nem de N ; e s6 depende de N explicitamente ou através de K;;.Usaremos

que:
oL L p 0K;
— 2VhN (h’“hﬂ - h”hkl) Ky 2ok 9.17
8—l:(ab \/> M 8Kab ( )
8Kij _ sab - 1 ash a b
SR = =5 (o088 + o307
¢,
0S oL 0L 0K;; . 5 3
SN OéaN-i-aKij N Vh ( J R)=0 (2.18)
Para a variagao de N; s6 temos dependéncia através de K.
0S oL 0K,
ON; 0Ky aNi;j .5
como g][\%‘]’ = %52{, e usando o resultado de (2.17) encontramos
2Vh (K7 =67 K) =0 (2.19)

Na variagao com relacao a h;; é importante lembrar que a fungao 3R depende de hij, e que
K;; depende tanto através de hzj quanto de N;; ja que este iltimo possui a conexao 3r ?J

Num referencial onde a conexao se anula, temos que as relagoes se seguem:

53Ry

(0°T5) o = (0T)

1
0Ty = ht ((8hiy),s + (haa) 5 = (9hi) )

e j& que, ao contrario da conexdo, §°I" é um verdadeiro tensor, estas relacoes sdo tensoriais o

que garante suas validades em qualquer referencial.
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Encontramos depois de alguns cédlculos que

08
(5hz‘j

0= (2.20)

= Kz] =-—N [SRU + KK” — QKZmeJ] + N,i;j - Nm,zK]m +

— N K" — N Kijim,

As equagoes (2.18)-(2.20) s@o equivalentes as trés possiveis projecoes das equagoes de

FEinstein,

Guv ntn” =0
Guwn'ly=0

Guy 115 =0

sendo portanto as equagoes que regem a gravitacdo quando a separagao (3+1) for possivel.
Dentre as trés, a tnica equacao que possui derivada temporal de segunda ordem da variavel
dinamica h;; € a (2.20), o que nos leva a concluir que esta é a equagao dinamica enquanto que
as outras sdo apenas equagoes de vinculo. As equagoes (2.18) e (2.19) restringem as possiveis
configuracoes das hipersuperficies a t constante. Ficara mais claro quando tivermos estabele-
cido os parénteses de Poisson associados aos vinculos da densidade hamiltoniana da teoria da

Relatividade Geral.

2.3.3 Hamiltoniana da Teoria da Relatividade Geral

De posse da densidade lagrangiana podemos prosseguir & formulacao hamiltoniana. A
partir da densidade lagrangiana encontramos as seguintes densidades de momentum:

L
6—0

p - 9L _ (2.21)
ON

oo L (2.22)
ON;

" OL 0K _ s (K — Wi E) (2.23)

8h1] - aI(ab 8hzj

(obs: note que o momentum II¥ é uma densidade tensorial do tri-espaco de peso 1.)
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Logo temos,

hi T = 7 = 2VhK =

. 2N hi;

As equagdes (2.21) e (2.22) nos mostram que este sistema possui vinculos. Nao é possivel
escrever as velocidades generalizadas como fun¢do dos momenta e das coordenadas.

Precisamos entao apelar para o formalismo desenvolvido por Dirac, Bergmann e outros,
para construir um formalismo hamiltoniano consistente. Como este formalismo foi descrito na
secao anterior, apenas me restringirei a aplica-lo.

Por definicao, a hamiltoniana candnica se escreve:

: . TON s
H. = PN+PZN1'+HZ]hij—L:HZ] |:\/E <Hij—ZJ7T>+N(i;j):|+

1 R X7 R 2
-N ) M — —2xg) —— 43 —
\/ﬁ[h< 2w><3 27T> 4h+3}
- N [Gabcd e med — v/, 3R} + 20T N

com Gaped = ﬁ (hachpd + hadhve — haphed) , € devido aos vinculos (2.21) e (2.22) temos a

hamiltoniana total:
HTi/dtd?’x (N Hy+ N; H + AP + \; P') (2.26)

onde,

Hy = Gijp 11V Ik — h2 3R (super-hamiltoniana)

H = -2 Hzf] (super-momentum).

Para chegar e esta hamiltoniana usamos a condicao de secOes espaciais fechadas para
descartar o termo (Hij Nj),j .

Precisamos garantir que os vinculos primarios sejam satisfeitos durante toda a evolucao.

Para isso, usaremos as relagoes
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Imposi¢ao sobre os vinculos primérios:

P(Z,t) =~ Oz/d?’z {P(f,t),HT(E,t)}:/d3z {P(&,t),N (z,t)} Hy (Z,t) =
_ —/dgzé(:f—,?) Ho (7.1) = —Hy (T,1) = Ho (£.1) ~ 0 (2.27)
Pi(Z,t) =~ 0:/d3z {Pi(f,t),HT(Z,t)}:/d3z {P(Z,t),N; (Z,t)} H) (2,t) =

= —H (Zt) = H)(Z,t)~0 (2.28)

estes sao novos vinculos que também devem ser preservados. Antes de realizar estes cdlculos

vamos introduzir a dlgebra de Lie associada aos vinculos Hy e H'.

(o (.0, (1.0} = (8 (@0) o~ B (510) 57 ) 07— 1) (2.20)
@) A ) = (H@ 0 o~ B0 5 ) 0= ) (2.30)
(Hy (70) H (5.0} = By (1) 5 07— 1) (2.31)

Devido a esta algebra pode-se verificar que a imposi¢ao dos vinculos serem preservados
ao longo da evolugao é satisfeito trivialmente, ou seja, H, (Z,t) = 0 e H; (Z,t) =~ 0, e sendo
assim eles nao geram novos vinculos. E f4cil verificar que todos os parénteses de Poisson entre
os vinculos (2.21), (2.22), (2.27) e (2.28) sao zero, e entdo todos os quatro sao vinculos de
primeira classe. Como a equagao (2.26) ja inclui todos os vinculos de primeira classe, esta é a
hamiltoniana da teoria da Relatividade Geral.

Vamos verificar se esta hamiltoniana de fato reproduz as equacoes de Einstein:
N (Z,t) = /d3z {N (&,t),Hp (Z,t)} = X\ (Z,1) (2.32)
Ny (#1) = / &z (N, (7,1), Hr (2,0} = A (7,1) (2.33)
i (7,1) = / @z {ha (7.1), By (7.)} =
N (Z,t)

= 200y, (Z,1) — hag (£, 8) TL(Z, £)] + N (£,1) + Ny (F,8)  (2.34)

Vh

5Estes célculos embora simples sdo muito extensos e facilmente encontrados na literatura, por isso néo os

reproduzirei.
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[k (7,4) — / & {1+ (@.0), Hr (2.0)}) =
I Nhik 112 2N (. 11
= —NVh(?R* - — 3R> + <H I — > - = <HlmH7’?n — )
( 2 ovh U 2 Vh 2

gk ar,mayik o m(i nrk)
+Vh (N N ) +vh < v >;m 2010 NK) (2.35)

As duas primeiras equacoes nos permitem tratar as varidveis N e IN; como meros multi-

plicadores de Lagrange para os vinculos (2.27) e (2.28). A equacao (2.34) apenas define as
relagoes entre as “velocidades” (h”) e os momenta. A verdadeira e tinica equacao dinamica é
a (2.35). Esta equagao é equivalente & tinica equagao dindmica (2.20) do formalismo lagrangi-
ano, e os vinculos (2.27) e (2.28) s@o equivalentes respectivamente as equagoes (2.18) e (2.19).
Assim fica mostrado que este sistema hamiltoniano reproduz as equagoes de Einstein.
Devido ao fato dos vinculos (2.27) e (2.28) satisfazerem a &lgebra de Lie (2.29) - (2.31),
existem relagoes e condigoes impostas sobre a evolugao temporal do sistema. A partir desta

algebra pode-se provar os seguintes teoremas:

1. Se os vinculos sao satisfeitos em uma dada hipersuperficie, e a evolucao temporal é
dada pelas equagoes de Hamilton, entao os vinculos serao satisfeitos ao longo de toda a

evolugao.

2. Se os vinculos sao satisfeitos para duas hipersuperficies arbitrarias, entao quantidades
canodnicas em duas hipersuperficies quaisquer sao necessariamente evoluidas a partir das

equacoes de Hamilton.

3. Se a funcao principal de Jacobi (S) satisfizer a super-hamiltoniana em um dado ponto
(Zp) e o super-momentum em toda a hipersuperficie, entao ela também satisfara o vinculo

da super-hamiltoniana em toda hipersuperficie

Hy (Zo,t)[S] ~ 0
0 (Zo,t) [S] = Hy (Z,t)[S] =~ 0V T et fixo.

4. Se a funcao principal de Jacobi (S) satisfizer a super-hamiltoniana em qualquer ponto da
hipersuperficie, entao necessariamente também satisfara o super-momentum em qualquer
ponto

Hy(Z,)[S]~0 = H(Z1)[S]~0 Vi et fixo.
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Os vinculos (2.27) e (2.28), embora secunddrios, sao vinculos de primeira classe. Espera-se
entao que eles sejam geradores de transformacoes de calibre.

Para o vinculo Hp, a tnica transformagao nao nula é para a varidvel h;;:

0hi; () = [ d*ze(2) {hi; (7). Ho (2)} =
:fd3ze Z Gabkl( ) hij(

= (@ F (11 (@) - "7 (@)) =
= —2¢(7) Kij (T) = —2€ (L) Lye (hij)

Esta transformagao gera deslocamento na dire¢ao do vetor tipo-tempo n® (1) perpendicular
a tri-hipersuperficie. Enquanto a hamiltoniana total gera deslocamentos no parametro t, a
super-hamiltoniana gera deslocamentos no parametro .

Vejamos agora o vinculo do super-momentum (Hj;):

o Shiy (7) = [ d5 {h (7), Ha (D)} X" (2) =
— 9 fd3z Ya (2) {h (@), (1050 4 10T, ) | =
fzJJ%Xh<>(f% (7 — 2) 680 + T4 (7 — 7)) =
— 2.8 (8) 020 — 2 ()T, =
= x5 (%) = L,k (hij)

fJW{m H, (%)} X% (2) =
f 2 {07 @) <ﬂW<ﬁ Y (2) =
@Wuwzmmah@mumwwMﬂz
= @W XU (@) PPl — (G (7) )+ (™ (7) 1) | =
%(@HM+X,<>H”+x<>H%=£ (1)

)

o OIT4 (

Estas transformacoes sao transformagoes gerais das coordenadas na tri-hipersuperficie, ou
seja, as transformagoes de calibre sao difeomorfismos da tri-hipersuperficie.
Concluimos assim o desenvolvimento do formalismo Hamiltoniano para a Teoria da Rela-

tividade Geral.
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2.4 Teoria Linear de Perturbacoes Cosmologicas

Nos capitulos anteriores, estudamos o formalismo hamiltoniano para a TRG e vimos que
seria necessario usarmos métodos para lidarmos com sistemas vinculados devido as liberdades
de calibre da teoria. No presente capitulo, vamos desenvolver a teoria linear de perturbacgoes
cosmoldgicas nos preocupando apenas com o formalismo que serda usado no desenvolvimento
dos resultados seguintes e, por isso, nos limitaremos apenas em lidar com o essencial necesséario
deste formalismo.

Primeiramente, vamos mostrar como podemos, de uma maneira consistente, definir uma
teoria de perturbacoes cosmoldgicas e quais devem ser as varidveis dinamicas desta descricao.
Tendo estabelecido a linguagem conveniente, vamos derivar as equagoes dinamicas para per-
turbagoes escalares a partir das equacoes da TRG. Em seguida, nos focalizando apenas no
caso de um Universo permeado por um campo escalar classico, encontraremos finalmente as
equacoes basicas para a descricao da evolugao de perturbagoes lineares num Universo ho-

mogéneo e isotropico.

2.4.1 Formalismo

As observagdes cosmoldgicas nos mostram que o Universo é, em larga escala, homogéneo
e isotrépico. As estruturas encontradas, por exemplo em aglomerados de galdxias, podem ser
explicadas a partir da evolugao de um pequeno desvio da homogeneidade observada. Devido
a natureza atrativa da gravitagao, qualquer desvio da homogeneidade gera uma instabilidade
gravitacional a qual tenderia a crescer exponencialmente. Porém, devido a expansao do Uni-
verso, o crescimento das perturbagoes, em geral, segue uma lei de poténcia.

Para explicarmos completamente a formagcao de estrutura do Universo precisamos levar em
conta efeitos gravitacionais nao lineares Ref.[55, 58]. No entanto, antes mesmo de estudarmos a
evolucao dessas perturbacoes temos que estabelecer quais sao as adequadas condigoes iniciais,
ou seja, qual é o perfil de distribuicdo da densidade de matéria, o qual sabemos que esta,

através das equacoes de Einstein, associado as perturbagoes da métrica.
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A teoria linear das perturbacoes da métrica nos possibilita descrever a evolucao dessas
perturbacoes num regime anterior a formacao de estrutura, gerando assim as condicoes iniciais
para esta teoria.

Com o desenvolvimento do paradigma inflaciondrio, que serd discutido no capitulo seguinte,

6 se mostrou um formalismo fundamental nas previsdes cosmoldgicas.

a teoria de perturbacgoes
A partir do seu desenvolvimento pode-se explicar, por exemplo, as flutuagdes da radiagao
cosmica de fundo, tornando-se assim indispensavel para qualquer andlise e teste de modelos
tedricos para o Universo primordial.

A TRG foi construida para ser uma teoria invariante por transformagoes arbitrérias de
coordenadas. Esta invariancia estd associada a idéia de que os sistemas de coordenadas sao
completamente arbitrarios e por isso nao contém nenhum significado fisico. Esta liberdade
de calibre nos cria uma dificuldade técnica na construcao de uma teoria de perturbagoes
lineares pois, uma vez que é permitido fazer qualquer transformagao de coordenadas, temos
que garantir que as quantidades que descreverao as perturbacoes de uma dada métrica sao
de fato perturbacoes fisicas e nao meras componentes artificiais criadas por uma mudanca de
coordenadas.

Existem alguns métodos possiveis para tratar este problema. Uma possibilidade seria,
por exemplo, descrevermos a gravitacao no formalismo de equagOes quase-maxwellianas e
descrevermos as perturbagoes em termos das componentes do tensor de Weyl Ref.’s [32]-[37].
Uma vez que as métricas conformalmente planas possuem tensor de Weyl igual a zero, qualquer
componente nao nula do tensor de Weyl para a métrica de FLRW representara necessariamente
uma verdadeira perturbagcao.

Por conveniéncia, optamos por trabalhar com as varidveis invariantes de calibre em pri-
meira ordem desenvolvidas primeiramente por Bardeen [39, 40]. Neste formalismo, as varidveis
das perturbacdes sao identificadas com componentes da métrica perturbada. De maneira
analoga, poderiamos ter escolhido trabalhar num dado calibre, como o calibre sincronton e,
tomando cuidado para identificarmos corretamente aos graus de liberdade fisicos das per-
turbacoes, evoluirmos o sistema mesmo que as varidveis nao sejam invariantes de calibre. No

entanto, neste procedimento, nao é ficil o acompanhamento dos graus de liberdade fisicos o

5Vamos usar o termo teoria de perturbacdes como uma abreviacio para teoria linear de perturbacdes gra-
vitacionais, sendo sempre sub-entendido que estamos considerando a descrigdo do Universo através da métrica
FLRW.
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que torna a andlise dos resultados menos clara e mais dificil de interpretar.

Formalmente podemos definir transformacoes de calibre de perturbagoes com relacao a uma
determinada métrica de fundo de duas maneiras: transformagoes passivas ou ativas. Suponha
que tenhamos uma variedade M que represente o espago-tempo fisico onde definimos uma
estrutura de fundo e associamos a toda e qualquer varidgvel Q7 em M uma funcdo especifica
0 (z*(p)) de forma que a dependéncia funcional de Q) em 2 seja fixa para todo ponto
p € M. Tendo definido esta estrutura de fundo podemos entao definir as perturbagoes

simplesmente como
6Q(p) = Q(x*(p)) — Q' (z(p)).

Para um outro sistema de coordenadas % teremos naturalmete para o mesmo ponto p

5Q(p) = Q(#*(p)) — V(&% (p)).

Da mesma forma que antes, a dependéncia funcional de Q(©) em #® é a mesma que de Q) em
2. A transformacio 0Q — 6Q é a definiciio da transformacio de calibre (passiva) associada
a transformacao de coordenada x® — <.

A outra maneira de definirmos transformagoes de calibre é utilizarmos uma outra varie-
dade e definirmos um difeomorfismo entre esta variedade de fundo N e a variedade espaco-
temporal fisica M. Se a variedade de fundo possuir um sistema de coordenada rigido x,,
um dado difeomorfismo 2 : N' — M induz um sistema de coordenadas em M pela asso-
clagao 7 : ¢ — x. Se utilizarmos um outro difeomorfismo 2, teremos a inducao de um
novo sistema de coordenadas Z : x — 2% Para cada um destes difeomorfismo, podemos
definir nossas varidveis perturbadas respectivamente como §Q(p) = Q(p) — QO (2 1(p)) e
5Q(p) = Op) — QV(Z2~(p)). Novamente definimos uma transformacio de calibre como
a passagem de 69 — 50. Estas duas abordagens sao equivalentes, sendo que a primeira
mostra mais claramente a dependéncia das transformagcao de calibre na escolha do sistema de
coordenadas enquanto que a segunda salienta a dependéncia na relacao entre a variedade de
fundo e a variedade fisica espago-temporal.

No caso de considerarmos transformacoes infinitesimais

xa i(}é — l,a + £a7

"Estamos omitindo os possiveis indices de Q mas esta varidvel pode ser de natureza escalar, vetorial ou
tensorial.
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a transformagao de calibre é caracterizada pela derivada de Lie na direcao do vetor &,
5Q - 69 = ZQ. (2.36)

O estudo de perturbagoes sera feito num Universo descrito pela métrica de FLRW de forma
que podemos definir a métrica a partir do intervalo de acordo com a separagao g,, = gff) +0g,m
onde assumimos que a métrica de fundo é dada por

Odavde = N2>~ — SO (472 112 (a6? 4 sen®(8)d0?
Gy L AL (1+%r2)2[r " sen”(0)d¢”)]

A parte perturbada da métrica pode ser dividida em trés setores, os quais evoluem de forma
independente: escalar, vetorial e tensorial. Essa separacao das componentes da perturbacao
é baseada em suas propriedades frente a transformagoes de coordenadas tri-espaciais em cada
hipersuperficie que define o folheamento da variedade associada a métrica de fundo.

As perturbacgoes vetoriais e tensoriais ndo geram nenhuma instabilidade gravitacional de
forma que para o estudo da formacao de estrutura basta analizarmos o setor escalar Ref.[38].
De fato, para um Universo em expansao, as perturbacoes vetoriais decaem inversamente pro-
porcionais ao fator de escala, enquanto que as perturbacoes tensoriais geram ondas gravitaci-

onais que nao influenciam na evolugao dos desvios da homogeneidade da densidade de matéria.

2.4.2 Perturbagoes escalares

A parte da métrica associada as perturbagoes escalares pode ser escrita como

2N2¢ —Na(t)By;

O0Guw =
—Na(t)B;; 2a*(t) (Vi — Ejg)

No calibre temporal conforme, o intervalo se escreve
ds® = a®(n) {(1 + 2¢) dn* — 2B;da’dn — [(1 — 2¢) v;j + 2E);;] da'da? } . (2.37)

Uma transfomacao infinitesimal de coordenada é inteiramente definida por um vetor £ =
(€9,¢%), onde o tri-vetor pode ser decomposto em um tri-vetor com divergéncia nula e uma

= : i i ij J :
fungao escalar, ou seja, £ = {7 +y7¢|; com £T|J' = 0. Como estamos interessados apenas nas
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perturbacoes escalares, a transformacao infinitesimal mais geral pode ser caracterizada pelas
duas funcoes escalares €0 e €. Dada esta transformacao infinitesimal, a métrica ird sofrer um
transformacao dg,, — 0 = 0gu + Agu,. Podemos calcular a varigao para cada uma das

componentes da métrica perturbada definida em (2.37)
~ a/ ~ a, ~ ~
b=0-—¢ ¢ d=v+—€ B=B+-¢, E=E-¢

onde ’ significa derivada com relacao ao tempo conforme.

Claramente, estas variaveis nao sao invariantes por esta transformacao infinitesimal de coorde-
nada. A partir de uma combinacao apropriada, podemos construir duas varidveis invariantes
q>=¢+2 (B—EYa] T=4¢- ‘;/(B—E').

Estas duas varidveis foram introduzidas na literatura pela primeira vez por Bardeen [40].
Além dessa possivel escolha, poderiamos ter tomado qualquer combinacao linear destas ou
definir quaisquer outras duas variaveis invariantes de calibre para representar o espaco bidi-
mensional das fungoes escalares invariantes de calibre que definem a perturbacao escalar da
métrica. A escolha por estas duas varidveis se d4 pela simplificacdo das equagoes dinamicas
e pela facil associagdo da variavel ¢, chamada de potencial de Bardeen, com o potencial
Newtoniano.

Em geral, a perturbacio de um campo escalar dp(n, z) = ¢(n, ') — @o(n), onde @o(n) é
o seu valor no espaco-tempo de fundo, também nao é invariante de calibre. Frente as trans-
formacdes infinitesimais, esta perturbacéo se transforma do(n, ') — d¢(n, ') = dp(n, 2t) —
906(7])50. Da mesma forma que para as variaveis da métrica, podemos definir uma perturbacgao
invariante de calibre

5™ = dp + (B — E').

Tendo as quantidades invariantes de calibre definidas acima, vamos agora derivar, a partir
das equacoes de Einstein, as equacoes de evolucao das perturbacoes.

As equacotes para as perturbagoes sao calculadas a partir das equacoes de Einstein utili-
zando a definicao para a métrica perturbada g,, = 0) 9w + 0. Ao inserirmos esta métrica

no lado esquerdo das equacoes de Einstein encontramos
GH, = (O)G“l, +0GH
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onde (OG*, condensa todos os termos que encontrariamos caso a métrica fosse apenas a
7 . 0
métrica de fundo (9 Guv-
Utilizando a métrica no calibre de tempo conforme, eq. (2.37), encontramos para o tensor

de Einstein perturbado as seguintes equagoes

8GO0, = % {=3H (Hé + ') + V2 [ — H(B — E')] + 3Ky} (2.38)

(2.39)

J ¥

5G°; = % [Hé + ' — K(B - E')]

J

) 2 1 . 1 .
0G =~ { [(2%’ +HA) ¢+ HY + 9" + 2HY — Ky + 2V2D} 0% = va%} (2.40)

onde definimos D = (¢ — ) + 2H(B — E')+ (B — E')'.
Esses termos de perturbagao para o tensor de Einstein nao sao invariantes de calibre para
um transformacao infinitesimal do sistema de coordenadas. Se utilizarmos a definigao (2.36),

encontramos

/
5G0 — 6G0, — ((O)GOO) €0
1
0 0 0) (0 0) vk | ¢0
5Gj_>5c;j—(< >G0—§<>G k)gj

. . . /
0G, — 8G°; — <<0)sz) ¢
Construimos assim as quantidades invariantes de calibre,
H /
(6va)00 _ 5G00 + <(O)GOO) (B _ E/)
inv) 0 1
invy? __ i (0) i ! Y
(6G )j_5G1+< Gj)(B E')

Podemos definir, da mesma forma que para o tensor de Einstein G*,, a separacio para
0 tensor energia momentum em uma componente associada ao sistema nao perturbado e um
termo de correcdo de primeira ordem nas pertubagoes T, =©) T#, + §T*,.

De uma forma geral, considerando que a topologia do espaco-tempo seja M3 @ R onde M3
é uma variedade tri-espacial arbitraria, podemos decompor o tensor energia-momentum em

sua forma irredutivel, Ref.[41], com o auxilio de uma congruéncia de vetores tipo tempo V*#
TH = pVIVY 4 ph* 4 gHyY) 4TI,
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onde definimos o stmbolo de simetrizacio por A#BY) = AXBY + AY B* e o tensor hw = guw —
V,,V., € o projetor sobre a tri-hipersuperficie definida como a superficie normal a congruéncia
V#. No caso da métrica ser homogénea e isotrépica, os tnicos termos nao nulos sao p e p.

Fazendo uma expansao até primeira ordem para o caso homogéneo e isotrépico temos,
p — (0)pp ©
Tk, = YTE 4+ 6TF,
com

(O /7 — PVHVY 4 p hH

STH, = §pVIVY + 6ph™ + p sV VYY) 4 p s

As componentes invariantes de calibre para as perturbacoes do tensor energia-momentum

Se escrevem
(67™)°y = o1% + (O1%) (B~ E)
(5Tinv)0j _ 6T0j + <(0)T00 - ;(O)Tk)k> (B o E/)L7
inv i i\
(1™, = o'+ (OT) (B~ E)

A partir dessas quantidades invariantes de calibre, as equactes de Einstein perturbadas
tomam a forma

2

3¢ ;
—3H (H® + W) + V20 4 3KW = =PLa? (67™)° (2.41)
307 ;
(Ho + ) = ZPa? (o7™)", (2.42)
/ 2 / " / Lo i L ik 300 5 inv?
(2H + HO)® + HE' + W7 4 2HY' — KW + SV D 65 — 07" Dy = ——~a (07™)", (2.43)

onde temos D = & — W, Para concluirmos esta andlise, ainda falta descrever como se escreve o
lado direito das equagoes, ou seja, precisamos estabelecer como se escrevem os termos invari-
antes de calibre para as perturbacoes do tensor energia-momentum no caso de considerarmos

o conteido material descrito por um campo escalar.
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2.4.3 Perturbagoes com campo escalar

Para completar a descricao das equacoes para as perturbagoes, vamos descrever os termos
de perturbacao para o tensor energia-momento. Estamos considerando que a matéria é descrita
por um campo escalar minimamente acoplado a gravitacdo que pode eventualmente estar
sujeito a um potencial V' (¢).

A acdo do campo escalar se escreve
1
S = /d“w V=g (—2 Mo Oup — V(sﬁ))-

Para um Universo homogéneo e isotrépico, o campo escalar também deve ser homogéneo e
isotrépico uma vez que as simetrias da métrica impdem sobre o tensor energia-momento da
matéria que ele seja diagonal e apenas com densidade de energia (TOO = p) e pressao isotrépica
(Tij = _pfsij)-

Seguindo a maneira de definirmos a perturbacao do campo escalar, podemos escrever
o(n, %) = po(n) +p(n, 2*), onde @y é o valor do campo para a métrica de fundo. Para o caso

do campo escalar no calibre temporal de tempo conforme encontramos,

1

p= @@62 + Vigo) (2.44)
1

p=5590 — Vi) - (2.45)

Por calculo direto, encontramos para os termos do tensor energia-momento perturbado

1 dv
0 _ 2 2
0T = — <—<P6¢+9065<p’+a d¢5<p> ,
1
0
0T = —3%000);
7 1 /2 / QdV 7

Novamente, estes termos nao sao invariantes de calibre. Precisamos entao redefinir as
perturbacgoes para os campos, 0™ = do + ¢((B — E'), para que as equacoes dinamicas

relacionem apenas quantidades invariantes de calibre. Em termos dessas varidveis invariantes
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de calibre, temos

inv) 0 1 /2 / inv\/ QdV inv
(6T )0=2<—800®+(P0(5<P ) +a7d<p&p ;
inv) 0 1 inv
(5T ) iz 9906@%0 )lj )
inv ¢ 1 2 inv QdV inv )
(o7™™) it <806‘I’—<P6(5<P ) +a @&P )53‘

Note que a parte espacial do tensor energia-momento perturbado é diagonal, (5Tij x & i
Se tomarmos ¢ # j na equagao (2.43), temos imediatamente que D = 0 = & = U. Para
todo tensor energia-momento que nao apresente pressao anisotrépica, I[I#” = 0, ou seja, que a
condigao 6Tij x 6" ; seja satisfeita, as perturbagoes da métrica apresenta apenas um grau de

liberdade. Neste caso a métrica perturbada assume a forma,
ds? = a*(n) {(1 4+ 2®) dn® — (1 — 2®) ;;dz’da’ } .

Podemos agora estabelecer as equagoes dinamicas se levarmos os termos encontrados para
o tensor energia-momento perturbado nas equagoes (2.41)-(2.43). Como trataremos apenas
de varidveis invariantes de calibre, por simplicidade notacional, iremos abandonar o indice
“inv” nos termos d¢™. Para simplificarmos as expressoes iremos usar a equacdo de fundo
H —H?-K = —%?”gog. O sistema que estabelece a evolugao para as perturbagoes escalares

num Universo permeado por um campo escalar com um potencial de auto-interagdo V(y) é

2
V2P — 3HP +4KD — (H' +2H?) @ = @ (%W + a2fiu;5g0> : (2.46)
! 36%3[ /
52
" + 3HD + (H' +2H?*) @ = % <<p6590/ — QQ?;&@) . (2.48)

Este sistema deve ser completado pela equacao de Klein-Gordon perturbada, Clp+ % = 0.
Se usarmos a equacao de Klein-Gordon nao perturbada para simplifica-la temos entao,
% dv
5¢" + 2HS@' — V25 + a® —5 6 — 4@ + 20— =0
de de
Nesta equacdo, o termo V? é um objeto geométrico definido com a métrica de fundo. As
equagoes (2.46)-(2.48) podem ser combinadas para gerarmos um equacao que s6 dependa do

potencial de Bardeen ® e de funcées do sistema nao perturbado. Para isto, basta subtrairmos
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a eq.(2.48) de eq.(2.46), usarmos a equagao de vinculo eq.(2.47) e a equagao de Klein-Gordon

nao perturbada. Esta separacao pode ser feita pois a equagao de vinculo eq.(2.47) relaciona o

potencial de Bardeen ® e a perturbacgao do campo escalar §p, dp = % q)l:g,Hq), nos mostrando
Pl 0

que este sistema possui apenas um grau de liberdade que podemos escolher descrevé-lo através
do potencial de Bardeen. Depois destas simplificacoes, a equacao final para a evolucao das

perturbacoes assume a forma

1/ /!
<1>”+2< ‘@)@’V%+2<2/€+H’H“’?)q>:0 . (2.49)
%o %0

E importante notar que para derivarmos esta equagao assumimos categoricamente que
¢, # 0. Caso queiramos estudar sistemas onde, por exemplo, o campo escalar oscile no
minimo de um potencial, como é o caso da fase de pré-aquecimento depois da inflagdo, nao
poderemos usar esta equacao. Esta situacao serd mais detalhada quando estudarmos, na secao
4.1, um modelo de ricochete (“bounce”) com um campo escalar cldssico.

Se aplicarmos uma transformada de Fourier para o espago dos comprimentos de onda E,
podemos substituir V2® por k2®, entendido agora que ® = ® (n, k). A equacdo (2.49) pode
ser simplificada por uma mudanga de varidvel Ref.’s [42, 44] definida por

. 2 2 a0
Ry 2% = i H
3 (p +p) Pl

f = i\/(;)L;) (1 - Wm’ia?> . (2.51)

Com relacao a esta nova variavel, a equacao para o potencial de Bardeen se escreve como

7 (2.50)

W+ (K =V,)u=0 |, (2.52)

onde definimos o potencial V,, e o termo associado a velocidade do som no meio, cs, por

1

Vo = 5+ 3K(1 -2 (2.53)
. 1 1
2 = % =3 (1 + 2;@,> . (2.54)

A equacgao (2.52) possui dois limites interessantes. No limite de pequenos comprimentos

de onda, k% >V, a variavel u se comporta como uma onda plana
u o< e
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No outro limite de longos comprimentos de onda, k? < V,,, temos que o termo do potencial
domina. Se neste limite o termo de curvatura puder ser desprezado, ou seja, considerando

agora apenas o caso onde podemos fazer K = 0, a solucao formal para a varidvel u se escreve

Ref.’s [42]-[44]
1 /
wrCro+cpo 91— CH) /dna2
02 o, \a

Neste limite o potencial de Bardeen é escrito como a soma de dois termos,

<Cll/d17a2>/ =C (k) <1 — Ij/dta(t)) . (2.55)

Para concluirmos esta se¢do vamos mencionar que, analisando a equagao (2.49), é possivel

O ~

C (k)

construir uma quantidade conservada para o limite de longos comprimentos de onda Ref.’s

[45]-[48] para qualquer um dos casos K = +1,0. Definindo a varidvel,

H2p X g/‘f‘ 1_£+1 E ’
HZ2 3\ H

2
3(p+p) (H*+K) H
temos que a sua derivada temporal, usando a equagao (2.49) e a equagao de Klein-Gordon nao

1/ k\? /9 302, a216S
il 1@ Pl
3(H> (H+ )+ 2 H2]

O termo 4§05 representa a perturbacao de entropia. Para um fluido, a pressao é em geral

CBST =

@} + (2.56)

perturbada, pode ser escrita como

BST ™3 (o + p) (H2 + K)

funcao de duas variaveis termodindmicas, por exemplo, da densidade de energia e da entropia

p=7p(p,S). Se calcularmos a sua encontramos dp = 75S+c2 6p onde 7 = (g—g) e c% = (%)S.
)
Pela definicao a partir do tensor energia-momento para um campo escalar, podemos calcular

dp e 0p diretamente de suas definicoes eq.(2.44)-(2.45)

1 av 1 av
op= =00 + —dp op = =90’ — —dp
a de a dep

A partir destas expressoes, e usando as equagoes (2.46) e (2.47), podemos calcular a per-

turbacao nao-adiabética
78S = dp — ciép = (1- c%) (3K — k:2) o

No limite de longos comprimentos de onda, i.e. escalas muito maiores do que o raio de

Hubble (% — O), e para perturbagoes adiabaticas 765 — 0, a quantidade (pgr, definida em
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(2.56), nao varia no tempo. Esta quantidade fornece uma medida da perturbacao da métrica
de forma independente do folheamento das hipersuperficies Ref.[49] e é 1itil para estudarmos
o comportamento das perturbacoes, por exemplo, durante a fase de re-aquecimento onde,
baseando-se apenas nesta quantidade conservada, nao precisamos nos deter nos detalhes do
mecanismo de re-aquecimento. Em termos da perturbacao de curvatura, {(gsr, temos que a

dependéncia em k do espectro Ref. [42, 58] é dada por
Pe = k*|[¢psrl? (2.57)

Na segao (4.1), usaremos esta definigdo para calcularmos o espetro de poténcia do modelo
em questao e analisarmos a sua compatibilidade com os dados observacionais advindos da

radiagao césmica de fundo.

48



Capitulo 3
Inflacao

“Fverything should be made
as simple as possible,
but not simpler.”

Atribuida & Albert Einstein

3.1 Motivacoes

O inicio da cosmologia moderna se deu com a publicacao do artigo do Einstein em 1917
Ref. [50]. Depois da era mecanicista regida pela Mecéanica Newtoniana, a formulagao da Te-
oria da Relatividade Geral permitiu novamente a comunidade cientifica formular um modelo
cosmoldgico Ref.’s [51, 52]. Até o final da década de 20, devido a escassez de dados observaci-
onais, a cosmologia se baseava principalmente em principios e preferéncias filoséficas como o
principio cosmoldgico que propoe que nao haja nenhuma regiao priveligiada no Universo. A
conseqiiéncia imediata deste principio é a imposicao que a métrica que descreve o Universo
seja homogénea e isotrépica.

Com a evolugao dos instrumentos e técnicas observacionais, em meados do século passado
se estabeleceu as propriedades bésicas do nosso Universo num cendrio aonde a proposta de
homogeneidade e isotropia se confirmou observacionalmente juntamente com a estimativa da

idade do Universo, através da medi¢ao da constante de Hubble e o fato da seg@o espacial ser
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muito préxima de plana Ref.’s [53, 54].

A obervagao da radiagao césmica de fundo feita por Penzias e Wilson em 1965 mostrou que
o Universo deveria de fato ter passado por um periodo de altas temperaturas e densidades. A
evolucao dos debates cientificos forneceu o que ficou conhecido como o modelo do “Big Bang”.
Num Universo homogéneo e isotropico em expansao a métrica pode ser escrita num sistema
de coordenadas adequado na forma

a(t)’

ds? = —N2d$> + — 2
° T AT K2/

[dr? + 72(d6% 4 sin?(0)dp?)]

onde K = £1,0 e a tnica varidvel a determinar é o fator de escala a(t), o qual é apenas funcao
do tempo.

Estas simetrias da métrica, quando levadas as equagoes de Einstein, nos mostram que o
contetido material do Universo também deve apresentar estas mesmas simetrias, ou seja, ele
deve ser descrito por um fluido perfeito. Em linhas gerias, o modelo do “Big Bang” pode ser
descrito como um Universo homogéneo e isotrépico em expansao permeado por dois fluidos
perfeitos nao interagentes. Durante a sua fase inicial a evolugao é dominada pelo fluido de
radiagao seguida por uma fase dominada por poeira (fluido sem pressao).

Este modelo foi extremamente frutifero, conseguindo descrever a evolugao em larga escala
do Universo. Neste contexto foi possivel explicar a concentracao de elementos quimicos leves,
como o hidrogéneo e o hélio através dos processos de nucleossintese, assim como descrever a
formacao de estrutura do Universo Ref.’s [55, 56]. E evidente que se o Universo fosse estri-
tamente homogéneo e isotréopico ele ndao apresentaria nenhuma estrutura como galdxias nem
aglomerado de galdxias. Para descrever de forma mais realista o Universo devemos considerar
pequenas flutuacoes com relacdo a métrica de fundo. Dadas determinadas condi¢Ges iniciais,
o modelo do “Big Bang” é capaz de prever corretamente a evolucao dessas perturbacgoes de
forma compativel com os dados observacionais. Porém, a questdao de como estabelecer as
condicOes iniciais ainda nao é bem estabelecida até este ponto. Somando-se ao problema das
condicoOes iniciais para as perturbagoes cosmoldgicas o modelo do “Big Bang” ainda apresenta
algumas questoes fundamentais.

Antes de descrever o paradigma inflacionério, vamos listar algumas das questoes que fogem
do poder explicativo / preditivo do modelo do “Big Bang” no intuito de motivarmos a sua

modificagao e mostrar que a inflagao é capaz de resolver ou minimamente suavizar algumas
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dessas questoes Ref.’s [57, 58]. Vamos entao enumera-las:

1. Condicoes iniciais para as perturbagoes cosmoldgicas.

Como ja mencionado anteriormente, se utilizarmos o espectro da radiagao césmica de
fundo (CMB) para estabelecermos as flutuagoes na densidade de matéria no Universo,
o modelo do “Big Bang” é capaz de reproduzir a evolugao da formacao de estrutura em
largar escala. E natural supormos que este espectro da CMB tenha advindo de processos
fisicos e assim podemos nos questionar qual deva ter sido essa evolucao e a partir de

quais outras condigoes iniciais.

E notério que a inflagao suaviza este problema em pelo menos dois sentidos. Primeira-
mente, o periodo inflacionario amplifica o comprimento de onda fisico das perturbagoes
tornando possivel que perturbagoes locais antes da fase inflacionaria sejam responsaveis
pelas perturbacoes na escala de galdxias e aglomerados de galdxias. Além disso, a origem
dessas perturbagoes é geralmente dada por flutuagoes de um campo quantico que tem

como condig¢ao inicial o seu estado de vacuo.

O problema do estabelecimento das condicOes iniciais para o Universo s6 serd defini-
tivamente resolvido se conseguirmos construir uma teoria de condic¢bes iniciais que nos
permita derivar essas condigOes a partir de principios fundamentais. Porém, em geral,
certas condigOes iniciais sao consideradas mais ou menos naturais de forma que acredita-
se que ha de fato um ganho ao conseguirmos explicar a evolugao de um dado sistema

tendo como condicao inicial, por exemplo, a condi¢dao de vacuo para um campo fisico.

2. Problema do Horizonte de particula.

As geodésicas radiais para fétons num Universo com K = 0 sao dadas simplesmente
por c¢dt = a(t)dr. Podemos nos perguntar qual serd a distancia coordenada percorrida
por um féton entre dois intervalos de tempo tg e t1, ou seja,

Ar = / b C—dt
to a(t)

No modelo do “Big Bang”, a extrapolagao para o passado nos leva a uma singularidade

que pode ser feita coincidir com a origem temporal. Assim podemos nos perguntar se

a integral acima converge ou diverge quando a extrapolamos para ty = 0. Caso ela

convirja temos entao um modelo de Universo com horizonte de particulas.
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A presenga de um horizonte de particulas nos diz que existem regices do Universo que
ainda nao entraram em contato causal, e o valor numérico calculado pela definicao acima
nos fornece uma estimativa de qual é o raio maximo das regioes causalmente conectadas.
Se o Universo for permeado por radiagao e poeira, como é o caso do modelo do “Big
Bang”, na época anterior a nucleossintese é a radiacao que domina, ou seja, a(t) ~ t1/2

e vemos assim que a integral acima de fato converge.

O problema do horizonte pode ser entendido da seguinte forma: a distancia fisica
percorrida por um pulso luminoso no intervalo de zero a tqes, onde tges ¢ 0 momento do

desacoplamento, é dada por

tdes ¢t/ a(tges) / bdes ¢ ¢! ety
— = os-
0

1(t) = a(t).Ar = a(taes). /0 o o
Se calcularmos qual era o volume do Universo observado hoje no instante do desacopla-
mento, ou seja, se propagarmos para o passado o volume do Universo observado hoje
encontramos um valor maior do que o calculado acima. Isto nos diz que no momento do
desacoplamento o Universo observado hoje ainda nao tinha tido tempo suficiente para

entrar em contato causal e desta forma a homogeneidade e isotropia encontrada na CMB

nao pode ser explicada por nenhum mecanismo fisico.

Problema da Planeza.

As secoOes espaciais sdo extremamente préoximas de serem planas, porém a condicao
Q) =1 é instavel, onde () é o parametro de densidade definido por 2 = pﬁ onde p. é a
c

densidade critica hoje. Num Universo de FLRW, a equacao de Friedmann nos fornece

Solo 1= -2t

Para um Universo em expansao desacelerada temos que este termo acima é sempre
positivo, ou seja, o parametro de densidade sempre se afasta do valor 1. Hoje em
dia o Universo é observado muito préximo do plano (2 = 1), o que implica que na
época de Planck, quando esperamos comecar a encontrar desvios do modelo padrao, este
parametro deveria ser extremamente préximo do plano, tao préximo quanto 1 parte em
10561 E evidente que o caso plano (K = 0) satisfaz esta condigao mas de qualquer forma

teriamos que explicar porque dentre todos os valores possiveis temos como condi¢ao uma

classe de medida nula como o caso plano.
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4. Origem da expansao.

O modelo padrao descreve o Universo em expansao porém nao nos fornece nenhum
tipo de explicagao possivel. Note que esta divergéncia das linhas de congruéncia sao
contrarias ao efeito atrativo da gravitacao. O melhor que pode ser dito é que o Universo

estd se expandindo pois assim o fez no passado Ref. [59].

Para elucidarmos a fraqueza de tal argumento podemos comparé-lo, por exemplo, com
a trajetoria de uma bala de canhao. Ao observéa-la em movimento pelo ar, poderiamos
afirmar que ela se movimenta pois ja possuia velocidade anteriormente, porém nenhuma
informacao relevante é extraida a menos que consigamos explicar o mecanismo causador
do movimento inicial (no caso da bala de canhao o mecanismo ¢é obviamente a explosao

da pélvora).

5. Problema da homogeneidade.

O Universo observado hoje é, em larga escala, homogéneo e isotrépico. Se olharmos
para o espaco de todas as solugdes possiveis das equagoes de Einstein percebemos que as
solucoes homogéneas! formam um sub-conjunto de medida nula, ou seja, se ndo houver
nenhum principio ou regra de selecao para privilegiarmos classes de solugoes, as solugoes

homogéneas tém probabilidade zero de acontecer!

Na realidade, a homogeneidade surgiu na literatura baseada no principio cosmolégico
que propoe uma equivaléncia entre todas as regioes do Universo, ou seja, o Universo é
homogéneo por principio. No entanto, enunciar um principio nao modifica em nada o

fato do Universo apresentar esta simetria tao particular.

Para resolver esta questao, precisariamos de uma nova teoria que explicasse essa pre-
feréncia uma vez que a Relatividade Geral nao distingue, ou melhor, nao privilegia
nenhuma de suas solugbes. Uma outra possibilidade é explicarmos a homogeneidade
por algum processo fisico, como por exemplo a homogeneizagao de um gis numa caixa
isolada pelo aumento de sua entropia. De fato, propor uma métrica especifica sem ne-
nhuma teoria de base vai contra as préprias idéias de que uma teoria espago-temporal

nao deva apresentar objetos absolutos como havia proprosto Einstein Ref.[60].

Me concentrei apenas na homogeneidade pois é possivel pensarmos em mecanismos dinadmicos para expli-
carmos a isotropia para Universos em expansao desde que eles sejam homogéneos.
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6. Assimetria entre barions e anti-barions.

O modelo padrao de particulas elementares nos diz que o nimero de bérions é um
nimero quantico (uma quantidade conservada). Além disso sabemos que para energias
superiores a massa do préton, um sistema em equilibrio deve apresentar uma mesma
quantidade de fétons, barions e anti-barions. No entanto, a fracao do niimero de barions

e fétons hoje em dia é da ordem de N,/N, ~ 1079 enquanto que Ny = 0.

O excesso de fétons pode ser explicado pelo aniquilamento entre barions e anti-bérions,
aumentando a quantidade de fétons, porém, nao é evidente como deve ter sido gerada

esta assimetria entre barions e anti-barions.

Esta assimetria entre o nimero de barions e anti-barions requer pelo menos trés

condigoes que sao conhecidas na literatura como regras de Sakharov Ref.[61, 62]:

(a) Violacao de N,: o niimero de barions nio ser de fato um ndmero quantico.
(b) O sistema esteja fora do equilibrio de forma que N, # Nj.

(c¢) Termos violagao das simetrias CP e C ao mesmo tempo.

7. Singularidade inicial.

Um evento como a singularidade inicial do modelo do “Big Bang” esta claramente fora
do escopo de qualquer teoria fisica desenvolvida até o momento. Esta aberragdo serve
como um limite intransponivel para a nossa descricao causal, sendo assim delegada ao

filésofos, tedlogos ou metafisicos.

Desde os ano 60 vem se mostrando que é uma propriedade da teoria da Relatividade
Geral apresentar singularidades em suas solugoes, sejam elas solucoes cosmoldgicas, como
os modelos de FLRW, ou de sistemas gravitacionais, como os buracos negros Ref.[83, 84].
Ao invés de ser considerada como uma necessidade tedrica, como se tentou mostrar com
os teoremas de singularidade, a presenca da singularidade deve ser encarada como um

sinal de que estamos extrapolando a teoria a um regime em que ela nao é mais vélida.

Qualquer proposta que contorne esta dificuldade deve ser tomada como uma tentativa
de criarmos meios coerentes de extrapolarmos o limite imposto pelas singularidades.
Num contexto cosmoldgico, isto se traduz em considerarmos apenas modelos nao singu-

lares para a evolugao do Universo.
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3.2 Propriedades Gerais

Os modelos inflaciondrios surgiram numa tentativa de resolver algumas das questoes levan-
tadas na secdo anterior. Em especial podemos ressaltar o problema do horizonte e o problema
da planeza.

Lembrando a formula para calcularmos o horizonte de particulas, percebemos que para que
a integral divirja préxima da horigem temporal é necessario que o fator de escala cresga com
potencial maior do que 1, ou seja, a(t) ~ t* com « > 1. Em outras palavras, a expansao do
Universo deve acontecer “mais rapida” do que a velocidade da luz. Se a evolugao do Universo
for dominada por um fluido perfeito temos que a equagao de estado deste fluido deve ser do
tipo p = wp com w < —1/3.

Esta equagao de fluido com pressao negativa, ao contrario do que aparenta, pode ser
interpretada fisicamente. Se considerarmos, por exemplo, campos escalares massivos ou auto-
interagentes, a presenca de um potencial pode fornecer uma pressao negativa, ou de outra
forma, dois fluidos interagentes cada um com equagdao de estado respeitando p; > 0 pode
também fornecer uma pressao efetiva negativa.

E interessante observar que esta equacgao de estado também resolve outro problema enu-
merado acima. Pelas equacoes de Einstein vemos que

2

a_  tp
_ = —— 3
. 5 (p+3p),

de forma que se w < —1/3 temos que esta fase seréd caracterizada por uma expansao acelerada
(d > 0). Se esse periodo for longo o suficiente poderemos explicar o fato das segoes espaciais
serem tao préximas do plano uma vez que o parametro de densidade se aproximara, ao invés
de se afastar, de 1

d
—||-=1 0
Sl -1) <

Podemos estimar quanto tempo deverd durar o periodo de inflacdo para resolver este pro-
blema da planeza. De acordo com os dados do WMAP Ref.[85], a planeza das se¢oes espaciais
colocam limites no parametro de densidade de forma que Qg = 1.02 & 0.02, onde o sub-indice
se refere ao valor hoje. Se propagarmos esta restricao até o momento da nucleossintese encon-

tramos que || — 1||yua < 107°%. Suponha que num momento inicial |2 —1||; ~ 1 e que iremos
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N

parametrizar o fator de escala num tempo posterior a partir de ay = e a;. Considerando um

crescimento exponencial, podemos calcular o quanto o fator de escala deve crescer a partir da

razao -
|Q—1); Ha 56
= =10"" — N =28 x In(10) ~ 65
191, = v

Vemos assim que o niimero minimo de “e-fold”? deve ser N = 65 para que ||2 — 1|| se
aproxime tanto de zero de forma a satisfazer os vinculos observacionais atuais.

Uma questao importante a ser analisada é como se processa o término do periodo de
inflacao. As duas fases subsequéntes a uma possivel fase inflacionéaria sao respectivamente uma
fase dominada por radiagao e a outra por poeira. Estas duas fases sao caracterizadas por uma
expansao desacelerada, ou seja, nao importa qual seja 0 mecanismo que gere a aceleracao, ela
deverd terminar antes mesmo da nucleossintese. Notamos assim que a constante cosmoldgica
nao pode ser a responsavel pela aceleracao durante o periodo de inflacao pois, caso contrario,
nao seria possivel sair do regime de expansao tipo de Sitter.

Durante a década de 60, quando foram articulados pela primeira vez os problemas do
horizonte e da planeza, uma possivel solucao para estes problemas parecia necessariamente
muito artificial. Com o advento da fisica de altas energias e sobretudo com a descricao de
transicao de fase ao se passar de regimes de altas para baixas energias, foi possivel construir
modelos inflacionérios cujas condicoes eram passiveis de transitar de um regime acelerado para
um desacelerado conectando-se assim ao modelo do “Big Bang”, Ref.’s [63, 64].

Apos esta analise geral sobre as propriedades dos modelos inflacionédrios, vamos analisar

alguns casos especificos.

3.3 Modelos Tipicos

O paradigma inflacionéario pode ser considerado como o requerimento de uma fase de ex-
pansao acelerada, a¢ > 0, suficientemente longa de forma que o fator de escala cresca muitas

ordens de grandeza. Para melhor situarmos essas teorias, vamos descrever brevemente alguns

2Este termo ¢ utilizado para dizer que a cada “e-fold’s” o valor do fator de escala cresce de forma que o seu
valor final é igual ao seu valor inicial multiplicado e'.
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modelos capazes de gerar esta fase inflaciondria.

3.3.1 Modelo original

Embora a idéia de uma fase de expansao exponencial, que é a caracteristica fundamental
dos modelos inflaciondrios, ji estivesse sendo explorada Ref.’s [72]-[74], o primeiro modelo
inflaciondrio construido a partir das teorias de altas energias foi proposto por Guth em 1981
Ref. [75].

A sua proposta original descreve um campo fundamental que sofre uma transi¢do de fase
de primeira ordem passando de um falso vdcuo para um véacuo verdadeiro. A diferenca de
energia entre estes dois véacuos é liberada em forma de calor latente, V ~ T%, elevando a
temperatura do meio material do Universo primordial (re-aquecimento).

Este modelo sofre de alguns problemas, como por exemplo a excessiva formacao de irregu-
laridades da densidade pelo processo de nucleacao, o fato de ndo haver um mecanismo natural
para o término da inflagdo, além do ajuste fino nas condigoes iniciais do sistema. O ajuste fino
é necessario para mantermos o campo fundamental no falso vacuo mesmo quando o sistema se
encontrando a uma temperatura Tgyr?, 0 que geraria perturbacdes térmicas sobre o mesmo.

Depois do abandono da proposta de Guth devido as suas dificuldades, as iniciativas de
Linde Ref.’s [65, 66] e de Albrecht e Steinhardt Ref. [67] propoem uma modificagao neste
modelo onde a teoria de campo escalar sofre uma transicao de segunda ordem, diferentemente
do caso anterior que apresentava uma transicao de primeira ordem. O problema com esta
proposta, que é conhecida com o nome de nova inflacdo, é ainda o ajuste fino necessério para
gerar uma fase inflacionéria suficientemente longa.

Embora a idéia original tenha sido inteiramente baseada na fisica de particulas e em teorias
de grande unificacao, a possibilidade de resolver os problemas da planeza e da homogeneidade
gerou motivagao suficiente para que os cosmélogos persistissem com a idéia fundamental deste
modelo, embora procurando outros mecanismos capazes de gerar esta fase inflaciondria. Note
que qualquer campo escalar, estando no estado de vacuo com densidade de energia diferente

de zero, é capaz de gerar inflacao.

3GUT é um acrénimo em inglés para teoria de grande unificacio

Y



3.3.2 Inflacao cadtica

Ainda motivado pelas caracteristicas dos modelos inflaciondrios, Linde sugere uma nova
modificagdo no modelo com o intuito de mostrar que a propriedade de gerar uma fase infla-
cionaria é uma propriedade genérica e de certa forma quase inevitavel de qualquer modelo
Ref. [76]. A inflacdo cadtica difere principalmente das anteriores pelo fato de nao requerer
condigoes iniciais tao restritas para o campo escalar nem para o potencial. Na realidade, a
configuracao do campo escalar logo apds o tempo de Planck, ou seja, assim que o sistema
comece a se comportar classicamente, deve apresentar todos os valores possiveis. A tnica
restricao advém justamente da energia nao ser alta o suficiente para nao termos que tratar o
sistema com uma descrigao quantica.

Nesta configuracao, em pelo menos uma regiao maior ou da ordem do comprimento as-
sociado a escala de auto-reproducao do modelo (m;rl), as condicOes para se gerar inflagao
sao satisfeitas, como por exemplo o valor do campo ser alto o suficiente a ponto de podermos
desprezar as suas variagoes tanto temporais quanto espaciais, \/9ypd%¢ ~ Vo ~ mzl < -
Linde argumenta que neste momento o Universo deve apresentar um numero infinito destas
regides para uma grande classe de teorias. Uma vez acionada estas condigoes iniciais, cada
uma destas regides ird se expandir exponencialmente gerando todos os efeitos desejados para
explicarmos a homogeneidade e a planeza das secoes espaciais. Note, porém, que agora o
Universo como um todo nao é homogéneo nem isotrépico. A inflagdo cadtica propoe um me-
canismo que homogeniza apenas o Universo observavel, além do raio de Hubble o Universo
deve ser altamente heterogéneo e anisotrépico.

Com relagao a este raciocinio, vale a pena fazermos duas ressalvas: mesmo que a dis-
tribuicao de matéria e energia seja homogénea e isotropica isto nao implica na métrica ser
homogénea e isotrépica. Para determinarmos a métrica, além do tensor de Ricci que é de-
terminado pelo tensor energia-momento, precisamos especificar o tensor de Weyl o qual nao
pode ser determinado pela distribuicdo da matéria e energia do Universo. A outra objecao
relaciona este raciocinio com o principio antrépico. O argumento de Linde explora o fato de

haver um nimero infinito de regides com as condigOes necessarias para gerar uma fase infla-
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ciondria, porém, isto nao diminui a estranheza de nosso Universo observavel ser exatamente
uma destas regioes. Note que, embora haja um numero infinito, estas regioes nao sao as mais
provaveis. Para que este argumento seja vélido, precisamos acrescentar que apenas em Uni-
versos homogéneos e isotrépicos é possivel encontrarmos as condigoes necessarias para se criar
vida humana.

Voltemos para a andlise da inflacao cadtica. Suponha que tenhamos, por exemplo, um mo-
delo de inflagao com potencial V() ~ ¢™. Se as condigoes acima requeridas, (@2, (Vap)2 <V,
P <K %), forem satisfeitas, a equacao de Klein-Gordon e a de Friedmann para este sistema

Se escrevem

8
H2 ~ 7r2 V(SO) 9
3mpl
dv
3Hp+ — =0
de

onde desprezamos o termo de curvatura pelo fato de nestas condigoes o fator de escala crescer
exponencialmente. Considerando um potencial em lei de poténcia e usando estas equacoes

encontramos

2,,2
1‘2_nm/pl

27 487p?

A condicdo ¢? < V implica em ¢ >> ﬁmpl. ParaocasoV = %gp‘l temos, nesta aproximacao,

A
prpoe Vit

O tempo para que o campo escalar varie apreciavelmente é At = mil 67“. Lembrando
P
que H = Sfrzer, vemos que para que tenhamos um nudmero suficiente de “e-fold’s”, i.e.
p

HAt ~ 65, temos que ter A ~ 4.1072,

No entanto, da mesma forma que para o caso do modelo de Guth, as perturbacoes de
densidade %’) ~ 107° sdo muito mais restritivas requerendo que A ~ 10712 (Ref. [78]).

Uma derivacao dos modelos cadticos sao os chamados modelos estocésticos (“stochastic
inflation”) Ref.’s [68, 69]. A inflagdo estocdstica pode ser entendida como a implementagao
de uma dinamica estocdstica quantica a um modelo de inflacao cadtica. Nestes modelos in-
flaciondrios, as condigoes necessarias para gerar a inflagdo sao continuamente realizadas para
alguma regido do Universo. Ao contrario dos modelos cadticos, os modelos estocésticos levam
em consideragao as flutuacgoes de vacuo do campo escalar de forma que, recorrentemente, e

nao apenas logo depois a era de Planck, novos mini-Universos sao continuamente criados.
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Este processo nao cessa, ou seja, o modelo é do tipo estado estaciondrio (“steady-state”) onde

regioes homogéneas e isotrépicas sao continuamente desenvolvidas.

3.4 Espectro de Poténcia

Apesar dos diferentes tipos de modelos inflacionarios que podemos encontrar na literatura,
uma caracteristica geralmente compartilhada por todos esses modelos é a expansao exponen-
cial do fator de escala. E comum supor que, durante esta fase, o campo escalar e seu potencial
satisfacam algumas propriedades de forma a garantir o crescimento quase-exponencial do fa-
tor de escala. De uma maneira geral, é preciso que o campo escalar possua uma equagao
de estado efetiva de forma que p =~ —p. Esta condicao é atingida caso possamos desprezar
tanto as variacOes espaciais quanto as temporais do campo escalar frente ao valor do potencial
V (). Como uma medida deste regime, costuma-se definir os chamados parametros de des-
lizamento lento (“slow-row parameters”), que medem justamente o quao pequeno é o desvio
desta condig@o. Definimos entdo os parametros

€E—£, 5E—£, , (3.1)
H? Ho
Em termos destes parametros, a equacao de evolucao para a varidvel associada a per-

turbacao v, nesta aproximagao, se escreve Ref. [70],
" 2 1
v+ kT = = (2+66=30)|v=0 |,
n

onde o prima significa derivada com relagao ao tempo conforme que é definido por n =

[a'dt ~ — (1 4¢) (Ha)"". Esta equagio admite como solugao as fungées de Bessel

v(n, k) = /kn[Dy (k) J, (kn) + Da (k) J_, (kn)]

onde v = —% —2e+94.

Em geral, os modelos de inflagao tomam como condic¢ao inicial para o campo escalar um
estado de vacuo. Isto sé é possivel pois neste momento o potencial para as perturbagoes se
torna desprezivel. Quando o fator de escalar tende a zero, caso o fator de Hubble nao divirja,

o tempo conforme 1 ~ —(aH)~! diverge, i.e. V,, — 0 e k%2 > V,. Isto é equivalente a afirmar
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que a escala de comprimento das perturbacoes é muito menor do que a escala de curvatura
dada pelo inverso da raiz quadrada do escalar de Ricci. A curvatura nao sendo relevante, tudo
se passa como se estivéssemos no espago-tempo de Minkowski. Nestas condicdes a solucao

para v se escreve

1 ; -
v = e_lk(n_nml)

Vk

O campo escalar é tratado quanticamente enquanto que o fator de escalar se comporta
classicamente. Este tratamento semi-classico considera o tensor energia-momento como um
valor esperado do campo quéntico e por isso o fator de normalizacio Vk.

Para conectarmos essas duas solugoes precisamos utilizar o comportamento assintético das

funcoes de Bessel Ref.[77]

1 T

JV(x)zP(l—i—y)(Q)V x—0

O limite k% > V, equivale a tomarmos o limite k7 — —oo. Neste limite, igualando as
fungoes de Bessel com a solucao de vacuo, temos

_ 2im eap (ikiini + 5v — F)
vk sin [7v/]

No limite outro k? <V, (kn — 0) a solugio de v se escreve

1 kn v+1/2 eiwl/ kn —v+1/2
L (1+v) <2> +P(1—V) <2>

Como o indice da funcio de Bessel é negativo, v < 0, e n & H~ e podemos desprezar o

Dl i7T
e R D
D, ¢ ’ 1

v :D1 (k’)

1/2

segundo termo. Levando em conta a expressao de v e que D1 < k~/“ temos que

v o p—3/2-2e+6

Neste regime, quando o potencial de Bardeen é constante, eq.(2.55), a dependéncia em k de
v (k), ® (k) e de ¢ (k) é a mesma, ou seja, ¢ < k~%/272¢t% Vemos assim que, para grandes
comprimentos de onda e se as perturbacgoes de entropia puderem ser desprezadas de forma
que ¢ seja uma quantidade conservada durante o processo de re-aquecimento, o espectro de

poténcia para as perturbacoes deve ser quase invariante de escala, ou seja,
PC x kSHCHQ x kns_l x k—4e+25 ’
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onde definimos o indice espectral escalar,

ng=1+ In(P¢) =14 20 — 4e

dlnk

3.5 Problemas do Paradigma Inflacinondrio

Para concluir esta secao sobre algumas das propriedades gerais do paradigma inflaciondrio,
vamos salientar algumas das dificuldades principais que esses modelos geraram ou nao conse-

guiram resolver Ref.’s [78]-[80].

1. Amplitude das flutuagoes de densidade.

Os modelos de inflagdo baseados em potenciais para campos escalares geralmente prevéem
uma amplitude para as flutuagoes de matéria na época do desacoplamento muito ele-
vada Ref. [81]. Os dados medidos da anisotropia da CMB e os valores atuais para
as densidades do desvio da homogeneidade nas escalas de aglomerados de galdxias nos
fornecem um limite para as flutuacées de massa, para uma dada escala caracterizada
por um comprimento de onda k no momento em que ela cruza o raio de Hubble, da
ordem de 10°. Para satisfazer este vinculo é necessario que os parametros que definem
o potencial de auto-interacao do campo escalar sejam muito pequenos. Se por exemplo
a inflacdo fosse acionada por um tnico campo escalar com um potencial do tipo A\p?,
terfamos que ter A < 10712, Até o momento ainda ndo ha nenhuma base teérica que nos

permita explicar um valor tao especifico.

2. Problema Trans-Planckiano.

Um dos efeitos de todos os modelos inflacionarios é a amplificacdo das perturbagcoes de es-
calas microscopicas para escalas cosmoldgicas. No entanto, muitos modelos duram tanto
tempo no periodo de expansao acelerada que se olharmos retroativamente, a contragao

dos comprimentos de onda fisicos atualmente observados é tao intensa que eles seriam
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menores do que o comprimento de Planck. O paradigma inflacionario se vale de um tra-
tamento semi-classico, com a gravitagao sendo descrita essencialmente pela Relatividade
Geral (teoria classica), o que lanca sérias duvidas sobre a véalidade de sua aplicacao Ref.
[82]. Para comprimentos de onda menores do que o comprimento de Planck, precisamos
de uma teoria quantica da gravitacao para podermos consistentemente estabelecer as

condigoes iniciais neste regime.

3. Problema da Singularidade.

Nos modelos convencionais, a singularidade inicial nao é eliminada pela fase inflacionaria.
Apesar do fluido apresentar equacao de estado que viole as condigoes de validade dos
teoremas de singularidade desenvolvidos por Penrose e Hawking Ref. [83], pode-se mos-
trar que a singularidade ainda persiste Ref. [86]. Da mesma forma, mesmo num regime
semi-classico aonde a fungao de onda do Universo é descrita por um pacote em torno de
uma solucao WKB, nao se consegue tampouco eliminar a singularidade. Neste caso, o
valor esperado do fator de escala apresenta variagoes da evolugao classica, porém segue

inevitavelmente para a singularidade desde que a aproximacao seja valida até o final.

No entanto, a singularidade nao é inevitavel, e, de fato, como mostraremos nesta tese, é

possivel construirmos modelos nao singulares.

Concluimos assim esta breve revisao sobre as caracteristicas gerais dos modelos infla-
cionarios. As questoes aqui levantadas servem como motivacao e cautela para a andlise sub-

sequente.
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Capitulo 4

Modelos de Universos
Nao-Singulares

“The limits of my language mean
the limits of my world.”
- Tractatus Logico-Philosophicus -

Ludwig Wittgenstein

A cosmologia ganhou prestigio como pratica cientifica durante o século XX com a con-
vergéncia de trabalhos que moldaram o que conhecemos como o modelo padrao da cosmologia.
Hoje em dia, podemos considerar este modelo padrao como composto basicamente do modelo
do “Big Bang” acrescido de uma fase inflaciondria anterior a nucleossintese.

Apesar disto, concomitantemente a seu desenvolvimento, existe uma série de propostas
alternativas a seus paradigmas, tanto se baseando em teorias alternativas a TRG como, por
exemplo, as teorias de Brans-Dicke Ref.[87], quanto modelos de Universo eterno, como é
o caso do modelo de estado estacionario (“steady-state”) muito apreciado por Fred Hoyle
Ref.’s[88, 89] .

Seguindo esta linha de investigacao, em paralelo a aceitacao majoritaria de que a evolugao
para o passado do Universo deveria levar a uma singularidade, foram propostos na literatura
vérios modelos nao singulares Ref.’s [90, 91]. E evidente que estes modelos violam de uma
maneira ou de outra as hipdteses dos teoremas de singularidade Ref. [83], mas isto é justamente

uma indicacao de que estas hipdteses sao excessivamente restritivas.
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Neste capitulo vamos considerar dois modelos nao-singulares para o Universo primordial.
Em ambos os casos, a descricao do contetido material serd dada por um campo escalar. No
primeiro caso vamos estudar um Universo essencialmente classico que possui solucoes com ri-
cochete onde o campo escalar possui um potencial de auto-interacdo. No segundo caso iremos
analisar a quantizagao do sistema gravitacdo com campo escalar livre. Para este tultimo sis-
tema encontramos que a evolucgao do fator de escala, dada pelas trajetérias de Bohm quanticas,
diferem fundamentalmente da evolucao classica. Como mostraremos mais adiante, é possivel
construirmos modelos inflacionarios nao singulares que apresentam um comportamente seme-

lhante aos modelos de Universo emergente Ref.[92] ou os modelos pré-Big Bang Ref.’s [93]-[95].

4.1 Campo FEscalar Cldssico

4.1.1 Dinamica do sistema nao perturbado

Nesta secao iremos estudar o caso mais simples onde é possivel se construir um modelo de
ricochete, ou seja, consideraremos um modelo classico cuja dinamica é regida por um campo
escalar que apresenta um potencial de auto-interagao. Para descrever este potencial de auto-
interagao, escolhemos um potencial advindo de uma quebra espontanea de simetria o qual
possui motivacao em teorias de grande unificacdo. Depois de descrever a dindmica da métrica
de fundo e suas caracteristicas, vamos analisar a evolucao das perturbagoes escalares para este
sistema.

O nosso ponto de partida serd a acdo da TRG com a presenca de um campo escalar.
Definindo o comprimento de Planck E?Dl = %TFG N, onde G € a constante universal de Newton,
a acao do sistema se escreve

R 1
S = /d4$\/ —q [652 — 5(‘9#()08“()0 -V (90) s
Pl

onde V () é o potencial de auto-interagdo para o campo escalar que sera especificado mais
adiante. A andlise que sera feita agora ndo depende da forma do potencial e por isso optamos
por deixa-lo genérico enquanto possivel.

Assumindo que o Universo é homogéneo e isotropico, o elemento de linha mais geral é

caracterizado apenas pelo fator de escala a(t) e pelo valor da constante que define a curvatura
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das secoOes espaciais, = 0,+1, ou seja, a curvatura das hipersuperficies de simultaneidade

definidas por t = constante. A partir desta caracterizacao o elemento de linha se escreve

2
t
ds? = N2 — —2 (1) 5 [dr? + r2d6? + r?sen® (0) d¢?)

K2
Como ja comentado nos capitulos anteriores, o tensor energia-momento do campo escalar

é expresso por sua densidade de energia e pressao isotrépica por

]. . 2

p=§'2+V(90) . p=5¢"=V(p)

Vamos convencionar que derivadas temporais com relagado ao tempo césmico serao repre-
sentadas por um ponto enquanto que derivadas temporais com relacao ao tempo conforme,
definido por dt = a(n)dn, serao representadas por um prima de forma que para qualquer
funcio f dependente do tempo temos f' = af. A evolucio dindmica deste sistema é dada
pelas equagdes de Einstein complementadas pela equagao de Klein-Gordon. A partir de uma

combinagao conveniente dessas equacoes, podemos definir este sistema pelas seguintes equagoes

1, K
H? = 1%, (2<p2+v)—a2 : (4.1)
H=10,(V-¢)-H* | (4.2)
dv
b+ 3Hp+ — = 4.
®+3 ¢+dgp 0 , (4.3)

onde o fator de Hubble é, como sempre, definido por H = aa~!. Na realidade, este sistema
é bem definido apenas com duas destas equagdes, 0 que era de se esperar uma vez que as
equacoes de Einstein sdo construidas para satisfazer a conservagao de energia-momento.
Para uma variedade pseudo-riemanniana, a divergéncia do tensor de Einstein é automa-
ticamente satisfeita, o que, pelas equagoes de Einstein, garante que a divergéncia do tensor
energia-momento também se anule. Para o nosso sistema, a equagao de Klein-Gordon nada
mais é do que a componente temporal da equagao de conservagao do tensor energia-momento,
ou seja, para uma métrica homogénea e isotrépica, a dinamica gerada pelas equacoes de Eins-
tein satisfazem automaticamente a equagao de Klein-Gordon. De fato, se derivarmos a equagao
(4.1) com relagao ao tempo e utilizarmos as equagoes (4.1) e (4.2), encontramos a equagao de

Klein-Gordon (4.3). Combinando as equagoes acima encontramos as seguintes condigoes de
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energia para o sistema

2 (K .\
p+p=<—H>=<P : (4.4)
302, \ a?
2 . 2 a
p+3p=—— (H+H*)=——F~ . (4.5)
E?Dl( ) 2, a

Vemos que a condigao de energia nula, definida por (p 4+ p) > 0, é necessariamente satisfeita
pois a energia cinética do campo escalar é sempre maior ou igual a zero. Por outro lado, a
condigao de energia forte, definida por (p + 3p) > 0, serd necessariamente violada pelo menos
em torno do valor minimo do fator de escala uma vez que nesta regido este deve ser uma
funcao concava para realizar um ricochete (“bounce”), @ > 0. O requerimento do ricochete,
i.e. pedir que haja um momento quando H > 0, ainda nos mostra duas outras imposicao
sobre o sistema. Pela equagao (4.4) vemos que a curvatura da secdo espacial tem que ser
necessariamente positiva, L = 1, e pela equagao (4.2) vemos que o campo escalar nao pode
ser livre, ou seja ele deve apresentar um potencial V(¢) > 0.

Consideremos entdao um Universo com se¢ao espacial com curvatura positiva, = 1. A
tri-hipersuperficie espacial tem que ter necessariamente uma topologia fechada a qual assu-
miremos ser a mais simples, ou seja, vamos assumir que a topologia seja a de uma tri-esfera
S3.

As observacoes atuais nos indicam que a secao espacial do Universo é bem proxima de
plana. Se este modelo pretende eventualmente descrever de fato o nosso Universo, vemos que
depois do ricochete o campo escalar deve ser capaz de gerar uma fase inflaciondria de forma
a tornar a curvatura desprezivel.

Um Universo com curvatura positiva possui dois comprimentos caracteristicos, a saber, o

raio de curvatura, A\, = m, e o radio de Hubble, A\ = H~! = aa~'. O limite de curvatura
2
nula é atingido quando A\, > Ap, o que pode ser visto pela expressao |2 — 1|| = );\—’3, onde

é a razao entre a densidade total de energia e a densidade critica definida por p. = K;?H 2,
Num modelo de ricochete, é interessante caracterizarmos o sistema a partir de suas propri-
edades préximas do valor minimo do fator de escala. Para isto, podemos fazer uma expansao
em série de Taylor das varidveis com relacao ao tempo neste momento que, por conveniéncia,
serd tomado como a origem temporal e, utilizando as equagbes dinamicas, relacionarmos os

parametros do sistema. Este estudo ainda é valido para analisarmos o potencial para as
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perturbacoes escalares ja que, sendo uma teoria linear de primeira ordem, o potencial é com-
pletamente caracterizado pelas variaveis do fundo - sistema nao perturbado.

Para fazermos esta andlise é mais conveniente trabalharmos no calibre temporal conforme.
Fazendo a expansao do fator de escala, do campo escalar e do potencial deste campo até a

quarta ordem em relacao ao tempo conforme 7 encontramos

1/n\* o (n\’ 5 n\" 5
o = altag (L) 4g(2) s qaro (L) |vou) . (4.
p(n) = ¢o+soon+2¢3n2++3,s&3’n3+4,<P8W)n4+@(?75) , (4.7)

av @2V, dv el e’ av
Vip) = Vieo+ 4 ’n+2<dw2¢o+d(pw”> 2 3,<d s063+3d 32090 + 3% >773

4 3
- (j;%“ + 63 YRl + (308 + bl fh; gwélv)> '+ Om°) . (48)

Esta expansao é vélida para tempos 11 < 19 e foi definida de forma a podermos mais
facilmente compara-la a solucdo de de Sitter. O parametro ag é o valor minimo do fator
de escala enquanto que o 19 fornece um tempo caracteristico do ricochete. A solugao de
um Universo de Sitter com curvatura positiva = 1 , no tempo conforme, é expressa por
a(n) = ap \/m . Fazendo uma expansao desta solucao encontramos g = 1, 6 = £ = 0.
Qualquer desvio destes valores indica uma afastamento do comportamento tipo de Sitter, e
por isso definimos os parametros do modo acima especificado para que a expansao em série
com relagdo ao tempo conforme possa ser também, de uma certa forma, uma expansao com
relacao a solugao de de Sitter. Podemos ainda definir um ltimo parametro T de forma que
nos forneca o quao proximo estamos de violar a condicao de energia nula quando o fator de

escala atinja o seu valor minimo, i.e. definimos

30 302
T =" lim o®(p+p) = "Ly
2 n—-=0 2

Usando as expansoes (4.6) e (4.8) e seus parametros definidos acima, podemos também
expandir as outras variaveis dinamicas como, por exemplo, o fator de Hubble conforme definido
por H =,

5 245
H—772+2773+( T L o

3 g

Essas expressoes devem ser utilizadas nas equactes dinamicas que devem ser satisfeitas

para cada ordem da expansao. Uma vez que estamos trabalhando com o calibre conforme,
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por clareza, vamos re-escrever as equagoes dinanimcas

1
H2+1:£2Pl <2

o+ a2v> ,

1
2H +H? +1 = —303, <2(p/2 - a2V> ,

i\

=0
dy

O +2HY +a

Em ordem zero na expansao acima, estas equacoes se tornam

1
1= {3 <2<P62 + a%V)
2 1
1+ = =-305 | s¢f
+ " Pl <2800

dVv
906/+a(2)@ =0

Destas equacoes podemos derivar as seguintes relagoes

W2 2 — 03,08
0 202,V

302
i (1- %)

I

— a%V) )

ay = —5—
303,V

1
N

m

(4.9)
(4.10)

(4.11)

(4.12)
(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

Lembrando que 770 1, temos entdao que 0 < T < 1. Da mesma forma podemos calcular as

equacoes para primeira ordem,

(-2

( 2V >+ 26
d 3Ch,

=0 |,

2 LAV
+ T]+a0d2 900:0 ’

e segunda ordem,

2 2a0V n <a2d V(p N <p'"> o (
g%’an 770 O dp? 7" 0

6+ 10§  2a3V
1 5 T aOd 2900 (P a

35%31770 o

(av) odV d3V
2408 (9
©o +§d+<77 aodg,(PoSO—i‘
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(4.17)
(4.18)

(4.19)

(4.20)
(4.21)
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Combinando essas expressoes com os resultados de ordem zero encontramos

. B-MVT 14V
3v/60p (1— )2 V dy

2T 3-Yd*V 1 /3-"\%2/1dv\?
-2 _l2(1-7 — 20 (424
: 5(1—7)2 ( )+3€%1Vd4p2] 15@3[(1—1() <Vdg0> (424)

: (4.23)

Neste sistema todos os pardmetros da expansao podem ser caracterizados por T, pelo
potencial V' e suas derivadas. Com estas expressoes fica claro que nao podemos variar esses
parametros de forma independente e sobretudo com relagao a Y. Os modelos nao singulares

n

construidos com este sistema podem ser classificados em dois grupos dependendo se d, i.e. ay,

é igual ou diferente de zero. De acordo com as equagoes (4.17) e (4.18),

(1) wo=0 — YT=0 e m=1
sed=0<¢ ou

(i1) @) = % =0 — ricochete no extremo do potencial

(i) Considerando primeiramente o caso ¢ = 0. Se neste mesmo ponto tivermos ¢ = 0
ou % = 0, pela equacao de Klein-Gordon, a tnica possibilidade é a solucao de de Sitter onde
nao ha amplificacao das perturbagoes e os Unicos modos normais da perturbacao escalar que
interagem com o potencial para as perturbagoes sdo os modos de calibre Ref.’s [43, 96]. A
outra possibilidade é ¢fj = —ag% # 0, 0 que nos mostra que o campo escalar atingiu um
ponto de retorno na sua trajetéria. Neste caso o campo escalar “sobe” o seu potencial até o
ponto critico ¢, = 0, quando acontece o ricochete, e depois “rola” para baixo do potencial.
Neste momento, dependendo das caracteristicas do potencial V', existe a possibilidade de se
criar as condigoes necessarias para a fase de deslizamento lento (“slow-row”), usada em vérios
modelos inflaciondrios. No entanto, como serd mostrado mais a frente, o potencial para as
perturbacoes diverge quando ¢ — 0 o que torna a evolucao das perturbacoes através do
ricochete singular.

(i7) A condicao ¢fj = 0 no ricochete impoe sérias restrigoes sobre a superficie de Cauchy
do sistema. A equacao de Friedmann (4.1) relaciona a e ¢ de forma que podemos escrever
¢ = ¢ (a,d,p). Com o uso da equagao de Klein-Gordon (4.3) podemos expressar ¢” =
¢" (a,d,p) e a partir da eq.(4.2) temos que a” = a” (a,d,p). O espago de configuragao das

condicoes iniciais é bi-dimensional pois apesar de poder ser expandido nas variaveis a, a’ e

p, a equacao de Friedmann, sendo uma equagao de vinculo, reduz o espaco a uma superficie

70



bi-dimensional. Uma vez que o sistema é deterministico, podemos, sem perda de generalidade,
escolher as condigbes iniciais no momento do ricochete. A condigdo % = 0, em geral, fixa
o valor de ¢g, ou minimamente estabelece uma equagdo de vinculo do tipo f(pp) = 0. A
condicao ¢ = 0 em aj, = 0 nos fornece uma outra equagao de vinculo do tipo g(a,¢) = 0. Se
impusermos estas condi¢oes, o dominio de condicoes iniciais se reduz a um conjunto discreto
de sub-espacos unidimensionais.

Esta andlise também pode ser feita para o caso (i). Sendo ¢ = 0, vemos pela eq.(4.15)
que ¢ = p(a) o que, se levado a equagao (4.2), implica em a” = a” (a). Estas condigoes
também reduzem o espaco de configuragoes para um espaco unidimensional. A Unica maneira
de nao recairmos num sub-espaco de medida nula para as condigoes iniciais é se considerarmos
ricochetes assimétricos, § # 0. Nestes casos, se ¢f, # 0, temos que ¢ # 0 e % # 0 o que
faz com que o espaco de configuracoes tenha um volume finito dependendo apenas da forma
funcional de V().

Uma ultima andlise qualitativa que podemos fazer antes de entrarmos no estudo das per-

turbacoes pode ser derivada pela expansao

302 2T (3—")dV
y ¥ = _Vw(v)d”+
Pl ¥

7]2
—+0n’) =0

+ (Hdv>2_ ﬂ (2(1_’I‘)+Hd2v>
304,V do 30%, 305,V de? )| 2

Se o ricochete for préximo de ser simétrico, de forma que possamos desprezar os termos

%, encontramos uma relacao para a segunda derivada do potencial
3-71d*V d?v
21 -Y)+ —5—=—-—75 <0 = — <0 ,
( ) BE%IV dy? d?

ou seja, préximo do ricochete, o potencial V' tem que ser convexo. Esta condicao restringe a

forma do potencial e também a regiao onde pode ocorrer o ricochete .

4.1.2 Perturbacoes escalares

Para descrevermos as perturbacgoes, vamos utilizar o formalismo invariante de calibre de

primeira ordem descrito na secao 2.4. Em termos das varidveis invariantes de calibre, a métrica
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pode ser escrita como
ds® = a*(n) {(1 +2®) dn® — (1 — 2V) v;;da’da’ } .

Uma vez que a matéria esta sendo descrita por um campo escalar e que nao temos nenhuma
contribuicdo anisotrépica ao tensor energia-momento perturbado (5Tij x ¢ o podemos fixar
® = W¥. Como vimos anteriormente, as equacoes de Einstein perturbadas em primeira ordem
nos levam a equacao para o potencial de Bardeen,

Z /!

q>”+2< —“’,><I>’—v2¢>+2(—2/c+H’—H@>q>_0 : (4.25)
@

/

Uma vez que estamos considerando o caso com curvatura positiva, X = 1, o ntimero de
onda comével, k, assume um espectro discreto dado por k? = n (n + 2) com n € N. Os inteiros

n s&o os auto-valores do operador de Laplace-Beltrami definido com a métrica de fundo
A&‘L =N (TL + 2) fn

Os dois primeiros valores n = 0 e 1 representam dois modos de puro calibre sem nenhum
significado fisico Ref.’s [97, 98]. O autovalor n = 0 est4 associado a uma deformagao homogénea
enquanto que o autovalor n = 1 estd associado a uma translacao global do centro da 3-esfera.

Embora a equagao para a evolucdo do potencial de Bardeen (4.25) seja bem comportada
através do ricochete, H = 0, ela nao é bem definida para regioes onde ¢’ = 0. Vamos mostrar
que este problema persiste mesmo quando consideramos a variavel de Mukhanov-Sasaki Ref.’s

[99]-[101] definida por

Hz [ <g0’ 2K ) }
v=— 0o+ (= — ——— | | , (4.26)
¢ H 303 Hy!
com
ap’
z = , (4.27)

/ (1—c2)
Hy\/1 = 3’Cn(n+2)

1 1
= (1 + 272,) . (4.28)

Com relagao a esta nova varidvel a equagao (4.25) se escreve
'+ [ =VJv=0 (4.29)
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onde definimos,

Vi

Z”
— 3K (1-¢2) : (4.30)

Se considerarmos o caso plano, K = 0, esta equacao pode ser re-escrita na forma

"
v+ (k2 - ZO) v=0 |, (4.31)
20
/
a
20 = W‘p : (4.32)

a qual é bem definida no limite ¢’ — 0.

A equacdo (4.25) é bem definida através do ricochete quando H — 0 porém tem di-
vergéncias no limite ¢’ — 0 enquanto que a equagio (4.31) é bem definida quando ¢’ — 0
e possui divergéncias através do ricochete quando ‘H — 0. De fato, pode-se mostrar que no
limite ¢’ — 0, a terceira derivada ¢ também vai a zero de forma que a razao ¢ /¢’ se
mantém finita o que claramente nao pode acontecer com ¢”. No caso com curvatura K # 0

, apds algumas manipulagoes algébricas, encontramos que o potencial equacao (4.30) diverge

SO// 2
Yo <¢> o

Outra varidvel comumente utilizada para descrever as perturbacoes escalares pode ser

no limite ¢’ — 0

definida por

. 2 2 a0
Ry 2% = i W
3 (p +p) Pl

f = ;/(pip) (1 - Wﬂ%) . (4.34)

A sua equacao de evolucao se escreve

: (4.33)

W+ (K =V)u=0 |, (4.35)
onde definimos o potencial dependente do tempo V,, por

9" " "\ 2
Vi= - 4+3K1-¢) = 4-H +H> -2 +2<“0> : (4.36)

N

de forma que no limite ¢’ — 0 este potencial também diverge. A vantagem desta varidvel com

relacao a de Mukhanov-Sasaki é que ela é bem definida através do ricochete.
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Resumindo, considerando o caso com curvatura, K # 0, o potencial de Bardeen e a variavel
u sao bem definidas ao longo do ricochete porém o potencial para a varidvel v diverge. No
limite ¢’ — 0, que ocorre, por exemplo, durante a fase de re-aquecimento quando o campo
escalar oscila em torno do minimo do potencial, nenhuma destas variaveis é bem definida.
Para o caso plano, K = 0, a anélise do potencial de Bardeen e da varidvel u néo se altera. A
unica diferenca é que agora a variavel v é bem definida no limite ¢’ — 0, embora ela ainda
nao o seja através do ricochete.

E razodvel pensarmos que deva haver alguma outra generalizacao para o caso curvo onde
uma nova varidvel v seja bem definida e possa descrever o regime de re-aquecimento. Porém,
até o momento, ainda nao conseguimos encontrar esta generalizagao.

Antes de especificarmos um potencial de auto-interacao para o campo escalar e analisarmos
a sua evolucgao, apresentaremos um ultimo resultado que é independente da forma explicita do
potencial. Se supusermos que o sistema, possua duas fases de deslizamento lento, uma na fase
de contracao e a outra na fase de expansao, o potencial para a variavel u, dado pela equacao

(4.36), pode ser aproximado por
Vuma®H? (26 =5 +26° + 6% —3e6 — &) (4.37)

onde os parametros de deslizamento lento sao definidos por Ref.’s [70, 71]

H so_ 9 é E—0
= =

(4.38)

Il

|

|

|

I

|
™
7%
Il

Neste regime, o potencial antes do ricochete (V, ) e depois do ricochete (V,) pode ser

u

escrito como

2
vE = a3
w 2 ’
(n—n+)
onde 74 sdo os limites assintoticos a esquerda e a direita do ricochete. Podemos definir estes
limites assintéticos por,
=[5 (4.39)
0 a

No caso especifico de um Universo de de Sitter terfamos 7+ = +7. Os indices o sao definidos

a partir dos parametros de deslizamento lento €1, d+ e {4 por

40&:1+4(25i—5i+25i+5i—3€i5i—§i) ;
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0s quais para pequenos valores dos parametros pode ser aproximado por

1
o = o+ (2ex — 0+ 261 + 0% — Bexds —&1) (4.40)

4.1.3 Potencial massivo com termo \p*

Tendo descrito as propriedades gerais do sistema da maneira mais geral possivel, vamos
agora analisar a evolucao do fator de escala e do campo escalar para uma escolha especifica
de potencial. O potencial que serd usado tem motivacao na fisica de altas energias e teorias
de grande unificacdo, advindo, por exemplo, de uma quebra espontanea de simetria, como

mostra a figura (4.1) e definido por

Ay

1
Vi(p) = ST —mPe? + A (4.41)

2

Os parametros m e A s@o respectivamente a massa e o parametro de auto-interacao do
campo escalar, enquanto que A além de definir a altura do potencial em ¢ = 0, dependendo
do valor dos parametros, pode funcionar como uma constante consmoldgica caso ¢ esteja no

minimo do potencial.

\%

25% 10712 ‘ ‘ 25%10712
1.5x10712 | 1.5%x10712
5.x10713 | 5.x10713

Figura 4.1: Potencial de auto-interacio para valores dos parametros em unidades de Planck A = 10712,

—10-6 _ 3m*

A evolucao dinamica serd estudada com o auxilio de integracdo numérica e, por motivos

de convergéncia numérica, privilegiaremos o calibre de tempo cdésmico. Assim, embora para
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o estudo analitico do sistema seja geralmente mais conveniente escrevermos as equagoes no
calibre de tempo conforme, os resultados numéricos serao expressos com relacao ao tempo
césmico.

Os resultados anteriores nos mostram que, para o potencial em questao, o sistema podera
apresentar um ricochete quando o campo escalar ¢ estiver na regiao proxima do maximo
do potencial centrado em ¢ = 0. Se considerarmos um ricochete assimétrico, onde ag # 0
(parametro 0 da expansao de taylor do fator de escala em torno do seu valor minimo), existe
um volume finito no espago de fase de ocorréncia de modelos de ricochetes Ref. [102]. Isto é
importante para a validacao destes modelos no sentido de que a sua probabilidade de ocorréncia

nao seja nula.

a(t) N(1)
60
7
4% 10 50
3x 107 40
2% 107 30
1x107 20
10
0" : te6smico 0 o
“2.x10%1.x10° 0  1.x10%°2.x10° c6smico

-3.x107 -1.x107 1.x10" 3.x10’

Figura 4.2: O gréafico da esquerda mostra a evolugao do fator de escala com relacéo ao tempo césmico.
Podemos observar que de fato o sistema realiza um ricochete e o fator de escala atinge um valor minimo
de ag ~ 3,3 x10°. O grifico da direita nos mostra a evolucdo temporal do ntimero de “e-fold’s” definido

por N(t) = log (%ﬁ)) Naturalmente o nimero de “e-fold’s” dependerd dos parametros do potencial

mas também das condigoes iniciais dadas ao sistema. Para esta evolugao, por conveniéncia, escolhemos
como condicoes iniciais os valores pg ~ —4 x 1072 e ¢g ~ 4,5 x 1077. Com estes valores conseguimos
gerar o nimero minimo de “e-fold’s” para resolver os problemas de homogeneidade e planeza.

Uma caracteristica comum a estes modelos é a presenca de uma fase de contracdo quase-
exponencial seguida de uma fase de expansao quase-exponencial, i.e. fases inflacionérias. Os
graficos (4.2)-(4.4) mostram um exemplo deste tipo de Universo ndo singular com ricochete.
Todos esses graficos foram gerados com os valores dos parametros em unidades de Planck
dados por A=10"12, m=10"%e A = %%4

Podemos perceber pelos gréficos que a evolucao é de fato nao singular. Com uma escolha
apropriada das condigoOes iniciais podemos gerar um ntumero suficiente de “e-fold’s”. Na reali-

dade, neste tipo de sistema, o nimero de “e-fold’s” nao é uma restricao forte pois variando-se
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H(t)
3x107¢

2x107°
1x107¢
0 tegsmico
-1x107°
-2x107°

-3%x107°
-5.x10° -1.5%10° 15x10° 5.x10°

Figura 4.3: Este grafico mostra a evolugao do fator de Hubble definido por H = aa~*. O fato do fator
de Hubble ser quase constante nos mostra que o sistema se comporta com duas fases tipo de Sitter
onde o fator de escala evolui de forma quase-exponencial, a primeira sendo uma contracao e a segunda
uma expansao tipo de Sitter. Estas duas fases apresentam as caracteristicas de deslizamento lento que
sao comuns aos modelos inflaciondrios.

as condigOes iniciais é possivel produzirmos uma faixa bem grande de “e-fold’s” sem compro-

meter a estabilidade do sistema. Por estabilidade me refiro a conseguir evoluir o sistema sem
que o fator de escala va a zero uma vez que estamos procurando solu¢es nao singulares.

Préximo do minimo do fator de escala observamos, pelo gréfico (4.3), que o comportamento
é de fato quase-exponencial. Antes do ricochete o sistema se comporta com uma fase de
contracao e depois com uma fase de expansao ambas do tipo de Sitter com o fator de Hubble
quase constante.

Se o ricochete for assimétrico, como é o exemplo em questao, o fato das secoes espaciais
serem bem proximas de planas pode ser entendida como a afirmacao de que a fase de expansao
acelerada é bem mais longa do que a fase de contracdo. Lembrando da expressao para a

variagao temporal do pardametro de densidade,

i

d
~ 10 -1 -
Sle-1a—=

vemos que para um fase de contracao acelerada, onde ¢ > 0 e a < 0, o parametro de densidade
se afasta de 1, porém para a fase de expansao acelerada, onde @ > 0 e a > 0, o parametro de
densidade se aproxima de 1, de forma que se a fase de expansao for mais longa do que a de
contracao o resultado final serd tornar as se¢oes espaciais mais planas.

A evolugdo do campo escalar é descrita pelo grafico (4.4), onde podemos perceber que a

fase de contracao é capaz de fornecer energia ao campo escalar e assim impulsiona-lo através
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Figura 4.4: O gréfico da esquerda mostra a evolugao temporal com relagdo ao tempo césmico do
campo escalar. No passado remoto o campo escalar se encontra no minimo do potencial e, devido ao
termo de friccao da equacao de Klein-Gordon, a fase de contracao do fator de escala fornece energia
suficiente para que ele consiga transpor o maximo do potencial fig.(4.1). Uma vez do outro lado do
potencial, quando o fator de escala ja se encontra em expansao, o termo de fricgdo tem sinal contréario
retirando energia do campo escalar que oscila até terminar no outro minimo do potencial. O grafico
da direita é uma superposi¢ao da evolugao do fator de Hubble e do campo escalar para mostrar como
esta associado o comportamento de ambos e as fases tipo de Sitter caracterizadas por H = 0.

do méximo de seu potencial, figura (4.1) em ¢ = 0. No passado remoto o campo escalar se
encontra no minimo do potencial e devido ao termo de fricgdo na equagao de Klein-Gordon,
com o passar do tempo, ele oscila ganhando energia até atingir o méaximo do potencial quando
o sistema realiza o ricochete e o termo de fricgdo na equacao de Klein-Gordon troca de sinal.
Uma vez do lado direito do méximo, ele perde novamente energia oscilando em torno do
minimo do potencial até finalmente retornar ao repouso.

Nesta evolucio o campo escalar comeca e termina num estado de minima energial.

A riqueza desta dindmica nos estimula a propormos um sistema que seja composto apenas
por um campo escalar classico que faga com que o fator de escala realize um ricochete e neste
sistema estudarmos a evolucao das perturbacoes escalares em primeira ordem. Para podermos
descrever completamente este sistema, temos que ser capazes de encontrar condigoes tais que
possamos propor condic¢oes iniciais para as perturbagoes de uma maneira consistente.

Como ja mencionado, a varidvel u é a mais adequada para descrevermos o sistema através
de um ricochete. No entanto, uma vez que o nosso sistema apresenta regioes onde o campo

escalar oscila em torno do minimo de seu potencial, i.e. o campo passa varias vezes pelo ponto

LOptamos por néo usar o termo estado de vdcuo para néo haver confusio com os modelos que usam campos
escalares quanticos.
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¢ = 0, somos forcados a descrevermos as perturbacoes tanto no passado quanto no futuro
remoto através da varidvel de Mukhanov-Sasaki “v”.

Nestas regioes, a curvatura é desprezivel devido ao comportamento quase-exponencial.
Numa proposta pragmatica, poderiamos supor que nestas fases o sistema é efetivamente plano
de forma que poderfamos usar a equagao eq.(4.31), caso plano K = 0, para o potencial de
Mukhanov-Sasaki, a qual pode ser re-escrita

L

2
e s I 2 —
4,2 v ’H) +H —5H|v=0

Examinando esta expressao percebemos que antes da fase de contracao e depois da fase de

expansao quase-exponencial, quando o fator de escala é extremamente grande, para qualquer

2d%V

- 2y
valor nao nulo do termo ‘317‘2/, é o termo a 452

que domina. Nao encontrando nenhuma regiao
onde tenhamos k% > V,,, ndo somos capazes de propor nenhuma condicdo inicial que néo seja
completamente arbitraria.

Na realidade, a situagao é ainda mais grave. O argumento de podermos considerar o
sistema como plano longe do ricochete nao é necessariamente valido. Quando ¢’ # 0, podemos
seguramente desprezar os termos de curvatura devido ao crescimento exponencial do fator de
escala. Porém, quando ¢’ — 0 temos que tomar simultaneamente os limites a — co e @' — 0
sempre respeitando as equagoes dinamicas e de vinculos.Para levarmos este raciocinio adiante
teriamos que mostrar que os termos proporcionais & curvatura vao mais rapidamente a zero
do que as divergéncias associadas ao termo ¢’ — 0.

Esta argumentacao reforca o fato de que nao podemos considerar este sistema como um
sistema completo. Apesar deste sistema poder ser considerado apropriado para a evolugao
das perturbacgoes escalares através de um ricochete, precisamos supor que a sua validade seja
limitada a uma determinada faixa temporal que exclua o regime em que o campo escalar oscila
em torno do minimo do potencial.

No entanto, este fato nao é necessariamente um problema pois poderiamos imaginar que
a fase dominada pelo campo escalar poderia ter sido antecedida por uma fase dominada, por
exemplo, pela radiacao. Neste caso, sabemos que o potencial para as perturbagoes vai a zero
de forma que a condicdo necessiria para estabelecermos as condicoes iniciais, k* > V,, é
satisfeita. Embora este sistema nao seja capaz de propor um espectro primordial para as

perturbacoes escalares, podemos estudar como elas se comportam ao passar através de um
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ricochete.

4.1.4 Matriz de transferéncia através de um ricochete

Uma vez que nao temos um modelo que descreva a fase anterior a dominada pelo campo
escalar, para estudarmos a evolugao das perturbagoes através do ricochete, precisamos de
alguma forma dar condigoes iniciais para as perturbagoes. Para isto, vamos usar o fato de que
durante a fase de deslizamento lento o potencial de Bardeen ® é constante para comprimentos
de onda muito maiores do que o raio de Hubble, k2 < aH, de forma que & = 0.

Propor uma dependéncia em k para o potencial de Bardeen neste momento, ou seja, propor
um espectro inicial para as perturbacoes antes do ricochete parece muito artificial e contrario
a proposta de estabelecermos as condicgoes iniciais a partir de conceitos basicos. No entanto,
nesta fase sabemos qual deve ser o comportamento do potencial de Bardeen e assim podemos
carregar a nossa ignorancia definindo-o como

H [t
¢ x C (k) [1 - [ adt} , (4.42)
a Ji,
onde ty é uma constante que deve ser determinada pela dindmica da fase de contracio anterior,
e toda a dependéncia de ® em k esta codificada na fungao indeterminada C (k).
Utilizando a expressao (4.33) que relaciona o potencial de Bardeen a varidvel u, podemos

estabelecer como condicao inicial para evolugao do sistema a expressao

U= gc (k) [fi - /77 a2dn] . (4.43)

Numa fase de contracdo quase-exponencial, onde a condi¢ao de deslizamento lento é satis-

feita, podemos expandir o tempo conforme pela série

B /dt / o
mo= 2H aH a?H

(1 d : 1+¢e—25e + 3¢
_ +¢) +/ a <E—|—62>N—( 5 £+ 3¢%)

aH a2H \ H - aH

Com o uso desta expressao, podemos aproximar a eq.(4.43) por

20 n
u= _@c (k) [1 + <n — 1) (1+e+3e% - 255)] (1+e+3e*—20e) (4.44)

de forma que podemos dar como condicao inicial para esta variavel u
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Antes da fase de contracao e depois da fase de expansao quase-exponencial, o termo de cur-
vatura pode ser desprezado na definigao da perturbacao de curvatura (2.56) e assim temos
/! 1 /
T+ Zu) + 22
ap’ @ 2 a

A partir desta expressao, fica claro que neste regime a tnica dependéncia em k da per-

que

(BsT = (=

turbacgao de curvatura ¢ é a mesma que da variavel u. Assim, ao determinarmos a fungao de
transferéncia para a variavel u, estaremos ao mesmo tempo estabelecendo a dependéncia em
k da funcao de transferéncia para a perturbacao de curvatura (ggsr. Em geral, no regime em
questao, o potencial de Bardeen pode ser escrito como a soma de dois termos: um dominante
(D) e o outro sub-dominante (S). A matriz de transferéncia através de um ricochete pode
ser definida como a matriz que conecta os modos antes do ricochete, D_ e S_, com os modos

depois do ricochete, D4 e Sy, ou seja,

Dy Ty, T2 D_
S+ Tay 1o S_
Se esta matriz nao for diagonal, temos entao uma mistura dos modos crescentes e decrescente.

O modelo de ricochete que estamos considerando pode ser caracterizado por 3 fases dis-
tintas. A primeira fase consiste no periodo de contracdo quase-exponencial enquanto que
a terceira no periodo de expansao quase-exponencial. Em ambas, como veremos logo em se-
guida, o potencial para as perturbacoes escalares é tal que as solucoes para u sao simplesmente
funcoes de Bessel com o indice dependente dos parametros de deslizamento lento.

A fase intermedidria, o ricochete propriamente dito, tem que ser tratado de maneira sepa-
rada pois é nesta regiao que o sistema se distancia do comportamento quase-de Sitter. Para
estudarmos este periodo, vamos utilizar a expansao em série de Taylor a partir do ricochete e
analisar como se comporta o potencial para as perturbagoes a partir dos parametros definidos
nas eq.’s (4.15), (4.16), (4.23) e (4.24). O valor do potencial para a variavel u, eq. (4.36), no
ricochete pode ser escrito

2762 3 B¢ 9

(3-7) d2V+(3—T)2 1dv\?
302,V dp? T 35T \Vdp
(4.45)
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Para que este potencial tenha relevancia na evolugao através do ricochete é preciso que
sua amplitude seja significativa com relacdo ao termo k2. Analisando a eq. (4.45), vemos que
isto ocorre caso T — 0 ou se 0s termos 327‘5 ou % > 1.

A primeira possibilidade T — 0 aparece devido a presenca de um termo inversamente
proporcional a Y. No entanto, este mesmo termo é proporcional a % 0 que para um ricochete
simétrico é identicamente nulo. Caso tenhamos um ricochete assimétrico, onde § # 0, o limite
T — 0 implica em § — 0 e ¢’ — 0, levando o sistema a uma configuracao onde as perturbacoes
nao sao bem definidas.

Consideremos, entao, a outra possibilidade. A partir da definicdo do potencial de auto-

interacao do campo escalar, equagao (4.41), temos que

Vdp |4 12m2p — 2\¢3 ’ '
14V (¢ sm®  6A -5mt \ 7 (4.47)
Vdp?  \12  6)X  6Am2 — 3\2p? ’ '
de forma que se o campo for para um dos limites
6m? . 2(9m4 — 6AN)"/?
p— :I:\/ T + (9m 3 ) , (4.48)

o potencial para as perturbagoes ird apresentar um pico central significativo no ricochete.

No entanto, para tempos muito menores do que o momento do ricochete, o campo escalar
se encontra no minimo do potencial e pela equagao de Friedmann (4.1), vemos que o minimo
do potencial tem que ser positivo definido, Vipin > 0. Vipin € definido como o valor do potencial
quando o campo ¢ se encontra no minimo do potencial, i.e. por Ypin = £ %, de forma que
Vinin = A — % > 0 implica na relacao A > %. Por outro lado, para que ¢ seja uma varidvel
real, pela equagao (4.48), temos que A < %. Estes dois limite nao sendo compativeis, vemos
que a amplitude do potencial no momento do ricochete nao pode ser significativa.

Uma outra maneira de entendermos este resultado é analisando as equagoes (4.1) e (4.2).
A condigao eq.(4.48) é equivalente a requerermos que o potencial se anule neste ponto. No
momento do ricochete, quando H = 0, vemos que pela equagao (4.1) que se o potencial se
anular, a velocidade do campo nao pode se anular, i.e. ¢ # 0. No entanto, pela equagao (4.2),

caso H e V — 0, teremos necessariamente H < 0. Este resultado contrasta com a condigao de
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ricochete H > 0. Por este outro raciocinio, encontramos novamente que nao é possivel termos
um potencial significativo no ricochete para nenhum valor dos parametros.
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Figura 4.5: Gréfico do potencial para perturbagao em torno do ricochete. A linha azul cheia representa
a integracdo numérica da expressdo completa para o potencial, equacao (4.36), enquanto que a linha
vermelha tracejada a expressdo aproximada dada pela equagdo (4.37). Note que logo que as fases
quase-exponenciais comecam, t ~ £1.5 x 10, a expressdo aproximada é uma 6tima aproximacdo. A
reta em torno de 120 representa o termo k? para um valor de n = 10. Percebemos que na regido
proxima ao ricochete é este termo que domina.

Com esta andlise concluimos que os efeitos oriundos do potencial na regiao préxima do
ricochete nao sao relevantes para o estudo da evolugao das perturbacoes através do ricochete.
A possivel influéncia do ricochete deve entao acontecer nas fases de expansao e contragdo e
nas relacoes entre os parametros de deslizamento lento antes e depois do ricochete.

Tendo estes trés periodos em mente, podemos decompor a evolucao da varidvel u em
trés periodos nos quais o seu comportamento serd descrito por fungoes de Bessel, caso esteja
numa fase de deslizamento lento, ou por um comportamento oscilatorio, quando atravessar o
ricochete. Fazendo a juncao destes trés periodos, podemos construir a funcao de transferéncia
e assim encontrar como deve se modificar o espectro através do ricochete.

Na fase de deslizamento lento antes do ricochete, iremos descrever a varidvel u por

u(n) =vVkm—n-){AJo_ [(k(n—n-)]+ A2 o [k(n—n-)]} (4.49)
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_ 27 [k (g — )] s (20 —1) o+ 205 (e — )] ese (na)
Ay = T a) , (4.50)

Ay = —277 [k (i — )] V2 [y 20 + 1) 2 (e — )] T(—a) . (451)

Os parametros 14 e ot foram definidos nas equagoes (4.39) e (4.40). Para escrevermos
estas constantes A; e Ay em termos dos valores iniciais u; e ug assim como, posteriormente,
para fazermos a juncao entre as fases de diferentes comportamento para u, utilizamos as
expressoes para o comportamento assintotico das funcgoes de Bessel,

Jl,(:c)%r(ll_i_y)(g)y r—0 ,

Na outra fase de deslizamento lento, depois do ricochete, teremos o mesmo comportamento

u(n) = k(n—ny) [Br(k) Ja, (k(n—n3)) + B2 (k) Ja (k(n—n)] . (4.52)

As constantes B e By podem ser relacionadas com A; e Ao através de duas jungoes
sucessivas. Tomando o limite kn — —oo, podemos fazer a jungao entre a expressao (4.49)
com duas ondas planas que descrevem o comportamento de u proximo do ricochete quando
k? > V. Tendo escrito os coeficientes destas ondas planas em termos de A; e As, podemos
conectd-las com a nova fase, eq.(4.52), tomando agora o outro limite kn — oco. Com este
procedimento, as constantes By e By podem ser expressas na forma

By (k) = csc (ra) { Avsin [k (n- —ny) + 3 (o + )] + Assin [k (- = ny) + 5 (0 —a)]}
(4.53)
. T . T
By (k) = csc (may) {Al sin {k (ny —m—) + ) (g — oz_)] + Assin [k (ny —n—) + 5 (ag + oz_)} .
(4.54)
Destas expressoes podemos ler diretamente a matriz de transferéncia dada por
By sin [k (- —n4) + 5 (ay + )] sin[k(n- —n3) + § (ap —a_)] Ay
= csc(raq)
By sin [k (4 —n-) + 5 (g — )] sin[k(ny —n-) + § (a4 +a_)] Ay

Nos limites assintéticos temos que kn < 1. Neste regime, como a4 é positivo, podemos
desprezar o termo B; ja que ele estd associado ao termo (k:n)l/ 2ta+ enquanto que By estd

associado ao termo (kn)'/2=%+. Pelas expresses (4.50) e (4.51), vemos que Ay também pode
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Figura 4.6: Este gréfico mostra a adequagao da aproximagao (4.56) para o espectro da perturbagao
de curvatura (gsr. A predicdo tedrica dada pela eq. (4.55) esta representada pela linha tracejada em
azul, enquanto que a aproximagcdo dada pela eq. (4.56) estd representada pela linha cheia em verde.
As marcagoes em cruz sdo os resultados numéricos obtidos a partir da eq. (4.35) para comprimentos
de onda n na faixa de [60 — 2000]. Os parametros para o potencial (4.41) sdo respectivamente A = 1,
m=1/5e = 2(/\3%;2) e os parametros numéricos da; = da_ =~ 0.025 e 6n ~ 1072

ser desprezado em relacdo a A;. Se parametrizarmos a dependéncia de u em k por wu;(k)

C (k) « kP, e definindo

ooy = 264 — 04 + 281 -+ 5i —3e46+ — &+,
o espectro de poténcia fica proporcional &

Pe o 1 +28—20as —25a ;2 [k (- —n3)

+ g (day — 504,)} (4.55)

Como ja comentado anteriormente, no caso de termos uma evolugao puramente de Sitter
temos que 1y —n— = w. Podemos assim definir um pardmetro que meca o desvio deste
comportamento por 0n =7 — (94 —n—). Sendo k =

n(n+2) =~ n+1— 5-, o espectro pode

2n’

ser aproximado por
P oc k0~ oy —2a- g [nén +on+ - (6oz+ —da_ )] (4.56)

O gréfico (4.6) mostra que esta aproximagao é de fato razodavel para o caso de termos um

ricochete préximo de de Sitter. Depois da fase inflacionéria, este espectro pode ser reformulado
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na forma

P = Ak™5 1 cos? <wkfw> , (4.57)
ks

onde o nuimero de onda ky;s ¢ dado em unidades de inverso de comprimento, k. é uma escala
nominal que pode ser fixada, por exemplo, em 100 Mpc e podemos ler diretamente o valor do
indice espectral ng — 1 = 1 + 20 — 204 — 2da—. Nesta expressao, o Unico parametro livre
¢é a freqliéncia adimensional w. Note que para w < 1, o espectro segue uma lei de poténcia
que pode ser invariante de escala caso 5 = —1/2 e day ~ da— < 1. Por outro lado, no limite
de altas freqiiéncias w > 1, ao contrario do que poderiamos esperar, esta expressao nao pode
ser imediatamente descartada pelos dados observacionais atuais do WMAP como mostra um
estudo mais detalhado Ref. [102].

Nesta secao, analisamos a evolucao de perturbacgoes escalares através de um ricochete
gerado por um sistema composto por um campo escalar cldssico minimamente acoplado com
a gravitagao e secao espacial com curvatura positiva, K = 1. A evolugao do sistema nao
perturbado é extremamente interessante possibilitando solugoes assimétricas onde o campo
escalar é levado de um minimo do potencial para o outro devido ao termo de friccdo na
equacao de Klein-Gordon. Durante a fase de contracao este termo fornece energia para o
campo escalar enquanto que na fase de expansao ele retira a sua energia levando-o ao repouso
no minimo do potencial.

O estudo das perturbacoes neste modelo nos mostra que, ao contrario do que poderiamos
esperar, o potencial para as perturbacoes nao é importante durante o ricochete. A assinatura
do ricochete acaba por se dar na soma dos efeitos da fase de contracao e expansao quase-
exponencial. O espectro de poténcia para a perturbacao de curvatura, Pc,e., ¢ dado por
uma lei de poténcia multipicada por uma funcao oscilatéria as quais podem reproduzir os
dados observados para um determinado regime destes parametros. Este modelo nao pode ser
considerado completo uma vez que o periodo anterior a fase de contragao quase-exponencial
deve ser descrito por um outro contetido material, possibilitando assim uma previsao da de-

pendéncia espectral de u, ou seja, fornecendo o espectro antes da fase de contracao.
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4.2 Campo FEscalar Quantico

Nosso estudo tem se voltado fortemente para a dinamica do Universo durante a fase que
convencionou-se chamar de Universo primoridal?. Neste momento é possivel que a descricio
da matéria seja melhor descrita por um campo escalar ao invés de um fluido de radiacao
Ref. [103]. Além disso, é precisamente em situagdes quando o fator de escala atinge o seu
valor minimo que esperamos encontrar um desvio do comportamento classico inclusive para a
gravitacao.

Apesar de haver pelo menos dois candidatos a uma teoria de gravitacdo quantica, a saber,
a teoria de cordas Ref.’s [104]-[106] e a teoria de lagos Ref.[107] (“Loop Quantum Gravity”),
ainda é cedo para considerarmos que de fato tenhamos atingido este objetivo. Existem alguns
trabalhos na literatura Ref.’s [108]-[110] que exploram as modifica¢oes advindas destas teorias
onde analisa-se como se modifica a dinamica de um Universo homogéneo e isotropico neste
novo contexto. Note, porém, que mesmo considerando que estas duas teorias reproduzam a
TRG num dado regime limite, elas induzirao termos de correcao a TRG que ja sdo em si uma
manifestagdo direta da teoria em questao.

Uma outra opcao, talvez mais conservadora, seria aplicarmos a quantizacao candnica a
préopria TRG de Einstein, caso entao que nos leva diretamente a equacao de Wheeler - de Witt.
Sabemos que esta teoria quantica sofre de dificuldades técnicas com relagao ao formalismo
matematico como, por exemplo, na definicao de derivadas funcionais quadraticas, %, €omo
também do ponto de vista fisico devido a dificuldade de se encontrar uma variavel que faga o
papel do tempo na equagao de Wheeler -de Witt.

Existe, porém, um programa de estudo que geralmente leva o nome de modelos de mini-
superespaco, onde é possivel evitarmos algumas destas questoes fundamentais associadas a
equacao de Wheeler - de Witt. Baseado no fato observacional da homogeneidade e isotropia
do Universo, estas simetrias sao impostas sobre a métrica antes mesmo do procedimento de

quantizacao. E evidente que este programa nao se propdoe a montar uma teoria quéntica

2Este termo é ainda de uma certa forma um resquicio do modelo do “Big-Bang” onde a fase de evolucio
anterior a Nucleossintese era considerada primordial pois seria uma etapa logo seguinte ao evento singular. Na
perspectiva de modelos nao singulares, o termo Universo primordial se refere a fase durante a qual o fator de
escala atinge o seu valor minimo, o que em geral estd associado a periodos onde a densidade e a temperatura
do Universo sao extremamente elevadas.
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para a gravitagdo mas espera-se que apesar desta drastica simplificacao sejamos capazes de
reproduzir os efeitos quanticos predominantes na evolugdao do Universo primordial.

Nesta secao implementaremos este programa de investigacao para um Universo permeado
por um campo escalar e mostraremos os principais resultados obtidos no trabalho Ref.[111].
Primeiramente iremos estudar o sistema sem considerar nenhuma perturbacao, ou seja, con-
sideraremos que o Universo é estritamente homogéneo e isotrépico. Depois de analisar as
solugoes deste sistema de fundo, passaremos a tratar o caso com perturbagoes de primeira
ordem.

Seja entao um campo escalar livre sem massa tal que p = p, o que é comumente conhecido

na literatura como matéria dura (“stiff matter”). A Lagrangiana do sistema se escreve

R 1
L=v—g|— — 30"00up| , (4.58)
607, 2
onde definimos o comprimento de Planck ao quadrado por E?Dl = %TFG ~ e é entendido que

estamos trabalhando no sistema de unidades naturais A = ¢ = 1. O elemento de linha do
espacgo-tempo homogéneo e isotrépico é descrito por,

a*(t)

ds* = N2dt* — —
(1+ &r2)2

[dx2 +dy? + dz2] ,

onde 72 = 22 + y% + 22 e a curvatura espacial = 0, 1. Inserindo este elemento de linha na
Lagrangiana (4.58), e omitindo uma derivada total com relacdo ao tempo, encontramos para
a acao que descreve este mini-superespaco,

—a’aV NKaV  $?a®V
= [ dt . 4.
S /(Né%l+£%l+2N> (4.59)

A constante V' é definida como o volume total da secdo espacial dividido por a®. Por esta

definicao, fica claro que estamos apenas considerando Universos compactos de forma que
V seja sempre finito. Em geral, o valor de V' depende do valor de K e da topologia das
hipersuperficies. Se, por exemplo, K = 1 e a topologia for a de uma tri-esfera (S?) entdo
encontramos que V = 272, No caso de K = 0, esta constante V pode assumir qualquer valor
pois o polihedro fundamental pode ter qualquer valor (ver Ref.[112]) o que pode ser entendido
como uma renormalizacdo do fator de escala.

No caso de considerarmos espagos fechados, onde é mais apropriado utilizarmos coordena-

das angulares, em geral a dimensionalidade é atribuida ao fator de escala. Além disso, para o
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sistema de unidades naturais que estamos usando, o campo escalar tem dimensao de inverso de

. . s . . . ——— \/7 -1 ~ _ ¢p
comprimento, de forma que podemos definir varidveis adimensionais a = V2V /{5 a e ¢ = HP
de forma que a acao se escreve

&alp,  NKav 5 adlp )
S=[dat| - + + . 4.60
/ ( W2UN ' (pV2V  2V2VN (4.60)

Pela definicao de momento p = % encontramos,
q
~ _ édfpl ~ _ SZngPl (4 61)
O VaUN 7 V2VN '
A partir destes momentos podemos encontrar a hamiltoniana que é dada por
~ 2 ~ 2
V2V N P, P
H=NH, = -2 +-2 —Ka) , (4.62)
20 py a as

onde introduzimos o indice 0 na hamiltoniana para lembrar que esta é apenas para o sistema
nao perturbado. Esta distincdo é necessdria pois a seguir iremos tratar a quatizagao para o
caso com perturbagoes até primeira ordem.

Uma vez que pretendemos quantizar este sistema, é interessante fazermos ainda mais uma
mudanca de varidvel para nao termos que lidar com o fato do fator de escala ser definido
apenas na semi-reta positiva. Neste caso, para garantirmos a hermeticidade da hamiltoniana,
teriamos que restringir as fungoes de onda a um sub-espaco do espaco de Hilbert que pode ser

definido por uma condigao sobre a funcao de onda em a = 0 (Ref.’s [113, 114]).

1 1

a=a"

Alternativamente, definimos o = log (a). Note que & = a~ a e se calcularmos P,
a partir da acao eq.(4.60) encontramos a relagdo P, = apP, = —%de%‘, de forma que a
hamiltoniana eq.(4.62) se escreve
V2V 2 2 4
H0:2€Ple3a<—Pa+P<p—lC€a> . (463)

Nesta hamiltoniana omitimos o ~ para a varidvel ¢ mas deve estar sub-entendido que esta

é a variavel adimensional.

4.2.1 Solucgoes classicas para o campo escalar livre
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Apenas examinando a hamiltoniana eq.(4.63) percebemos que ¢ é uma varidvel ciclica o
que nos diz que P, é uma constante de movimento. Podemos resolver este sistema e encontrar
as solucoes classicas para os trés possiveis valores da curvatura K. Temos que lembrar que
este sistema é essencialmente um sistema vinculado cuja Hamiltoniana é fracamente nula, ou
seja, estamos considerando a fungao lapso como um mero multiplicador de lagrange o que é
permitido uma vez que a sua evolucao nao é fixada pela dinamica.

No calibre temporal de tempo césmico, i.e. N = 1, as solugoes classicas se escrevem

i) Para o caso plano K = 0:

p=xa+c , (4.64)

onde ¢; é uma constante de integracao. Com relacao ao tempo césmico 7 esta solucao pode

Ser expressa:

a = e =3P,/ | (4.65)

o = lng)+c2 . (4.66)

Esta solugao representa Universos que se expandem de uma singularidade ou se contraem para
uma singularidade dependendo do valor de F,. Note que para este modelo d é sempre negativo

de modo que nao ha nenhuma fase inflacionéria.

ii) Para o caso de curvatura positiva I = 1:

P,
a=e*= 2| , (4.67)

cosh(2¢ — ¢1)

onde ¢; é uma constante de integracdo. A condicao de P, ser constante pode ser expressa
pela relagao

P, = e*. (4.68)

A dependéncia com relacdo ao tempo césmico é um pouco complicada e nao é necessario
mostra-la explicitamente. Estas solugoes também descrevem Universos que se expandem de
uma singularidade até atingir um valor méximo para o fator de escala e depois se contraem
até uma outra singularidade, ou seja, sao solucoes do tipo “Big Bang-Big Crunch”. E curioso

observar que perto das singularidades, quando |p| > 1, esta solugao se comporta como o caso
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plano. Novamente nao encontramos nenhuma fase tipo inflagao.

iii) Para o caso de curvatura negativa £ = —1:

P,
a=¢e"= 17 , (4.69)

V/Ismh(2p —er)

onde ¢; é uma constante de integragao e a condicao de P, ser constante nos fornece a mesma

relacao

P, = e3%p. (4.70)

A dependéncia com relagao ao tempo cdésmico para este caso é, como no caso anterior, compli-
cada e nao é necessario mostra-la explicitamente. Estas solugoes descrevem Universos que se
expandem (se contraem) de (para) uma singularidade. Perto das singularidades esta solucao
também se comporta como o caso plano e novamente nao encontramos nenhuma fase tipo

inflagao.

Apesar destas solugdes apresentarem comportamento completamente diferente, é uma ca-
racteristica comum destas solugoes classicas o fato de elas serem singulares e nao apresentarem

fase inflaciondria. Nao hd nenhum periodo de expansao acelerada.

4.2.2 Quantizagcao do sistema nao perturbado

A quantizacao de sistemas hamiltonianos vinculados deve ser feita seguindo os procedimen-
tos da quantizagao de Dirac, segao (2.2). Para o caso de um Universo homogéneo e isotrépico,
ou seja, para modelos de mini-superespaco a quantizacao se reduz a afirmacao de que a funcao
de onda nao pode depender da funcgao lapso e o requerimento da aniquilacao da funcao de

onda pela hamiltoniana

—U N)=0 4.71
8N <a7()07 ) Y ( )

Ho W (a,o,N)=0 . (4.72)
Para nao termos que lidar com o problema do fator de escala ser definido apenas na

semi-reta positiva vamos quantizar a hamiltoniana eq.(4.63). Ao quantizi-la, os momentos

canodnicos se tornam operadores que na base coordenada sao representados por derivadas
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P— —ia%. Sabemos que derivadas simples nao sao objetos geométricos, porém com o auxilio
do determinante da métrica sempre podemos construir objetos covariantes utilizando apenas

derivadas simples através da relacao

O¢ = V, Vi) = jfga,i (9" —50,) ¥

Uma maneira de minimizar a arbitrariedade na escolha de ordenamento dos operadores quanticos
¢é escolher um ordenamento que seja covariante com relacao a uma redefinicao dos campos. No
nosso caso, a métrica g,,, € simplesmente a métrica de Lorentz a duas dimensoes multiplicada

3a :
por e’¥, ou seja,

-1 0
Guv = €% N
0 1
Com a escolha de ordenamento que deixa a hamiltoniana invariante por redefinicao dos

campos, a aniquilagdo da fungao de onda pela hamiltoniana eq.(4.63), na representagao de

base coordenada, pode ser expressa pela equacao

92 o A

Esta é a equacao de Wheeler - de Witt para este modelo de mini-superespaco que tem uma

forma de uma equacao tipo Klein-Gordon. Podemos fazer uma mudanca de varidveis de forma

a explicitarmos ainda mais a simetria desta equacao. Definimos entao as coordenadas nulas

(a+¢) o= (u+v)

(u—v) . (4.74)
Com relacao a estas novas variaveis a equacao de Wheeler - de Witt se escreve

82 K 2v/2(u4v) _

Da mesma forma que para o sistema classico, podemos encontrar as solucoes desse sistema

para os trés valores de .
i) Para o caso plano K = 0.
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Sem o termo de curvatura, a equacao de Wheeler - de Witt é extremamente simples de

resolver. A solucao geral para esta equacao pode ser escrita na fomra
U(u,v) = F(u) + G(v) , (4.76)

onde F' e G sao fungoes arbitrarias das variaveis u e v respectivamente. Na literatura Ref.’s
[115, 116] encontramos estas solugdes expressas de uma maneira um pouco diferente, geral-

mente numa decomposi¢ao espectral na forma,
U(u,v) = /dk U (k) e™ 4 /dk V(k)er | (4.77)

com U e V também completamente arbitrarios.

ii) Para o caso curvo K # 0.
Para encontrarmos a solugdo para o caso curvo K # 0 basta fazermos uma nova trans-

formagao de coordeanadas. Se definirmos novas variaveis

e=lovm | Vnug
1
z = Zez‘/iv , v= \{f In(4z) . (4.78)

Com relacao a estas novas varidveis a equacao de Wheeler - de Witt se escreve

<_ 8?(; * ’C) V(Ez)=0 . (4.79)

Uma solucao particular evidente para esta equagao é

W (€, 2) = Woe (REHT)

com ¥ e k sendo duas constantes arbitrarias. A solucao geral serd uma superposicao arbitraria
desta solucdo uma vez que as funcoes exponenciais e’** formam uma base para expandir
qualquer fungéo. Note que a equagao é simétrica pela troca de u por v de forma que a solugao
geral se escreve

U (u,v) = /dk U (k) exp [i <ke2\/5u - I]jeQﬂvﬂ +/dk V (k) exp [; (keW?” - ’;ezﬁ“ﬂ ,
(4.80)
com U e V novamente fungdes arbitrarias. Na Ref.[115] estas solugdes foram expandidas na
forma de fungoes de Bessel. Embora o resultado seja obviamente o mesmo, a vantagem de
separarmos as solugoes a partir das varidveis nulas ficard mais evidente ao considerarmos a

interpretagao causal da mecanica quantica.
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4.2.3 Trajetorias quanticas

Uma vez tendo resolvido a equacao de Wheeler -de Witt e encontrado a funcao de onda
que descreve o Universo, podemos agora nos focalizar na utilizacao da interpretacao causal da
mecanica quantica, também conhecida como interpretacao de Bohm-de Broglie. Na secao (2.1),
vimos que nesta interpretagao, para um sistema com finitos graus de liberdade, além da fungao
de onda temos objetos pontuais de natureza ontoldgica que sao interpretados geralmente como
particulas associadas ao sistema. No nosso caso, além da funcao de onda do Universo definida
acima, na interpretagdo de Bohm-de Broglie, a evolucao do fator de escala assim como do
campo escalar sao dadas pela evolucao ao longo de trajetérias. As trajetérias Bohmianas sao
encontradas ao resolvermos as equacoes guias que serao definidas mais adiante.

Para o nosso modelo, a equagao de Wheeler - de Witt se escreve como
H(Pu, ¢*)¥(q) =0, (4.81)

onde as quantidades p*, g, sao operadores no espaco de fase associados aos graus de liberdade

homogéneos do sistema. Esta equagao geralmente assume a forma

1 . 0%(q)
_ZgPo 7 —
29" 37 9q° +U@@T(q) =0 (4.82)

onde g”?(¢") é a inversa da métrica do modelo de mini-superespago dada por g,s(g").

A interpretagao causal prossegue ao escrevermos a funcao de onda ¥ na sua forma polar
U = Rexp(iS). Substituindo esta expressao na equacao de Wheeler - de Witt e separando-a
em sua parte real e imagindria, obtemos duas equagoes reais dadas por

1,08 0S
o w A
39" g o TV H Q) =0, (4.83)

1 9 oS
—— —(R¥%"/—g=—| =0 , 4.84
/fg aqp < 9 gaqa> ( )

onde definimos o potencial quantico por
1 0 OR

MN=z——oao-o— g7/ —g=— : 4.85
Q") NG (g % gaqo> (4.85)
A interpretacao causal aplicada a cosmologia quantica afirma que as trajetérias ¢*(t) sao

reais e independentes de qualquer observagao. Para encontrar as equagoes guias (“guidance
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equations”) precisamos interpretar as equagoes acima. A equagao (4.83) é do tipo Hamilton-
Jacobi para a fase da fungdo de onda porém acrescida de um termo, o potencial quantico.
Como discutido na segao (2.1), este termo é o responsavel por todos os efeitos quanticos. Esta

equacao nos permite associarmos a fase da funcao de onda com o momento pela relagao

oS
A relacdo entre o momento e a velocidade permite-nos escrever
1 9¢”
Pu = g,uuﬁﬁ . (4.87)

Temos entao as equagoes guias cujas solugoes sao as trajetérias bohmianas e sao dadas por

o 1 0¢”
— = —— 4.88
o~ N o (4.88)

E interessante notar que esta equagao é invariante por reparametrizacao temporal. Para
modelos de mini-superespagos nao ha o problema do tempo da gravitacdo quéantica, o que

deixa de ser verdade caso o sistema nao apresente essas simetrias Ref.’s [117]-[120].

No caso especifico da hamiltoniana eq.(4.63) identificamos a métrica e sua inversa

-1 0 -1 0
G = 63(1 , g,uu — 67301

0 1 0 1

Levando esta métrica nas expressoes acima, encontramos o potencial quantico

g O°R e 3 [0?°R  0°R
=-—— = . 4.
@) 2R Ogldq” 2R |0a?  0p%| (4.89)
e as relagoes para as velocidades (4.88)
oS e3¢
= = _ 4.
5a N (4.90)
08 €3
- N (4.91)

Para uma dada solucao da equagao de Wheeler - de Witt, estas relagoes nos permitem
encontrar as trajetérias bohmianas e descrever a evolugao do sistema. Embora tenhamos a
solugao formal da equacao de Wheeler - de Witt para a caso com curvatura, X # 0, vamos

nos ater apenas ao estudo do caso plano.
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Deste ponto em diante, toda a analise, inclusive para as perturbacoes que serd realizada
mais adiante, sera restrita apenas ao caso plano K = 0.

Como vimos na se¢ao anterior, a solugao geral da funcao de onda pode ser separada em
duas fungoes independentes cada uma dependendo apenas de uma das variaveis nulas v ou v
eq.(4.76). Para estudarmos a evolugao no contexto da interpretacao de Bohm é conveniente

re-escrevermos esta solucao como a soma de duas formas polares
S 1S _
U (u,v) = Rye™ + R_¢€' ,

onde definimos

Com esta definicao, o médulo da fungao de onda e a sua fase podem ser expressos por

R = /B2 + R + 2R R_cos(S; — 5_)

R, sin(S4) + R_sin(S-)
R cos(S4+) + R—cos(S-)

S = arctan(

Para encontrarmos as velocidades de Bohm, precisamos calcular a derivada da fase com relagao
a cada uma das varidveis. A derivada de S com relagdo a varidvel z, que pode ser a ou ¢, é
dada por

oS 1 o8
D R2 + R2
dr R2| T oz A ox

95 | (as+ + as> R.R_cos(Sy —S_)+ (Ragj - Rf?i) sin (S — 5)]

ox or
(4.92)

Precisamos agora escolher uma solucao especifica da equacao de Wheeler - de Witt e
estudar as trajetorias do sistema. Num trabalho anterior, Ref.’s [115, 116], foi proposto fazer
superposicoes gaussianas nas variaveis u e v, ou seja, foi escolhido na eq.(4.77) tomarmos
U(k) = V(xk) com

U(k) = exp [ — (k_\2/§d)2] , (4.93)

o
onde o2 > 0 e introduzimos o termo /2 apenas por conveniéncia. Com esta solucao é possivel
encontrar solugoes nao singulares de ricochete e também modelos singulares que se expandem

com uma possivel fase acelerada entre as duas fases desaceleradas.
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Como uma generalizacao desta solugao, propomos considerar o caso em que o parametro
que define a largura da gaussiana seja complexo, i.e. 02 — 02+ i4h com h € R . Desta forma,

estamos considerando solugoes com

_ 2
U(k) = exp [ - M] . (4.94)

Integrando a equagao (4.77) com U (k) = V (k) dado pela eq.(4.94), encontramos a funcao
de onda

Vot +16hr2—02

iarctan 4 | Y—m—————r 2
U(u,v) = /7 Vot +16h2 e t oA+ 16h2 402 {exp [ZUQ + i(—hu? + \@du)] +
2
+ exp [—sz +i(—hv? + \@dv)] } , (4.95)

cuja norma é dada por

2

2
R = V21 Vot + 16h2 e_as(a%r‘PQ)\/cosh (U 14

a

) + cos[2p(ha —d)] . (4.96)

Podemos calcular diretamente a fase desta funcao de onda. Com relag@o as varidveis « e

( encontramos

< o4+ 16h% — O'2>
S = arctan
Vot 4+ 16h2 + o2

2
+do— g (Oz2+s02)+arctan{tanh (U ZQP> tan[p(ha—d)] }
(4.97)

Substituindo esta expressao nas equagoes (4.90) e (4.91), encontramos:

N o2 sin[2p(ha — d)] + 4hg sinh <02%>

=: f(a, ), (4.98)

cosh (‘722“’0‘) + cos[2¢(ha — d)]

o?asin2p(ha — d)] + 4(ha — d) sinh (‘725"0‘

¢ = 46]\;1{—4h<p + ) } =1 g(a, ). (4.99)

cosh (‘72%) + cos2p(ha — d)]

Estas equacoes representam as velocidades as quais nos fornecem as tangentes as trajetérias
bohmianas. A partir destas expressoes, podemos construir um grafico o X ¢ dos campos e
estudar as suas caracteristicas.

3«

Por conveniéncia, vamos trabalhar no calibre temporal N = e As velocidades, eq.’s

(4.98) e (4.99), possuem simetrias que nos permitem fixar os sinais dos parametros h e d.
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Figura 4.7: Campo de velocidades do sistema definido pelas eq.’s (4.98)-(4.99), o grafico da esquerda
mostra as trajetérias para valores de 02 = 2,h = 1/8, e d = —1 enquanto que o da direita para valores
0?2 =2,h =05, ed= —1. Note que o existe uma simetria de reflexdo com relacao ao eixo ¢ = 0

devido as simetrias f(«, p) = f(a, —p) e g(a, @) = —g(a, —¢).

Note que

h— —h f(aa(p;ha d) = f(_aa —¥; _had)7 g(Oé,QD, hv d) = g(_a»—%—h,d) 7(4100)

d— —d f(Oé,SO;h, d) = —f(—Oé,cp, h7_d)7 g(OZ?QD7 h, d) :g(—a,gp, h, _d) ) (4101)

de forma que uma troca no sinal do parametro h é equivalente a uma inversao com relagao a
origem enquanto que uma troca no sinal de d corresponde a uma reflexdo com relagao ao eixo
® no plano a X .

Podemos assim fixar os sinais de h e d sem perda de generalidade do comportamento das
solugbes. Além disso, note que f(a,p) = f(a,—p) e g(a,¢) = —g(a, —p), ou seja, para
valores de h e d fixos existe uma simetria de reflexao com relacao ao eixo ¢ = 0 como mostra a
figura (4.7). Assim podemos nos focalizar na regiao ¢ > 0 e analisar todos os comportamentos
ali presentes.

Os pontos caracterizados pela norma da fungao de onda ser zero sdo chamados de nodos
e representam regides inacessiveis a qualquer trajetoria. Neste sistema, estes pontos sao de-
terminados por @ = 0 e cos(2dy) = —1, ou seja ¢ = (2n + 1)7/(2d) com n € Z. Estes pontos

distam de 7/d e sado todos localizados no eixo a = 0.
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Figura 4.8: Campo de velocidades do sistema definido pelas eq.’s (4.98)-(4.99). Estes gréficos mostram
duas trajetérias diferentes para os mesmo valores dos parametros dados por 02 =2,h =5, e d = —1.
No gréfico da esquerda observamos duas solucoes, uma descrevendo um ricochete enquanto que a outra
é uma solucao do tipo “Big Bang - Big Crunch”. O grafico da direita mostra um Universo que “nasce”
de uma singularidade e se expande eternamente passando por uma fase quase-estacionaria.

As figuras (4.7) e (4.8) mostram alguns tipos de solu¢oes que podemos encontrar. Nos dois
graficos a direita, tanto da figura (4.7) quanto da figura (4.8), vemos Universos que comegam
de uma singularidade em @ — —o0 e se expandem eternamente. Préximo da origem estas
trajetérias podem passar por uma fase quase-estacionaria onde o crescimento do fator de
escala é extremamente reduzido.

Esses modelos ainda apresentam solucoes ciclicas, embora geralmente de tamanhos da
ordem do comprimento de Planck, cujas trajetdérias circundam os pontos criticos definidos
pela condigdo do numerador das equagoes que definem as velocidades, eq.’s (4.98) e (4.99), se
anularem. Um outro caso, menos interessante, é a solugao inferior no grafico da esquerda da
figura (4.8). Esta solugao representa Universos que comegam em um singularidade, atingem
um volume maximo, e retornam para um outra singularidade. Estes modelos sao conhecidos
pelo nome de modelos de “Big Bang - Big Crunch”.

Uma outra possibilidade é descrita pela trajetoria superior do gréafico a esquerda da figura
(4.8). Esta solucdo descreve um Universo que realiza um ricochete devido a efeitos quanticos

onde o fator de escala se contrai até atingir um valor minimo, que naturalmente depende dos
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parametros do sistema, e em seguida se expande novamente nunca atingindo o ponto singular
a=0.

Um caso particular extremamente interessante é quando consideramos na equacao (4.94)
o = 0. Como veremos na secao seguinte, neste caso encontramos um modelo de Universo
nao singular que passa por um fase inflacionaria e desemboca num comportamento classico
que pode eventualmente ser conectado com uma fase dominada pela radiagao antes da nucle-

ossintese.

4.2.4 Modelo inflacionario nao singular

Consideremos o caso particular o = 0 na equagao (4.94), ou seja, definindo

k —v/2d)?
U(k) = exp U= v2d)? : (4.102)
4h
e integrando a fungao de onda eq.(4.77), encontramos
U(u,v) = 2/7|h| [expi(—hu2 +V2du + Z) + expz'(—hv2 +V2dv + D] . (4.103)

A norma desta fungao de onda é dada simplesmente por R = 4y/7|h|cos[p(ha — d)].

Podemos calcular diretamente o potencial quantico que é dado por

Q = (ha —d)* — h2p? . (4.104)

A partir da derivada da fase da funcao de onda com relacao as varidveis « e ¢ encontramos

as velocidades bohmianas que sao dadas por

d=ha—d |, (4.105)

$=—hp . (4.106)

Estas equacgoes sao facilmente integradas resultando nas solu¢oes analiticas

alt) = % + agel (4.107)
o(t) = goe "t . (4.108)
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Figura 4.9: Campo de velocidades definido pelo sistema de equagoes (4.98) (4.99) para valores dos
pardametros dados por 02 = 0,h = 0.5, and d = —1. O tinico ponto critico deste sistema est4 localizado
em ¢ = 0 e a = d/h que representa um ponto de equilibrio instdvel. Para valores h > 0 e a > d/h
vemos pela equagao (4.107) que estas solugoes representam Universos que sempre se expandem de
da ordem de ay.

9

maneira acelerada contendo uma fase inflaciondria com um numero de “e-fold’s

Note que ¢ (a — %) = appp = c'®, de forma que a e ¢ sdo a grosso modo inversamente
proporcionais, quando « cresce muito ¢ vai a zero e vice-versa. O Unico ponto critico deste
sistema é um ponto de cela localizado em ¢ = 0 e & = d/h que representa um ponto de
equilibrio instdvel. Para valores positivos (negativos) de h vemos que o Universo se expande
(se contrai) continuamente, por isso vamos assumir que h > 0 e analisar as solugoes fisicamente
mais interessantes que descrevem Universos em expansao.

Estas solugoes estao expressas com relagao ao tempo paramétrico ¢t do calibre temporal
N = e3*. O tempo césmico estd associado com este tempo paramétrico por 7 = J dtedt) =
T — 19 = h™'Ei (3aoeht), onde Ei(z) é a fungao integral-exponencial. Em termos do tempo
cosmico, o parametro de Hubble, o parametro de desaceleragao e o escalar de curvatura sao
dados respectivamente por

1 % aphe()

H = - = 4.1
adr a3 (4.109)
1 d%a 2ap— e ht(7)
- _ == - 4.11
1 aH? dr? o ’ (4.110)
1d%a 6agh?
4 _ 2\ _ 0 ht(t ht(t

A evolugao pode ser caracterizada por trés fases distintas. No passado remoto, ht < —1, o

fator de escala se expande de maneira acelerada a partir do seu valor inicial ag = %" quando
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o escalar de curvatura tende a zero 3. No futuro remoto, ht > 1 o fator de escala continua se
expandindo mas de maneira desacelerada com o escalar de curvatura novamente muito menor
do que 1. A fase intermedidria ocorre no momento de transicdo quando a expansao passa de
acelerada para desacelerada em hiyan = — In(2ap) que é negativo caso ap > 1/2.

Em torno de At ~ 0 podemos aproximar a expressao do fator de escala por
a = e[ 4 aght + (aph? + a2h®)2 /2! + ... (4.112)

de forma que se g >> 1, a ~ e*0+d/h exp(apht). Se lembrarmos a expressdo que relaciona o
tempo césmico ao tempo paramétrico, 7 = [ dta®, vemos que a (r—70)"3 e ¢ x1/7 x 1/a®
re-obtendo assim a solugao classica para o fator de escala. Note porém que esta fase cldssica
¢é valida apenas para este periodo em questao.

Podemos entao resumir a evolucao desta solucao da seguinte maneira: no passado remoto, o
Universo tem um volume finito e constante que pode inclusive ser do tamanho do comprimento
de Planck caso d =~ 0. Nesta fase o Universo é essencialmente plano e apresenta uma expansao
acelerada. Em torno de ht = 0, depois do tempo de transi¢ao, o Universo continua a se
expandir porém de forma desacelerada. O fator de escala é e* vezes maior do que o seu volume
original, ou seja, houve uma expansao com g “e-fold’s”, e sua evolugao é essencialmente igual
ao regime cldssico com o campo escalar muitas ordens de grandeza menor do seu valor inicial.
Neste momento é possivel que haja uma transi¢ao a um regime dominado pela radiacao e assim
sermos capazes de conectar este modelo com o modelo do “Big Bang” antes da nucleossientese.

Devemos considerar este modelo como uma boa descricao somente até o momento em que

o fator de escala comeca a se comportar classicamente. Uma vez que a densidade do fluido de

3 6

radiacdo varia com a~° e a do campo escalar livre varia com a~°, é razoavel que para valores
pequenos do fator de escala a sua dindmica seja determinada essencialmente pelo campo
escalar, o que explica tratarmos esta solugao como uma boa aproximacao para a evolugao do
Universo para tempos menores que ht = 0.

Para explorar mais este modelo se faz necessario uma descricao minuciosa do fluido de ra-
diacao, o que pode ser feito por exemplo adicionando-se a Lagrangiana um termo de interagao
do tipo 0/—gd¥V onde ¥ descreveria um campo fermionico relativistico e o a sua constante

de acoplamento. No entanto, esta analise foge do escopo deste trabalho.

£pg ed/h.

3 , . 7 fis __
O valor fisico do fator de escala é dado por a;° = oG
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4.2.5 Quantizagao das perturbagoes

Na secao anterior, analisamos a quantizagao de um sistema composto por gravitacao e
campo escalar livre dentro dos preceitos dos modelos de mini-superespaco. A idéia principal
era examinarmos os efeitos quénticos e suas influéncias sobre a evolugao dinamica do fator
de escala e do campo escalar. Para este sistema, mostramos que as solugoes diferem consi-
deravelmente do comportamento cldssico mostrando uma riqueza de possibilidades para as
trajetorias quanticas.

O passo seguinte neste contexto é estudarmos a evolugao das perturbacoes com relacao a
dinamica de um Universo homogéneo e isotrépico.

O procedimento convencional para estudarmos as perturbagoes cosmoldgicas Ref. [38] se
baseia num estudo semi-classico onde a gravitagao é tratada classicamente enquanto que o
conteudo material do Universo é descrito pelo valor esperado de campos quanticos. Nesta
andlise hibrida, podemos utilizar as equagoes de ordem zero para simplificarmos as equacoes
de primeira ordem uma vez que neste estudo perturbativo as equagoes devem ser satisfeitas
para cada ordem da expansao independentemente.

Esta simplificacao nao é mais possivel caso se queira levar em conta correcées quanticas
para a evolucao do sistema em ordem zero pois neste caso as equacoes classicas nao sao mais
validas. Lembre-se que para quantizarmos o sistema precisamos descrever um sistema hamil-
toniano vinculado num formalismo invariante de calibre, o que nao é nada trivial mesmo para
a primeira ordem perturbativa de modelos FLRW. De fato, o uso das equagoes homogéneas e
isotrépicas é mais do que uma mera simplificacao, ela viabiliza o estudo do sistema.

Felizmente, progressos recentes Ref.’s [121]-[124] mostram que apenas usando técnicas para
sistemas hamiltonianos é possivel simplificar consideravelmente a hamiltoniana do sistema. No
entanto, apesar de todos os avancos, o termo de massa associado ao potencial de Mukhanov-
Sasaki que descreve o grau de liberdade das perturbagoes escalares apresenta componentes de
momento o que torna a sua quantizacdo nada trivial.

Nesta secao vamos mostrar como ¢é possivel tratarmos esta dificuldade e, consistentemente,

quantizarmos as perturbagoes escalares para um modelo com campo escalar livre. Depois de
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descrever as linhas gerais do procedimento ja realizado na literatura Ref.[123], quantizaremos o
sistema e mostraremos que é possivel inclusive especificarmos uma equacao dinamica quantica
para as perturbacdes, i.e. dentro deste formalismo nao ha o problema do tempo em gravitagao
quantica.

O campo escalar perturbado é definida por ¢ (¢,2) = ¢o (t) + ¢ (t, ) onde ¢y é o campo
escalar homogéneo associado a métrica de FLRW. Substituindo esta definicao na densidade

Lagrangiana para um campo escalar livre encontramos

(1 —2¢) o5 2 BIiBIi Bl 3¢° 1 li
. 2L (207 - = S — 55040y
Lm ="z 2 +‘P5*0 oz (20 2 Na BRowi+ 53z ~ 3420970
(4.113)

Para facilitar a notagao definimos €;; = 2¢v;; — 2E););, de forma que a Lagrangiana total
da parte gravitacional mais campo escalar se escreve

a?aV. NKaV ¢ a3V Na 1, i
L=— 0 /d3 |: 67, k+ Bz 5 +76U'€ik +¢ '6”
e%al z, e, i By gl e+ ety

1 3
7€ i€y — e e’ + 76‘16“ tk ( ¢ - 61. —eo+B'B By - 3¢2)] 24N (2, /d?’w\f <6 i

3 2aa 1 g
d? 9¢* —3e¢ — ~€* + 3BI'B); + ey | — /d3 B, - - B,
GNK%I/ a:f( ¢° — 3eg 6 + i+ e Teij 52, ¢ 5Blic); ) +
@ 1 a? i 1
+a2a /d3x71/2 (6 éij — eé = ¢6>_ > /d?’x\feB‘ a*po d3xf<¢+e)5<p+
30 602, N
i 1 . 1 ..
o /dgmﬁ‘s‘PB' it % /dgxﬁ (3¢2 tep+ 3¢~ BB - f”w) +
Na? 3 5p?  dplidpy
+ > /d vl <N2 o ,

onde ¢®V é o volume de cada secdo espacial que é considerada compacta, i.e. V < oo.

Para simplificarmos este sistema sem utilizar as equagoes do sistema em ordem zero nas
perturbagoes é preciso definir o sistema hamiltoniano associado a esta Lagrangiana e em
seguida aplicar transformacgoes canonicas redefinindo assim as nossas varidveis. Embora o
procedimento seja direto, os calculos sao exaustivos de forma que nao iremos reproduzi-los
aqui pois por um lado este resultado ja possui boas referéncias na literatura (ver referéncias
citadas acima) enquanto que por outro lado utilizaremos exatamente estas mesmas técnicas
mais adiante.

Vale apenas salientar que além de aplicar sucessivas transformacgoes canénicas durante o
processo € necessario redefinirmos a fungao lapso. Esta redefinicao nao carrega em si nenhum

significado fisico uma vez que a evolucao da funcao lapso é completamente arbitraria. Esta
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funcéo estd associada a uma escolha de calibre temporal e de fato podemos considera-la até
mesmo como um mero multiplicador de Langrange.
Vamos partir da equagao (A39) da referéncia Ref. [123] onde se define a hamiltoniana do

sistema por

02, p? 3pP2 302 P, -
H = NH, 3y | —-LLa 14 Pi_¢ ANP /3A 4.11
°+/dw< 202y O T By Y T gy V) Se AN E [ dahems , (4115)

onde @g = 1y, Py e my sao vinculos de primeira classe, v é o potencial de Mukhanov-Sasaki

e Hy é definida por

2P P2 &SVU 1 i :
Hy = —-Lba d — / d? gy
0 T + 5BV + 5 + 5 x N + Vvt | +

2 4
- (3@% 9P2 ) o thP? 27P) 3P, dU

1505, P;  ad?U
4aPV2 4 dp?

- - - — a3 2 (4116
8“7 4ap? 16632 ~ 2aTV2PZ B, dp / TV (4.116)

Estamos considerando o caso de um campo escalar livre, ou seja, o potencial para o campo
escalar é zero, U = 0. Além disso, podemos definir a hamiltoniana em ordem zero por

2
by | P

HY = - :
0 4aV 243V

2 2
2 _ 5.3 0, fpbs
— P¢—2CLV<HO +46L‘/>

Se levarmos este resultado na hamiltoniana eq.(4.116), podemos fatorar o termo N Hj na
forma

1504, 27 ©) . (3 P2 3 (0) 3
oo = o [0 = (70 2 )| [enovie i 5 e (G5 o)

4
+ égévaz /d3xﬁv2] + O vir?) . (4.117)

Por uma simples redefinicao da funcao lapso,

v 1503, 27 o, hils 3 2
oo [ 2 (0 )] o)

podemos escrever a hamiltoniana total, omitindo o tilda da funcao lapso, por

2 4P
H = N{H(gO)jL;a &’z f+1/d3x\f(vv +£Pil”V2 2)]+

(%, P2 3P2 302, P ~
+/d3x< PLa g 1 Y+ =22y, ¢6+ANPN+/d3xA¢7T¢ . (4.118)

202V 4P V 20V

Esta hamiltoniana ja é bem mais palatavel do que a anterior porém o termo de massa

2

que multiplica v® contém o momento candnico associado ao fator de escala, o que complica
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a quantizacao deste sistema uma vez que o procedimento de quantizacao na representacao
de base coordenada associa o operador P, — —i%. Além disso, o fator de escala é definido
na semi-reta positiva o que requer cuidados extras na construgao do espaco de Hilbert para
garantirmos que a evolugao seja de fato unitaria.

Para tratarmos estes dois pontos, é conveniente mudarmos para as variaveis adimensionais

definidas na segdo anterior, i.e. o = log (\/ QVEI_D}a) ep— fﬂgp Com essas definigoes temos

que
fpl 630‘ . 1
Py=-——LLE P,=-P
(e \/W Na ) a P
(2, P2 2V P? P; V2V B
4V a  lp; 2e3@ ’ 2a3V lp; 2e3a

e a hamiltoniana se escreve,
NV2V | P2 P2 2 5 P2,
T |2 T T Q/dxf = vt

. / d%( 2V P2 3.2V P2 3\/2vf VP,

H = +

- Ta ANP d3zA
Uy i lpr e3P, pi )¢6+ N N+/ TReTe

Para eliminarmos o problema no termo de massa vamos fazer uma transformacao candnica

cuja fungao geratriz F e as varidaveis modificadas sao dadas por

P, o & N
f:I+2/d3x 7v2+eo‘/d3xm} , (4.119)
_ 3 ~2

a:a+§ d’z/yo* (4.120)
e = 38 <1 + g /d% 7@2> + 0 (%) (4.121)
v=2e% (4.122)
T = \/YPat + €7 : (4.123)
(4.124)

Redefinindo novamente a fungao lapso por

N=N [1— g/d%ﬁﬁﬂ
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e omitindo o tilda das novas varidveis, a hamiltoniana se transforma para

NV2V | P2 P2 1 w2 ,
H = Y |22 [ @Bz — dagiy 4.125
T 2+2+2/ x<\ﬁ+ﬁe vt ) |+ (4.125)
oV P2 32V P2 3V2V VP,
B[ =2 v 4 ANP, / d3zA
+/ x( @31 e4aq§+ Ip P, i cio v | Ty + ANPn + rAymy

A partir desta hamiltoniana a quantizacao do sistema se torna imediata. Seguindo a
quantizacao de sistemas hamiltonianas vinculados temos que os vinculos de primeira classe

devem anular a funcao de onda, ou seja,

%\P(aagp7va7¢aw>:0 )
0

a—N\I/(a,go,v,N,<b,w):0 )
0

%‘I’(a,%%N,@W =0

Essas equacoes nos dizem que a funcao de onda nao depende das variaveis N, ¢, v, i.e.
U = U (e, p,v) onde v é a unica varidvel de perturbagao. Note, porém, que devido a tultima
transformagao candnica v nao é mais o potencial de Mukhanov-Sasaki.

A equacgao restante,

Ho¥ (o, p,0) =0, (4.126)

possui apenas termos quadraticos nos momentos o que nos impossibilita definir uma variavel
que faca o papel do tempo. Quando temos um fluido perfeito, aparece na hamiltoniana um

3+ Pronde A\ = p/p e Pr representa a quantidade total de energia

termo na forma a~
associada a este fluido. A vantagem é que como este termo é linear em Pr, a equagao (4.126)
assume a forma de uma equagao tipo Schrodinger, o que naturalmente estabelece uma evolugao
para o sistema.

Para o caso do campo escalar, é possivel definirmos um tempo evolutivo para o sistema nao
perturbado se utilizarmos a quantizacao de Bohm-de Broglie como fizemos na secao anterior.
Vamos agora mostrar que se supusermos que nao haja retro-reagao( “back-reaction”), ou seja,
que a evolugao do sistema em ordem zero nao é influenciada pelas perturbagoes, é possivel

encontramos uma equacao evolutiva também para as perturbacoes escalares.

Por conveniéncia, vamos trabalhar novamente no calibre temporal N = %em. Para isso,
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vamos separar a hamiltoniana em variaveis de fundo e perturbacoes,

ﬁo=ﬁ1+ﬁ2 )

A p2 P2
H =24 _%
1 92 + 2 )

i 1/d3 #? b A
= — r| — e VU,
2 9 ﬁ Y K

A suposigao de que hé retro-reacao (“no back-reaction”) pode ser refraseada pela afirmacao
de que o espago de Hilbert pode ser fatorado na forma de um produto tensorial, separando o
sub-espago associado as varidveis de fundo das perturbagoes. Para esta condicao a fungao de

onda pode ser expressa por
) =lpex) .

onde |¢) representa a funcao de onda associada as varidveis de fundo e |x) as perturbagoes.
Além disso temos que os vinculos tém que anular as fungdes de onda e, por separacao de

variaveis, vemos que

Ho|W) =0
e :>ﬁ2‘X>:0
Hi|¢) =0

Uma das dificuldades da equacao de Wheeler-de Witt com relacao ao tempo é que esta
equacao, dado que a hamiltoniana é um vinculo de primeira classe e anula a funcao de onda,
pode ser interpretada como uma equacao de Schrodinger cujas solugoes sao sempre fungoes de
onda que nao evoluem, i.e.

i%lx) = Halx) =0

Pela teoria quantica de Bohm-de Broglie, a cada solugao da equacao de Schrodinger estéd
associada uma “particula” com realidade independente de qualquer interferéncia sobre o sis-
tema e que possui uma trajetéria bem definida dada pela solugao das equagoes guias eq.(4.88).
Estas trajetérias, que sdo fungoes apenas do tempo, podem ser usadas para definirmos uma
transformacgao unitaria dependente do tempo apenas para o setor perturbativo. A hamilto-
niana é separavel em H=Hol+1 ﬁg, de forma que podemos definir a transformacao
unitéria por U = 1 ® Us.

Esta transformacgdo unitdria nos leva um vetor |¥) — [¢) = UJ¥), ie. |¥) = U 1|¢).

Note que, embora o vetor |¥) nao dependa do tempo, este novo vetor é funcao do tempo
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|€) = |£ (t)). Para esta transformagao temos que a hamiltoniana é levada em

. - d
H-— Hy = (1oU) (H1®1+11®H2) (1eU;1) —]1®z'U&U_1 , (4.127)

= H®1+1® Hy (4.128)

onde a equacao de Schrodinger para as perturbagoes e sua hamiltoniana transformada se

escrevem
d 5
i 16 =Hawle) (4.129)
. . d
Hoy = Uy HoUy ' — anU_l . (4.130)
Vamos definir a transformacao unitaria por U = e*e~*5 com
A= 1/d3x\fd®2 (4.131)
2 T3 ’ )
1
B=3 / &3z (70 + o7t) log(a) . (4.132)

Nesta transformagao, o fator de escala a = a(t) é entendido como uma fungao que depende
do tempo e nao mais como um operador. Desta forma, estamos considerando esta funcao

como a solugao das trajetérias bohmianas associadas a equagao Hi|¢p) = 0.

Naturalmente os operadores 7« e ¥ nao comutam com esta transformacao unitaria. As

seguintes relacoes sao tuteis para calcularmos Hoys:

el ie A =5 — %ﬁ@ ,
etpe M =4 ,

e B reB = an ,
BB — 415

Note que esta transformacao unitaria nos retorna a variavel de Mukhanov-Sasaki uma vez
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que Ud Ut =a~1 9. A partir destas relacdes temos que

UH. Ul—l/d?’x a2ﬁ2—é(A®+ﬁA)+a2 oo, + &y (4.133)
2 - 2 \/’7 a ™ ™ ﬁ ) a4ﬁ ’ .
d . 1 . .9

iU 2_2‘;/(1% (70 +57) + 5 (;-;) /d3x CRI (4.134)

22

) . 9.9 A .
Hyy = 3 /d3x [a T +a’ Y0 — (a - 2a> W@Q] . (4.135)

Nal a3 a*
Se lembrarmos que dt = a~2dn, onde 1 é o tempo conforme, temos que & = a’a’ e
i = a*a” + 2a%a?, e a hamiltoniana de nosso sistema quéantico pode ser escrita na forma

al/

2 -9
A a e .
Hoyy = — | &z |—+ o0, — il 4.136
2 = / [ 7 VYO0 = Y (4.136)
Até agora expressamos a evolugdo pela formulagao de Schrodinger. Se passarmos para
a representacao de Heisenberg onde a dinamica se da para os operadores, e aplicarmos uma

transformada de Fourier de forma que ©‘0; — k%9 temos

15 = —1 [@,FIQU] = a2fr y
. R a’
F =i |f Hou| = —a® <k2 = ) b
a
Juntando estas duas equagoes encontramos
a//
"+ <k2 — > o =0 . (4.137)
a

Mostramos assim que é possivel, apenas através de transformacoes canonicas e redefinigoes
da fungao lapso, reformularmos o sistema hamiltoniano para gravitagao com campo escalar até
primeira ordem nas perturbagoes até encontrarmos uma hamiltoniana que consigamos aplicar
o procedimento de quantizagao de forma consistente.

A quantizacao é feita com o uso de uma varidvel que nao corresponde ao potencial de
Mukhanov-Sasaki, porém, uma vez quantizado o sistema, podemos fazer uma transformagao
unitaria de forma a retornarmos a este potencial e conseguimos assim consistentemente en-
contrar a equagao (4.137) ja bem conhecida na literatura.

A diferenca fundamental para o nosso procedimento é que agora podemos usar esta equacao
com a evolucao do fator de escala dada pelas trajetérias quanticas. Embora a forma desta
equacao seja a mesma, o comportamento do termo de massa deve ser necessariamente diferente

para sistemas onde precisamos levar em conta corregoes quanticas.
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Capitulo 5

Comentarios Finais

Neste trabalho, dedicamo-nos ao estudo da dinamica da evolucao do Universo para uma
fase anterior a nucleossintese. Assumimos categoricamente que a matéria se comporta como
um campo escalar minimamente acoplado a gravitacao, que é descrita pela Teoria da Relati-
vidade Geral de Einstein.

No capitulo 3 desenvolvemos os pontos fortes e fracos do paradigma inflacionario e argu-
mentamos a importancia do ponto de vista cientifico de desenvolvermos modelos de Universos
nao singulares.

Dentro deste cendrio, o capitulo 4 foi dedicado a analise de dois modelos de Universo eterno
nao singulares. Na secao 4.1, caracterizamos um sistema onde tanto a gravitagdo quanto o
campo escalar se comportam classicamente. Para garantir a consisténcia da evolugao dinamica
deste sistema fomos forgados a considerar apenas Universos compactos, com segoes espaciais
com curvatura positiva K = 1. Em seguida, na secao 4.2, descrevemos a evolucao do sistema
de acordo com o programa de mini-superespaco, considerando os possiveis efeitos quanticos
sobre as trajetérias do fator de escala e do campo escalar, a partir da interpretacao causal da
mecanica quantica, também chamada de interpretacao de Bohm - de Broglie.

A andlise do sistema classico foi desenvolvida em duas etapas. Primeiramente, caracteri-
zamos a dindmica para a evolucao do sistema homogéneo e isotrépico para um campo escalar
com um potencial arbitrario. Mostramos que é possivel construir modelos de ricochete com
duas fases de comportamento quase-exponenciais. Antes da contracao e depois da expansao

quase-exponencial, o termo de curvatura é desprezivel, e o sistema se comporta como se as
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secoes espaciais fossem planas. Com o auxilio de uma expansao em série com relagao ao tempo
conforme tomada em torno do valor minimo do fator de escala, momento este que foi consi-
derado como a origem temporal do sistema, podemos perceber que as solucdes que descrevem
ricochetes simétricos representam um sub-espago de medida nula. Para nao recairmos neste
problema de ajuste fino basta considerarmos modelos com ricochetes assimétricos (¢ # 0) onde
a condicdo de energia nula p +p = ¢ > 0 nao é violada, embora a condicdo de energia forte
p + 3p x —d > 0 seja necessariamente violada para conseguirmos realizar o ricochete a > 0.

Ao considerarmos um potencial do tipo A\p? para um campo escalar massivo na forma
V(p) = 5¢* — 2m2p? + A, encontramos que a dinamica do sistema nio perturbado é extre-
mamente interessante estimulando-nos a considerar este sistema como uma descrigao completa
do Universo antes da nucleossintese. Nesta evolucao o campo escalar se encontra no seu estado
de vacuo, num dos minimos do potencial e em seguida, devido a contracao do fator de escala,
ele comeca a oscilar. O campo escalar vai ganhando energia até ultrapassar o maximo do
potencial, quando o fator de escala atinge o seu valor minimo, e o termo de friccdo na equacao
de Klein-Gordon muda de sinal passando a retirar energia do campo escalar. O campo escalar
entao desce o potencial e volta a oscilar, porém agora diminuindo a amplitude de oscilacao
até retornar ao repouso no outro minimo do potencial.

As perturbagdes escalares foram descritas pelo formalismo invariante de calibre de primeira
ordem, com o auxilio do potencial de Bardeen, da variavel u e da variavel v conhecida como
varidavel de Mukhanov-Sasaki Ref.’s [38, 42, 44]. Enquanto o potencial de Bardeen e a varidvel
u sao bem comportadas através do ricochete, a variavel v apresenta divergéncias em seu
potencial acarretando descontinuidades em sua evolucao. Por outro lado, se considerarmos
o limite ¢/ — 0, a dnica equagao dinamica bem definida é a equagao para a varidvel de
Mukhanov-Sasaki para o caso plano K = 0. Como comentamos anteriormente, embora nao
tenhamos conseguido encontrar uma boa generalizagao para a varidvel de Mukhanov-Sasaki
para o caso curvo K # 0, é bem provavel que isto seja possivel uma vez que o sistema de
equacoes original é regular neste regime.

O fato de haver uma fase de contracao quase-exponencial anterior ao ricochete nos mostra
que ndo hé regido onde o termo k? domine sobre o potencial, tornando impossivel estabele-
cermos condicgoes iniciais de vacuo para as perturbacoes escalares. Assim, fomos forcados a

ampliar a proposta e supor que pode ter havido uma fase anterior a esta descrita pelo campo
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escalar, possivelmente dominada por um fluido perfeito, onde é possivel consistentemente es-
tabelecermos as condigOes iniciais.

A partir desta hipétese, calculamos qual é a matriz de transferéncia para as perturbacoes
escalares ao passarem pelo ricochete. As perturbagoes escalares s6 sao influénciadas pelo po-
tencial durante as fases de contracao e expansao quase-exponencial, enquanto que durante o
ricochete elas oscilam como ondas planas pois é o termo k? que domina. Ao calcularmos o
espectro de poténcia para perturbagao de curvatura, P, encontramos que ele é dado por
uma lei de poténcia em k multiplicado por uma fungao oscilatéria eq. (4.56). Esta expressao
foi re-escrita, eq. (4.57), de forma a podermos comparar mais facilmente com os dados ob-
servacionais. Nao é direta a associagdo do pardmetro adimensional w da equacao (4.57) aos
parametros livres do sistema. De qualquer forma, esta expressao parece ser compativel com
os dados do WMAP Ref. [102].

Para os modelos quanticos de mini-superespaco, apds uma mudanca de varidvel definida
por a = In(a), quantizamos o sistema utilizando a interpretacao causal da mecanica quantica.
A mudancga de varidvel nos livra dos cuidados necessarios ao se quantizar uma varidvel que
seja apenas definida na semi-reta real para que seja garantida a unitariedade da evolucao da
funcao de onda.

Para os trés valores do parametro que define a curvatura das secoes espaciais, as equacoes
de Wheeler - de Witt possuem soluctes que podem ser expandidas a partir de funcoes base.

Para o caso plano estas funcoes representam ondas planas na forma e’

T enquanto que para os
casos curvos a sua expressao é um pouco mais complicada, eq.(4.80). Estas solucoes ja haviam
sido encontradas em trabalhos anteriores Ref.’s [115, 116].

Com a escolha de uma superposicao especifica para a fungao de onda inicial, a qual pode
ser entendida como uma generalizacao da superposicao gaussiana feita nos trabalhos citados
acima, o estudo do espago de fase nos mostra a diversidade de solucGes possiveis. Este com-
portamento deve ser atribuido exclusivamente a efeitos quanticos, uma vez que eles diferem
significativamente das solucoes clédssicas.

Neste sistema, encontramos solugoes de Universos ciclicos, solucoes singulares do tipo
“Big Bang - Big Crunch” ou Universos que comegam (terminam) em uma singularidade e se

expandem (contraem) eternamente podendo inclusive passar por um periodo intermedidrio

quase-estacionario. Além disso, existem dois outros tipos de solucdao que s@o nao singulares.
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Num destes casos o Universo realiza um ricochete, enquanto que a outra solucao representa
um modelo inflaciondrio nao singular. Esta ultima solugao sé é possivel devido a generalizacao
feita na funcao de onda inicial.

Este modelo inflacionario nao singular tem um comportamento similar aos modelos emer-
gentes Ref. [92] e de pre-Big Bang Ref.’s [93]-[95]. No passado remoto, o Universo tem um
volume finito quase constante, e é essencialmente plano. A sua expansdo comega acelerada
até um momento de transicao ty ., quando passa a ser desacelerada. Depois desse momento,
em torno de ht =~ 0, o sistema se comporta classicamente com o valor do fator de escala e¢®°
vezes maior do que o seu valor inicial. Temos entao um Universo plano e quantico que infla
de um volume finito, com «q “e-fold’s”, até que a dindmica entra num regime cldssico quando
pode ser que haja uma transicao para uma evolucao dominada por radiacao e este modelo
seja conectado com o modelo padrao da cosmologia antes da nucleossintese.

A andlise dessa fase de transicao e a validade desta proposta de conectar este modelo ao
modelo padrao requerem um estudo mais detalhado o qual devera ser o tema de trabalhos
futuros.

Um passo importante para estudarmos modelos como este descrito acima foi implemen-
tado ao conseguirmos encontrar a equagao dindmica quantica para as perturbacoes, sem fazer
nenhuma referéncia as equacoes classicas de ordem zero.

Utilizando apenas transformacoes canonicas e redefinicbes da funcao lapso, reformulamos
o sistema hamiltoniano para o campo escalar livre tornando possivel quantizd-lo de forma
consistente. Embora a varidvel quantizada nao seja a de Mukhanov-Sasaki, com o auxilio
de uma transformagado unitdria dependente do tempo, retornamos a esta varidvel ao mesmo
tempo em que recuperamos a “correta” equagao dinamica para os operadores associados as
perturbacoes escalares.

Como comentado anteriormente, o fato de ndo termos utilizado as equagoes de ordem zero
permite-nos estudar a evolugao das perturbagoes com relacdo a uma dindmica de fundo com
corregoes quanticas.

Nesta linha existem dois trabalhos imediatos a serem feitos. Seria interessante generalizar
esta técnica para quantizarmos as perturbagoes escalares para o caso de um campo escalar sob
o efeito de um potencial V() e também considerarmos a possibilidade das segdes espaciais

serem curvas, K # 0. Além disso é evidente que torna-se necessario investigarmos quais
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modificagoes sao geradas na evolugao das perturbagoes ao considerarmos que o fator de escala
segue uma trajetoria distinta da trajetéria classica. Podemos, por exemplo, calcular como se
modifica o espectro das perturbacoes P, para o modelo inflaciondrio do tipo pré- Big-Bang

e compara-lo com os dados observacionais.
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