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Habe nun, ach! Philosophie,

Juristerei und Medizin

und leider auch Theologie

durchhaus studiert, mit heissem Bemlihn.
Da steh ich nun, ich armer Tor!

Und bin so klug als wie zuvor;

heisse Magister, heisse Doktor gar,

und ziehe schon an die zehen Jahr
herauf, herab und quer und krumm

meine Schliler an der Nase herum -

und sehe, dass wir nichts wissen k8nnen!
Das will mir schier das Herz verbrennen.

(J.W. von Goethe, Faust, I,cena primeira:
uma camara gotica, abobadada e confina-
da; Fausto inquieto em sua cadeira a es-
crivaninha).

The synthesis of the calculus of n-variables and
of n-dimensional geometry is the basis of what
Seldon once called "my 1little algebra of
humanity®...

(Encyclopaedia Galactica, citado por
Isaac Asimov, Second Foundation).
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RESUMC

Expomos a teoria das algebras de Clifford a partir de um pon-
to de vista intrinseco. A teoria dos grupos de Clifford-Chevalley e de Clif-
ford-Atiyah-Bott-Shapiro e a seguir desenvolvida, mostrando-se sua relacao
aos automorfismo e antiautomorfismo principais da algebra (Chevalley), e a
adjuncao de Atiyah-Bott-Shapiro, que, verificamos, & equivalente a adjuncao
de Dirac largamente empregada em Fisica. Com esta adjuncao, e exigindo-se a
invariancia de bilineares do tipo ¥ I'¥, chega-se a uma classificacao para as
representacoes espinoriais do grupo de Lorentz equivalente aos casos finitos
da classificacao de Bargmann-Wigner. Em especial, obtemos diretamente por es
te caminho as equacgoes de Teitler para spins 0 e 1, e equagoes que implicam
os sistemas de Fierz e de Rarita-Schwinger para spins superiores. A Lagrange
ana que conduz a tais equacoes e obtida linearizando-se uma Lagrangeana mui-
to geral. Como aplicacao, explicitamos os casos de spin 0 e 1 interagindo ao
campo eletromagnetico e ao gravitacional, bem como o caso do spin 2 de massa
nula interagindo consigo mesmo. S&o feitas algumas consideracoes geometricas
com a ajuda destes exemplos.
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1. SPINS SUPERIORES E AS EQUACOES DE TEITLER

A forma da equagdao de Dirac e fascinante. E cres
ce 0 seu fascinio gquando vemos que ela Serve como modelo para
sistemas fisicos aos quais e precario - ao menos em termos ime-
diatos - o parentesco as particulas de spin 1/2. Por exemplo,des
de os trabalhos de Laporte, Uhlenbeck e Oppenheimer(1), sabe-se
gue o sistema de Maxwell para a descricao do campo eletromagne-
tico tambem pode ser escrito na maneira de Dirac. O resultado
destes autores foi, ainda na década de trinta, estendido para
particulas de spin 1 com massa (2), mais ou menos ao mesmo tem-
po em que Rarita e Schwinger (3) usavam um sistema cuja base era
uma equacao de Dirac possuindo funcao de onda algo modificada
para descrever particulas com spin semi-inteiro qualquer.Qutros
autores, como de Broglie ou Fierz e Pauli, alem do proprio Dirac
(4) usaram a equagao relativistica do elétron como ponto de par
tida para a formulagao das teorias nao gquantizadas dos spins su
periores, e sera ainda a equacao de Dirac a base para o sistema
de Bargmann-Wigner (5}, que permanece ate hoje como o sistema
mais usado quando se trata de manipular, classica ou gquantica-
mente, os spins maiores que 1/2. Um resultado recente (6) mos-
trou que, ao nos estendermos até o campo gravitacional,ainda la
encontraremos uma sua formulacdo a maneira da equacdo de Dirac.

Se @ constante a forma, € dificil a manipulagao.
Ja notava Corson (7) muitos dos problemas presentes nas equaco-
es tipo-Dirac para spins superiores: dificil formulacao lagran-
geana, utilizac3o de algebras complicadas ou envolvendo objetos
singulares {(como € o caso da teoria de Duffin-Kemmer). Traba-
Thos mais recentes (8) destacam outras dificuldades para os sis
temas de tipo-Dirac usuais: parece meio ad-hoc a construcao das
funcoes de onda de 8argmann-Wigner para os spins superiores, e
de um modo geral nao se ve claramente qual & a maneira pela gual
as equagoes tensoriais ou tensor-spinoriais associadas a cada
sistema de Bargmann-Wigner sao obtidas. Ou seja, falta um algo-
ritmo que Teve das equagoes de Bargmann-Wigner a equagoes dife-
renciais envolvendo componentes "reconhecTveis" da funcdao de on
da: potenciais, campos subsidiarios (9).



Parece uma situacao anomala; a0 menos & o que se
suspeita diante de um trabalho de Teitler (10) que se apresenta
va como sendo pouco mais que um review de pesquisas realizadas
pelo matematico sueco Marcel Riesz (11). Teitler postula em seu
trabalho duas curiosas equag¢oes:

u -
(M2 + m)¥ =0, (1)
[s )
onde ¥ = -my + ¥ y
o] o 8
(y“au +m)y, = 0, (2)
. o _T_ aB
onde ¥, = mway + 2WGBY s

sendo que [y%, YB]+ = 29"V, y°f = l[yu, v?] e os escalares v
> -

funcoes de pontos num espaco de Minkowski. A algebra das y” leva,
imediatamente, a:

o = 2

3%y = m2y, (3)
v, o= 3,Y, (4)
3,¥g = 2g¥, (5)

(onde as eqs. (3) e (4) trivialmente implicam a relacao de Klein
Gordon ([7] - m2)y = 0, omo consequencia da eq, (1). E, de (2)
obtemos também por simples multiplicacao das v%,

a“wa =0, (6)
aawas = mzws, (7)
Yap = 2a¥p T %Yy (8)
3:%e * e¥sa t 2 ¥eg T 0 (9)

ou seja, o muito familiar sistema de Proca - e todas as suas con
di¢oes subsidiarias. A Lagrangeana que implica ambas as equa-
coes @ a de Dirac, tout court, onde a fungdo de onda sera ¥, ou

¥;. Com uma pequena diferenca: embora um escalar de Lorentz, es
ta Lagrangeana nao sera uma fungao escalar, uma fungao com valo
res em R ou €. Ela & um objeto pertencente & algebra de Clifford



Dirac,ou seja, em linguagem mais corriqueira,ela @ uma matriz.
Teitler nao o mostra,mas pode-se perceber, confrontando seu ar-
tigo de 1965 ao trabalho de Kamefuchi e Takahashi (12), que a
equagao de Teitler para spin 1 equivale ao sistema corresponden
te de Bargmann-Wigner. Mas nado e equivalencia trivial; as matri
zes Y% de Bargmann~Wigner possuirao ordem 16 para o caso do spin
1, enquanto que na equacao de Teitler intervem apenas as matri-
zes de Dirac habituais (a respeito, veja-se mais adiante a prop.
14.7).

2. OUTROS EXEMPLOS

Serao as equacoes de Teitler generalizaveis para
spins superiores? Embora seu autor se limite aos primeiros spins
no trabalho de 1965, um rapido calculo mostra que da equagao

U -
(elau + m)¥ = 0, (1)
onde 81: = 'Yll 8 ], se tomarmos
_ . A u 1 A 1AV
‘P-‘P3/2- m‘PuA (o OY)*‘??[}N],A (c" ©@ y" ") (2)
ou
- - - o B
¥ =¥ = -m¥ . (v Ov) +
_ o Py o1y, aB po 3
t ¥ple (0 OY) 1 ¥ [e8] [o0] (y""OY) (3)

(para a notagdo veja-se (13)) obteremos os sistemas classicos de
Rarita-Schwinger para spin 3/2 e de Fierz para spin 2. A es te
Ultimo se fara necessario juntar uma condigao extra, Wz = D. Ex
plicitamente, (1) e (2) implicam:

o _

3 'PaA = Ds (4)
(y*2, + m¥, =0, (5)
lF[u\)]A 3, ¥oa - LT (6)

a - 2
¥ raula = ™ Hone (7)



Ba‘ll[m,]A + va[au]l\ + au‘l’[\m]A = 0, (8)

(Yu.aa + I'H)ll’[uv] = 0 (9)

(nas egs. (5) e (9) nao se escreveram os 7ndices espinoriais).
Note-se que a fungaoc de onda (2) ja foi usada outras vezes em
notagao diferente (14) e nunca associada a eq. (1). Quanto 2 eq.
(3)s veja~se (15) o sistema associado a esta ultima funcio de
onda e a eq. (1) @

a%ap =0, (10)
Yiwle T 2u¥ue ~ 0¥ (11)
a”w[w]p = mty, (12)
a“w[w]a =0, (13)
aaw[w]p + avw[w]p +8,¥r010 = 0 (14)
YlaB] [po] = a’s[eo] ~ 28¥afeo]’ (15)
*™¥[ag] [os] * "8 [po]* (1)
" [w]foo] * *v¥ [an] [oo] * ¥ [va] [ee] = O ()

A condicao de trago nulo Tg = 0 n3ao aparece, e ('2) nao a im-
plica. Deve, portanto, ser acrescentada para eliminarmes o spin
0 da particula que Y descreve.

Examinando as equagoes acima vemos o seguinte:
(i) a equagao de tipo Teitler para spins superiores a 1 parece
implicar todas as relagoes diferencijais que envolvem os poten-

ciais e campos subsidiarios utilizados na descrigao das particu
las correspondentes;(ii) a condigao nao diferencial Tg = 0 pre-
cisa ser imposta;(iii) n3o € obvio, ainda, o parentesco entre a
formulagao a Teitler e as correspondentes equacoes de Bargmann-
Wigner;em especial,note-se que (1) usa matrizes 16x16, enquanto
que as equagoes de Bargmann-Wigner para spin 3/2 tem-nas de or-
dem 64 e para spin 2,de ordem 256.No entante pressente-se quemno
vamente os dois formalismos -Teitler e BW- devem ser bastante pro-
ximos: o fato de ambos usarem representacoes com ordem maior que



4 para as matrizes de Dirac e o surgimento da funcio de anda
(2) na analise das equagdes de Bargmann-Wigner s3o os indicios
renovados desta proximidade,.

3. QUE FAZER?

E interessante, portanto, investigarmos aprofun-
dadamente o formalismo de tipo Teitler para os spins superio-
res. Sao diversos os motivos: (i) maior facilidade de cZElculo
(desde que simples operagoes algebricas Tlevam da equagdo tipo
Dirac aos sistemas tensoriais e tensor-spinoriais associados,
sem & intervengao de objetos mais complicados que matrizes de
Dirac); (ii) facilidade da formulacao lagrangeana (desde que
mesmo a condigao de traco nulo pode ser incorporada a funcao de
onda (2.3)). Tambem (iii) parece ser extremamente interessante
a estrutura matematica do formalismo de Teitler, onde uma Unica
equacao engloba toda uma familia de relacdes diferenciais subsi
diarias de obvia simetria. As equagdes de tipo Teitler sao mais
"simples" que as correspondentes no formalismo de Bargmann-
Wigner; sendo estas ultimas obtidas a partir de uma teoria das
representagoes para o grupo de Lorentz-Poincare, e de se espe-
rar que, junto da analise das equacgdes de Teitler obtenhamos uma
teoria proporcicnalmente mais simples que a de Wigner para aque
las representacoes.

As equacOes de Teitler podem, também, levar a
questoes pouco exploradas no que se refere a associacgao entre
uma teoria "“local" e a topologia global do espacgo-tempo.E o que
surgira quando escrevermos o operador diferencial de Dirac y“aaz
=V=d~ 6§, onde d @ a derivada exterior agindo na algebra ex-
terior associada a dlgebra de Clifford-Dirac, e & seu dual a
Hodge (16).

4. ESPINORES E ALGEBRAS DE CLIFFORD: Aspectos Genradis

Nas secoes 5 a 15 deste trabalho estudamos a teo
ria das algebras de Clifford com vistas a desenvolver a teoria
das representacoes do grupo de Lorentz de onde obteremos as e-
quagoes de Teitler para particulas com qualquer spin. Trata-se,



de modo geral, de assunto bem conhecido (17), embora, acredite-
mos, a exposigao aqui seja original no que se refere a  enfase
dada (i) a independencia com a qual & possivel fixar-se um con-
junto gerador para a algebra de Clifford (a indefinicao da apli
cagao iq, veja-se a secao 5) e (ii) as alternativas na constru-
¢ao da gradagao segundo ZZ para uma algebra de Clifford generi-
ca.

Assim sendo, procuramos desenvolver a teoria das
algebras de Clifford n3o s independentemente da escolha prévia
de uma representacao matricial como tambem sem que se fixasseum
conjunto privilegiado de objetos para gerar a algebra atraves
da classica condigao de anticomutacdao. Muita coisa pode ser de-
monstrada neste enfoque livre de representacOes e geradores pre
fixados: a existéncia de algebras de Clifford simples, toda a
sua teoria de representacoes e mesmo uma descricdo minuciosa da
sua topologia. 0 estudo se dirigiu para as algebras de dimensao
finita, embora frequentemente hajamos incluido resultados apli-
caveis as dimensdes infinitas.

A teoria das representagoes espinoriais do grupo
de Lorentz foi exposta na linha de Chevalley (18), com as mudan
cas propostas por Atiyah e colaboradores (19) e Crumeyrolle(20).
Em especial demos relévo a adjungdo ™~ (que aqui chamamos de ad-
juncao ABS em referéncia a seus criadores), relacionando-a em
seguida a classica adjuncao de Dirac na mecanica quantica rela-
tivistica, Esta adjungdo terd papel fundamental na determinacdo
das representagoes irredutiveis segundo o grupo de Lorentz que
conduzirao as equacgoes de Teitler. Seu uso aqui &€ semelhante a
tecnica de simetrizar e antissimetrizar um objeto para decompo-
1o em pedagos invariantes.

A tecnica exposta & mais simples que a teoria de
Bargmann-Wigner, que conduz as equagoes de mesmo nome. Puramen
te algébrica, sem ser necessario o uso de espacos de Hilbert pa
ra chegar ao fim proposto, ela possui como desvantagem o fato
de -nunca- utilizarmos aqui objetos unitarios (substituidos pe-
los que satisfazem uu = * 1), No entanto, um simples argumento
mostra a importancia dos objetos irredutiveis aqui obtidos: sua
irreducibilidade garante serem quaisquer sistemas deles forma-
dos através de combinacdes lineares. E, em seu contexto, a equa



¢ao de Dirac surge como a equagao "natural" para a descrigao de
sistemas lineares com spin.

5. ALGEBRAS DE CLIFFORD: Estrutura GLobal

As algebras de Clifford sdo algebras lineares cu
jo espago das representagoes € o espago dos espinores. Enumera-
mos e provamos nesta se¢do e nas proximas algumas de suas pro-
priedades a serem utilizadas em nossa investigagdao das equagoes
de Teitler. Na maior parte sao fatos conhecidos, embora haja
propriedades novas; para cada uma delas oferecemos quando for o
caso a referencia mais importante.

Seja M uma variedade diferenciavel complexa, de
classe C*; seja F o conjunto de todas as aplicagoes de classe
c” f,g,h, ... + M—=¢, € o corpo dos complexos. Atribuimos a
F uma estrutura de espago vetorial sobre €.

Seja E um F - mdodulo; se E for de dimensao infi-
nita, nos lhe daremos a estrutura de um espago pré-Hilbert. For
memos a algebra tensorial (21) sobre E,® E. Seja Q uma formaqua
dratica nao degenerada definida na parte real de E e estendida
lTinearmente para todo o F - modulo E; seu Tndice (ou sua assina
tura) sao arbitrarios. Designa-se por I o ideal bilateral (22)
em ® E gerado por x ® x - Q(x), x € F - modulo E. Entdo:

1. Definigao - C(E, Q) = ® E/I, onde C(E, Q) e a algebra
de Clifford sobre E associada a Q (23).
Seja agora ib : E—=C(E, Q) a aplicagao que 1i-
dentifica E ao subconjunto correspondente de C{(E, Q). Entao,

2. Proposigao - Seja ¢: E—A, A uma & -algebra com u-

nidade, linear e tal que (¢(x))? = Q(x). Ent3ao o diagrama a-
baixo e comutativo (24),

E-1-9-—-.C(E, Q)

N,

A



Prova - Para x € E, defina-se wio(x) = ¢ (x). Obvio que

(w1 (x))? = Q(x). A polarizagac também mostra que [wiq(x),
yi (y)] = 2B(x, y), X,y € E e B sendo a forma bilinear asso-
c1ada a Q. Estendendo-se iQ sobre C(E, Q) completamos a prova.

P, ¥, nao sao necessariamente isomorfismos:

¥ : C3— C,, onde Cg4 & a algebra de Clifford com 3 geradores,
e C, a algebra dos quatérnions, tomadas ambas sobre os comple-
X0s, e com ¢ o%k——+ci, onde oS c; sao os elementos gerado-
res de 03, enquanto que os o sao bases para o espago vetorial
dos quaternions, satisfaz a condigao da prop. 2, embora obvia-
mente nao seja um isomorfismo. Por outro lado, & impossivel en
contrarmos um y : 04——-+C2, onde C4 e a algebra de Clifford de
42 ordem (a algebra dos y's de Dirac).

A propriedade seguinte conduz as condigoes de

univocidade para a estrutura de C(E, Q):

3. Proposigao - Se wl e wz sao homomorfismos como ¢ na
prop. 2, e A1 e A2 como A, entao o diagrama

Q)—-—’A

\/

comutativo e © @ um homomorfismo.

i

Prova - Para x € iQE < C(E, Q) identifiquemos ewl(x)
wz(x). ©® & obviamente um homomorfismo, mas nao necessariamen
te um isomorfismo.

Ou seja,

4. Corolario - A estrutura algebrica de C(E, Q) & defi-
nida a menos de um isomorfismo.
Costuma haver muita confusao nas manipulagoes ha

bituais de algebras de Clifford em Fisica. No caso mais comum,
a algebra de Dirac, ora e esta utilizada havendo-se fixado pre
viamente um conjunto de geradores e dividindo-se um objeto ge-
nerico a ela pertencente em componentes como "vetores", "bive~




tores", "pseudovetores" e "pseudoescalares", ora & utilizada na
"representacdo" mais conveniente, ou seja, substituindo-se as
gamas por matrizes especificas na forma de Weyl ou Majorana ou
outra qualquer. 0 que se pretende demarcar com rigor adequado
a sucessao de teoremas de estrutura & que propriedades de uma
algebra de Clifford sdo intrinsecas (quer dizer, dadas a menos
de um automorfismo) e que propriedades nao o sao. Como veremos
na segao 12, isto e fundamental para o estudo das representa-
coes espinoriais do grupo ortogonal de Q(x) com a ajuda da 5193
bra C(E, Q), embora nem sempre se destaque tal fato com a enfa-
se merecida.

6. ALGEBRAS DE CLIFFORD: Estrutura em Detalhe

Que isomorfismos tem maior importancia para a Fi
sica, no estudo das algebras de Clifford? Um exame de textos
standard de Mecanica Quantica e de Teoria Quantica dos Campos
(25) da cuidado especial as “"transformacoes de similaridade” pe
las quais diferentes sistemas de representagoes matriciais se
equivalem. Ora, sao estas transformacgoes automorfismos internos
da algebra. As proposigoes que se seguem esbogam uma sua classi
ficagao para as algebras de Clifford. Partimos de um teorema
bem conhecido de algebra:

1. Lema - Seja G um grupo e sejaJ(G) o conjunto de seus
automorfismos internos. Entao J (G) = G/Z, onde Z & o centro de
G (26).

Ao qual acrescentamos,

2. Corolario - o ¢ J (G) se e somente se a(z) = z, z¢Z.
Com relacgdo as algebras de Clifford, chamaremos
*C(E, Q) ao conjunto dos elementos inversiveis da algebra cor-

respondente; obviamente *C(E, Q) tem uma estrutura de grupo mul
tiplicativo. Podemos, também, definir uma operagao * : C——C
(abreviamos C por C(E, Q)), onde *u = use ue *C, e *u =20 en
caso contrario. Entao

3. Proposicao - Seja © : C—>» C, um isomorfismo. Entao
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o* = *o,

C{(E, Q) tem uma estrutura de grupo herdada da es
trutura multiplicativa da algebra; seus automorfismos internos
J(*C) = *C/*Z, onde o centro *Z C Z, centro da algebra.Estenda
mos estes automorfismos internos para C; *C/*Z sera, ainda, 0
grupo dos automorfismos internos da algebra (pois, em caso con-
trario, haveria um automorfismo internc de *C que nao estaria
em J (*C)). Abreviadamente,

4. Proposicao - 0 € J (C) se e somente se © ¢ J (*C).
Um corolario a se destacar €,

5. Corolario - Para © ¢ J (C) e x ¢ iQE, 0(x?) = Q(x).
Todas essas provas sao triviais; o cor. 5 tem um
importante significado: a "metrica" Q € preservada pelos auto-
morfismos internos. Veremos mais adiante que ha em C(E, Q) uma
"metrica" natural, e que também esta "métrica" € preservada pe-
los automorfismes internos da algebra.
Para que possamos ter uma ideia precisa a respei

to destes grupos e necessario conhecermos com maior exatidio a
estrutura das algebras de Clifford. Ou seja, com que se parecem
tais algebras; como € seu centro; como € o centro de *C.

Para tanto, comecamos com:

6. Proposicao - Existem algebras de Clifford simples.

Prova - Seja Z o centro de C(E, Q). O quociente Z/F1 po
de ser identificado ao conjunto de objetos "unimodulares" perten
centes a este centro (aspas necessarias, pois ainda nido defini
mos um modulo para C(E, Q)),como, p.e., a unidade de algebra. Es
crevendo & = Z/F 1, formemos o quociente (e a correspondente a-
plicagdao natural) w : C(E, Q)— C(E, Q)/cf. Este quociente & uma
algebra simples; e tambem uma algebra de Clifford, pois w satis
faz a condicdo (w(x))* = Q(x), para x ¢ iQE. Sendo niQE obvia-
mente um espaco vetorial, ha um isomorfismo @ : ﬂiQE——+ E', E'
um F-modulo e da algebra tensorial ® E' podemos obter uma
algebra de Clifford @E'/I' isomorfa a C(E, Q)/f. Um diagra
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ma sintetiza estas relacgoes:

®E'/I'(Q)
0

C(E, Q)——C(E, Q)/F //iQ

N

Notemos que q'l e 0 satisfazem as condicoes da
prop. 5.2. Este e o primeiro teorema de estrutura para as alge-
bras de Clifford, desde que toda algebra simples (se de dimen-
sao finita) @ isomorfa a um anel de matrizes sobre os escalares
da algebra.

Para que se conheca com mais detalhes a estrutu-
ra das algebras genéricas C(E, Q), sao necessarias ainda algu-
mas etapas:

7. Definigao - Para x ¢ iQE, x A x = x* - Q(x). 0 produ
to A e estendido para toda a algebra C(E, Q).

8. Corolario - x Ay = -y A x.
Definamos agora uma aplicagao A : C(E, Q)— A(E),
onde A(E) @ a algebra exterior sobre E. Para x € 1QE, X2 A (%) =
= x A x, e & estendido sobre toda a algebra. Entao,

9. Proposicao - A e um isomorfismo de espagos vetoriais.

Donde,

10 Corolario - A dimensao da algebra C(E, Q) enquanto J -
modulo, dimg.C(E, Q) = Zm, onde dimg.E =m < o,
Com isto chegamos a

11. Proposicao - (Teorema de estrutura para algebras de
Clifford com dimensoes finitas). Se m < =, C{E, Q) & simples
quando m for par, e @ a soma direta de duas algebras simples se
m for impar. Se Z @ o centro da algebra, Z =31 (e Z = *Z) quan
do a algebra & par; quando for impar, dimgZ =2, e Z possui

dois projetores centrais, sendo que entao *Z # Z.
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Prova - Se C(E, Q) e simples, ent3o ha um isomorfismo
i C(E, Q)~—M(r,g3), a algebra das matrizes de ordem r sobre
&, para um valor apropriado de r. Ja que r? = dimg C(E, Q), 2
sera um quadrado apenas quando m = 2v, v = 1,2,3,... . Quando
m=2v + 1, nao ha um tal isomorfismo, e a algebra de Clifford
sera ent3o a soma direta de dois ideais bilaterais gerados por
projetores centrais. Obviamente deixarao de coincidir o centro
de *C e o0 centro da algebra.

0 caso das algebras com dimensao infinita e aqui
incluido para termos um tratamento completo. Sendo E um espacgo
pré-Hilbert, sua base linear & enumeravel. A norma pré-Hilber-
tiana deste espaco € escrita ||x|]H, x € E. Ent3ao Q(x)<~, qual-
guer que seja sua assinatura (isto e, seja seu Tndice finito ou
nao). 0 teorema de estrutura parte do

12. Lema - Seja F E um subespago linear e QF a restri-
g¢ao para F de Q. Entdo C(F, Qp) € C(E, Q), e C(F, Qg)=C(E, Q)lF.

13. Proposicao - (27) Se E tem dimensdo infinita entao
C(E, q) & simples.

oo

Prova - Forme E = ;:é Fo» N opar. Entao

C(E, @) = \S C(F. Q)s @ = Q -

E facil ver que a unido feita sobre as algebras Tmpares nao a-
crescenta nenhum elemento que comute com todos os elementos da
- n - - . -
algebra (pois\,/C(Fn, Q). n Tmpar, terd sempre objetos que ndo
comutam com algum de C(Fn+1’ Qn+])).

Com as props. 11 e 13 descrevemos precisamente a
estrutura das algebras de Clifford sobre um espago pré-Hilbert
E. Para detalha-la, completaremos esta secdo com alguns teore-
mas bastante conhecidos:

14. Proposicao - Se C(E, Q) € simples e de ordem 2v,v=1,
2, ..., entdo *C = 6L(2Y,F), e J(C) = 6L(2°,FINF, gque @&
SL(2Y,F) a menos de um sinal. Se C(E, Q) & semi-simples e tem
ordem 2v + 1, entdo *C = 6L(2Y,F ) ® 6L(2Y,F).
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15. Proposicdao - Escrevamos @ (A)Y = A@AQ®A ..., v ve
zes. Se C, for a algebra dos quatérnions complexos, entao
C2v =® (CZ)v'

16. Proposigao - Copy = ® (Cz)“ + ®(C2)v. 0 centro
1 e gerado linearmente pelos elementos 1 = IZv ® 1
z2 =1y @ (-1)gy-

As referencias standard para os teoremas acima
sao os trabalhos de Brauer e Weyl e os textos de Corson e Boerner
(28). A construgao de algebras de Clifford como o produto antis
simétrico direto do corpo dos complexos por si mesmo esta em
Atiyah, Bott e Shapiro (29). 0 caso da dimens3ao infinita & dado
por:

2v €

17. Proposicao - Seja E um espago pre-Hilbert com dimen-
s3o ndo finita (embora separdvel). Entdo C(E,Q) = lig ® (C,)"Se
E e completado, C(E, Q) se estende a C(E, Q), onde E& o fecho
de E, e sua representagao estara em¥3(E), a @lgebra dos operado
res limitados em E (30).

Note-se que no lTimite indicado acima cada termo
possuira um numero finito de fatores diferentes da unidade qua-

ternionica. A extensao do teorema & obvia.
E também importante explicitarmos uma proprieda-
de de uso frequente (31):

18. Proposigcao - Definamos o trago de um elemento u e
C(E, Q), sp u = sp p{(u), p sendo uma representacdo fiel da alge
bra, e u qualquer elemento desta, Entdo u = (sp W)l @u’', u' ¢
C{(E, Q) - Z.

Prova - As matrizes de Pauli, representacaoc para os gera~-
dores da algebra dos quatérnions, tem trago nulo. Assim sendo,
devido a prop. 15 (para o casoc das algebras simples), as repre-
sentagoes dos geradores destas terao traco nulo, de modo que pa
ra o trago contribuira apenas a identidade da algebra, donde a
decomposicao indicada. No caso das algebras semi-simples, para

0o trago contribuem apenas os projetores centrais eys de modo
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que teriamos sp u = sp u, ® sp u_, e(sp u)l =sp u.e, ® sp u_e =
= (sp ue, ®spue_)(e @e_). Donde o resultado.
Da7 podemos definir

19. Definigao - (u, Vlc = sp uv, u, v e C(E, Q).

20. Corolario - Se a e J(C), entdo (a(u), a(v)), =(u,v).
E também, para X, y € iQE, (x, y)C = B(x, y), onde B & a forma
bilinear associada a Q.

Isto quer dizer que todo elemento de J (C) preser
va o produto escalar indefinido (,). No entanto J(C) € 0(C, Q),
o grupo ortogonal da algebra de Clifford, e a inclusdo & pro-
pria, pois para que sejam preservados oS produtos dos elementos
da algebra existiraoc condi¢oes subsidiarias que farao com que
nem toda transformagao pertencente ao grupo ortogonal da alge-
bra seja um automorfismo interno (32).

7. TOPOLOGIA NAS ALGEBRAS DE CLIFFORD

Nosso estudo exigira a construgao de objetos di-
ferenciaveis sobre a algebra. Assim sendo, € preciso que se te-
nha bem clara a topologia de C{E, Q). No caso das dimensoes fi-
nitas, esta topologia & induzida pelas representagoes; no caso
da dimensao infinita ndo ha tanta clareza. Em especial, como po
demos associar uma métrica ao produto indefinido(, ). acima, e
preciso ver a compatibilidade entre esta metrica e as topologi~
as num espaco de Hilbert. 0 que se seque adapta para nos resul-
tados de Shale e Stinespring (33).

1. Definigcao - Dados C(E, Q) e dado um mapeamento
iQ : E—>C(E, Q) (isto &, escolhendo-se um conjunto gerador pa
ra a algebra), definiremos + : ur—-u+, ue C(E, Q)satisfazendo
as seguintes propriedades: (i) + & um antiautomorfismo;(ii)(u+,

0.

u)C 2 0; (iii) se valer a igualdade, u

2. Corolario - (u|v) = (ut, Ve € um produto escalar ses

quilinear que da a C{(E, Q) uma estrutura de espaco pré-Hilbert,
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A escolha dos geradores nao e condigao ociosa,
pois & facil ver que + & a adjuncao da algebra, e ha automorfis
mos internos (os nao unitarios) que nio preservario

3. Definicao - Definamos L, + v/ L, (v) = uv, para to-
dos u, v € C(E, Q). Entdo ||u|], = lIL,ll¢> tomando-se a  ultima
norma em relacao a (/).

A +

4. Proposicao - £ = |ju]| se e somente se u'u - £%  for
tal que £ & o maximo valor para o qual esta expressao nao tem
inverso.

Prova - Consideremos a sequencia de igualdades,

HL & = sup JiL (V)[12 = sup  (uv|uv).
u'lC vel U C
v ]f=1 Ivl]=1

Mas, (uv|uv) = (uTuvlv) < ||d5||c. Para que valha a  igualdade
desejada, v deve ser um autovetor. Entao, chamando £2 ao autova
lor correspondente de u+u, da relagao acima decorre que utu- 22
nao € inversivel, sendo £ o maximo valor com que isso ocorre.
Partindo-se de u'u - £2, & facil concluir que

£ = vl .

5. Proposicdo - Seja p : C(E, Q)——> B (H) uma representa
cdo preservando ' da dlgebra nos operadores limitados de um es-
paco de Hilbert H. Entdo |[ul|_ = [lp(u)|l, u e C(E, Q).

Prova - Seja £ > |Ju” u|l_. Ent3o u*u - £ & inversivel.

Donde o ser (p(u))¥ o(u) - £. Da¥, [lpw)* ou - 2]|>|lou)*oul] -
- Hu+u]|w.No limite £ + ||u|]Z , o primeiro termo acima vai aO0.
E |lull, > |lpu|]. No caso de algebras simples, se £ > Heow)™ oul},
entio o(utu - L) e inversivel. Como a 3algebra e simp}es,u+u - £
nao pode ser um divisor de 0, e necessariamente estara em certo
C(F,» Q,) (ver prop. 6.13). De modo que utu - 2 & entdo inversi
vel. Disto decorre que |lp(u)|| > |Jul], .

No caso de algebras semi-simples, sua dimensao
sera em decorrencia finita. A prop. 6.16 garante a existencia
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de representacoes redutiveis figéis. Do que resulta a relacgao
acima,

6. Proposigao - Suponhamos que E seja um subespagco line-

ar denso de um espaco de Hilbert H. Ent3o C(E, Q) € densa em
C(H, Q') na norma [| ||, de modo que seus fechos C(E, Q)eC(H.,Q')
coincidenm.

Prova - Na restricao a iQE e iq.H as normas coincidem (ver

def. 3), bem como as formas Q e Q'. Todo elemento de C(H, Q)

a soma de produtos de elementos de i,H; todo elemento de iQH

um limite, na norma || || , de elementos de iqE« Como Huvl], <

lulle [lvll, » entZo todo elemento de C(H, Q) & um Timite de e

lementos de C(E, Q) nesta norma, coincidindo deste modo os fe-
chos C(E, Q) = C(H, Q).

Desta forma dotamos toda algebra de Clifford com

a estrutura de um espaco de Hilbert, podendo-se em consequencia

A DY DY

construir nelas aplicagoes continuas, diferenciais, etc..
Esta descricao da estrutura das algebras de
Clifford termina com o resultado:

7. Proposicao - C(E, Q) & uma algebra de von Neumann de
tipo I. Se de dimensao finita, de tipo I,; se de dimensao infi-
nita, I

o -

Prova - 0s teoremas que descrevem as representacoes das
algebras de Clifford mostram que nelas sempre havera projecoes
abelianas (34). Donde a proposigao.

Temos assim bem determinadas as estruturas alge-
brica e topologica de C(E, Q) (e seu fecho). Em resumo, podemos
assinalar: (i) a estrutura de uma algebra de Clifford, do ponto
de vista puramente algebrico, e  dada sempre a menos de um iso-
morfismo; (ii) os sistemas de geradores iQE sao tambem dados a
menos de isomorfismo, e em especial os automorfismos internos
levam elementos 'vetoriais' sobre elementos 'nao vetoriais'.(iii)
A estrutura topoldgica da algebra @ bastante simples,reduzindo-
se a estrutura de um espaco de Hilbert (enquanto espaco linear)
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e de uma algebra de von Neumann de tipo I (enquanto anel de ope
radores).

8. ALGEBRAS DE CLIFFORD: Gradacdo ¢ Adjuncoes

Preparamos agora o estudo das representagdes es
pinoriais do grupo 0(Q), que preserva a forma quadratica Q. Pa-
ra tanto, percorreremos tres etapas: na primeira definiremos os
automorfismo e antiautomorfismo principais da algebra deClifford
(35). Com sua ajuda construiremos os grupos ¢ Clifford-Chevalley
(36) e de Clifford-ABS (37). A partir dai estudaremos a relagao
de ambos ao grupo 0(Q) (38), a chamada "adjun¢do de Dirac" (39)
e as representagdes espinoriais irredutiveis do grupo 0(Q), e
em especial do grupo de Lorentz.

A peculiaridade que tem os automorfismos a se-
rem descritos a seguir e que o grupo J(C) nao os preserva,de um
modo geral. E precisamente esta propriedade sera decisiva para
podermos representar e classificar representagoes irredutiveis
do grupo de Lorentz com sua ajuda.

De inicio provamos um lema classico:

1. Lema - Existe uma inclusao natural

it C(E _y» Q) &—>C(E,, Q,), onde E _; & um subespago de di-
mensao finita n-1 de En, e Qn_1 a restricao para tal subespacgo
de Qn.

Prova - Seja x; € 10 E,» nao isotropico em relagao a
n
Q,. Se x; e ortogonal a x, i1 = 2,3, ..., n, com relagdo a for-

ma B associada a Qn. Formemos todos os produtos Xy X5 . Identifi-
quemos 1Qn-1En-1 ={y |y = % Foxyxss fi eF}. Tomando-se unimo

dulares os x, & facil ver que y? = Q._q(y¥). A independéncia 1i-
near dos produtos X1 X; completa a demonstracgao.

Este lema sera usado mais abaixo para identifi-
carmos tal subalgebra a algebra “par" de uma algebra de Clifford,
a ser definida agora:
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2. Definigao - Seja a decomposicac ®E = (@)E)0 @

@ ( G)E)1, onde o primeiro termo inclui apenas os produtos pa-
res de £, e o segundo os impares.H, os escalares, sao inclui-
dos na decomposigaoc par. Esta decomposigao passa ao quociente
(veja-se a definigao 5.1) e teremos C(E, Q) = CO(E, Q) ® C{E,Q),
onde Co(E’ Q) = { ® E)O/I, e similarmente C](E, Q).

Esta e a unica gradacao admissivel numa algebra
de Clifford (40); que se trata de uma gradagdo e o que se vé na

3. Proposicao - Abreviando-se Co = Co(E, Q) e Cy=Gy(E,Q)
verificam-se as propriedades:

(a) C(E, Q) = C, @C; .

(b) €,C, = Co5 C1Cp = C,
(c) C4Cy = Cp5 CCy = G
(d) Co € uma subalgebra de C(E, Q); ¢y € um subespago

vetorial de C(E, Q)

(e) A aplicagao gr: C(E, Q)——eéﬁz e um homomorfismo,se
gr(Co) = 0e gr(C) =1

Por outro lado,

4. Proposicdo - Dada um homomorfismo gr: C(E, Q) —»Z,

tais que existam em C(E, Q) subconjuntos Ca e Ci obedecendo a

(e) e satisfazendo as propriedades (a), (b) e (c), entao vale
(d) e gr @ uma gradagao na algebra.

0 que e curioso nas algebras de Clifford € que

embora seja unica a gradagdo sobre ,, e nao sobre nenhum outro
conjunto, esta gradacao sera sempre dada a menos de um automor-
fismo. Quer dizer, existe uma infinidade de homomorfismos da El
gebra sobre'ZZ2 satisfazendo as condigdes que definem uma grada
cao. Um teorema que melhor informa sobre a natureza da gradagao
numa algebra de Clifford e

5. Proposigdo - Ha um isomorfismo natural ¢: C _;—>C,>
onde C0 = co(En' Q).
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-

Prova - E facil ver que a algebra dos y no lema 8.1 &
também a subalgebra par, C,» de C(E , Q).
Ja nao tao trivial sera a reciproca,

6. Proposigao - Todo isomorfismo ¢ : Cn_]—+ CCZC(En, Q)
(a inclusao necessariamente propria) define uma gradacgio em
C(E,, Q).

Prova - Construa-se iQ En_1, a imagem dos gerado-
n-1

res de Cn-]’ e a partir dai gere-se C = ¢ Cn-]' A identi ficagao
desta a C, e imediata.

E obvio que h3a, assim, uma infinidade de grada
¢oes para uma dada algebra de Clifford: para cada escolha de ge
radores XX (lema 1), ha todo o0 grupo 3’(Cn_1). Isto quer di-
zer que a grada¢do nao & uma propriedade algébrica "essencial"
para um anel de Clifford, pois grande parte de tais automorfis

mos internos nao a preserva. Em especial,

7. Proposicao - Cada uma gradagao gr : C{E, Q)— Z,,ela
sera preservada por automorfismos internos se e somente se tais
automorfismos pertencerem a *Ct"\Co/*Z ou *CM\ C]/*Z .

Com isto fica limpo o campo para definirmos os

automorfismo e antiautomorfismo principais de uma algebra C(E,Q)

8. Proposicao - 0 "automorfismo principal® de C(E, Q) &
definido como a extensao para toda a algebra da aplicacao
o : E~— C{E, Q) dada por a(x) = -iQ(x). Obviamente tal automor
fismo @ bem definido se for dada a inclusao iQE C C(E, Q), ja
que (ax) = Q(x) {ver as props. 5.2 e 5.3). Seja agora Re ® E
a parte real da algebra tensorial sobre E. Para X: € ReE, dado
u = X4 & Xo ® X3 & ... Xk definamos b = X ® ... Xo ® x1.Esta
aplicagao passa ao quociente ja que 1t I, e induz um antiau-
tomorfismo na algebra de Clifford correspondente. Seja agora
F ® ReE 0 F -médulo E no qual trabalhamos, e tambémF@® (®E) e
a algebra F® Re C(E, Q). Obteremos

9. Definigao - 0 "antiautomorfismo princiapal" de C(EQ)
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e dado, para u « Re C(E, Q), e f e F , por (f @ u)t =Ff® ut, a
barra indicando a conjugac3ao complexa. Quer dizer, o antiauto-
morfismo principal &, na base iQE, uma espécie de conjugagiohqt
mitiana para a qual todos os geradores da 3lgebra sio auto-ad-
jJuntos, qualquer que seja a assinatura de Q. Chegamos agora a
adjuncac mais importante, para nds, numa algebra de Clifford:

10. Definicao - A "adjungao de Dirac-ABS" & dada por
C(E, Q)—>C(E, Q), onde & = a(u®), u e C(E, Q). §§
As referencias sio Chevalley, Atiyah, Bott e
Shapiro, Crumeyrolle (41). A adjungao de Dirac & construida por
Kahan (42). Sua conexao a adjuncdo ABS & dada na secdo 11.

=t

Como veremos mais adiante, com exemplos tomados
na algebra de Clifford-Dirac (a algebra das “gamas"), a adjun
cao ABS-Dirac nao & preservada, de um modo geral, pelo grupo de
automorfismos internos de uma dada algebra de Clifford. Grupos
que de um modo ou de outro a preservam serao aqueles que repre
sentam em C(E, Q) o grupo ortogonal da forma Q. A adjuncdo ABS-
Dirac sera nosso principal instrumento para construir a classi-
ficagao das representacdes irredutiveis do grupo de Lorentz com
a ajuda da algebra de Clifford-Dirac e de seus produtos diretos.

9. 0S GRUPOS DE CLIFFORD-CHEVALLEY E CLIFFORD-ABS

Nesta secao estudaremos a conex3ao entre 3dlge-
bras de Clifford e 0(Q). Todos os resultados dependem de um le-
ma e de um teorema, ambos classicos (o primeiro generaliza re-
sultados de Hamilton), que apresentamos a sequir:

1. Lema - Sejam x, ¥y ¢ iQE, y nao isotropico. Entido a
transformacgao cy(x) = y"}xy induz em E a simetria de x em rela-
cao a y.

Prova - 0 vetor x = x; + X, s onde o primeiro termo re-
presenta a componente paralela a y e o segundo a que lhe & orto
gonal em relacao a Q. Entao cy(x“ ) = x, e Uy(xl ) = -x; ,don

de oy(x) = X, - X, , que nada mais e do que a simetria do ve-
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tor x em relagdo a y (43).
Quer dizer, a transformagao o mapeia E (e iQE)
sobre si mesmo. Do lema anterior concluimos

2. Corolario - Seja Y, um conjunto de k vetores (k < n,
k

onde n < » & a dimensdo de E). Entao o : E—E,onde y = g Yy
ra=1

A norma do vetor x naoc & alterada por nenhuma

destas transformacoes. Pergunta-se entio: dados dois vetores de
mesma norma, existe uma transformagao (do tipo da exposta acima)
que mapeie um sobre o outro? Para responder-se a esta pergunta
definamos primeiro a aplicacao 0} : E—/>E (e a correspondente
em 1QE), onde y & um vetor n3ao isotrdpico. o! = ST € a sime
tria em relagao ao hiperplano ortogonal (em relagao a Q) a y.Se
ja 0(Q) o grupo ortogonal de Q. Entdo vale

3. Proposicdo - Para a restrigao de G a €, 0(Q) < S, on
de S e o grupo gerado por simetrias em relagao a hiperplanos cu

jos conjugados contem vetores nao isotropicos (44).

0 teorema & devido a Cartan e foi provado por
Dieudonne para corpos genéricos; responde a pergunta que o pre-
cedeu, Pois toda operagao de 0(Q) pode ser descrita por meio de
simetrias - ou seja, de operagdes o'. Nos o aplicamos na descri
¢ao de dois grupos que, dentro de C(E, Q), representam 0(Q):

4. Definicao - 0 grupo de Clifford-Chevalley G & o gru-
po dos u € C(Ei Q) tais que pu(x) £ iQE, para x € iQE, sendo
pu(x) =uxu .0 gr$po de Clifford-ABS G' & o grupo dos u tais
que p'(x) = a(u) x u e iQE (45).

0 segundo grupo foi construido porque, sendo

mais amplo que o primeiro, supria e corrigia dificuldades rela-
cionadas com a teoria das representacoes das algebras de Clifford
e de seus grupos ortogonais. A diferenga entre os dois grupos
ja aparece no teorema seguinte. Para formul3a-lo definamos os ho
momorfismos ¢ : G ~—>» Aut(E) e ¢' : G'—> Aut(E), onde Aut(E) @&
0 grupo dos automorfismos de E. Entao:

5. Proposicao - ker ¥ = Z*, o grupo multiplicativo dos
elementos do centro de C(E, Q); ker ' =3F* ,
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6. Definigao - Nx = xxt; N'x = xX,

7. Proposicao - Se x € G entdo Nx € Z; se x € G' entao
N'x eF1.

8. Proposigao - N : G—>3* e N' : G'—> J* sdo homomor
fismos (46).

A prova destas e, de um modo geral,elementar(3*
designa o grupo multiplicativo dos elementos de?). 0Os proximos
resultados tornam precisa a relagao entre 0(Q), G e G'. Nestes
resultados, que serao expostos em separado para um e outro gru-
pos, tomaremos S/ restrito a €. Para nossos objetivos ndo e Timi
tagao essencial, visto que a variedade M onde sao definidos os
membros de J sera mais adiante identificada ao espago-tempo ou
a seus produtos cartesianos, e os elementos de J surgirao como
componentes em relagao a alguma base no fibrado tangente a M(ou
em estruturas associadas). Tomar J restrito a C equivalera por-
tanto a - usando uma linguagem mais "fisicamente" intuitiva - to
mar os "campos" ponto a ponto. No que se segue restrinjamos tam
bem Aut(E) a 0(Q). Os resultados todos, bem como as provas com-
pletas estao no livro de Chevalley (47).

9. Proposigao - Se C(E, Q) & simples, entdo o homomor-
fismo ¢y : G—0(Q) e sobre. Se C(E, Q) e semi-simples, entdo o
homomorfismo ¢ : G —+S0{Q) @ sobre, onde det Ax=1, X € SO(Q).

Prova - Obviamente, se u ¢ G entao Py € 0(Q). Mostremos
o contrario. Seja o € 0(Q). Entao ¢ pode ser estendida para uma
operacgao oy que & um automorfismo da algebra C(E, Q). Esta ou &
simples ou @ a soma direta de duas algebras simples. Suponhamos
seja simples; o sera um seu automorfismo interno, e havera uy
g1 Isto e, 01(iQE), donde concluimos
que para o € 0(Q) ha um correspondente u ¢ G. Quando a algebra

inversivel tal que gy = p

é semi-simples, a inversdo ¢x = -x, x € i,E nao mantem invarian
te o centro da algebra, pois neste havera (fixado um dado siste
ma de geradores i, E) um z Tmpar (i.e., pertencente a C}),e Lz =
= -z. Quer dizer, Y(G) # 0(Q). Todo elemento de SO(Q) possui um
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correspondente s € G; por outro lado, dado s € G, s sendo um au
tomorfismo interno,necessariamente fara com que w(s)=pse S6(Q).
Donde a proposicao.

Seja o' a simetria definida antes da prop.3. 0b
viamente o € 0(Q) e nac & dificil ver que det o' = 1. Em conse
quencia,

10. Proposicac - Se u € G, entao u = u;z, onde z perten
ce ao centro Z da algebra de uy @ par ou Tmpar se a algebra &

simples, e apenas par se a algebra for semi-simples.

Prova - Pela definigao de G, todo seu elemento mantém a
gradacao da algebra, de modo que precisa ser ou totalmente par
ou totalmente impar. Para o caso de algebras simples & facil
ver que u, tanto pode ser par quanto Tmpar;definindo-se z=|[|u[],
concluimos esta parte da proposicdo. Quanto as algebras semi-
simples, note-se py(x) = yxy'] e tal que det Py -1 (ja que a
simetria associada o tem positivo). Usando o teorema de Cartan-

Dieudonné (prop.3) e a prop.9, & facil concluir que so produtos
k

Iy, para k = 0 mod 2 pertencerao a G, neste caso;como Y(z)=1,
r=1
decorre o teorema.

0 proximo resultado completa esta proposigao.

11. Proposicao - Com a notagao da prop.9, w(G )= 50(Q).

Prova -~ Para o caso das algebras simples, & facil ver
que todo elemento Tmpar de G ter3a determinante negativo. Para o
caso das algebras semi-simples, a proposigac decorre da anteri-
or. Deve-se notar que em ambas as situagoes, G # Go'

Em resumo: G representa o grupo ortogonal de Q
para as algebras pares, e o grupo especial SO(Q) para as alge-
bras impares. A representacgao, no entanto, nao se reduz a um
isomorfismo porque o mesmo elemento de 0(Q) (ou de SO0(Q)) cor-
responde a diversos elementos de G. A situacac & a mesma que no
caso das transformagoes de similaridade com as quais se relacio
nam representacoes matriciais equivalentes. Como neste caso,
faz-se necessario fixar um parametro (o "modulo" da matriz de
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similaridade), ou seja,

12. Definicao - D grupo de Clifford reduzido I' = ker N.
0 grupo de Clifford reduzido especial g = TN Go.§§

13. Corolario - ¢ : T—>0(Q) para algebras simples,e
¥ : T ,— S0(Q) para algebras semi-simples & sobre.

Vamos agora repetir o que foi feito para o gru-
po de Clifford-Chevalley com o grupo de Clifford-ABS. A princi-
pal deficiencia de G como instrumento para representar grupos
ortogonais, sua inadequagao no caso das algebras semi-simples de
Clifford, sera agora superada gragas a maneira como sao defini-
dos os automorfismos de G'. Em especial,

14. Proposigao - % : G'—>0(Q) & um homomorfismo  soO-
bre, qualquer que seja C(E, Q).

Prova - 0 caso semi-simples e trivial, pois aqui ¥(G))=
= 5S0(Q), e w(zGé) = 0(Q) - S0(Q), z sendc um elemento nao tri-
vial de ZN\G'. No caso das algebras simples, novamente ¢(Gé) =
= S0(Q) e ¥(Gy) = ¥(eGy) = 0(Q) - SO(Q), onde e & um elemento
antissimetrico de C(E, Q), isto &, o produto de todos os elemen
tos de uma base de iQE, ortogonais face a Q.

15. Definig¢ac - 0 grupo de Clifford-ABS reduzide Tt =

= ker N'. 0 grupo de Clifford-ABS reduzido especial Pé = FV\q;.
Além destes grupos Chevalley (4B) e outros auto

res definem grupos "especiais" com a ajuda das representacoes da
algebra. Seja p : C(E, Q)—*M, onde M & uma conveniente alge-
bra matricial, uma representagao fiel da algebra de Clifford do
tipo das descritas na prop.6.11. Podemos assim definir determi-

nantes na algebra, e, face a prop.7, teremos

16. Proposigao - (Nx)zv = (N'x)zv = |det px|2, onde 2v €
a ordem das representagoes p, e x pertence a G se a algebra for

par, a Go se a algebra for Tmpar (no caso da igualdade com rela
cao a N) ou simplesmente pertence a G'(no caso de N').
Com isto definimos, seguindo Crumeyrolle (49),
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17. Proposicdo - Definamos a fungdo det' : C(E, Q)— 7,
através de det' = det p. Entio Spiny (Q,J ) = ker |det'| N 6.
E o conjunto dos elementos de G com determinan-

te unimodular.

Para que tal pletora de grupos? Com eles obtere
mos recobrimentos dos grupos pseudo-ortogonais de Q bem como uma
rapida prova para a estrutura destes grupos. O primeiro teorema
que os correlaciona (50) é&:

18. Proposigao - Seja a algebra de Clifford C{E, Q) so-
bre os reais. Entdo:

(i) T = Spin;(Q, R) se a algebra & simples e Q positivo-
definida.
(ii) T = Spin (Q, R)se a algebra for semi-simples e Q
definida.
(i11) Nos outros casos, Spin1(Q, IR) / T'(ou ro) = Z,.

Prova - Da prop.16 temos que se |det'x| = 1, entao N po
de assumir os valores 1 ou -1. Restrinjamos N ao grupo Spin].PE
ra algebras simples, se a assinatura de Q @ qualquer, existe
X € iQE com x* < 0, e assim ha p real tal que N{(px) = -1. Des-
ta maneira Spiny(Q, R)/ T = z,, a nao ser que a forma quadrati
ca seja positivo-definida (no caso das negativo-definidas, ob-
servemos que para dois elementos x e y tambem do espago dos ge-
radores, N(xy) > 0, sempre). No caso das algebras semi-simples,
tomemos dois elementos linearmente independentes x, ys.pertencen
tes ao espago dos geradores, e um deles de norma negativa. N sen
do um homomorfismo sobre os reais, teremos NxNy < 0, e havera p
real tal que N{pxy) = -1, desde que a assinatura de Q seja arbi
traria. Entao decorre Spin](Q, RYy/ 1, = Ié, a nao ser que a as
sinatura de Q seja definida.

19. Proposicao - No casoF = C, vale ainda a prop.18.

Prova - Note-se apenas que Nx ¢ IR, x € G.
0 caso mais interessante & o dos subgrupos de
G', o grupo de Clifford-ABS. Para aborda-lo, no entanto, usare
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mos alguns resultados elementares, que se expoem a seguir:

20. Proposigcao - Seja e, um gerador ortonormal em rela-
gao a Q numa algebra simples C(E, Q). Entao, se dim E > 4, det'
e. =1,

Prova - Pela representacgao das algebras de Clifford se-
gundo a teoria de Brauer-Weyl (51) e usando-se propriedades ele
mentares dos determinantes de produtos diretos.

21. Lemal - Sejam {ei}, {e%}, dois conjuntos de gerado-
res ortonormais numa algebra de Clifford simp]es(i.e.,[ei,ej]+=
=[e%,e5]+). Entao existe *u e *C tal que {e}l} = ufe;}u’

Prova - Usando-se representagoes (52) ou puramente algé
brica (53).
(Este @ o chamado "Teorema Geral de Pauli').

22. Lema II - Sejam u,u' € *C, nao triviais, numa 3alge-

bra de Clifford simples. Entac existe w ¢ *C e f ¢ F tal que
-1

u' = f wuw

Prova - Seja p € & tal que ||pu[|2 = 1. Entao pelo lema I
ha uma similaridade os conectando. Donde o lema.

23. Proposigao - Se |le2= + 1, entdo |det' x| = 1. Se
det' x = 1, entao |[xH2= L N

Prova - Usando-se o lema II, existe um gerador e (com
norma quadrada iqual a x) tal que x = f u e, u'1. Tomando-se a
norma, € facil ver que |f| = 1. Tomando-se determinantes e seus
modulos, concliui-se o mesmo. Por outro lado, se o determinante
de x € 1, use-se o lema II para conecta-lo a um gerador arbitra
rio e;; o valor igual dos determinantes implicara [f| = 1, don-
de a unimoduliaridade de x.
Com isto relacionamos a fungaoc modulo (definida

na secao 6, def.6.19) e o determinante. Notemos agora que
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24, Proposigao - Seja & = R. Entdo, para x ¢ iQE, Nx =
= N'x = ||x|].§8
No caso complexo, decomponhamos E = F® F, com
a ajuda dos projetores centrais de E definidos usando-se o ope-
rador quase-complexo J de E (54) - veja-se a segao 10. Entdo:

25. Proposicao - Seja F = €. Para x ¢ iQE, Nx = -N'x =
= (X, x), sendo X o conjugado de x em relacao a estrutura com-
plexa de E.

Note-se que as "normas" N e N' sao, no caso ge-
ral, indefinidas, isto &€, delas ndo se pode extrair diretamente
uma topologia metrica para o espago E. Um raciocinio analogo ao
aqui desenvolvido, mas que toma como ponto de partida a forma
quadratica associada a algebra de Clifford para entio chegar 3
construgao de uma adjungao de tipo hermitiano e tambem de tipo
pseudo~hermitiano (como t
11 e (55)); as conclusoes, no entanto, sao equivalentes.

e ) esta exposto mais adiante (secao

Com as proposigoes acima relacionamos determi-
nantes e normas numa algebra de Clifford. A finalidade & estabe
lecer uma coerencia nas definigdes dos grupos associados a nor-
mas (os grupos reduzidos T, T'} e naqueles associados a determi
nantes, i.e., baseados em representacoes da algebra (como 0s
grupos de tipo Spin, a serem mais explorados ainda nos topicos
sequintes). Chevalley e Crumeyrolle definem os grupos Spin usan
do determinantes; Atiyah, Bott e Shapiro, usando normas de tipo
N*. Ou seja,

26. Definigao - Pin (Q, €) = ker|det'|NG'; Spin(Q, €)=

= Pin (0, C)N\ 6.
Para chegarmos a definigao de ABS, usando a

prop.23, obtem-se

27. Corolario -~ Pin (Q, C) = ker |N'|MG".
Falta determinarmos as relagoOes entre os grupos

do sistema G e aqueles do sistema G'. Isto € dado por:

28. Proposicao - Para algebras de Clifford simples so-
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bre os complexos:

(i) 6 = G*.

('i'l) Pin (Qa C) = Spinl (Qs C).

(i11) w(Pin (Q, €)) = 0(Q) e y(Spin (Q, €)) = S0(Q).
E para as algebras semi-simples:

(iv) GOCZ G's G #G'.
(v) Spin (Q, €) = Spiny (Q, €).

(vi) Vale tambem neste caso a relagao (iii).

Prova - Veja-se apenas que a transformacao indicada na
prop.10 pode ser construida dentro de G'.
Chamemos ¥ a restricac de Y para o0s grupos Pin
e Spin. Ent3o, trivialmente, desde que w} € um homomorfismo,
0(Q) = Pin (Q, €) / ker y;, e SO(Q) = Spin (Q, €) / ker Y. Tam
bem € trivial:

29. Proposicao - ker ¥y = Z,, se JF = R.ker ¥ =U(})®Z'2
se F=1¢.§

Prova - ker ¥y = {u e F*1 tais que [N'u| = 1}.§§
Para o caso real segue um interessante resulta-
do, quando a métrica Q nao &€ definida. Oo isomorfismo Pin Q/
/ Spin Q = 0(Q) / S0(Q), e notando que Ty € a componente conexa
a identidade de Spin Q (vide prop.18), entao temos que Spin Q/

/ r, = S0(Q) /1S0(Q)| (o quadro identificando a componente cone-
xa). Ora, S0(Q) tem indice 2 em 0(Q), e como da prop.18,{S0(Q)

e de indice 2 em relagao a SO(Q), a componente conexa da identi
dade tera indice 4 em 0(Q). Ou seja, o grupo de Lorentz genera-
lizado tem 4 componentes conexas para toda dimensao (56).

Com estes ultimos resultados encerramos, do pon
to de vista algebrico, o estudo da estrutura dos grupos que,den
tro de uma algebra de Clifford associada a forma quadratica Q,
representam 0(Q). Sao, enfim, resultados classicos, mas obtidos
aqui da maneira a mais compacta possivel - independente de re-
presentagoes da algebra, ou mesmo da escolha de uma certa base
sua, deixada a vontade pela identificacdo E-——+1QE. Exemplos co
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nhecidos destes resultados sao a representacao espinorial pelo
SU{2) do grupo 0(3, IR). A algebra de Clifford com dois gerado-
res sobre uma forma quadratica negativo-definida s3o os quater-
nions reais de Hamilton, HI . Como & bem sabido, HL = *Hl,e o© gru
po de Clifford G(HI) = H, sendo o grupo reduzido SU(2, C). Mas a
representacao do grupo proprio de Lorentz pelo SL(2, C) (que es
ta contido na complexificacao € ® HI,ou seja, nos chamados “bi-
quaternions"), nao & um exemplo das representacdes estudadas a-
cima., A propria estrutura delas (o fato de relacionarmos uma
forma Q¢ a uma algebra) faz com que a representacao espinorial
“natural” para o grupo de Lorentz seja aquela onde se usa o anel
das matrizes de Clifford-Dirac, as "gamas". Alias Corson (57) e
bem claro a respeito, embora a conexao entre os espinores de
Dirac e os espinores a duas componentes so se esclareca com as
teécnicas de decomposicdao das representacoes espinoriais descri-
tas no livro de Chevalley (58).

Uma observagcao final: a estrutura da algebra de
Clifford e dada a menos de automorfismos, como se viu - ou seja
ha uma infinidade possivel de mapeamentos iQ’ e uma correspon-
dente multiplicidade de gradacoes para a algebra. Ora, em espe-
cial G' depende destas duas estruturas. Quer dizer: para cons-
truir-se G' & necessario que seja fixado certo iQ - e a grada-
cao induzida. Por outro lado, com a ajuda dos automorfismos in-
ternos &7 (C), e facil ver que pq(G') = *C, Pq € J(C). Em pala-
vras: o grupo G' & mapeado sobre todos os elementos inversiveis
dé algebra atraves de seus automorfismos internos. Quer dizer,
o grupo G' nao & um universal da algebra (e este € um fato que
nunca fica bem realcado, mesmo em autores obviamente rigorosos,
como Atiyah e colaboradores, Chevalley ou Crumeyrolle). Dito de
outra maneira, o grupoe G' depende da representacao escolhida. 0
que nao ocorre, por exemplo, com *C.

Uma ultima observagao pode ser feita aqui. Notan
do-se que v, e uma aplicagao aberta, entao

30. Proposigao - Pin / ker vy = 0(Q) @ um isomorfismo al-
gebrico e um homeomorfismo.
Com o que se conclui esta segao.
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10. ESPINORES

Espinores sao objetos pertencentes ao espago
das representacoes das algebras de Clifford. Este espagco & ne-
cessariamente um espago vetorial complexo, desde que representa
coes de C(E, Q) se obtem a partir de produtes diretos de SU(2,C)
e a propria notagao habitual para o calculo dos espinores ja as
simila tal natureza complexa daquele espaco, ao usar fartamente
a distingao entre indices "pontuados" e nao "pontuados". Diver-
sos outros objetos ligados ao formalismo espinorial, no entan-
to, possuem significado obscuro. Por exemplo, a chamada “"métri-
ca espinorial" p.e., Corson (57) que costuma ser postulada a
partir de consideragoes a respeito de formas invariantes quanto
a agao do grupo SL(2, €) e de seus produtes diretos. Esclarecer
todos estes objetos pode ser conseguido se escrevermos o forma
lismo dos espinores do ponto-de-vista da teoria das estruturas
complexas. E o que fazemos a seguir, come¢ando por um review
das principais propriedades dos espagos vetoriais complexos(59).

Ficaremos restritos aos espagos vetoriais de di
mensao finita. 0 ponto de partida e:

1. Definicao - Seja E um espaco vetorial sobre R,e E¥

seu dual. A complexificagao E¢ = L(E, C), o conjunto de todas
as aplicacoes lineares de E* sobre C. A restricao L{(E, R)e a
identificacio habitual E** = E implica na continéncia EC E,ou
seja, certo x € E se e somente se, para todo o ¢ E*, a{(x) € IR.
Claro que E, pela def.1, & um espaco vetorial
sobre os complexos. E o isomorfismo ¢' : E ~—> R" (onde n & a di
mensao de E) se estende para ¢ : EC— ¢". Definimos agora:

2. Definigio - Dado x ¢ E®, seu conjugado X = ¢'1(¢(xn,
onde a barra no segundo membro indica a conjugacac complexa nas

componentes da imagem ¢(x) em c".
Vetores reais sao aqueles que coincidem com seu
*
conjugado. Seja agora (Ec) , 0 dual de E®. Dado um seu elemento

a,

3. Definigdo - 0 conjugado a de o se define: a(x)=a(x),
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x e EC.

Obviamente todo vetor real x = (1/2)(x + X). Es
ta decomposigao se estende para EC. Construamos um operador
J: Ef— EC, tal que J2 = -1, a transformagao identidade. Para
uma base do espago vetorial, as componentes de J obviamente sa-
tisfarao a relagao Ej? jE = —6?. Entao, construindo-se os proje
tores P; = (1/2)(1 7 iJ), podemos obter

4. Corolario - E“ = F®F, onde F =P E®, e F = P+Ec.

0 operador J tem a ele associado, no espago du-
al (Ec), um operador J*, que € definido de modo a manter o pa-
reamente EC———%(EC)*. Quer dizer, dado o produto escalar sesqui
linear canonico <¢, x>, ¢ € (EC)* e X € EC, <J*d, Jx> = <¢, x>.
Em consequencia,

5. Corolario - (EC)* = ¢ @ G.
Para relacionar um e outro espagcos na decomposi

¢ao (isto e, para definirmos e relacionarmos espinores contra e
covariantes, pontuados e nao pontuados) sao necessarios alguns
outros resultados simples:

6. Proposicdo -~ J tem autovalores *i; JF = iF, JF = -iF

Prova - Calculo direto. A segunda parte, usando-se 0s
projetores.

7. Proposigdo - (P_)* = (P*)_ = (1/2)(1 + iJ)* =
¥ ¥

= (1/2)(1 F iJ%).

Prova - Tomando-se £, x, como autovetores de J* e J, res
pectivamente, da invariancia do produto sesquilinear decorre a
relacao indicada.

Um espago vetorial complexo se transforma num
espaco espinorial atraves da "identificacdo de Sauter"(60) que
descrevemos nas proximas proposigoes. Seja C(E, Q) uma 3algebra
simples de Clifford sobre os escalares €, e seja nesta algebra
e um projetor abeliano (vide prop. 7.7). Ao ideal & esquerda ge
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rado por este projetor notaremos I{e) (se r e I{e),entao riI(e)=
=I(e)). E facil ver que, se E® & o espaco das representacoes de
C(E, Q), entao - enquanto espacos vetoriais - I{e) e E¢ tém a
mesma dimensao. De modo que

8. Definicao - Seja ¢°' : EC~——+I(e) o isomorfismo de es-
pacos vetoriais entre o espago das representacoes de C{(E, Q) e
um seu ideal 3 esquerda gerado pela projecio abeliana e. Seja ¢

a extensao deste isomorfismo assim construida: r, s e I(e),
¢'1(rs) = ¢'](r) ¢'](s). A Zlgebra S constituTda por E¢ e pelo
produto induzido por ¢ chamaremos algebra dos espinores contra-
variantes de C(E, Q).

Ou seja, na pratica identificamos o espage das representacoes
de C(E, Q) a uma matriz com uma coluna diferente de zero e to-
das as outras nulas. Obviamente valem para S todos os resulta-
dos anteriores, da def.1 a prop.7. Em especial, notemos que os
espinores contravariantes “"pontuados" serao,como tornaremos pre
ciso abaixo, P+S, a subalgebra dos conjugados. Seja agora
p ¢ C(E, Q) ~> M, M sendo uma conveniente algebra matricial que
representa fielmente C(E, Q). Seja +: ar+ata conjugacao her
mitiana em M e, para u ¢ C(E, Q), definamos ut = 9-1({p(u)}+).E
preciso que se note que a conjugacao hermitiana assim induzida
numa algebra de Clifford s0 e invariante face a transformagodes
unitarias (i.e., transformagoes cuja matriz na representagao o
€ unitaria), desde que e facil ver, pelos teoremas da decomposi
cao polar (61), que - se bem que a cada elemento de *C/ZN*C es
teja associada uma representacao de C{E, Q) - nem todo elemento
de *C e unitario. Com esta ressalva definamos

9, Definicao - Formemos o isomorfismo ¢'* : (EC)*~+I+(e),

e sua extensao ¢*, definida como acima em 8. X algebra S* cons-
tituida pelo produto que ¢* induz e por (Ec)* chamaremos alge-
bra dos espinores covariantes de C(E, Q).

Ou seja, de espaco dual a matriz linha. A seguir obtemos alguns
teoremas de grande utilidade:

10. Proposigao - S*S = C.
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11. Proposigcao - Notemos S . S* o produto dos espagos
dos espinores contravariantes e covariantes onde (i) dada a uni
a0 pu ¢* 1 (E®) x (ES)— C(E, Q), para x ¢ EC e £ ¢ (E®), «x£
e induzido por ¢ ¢*; e (ii) pertencem a (EC).(EC)* todas as
combinacoes lineares de produtos como os anteriores. Entao va-

Tem os isomorfismos S . S* = S ® S* = C(E, Q),

Prova - Direta. 0 espago das combinagoes lineares de pro

dutos de uma matriz coluna por uma matriz linha € a algebra de
matrizes cuja ordem & o produto das ordens das colunas e linhas
envolvidas.
Com estes dois teoremas se completa o nosso instrumental para a
investigagao das equacoes de Teitler em sua forma generalizada
(62). Explicitemos agora nossa notacao, € designemos S =T @& T
0 espago dos espinores contravariantes e sua decomposigcao com-
plexa, da mesma forma que S* = T* @ T* & o0 espaco dos espinores
covariantes e sua correspondente decomposicgao.

Sera natural distinguirmos espinores "pontua-
dos" de espinores "nao pontuados" se, de alguma maneira, as re-
presentacoes de 0(Q) assim tambéem se decompuserem. Ora, isto e
0 que decorre das propriedades abaixo:

12. Proposigao - Notemos C, e C v =1,2,3,..., as

2v-12
algebras de Clifford de ordem 2v e 2v-1 sobre C e associadas a

Q qualquer. Seja 1 a aplicacao descrita na prop.8.5, e seja gr
uma gradagao consistente com . ¥, ' designam homomorfismos,
e det designa o determinante das representacoes vetoriais de
0{(Q, n), onde n = 2v, Entac as linhas, no diagrama abaixo, sao
sequencias exatas:

T— *Cy g —>*C,, 20 7, — 1
J J r;l

1— 65, — 65 307, 1
A

T —— S0(Q,n) —> 0(Q,n)—=Z, — 1

E um resultado trivial, mas que induzira um outro nem tanto:
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13. Proposicao - Toda representagao espinorial de

0(Q, n), para n par, possui uma representacao redutivel de
S0(Q, n).

Prova - Da prop. 12 vemos que os objetos pares de Gév
constituem-se num subgrupo semi-simples, devido a estrutura se-
mi-simples de C, _,; estes objetos sao aqueles que descrevem
S0(Q, n) dentro de Gév. Ora, sejam Oy i=1,2,3,... 2v-2, uma re
presentagao hermitiana (e anti-hermitiana, quando necessario ),
para uma algebra de Clifford C,,.p Sobre um Q' qualquer. Notan-

do-se 0. o conjugado complexo das matrizes o,, € facil ver que

i i
0s
0 Ty k =1 ... 2v-2
pley) = (e} 2v-2
-0, 0 Soy-1 = mfl Tt Toy = 1oy, p» @ matriz i
dentidade.

constituem uma representagao para um sistema ortogonal de gera-
dores de CZu (na matriz acima, e designa um parametro que tanto
pode ser 1 quanto i). Todos os elementos pares da algebra serao
representados por matrizes da forma p{u) = A @ K, onde a barra
denota a conjugacao complexa.

Assim sendo, podemos definir:

14, Definigao ~ 0 espago T dos espinores contravarian-
tes nao-pontuados & o espago das representacgdoes A de SO(Q, 2v).

0 espago dos espinores contravariantes pontuados, T, € 0o espago
das representagdes K de SO0(Q, 2v). 0 espaco dos espinores cova-
riantes pontuados, (T*), & o espaco das representagoes A+, her-
mitiano~conjugadas de A. E o espaco T* dos espinores covarian-
tes nao-pontuados & o espaco das representacdes (E¢).

A esta decomposigao em espinores pontuados e nao pontuados cha-
mou Chevalley (63) decomposigao do espago dos espinores em "meio
espinores". Trata-se de propriedade bastante usada, e pela qual
relacionamos os espinores de 2 componentes aos espinores de
Dirac; esta associagdao €, no caso geral, dada pelo

15. Corolario - Todo elemento x € S possui a decomposi
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a0 X = vy ® (y;)T, onde T designa a transposicao matricial.
Refizemos assim, no quadro da algebra dos vetores complexos, a
teoria usual dos espinores, como exposta em referencias standard,

tipo Corson (64) ou Aharoni (65).

11. A CONJUGAGCAO ABS E O PRODUTO ESCALAR NUMA ALGEBRA DE CLIFFORD
SIMPLES

A conjugagao ABS e mais fundamental que a trans
posicao t no que se refere a classificagao das representacoes
de um grupo pseudo-ortogonal com a ajuda de algebras de Clifford
(apesar dos grupos G e G' se confundirem nas algebras de Clifford
simples) porque ela esta ligada a certos quase-automorfismos in
ternos destas algebras (o que entendemos por quase-automorfismo
sera definido mais adiante). A estes quase-automorfismos dare-
mos o nome generico de "adjuncao de Dirac®; um seu exemplo estd
no conjugado de um espinor, ¥ = ¢+Y0- Outro exemplo, na bem co-
nhecida relagao explicitada por Teitler TR vo ut y°, pa
ra elementos genericos de uma algebra das matrizes de Dirac.Con
forme se vera mais abaixo, a adjuncdo que aqui se sugere @ (a
menos de sinal) a conjugacao ~de Atiyah, Bott e Shapiro. A pre-
sente se¢ao reune resultados nossos (66).

1, Definigao - Seja C(E, Q) uma algebra de Clifford sim-
ples sobre o corpo € dos complexos. A forma bilinear B(x, y) =
= (1/2)(Q(x + y) - Q(x) - Q(y)) associaremos dois produtos in-
ternos entre os elementos x, y ¢ iQE:

(i) <x, y> = B(x+, v)
<x, x> e R, (x, x) » 0 (igualdade so se x = 0), e
para o subespaco real onde Q e  positivo-definida,
<x, x> = Q(x).

(Este produto sera denominado "produto interno positivo-defini-
do").

(ii) <X, y>L = B(X-, y):
<X, X> € R, e <, > = Q(x) ao agir no subespa-
¢o real de iQE.
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(Este sera chamado "produto interno real-indefinido").

Como ja o indica a notacio, veremos que ' & a conjugacdo hermi-
tiana definida em C(E, Q) a partir de uma sua representagao, en
quanto que ~ sera identificada a adjuncao de Dirac; a menos de
um fator, equivalera a conjugacao ~ de Atiyah e colaboradores.
Isto se verifica da seguinte maneira:

2, Definigcao - Um quase-automorfismo interno de C(E,Q)
e uma aplicagao T : C(E, Q) — C(E, Q) obedecendo as condigoes
seguintes:

(i) T (u + v) = T{u) + T(v).
(ii) T (fu) = ©(f) t(u), fe 1(f) eF e ue C(E, Q).
(iii) T (C(E, Q)) & uma algebra de Clifford, embora T
nao seja necessariamente um isomorfismo de alge-
bras.

0 que quer dizer: quase-automorfismos preservam, de certa manei
ra, a estrutura da algebra, embora esta preservagao seja apenas
"global", e nao objeto-a-objeto. 0Os exemplos se seguirao.

3. Corolario - Para x ¢ iQE, r(xz) = 1t(Q(x), onde tQ
€ uma forma quadratica. T(xy + yx) = T(B(x, ¥)) TQ(x + ¥y)
- 1Q(x) - tQ(y).
Isto @ o maximo que podemos concluir a partir da def.2,desde que

nao ha possibilidade naquela definicao de se escolher o conjun-
to gerador para a algebra de Clifford, a partir de t. Vamos ago
ra construir dois quase-automorfismos internos para C(E, Q). O
primeiro sera obtido a partir do produto interno positivo-defi-
nido da seguinte maneira: escothamos uma base ortogonal (em re-
lagao a Q) no conJunto gerador 1QE; notemos e esta base, e es-
crevamos X = X' e.. Entao <x, x> = (x1) xJ <@ eJ> 3 0. Se X
for um vetor real, entao e facil ver que, de <es, e.> = 1 (para
0 subespac¢o positivo-definido) e = e.. Se X pertencer E exten-~
sao complexa deste subespago, e fac11 concluir que (x ) sera o
complexo conjugado de x‘.

se pertencente ao subespaco onde Q & negativo-definida. As con-

Finalmente, seja e, um elemento da ba

digoes de positividade e realidade imporao e: = -e,, de modo
que se tera:
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4. Corolario - A conjugacao ' formalizada na def.l & a

adjungao hermitiana em C(E, Q), restrita ao subespacgo gerador
da algebra (vide a def.7.1).

Raciocinio similar ao acima levara a outro corolario, com peque
na diferencga:

5. Corolario - Em termos de uma base ortogonal em rela

cao a Q, x = x1e.i ter3d como adjunto x = (x‘)ei.

Prova - Basta notar que, devido a 11.1, para todo €

e. = e..
A1idéi; de quase-automorfismo interno para * e " resultara da
maneira como se estendera estas conjugagoes para a totalidade da
algebra. Usaremos o produto exterior A entre dois elementos x,
y do conjunto gerador de C{(E, Q), x A y = (1/2)(xy - yx). E de-

finiremos:

6. Definicdo - Q{x Ay) = Q{x)Q(y). Se <x A y,x A y>20
entao <x Ay, X A y> = <x, x><y, y>.

Ou seja,

7. Coroldrio - (x A y)t = y* a x%.

0 outro quase-automorfismo interno, , sera construido a partir
de *. A primeira etapa @ a prop.9.21, o "teorema geral de Pauli®
Notemos que, para uma base ortonormalizada em relacgao a Q,
[e:, e;]+ = [e;, e}]+ [ei, ej¥+. Entao existe um u € C(E, Q),
simples, tal que {e;} fu{ei}u' , sendo essencial a ambiguida-
de de sinal. Especificando caso a caso, teremos:

8. Proposigao - Para uma algebra de Clifford simples e

com dimensao finita, notemos p o conjunto dos indices de uma ba
se ortonormal em relacao a Q tais que Q(ei), i e¢p, 8 positivo,

e seja p' o conjunto complementar a p. Entao, se p = p' = 0 mod

2, {eft =Te {ehy e, onde e = Il e e o duplo sinal e ajusta-
k k mep m

do para termos observada a assinatura de Q. E quando p = p' = 1

mod 2, a relacao entre as duas conjugagoes & a mesma, sendo ago

rae= I e , o sinal ajustando-se da mesma maneira.
mep’
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Comparando-se agora este resultado com o cor.7, podemos esten-
der a adjungao = para toda a algebra, o que se faz com

9. Proposicao - Seja u € C{(E, Q), uma algebra simples.
Entdo u” = ¢ ¢ u'e, onde o sinal € = 31, e & 0 mesmo escolhido
em 8; para u, v e C(E, Q), (uv)™ = ¥(v) (u)~, ficando igual
mente o sinal por conta daquela definigao.
E, em consequencia,

10. Proposicdo - Para x ¢ igEs X = -x,

Prova - Basta observar como se define a adjungio ABS e
constatar a fungac do fator e na definig3ao da adjuncgao de Dirac:
e o elemento que "conta" a gradagdo a(u).

Conforme veremos mais adiante, o elemento e tera a fungao de
uma "métrica" no espago dos espinores, desde que - a menos de
sinal - ele mapeara os elementos do espago dos espinores cova-
riantes pontuados sobre os nao pontuados.

Podemos agora passar a nosso objetivo central,
a classificagao das representagdes irredutiveis de grupes pseu
do-ortogonais (e em especial, do grupo de Lorentz) ‘com a ajuda
das algebras de Clifford. Nosso principal instrumento sera a
adjungao de ABS-Dirac.

12, IRREDUCIBILIDADE FACE A GRUPOS PSEUDO-ORTOGONAIS

E classica a decomposicao dos tensores de se-
gunda ordem em tensores simetricos e tensores antissimetricos,
irredutiveis ambos face ac grupo linear geral. Usaremos aqui
esta mesma idéia para classificar as representagoes espinoria-
is irredutiveis de grupos pseudo-ortogonais. Em lugar da sime-
trizagao e antissimetrizacao teremos objetos u tais que u =
= u e tais que U = ~u; qualquer objeto pertencente a uma alge-
bra de Clifford admite tal decomposigao. Mais precisamente,

1. Proposigao - Seja u e C{(E, Q). Entdo u = sp u +

u, + u_, onde u, = (1/2)(u * U), e u, = fu.

+
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Esta propriedade se completa com:

2. Proposigao - Os diagramas abaixo sdo comutativos

C(E, Q) ——= C(E, Q) C(E, Q) —= C(E, Q)
Py l Py 1 p&l p;l
C(E, Q) — C(E, Q) C(E, Q) — C(E, Q)
1 1

se e somente se uu € Z. Definimos pu(w) = uwu
u,w € C(E, Q), uma algebra simples de Ciifford.

oy (w)=alu)wu,

Prova -~ Calculo direto, notando-se no segundo caso que
se pode fazer a hipotese ull = Vo * ¥y, @ da¥ concluir a proposi
cao.

3. Proposigao - Para p,» P, definidos na prop. anteri-
or, p (W) = (p(W)), e p (W) = (p)(w))".

4. Corolario - pu(wt) = (pu(w))t, e p&(wf) = (p&(w))t.

com a notacao da prop.l12.

5. Corolario - Sejam Ugs Vs

1. Entao existe f e & e w tal que wi ¢ Z e p,(u,) = fv (resp.

p&(ut) = f Vt)-

Prova -~ Aplique o lema 9.22 .

De um modo geral os componentes u, de um objeto genérico da al-

+

gebra (sobre um anel escalar que inclua os complexos) podem per
tencer a qualquer subespaco daquela, ja que todas as representa
coes complexas de grupos pseudo-ortogonais equivalem as repreen
tacoes compliexas do grupo ortogonal. No caso real, no entanto,
tal nao ocorrera. Também & facil ver que nem todo u tal que
ui € Z & elemento de G(ou G'), pois estes preservam a gradagao
tensorial de uma algebra de Clifford (ou sejam, mapeiam gerado
res sobre geradores, e assim seus produtos).

O0s resultados acima conduzirao a construcao de
subespagos irredutiveis face as transformagoes de G(e G') em al
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gebras de Clifford sobre os reais. Pois seja a decomposicao
C(E, Q) = D(E, Q) ® D(E, Q) de uma algebra de Clifford simples
sobre o corpo dos complexos; seja u + v um elemento real desta
algebra, e seja (u + u), sua decomposicao de acordo com a
prop.1. Entdo & facil ver que i(u + u)_=(i(u +u))_ . Ou seja,
escrevendo-se Re e Im para as partes reais e imaginﬁrias da al-
gebra.

6. Proposicao - Re (C(E, Q)) ™\ Im(C(E, Q)) = &}
Re (C(E, Q)L_@ Im(C(E, Q)) = Re C(E, Q).

E tomemos agora uma algebra de Clifford sobre os complexos,

C(E, Q), na qual fizemos pela aplicacgao iQ uma escolha do conjun
to gerador. Sejam :ﬁ, @1 dois automorfismos que preservam a con
jugacao de ABS-Dirac. Entao:

7. Proposicao - Todo automorfismo que preserva a conju

gacao de ABS-Dirac preserva a decomposigao da prop.6. E o dia-
grama abaixo € comutativo se e somente se p, for tal que exista
um u com uu ¢ Z

C(E, Q)-—L C(E, Q)

EP;\ /u
C(E, Q)

Prova - A primeira parte & trivial. Quanto a segunda,
use-se a prop.2.

A interpretacao destes resultados & simples: o
grupo dos objetos pertencentes a algebra tais que uu € Z man-
tem a conjugagao de ABS-Dirac e decompoe a algebra em trés peda
¢os irredutiveis, os escalares, os ~- conjugados e os ~- anti-
conjugados. Os resultados anteriores (em especial a prop.5) mos
tram a irreducibilidade destes pedacos. Mas & importante notar-
mos que, se nos limitamos ao grupo pseudo-ortogonal (ou Sseus re
presentantes G e G'), estes pedacos nao sao irredutiveis, desde
que a gradagao de C(E, Q) tomada como uma algebra exterior (vi-
de as props.6.7, 6.8 e 6.9) & mantida por qualquer transforma-
¢ao associada a um grupo pseudo-ortogonal (i.e., vetores vao em
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vetores, bivetores em bivetores, e assim por diante). Ora,obser
ve-se o seguinte: o raciocinio anterior a prop.6 mostra que a
multiplicacao pela unidade imaginaria inverte o comportamento
dos pedagos irredutiveis da algebra (o que & ~- adjunto se tor-
na -- anti-adjunto). Escolhamos uma base geradora para a alge-
bra de Clifford, e nela representemos o grupo pseudo - ortogonal
de Q. Se desejamos manter uma certa independencia de representa
¢oes, € natural considerarmos que as escolhas de iQ e de <? iQ
devem ser equivalentes. Se impusermos esta equivalencia,fica fa
cil ver que a decomposigao da prop.6 passa a ser a decomposicgao
irredutivel face ao grupo pseudo-ortogonal. Em linguagem mais
rigorosa,

8. Proposicao - Seja 0(Q) o grupo ortogonal real de Q.

Seja C(E, Q) uma algebra de Clifford simples sobre os comple-
x05, na qual construimos os grupos G e G', que representarao
0(Q). Seja q um automorfismo da algebra que preserva a adjun-
¢ao ~. Supondo-se equivalentes descrigoes de 0(Q) se estas fo-
rem ?- equivalentes, entao a decomposigao descrita na prop.12.6
e irredutivel mod Q.
Em linguagem mais "fisica": todas as representagoes em que se
preserva a adjuncao de Dirac-ABS serao tomadas equivalentes. E
diante desta equivalencia, a decomposicao u = sp u + u, + u_ e
jrredutivel.

Fato semelhante ocorre na teoria de Bargmann-
Wigner, quando se tomam equivalentes todas as representagoes u-
nitiarias. Mas uma importante consequéencia 13 aparece obscureci-
da: pois preservar a adjungao = significa tomar-se como opera-
dor diferencialo operador de Dirac na equacgao linear de ondas.

A hipotese da preservagao da adjungao de Dirac-ABS esta ligada

a preservacao de correntes do tipo ¥ T. ¥, I', sendo um qual~

quer objeto da base de uma algebra de D}rac. Be modo que nao se
trata, assim, de uma hipotese ad-hoc. Em particular, ¥ ¥ & um
escalar mantido por tal transformacao. Assim sendo, de fato ob-
temos os representacgoes irredutiveis face ao grupo K que preser
va a adjungao ABS-Dirac, e nao apenas a grupo G ou G' ou seus

reduzidos.
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A proxima proposicao volta ao inicio de nosso
trabalho, e resolve o "mistério" das funcdes de onda de Teitler:

9. Proposicao - Seja Y“ um sistema gerador para uma al
gebra de Dirac real, associada a uma forma quadratica de assina
tura 2. Entao, para um elemento u desta algebra, teremos u, =
T N T T T L LA 1\

5 pb - pY 9 RV '
Ou seja, a bem conhecida decomposicac da algebra das gamas em 3
pedagos irredutiveis, com dimensoes 1, 10 e 5 (veja-se a respei

to Corson (67)).

+

Destes resultados ve-se bem a natureza funda-
mental da adjuncao de ABS-Dirac numa algebra de Clifford. Com
ela podemos classificar os pedagos irredutiveis da algebra ante
a acao de um grupo pseudo-ortogonal.

Em seqguida esclareceremos o caso dos objetos
complexos, estudamos a fungao de onda generica de Teitler (68),
a unicidade do operador de Dirac e damos alguns exemplos.

13. REPRESENTAGOES TRREDUTTIVEIS DE DIMENSAO FINITA PARA 0 GRU-
PO DE LORENTZ

Os resultados acima podem ser reescritos numa
linguagem mais familiar. O teorema inicial e

1. Proposigao - Seja s € @ 15S,onde(®N denota o produto
tensorial (m fatores) simetrizado, e S &€ o espago dos espinores
(vide defs.10.8 e 10.9). Seja G(ou G') o grupo de Clifford asso
ciado a S. Entao s e @ T S e irredutivel face as transformagdes
ue®IM G(ou G').

Prova - Seja qual for a assinatura de Q, sempre G (ou
G') admitirao como subgrupo um grupo unitario. Ora (69) o espa-
¢o @ IS & irredutivel (na restrigcao correspondente) ante 0
grupo unitario. Assim sendo, s sera irredutivel ante o grupo G,
tomado como representagao de 0(Q).
Daqui chegamos as representacoes de tipo Teitler para o grupo
de Lorentz:
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2. Proposicao - Seja C;(R)a algebra de Dirac (algebra
de Clifford sobre uma forma quadratica de 4% ordem e com assina

tura +2) sobre os reais. Entao ha uma aplicacao

o (C4(R));aéf (C4(IRD,ondeéfdenota a algebra das matrizes si-
metricas pertencentes a uma representacdo irredutivel da 3alge-
bra de Dirac; o € um isomorfismo de espacgos vetoriais, e desig-
namos por C4(IRL 0 conjunto dos u € C4(R) com u = u.

Prova - Ha diversas construgdes desta simetrizagao, em
bora nunca em referencia as fungoes de onda de Teitler (70). A
tradicional &€ de Corson (71), e a apresentaremos explicitamente.
Dado u € C4(R), agf{u) = y5 u e, onde abaixo damos as representa
coes escolhidas para as matrizes que participam desta constru-
cao:

1 0 0 i 0 1 i 0
I = H T] = 3 12 = ; T3 =
0 1 j 0 -1 0 0 -j
. [0 -1 Lo A , |0 P ; |0 <3
Y = oy = 9 sy =1, YT = 3
I 0 T 0 T 0 T 0
; I o0 2 0
Yo o= i 7 e = i 5
0 -I 0 -7
As matrizes transformadas sao:
o [ 0 T2 1 ' 0 T3 2 0 I
O(Y ) =1 2 s O(Y ) = 1 3 5 O(Y ) =1 »
[T 0 T 0 I 0
3 r0 11
o(y”) = i 1 5
T D
(.3 1 1
T 0 I 0 -T 0
o(v%y1) = i 3|3 a(v°y%) = i s o(vOyY) = 1
0 -7 0 -I 0 T |
: 7
1 3
0 I 0 ™ 0
2 T 3 2 3
o(y1v%) = i 113 o(y!y3) = - soo(yTyT)=(-1) 3
{0 T 0 I 0 =

Sao 10 matrizes simetricas, linearmente independentes (o que se
comprova atraves de calculo direto ou notando-se que ¢ & um au-
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tomorfismo). Transformagoes lineares que atuem no espaco 34 dos
espinores de Dirac obviamente manterao tal simetria.

Uma série de corolarios conecta os espinores descritos na prop.
1 as funcdes de onda de Teitler:

3. Corolario - A aplicacdo o : (C4(HU):——+C4(IRD leva
a um espaco de matrizes antissimétricas com dimensao 5.

Prova - A aplicagao acima mostra que 0 espago C4(IR)+
tem dimensao 10; na construgao da prop.12.7 excluimos os escala
res da algebra - que tem dimens3o 1. Obviamente o espaco c4(m)_
tera dimensao 5.

4. Corolario - O espago(:)IIC4(m)+ dos objetos com tra
¢o nulo e isomorfo ao espago () 1S, onde o numero de fatores no
segundo produto n=2m, sendo m o do primeiro produto.

Prova ~ A aplicagdo o' =(x)o, onde o produto tem m fa-
tores, @ um isomorfismo. A condicao de traco nulo se faz neces-

saria para eliminarmos a invariancia (segundo Lorentz) de uﬁ .

5. Corolario - O espago S ()( O mCy(R),) e disomorfo
a0 espago C) S, onde o numero de fatores m neste ultimo produ
toem=2n -1, sendo n o numero de fatores no primeiro produ-
to.

Prova - A aplicagao o' onde o produto trivial tem m fa
tores, e um isomorfismo.
A prova da irreducibilidade pode tambem ser feita diretamente pa
ra o produto descrito no corolario 4, a partir da irreducibili-
dade do objeto descrito face ao grupo ortogonal contido no gru-
po de Lorentz.

6. Corolario - Objetos pertencentes aos espacos descri

tos nas props.4 e 5 sao, respectivamente, em termos de uma de-
terminada base de v's,
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u _ k:{an u H O Vv O o af v AE

2m k=0 UVD-"[GB][YG]“.[Ag] Y)Y Y. Y ()Y Oy

u =k=22m 4 a lJo v @ 0] of @ Y6 AE Ga
Zm+l o, 24 Tuve faB] [¥8]...[rE] YO YU oY YO

k denotando o numerc de pares de Tndices antissiméetricos, e Oaseﬂ
do uma base no espaco de espinores.

Para podermos conectar spin e irreducibilidade, faz-se necessario
um teorema de decomposigao do produto tensorial, que sera calcado
na formula de Clebsch-Gordan:

7. Corolario - Seja T uma representac¢do irredutivel do

grupo de Lorentz, isomorfa a um produto tensorial simetrizado de
espagcos de espinores com m fatores, e seja T' uma representagao &
sociada a um produte comwm’ fatores. Ent3o o produto direto TGT'

- +m - . -
se decompge: T®T' = C{ £ Ty» onde o Tndice denota o niimero
=m'-m

de fatores envolvidos no produto correspondente. E o spin associa
do a T, & k/2.

Prova - Basta considerar a decomposigdao a Clebsch-Gordon
do subgrupo ortogonal contido no grupo de Lorentz.

8. Corolario - No cor.6, u, tem spin k/2.

Com isto, concluimos a construgao dos objetos ir
redutiveis ante o grupo de Lorentz, e ao mesmo tempo mostramos a
equivalencia entre a teoria de Bargmann-Wigner e a teoria de
Teitler, no que se refere as fungoes de onda - assimiladas aqui a
espinores construidos sobre os reais numa algebra de Clifford. A
teoria foi desenvolvida para objetos sobre escalares reais. Obje-
tos complexos também estao associados a produtos simétricos de es
pinores, embora atraves da adjungao de Dirac eles mudem de sinal.
No entanto, devemos notar que dado um objeto u ¢ C4(¢), ag{u) =
= (Re u), + i(Im u)_, onde a(u) denota a parte simetrica da apli
cagac ¢. Este resultado se estende facilmente para os produtos das
algebras de Dirac sobre os complexos e para os espagos de espino-
res. 0 inconveniente da mistura de duas componentes irredutiveis
de classes diferentes para constituir o mesmo objeto pode ser su-
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perado se construirmos, a partir de C4(IR), a algebra "complexi
ficada" C,(IR) + zC, (R), onde 22 = -1, z comuta com todos os ele
mentos de C,(R), 2~ = z e z¥ = -z. A 3lgebra assim construida &
uma algebra real, embora semi-simples, e em especial, & facil
ver que (u+)" = u,, 0 que evita o problema surgido com a mistu-
ra de componentes irredutiveis diferentes - resultado da sim-
ples complexificagao. Deve-se notar que, se u for um objeto ir-
redutivel, tanto sobre C4(E) quanto sobre C4(R) + zC4(IRLsp(u+m
e ainda um escalar positivo-definido, de modo que as interpreta
goes usuais da teoria se mantem. Também & importante notar-se os
isomorfismos bem conhecidos C4(E) = C4(R) + 20, (R) = Cc(IR), on-
de a algebra com 5 geradores, neste Ultimo caso, & sobre uma
forma quadratica de assinatura +3.

De qualquer maneira, deve-se notar que a com-
plexificagao - mantendo-se ou nao a 'realidade' da algebra - faz
com que 0s objetos irredutiveis se decomponham nas componentes
dos numeros complexos. Se a equacao de ondas (conforme a vere-
mos abaixo) for um operador real, esta decomposigao se mantem
sem problemas.

14, A EQUAGCAO DE TEITLER

"0 my America, my new found land”
{John Donne, Elegy 19, "To his Mistress
going to bed

"Verweile doch, du bist so schdn"
(J.W.v. Goethe, Faust, II, 59 ato)

Qual a equagao de movimento que deve ser impos
ta para construirmos a dinamica dos objetos irredutiveis encon-
trados na secao anterior? A solugao classica (72) & tomar-se co
mo modelo a equacao de Dirac. Mesmo quando nao e esta a equagao
postulada (73), sabe-se que os resultados obtidos sao equivalen
tes aos que se tem com o emprego do operador de Dirac. No entan
to, pouco mais que a simples analogia (e no uso da locugao moda
lizadora queremos crer esteja uma segura intuicao daqueles auto
res) tem sido justificativa para a generalizagao da equagao de
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Dirac ate os spins superiores (por exemplo, como & visto em
Bargmann e Wigner (74)). Sera assim tao fortuito e casual o em-
prego daguela equagao? Ou sera que a poderemos conectar a estru
tura aqui desenvolvida?

Nos resultados que se seguem procuraremos in-
vestigar a forma possivel de uma equacdo de movimento que seja
consistente com a estrutura dos objetos irredutiveis ante o gru
po de Lorentz. Ou seja, o que se pretende € que a irreducibili-
dade dos objetos em causa seja, de alguma forma, preservada na
equacao que sobre eles age. Da seguinte maneira: pelo corolario
13.6, todo objeto irredutivel! segqundo Lorentz @ um polinomio
sobre produtos diretos de gamas, e onde os Tndices das componen
tes sao indices tensoriais referidos ao espaco-tempo. Na equa-
cao de movimento deve haver alguma interdependéncia entre as com
ponentes daquela expansao polinomial, de tal maneira que a trans
formacao de Lorentz de uma componente obrigue, pela intercone-
xao entre as diversas componentes, a transformacao do resto.Ou,
equivalentemente, as equagoes escalares de movimento das diver
sas componentes devem ser - todas elas ~ interdependentes.

Esta exigencia impora o operador de Dirac como
operador diferencial na equagcaoc de movimento dos Uy Com maior
rigor:

1. Proposigio - Seja u e Cy(H), o(u) ecfcy (d).  seja
O(u) = 0 a equagao de movimento de u, atendendo as seguintes

condigoes:

(i) © e linear
(ii) Seja a decomposicao de uy = Uy + Uy, onde u, sao com
binagoes lineares de y“ e de y“u, respectivamente
para i = 1 ou 2. Entao @ = -§ + d + k, sendo § um
operador que mapeia & : Ug =3 Uy, d um operador a
determinar e k um escalar.
(iii) u # 0

Entao © = V+k, o operador de Dirac.

Prova - A notacao ja faz obvio o teorema. Expandindo-
se o operador O em parcelas lineares, deve este conter um multi
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plo do operador identidade (para que possamos igualar 6u2=ku]),
alem de pelo menos um operador que faca a aplicagiao dos biveto-
res sobre os vetores, e um termo arbitrario. Em sTmbolos, e de-
compondo-se a equacao nas componentes tensoriais,

(=6 + d + k)(uy + u,) = 0, ou
6”2 = kul, GUI = 0,
du] + du2 = -ku2

F agora facil ver-se que o operador & deve incluir uma espécie
de produto contraido, ou produto escalar. Vamos escreve-lo, nu-
ma base y*, § = puYu' onde o . significa: do produto de Clifford
su devemos tomar apenas as contracoes. 0 operador d, pela equa-
cao onde este aparece, deve ser tomado como uma aplicacao
d : up—> u,(para nao se identificar a k). Poderiamos escreve -

lo, entao, a = p Y* A, onde no produto A indicado tomamos ape-
nas as partes nao contraidas. Da equacao que envolve d, podere
mos concluir: du] = -ku,; dduy = -kdu, = 0. Logo, d e a deriva-
da exterior, e p& = ap. Da equacao que envolve &, tomemos 6u2 =
= ku]; 55u2 = kGu] = 0; donde ser & (a menos de um fator esca-
lar) a divergencia na algebra exterior suporte da algebra Qﬁg)

Notemos agora que (d ¥ 6) Q(au) 0 sinal &

arbitrario, e trivialmente d-§ = V = auyp, o operador diferenci

al de Dirac.

A escolha do operador de Dirac nao &, entao,for

tuita. A proposicdo acima vale ainda se partirmos da aplicacao

d : uy—>u,, bem como se tomarmos a parte antissimétrica da al
gebra C4; a prova, nestes casos, € identica a acima, com modifi

cacoes Oobvias.
Uma consequencia interessante e:

2. Proposicdo - 0 operador © induz sequencias exatas

em C4(§)+ e em Cy(J).

0— ¢, (3) % ¢, 3), Lc (3)—_9 0

0—>C (3)__,_.,04(;) Cq(¥)
0— ¢, (F) L ¢y 3) o 04(3):--—>0
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0—> €y (F) ¢, (3) 20, () — 0

Como estender estes resultados para casos ge-
rais? A tecnica € a mesma, embora devamos ter um pegqueno cuida-
do, referente a simetrizacao dos polinomios irredutiveis descri
tos no corolario 13.6

3. Proposigao - Sejaue @I Ca(F),s ou
uesSQO( O Ch(3),). Seja ©(u) = 0 a equagdo de movimento de
u, atendendo as condigdes:

(i) © e linear.
(ii) Seja a expansao polinomial u = Lu,, onde pelo Tndi
ce designamos o numero de fatores y"' na expansao
do cor.13.6. © = -8 + d + k, onde & : Upy—— U, _y-
(iii) u # 0.
Entao d-6 € uma representacdo do operador de Dirac, e d & a de-
rivada exterior agindo na algebra exterior suporte de cada um
dos fatores do produto tensorial simetrizado.

Prova - Semelhante a prova da prop.13.1. Notemos que d
e § sao operadores parciais, i.e., que agem apenas sobre um fa-

tor no produto tensorial.

4. Corolario - Notemos S os espacos simetrizados des-

critos no enunciado da proposigao acima. Entdo a sequencia abai
xo e exata, sendo V = (-8

0—s S5 s Yy 5 —50

Sejam Sk tais que todo U, € Sk’ na expansao u = Euk definida a-
cima. Ent3o as longas sequencias
8 [ 8

d
"o —3 Sk_l-'l-—-) Sk-—-—) Sk_-l —

d S d S d S d
. —> k_-l-——) k‘“‘") k_'_'l'_)-..

sao exatas.
Falta obtermos uma expressao mais facilmente
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manipulavel para as funcoes de onda de Teitler, e com elas cal~-
cularmos expressoes tensoriais para as componentes das equacOes
de movimento. Isto se consegue com um resultado simples (75):

5. Proposicdo - Escrevamos e¥ = y" @ 1 @1 ® ... ® 1 (s
fatores no produto). A equacao {V + m)¥ = 0, onde V = e”au, m =
= moc/ﬁ, e

k=5 _
=k-_};o(i) (v/2f (-m)® k\yuv---l[asl cel.. [pc]Yu@ Yo-ove o .. or™

descreve o movimento de uma particula livre com spin inteiro s
e implica as equagoes de Fierz para spin inteiro, se impusermos
também a condigdo sp ¥ = 0,

Para a prova veja-se a ref. (75), bem como para as equagoes im-
plicadas.

6. Proposicao - Escrevamos o operador V definido na prop.
acima com s+1 fatores no produto tensorial. Seja ea, a=0,... 3,
uma base no espaco de espinores de Dirac S. Entao a equagao
(V+m)¥Y = 0, com

ks s-k A R .8
§ QORI T, e e Lo PO Y0 - Yo P v o v v

descreve o movimento de uma particula livre de spin semi-intei
ro s+1/2 e implica as equagoes de Rarita-Schwinger, se incluir-
mos a condig3do de irreducibilidade sp ¥ = 0, alem de um sistema
semelhante ao sistema de Fierz para todos os indices tensoriais
de Y.

Prova - Veja-se a ref. (75).

Podemos fazer aqui alguns comentarios. Primeiro,
surge agora bem claro o motivo da importancia das algebras de
Clifford (e em especial da algebra de Dirac) para a teoria das
particulas com spin: n3o so €& natural seu emprego na construgao
das representacoes irredutiveis de tipo espinorial para o grupo
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de Lorentz como tambem o proprio operador diferencial de Dirac
surge do estudo destas representacoes como o mais simples aco-
plamento possivel entre as diversas componentes das funcoes de
onda que descrevem aquelas particulas. Depois: no caso da teo-
ria das partYculas de spin inteiro, & possivel a sua descriczo
com a ajuda da algebra exterior, sendo supérfluo o produto de
Clifford se utilizarmos o operador divergencia 8. Para tanto
basta construir o isomorfismo canonico entre algebras de Clifford
e algebras exteriores (o que & surpreendente nisto & que o cara
ter de certos objetos comumente empregados na Fisica pode mudar
de maneira decisiva - mais adiante {(subsecdao 17.4) mostraremos
que o tensor de Riemann-Christoffel & uma forma diferencial de
4% ordem sobre certa variedade construida a partir do espaco-
tempo da Relatividade Geral). Esta formulacao algebrica da teo-
ria dos spins superiores se mostra particularmente clara, e pas
sivel de se encaixar em modelos canonicos; a enfase dada na cons
trucao de sequencias exatas com as funcoes de onda de Teitler
tem o objetivo de ressaltar ao maximo tal "naturalidade" da teo
ria. £ como um quebra-cabecas onde, se o montamos, nada & deixa
do ao arbitrio. Nem a equacao de ondas, nem a funcao de onda,
nem mesmo as relacoes entre as componentes desta.
E importante,agora, enfatizar:

7. Proposicao - Cada equagao de Bargmann-Wigner & equi-

valente a uma das equagoes de Teitler (nas props. 5 e 6),

Prova - A permutacao dos indices na funcao de onda de
Bargmann-Wigner mostra que todas as equacoes de cada sistema
sao equivalentes. 0 uso das props. 13.4 e 13.5 faz equivaler as
funcoes de onda de Teitler ds de Bargmann-Wigner; na passagem
a equacao ha que se tomar cuidado com os operadores de BW, que
tem ordem duas vezes maior que os de Teitler. 0 caso do spin 1
esclarece: o operador de BW & ((y" O])au + m); construindo-se a
equacao correspondente,

A B A B
(2, ) (Y" 07 ©Q0%) = -my, . 0" Q0.

Pela associatividade, e como yV age em apenas um indice espino-
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rial, esta equa¢ao equivale a

-m ¥ v, e C,(3)

H

o

ou seja, equagcao de Teitler correspondente, 0s casos com spin

superior a 1 sao identicos.

=}

Tratemos agora do caso das particulas de massa
hula. Este e um caso degenerado, desde que o emprego das props.
5 e 6 mostra, no limite m - 0, o crescimento da componente Ws
face as outras. A passagem ao limite, no entanto, permite que
se preserve todo o entrelace de componentes, mantendo-se umas
os potenciais das outras; as condicoes de tipo Lorentz (equa-
coes dwk = 0, ou tensorialmente, auwu... = 0), deixam no entan
to de ser implicadas pelas outras equacoes do sistema, bem como
as relagoes que definem os potenciais Wk+1 = dwk. Ambas, no en-
tanto, podem ser obtidas supondo-se ainda o acoplamento das di-
versas componentes e admitindo-se que cada fungao fechada & exa

ta. Um corolario que resume isto e:

8. Corolario - Seja T o espaco das funcoes de onda irre

dutiveis associadas a um spin inteiro s, e seja S um espago de
espinores. Tomemos (i) Ye T e (ii) ¥e¢ SET. Nos dois casos
temos uma expansao ¥ = I¥, . Entdo a equagao V¥, = 0 descreve no
caso (i), para um operador de Dirac V com k fatores, agindo ape
nas sobre os indices duplos, o movimento de uma particula livre
com spin inteiro k maximo. Para (ii), a mesma equagao, com k+]
fatores no operador de Dirac, descreve o movimento de uma parti
cula de massa nula com spin maximo semi-inteiro k+1/2.

Prova - As equagoes sao, no primeiro caso, em notacao
tensorial,

an[uUl[pU]...[ﬂB] =0

auw[aB][po]...[dsj * asw[ua][poj...fﬁﬁj * aaw[ﬁu][poj...fﬁilso’

e no segundo caso,

au‘*’[uv] . [ep]A = 0
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auw[vp]...[aB]A * apw[uv]...]aB]A * avw[pu]...[aB]A =0,

A uma base em S,

(Yuaa ) W[uv]...[aB]A OA =0, 0
(acrescentando-se mais uma equagao, de tipo Dirac, o que vai ga
rantir o spin semi-inteiro). Este resultado, pelo qual se ve
que 0s potenciais de uma particula com spin s ou s+1/2 descre-
vem particulas de massa nula e com spin (correspondentemente in
teiro ou semi-inteiro) inferior, e analogo a um de Roger Penrose
(76), embora neste ultimo caso as diferencas entre os spins de
um potencial para o imediatamente inferior sejam de 1/2 unidade
de momento angular, e nao de uma unidade, como aqui em nossa
funcdao de onda.

Completamos a presente secao com um interessante
corolario. Restrinjamos a G(ou a G') o grupo dos elementos da
algebra de Dirac tais que wu ¢ F . O0s u tornam-se redutiveis,
e

9. Coroldrio - Seja uma funcao de onda Y como as descri
tas no cor. 14.8. Definamos uma aplicagao 8 : ¥, - ¥, _, induzi-

da por um operador linear O tal que ©(¥) = 0. Entao a transfor-
magao oy ¢ ¥Ypoq > (¥ _4) induz uma transformagao global
P ¥y - pu(W) para u g G (ou G').

Quer dizer, se a equacao de movimento e de tipo

u

Dirac, se rodarmos a Lorentz um potencial, necessariamente roda
remos todos. 0 que & uma certa condicgo de irreducibilidade, e
equivalente a postulada na prop. 12.8.

15. ESPINORES DE DIRAC E ESPINORES DE PAULI

No contexto da teoria exposta ateé aqui,vamos re-
ver 0s resultados classicos da teoria dos espinores a duas e a
quatro componentes. As idéias basicas estdo expostas em Corson
e Chevalley (77). Aplicaremos aqui a prop. 10.13, a def. 10.14 e
o cor. 10.15 ao grupo de Lorentz.

1. Proposicao - Toda representagao do grupo proprio de
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Lorentz no espaco dos espinores de Dirac se decompdoe numa soma
p{u) = A ® &, onde u ¢ Gé : p denota uma representagao fiel e
irredutivel de 64(9 ) e a barra indica a conjugagdo complexa. A
e § sao matrizes 2 x 2, sendo representagoes inequivalentes do
grupo proprio de Lorentz.

Prova - Aplicacdo direta da prop. 10.13. Para a ultima

observacao, note-se que nao ha automorfismo interno de uma alge
bra de matrizes que leve ao conjugado complexo.
Para a distincao entre espinores pontuados e nao-pontuados, ve-
ja-se a def. 10.14. O proximo tdpico importante @ a introducao
da "meétrica espinorial". Isto e feito da seguinte maneira: com
ajuda da representacdo p, definamos uma transposic3ao T na alge-
bra de Dirac, atraves de Wl = p'T(p(u))T. Dado um conjunto  de
geradores para C4(9 ), ortonormalizado pela metrica de assinaty
ra +2, o conjunto (Y”)T e também gerador da algebra. Ent3do haum
objeto C pertencente a algebra tal que (Y“)T = ¢ y" C'1, pelo
teorema de Pauli (prop. 9.21). Ou seja, (Y“)TC = Cy". Se tomar-
mos um elemento x ¢ GMN iQE, unimodular, & facil ver que xTCx =
= C. Ou seja, para elementos u TO, 0o grupo especial de Clifford
reduzido, uT Cu=~C. Donde admitir C uma decomposigao, conse-
A(u) ®A(u), C = e@®cec., Calculan
do-se C na representacao dada na prop. 13.2, teremos

quencia da decomposigao de u

Ou seja, a métrica espinorial antissimetrica usual.

Concluimos aqui o estudo da teoria das represen
tacoes do grupo de Lorentz que conduz as equagoes de Teitler.
Nas secoes deste trabalho que se seguem estudamos alguns casos
particulares de interesse, as equagoes de spin 0 e spin T, inte
ragindo com os campos gravitacional e eletromagnético, e a equa
cao de spin 2 para o caso da massa nula - que, veremos, & equi-
valente ap sistema gravitacional de Einstein,.
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16. A LAGRANGEANA DE TEITLER

A Lagrangeana de Teitler 2 obviamente aquela de
Dirac. No entanto seria conveniente situa-la num contexto mais
amplo, isto e, obte-la através de restricées e simplificacoes
impostas a uma Lagrangeana genérica (*). Como as equacoes de
Teitler sao equacCces matriciais, ou seja, equacoes construidas
sobre objetos nao triviais de uma algebra de Clifford, & conve-
niente supormos a priori que a densidade lLagrangeana & forma
da de matrizes. Mais precisamente, [ : C—> C, onde C & uma al
gebra de Clifford generica. A Lagrangeana de Teitler sera obti-
da desta Lagrangeana generica por meio de uma linearizacao.

0 caminho € o seguinte: seja M um espago - tempo,
i.e., uma variedade diferenciivel de classe C , Hausdorff e do-
tada de uma métrica g de assinatura +2 de classe ¢” em toda a
variedade. Formemos seu fibrado exterior A(M), e para cada aber
to UC M ao qual estiver associada uma coordenacao da varieda-
de, construamos a algebra de Clifford C4 isomorfa, enquanto es-
page vetorial, a restricdo A(M)iu. Sendo d e § a derivada exte-
rior e a divergencia em A(M), o operador diferencial de Dirac
v=ad-2§. Escolhido um sistema de coordenadas ortogonais em U,
V = “a , onde os y" anticomutam segundo a condicao classica

,Y ] “v. Notemos que a extensao destes y” para toda a
var1edade M pode causar problemas, desde que esta extensaoc & e-
quivalente a construgao de um sistema de 4 vetores linearmente
independentes sobre toda a variedade (78).

Ao produto cartesiano XM estao associados os pro
dutos tensoriais (0 A(M) e (¥ Cq. Nestes produtos, um objeto
ue & C4 esta naturalmente parametrizado pelas coordenadas XW
U1<: M, para todo i. As funcoes de onda Y serao objetos perten-
centes a (X Cys definindo-se a adjungao - no produto (¥ Ca(por
inducdo a partir de (Uu®v) = (U )® (v)), formemos o conjun~-
to dos Y ¥, ¥Ye® Cy

(*) A presente exposicao surgiu de uma conversa com o Prof. Ser
gio Murilo Abrahao, a respeito da class1f1cagao de lagran-
geanas lineares; as suas observacoes e criticas muito devo
e agradeco.
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Seja agora ' um campo vetorial definido em U; pela identifica-
¢ao i_ : E(U)— C4 construamo-lo em Cq- Formemos os objetos
A¥, onded = 1T @1®... 0N ®1 ... ®1, e os produtos

(AY¥Y ¥, ¥ (IY¥), (J¥) 0 ¥. A Lagrangeana de Teitler &

L=(3 )5 v+ ’E(w:& Y- (5¥)7Y) + myTy (1)

acrescida da condicaod 2
quacao de movimento, (V2
derivadas de (1) sao:

v2, que pode ser també&m imposta a e-
m*)¥ = 0, As equagdbes de movimento

“DW 4 BY + ¥ = 0 (2)
-(A2Y) + (F¥) - m¥ =0 (3)

e e facil ver que, acrescentando-se a condigao 1imposta acima
(condigao de Klein-Gordon), o termo de 2% ordem desaparece, res
tando apenas o de 12 ordem. A Lagrangeana (1) pode ser obtida
com um raciocinio mais geral: Seja C uma algebra associativa.Pa
ra um espa¢o tempo M, definamos aplicagoes ¥ : U— C, Uc M.
Estas aplicagoes constituem um i}-mﬁdu]o que, para x £ ¥ fixo,
e isomorfo a C. Construamos uma sua representacao matricial, e
definamos a adjuncao —_a partir desta representacao {(com a con-
digao de que (¥¢) = e1@®"w'); esta adjun¢do teria associada uma
forma bilinear (79). Para um campo vetorial &' definido em u,
construamos B e C, através da identificagao de E(U) com um sub-
espago vetorial E' C C. Formemos os objetos ¥ ¥,(& ¥) ¥, ¥°& ¥,
(5 ¥) & ¥, ao seu conjunto denominemos C'. Uma Lagrangeana
L+ C'— C & parametrizada por U; linearizando-a (80), obte-
mos

L= L +(0y7) A8 8)+(D) ) B(AE) ¥ (D)) A(E (88))+(,,) AL(64)8)  (4)

onde as derivadas D, tem obvia definigao.

Impomos que todas as derivadas sejam nao singulares. Aos acrés-
cimos AY Y = eV ¥, ¢ > 0, e similar, imponhamos que ¥ = ¥ = 0,
no ponto-base da expansdo de Taylor. Em consequencia, AYY =
= ¢2Y"Yy, Da nao-sinqularidade das derivadas obtem-se
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L = Lo + e (VE Y+ (A ¥)TE, v+ VE LI+ (2 ¥)TE,, B ¥)

(5)
Lagrangeana esta que implicara
“A(Epy X Y¥) + E o ¥ = J Eyq¥ + Eqq¥ = 0 (6)
- (A (B3 )]7 + (E1,8Y)7 - (B E,¥)” + (E4¥)7 =0, (7)

como equacoes de movimento. Escrevendo-se .J = g“au, e multipli-

1

cando-se a equagao acima por m(E]])_ , obtemos

FHY 0, 8, ¥+ r“auw + my (8)

n
o

onde TH = mE;} (Eqp EF - EVEpq) e Y = -mE;} e"E,, £, A condi

cao de Klein-Gordon, {(V?® - m)¥ = 0, conduzira a equagido, i.e.,a
equagao de Teitler.

Em resumo: linearizando-se uma Lagrangeana fun-
cao de produtos de ¥, seu adjunto e suas "derivadas" V¥,(4¥) ,
obtemos a Lagrangeana (1), que & a de Dirac acrescida de um ter
mo quadratico nas derivadas. A condicdo que impora uma estrutu-
ra de Clifford @ algebra onde construimos esta lLagrangeana e a
equagao de Klein-Gordon, ou, em essencia, a forma quadratica ba
se a Relatividade Restrita. De modo que: uma Lagrangeana linear
construida sobre uma algebra associativa, e acrescida de uma
condi¢ao de compatibilidade com a Relatividade Restrita implica
ra as equacoes de Teitler. Desta maneira se responde a conjec-
tura formulada na nota ao pe da pagina 55.

A Lagrangeana de interacdo pode tambem ser dedu-
zida pela mesma tecnica, se admitirmos como meios de realizar
a interacao o acoplamento minimo e a corrente. No  acoplamento
minimo substituimos a derivada au por uma derivada covariante[%
convenientemente construida (81) a introdugao da corrente se
faz acrescentando-se a linearizagao de dada pela eq.(4) ter-
mos de interagao do tipo I'¥ e ¥ I. Normalmente & preciso conju
gar os dois tipos de interacao, para evitar que o entrelace das
equacoes tensoriais implicadas pela equac¢ao de Teitler de ori-
gem a vinculos reduzindo o spin {82) do campo. A Lagrangeana de



58

Teitler com interacao sera:
,,C= k(oif vy A Y 4+ l(q:‘aiw - (BYYY) + m¥Y - (ITY + ¥TI) (9)
2

E as correspondentes equacoes de movimento,

(MY D, D, + r# D, + m¥ =1 (1D)
e sua conjugada (na notacao Du indicamos a possivel dependencia
da derivada por uma derivada covariante). As equacces de Teitler
sao representagdes irredutiveis das eqs.(8) e (10), geradas pe-
las representacgdes finitas da anticomutacao [Y“,Yv]+ = 2¢"*V por
meio de produtos diretos da algebra de Dirac Cy-

No caso das particulas com massa nula, a deriva
da Dy, e singular. A interpretagao deste fato & obscura, alem da
obvia conclusao da estacionariedade de L em relacdo a ¥ V. E
possivel que melhor o compreendamos se se fizer uma classifica-
¢ao de Lagrangeanas do tipoaﬁ : C—>» C, C uma algebra associati
va, em relacao as suas singularidades. S3ao notdrias as dificul-
dades deste trabalho, que se deixa aqui em aberto.

17. ESTUDO DE ALGUNS CASOS PARTICULARES: AS EQUACDES DE TEITLER
PARA PARTTCULAS COM SPIN 0, 1, E 2, COM E SEM INTERACAO

s / <
olic &ush BV T Noyow &kovowg SpOAOYEV
\ ,
OCKFAJ &V BV TEVTY v,

Heraclito, Diels-Kranz fr. 22 B 50.

Embora seja provavelmente impossivel dizermos on
de se encontra a beleza de alguma coisa, ou o que & esta bele
za, sem duvida o maior fascinio que poderemos encontrar no for-
malismo de Teitler & a sua forca unificadora, e ac mesmo tempo
o grande alcance de suas diversas interpretacoes. Na presente
secao estudaremos o formalismo de Teitler aplicado ao campo es-
calar, ao campo vetorial e ao campo associado a um tensor com
as simetrias do tensor de Riemann-Christoffel. Jogando com a
possibilidade de se introduzir interagoes, obteremos na lingua-
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gem de Teitler as equacoes do campo maxwelliano (que ja sao bem
conhecidas (83)) e as do campo gravitacional (nao tanto assim
(84)). Estudaremos também algumas consequencias de interesse da
teoria de Teitler; em especial, sua conexao a topologia do espa
co-tempo.

1. A Equagao de Teitler com Interacao

A partir da eq.(16.10), e com a ajuda da eq.(16.
8) acrescida da condicao de Klein-Gordon, verifica-se que, se a
estrutura algébrica desta ultima deve ser mantida, ™" deve ser
um objeto antissimetrico nos indices uv, desde que o produto
3 a e comutativo, o que nao ocorrera com D D . Por outro lado,
embora possamos tomar ™V como o produto exter10r de dois veto-
res quaisquer pertencentes a um sistema linearmente independen-
te, X(U) TV o

= kF”v, k uma constante. Estudaremos o0s casos em que k=0 e k#0,

, nao havera perda de generalidade se impusermos
de modo geral, a nao ser que uma das duas solugdes leve natural

mente a equagoes reconheciveis. A equacao que empregaremos se-
ra, portanto,

UV fy r# Y = 1
(kT [U,Dv]_ + D, + m) I (1)
uma generalizagao das eqs.(1.1) e (2.1).

2. Spins 0 e 1: Interacao com o Campo Fletromagnético

Na eq.(1) tomaremos aqui ¥ = -md + @uyu; ¥y =

s -mo M+ Lo MV e ¥
H 2

v = v". Nestas condicoes, & facil ver

que, no caso k=0, a eq.(1) implica:

Du = au - 1Au, (1)
o - ] =

D ¢a m<d = 0, (2)
¢a = Da¢, (3)

D, % = Dyt = iF,2, (4)
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para o campo escalar com massa, Y. Neste caso, a corrente - que
se introduz para manter a mesma interdependencia do sistema es-
calar derivado da eq.(2.1) - sera

oy, F =3 A - 3 A (5)

I' = §F
0 au au oy U o

(a necessidade da corrente & obvia, desde que DuDv# DvDu)' Para
o campo de Proca, ainda no caso k=0, a eq.{1) conduz a

D23 = (1/2m2)Fa8®a8 (6)
Da@as = mZQB, (7)
@ua = Du®u - Da¢u, {8)
DUQaB + DGQUB + DBQau = QuFaB + QaFuB + QBFau’ (9)

onde a corrente sera

I} = (1/2m)F*Pe

g3 0, Fug) y [voe] (10)

com o termo de terceira ordem antissimetrizado. 0 caso k#0 e
mais complexo, embora bastante mais interessante. Em primeiro
lugar, & facil ver que o termo quadratico nas derivadas reduz-
se, através de uma escolha apropriada de k, a kFUUYUU, onde Fuv
e o campo eletromagnético. Olhando-se as correntes (5) e (10),
pensamos em acrescentar o termo de interacao

- u o Byy HO Hva
o = a1 F x% + (qp0F q3D[u(FéF® DY+ q4F[uv®a]Y

(11)
para o0 caso do spin 0O, e

_ uo Ha B.a
Iy = qy@ Fua + qu[u(Qa]F } + q3FaB® Yo+

o Bu D; o°F Hab
+ (Q4F[E¢u81 * QSD[B(FU]Qa))Y * (qGQ[UFaB] Y (W a pB])Y ¥

* q8F[uo¢v0]Y[uvaJ | (2
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para o caso do spin 1, sendo os coeficientes constantes a serem
determinados de maneira a que o sistema seja equivalente, na in
dependencia das equagoes diferenciais, aos correspondentes sis-
temas sem interagao. Notemos que as correntes utilizadas fazem
interagir todos oS campos em causa, atraves de formas de todas
as ordens possiveis - ou seja, através de interacoes "escala-
res", "pseudo-vetoriais" e "vetoriais".
0 caso do spin 0 tera por equacoes

na¢“ - m%¢ = 0, (13)
- K+Q1, .1
@a = Da¢ + - )& Fuu (14)
_ s k B8
DO:(I)B DB(I)(X = (ik + qZ)(I)FaB + (-r;l + q3)(D[0£(FB]].!(I) )) (15)

onde os coeficientes 9y = ik(1-1/m), 9, = i(]-k),q3=ik(]-]/m),
qq = 1.
Para o caso do campo de Proca,

D% o = m*& + (ik + q5)F, 0%, | (16)
S = Doy = Dgoy * (%ﬁ + ) (Fhe o - Fho ), (17)
DEUQGBJ = (ik + q6)(¢[uFaB]) + q7D[u(F3¢ps] - Fgépa]) | (18)
DB¢B - (%f " q])FaB¢aB " qZDB(FBa¢a) (19)
F fuv®o0] * O (20)

onde, com as escolhas q, = (i/2m?)(1-2km), q, = -ik, gu=i(1-k),
qq = ik/2nm, qg = 0, 9g = i(1-k), q; = ik/2m, 9g = ik, 0 sistema
acima se reduz as equagoes

(o4 _ 2 : o

D Q)GB = @B + 1kFBa<I> , (21)
- - ikipke - pH

%p = Dglg = Dgdy + 2m(l-'m@uB Fho ) (22)
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- ik P _ P
D[UQGB] = 1F[ua¢B] + o D[U(Faq)pB] FBq)pa_])’ (23)

By - _1 0B - ienB o
D @B = o= F o8 ikD (FBG¢ jR (24}

que foram recentemente obtidas por Durand (85) num formalismo
proximo ao desenvolvido nesta subsec¢do (embora nac totalmente e
quivalente a ele). 0 sistema formado pelas eqs.(21) a (24) gene
raliza sistemas propostos por Corben e Schwinger (86) e Young e
Bludman (87) para a descricac de particulas com spin 1 em inte-
racao com o campo eletromagnetico.

Embora a eq.(16.10) haja sido obtida com um mini
mo de suposicoes arbitrarias, € visivel que a interacao eletro-
magnética nao se adapta muito bem ao formalismo de Teitler; as
sequencias exatas que definirao o operador diferencial de Dirac
para as equacoes de Teitler desaparecem devido a nao comutativi
dade da derivada covariante associada ao campo eletromagnetico.
Em consequencia, faz-se necessario acrescentar o termo ~ sempre
ad-hoc - de interacao, onde a escolha dos coeficientes nos con-
duzira a um sistema de equagoes conhecido. Apesar disso, ainda
se encontram nos sistemas das eqgs.(13) a (15) e (21) a (24) re-
gularidades suficientes para supormos a existencia de uma formu
lacao algebrica compacta, do tipo da existente para as equacgoes
sem interacao.

F necessario fazermos aqui duas observacoes fi-
nais: primeiro, Velo e Zwanziger (88) mostraram que ha solugoes
que se propagam fora do cone de luz, para sistemas como os estu
dados acima. Tem havido bastante discussao a respeito desta des
coberta embora seus autores a comparem as diversas outras solu-
coes "virtuais" encontraveis na Fisica. Talvez seja mais impor-
tante o fato de que as equacgoes de Teitler para spins 0 e 1 se
tornam inconsistentes quando introduzimos o campo eletromagneti
¢co por meio de uma tecnica de gauge, a maneira de Yang-Mills-
Utiyama (89). A corrente de interacao I pretende, como se dis-
se, restabelecer a interdependencia entre as diversas equacoes
do sistema com interacao que havia no sistema original.

A comparacao com o caso da interacao gravitacio
nal & instrutiva. Porque esta € a interacao natural para o for-
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malismo de Teitler, conforme veremos logo em seguida.

3. Spins 0, 1 e o Campo Gravitacional; A Cohomologia do
Espaco-Tempo

Usaremos aqui o isomorfismo C, = A, onde A & a
algebra exterior isomorfa, enquanto espaco vetorial, a algebra
de Clifford. Por este isomorfismo representamos o operador de
Dirac V = y“au =d - 8, onde d € a derivada exterior atuande em
A, e § a correspondente divergencia. Seja M um espago-tempo do-
tado de uma metrica pseudo-riemanniana de assinatura +2; seja A
(M) o fibrado exterior de M. Para a gradacao A(M) = +1§0A1(M),a
funcao de onda ¥, = -md + o,, onde @ ¢ A% e oy € A1; tambem
¥y = -m 1t % ® 5 s onde GD] e A! e ;;-2 £ AZ. Se indicar-
mos com o circunflexo os operadores diferenciais em (M) associa
dos a afinidade de Christoffel construida com a estrutura pseu-
do-riemanniana de M, &€ facil ver que V - 3, d>de s » 5, e as
equagoes do campo escalar e do campo de Proca podem ser escri-

tas,

80, = -m2¢0, (1)
oy = &@0, (2)
doy = 0, (3)

(o campo escalar), e

8@, = @, (4)
@, = 4@, (6)
8§, =0, (7)

(o campo de Proca). A naturalidade da interagao gravitacional
salta aos olhos; nao s0 as equagoes tensoriais associadas as
eqs. acima sao as costumeiras como tambem nada & mudado na es-
trutura algebrica do sistema de Teitler, desde que d2 = §2 = 0.
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0 resultado mais interessante esta na conexao direta que ha en-
tre esses dois campos e a topologia do espaco-tempo. As egs.(3)
e (5) dizem que ¢, e C} sao cociclos. Chamemos a seus conjun
tos(? J 9, e :} > 9, Ora, alguns destes cociclos serao cobor
dos, 1sto e, possu1rao potenciais continua e diferenciavelmente
construtiveis sobre toda a variedade. Chamemos ao conjunto des-
tesl’) 1€ H 3 Entdo os grupos de cohomologia de de Rham

—3 /ﬁ-l e HZ 32/32 Para o grupo H3 tomemos a eq. (1) no
caso m=0. Para o dual (construido com o operador *) *¢1 (90), a
eq.(1) € equivalente a d*¢, = 0. 0 mesmo raciocinio acima  nos
faz concluir, para cociclos *¢] ej?3 e cobordos pertencentes a
J53, H3 =£;3/J53. Acrescentando-se 0S grupos H e H*, formamos

L
L3 1 - - »
a cohomologia de M, H = ® L H', atraves de campos mesonicos.
i=0
Uma critica pode ser feita a construcgao acima: a
partTcula escalar de massa nula ndo parece existir na realida-

de. Isto, no entanto, nao invalida o raciocinio exposto (91).

4. A Particula de Spin 2 e Massa Nula; 0 Campo Gravita-

cional no Formalismo de Teitler

A teoria do spin 2 desenvolveu-se, a partir dos
trabalhos de Fierz e Pauli (92), atraves da formulacao de equa-
¢oes tensoriais de ondas para a perturbagao h da métrica do cam
po gravitacional; entre os trabalhos nesta linha podemos citar
Tonnelat (93), da Silveira (94) e Ogievetskii e Polubarinov
(95). No entanto, ha cerca de vinte anos, uma nova variavel de
campo foi assumindo papel de importancia na teoria do spin2, um
tensor com a mesma simetria que 0 tensor de Riemann-Christoffel.
Na teoria de Fierz (96) e um objeto derivado, em consequencia
da enfase que aquele autor da a descricao do campo com a ajuda
de potenciaiss; no entanto, conforme bem 0 mostra Lichnerowicz
(gl), este tensor de Riemann-Christoffel linearizado satisfaz a
equacoes de movimento que sem maior esforgo - e com a mesma es-
trutura algebrica - se transpoem para o caso nao-linear, o cam-
po gravitacional. Devemos citar aqui os trabalhos de Szekeres
(98), Penrose (99), entre outros; em especial este Ultimo autor
mostra a equivalencia entre as duas equacoes propostas por
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Lichnerowicz para a descricao do campo gravitacional sem fontes
e as equacoes espinoriais do campo de massa nula e spin 2 inte-
ragindo com o campo gravitacional. Devemos lembrar agqui também
Lord (100), cujos trabalhos muito se aproximam do formalismo a-
baixo, exposto em sua essencia em (101).

Partiremos aqui de dois teoremas a respeito do
tensor de Riemann-Christoffel:

1. Proposicao - Seja M um espaco-tempo dotado de uma me
trica de assinatura +2. Seja A(M) o fibrado exterior de M, e se
ja C4(U), U M, a algebra de Clifford isomorfa a A(U) enquanto
espagos vetor1a1s Va1em entao os isomorfismos A(M x M)

A @ a); AT xom) S ATy @ AT Ca(U x V)
Ch(V) ® Ch(V) = A(U) () A(V), onde o produto circunflexado
de fibrados exteriores & o produto tensorial anticomutativo, e

1]
nr ol

[[X]

o isomorfismo = denota isomorfismo de espacos (modulos) vetoria
is (102). 0 tensor de Riemann-Christoffel R associado a métrica
de M e representado em M x M por uma forma diferencial Qe
e A*(M) ® A%*(M), cuja simetria & a mesma de R; se vy & uma ba
se ortonormal geradora de C,(U), entdo YR 1eyY ® Y4 &
uma base geradora de C (U) )] C4(V), e isomorfa (inclusive no
que se refere a ant1c0mutagao) a base A! vy @ A1(V) que gera
A(U x V),

Prova - Os isomorfismos entre fibrados exteriores e seus
produtos estao em Greub et al.(102); o isomorfismo local entre
o fibrado exterior e algebras de Clifford esta em Crumeyrolle

(103), onde tambem se acha a discussao a respeito das possibili
dades de se estende-lo para toda a variedade. Sobre a represen-
tacao de R por meio de uma forma exterior, basta usar a base
e# =y4'®1, e; =-y5()wﬂ, para identificar-se

1 uv _po po _uv

R = Ruvpo(e“r\ ev) . (ep A ec)u——g Q= Eﬂwpo(e1 e, + ey e, )
(1)

onde e preciso que se veja que, por exemplo, a componente R1234

1

1234 5 (1278 * 23456 (2)

R
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ou seja, as simetrias de R sao preservadas 3 custa de uma mudan
gca nas denominacgoes dos indices de 9. 0 restante & trivial.

0 segundo teorema & devido a Ezra T. Newman (104)
e nos dira, mais adiante, da equivalencia entre as identidades
de Bianchi e as equagoes de spin 2 para campos gravitacionais
sem fontes. Usando uma notacao tensorial, definamos o dual de
um bivetor u[uv]’

R RN V2. [vs]
uLaB] 5 (-9) €agys Y (3)
** = -
“lwg] = "V[e8] (4)
Para o tensor de Riemann-Christoffel,
- _a1/2 apf
*Ruvpc = (1/2)(-qg) SR Ruv (5)

Entao valera a

2. Proposicao - Ruv = 0 se e somente se Ruvpc e dual de

si mesmo.

Prova - A demonstracao completa se acha no trabalho de
Newman (104). Este autor considera 4 vetores, dos quais dois sao
de tipo luz e dois de tipo espago, ortogonais aos primeiros(que
satisfazem u$ = ug =0, (u1lu2)=1). Com estes 4 vetores Newman
constroi 6 bivetores, 2 a 2 duais, cujas somas constituem bases

possiveis para tensores com a simetria de R Impondo a con-

" uvpo”’
digao Ruv = 0, Newman enumera 10 tensores que a satisfazem, to-
dos auto-duais.

Com isto podemos explorar nosso resultado princi

pal, e algumas consequencias:

3. Proposicao - O sistema de Einstein @ equivalente 3s

equacoes
A0 = 1;, ou (6)
B 8

Iy, (7)
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onde a derivadacﬁi = e#Vu, i=1,2, e Vu age, em coordenadas loca

is,

vu(¢w) = (vu¢)w + @(vuw), (8)
vo=3.0, o e F, (9)
vue? = -{u;} ef, i=1,2, (10)

e a corrente I., i=1,2, e dada por

= P LHV, - v _.p
Iy = ZIpuv ey en’s I, = ZIuvp ey’ ey, (11)
S (T =g T.)- (T -Lg 1 ) (12)
Vpo vosp 5 Cvo sp ve3o 9vs ;o
Prova - Calculo direto leva de (6) e (7) a
u -
Voo U vao’ (13)
1 u U -
Roposa * Ruapso * Rusagp = 0o (14)

que & o sistema de Lichnerowicz (105) para o campo gravitacio-

. = ) 1
nal. Fixando-se numa superficie tipo espaco Ruv - — gpvR = Tuv’

o sistema acima serd equivalente as equacoes de Einstein (106).
Um importante resultado de Penrose (107) pode
ser agora obtido:

4. Proposigao - Para espacos de Einstein com constante

cosmoTogica nula, as equagdes da gravitagao sao equivalentes a
equagao espinorial
BA

V' ¥acepr

=0, A, ...=1,2, (15)

por sua vez equivalente a identidade diferencial de Bianchi,eq.
(14).

Prova - Usaremos as eqs.(6) e (7), os resultados da se-
¢ao 15 e a prop.14.7. Desta ultima concluimos que ha uma aplica
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¢3o Q +—>T, onde T & um espinor de Dirac totalmente simetrico e
com 4 indices, (H)abcd f T.bed? a,E,c,d =0,1,2,3. Este espi-
nor possui a decomposigao (vide secao 15) I = ¥ @ ¢; decompondo
o operador diferencial de (6) ou (7), chegamos as egqs.

uAB _ AB )

87" V. ¥gepp = Y ¥gepp = 0> (16)

3"AB g 6., = vAB 5. .. =0, (17)
Y BCDE BCDE
que sao equivalentes, pois devido ao teorema de Newman (prop.3)
a identidade de Bianchi & equivalente 3a condigao diferencial
u - : -
R\)pc;u = 0. Em especial ¥ = ¢,

Este resultado se generaliza para spins integra-
is e semi-integrais quaisquer, de massa de repousc nula e inte-

ragindo com o campo gravitacional (108).

18. CONCLUSAQ

"Lasst's mich allein, die Leut' wollen
nix von mir wissen",

(Anton Bruckner, ap0s a apresentagaoc fra-
cassada de sua Terceira Sinfonia; citado
por W.Wolf, Anton Bruckner, Atlantis
Verlag, Zuerich, 1948}

0 presente trabalho teve por objetivo nao so cig
rificar os fundamentos da teoria que S. Teitler expos em 1965
(109) para particulas escalares e vetoriais como tambem faze-la
equivalente aos formalismos conhecidos para spins superiores,e-
nas secoes finais - levar um pouco adiante a interpretagao geo-
métrica para objetos fisicos, buscada nao so por Teitler como
também por David Hestenes (110) e outros. Em particular destaca
mos (na subse¢dao 17.3) a Tntima relagao entre a teoria de Teitler
para campos de mesons e a topologia do espagco-tempo. A nossa bi
bliografia especifica a respeito (111) gostariamos de acrescen
tar as investigacoes do grupc de Fisica Matematica do Instituto
de Fisica da UFRJ (112).
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Um comentario final: a epigrafe desta secdo refe
re-se ao quase total descaso na literatura corrente a teoria de
Teitler. Indagar pelos seus motivos seria exigir que entrasse-
mos na area de uma sociologia da investigacdo cientifica, o que
nao pretendemos nem vemos como fazer, no momento. No entanto,pa
rece-nos obvio a superioridade e simplicidade que tem este for-
malismo sobre os outros, mais difundidos, para a teoria dos spins
superiores. E nao consideramos trivial - embora trivial seja o
raciocinio seguido - o salto da algebra a topologia desenvolvi
do em suas linhas gerais na secao 17.3. Cremos ser relacionamen
to fertilissimo, a3 espera de maiores desenvolvimentos.



70

BIBLIOGRAFTA

(l) 0. Isporie e G. E. Uhlenbeck, "Avplication of spinor analysis to the
Maxwell and Dirac equations", Phye. Rev., 37, (1931), pp. 1280-1397; H.
E. Moses, "A spinor represeniztion of Maxwell's eguations", Supp. Nuovo
Cim., ser. X, 7, (1958}, pp. 1~18, e referencins neste artigo.

(2} P. A+ M. Dirgc, "Relativistic wave eguations", Proc. Roy. Soc., A,
155, (1936), pp. 447-4593 E. M. Corson, Introduction to Tensors, Spine-
ors and Relativistic Wave~Fguations, Blaockie & Sons, Londres e (lasgow,
(1953), e referencins neste livro.

{12) W. Rarita e J. Schwinger, "On a theory of particles with half-inte -
gral snin", Phys. Rev., 60, (1941), p. 61.

(4) P. A. M. Dirac, ref. em (2).

(5) E. P. Wigner, "Cn unitory representations of the inhomogenecus  To-
rentz egroup", Ann. Math., 40, (1939), po. 149-204; E. P. Wigner, "Rela -
tivistische Wellengleichungen', Zeits. fir Phys., 134, (1948), po. 665 -
-684% V. Bargmarn e E. P. Wigner, "Group theoretical discussion of rela-
tivistic wave equations", Proc. Nat. Acad. Sci., 34, (1948), T8, 211~
202,
{6Y Fo 2. Toria, "t Yeyl-iile apustion for the graovitational field", Tet
tere ¥uovo Cim., 14, (1975), pp. 480-482.

(7) 2. M. Cormon, ref. em (2).

(8) A. Salam, R. Delbourge e J. Strathdee, "The covariant theory of
strong internction symmetries®, Proc. Roy. Soc., A, 284, (1965), ppr.ls6-
-158: 5. Kamefuchi e Y. Takohashi, YA Lagrangian formalism and the rel -
ativistic suontizzfion of the Borgmanr~Wigner fields", Muovo Cim., A,

44, (1966), pp. 1-16; D, Iurié, Particles and Fields, Interscience, MNo-

va York, (1968).




71

(9) Ver 5. XKomefuchi e Y., Trknhashi (8), e, mais recentemente, M. Kawasa
i, M. ¥Yoboyashl = Y. Hori, "Lagranse formaolism of the 20-component the-
ory of spin-3 fields", Ilettere Nuovo Cim., 14, (1975), vp. 611-614,

(10) S. Teitler, "Wector Clifford nlgebrzs and the clossical theory of
fields", Supp. Nuove Cim., 3, (1965), pp. 1-14.

(11) M. Ries=, Clifford Numbers and Spirnors, lecture Series ne 18, Uriv.
of Maryland, Maryland, (1958).

(12) Ver S. Kamefuchi e Y. Tokahashi, ref. (8),

(13) P, A. Doriaz, "On Teitler's higher-spin field equationst, Lettere
Fuevo Cim., aguardando puhlicagao; F. As Doria, "& Lagrangian formula -
tion for nen—-inieracting high-spin fields', J. Math. Phys., aguardando
oublicocao.

(14) Ver A. Salam e associados, ref. (8).

(15) F. A. Doria, refs. am (l;),

{16) s. Goldberz, Curvature =and Homology, Academic Press, Nova York e
Londres, (1962).

{17) R. Brauer e H. Weyl, "Spinors in n-dimensions', Amer. J. Math., 57,
(1935), pp. 425-5153 C. Chevalley, Theory of Lie Groups, Princeton Uni -
versity Press, Princeton, (1946)3 C. Chevalley, The Algebraic Theory of
Spinors, Columbiz University Press, Nova York, (1954)3 M. F. Atiyah, Re
Bott e A. Shapire, "Clifford modules", Topology, 3, supp. 1, (1964}, pp.
3-138; A, Crumeyrolle, "Struetures spinorielles", Ann. Inst, Henri Poinca
ré, 11, (1969), pp. 19-553 F. A. Doria, Hspinores como Objetos Internos
a uma Algebra de Clifford, tese de mestrado, CBPF, Rio, (1973).

(18) C. Chevalley, The Algebrzic Theory of Spinors, Columbia University
Press, Nova York, (1954).

(19) M. ¥. Atiyah, R. Bott e A. Shapiro, "Clifford modules", Topolesgy,3,



72

supp. 1, (1964), pp- 3-38.
(20) A. Crumeyrolle, "Structures spinorielleg", Ann. Inst. Henri Poinca-

ré, 11, (1969), pp. 19-55.

>

(21} 4 cornstrugao clissica das Algebras tensoriais estd no artige de .

J+ Murray e J. von Neumann, "Cn rings of operators", Ann. Math,, 31,
(1936}, pp. 116-229., Para dimensoces finitas vale o gque se expoe em S.
Sternberg, Lectures on Differential Geometry, Prentice-Hall, Boston,

(1964); a comparaggo entre as dusns construgges se zcha em B. Nelson,Ten—
sor Analysis, Princeton University Press, Priaceton, (1967).

(22) C. Chevalley, ref. (18)s TI. E. Segal, "Tensor algelras over Hil-
bert spaces", I, Trans. Amer. Math. Soc., 81, (1996), pp. 106-1343 11,
Ann, ¥ath., 63, (1956), pp. 160-175.

(23) C. Chevalley, ref. (18).

(24) C. Crhevalley, ref, (18); Atiyah e cols., ref. (19).

(25) S. Schweber, An Introduction to Relativistic Quantum Field Treory ,
Harper & Row, Nova York, (1966); J. J. Szkurzi, Advanced Quantum Mecha-
nics, Addison-Wesley, Reanding, Mass., (1967}; Hs Muirhead, The Physics
of Rlementary Particles, Pergamon Press, Oxford, (1968).

(26) I. N. Herstein, Topics in Algebra, Blaisdell, Nova York, {1964).
(27) D. Shale e W. F. Stinespring, "States of the Clifford algelra”,Ann.
Math., 80, (1964),; pp. 365-381.

(28) Ver R. Brauer e H. Weyl, ref. (17)s HE. M. Corson, ref. {(2), e H,
Boernar, Representations of Groups, North Holland, Amsterdam, (1970).
(29) Ativah e cols., ref. (19).

(30) D. Shale e col., ref. (27).

{21) 7. Kahen e cols., Theory of Groups in Classical and Quantum Phy-
sies, I, Oliver & Boyd, FEdinburgh e Lendres, (196%5): veja-se também E.

M. Corson, ref, (2}.



73

(32) P. A. Doria, Hspinores como Objetos Internos a uma Algebra de Clif-
ford, tese de mestrado, CBPF, Rio, (1973).

{33) D. Shale e col., ref. (27).

(34) S. Szkai, c* nlgetras and W*-A].p:ehras, Springer Verlag, Berlin,
(1971), p. 23.

(35) €. Chevalley, ref. (18).

(36) C. Chevalley, ref. (18).

(37) Atiysh e cols., ref. (19)3 A. Crumeyrolle, ref. (20).

(28) A, Crumeyrolle, ref. (20).

{39) T, Xahon e cols., ref. (21}, p. 77+ ver também S. Teitler, ref.(lC)}
e ¥. A. Doria, "4 Togrengian formulation for non-interacting high-gpin
fields", J. Math. Phyvs., agunrdondc vublicscle.

(A0) F. £. Dorin, =ef. (37},

£41) t+i-h & cols., ref. (12): A. Crumeyrolle, ref. (20).

(42) 7. ¥ehan, ref. (39).

{43} €. Chevalley, ref. (18}, ». 19.
(44) €. Chevalley, ref. (18), pp. 19-21.
(45) ¢. Chevalley, ref. (18); Atiysh e cols., ref. (19); 4. Crumeurclle,
ref. (20).

(46) C. Chevzlley, ref. {18); Atiysh e cols., raf. (19).

(A7) C. Chevalley, ref. (18).

{48) ver a ref, (4%).

(19) A. Crumeyrolle, ref. (20).

(50) A, Crumeyrolle, ref. (20).

(51) R. Brauver e H. Weyl, ref. (17)3: E. M. Corson, ref. (2); F. 4. Dori-
a, ref. (22).

(52) J. J. Sckurai, Advanced Quantum Vechonics, Addison-Wesley, Reading,

Mass., (1967).




74

(53} ®. 2. Doriam, ref. {(39).

(54) $. I. Goldberg, Curvature ond Homology, Academic Press, Nova  York
e Tondres, (1962): T. Nelson, Tensor Analysis, Princeton University Press
Princeton, (1957).

(R5) ¥. 4. Dorizn, ref. (39).

(56) A. Crumeyrolle, ref. {20).

(57) £. M. Corson, ref. (2).

(58) €. Chevalley, ref. (18).

(59) S. I. Goldberg, ref. (54).

(60) S. Teitler, ref. (10).

(61) G. Chevallay, Theory of Lie Groups, Princeton University Press,Pran
ceton, (194€), tratz do caso das Algebras de matrizes com dimenszo fini-
ta; S. Sakai, ref. {34), trats dz decomrosicao de objetos pertencentes a
uma Almebra de vor Neumann,

(f2) ®. A. Doria, ref, (13).

(63} C. Chewvalley, ref. (18},

(64) E. M. Covson, ref. (2).

(65) J. sharoni, The Special Theory of Relativity, Clarendon Press, Ox
ford, (1959), trata do assunto em tela no capitulo 7.

(66) 7. A. Doria, ref. (39).

(67) E. M. Corson, ref. {2), v. 38.

(68) F. A. Doria, ref. (13}.

(69) ¥. Boerner, ref. (28), p. 178.

(70) Ver = ref. (8).

(71) ®B. M. Corson, ref. (2).

(72) P. A. M. Dirac, "Relativistic wave eguations", Proc. Roy. Soc., A4,
155, (1935}, pp. 447-4593 M. Fierz, "Ueber die relstivistische Theorie

krzeftefreier Teilchen mit beliebigem Spin'", Helv. Phys. Acta, 12,(1938),



75

pp. 3-3173 M. Fierz e W. Pauli, "On relativistic wave-equations for parti
cleg of arbitrary spin in on electromagmetic field", Proc, Roy. Soc., A,
173, (1939}, pp. 211-232; W. Rarita e J. Schwinger, "On o theory of par-
ticles with half-integrsl spin", Phys. Rev., 60, (1941), p. 613 E. P,
Wimsner, “"Relativistische Wellengleichungen", Zeits. fiir Phys.,i;&,(1948L
pp. 6636843 V. Bargnonn e EB. P. Wigner, "Oroup-theoreticsl  discussion
of relstivistic wave-equations", Proc. Nat. Acad. Sei., 34, (1948), pp.
211-223.

{(73) E. M. Corson, ref, (2).

(74) V. Borgmann e E. P. Wigner, ref. (72).

(75) F. A. Doria, ref. (13).

(76) R. Penrose, "Zero rest-mass fields includirg gravitotion: asymptoti
behariour", Proc. Roy. Soc., A, 284, (1965), pp. 159-203.

(77) E. M. Corson, ref, (2}, e C. Chevalley, ref. (18).

(78) A. Crumeyrolle, ref. (20), e bibliografia nele incluida.

(79) M. 4. ¥aimark, linezr Representations of the Lorentsz Qroup, Perge -
mon Press, Oxford, (1964), p. 382 e seguintes.

(80) H. Carton, Differentizl Caleculus, Hermonn~Houghton-Mifflin, Paris,
Boston e Palo Alto, (1971), p. A8.

(81} E. Abers e B. W. Lee, Zzuge Theories, Physics Reports ne 1,(1973),e
bibliografia ineluida.

(82) vejn o este respeito, por exemplo, ¢ trzbalho de S. Kemefuchi e Y.
Takchoshi, incluido na ref. (B), onde se mostrs um desses vircules.

(83) Ver a ref. (1), o ref. {10), e os trobalhos de A. da Silveirs, A.F,
F. do Amarasl e S. M. Abrahfo, "On Teitler's snin-0 field eguations® )
"On Teitler's spin-1 field eguations®, 5 serem submetidos & publicaggo-
(84) F. 4. Dorin, Tef. (6).

{85} ®. Durnand, "16-component theory of the spin-1 pariicle and its gene



76

ralization to arbitrary spin", Phys. Rev., D, 11, (1975), pp.3405-3416.
(8) H. C. Corben e J. Sch-inger, "The electromasnetic propertiecs of me-
sotrons", Phys. Rev., 58, (194C}, pp. 253-9A8,

(87) J. te Youns e 8, Bludman, Y"Electrorornetic proper:ic~ ~F o rchrread

wangem maggrt, Thwa, Pae, . 1300 (1961), pp. 2326-2332,

(83Y a, vale 2 D, Zwanziger, "Proprgatier ond gquantiszation of Rarito-
—Schyinger waves in an external electromaognstic potentiazl', Phys. Rev.,

186, (1959), pp. 1337-13413 id., ib., "Noncausality =nd other defects of
internction Inerangiens for perticles with spin one and higher", Phys.
Rev., 188, (1969), op. 2218-2222.

[89) ver ref. (81).

(90) S. Goldvers, ref. (16).

(91} ¥. A. Dorin, "Meson fields nnd space—time cohomology®, submetide &
publiconzo.

(92) M. Fiers = ¥. Pauli, na ref. (72).

(93) M. A. Tonnelat, les Théories Unitaires de 1'Eleciromarmétisme et de
la Oravitotion, Gauthier-Villrrs, Paris, (1965), caps. 13 n 15, e refe —
reéncize.

(94) A. da Silvairs, citzdo na ref. (95).

(95\ V. I. Ogievetskii e I. V. Polubarinov, "Interncting field of gpin 2
snd the Bins+tein ejuations', Anm. Phys. (H.Y.), 35, (196%), pr.l67-208.
(96) ¥. Pierz, ref. (72).

(97) 1. Lichnerowicsz, citado por M. A. Tonnelnt, ref. (2;).

(98) P. Szekeres, "Spnces confermsl to o class of spaces in general reln
tivity", Proc. Roy. Soc., &, 274, {1963), pp. 206-.2125 id., "On the pro-
vagation of grovitational fields in mstter', J, Math. Phys., 7, (1966) ,
op. 7517613 id., "linearized gravitational theory in macroscopic media'y

Ann. Phys. (W. Y.), 64, (1971), pp. 599-6203 P. Szekeres e P, Bell, "So-




77

me properiies of higher spin rest mnss zero fields in CGenersl Relotivi -
ty", Univ. of Adelside preprint, (1975).

(99) R. Penrose, "2 spinor arproach to General Relativity", Arm,Phys.(W.
Y.), 10, (1960), pp. 171-201; id., "Zero rest-mass fields including srrn-
vitntion: nsymptotic behavicur™, Proc. Roy. Soc., A, 284, (1965),pp.159-
203.

(100) R. A. lord, "Clifford algebras in General Relativity", Proc. Camb-
ridge Phil. Soc., 67, (1967), pp. 785-807. Negte trabalho o zutor utili-
7o, DPera descrever o campo grevitacional, a mesma algebra que empregemos
nqui e na ref. (6), que é o Algebra dos nimeros E-F, de Rddington. No en
tante Tord nao chega o equagao grovitacional tipo neutrine (pr0posigao 3
dests segao), 2rmbora muito dels se aproxime (ver as secdes 7 e 8 de seu
trabalko). Ver tanbém E. A. Lord, "General Relstivity from gauge invari-
ance", Proc. Cambridge Phil. Soc., 69, (1971), pp. 423-442. Weste outro
trabalhe o ponto de partida & a equagao que R. Penrose (ver s ref. (22})
empregs parn descrever o compo gravitacional, e que &, para conpos gravi
tacionnis reais e sem fontes, equivalente & gue propomos agui.

(101} F. A. Doriz, ref. (6).

(102) W, Greub, S. Halperin e R. Vanstone, Connections, Curvature =nd Co
homelogy, Academic Press, Nova York, (1972).

(103) A. Crumeyreclle, ref. {20).

(104) =, T. Newman, "Some properiies of empty space-time", J. Math.Phys.,
2, (1941), pp. 324-327.

(105%) A. Lichrnerowicz, citado em (93).

(106) F. A. Doriz, ref. (6).

(107) R. Penrose, ref. (99).

(108) R. Penrose, ref. (99).

(109) S. Teitler, ref. (10).



78

(110} D. Hectenes, Space-Time Algebra, Gordon and Breach, Londres (1966).
(111) F. 4. Dorin, refs. (6), (13), e (91).

(112) ver a ref. (82).




	Page 1
	Page 2
	Page 3
	Page 4
	Page 5
	Page 6
	Page 7
	Page 8
	Page 9
	Page 10
	Page 11
	Page 12
	Page 13
	Page 14
	Page 15
	Page 16
	Page 17
	Page 18
	Page 19
	Page 20
	Page 21
	Page 22
	Page 23
	Page 24
	Page 25
	Page 26
	Page 27
	Page 28
	Page 29
	Page 30
	Page 31
	Page 32
	Page 33
	Page 34
	Page 35
	Page 36
	Page 37
	Page 38
	Page 39
	Page 40
	Page 41
	Page 42
	Page 43
	Page 44
	Page 45
	Page 46
	Page 47
	Page 48
	Page 49
	Page 50
	Page 51
	Page 52
	Page 53
	Page 54
	Page 55
	Page 56
	Page 57
	Page 58
	Page 59
	Page 60
	Page 61
	Page 62
	Page 63
	Page 64
	Page 65
	Page 66
	Page 67
	Page 68
	Page 69
	Page 70
	Page 71
	Page 72
	Page 73
	Page 74
	Page 75
	Page 76
	Page 77
	Page 78
	Page 79
	Page 80
	Page 81
	Page 82
	Page 83
	Page 84
	Page 85

