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RESUMO

Os efeitos da relatividade no processo de colapso es

telar foram estudados pela aproximagio pés-Newtoniana.

A Teoria de Chandrasekhar foi desenvolvida a fim de

aplicar o calculo de colapso estelar.

Um exemplo de ca2lculo foi realizado, baseando-se num
modelo de pré-supernova realistico, e & mostrado que o efeito
da relatividade atinge até 50% no acréscimo da densidade cen-

tral, num determinado intervalo de tempo.
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INTRODUGAD

0 estudo das supernovas vem ocupando um lugar impor
tante na Astrofisica. A razao e que elas constituem um dos pou
cos exemplos na natureza em que a materia & sujeita a condi-
coes fisicas extremas. Naturalmente, tais condicbes extremas
(alta densidade e temperatura) dac origem a muitos outros feno
menos de interesse astrofisico, tais como a nucleosintese por
processo-r, a formagao de estrelas de neutron, a origem dos bu
racos negros.

Um ponto importante desse estudo € explicar ¢ meca -
nismo de explosao de uma supernova. Sabemos atualmente que a
explosao e causada por uma violenta contracio gravitacional(im
plosao), permitindo a formagao de ondas de choque, que. fazem
entao explodir as camadas mais externas da estrela, ou a quei -
ma explosiva do carbono e do oxigenio.

0 processo de implosao comega quando a estrela, de-
pois de passar por varios estagios de evolugao, atinge a condi
cdo de pre-supernova. Neste instante, a sua densidade, tempera
tura e composicao quimica alcangam o valor limiar para as rea-
¢oes nucleares que vao provocar uma rapida perda de energia
por parte da estrela.

Os primeiros a sugerirem um mecanismo eficiente de
implosao foram Burbidge, Burbidge, Fowler e Hoy]e(l). Segundo
eles, as camadas centrais da pré-supernova sao constituidas

principalmente de 56Fe e, a temperaturas superiores a 6 x

x 10° %k, o %6re & fotodissociado da seguinte maneira:




56Fe - 13 4He + 4 n

absorvendo uma quantidade de calor Q igual a 2,1 x 10]8

erg/qg.

Posteriormente, Chiut2) sugeriu um outro poderoso me
canismo de implosao, baseado na captura eletronica da Fisica
Nuclear. Mais explicitamente, a partir de uma certa temperatu-

? °k) e densidade (n 10° g/cm3),os hucleos (Z,A) do

ra (v 10
carogo da pre-supernova passam a capturar rapidamente os ele-

trons degenerados do meio

(Z,A) + e+ (I-1,A) + vy

0Os neutrinos, tendo livre percurso medio bastante
grande, praticamente escapam livremente da estrela. Com isto ,
a regiao central se contrai por causa da diminuicao da pressao
interna, provocando um aumento da temperatura. Este aumento da
temperatura, por sua vez, acelera a taxa de captura eletroni
ca, resultando numa contracdo subita que € a implosdo.

A fim de sabermos qual dos mecanismos acima explica
a implosao, se a dissociagao do 56Fe ou se a captura eletroni-
ca ou ainda se ambos, € necessario que tenhamos os valores das
principais caracteristicas de uma pré~supernova (densidade cen
tral, temperatura do carogo, massa total, composigao quimi-
ca, etc.).

Infelizmente, devido a baixa estatistica das explo-
soes de supernova (aproximadamente uma por galdaxia em cada 300
anos) e a escassez de informacoes sobre as poucas observadas
(a ultima, em nossa galaxia, em 1604), nao se pode fazer nada

senao estudar as explosoes de supernova, partindo-se de mode -



los de pre-supernova. E obvio que, ao adotar um determinado mo
delo, devemos levar em conta 0s seguintes aspectos: 1) o mode
To escolhido, junto com um mecanismo implosao-explosao , deve
ser capaz de explicar a formacao de uma estrela de neutron re-
manescente. Este ponto e importante, porque hoje se acredita
que o pulsar do Caranguejo nada mais @ que uma estrela de neu-
tron girante, emitindo ondas na faixa do radio, resultante da
supernova que deu origem a atual Nebulosa do Caranguejo. 2) o
modelo deve ainda permitir, na fase de explosao, a reproducao
de condigcoes apropriadas a nucleosintese de elementos pesados
por processo-r, a fim de explicar a curva de abundancia de ele
mentos no Universo.

E facil entender, face as dificuldades mencionadas,
por que nao existe ainda uma teoria definitiva para a explo -
sao de uma supernova. Nao obstante isso, muitos pesquisadores,
partindo de hipoteses razoaveis, tentaram lancar um pouco de
luz neste problema importante da Astrofisica.

Usando a Mecanica Newtoniana, Colgate e white(g)
foram os primeiros a realizar um calculo hidrodinamico detalha
do da explosao de supernova. Neste calculo, nao levaram em con
sideragao a equacgao de transferéencia de calor, propondo em seu
lugar, por simplicidade, a chamada deposicao por neutrinos.

Mais tarde, Arnett(i’i

) repetiu os calculos de Col-
gate e White, tratando a transferencia de calor com a aproxi-
macao da difusao.

Por outro Tado, Colgate, Grasberger e White , dian-

te dos resultados obtidos com a Mecanica Newtoniana, sugeriram

que um tratamento relativistico geral talvez devesse ser neces



sario. Com efeito, nos Ultimos instantes da implosio, a densi-
dade pode atingir valores tao elevados que niao & possivel es-
quecer que, neste caso, 0 campo gravitacional encurva o espa-
¢o-tempo, de modo que a metrica deixa de ser pseudo-Eu -
cTidiana(E). Desse modo, Schwartz(l) tratou o colapso, wusando
as equagoes da hidrodinamica relativistica geral. Entretanto ,
varias dificuldades (por exemplo, o problema de acoplar a Fisi
ca Nuclear com a dinamica) fizeram com que os resultados obti-
dos nao podessem ser confidaveis. O trabalho de Schwartz nao
deixa, contudo, de representar um grande avanco, visto que es-
tabeleceu um metodo pratico para o calculo de problemas esferi
camente simetricos em Relatividade Geral.

Uma outra dificuldade, no tratamento relativistico
do colapso, & o seguinte: varios parametros (grandezas) essen-
ciais, embora tenham definicao precisa na Fisica Nao-Relativis
tica, quando generalizados na Relatividade Geral, nao tem uma
interpretacao facil.

Desse modo, nao se pode dizer que exista uma teoria
relativistica para a explosao de Supernova. Felizmente, ha uma
alternativa para contornar esta dificuldade. E a aproximacao
pos-Newtoniana das equacoes relativisticas. As vantagens desta
aproximagcao sao evidentes: 1) facil conceituacao das grandezas
fisicas envolvidas; 2) possibilidade de determinar o ponto, a
partir do qual um tratamento relativistico se torna imprescin-
divel; 3) o modo como o0s novos efeitos alteram os resultados
nao-relativisticos.

0 presente trabalho +tem por objetivo utilizar as

equagoes hidrodinamicas obtidas pela aproximacao pos-Newtonia-




na para tratar o problema da implosao e investigar os itens 2
e 3 mencionados acima. Em outras palavras, queremos ver de que
maneira e a partir de que ponto os efeitos pos-Newtonianos du
rante a implosao afetam o curso da propria explosao de super-
nova.

No capitulo I, apresentamos as equacoes hidrodinami
cas obtidas pela aproximacao pos-Newtoniana, bem como discuti
mos o formalismo de Chandrasekhar(g) e investigamos 0 Ccaso
particular de simetria esferica, a ser usado posteriormente
Um modelo bastante simplificado de pre-supernova € dado no ca
pitulo II. Por fim, no capitulo III, apresentamos os nossos re
sultados e 0s comparamos com os obtidos pelo tratamento nao -

-relativistico.



CAPTTULD I

FORMALISMO POS-NEWTONIANO

1.1 - INTRODUGAO

A Teoria Geral da Relatividade & talvez, dentre to -
das as teorias fisicas, a que apresenta maior relagao com ou-
tras teorias. Assim, a Teoria Geral da Relatividade relaciona-
~se com a Teoria Especial da Relatividade de duas formas dis -
tintas: a primeira e o limite de campo gravitacional nulo; nes

) s

obtendo precisamente a Teoria Especial da Re]atividade; a se-

te Timite, podemos introduzir um sistema inercial (guv = Ny
gunda @ local, sendo uma exigéncia do principio de equivalén-
cia que diz: — em um sistema inercial local, todas as leis da
fisica tomam a forma dada pela Teoria Especial da Relatividade.

No limite de campo gravitacional fraco, tres situa-

¢oes podem ocorrer:

a) - alta velocidade e pressao; neste caso, a Relatividade Ge-

ral reduz-se a Teoria Linearizada da Gravitacao;

b) - baixa velocidade e pressao; a Relatividade Geral reduz-se

a Teoria Newtoniana da Gravitacao;

c) - baixa velocidade e pressao, com correcoes relativisticas
de primeira ordem; esta se inclui entre as chamadas Teo-

rias pos-Newtonianas da Gravitacao.



Neste trabalho, esteremos interessados no Ttem (c),
isto e, no caso em que a teoria Newtoniana & aproximadamen te
valida, mas que as correcoes relativisticas também sao neces-
sarias.

E interessante observar que todas estas teorias 1i-
mites da Relatividade Geral sao importantes em si mesmas, ocu
pando dentro da Fisica atual relative grau de importancia. As
sim, a Teoria Linearizada, alem de ser mais apropriada ao es-
tudo de efeitos quanticos, prevé a existéncia de ondas gravi-

tacionais, permitindo solucoes explicitas de tais ondas.

1.2 - FORMALISMO DE CHANDRASEKHAR

Passamos a apresentar o formalismo de Chandrasekhar
deduzindo as equacgoes hidrodinamicas, na aproximacac pos-New-
toniana da Relatividade Geral. Basicamente, o método consis-
te em determinar todos os termos de ordem ’I/c2 provenientes
da expansao das equacoes de campo de Einstein em potencias
de 1/c2.

Em Relatividade Geral a natureza de um sistema fisi
co & determinada pelas hipoteses que fazemos sobre o tensor

momento-energia Tu (u,v = 0,1,2,3. Neste trabalho, faremos

v
a convengao usual de que Tndices gregos tomam valores 0, 1,2,
3 e indices latinos assumem valores 1, 2, 3, referindo-se a
coordenadas espaciais. Tambem usaremos a convencao de soma

de Tndices repetidos).

Vamos trabalhar com um sistema que, no limite Newto




niano, € governado pelas equacdes clissicas de Euler da hidro-

dinamica para um fluido nao-viscoso, que $30

B(DV')
op 1 _
Nt +*—axi =0 (1.2.1)

(eq. da continuidade)

a(pvi)  3{pv;vy) 5 5 U

= - 9P ov
5t T T T tp oX; (1.2.2)

(eq. do movimento)

onde v sao as componentes da velocidade, p a densidade, e U
0 potencial gravitacional, que e determinado em termos de p pe

Ta equagao de Poisson
VEU = - 4G (1.2.3)

A forma geral do tensor momento-energia &

Tow = (EFP)u U - POy * AU AU, ot (1.2.4)

onde ¢ e a densidade de energia, u, é o quadrivetor velocida-

de, guv e o tensor métrico (com assinatura +---), p & a pres-
sao, q & o vetor fluxo de energia e tuv e 0 tensor tens3o

Admitimos que n3o existem tensoes anisotropicas e que nd3o h3

Y

fluxo de energia, isto e,

ty = 0 (1.2.5)

q, = O . (1.2.6)

Estas hipoteses acima sdo necessarias para que, no limite




Newtoniano, o fluido seja governado pelas egs. (1.2.1) e
(1.2.2). No capitulo III justificaremos a hipdotese (1.2.6),ja
que sabemos que a Tuminosidade da estrela e devida a conducao
de calor no seu interior.

Podemos assim escrever o tensor momento-energia na
forma

Tuv = (g+p)uuuv - pguv . (1.2.7)

Para 0S nossos propodsitos, vamos considerar que a
densidade de energia pode ser dividida em duas partes:uma par
te pC2, associada a densidade de matéria p , € uma parte pIl ,
associada a energia interna da Termodinamica. Desta forma, po

de-se escrever

As equacoes de campo de Einstein sao

_ _ 871G
Rg,\y = T L (1.2.9)

R -
e

N —

que podem ser re-escritas numa forma mais conveniente para nos-

SO USO que €:

_ _ 876 _
Ruv - C4 (Tuv

T, (1.2.10)

Mo} —

onde Ruv e o tensor de Ricci, T € o traco de Tuv’ G a cons -
tante gravitacional e ¢ a velocidade da luz.
As equacgoes de campo nao precisam ser suplementadas

por nenhuma equacgac de movimento. Em outras palavras, as equa
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goes de movimento saem das proprias equagoes de Einstein

A
™ 0 (1.2.11)

onde {;) denota derivada covariante, sera usado () para a de-
rivada ordinaria.

Estas equago0es sSao consequencia direta das eqs.
(1.2.9) e da identidade

(RVYV - RGMY),, = 0 . (1.2.12)

Convem observar que a possibilidade de se obterem
equacoes de movimento, a partir das equagoes de campo, e devi-
do ao carater nao-linear das equacoes de Einstein.

Explicitamente podemos escrever a componente tempo -
ral e os componentes espaciais das equacoes de movimento

700 N 3707
at axi

0
00

1
< (T

01 1] . . . . .
aT aT 1 00 1 0] 10, 1
T + ij + TooT + ZFjOT + yOT +Tj

—

ol

onde FSv sao o0s simbolos de Christoffel e

y = 24n /g (1.2.15)
M Bxu

Na eq. {1.2.15) g e o determinante de 9,y

A aproximacao Newtoniana permite determinar 990 ate

-2

O{c "); porém, as outras componentes da métrica nao podem ser

avaliadas ate uma aproximac¢ao mais alta. TemoS assim
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00
(1.2.16)

1
+
L]

Camee
O

993 7 %4

As eqs. (1.2.15) e (1.2.14), com a métrica dada por
(1.2.16), reproduzem as equacoes classicas de Euler.Para isso,

e necessario calcular os simbolos de Christoffel

o _ -3 o _ -2

loo = 0(c ) , I'oi = 0(c ™) ]

o _ -3 i _ 1 3u

om0y - 7 5 (1.2.17)

i -3
Toj = 0(c 7} )
e

yo = 07 Lyl =Yy (1.2.18)

Nesta aproximacac as componentes do tensor momento-

-energia sao

_ 2
T00 = pcC
Tyi = “pCVy \ (1.2.19)
T_ij = pvivj + paij

Substituindo as egs. (1.2.17}, (1.2.18) e (1.2.19)
nas eqs. (1.2.13) e (1.2.14) e mantendo somente o0s termos de

ordem zero, vem respectivamente

3 .
a_p-f.M =0
t axi
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3(pvy) 5 35U

5T + ij (pvivj + péij

A Teoria Linearizada permite obter a parte espacial
da metrica ate O(c_z). Neste caso as equagoes de campo tem a

seguinte expressao

1 W 876G v
?D]\Du:d Cun »

v

onde v° = h -1/2 6 he hY & definido por
u U U U

que admitem, como ja sabemos, duas solucoes: uma retardada e
outra avangada, sendo esta uTtima abandonada por ser incompati
vel com o principio da causalidade. Considerando uma fonte de

campo Newtoniano (T._ >> |Toil ., T > ]Tjk[ e velocidades

00 co

tao reduzidas que os efeitos de retardamento Sao despreziveis)

e usando a solucao geral, temos

_ _2u -4
Yoo = 1 c2 + 0(c )
' 2U -4
gij = - (1 + ;f) Gij + 0{(c ") (1.2.20)
_ -3
9p7 = 0(c )

As equagoes pos-Newtonianas podem ser obtidas com o
uso de (1.2.11), sendo para isso necessario determinar a me tri

ca, com uma aproximagao melhor. Por outre lado, observando as
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egs. (1.2.13) e (1.2.14), concluimos que & indispensavel conhe

cer 0s simbolos de Christoffel conforme abaixo

)
r® e T ate O(c2)
01 jo
0 i - -3
Too © rjo ate O(c ") (1.2.21)
i = -4
T'oo ate 0O{c ") J

e as componentes contravariantes do tensor momento-energia

T°°  atéd  0(c%)
07 a4t o(cTh
T até  0(c 9

Devido 3 relacdo TP°* = gupgvATuv , as componentes co

variantes do tensor momento-energia precisam ser <conhecidas

com aproximacao

= 0
Too ate 0(c™)
Ty ate  0{c)
= 0
Tij ate 0(c™)

Estas aproximagoes de Tuv podem ser feitas gracas ao
conhecimento de (1.2.20).

Devido a (1.2.21), & necessario determinar 990 ate

-4 -3
c

O(c ") e os termos dominantes Of ) de goi.Com este objetivo,

vamos escrever o tensor metrico na forma

g =1 + h > 954 hoi e gij = —61j + hij (1.2.22)

onde
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_ o2 -4 _ooec3 _ 2l -4
hoo = - z* 0(c ") » hyy =0(c ™) e hy,= 2% t0(c )
(1.2.23)

Entao o elemento de linha ds= Vguvdx“dxv , COmM 0 uso

de (1.2.20), pode ser calculado

2

ds = (1 - -5 - —5)cdt (1.2.24)
o 2¢C

As componentes da quadrivelocidade

<
o
>

u o= (1.2.25)

|

O
vy

podem, consequentemente ser determinadas a uma precisao que e

dada pelo conhecimento atual da metrica

2
1 -4
W o=+ = (% + U) + 0(c™™)
(1.2.26)
i moo1 e Y -5
U = Lj + 27 (TT + UZJ - * O(c 7)

As correspondentes componentes covariantes sao

1 v2 -4
U0:]+C—2-(—2—‘U)+O(C)
(1.2.27)
u, = - ) + 0(c_3)
1 C

Calculemos, em seguida, as componentes do tensor mo

mento-energia nesta aproximagao
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2 1,2 ] -2
T = pcC 1 + {(v™-2U+I){+ O(c 7)
00 t E? /|
-1
Toi = - pevy + 0(c ) X {1.2.28)
T.. = pv.Vv., + P&,. + O(c_z)
ij i (N}

Usando TP = gp“gA”T , podemos levantar os Jindices
n

de (1.2.28)
oo_ 2 1 2 p -2
T " =pc {i + E? (v +2U+T+ 5{} + 0(c ™)

T01=pc[ﬁ + ;% (vie2u+ms %{}Vi +0(c7) (1.2.29)
c

1 17 ,.2 P . -4
T =y v +psy i+ EZLP(V +2U+TT+ p)vivi 2pUs, | +0(c ™)

A expressao geral do tensor de Ricci e

2 2 2
R= ) goB i . 9 %5 P9 @ guB) .
[ 2 axaax8 ax”ax“ ax”axB ax“ax“
aB_po | ) N
+ g g ﬁ?o,uv FD’QB Fo,uB Fo,uvZJ . (1.2.30)
Devido a (1.2.22), a componente (0,0) de Ruv toma
a forma
2 P 2
. _ 1 gaB (3 h00 N 3 haB o 3 hao -
00 2 d. B 0. O
X IX X 3K X 93X
, 0 B
oB_ po -
+ g gt | .00 Fo,aB TU,OB Fp,uo) (1.2.31)
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Para determinar g ate 0(c™*), R__ deve ser calcula

4

00

do corretamente até O{c '), e nos mostraremes que, com o conhe
cimento de (1.2.23), isto & possivel.
0s termos, envolvendo derivadas segundas, calculados

até a ordem desejada, dao

S 3%h
g%g (% —gi - 5}%) B % (513 ¥ h1j) axiagg (1.2.32)
Introduzindo a condicao de gauge
laﬂ _BE; - 0 (1.2.33)
Zax, Xy g T
os termos em (1.2.32) reduzem-se a
2

No ultimo termo de (1.2.34), podemos substituir con-

sistentemente h00 e hij por seus valores conhecidos. Temos
1 _2 2 2
-5V h00 - ;ﬁ uv-u . (1.2.35)
Considerando os termos que envolvem 0S simbolos de

Christoffel na eq. (1.2.30), obtemos:

guggpcr r = 0{c

5,00 p, 08 ) (1.2.36)
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. gangor _ 2 ol )2

O,OBPD’OQO - Cj-— (axi (]-2-37)

Combinando os resultados (1.2.35), (1.2.36) e(1.2.34)

vem:
12 2 2 23U 2
ROO = ? v hOO i U v u + il (a—x‘—) (].2.38)
c c i
Fazendo uso da identidade
VZUZ:ZUVZU+2(3L)2 ,
i
podemos escrever R00 na forma
R = vl(- 4 +U2)-4uv2u 1.2.39
00 (= 7 Moo EI EW (1.2.39)
ou ainda, devido a eq. (1.2.3) ,
R =92~ L1n +!E)+16'”G U (1.2.40
oo -V (=7 Nyg K CH P -2.40)
-4

e assim determinamos R oo ate a ordem de (¢ ).
Para calcular as componentes (0,i) do tensor de Ric-
ci, observamos que & necessario calcular apenas oS termos en -

volvendo as derivadas segundas, ja que os termos nao - lineares

sao no minimo da ordem de c_4. Assim podemos escrever
2 2 2 2
I R TRV o hoi 3 hpv 0 hui 9 hov
Roi =79 ( u v T o. 1 o v ” 1') s (1.2.41)
IaX T ax IX IX 9X 9X oX 9X

calculando os termos do segundo membro ate a aproximacdo de-




...'|8_

sejada, vem:

J J 2]
ahy  ahy 7 37h3

- ) - 5 sy {1.
X . 2 99X _9X.
*3 *09%;

1 2 1 3
01 7V hoi * 7 axi(axo

Tendo em vista a condicao de gauge (1.2.33), a eq.
(1.2.42) simplifica-se a
2. 2.3
12,1 2y By (1
oi 2 01 4 axoaxi 2 axoaxj
Podemos substituir hg consistentemente na eq. (1.2.43) , nos

dois ultimos termos, pelos seus valores conhecidos. Assim,

1 .2 1 3 1 3 ,2u 1 3 2u B
Roy =7 7 h +———P-w ) -7 o )
01 2 01 c 9t 4 X, E? 2 axj g? i3’
ou apos simplificacgoes
R N A N Ll (1.2.44)
01 3 01 9 3 atax e
C i
Conhecendo as componentes relevantes do tensor de

Ricci, podemos determinar a solucao das equacdes de campo (10).

Para a componente (0,0) temos

__ BuG 21
Roo = ;E_ (T00 5 T goo) (1.2.45)
0o trago T pode ser obtido da eq. (1.2.7)
_ 2
T = pc” + o - 3p . (1.2.46)

Substituindo (1.2.20), (1.2.28) e (1.2.46) em (1.2.45), vem:
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_ . 4G _ 876G 2 1 3p
RDD = ’{-:*2— ET (V U + 2H+20) (1.2.47)

e comparando as eqgs. (1.2.40) e (1.2.47) vem:

2
2 ] U 1676 _ 4G 8uG , 2 1 3 p
Vg oo *g) t g el = iy S R S Y

Esta ultima equacao pode ser simplificada para

2
2 1 U U 811G
V(-5 hyy - =7t =) = - _§_ 0o (1.2.48)
C c c
onde
6 =visu+ L3P (1.2.49)
- 2 2 p . - -

Definindo um potencial & pela equacao

V2o = - 47 God (1.2.50)

podemos escrever a solucgao da eq. (1.2.37)

2U 1 2 -6
h00 = - E? + ;z-(ZU - 43) + O(c ) (1.2.571)
Considerando agora as componentes (0,i) da eq.

(1.2.10) e substituindo as egs. (1.2.28) e (1.2.44) tiramos

2
1 2 1 a~u 876G
= 9 h . + . ov. . (1.2.52)
2 0 2c3 ataxi C3 j

Definindo novos potenciais ¥ e U. pelas equacgoes

vy = - 2U (1.2.53)
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vy, = - AnGpv, (1.2.54)

podemos escrever a solucao da eq. (1.2.52) na forma

2
9 X_
5_5X1) (1.2.55)

=
o
—
T
nw,_,
——
Y
[y
]
M| —

Para que estas solugbes de h . sejam aceitaveis, res
ta mostrar que elas satisfazem a condicao de gauge (1.2.33).En

tao, substituindo as eqs. (1.2.23) e (1.2.35) no primeiro mem-

bro de (1.2.33), vem:

ahl  ap! 2
1 i 0 3 au 1 3 1 9
—t . 2o 22N e (AU, - o~ 2 X
7 X B C3 3 23 B i 2 atax;
u Ui 1 e 2

I
nw, ™
—_——
2

Q2
b4
—

Mas, devido as equacdes satisfeitas por U e Ui,temos

2,3l i

ot axi) =0

L

o awe 20, 0
e,desde que U e U, sao continuamente derivaveis e se anulam no

infinito,

gy_.«l—igizo
9 axi

Assim fica verificada a condicao de gauge (1.2.33).
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Prosseguindo na deducao das equacoes, vamos escrever

a metrica na aproximacao pos-Newtoniana

2U 1 2 -6
| 1 8%y -5
9 ~ -3 (4l -7 3t3x1) t0(c ™) ) (1.2.56)
ZU -4
955 = - (1 + Eg) i; T 0(c )

As componentes contravariantes podem ser calculadas

a partir de

ve p
9,9 = 8, (1.2.57)
e achamos
¢%¢ = gl— + 0(c'6) =1 + 3% + —]—4-(2U2 + 49) + 0(c'6)
00 C C
0i -5 1 1 8%y -5
97 =9yt Oc ) = 3 (4u; - 5 Btsxi) +0(c ) \ (1.2.58)
|

2U -4
95 = - (1 - =) 61j + 0(c )

C

Podemos agora calcular os simbolos de Christoffel,

usando a metrica dada pelas eqs. (1.2.56) e (1.2.58)



-272-

r¢ - _ 1 3u r° - . JZ ELY

00 C3 t o1 c X;
ST N PR W N L P 1
ij 2c IERET" 9% 3taX; ox ij ot

. aU, 3

i _ 1 3U 1 0 2 _ i 1 87y ]
FOO = - 55"t 7 §;—(ZU 20) 4 5ty } (1.2.59)

C 1 c =" 3t Bxi
1

Pi _ [_ﬁg S - (aLi - EEJ):}

oj ~ 3 LAt ij axy X,

i 1 al al alf
sy, = = (=— &8.. + — § - = 6..)

jk C3 X 13 Xj ik axi Jk

As equagoes da hidrodinamica na aproximacao pos-New-
toniana podem ser obtidas, com o auxilio de (1.2.59) e as egs.
(1.2.13) e (1.2.14). As componentes contravariantes do tensor
momento-energia sao dadas em (1.2.29). Para a componente tempo

ral temos

2 2
g% {p[i + é%-(v + 2U + H{]} + 5%; {pvi[i+ :%(v +2 U+TT+ g{}}

15U
rpe gy 0. (1.2.60)
Fazendo
o=pE+1 (v2+2U+H+E)] (1.2.61)
L2 o

a eq. (1.2.60) pode ser escrita na forma

9 1 sU _ 9p
F g (Vi) = (g - gp)

= 0 . (1.2.62)

o)lo)
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Esta ultima equacao substitui a equacido da continui-
dade da hidrodinamica classica.

Considerando agora as componentes espaciais, eq.
(1.2.14), obtemos substituindo os simbolos de Christoffel e as
componentes do tensor momento-energia,
2

3 r 1 p
'T' L +E7Lr v +2U+II+Eﬂvﬁ

9 b -
+ 3}} {pv1vJ + p613 + ZZ [é(v +2U+I1+ S)v VJ 2pU61J-1}
U, 3
3U 1 3 2 i1 3%y 1
- pls— - wo—(2U7-28)-4 o + & ——?-——_}}(i + (v +2U+Hi]
Ix ¢ L%y t 2 5t ax, - - c? -
T S s Ra 'y IO SR 1
c oot T Xy IXT] T it
1 ol 1Y) U
o (§§~ 613 T Gik o X ajk) (pVJVk * péJk)
C k J i
y 2 (pv.v, + pé..) W o o9 (1.2.64)
;? i ij’ ot ? e
simplificando esta equacao, vem
2lovy) b5 (ovivy) ¢ (1= 2Yy B gy B
3t i IX . it 27 ¥X. 27 9x.
] c i c i
oy oy au .
4 ol au 4 i Jvl
ovi (BEr vy ) - % o gt vy (e - )| ¢
;? i ‘3t b axj C2 "3 j ‘3x Bxi_J

1
= ° oy (20° - 20+ 5 2%) = 0o (1.2.65)
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ou ainda:
3 (7. 20,77 aU 4 d )
§¥(ov1) + E_T(Oviv') + X‘Lf]+ »—?)pJ oyt P dt(V1U U.) +
1 [ — 1 C
1 8V 1 33y 2 35U a0
pv P - p(¢d — + —) =0 (1.2.66)
2T A T .2 atzax1. 2 X 5 X

Deve ser observado que na eq. (1.2.66) o superpoten-
cial y aparece duas vezes derjvado. Para reduzir a ordem desta
derivagao, procedemos da seguinte forma. Comecamos com a repre

sentagao integral de ¥

x = - G f o (x',t)]xi~x;| d3xI (1.2.67)
i
onde a integracao e feita sobre todo o volume V ocupado pelo
fluido.

Derivando a eq. (1.2.67) em vrelagao ao tempo vem:

28 x.-x. | d3x

Q2
<
|
1
[ ep]
—
[s 3] o B]
—
—

Desde que x aparece na eq. (1.2.66) somente em ter -
mos pos-Newtonianos, podemos fazer usoc de uma equacao Newtonia

na para sua redugao. Assim, usando a eq. (1.2.1), obtemos

X - g J xj-xii 3 [}(x',t)vj(x',tf]d3x'

Una integracao por partes da
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3% - @ J o(x'thvy(x',t) ——1 4%
v |xj-XjI

Derivando esta ultima equagdo em relacao a X5 VEm:

O primeiro termo do segundo membro da equacao acima é,de acor

do com a definigao (1.2.54), igual a U, e, definindo

(% =%.) (x5-x})
U... = G ', (x 'Lt 11 J__J 3 2.
jik ! o(x t)vJ(x ) - X,’3 d~x (1.2.68)
v
podemos escrever
82X
Fr vl Ui - Ujij (1.2.69)

i

Desta Ultima equacao, obtemos por derivacao em rela-
cac ao tempo

2 d 3
Ao gy (U = Ui) - v o (U - U, (1.2.70)

k k 1 J1]

levando a eq. (1.2.70) na eq. (1.2.66), vem:

3 3 5 20, 7 5U
3t (9vi) * 3% (0v3¥5) * o [@1 2L B o
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aU.
4, d - 4 N R A I - -
EZ o gp (ViU = Uy) + 27 PV 3%, + 22 P It (U, UJ1J)
1 d 2 aU o¢
— UL - — t =—) =0 2.71
2 ¢ P {}Vk X (Y, 3135} 2 o (o X axj) (1 )

As egs. (1.2.71), juntamente com a equacao

U
7t F oy (ovi) F jg (o %~ - %%) = 0 (1.2.72)
c
sao as generalizacgoes das eqs. (1.2.1) e (1.2.2) da hidrodina-
mica classica.
Vamos colocar a eq. (1.2.72) na forma da equacdo de

continuidade, para isso transformamos o termo nao-Newtoniano

(o]
[ aunl
Q2
=
g
'DI
ID_
[ il
1
5
1
<7
—
o]
[oF)
[ i
]
Q2
o
p
_

0N|_,
—
=l
Q7
o+
]
Qs
o+

1}

jo B

] d 12 dp]
AR AUSE RS 3

e podemos escrever a eq. (1.2.72) na seguinte forma

d . 1 _voy_dpp |

ER ARG ;?(v 2¢20+4T) i%} + o 9 Ef(u ) | = ©
1

Simplificando a equacao acima, temos
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2
o ot nJofir Grtesmlie G [ o an v o
(1.2.74)

Devide a primeira Tei da Termodinamica, supondo con

digoes nao dissipativas, temos

dn _ p dp
P dt T 5 4t (1.2.75)

Para a substituicao em termos pos-Newtonianos, pode

mos substituir a eq. (1.2.75) por sua equivalente Newtoniana

dm _ .
P gt © p div Vi (1.2.76)

o |

|

o

e levando a eq. (1.2.76) na eq. (1.2.74), vem

d v2

E;E.+ (div Vi{}{p[ﬁ + J?(v2+2U+H)]} - J? o gpls - U+T) = 0.
C C

Depois de algumas simplificagGes, a equacao acima

transforma-se em

{g% + (div Vi;}{p[i + J? vy 3Uf} +

=1 - c _
](ﬁ~u+n)(dp+ divv,) = 0 1.2.77)
2 (3 dqt T e Vi) = (1.2.

0 ultimo termo da eq. (1.2.77) pode ser desprezado
devido a eq. (1.2.1) e também ao fato de que ele aparece com
um fator 1/c2. Assim, uma equagao equivalente a eq. (1.2.73)%

*
dp d * _



onde
* 1 v2
5 :DE+_Z(_2-+3U)]. (1.2.79)
- C

A eq. (1.2.78) permite tirar a importante conclusao

— — . * . .
de que na aproximacao pos-Newtoniana a massa M , definida por

* * 3
M =} p d°x (1.2.80)

e conservada.

1.3 - APLICACAO AO CASO DE SIMETRIA ESFERICA

Vamos agora escrever a eq. (1.2.71) para o0 caso de
um sistema com simetria esferica. Por isso, tomamos como coor-

denada espacial o raio. Definindo

2
\
A= X -U+1+ 2 1.3.1
9(2 p) (1.3.1}
e
W= v (U - UL ) (1.3.2)
r ar r irj ? T

onde v & a velocidade radial, e substituindo na referida equa

cao ficamos com

1 ) 2U _ au
9 I + Z? (HE + A 3?) v 4+ 3 [}1 + ;?)6} o 37

au dU du

4 dv du r 4 r 1 r iri
te gVt vt ca) et e (g It )
C C 2c
53U
'—]ﬁ“’r'z_pz(d’_r*%) - 0 . (1.3.3)
2c C
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Por outro lado, da eq. (1.2.2) temos:

: 5 5U
Uyt SR -0 gE =0, (1.3.4)

onde vy denota a velocidade Newtoniana e o ponto & usado para
indicar derivagaoc em relacao ao tempo. Substituindo a eq.

(1.3.4) na eq. (1.3.3) vem:

oV = oV, ‘21‘2‘ (S x v -fga—i(pU) - C—“go(\?wvj—‘é-%)
N I
C 2¢ 2c
i_g (6 3% + 20 (1.3.5)
Podemos obter, a partir de (1.3.71)
9% + A %% = pyv - 0 %% +p E% + P gﬂ T+ %% %% +
%%ET+;—%§-§¥ , (1.3.6)

e substituindo as egs. (1.2.49) e (1.3.6) na eq. (1.3.5) vem :

2
o o Ly - eYT . . v 3v Al , 1 3p
OV—QVN —2—C v C—z— Y‘(BV+QBV+p)
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4o (VU - 3v dU _ dUr ) - 4 aUr _ (dUr dUiri)
2 I dt ~ dt Z P7 ar 7 \at dt
o c 2¢
1 2 [,.2 1 30
+ —= pw_ + (vi + %) + — (1.3.7)
0cl Tr 2L 2 ar

um calculo direto, embora enfadonho, fornece

3V _ _ 4rGM )
oy rz
r r
dU GvM 2 f . f
&Y + A6 (= r'pvd'r + vdr'
dt r? (r . 0 } P )
0

du "

ro_ v 2 _— 2 3pv , v 3(pv) .01
—_ 4WG[: ;?~f r'Tovdr!' + - J r i dr't ( r 5T dr_l
0 0

U du f
ro_oiri 2 . 3{pv vo_2v [ .4 . 2 A 3(pv :
Ic It 45 L3 f rt -t dr _ fr pvdr' + ——§-Jr —§€~l dr
r 3r
r 0 0
r
wr - 8W4GV f rrqpvdrg
r 0
r
0 2 '
gg = - E%g J r' podr
r 5 J
" (1.3.8)

! -
onde M = 47 Jpr2dr e a massa do sistema.
0

Substituindo as eqs. (1.3.8) na eg. (1.3.7) venm:

2
st _pv_ * ¥ 3v 3l T 3p
Wt VT Tz vt o v P
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v 31 .1 ap, & . 1 GM i
- Zg (5T + o =) T ;z 2 (2p + 3pv 209)
r 0
20 ,ap . 0 J 2 \ oV .
- — + Z2pv - 876G r d - 127G vdr
:g (Br o N) T ;g;? podr ;g l P
r o r
) ov [ | VI v 3{pv) 4., 16mGp 2 3(pv) a0
241G > J r'pvdr' + —§-+ —?-f rt oy dr + oy J r Y dr
rc c rc
0 y 0
r
-5 %y J r* Eé%!l dr’ (1.3.9)
cr
0
Desde que v-v e de ordem igual a (c_z),podemos subs

tituir nos termos pos-Newtonianos v por Vi Entao,

. v ) 12nGov, 24mGpvy,
- 876G —% fr' pedr' - — fpv dr' - ——— fr'vadr' +
cr C - rc 3
- " " d(pv)
447p . o{pv . 1676 2 d(pv . 4T Gp 4 \
Pl L d*‘**—z—f’” At gPy et
3c - rc 5 cr
(1.3.10)
A eq. (1.3.10) requer, para a solugao completa do

problema esfericamente simetrico, a especificacao de uma equa-

¢ao de estado & = e(p).
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CAPTTULO II

MODELO DE ESTRELA EM COLAPSO GRAVITACIONAL

2.1 - PRE-SUPERNOVA

Acredita-se atualmente que as estrelas sejam forma -
das a partir de um gas altamente rarefeito e difuso, composto
principalmente de hidrogenio, que se condensa devido a atracao
gravitacional. Apos a condensagao, a estrela tem sua evolucido
caracterizada pela contracac e, em consequencia, pela emissao
de energia radiante. Podemos dizer, entao, que, no processo de
contragao, a luminosidade da estrela @ uma consequéncia direta
da perda de energia potencial gravitacional.

Nesta fase, as temperaturas sao ainda baixas e as
perdas de energia por reagoes termonucleares sao despreziveis.
A estrela esta proxima do equilibrio hidrostatico, sem fontes
internas de energia. A duracao desta fase & relativamente pe-

quena (v ]07

anos).

B medida que a estrela se contrai, a temperatura no
seu interior aumenta e, finalmente, torna-se tao alta (2106 0K)
que as reacgoes nucleares, envolvendo a transformacao de hidro-
genio em helio, comecam a se processar. Neste instante, a es -
trela esta em equilibrio hidrodinamico e térmico, e chega a

fase de Sequencia Principal do diagrama Hertzsprung-Russel(gra

fico da luminosidade contra a temperatura na superficie).
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0 subsequente desenvolvimento da estrela e ditado
principalmente por suya massa e composigcao quimica. 0 periodo
de atividade da estrela nesta fase € determinado pela reser
va de hidrogenio no caroco e e da ordem de 1010 anos. Durante
0 estagio da Sequencia Principal, o equilibrio da estrela e
mantido pela pressao do gas e pela pressao da radiacido.

A fim de melhor entender os estagios subsequentes
da evolugao, convem discutir os principais estados finais de
equilibrio de uma estrela. Estes estados finais devem Ser tais
que nao haja perdas de energia, isto €, sua luminosidade deve
ser nula, 0 que equivale a dizer que a temperatura da estrela
e nula, ou ainda, que a pressao gravitacional deve ser equili
brada pela pressao do gas frio existente. Sabemos que, nos es
tados finais, existem dois tipos principais de gas: o de ele-
trons e o de neutrons. Em ambos os casos, a pressao do gas
degenerado (T = 0) e o fator equilibrante contra a Sempre pre
sente pressao gravitacional.

Chandrasekhar(g) determinou a massa maxima para a
qual ainda & possivel existir equilibrio entre a pressao do
gas de elétrons e a pressdo gravitacional. Este valor mdximo
e chamado massa-1imite de Chandrasekhar MCh e vale 1,26 M®
no nosso caso de estrelas com caroco de 56Fe. Para entender -
mos como se determina esta massa-limite, devemos lembrar que
p4/3

a pressao gravitacional P e proporcional a

gra {(sendo p

a densidade da materia), enquanto que a pressao do gas de elg

trons, a temperatura T = 0, & proporcional a p5/3 para ele -

4/3
0 /

trons nao-relativisticos e para eletrons relativisticos.

Obviamente, quando os eletrons se tornam relativisticos, pgra
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passa a ser proporcional a Pgas® € © equilibrio nao € mais pos

sivel. Esquematicamente, temos o seguinte, como mostra a fig.

2.1.7, em que a pressao e plotada contra a densidade, amb as

em escala lTogaritmica.

LOG »

L0G

Fig. 2.1.1 - Pressao do gas de eletrons (linha curva) e pressdo gravitacio
nal (familia de retas com My < My < M3).

A familia de retas (com inclinagao igual a 4/3) re -
presenta a pressao gravitacional: cada reta € associada a uma
massa diferente. A pressao do gas de eletrons e dada pela reta
que comeg¢a com inclinagaoc igual a 5/3 e continua depois com in
clinagao de 4/3. Vemos, entao, que o ponto de equilibrio & de-
terminado pela intersecao de Pora © pgas. Se M < MCh’ tem-se

equilibrio; se M > M_ , a pressao do gas degenerado de elétrons
Ch

ja nao @ suficiente para suportar o peso.
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De modo analogo, a massa critica, no caso de um gas
de neutrons, tambem pode ser calculada. Com efeito, ela foi de
terminada pela primeira vez por Oppenheimmer e Vo]koff(lg),que
utilizaram equacoes de equilibrio hidrostatico tiradas da Rela
tividade Geral, junto com a aproximacac do gas de neutrons ide

al. Eles acharam M = 0.75 My - Como a aproximacgao do gas

crit

ideal & bastante grosseira, esta massa critica foi recalcula -

da, usando-se a equagao de estado de um gas real, por Came -
(11) (13)

ron*—", Canuto e Chitre(lg) e Tsuruta e Cameron'—’. 0Os resul

tados fornecem MC entre 1.6 e 2 MQ.

rit

Vejamos agora como a estreia evolui depois de quei-
mar sua reserva de hidrogenio.

Se a massa for pequena em relacao a MCh’ a estrela
simplesmente comecga a esfriar e a se contrair. ApDs um certo
periodo (v 106 anos), atinge-se o equilibrio, isto €, o peso
e completamente equilibrado pela pressao do gas degenerado de
eletrons. Tais estrelas sao chamadas Anas Brancas, com densida

7

de central aproximadamente igual a 10 g/cm3, temperatura cen-

tral «~ 109 ° e raio =~ ]03 Km.

Se a massa for comparavel a massa do Sol, ent3o a
hao-homogeneidade da composig¢ao quimica, causada pela queima
de hidrogenio no centro, leva a uma re-estruturacao da estre
Ta. Neste caso, sua envoltoria se expande e Seu carogo Se con-
trai. Sao as chamadas Gigantes Vermeihas que, apos a queima de
elementos mais pesados, como o carbono, oxigénio e enxofre, co
mecam a esfriar, podendo tornar-se em Anas Brancas, se sua mas

sa for inferior aoc limite de Chandrasekhar, ou <continuar sua

evolugao até a configuraciao de Pré-Supernova, Se sua massa for
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superior a MCh'

Neste ultimo caso, 0 que ocorre € o seguinte. A dege
nerescéncia dos eletrons aumenta e 0 caroco fica mais denso ,
provocando a captura eletronica por parte dos nlcleos, que as-
sim se tornam cada vez mais neutronizados. A perda de energia
por neutrinos, devido a reacao de captura, leva a estrela a uma
instabilidade dinamica. Em outras palavras, a estrela esta na
iminencia de um colapse gravitacional ou implosao, durante a
qual a materia cai praticamente em queda livre. Este estado &
conhecido como Pré-Supernova.

0 tempo de implosao &€ da ordem de décimos de segun

do, e a tremenda energia liberada (entre 1050 a 1052

erg) e
emitida em apenas alguns dias, alcancando um maximo de 1043erg/
/seq.

Como dissemos na Introducao deste trabalho, a implo-
sao da origem a violentas ondas de choque que esquentam e, em
seguida, ejetam as camadas mais externas, formando o que chama
mos de explosao de Supernova.

Convem, entretanto, lembrar gue uma Supernova pode
ser formada atraves de uma linha de evoluc3ao diferente. Por
exemplo, uma Ana Branca pode tornar-se instavel pelo esfriamen
to gradativo ou pela atracaoc de massas em sua vizinhanga.

Em qualquer caso, a principal diferenca & dada pela
equagao de estado. Por outro lado, resultados recentes indicam
que, se a massa de uma estrela for superior ao limite de Chan-
drasekhar, entdo ela deve explodir como uma Supernova ao fim
de sua evolucgao.

Tomamos como modelo de Pre-Supernova uma com as se-
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guintes caracteristicas: densidade central igual a 109 g/cm3,

temperatura central de 6,5 x 109 OK, raio igual a 10]0 cm, com

56Fe. Ainda, por simplici-

posicdo quimica no caroc¢o dada pelo
dade, assumimos uma distribuicao inicial de densidade e de tem
peratura dada por uma Lorentziana. A massa total da Pre-Super-

nova foi tomada como sendo igual a b7 M@‘

2.2 - LUMINOSIDADE

No capitulo anterior, dissemos que processos de con-
ducao de energia seriam desprezados. A justificativa para isso
e que o tempo gasto para um foton, criado no interior da estre
la, chegar ate as camadas externas & muito grande comparado com
o tempo de implosao, isto €, o colapso & tao rapido que nao
ha tempo para que a energia possa escoar pelas camadas da es -
trela. Apesar disso, nao podemos ignorar a luminosidade da es-
trela. Assim consideraremos o efeito da lTuminosidade como uma
corregao, mesmo tratando o colapso com as equacoes classicas.

Desde que a variacgao de temperatura esta relacionada
com a luminosidade, e como tal variacao aparece nas equacgoes
de movimento devido a eq. (1.3.10), concluimos que a luminosi-
dade passa a afetar diretamente o movimento.

Em Relatividade Geral, a Tuminosidade & definida, pa
ra um corpo com simetria esférica, por

16ﬂ2

L= - 18 ekt efoqrlet?y! (2.2.1)

onde a € a constante de radiagao e « a opacidade da matéria.
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Para o caso da aproximacao pos-Newtoniana, temos

. . 16x% ack’ (dT4 |4 U (2.2.2)
T de” T Tz dr 2

Finalmente, desde que a luminosidade aparece nas equa-
coes de movimento somente em termos nao-Newtonianos, podemos

considerar

[ = - ]61T2 aR4 qu (2 2 3)
3 dr T

A opacidade da materia estelar € um fator importante

para determinar o transporte de energia. 0 seu calculo € um
tanto dificil, pos isso uma formula empirica,relativamente sim
ples, e desejavel. Tal formula € chamada Opacidade de Kramers,
e @ dada por

T-3,5

K = K,0 (2.2.4)

onde Ko € uma constante que depende do material. Seu peso, po-
rem, & limitado aos estados termodinamicos em que apenas a con
tribuigao dos eletrons € importante.

A equacao da conservacao da energia, em termos da tem

peratura, e

ar - [@s - Ly o+ A Ht—}%ﬂ (2.2.5)

onde %% € a taxa de energia liberada por difusao, pdV & o tra

balho devido ao movimento macroscopico e s € a taxa de ener -

gia ganha por outros mecanismos.
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A eq. {2.2.5) pode ser escrita na forma

4t
dt

s (2.2.6)

_|
|
Ne
§
lo)
-
S
+

Nesta equagao, a derivada da luminosidade € em rela-
cao a M . Para 0s nossos objetivos, consideraremos esta deriva
—~ * . 3 - -
da em relagao a M , tal como definida no capitulo anterior. A

eq. (2.2.6) e mais

p v, av,, av oV
dv g ooyt N MY en 1ap o PN an 1 apy
ot TN T 7 Wy 2z 2 w*roavtP) ?(8T+DB)T+
r
M U 3 2 |
—]z % (2p + 3pvy - 209) -gg (gg + 2pvy) - 8mG — f r'S ppdr' -
c cr
121Gy 24nGov < 3(pvy)
——-2—H~ [ pvydr' - ————?—N J rpvydr' + Eﬂﬂ% J r atN dr' +
o rc 3c
r 0 r
r r
3evy) 3(ovy)
]6Trgp f r2 atN dr' - %IT_ 5‘103 J }’"4 atN dr' (2 2 7)
rc 5 cr 2
formam um sistema simultaneo consistente. Finalmente, na eq.

(2.2.7), onde aparecem as integrais envolvendo a(va)/at, trans

formamos esta derivada da Seguinte maneira

BVN
N ar

= ov _38\,2_29\;

5 © v (2.2.8)
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2.3 - EQUAGCAO DE ESTADO

A fim de resolvermos as equacoes hidrodinamicas eqs.

(2.2.6) e (2.2.7), precisamos de uma equag¢ao de estado

e = e{p, T, Ci) (2.3.1)

que fornece a densidade de energia em fungao da densidade de
materia p, temperatura T e composicdo quimica c;» onde o Tndi
ce i especifica a especie nuclear.
Neste trabalho, utilizamos a equacao de estado do gas
56

perfeito, com a composigao quimica dada unicamente pelo Fe.

Isto e,

3 No
£ :? H——DkT N (2-3.2)
e
onde u, € o peso molecular medio, N_ nimero de Avogadro, e
e 0

k a constante de Boltzmann. A razao para procedermos assim e

dupla:

1) - os outros termos, que poderiam ser levados em
conta, tais como a radiacao e o gas de eletrons
degenerados, sao praticamente despreziveis.Mais
explicitamente, o gas de eletrons contribui ape
nas com uns poucos porcentos. A radiacao, por
sua vez, contribui com um percentual muito me -
nor ainda. Na fase de implosao, que a que inte-

ressa ao nosso trabalho, a aproximagaoc do gas

perfeito & entao bastante razoavel;
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2) - o tempo de calculo, fator crucial, fica bem me-
nor com a utilizagao da equacao de estado sim -

plificada.

Em resumo, com a equagao de estado do gds perfeito,
quantitativamente a diferenca e irrelevante, mas qualitativa -
mente nada se perde, e computacionalmente o tempo de calculo &

reduzido de modo substancial.




CAPTTULO III

RESULTADOS E DISCUSSAQ

A fim de discutir os efeitos da Relatividade Geral,
vamos primeiramente lembrar wum efeito provocado pela propria
Relatividade Especial. Devido ao fato de que as velocidades re
lativisticas sao sempre menores que as correspondentes veloci-
dades Newtonianas, a Relatividade Especial deve modificar 05
resultados obtidos pela Hidrodinamica Newtoniana, reduzindo a
velocidade de implosao.

Em Relatividade Geral, a questao nao e tao simples
Podemos ver 1isso da seguinte maneira: pela equacao de movimen-
to (eq. (1.2.71)), verificamos que o aparece multiplicando a
aceleracao v. Isto nos permite interpretar como sendo fator
de inercia do sistema, no sentido da Mecanica Newtoniana. Por

outro lado, a eq. (1.2.61)

o=p|i1+—12(v2+2U+H):],
C

onde H e a entalpia, mostra que os termos de energia cineti -
ca, energia potencial gravitacional e entalpia contribuem para
aumentar o valor de o , visto que eles sao estritamente positi
vos. Assim, concluimos que esses tres termos aumentam a iner -

cia da materia.
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0 ponto importante em Relatividade Geral & que as
formas de energia que aumentam a inércia aumentam também o
campo gravitacional.

Assim, encontramos duas tendencias antagonicas que
se competem: uma para acelerar (devido ao aumento do campo gra
vitacional), outra para retardar {devido ao aumento da iner -
cia, junto com os ja mencionados efeitos da Relatividade Espe
cial).

0 problema de saber qual a tendencia que vai preva-
lecer depende possivelmente das condigoes iniciais (por exem-
plo, massa total, distribuicao inicial de velocidades etc. )bem
como do estagio em que a implosao estiver se processando.

Para fixar melhor as idejas, consideremos uma estre
Ta na iminencia da implosdo. 0 que vai ocorrer é o seguinte.
Iniciada a implosao, sua velocidade aumenta (pelo nosso mode-
1o, mais no caroco gque na envoltoria), acarretando uma concen
tracao de energia no caroco. Esta energia, por sua vez,é fon
te de campo gravitacional, o que provoca a aceleracao do co -
lapso, ate que o aumento da inércia torne os efeitos de retar
damento predominantes. Isto pode ocorrer ja fora do limite de
validade da nossa aproximacgao pos-Newtoniana.

Em se tratando do colapso de uma Pre-Supernova,ain-
da na fase em que a implosao esta sendo acelerada, ocorre a
explosao de Supernova.

A fim de ver quantitativamente os efeitos, assumi-
mos um modelo bastante realistico de Pré-Supernova, dado no
cap. II, e resolvemos o problema de implosao, utilizando as

eqs. (2.2.6), (2.2.7) e (1.2.78). Estas equagoes formam um sis
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tema de equagoes diferenciais, que foram aproximadas por equa-
¢oes de diferenca e resolvidas numericamente, usando-se o meto
do aplicado por Arnett (&) Para os nossos calculos, duas mo-
dificagcoes foram feitas neste metodo. A primeira se refere a
quantidade conservada usada como parametro; em vez de M, usa -
mos M*, tal como definida pela eq. (1.2.80}. Desse modo, a mas
sa de cada cawmada, em que dividimos a estrela, & dada em ter -
mos de M*. A segunda modificacao se relaciona com o calculo do
campo de velocidades, em que geramos em cada instante as velo-
cidades relativisticas por iteracao, a partir das velocidades
Newtonianas.

Resolvemos as equagOes até o instante tes que defini
mos como sendo o instante, a partir do qual a densidade atinge
valores tao elevados que as "interacoes nucleares se tornam
apreciaveis e a aproximacao de gas ideal para o carogo nao @&
mais valida.

Para t > tes @ implosao deve acionar 0 mecanismo
de explosao de Supernova.

E obvio que existe uma incerteza no valor de tes as-
sociada ao mecanismo de explosao. Por esta razao, neste traba-
Tho, escolhemos tf = 0,2 seqg, de modo que a densidade central
pode atingir ate a ordem de 10! g/cms.

Na fig. 3.1 apresentamos a densidade em funcao do
raio para t =0 e t = tes nesta figura o(R) & a densidadena
superficie. Podemos ver, como era de se esperar, que as cama -
das exteriores praticamente nao alteram suas propriedades {den
sidade, temperatura, velocidade, etc). Isto significa que a

materia forma um carogo muito denso e bem distinto.
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Comparamos nas figuras seguintes os resultados pos-
-Newtonianos com os classicos, no instante tf. Nas figs. 3.2
e 3.3 apresentamos, respectivamente, as densidades e veloci -
dades em funcao do raio. Para melhor clareza, fizemos o raio
variar ate 109 cm, visto que, como ja dissemos, para raios ma i
ores nao existem praticamente diferencas.

Nossos resultados mostram que as velocidades c¢en -
trais sofrem um aumento de aproximadamente 20% e que a densida
de central e aumentada em cerca de 50% em comparacao ao resul-
tado nao-relativistico. Como o mecanismo de criacao de onda
de choque, que provoca explosao, e bastante sensivel aos valo-
res de densidade e velocidade no instante t = tf, esta mudanca
nas quantidades pode provocar alteracao significativa no meca-
nismo de explosao.

Quanto a equacao de estado, convem repetir que nosso
interesse principal no processo de implosao € determinar como
os efeitos relativisticos afetam o movimento. Por isso, ndao &
relevante a utilizacao de uma equacao de estado mais sofistica
da, pois os efeitos relativisticos nao devem ser apreciavelmen
te alterados pela mudanca da equagao de estado. Isto nao signi
fica que tais efeitos sejam independentes do estado termodina-
mico, mas simplesmente, que a consideracao de um gas real nao
vai introduzir mudancas significativas nos efeitos relstivis-
ticos.

Os resultados deste trabalho podem ser de utilidade

em futuros calculos hidrodinamicos de explosao de Supernova.



-46-

107 T

1=¢.2 seg.

10

«
T
AN
X
3
10

10— =

10 [— =

RAIO (em¥ \(??

Fig. 3.1 - Distribuicao da densidade nos instantes inicial e final.
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Fig. 3.2 - Distribuicao da densidade no instante final
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Fig. 3.3 - Campo de velocidade no instante final, para os casos relativis

tico e nao-relativistico.
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