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Resumo

Nesta tese analisaremos alguns aspectos da mecénica estatistica ndo extensiva levando em
conta sua formulagio baseada em vinculos normalizados. A formulagio anterior, baseada
em vinculos nao normalizados, serd abordada quando se fizer necessdria. Analisaremos
também as aplicacbes da mecénica ;astatistica nao extensiva para processos de transporte,
focando principalmente a difusdo andémala. Particularmente, a nossa discussio sobre a
difusdo andmala seri feita através da equagio de Fokker-Planck, levando em conta as
derivadas com fndices inteiros e reais. Neste contexto, vamos explorar as relagSes que po-
dem ser estabelecidas com a mecénica estatistica ndo extensiva. Assim, a tese encontra-se
subdividida em duas parte contendo nove capitulos. Na parte um, que vai desde o capftulo
um até o capitulo cinco, vamos discutir alguns desenvolvimentos formais. Na parte dois,
que compreende do capitulo seis até o capitulo nove, vamos analisar algumas aplicagdes
‘da mecAnica estatistica nio extensiva. O capitulo um servird como um auxilio quanto
& notagdo empregada no decorrer da tese. No capitulo dois, analisaremos a estabilidade
termodindmica para uma Hamiltoniana genérica; um exemplo serd discutido como jlus-
tracdo dos resultados obtidos. No capitulo trés, vamos discutir alguns aspectos formais de
considerarmos outras formas entrdpicas (por exemplo, a de Renyi) na formulaggo de uma
bermo-estatistica e suas relagbes com a mecénica estatistica ndo extensiva. O capitulo
quatro serd dedicado ao estudo das aproximagOes baseadas em expansdes em poténcias
de (1 — q) ou fatoriza¢des. Como veremos os resultados obtidos sugerem que tais aproxi-

magdes sa0 boas para sistemas nio interagentes desde que (1 — ¢})/N << 1. No capitulo
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cinco discutiremos as funcdes de Green na formulagio da mecéinica estatistica nfo ex-
tensiva baseada em vinculos normalizados. No capitulo seis, vamos obter uma expressdo
exata para a equagao de estado de um sistema gravitacional em duas dimensGes. No
capftulo sete, obteremos a equagio de transporte de Boltzmann sem a presenga de ter-
mos de colisdes. No capftulo oito, abordaremos a difusdo andmala utilizando a equagio
de Fokker-Planck nio linear fraciondria. No capftulo nove, vamos obter uma generali-
zagdo da lei de Arrhenius. Cada capitulo contém uma se¢8o onde discutimos as idéias
apresentadas. Por fim, dedicamos um espago &s conclusdes e perspectivas apés o tltimo

capftulo.



Abstract

This thesis is dedicated to the analysis of some aspects of nonextensive me;:hanical statis-
tics taking into account normalized constraints. The results obtained in unnormalized
version of nonextensive mechanical statistics are discussed when necessary. We also anal-
yse the applications of the nonextensive mechanical statistics to the tra.nsport process.
In this context, we essentially focus on the anomalous diffusion, which is discussed by
considering a nonlinear fractional Fokker-Planck equation. Thus, this thesis is divided
in two parts. The first one Acontains chapters one to five, which are dedicated to discuss
some formal aspects of the nonextensive mechanical statistics. The second part, that con-
tains chapters six to nine, is dedicated to analyse some applications of the nonextensive
statistics. Chapter one introduces the notation and the basic formulaes employed in this
thesis. In chapter two, we analyse the thermodynamical stability for the nonextensive
mechanical statistics, By considering a generic Hamiltonian H and discuss an example. In
chapter three, we discuss some formal aspects obtained by considering the Renyi entropy
in a thermostatistics approach. Chapter four is dedicated to study the approximations
based on (1 — ¢) expansion and factorizations. In chapter five, we discuss the theory of
Green functions based on the normalized version of the nonextensive mechanical statis-
tics. In chapter six, we obtain an exact expression for the state equation, by considering
b bidimensional gravitational system. In chapter seven, collisionless Boltzmann equation
js generalized. In chapter eight, we analyse the anomalous diffusion by using the non-

linear fractional Fokker-Planck equation. In chapter nine, we obtain a generalization for
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Arrhenius’ law. Each chapter contains several sections where the ideas are presented and

discussed. The conclusions and perspectives are presented after chapter nine.
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Introducao

Recentemente estudos envolvendo presenca de efeitos néo extensivos dentro da fisica tem
despertado muita atencio, principalmente pelo fato de que estes efeitos em geral nao so
convenientemente descritos pela mecénica estatistica de Boltzmann-Gibbs. Os exemp-
los mais comuns da presenga da nao extensividede podem ser encontrados em sistermas
astroffsicos [1, 2, 3, 4, 5, 6], alguns sistemas magnéticos [7, 8, 9], em tens3o superficial
[10, 11], turbuléncia em plasma [12], difussio andémala(13, 14, 15, 16]. De uma maneira sim-
ples, podemos dizer que a nio extensividade pode ocorrer quando: (i) as interagBes sio de
curto alcance sendo o sistema de tamanho finito e menor do que o alcance das interagSes
ou (ii) com interacdes de longo alcance sendo o tamanho do sistema qualquer. Neste
contexto, apontando de maneira clara que a ‘mecénica estatistica usual tem 1inﬁ£ag6es,
podemos mencionar que R. Balian [17] escreveu em seu livro:

“As condigées para a validade do limite termodindmico tem sido estabelecidas, mostrando
s0b quais circunstdncias a entropia é uma quantidade extensiva. Isto ajuda-nos a entender
as limitagBes que existem, por exemplo em astrofisica, sobre a estabilidade da matéria”.

Completamentando a discussdo acima, cabe citar o seguinte trecho:



“Usually W is put equal to the number of complexions ... In order to calculate W, one
needs a complete (molecular-mechanical) theory of the system under in consideration.
Therefore it is dubious whether the Bolizmann principle has any meaning without a com-
plete molecular-mechanical theory or some other theory which describes the elementary
processes. Fig.(1) seems without content, from a phenomenological point of view, without
giving in addition such an Elementartheorie.”

pertencente ao trabalho de Einstein (traduzido ao inglés por Abraham Pais) [18], falando
sobre a falta de especificagdo da validade da mecénica estatistica usual.

Assim, consistentemente com observac3es pioneiras como estas e com a ubiquidade de
casos andmalos (alguns j4 mencionados e outros que mencionaremos oportunamente), ve-
mos a necessidade de reformularmos a mecénica estatistica usual, de maneira a incorporar
os efeitos causados pela presenga da nio extensividade. Neste sentido, uma ferramenta
tedrica baseada em uma entropia néo extensiva (entropia de Tsallis)[19, 20, 21] tem sido
sucessivamente aplicada em muitas situagdes fisicas. Por exemplo, superdifusio anémala
do tipo Lévy{22], difusio anémala do tipo correlacionada [23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30], tur-
buléncia {31, 32], sistemas auto-gravitantes[33, 34, 35, 36], radiacio césmica de fundo[37,
38], velocidade peculiar de galdxias espirais[39], interacio elétron-fonon[40], sistemas fer-
rofluidos[41], sistemas dissipativos com dimenséo baixa [42] ¢ Hamiltonianos sensitivos s
condigBes iniciais [43], no estudo da condenséo de Bose-Einstein via equagao de Gross-
Pitaieviski [44], distribuigfio de Fermi-Dirac e Bose-Eisntein [45, 46], informacao quantica
[47, 48]. Este formalismo também possibilitou a extensio de algumas ferramentas de

cdlculo presentes na mecénica estatistica usual tais como o método das fungdes de Green



[49], teoria da resposta linear[50], integrais de trajetdria [51], métodos variacional [52, 53]
e pertubativo [53], transformada de Laplace [54] e outros. Entéo, somos conduzidos por
fortes indicios que esta é uma forma adequada de tratar questdes relativas a sistemas n3o
extensivos, usando um formalismo diferente do tradicional (veja também [55]‘), a fim de
obtermos as modificacbes necessarias.

A reformulagfio da mecénica estatistica no sentido de generalizar a de Boltzmann-Gibbs
(BG) é obviamente empreendimento complexo e volumoso. Esta proposta de Tsallis esta
sendo estudada ativamente pela comunidade de fisica estatistica hd mais de uma década.
Podemos distinguir neste ambicioso projeto trés frentes de ataque. A primeira consiste
2m analizar o préprio formalismo, estudando as suas implicagdes mateméticas e formais.
A segunda consiste em explorar os fendmenos da natureza que exibem leis notoriamente
semelthantes &s que emergem deste formalismo, notadamente a forma funcional para a
entropia, e as leis de poténcia que substituem, nas distribuigdes relevantes, as formas
exponenciais (distribuigo de BG e gaussianas). A terceira consiste em estudar os funda-
mentos dindmicos da teoria, o que permite o cidlculo do pardmetro entropico ¢ a priori
(isto e, a partir da dindmica microscépica do sistema), e ndo somente através de ajustes.
Pertencem a primeira frente de ataque trabalhos tais como o estudo dos teoremas que
provam a unicidade da entropia de Tsallis [56], estudos sobre a distribuicio “escort”
dentro da estatistica nio extensiva [57], o estudo do principio de Clausius[58], estudo
do teorema H no contexto da mecénica estatistica generalizada[59] e a generalizagio da
fungiio distribuigio de um gas diluido[60].

Na segunda frente de trabalho temos o estudo dos neutrinos solares [61], a analise do



fluxo dos raios césmicos [62], aglomeragio urbana [63], o estudo de problemas nuclear-
es de muitos corpos [64], na descrigio de experimentos de espalhamento hardrdnico da
aniquilagdo elétrons — pésitrons (ete™ — hadrons) [65], distribuigdes de velocidades da
“Hydra viridissima” em agregados celulares [66], linguistica [67] e outros.

A terceira frente de pesquisa compreende, por exemplo, o estudo da relagdo entre sensisi-
tividade as condi¢es iniciais e relaxagio em sistemas dindmicos [68], a andlise da entropia
de Kolmogorov-Sinai no mapa standard [69], a evolugdo temporal da entropia de Tsal-
lis para mapas conservativos e dissipativos [70], no estudo da sensitividade &s condigdes
iniciais em mapas logisticos generalizados [71].

A presente tese tem por objetivo contribuir essencialmente na primeira frente de ataque.
Efetivamente, obteremos uma equagio de transporte [72], estudaremos um sistema grav-
itacional em duas dimensdes [73], faremos uma discusséio mais detalhada sobre as aproxi-
magdes que se baseiam em expansdes em poténcias de (1 — g) e fatorizagdes [74]. Dentro
deste contexto, também analisaremos as mudangas produzidas pelo emprego de vinculos
normalizados [75], ao invés de vinculos nio normalizados. Pois com esta mudanga Tessur-
giram algumas questdes que estavam esclarecidas; dentre as quais temos a estabilidade
termodindmica de um sistema néo extensivo[76], as implicagBes de tais vinculos na formu-
lagao e nos resultados obtidos através do método das fungdes de Green[77]. Outro ponto
interessante é possibilidade de que alguma outra entropia, diferente da entropia de Tsallis,
iseja capaz de descrever também sistemas fisicos de natureza ndo extensiva (veja por ex-
emplo [78]). Tal fato torna interessante o estudo de outras formas entrdpicas [79, 80, 81],

em uma formulagio termoestatistica. Em um contexto mais aplicado temos os processos



de difusdo andmalos que encontram dentro da mecénica estatistica ndo extensiva uma
base para uma formulagio entrépica. Nossa discussio, neste sentido, serd essencialmente
baseada em uma equagio de Fokker-Planck nio linear que serd analisada com derivadas
de ordem inteira ou fraciondrias [82, 83]. Dentro deste contexto, obteremos naturalmente
uma generalizagdo para a consagrada Lei de Arrhenius{84].

A tese encontra-se dividida em duas partes contendo um total de nove capitulos. Na
primeira parte, faremos uma anélise das questdes de natureza mais formais da mecanica
estatistica no extensiva que vai desde o capitulo um até o capitulo cinco. A segunda
parte da tese serd dedicada as aplicagdes da mecanica estatistica ndo extensiva indo desde o
capftulo seis até o capitulo nove. No capftulo um, faremos uma revisio dos conceitos e das
relagdes formais necessérias para a discussao presente nos capitulos seguintes. No capitulo
dois, faremos um estudo da estabilidade termodindmica da estatistica néo extensiva. O
capitulo trés seré dedicado ao estudo das formulagdes altem;xtivas & mecénica estatistica
nfo extensiva e a mecénica estatfstica usual empregando outras entropias e o principio
de méxima entropia. No capftulo quatro, discutiremos as aproximacGes baseadas em
expansdes em poténcias de {1 — ¢) e fatorizagdes utilizando um exemplo soltivel. No
capftulo cinco, faremos uma anélise' das mudangas obtidas para as funcSes de Green, e
conseqiientemente seus resultados, ao empregarmos vinculos normalizados. No capitulo
seis, analisaremos um sistema gravitacional em duas dimensdes empregando a estatistica
ndo extensiva. No capftulo sete, desenvolveremos uma equagao de transporte sem termos
;de colisdes usando as técnicas de fungdes de Green desénvolvidas no capitulo cinco. No

capftulo cito, obteremos uma nova classe de solugdes para uma equagio de Fokker-Planck



néo linear fraciondria. No capitulo nove, vamos propor uma generalizagdo para a Lei
de Arrhenius. As conclusdes gerais sobre tais capitulos, bem como as perspectivas, sdo

apresentadas a seguir.



Parte - I

Mecanica Estatistica Nao Extensiva - Formalismo



Capitulo 1

Introducao a4 mecinica estatistica

nao extensiva de Tsallis

Neste capitulo abordaremos alguns aspectos da mecénica estatistica néo extensiva, com
12 finalidade de fornecer a condigdo necessiria para o leitor familiarizar-se com o assunto
e melhor compreender os capitulos que seguem. Assim, apresentaremos algumas relagdes
formais que sdo baseadas na entropia de Tsallis; dentre elas podemos citar a matriz densi-
dade de equilibrio e fungdo de particio generalizadas, a conexéo entre fungdo de partigao
rgeneralizada e a energia livre generalizada, a representagfio da matriz densidade genera-
lizada em termos de representagdes integrais, bem como da fungéo de partigiio generaliza-
~ da, dentre outras propriedades. Também discutiremos de modo abreviado as diferencas e

implicagbes obtidas por consideramos vinculos normalizados ou néo normalizados.



1.1 Valores médios normalizados e representacao in-

tegral

A entropia de Tsallis(19] e o valor médio ¢ normalizado de um observavel A [75] sdo

definidos como segue abaixo

1-—Trp?
Sy = k——— .
e (11)
e
A Tepld
e =17 (1.2)

onde § é a matriz densidade, g nos d4 uma medida do grau de nio extensividade, com
g € R, e k é uma constante positiva que consideraremos de agora em diante tendo o valor
da unidade. Note que estamos usando valores médios normalizados, em contraste com a
formulagéio anterior da estatistica niio extensiva onde os valores médios ndo normalizados

do tipo
(A"Dq,unn = Tl‘/jqfi (1.3)

Ko {ndice inferior unn se refere ao vinculo néo normalizado) foram extensivamente em-
ypregados. Com esta mudanga, o emprego de vinculos normalizados, algumas questdes
presentes na formulagéo anterior foram esclarecidas. Dentre elas temos que o valor médio
de uma constante agora é a prépria constante, as fungdes termodindmicas no dependem
anais da escolha do zero de energia, as divergéncias que apareciam quando considerdvamos
gistemas independentes foram removidas. Na préxima segdo ilustraremos algumas con-

9



seqiiéncias de usarmos vinculos normalizados ao invés dos ndo normalizados através de
um exemplo.
Para obtermos a matriz densidade, por exemplo, para o ensemble canénico basta maxi-

mizarmos a entropia de Tsallis Eq.(1.1) juntamente com os respectivos vinculos,
Uy=(H)y , Tp=1 (1.4)

com o uso dos multiplicadores de Lagrange. Neste caso temos a presenga de dois multipli-
cadores de Lagrange, e o; 8 encontra-se associado com o valor médio g da Hamiltoniana
e o é associado com o vinculo de normaliza¢ao da matriz densidade. Entdo, apés aplicar-

mos o processo de maximizagéo de §;, obtemos que a matriz densidade fica dada por,

b= -0 -0 B (E-T)]", (L5)

onde 3 1= B/ Trp}. Tomando a Eq.(1.5) em uma base na qual a Hamiltoniana é diagonal,

1/(1~q)

P = ol ) = (Bal|Bn) = Zi [1-G-0BE-U) (1.6)

onde {pgn} sdo as probabilidades, {E,} é o conjunto de autovalores da Hamiltoniana e

]1/(1—11)

Zy=3[1- (- B (Ba—U) 17)

é a fungdo de partigdo generalizada. Nas Egs.(1.5), (1.6) e (1.7) assumimos que 1 —
1-9 B (En —U,) 2 0. Quando esta condigio nao é satisfeita, pode-se ver que aparece
um “cut-off” (p(¥,) = 0)[85] mantendo a interpretagio probabilistica. Consequentemente,
devemos ter sempre em mente, ao efetuarmos qualquer célculo dentro deste contexto, que
se a condigio acima néo for satisfeita, temos a presenca de um “cut-off”. Por exemplo,
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20 calcularmos uma fungdo de parti¢do cléssica, os limites de integragio no espaco de fase
sdo dados pela condigio 1 — (1 — g) F] (ﬁ' - Uq) >0.

Utilizando as equagdes acima podemos expressar a energia interna como

=5 a/(1-9)
_Tr[l—(l—q)ﬁ(H—Uq)] g ws)
- = /(1-q) :
Te[1-(1-)f (A -U,)]"
De (1.5) podemos obter uma importante relagio
Trpl = 2,77 (1.9)

que sera ttil nos capftulos seguintes. Das Egs. (1.6) e (1.7) podemos obter algumas

relagBes, como por exemplo, a energia livre generalizada

: 12,791
F&:Uq—TSq=Uq—E_"1__q_, (1.10)

onde 1/T == 85,/8U, ¢ a energia interna em termos de Fy como segue

8
Uy = 55 (BF%) - (111)

As relagbes termodinimicas de Maﬁell também podem ser generalizadas de maneira
simples seguindo o desenvolvimento presente em [86].

Algumas vezes é 1til expressarmos a matriz densidade através de representaces integrais
a fim de contornarmos certas dificuldades que aparecem durante o processo de célculo.
Temos entdo algumas possiveis representagdes integrais para o peso estatistico, quais seja'xm
a de Hilhorst [87], a de Prato[88] e, por fim, a representagio integral por nés proposta{89].
Todas estas representagdes integrais advém de representagdes da ﬁl;mgéo Gamma. Assim,

podemos unificar todas as trés representagdes integrais acima em uma s6, através da
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seguinte representagio para a fungio Gamma (Ref. [90], pdg. 935 ou Ref.[91])

bl’z%‘_-/;'du exp(—u b)(—u) ™ = ) (1.12)

com b > 0e Re z > 0, e o contorno, C, comecando em +oo indo em diregio a origem,
circunda a mesma no sentido anti-horério e retorna a +00. A partir desta, as trés represen-
tagdes acima e outras podem ser obtidas através de deformagdes do contorno, C, conforme
a necessidade. Empregando Eq.(1.12) com, b=1~(1—~¢)f (I-:T - Uq), ez=1+1/(1—q),

na Eq.(1.6), obtemos a expressao para a matriz densidade, g,

olB) = 75 Jodn KO @AB- - 0) pi(—Ful - )

)

r -
KW = i%ﬂ_(_u)f_—%e*“ (1.13)

onde Z1(f) é fungiio de particio usual multiplicada pelo fator e=#¥%, conseqiientemente,

a fungdo de particdo generalizada fica,
Zy(p) = | du K (w) Za(~Ful1 ~9)) (L14)

A extensdo destes cilculos para o ensemble Grand Canénico é imediata (veja Ref. [55]),
assim, ndo hi necessidade de o fazermos neste momento, e todas as expressbes obtidas

aqui reduzem-se ao caso usual no limite ¢ — 1.
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1.2 Valores médios normalizados versus valores médios

nao normalizados

Agora discutiremos um sisterna soltivel de emaranhamento quéntico empregando o principio
de entropia méxima, os valores médios normalizados e os valores médios néo normaliza-
dos [47]. As implicagGes obtidas serdo discutidas, mostrando a importéncia de usarmos
valores médios normalizados. Maiores detalhes dos célculos empregados aqui podem ser
encontrados em [47].

(a) Emaranhamento quéntico dos estados e méxima entropia de Tsallis - Valores médios
normalizados:

Vamos considerar o par Einstein-Podolsky-Rosen de duas partfculas com spins 1 ]2, Ae

B, com os estados emaranhados de Bell do par dados por

1 1
o) = —ﬁ(l 4l e 1 Dal l>3) L o) = $(| tyal U ] 0l m) (115)

Seguindo nossa anélise, maximizamos a entropia de Tsallis, Eq.(1.1), sujeita aos vinculos

normalizados do operador de Bell, B,

B =2v2(|o") (@~ |-} @]), 0% (B)g = e b<2vZ,  (116)
e de seu quadrado
B =8 (jo)@* |+ NT]) , 0= (BN= ﬁ{;;fg =02 <38 (1.17)

Lembrando que a desigualdade de Schwarz, (X0)(¥?)g 2 (X7)2, com R=BeV =B
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apés algumas manipulagdes conduz & relagio de incerteza,

o > 22, . (1.18)

Note que as desigualdades presentes na Eq.(1.16) e Eq.(1.17) sdo independentes do modelo
[47]. Ao aplicarmos o procedimento de entropia maxima obtemos a seguinte expressdo

para a matrix densidade:
PR 1 8 — g2 1/q o
P4, B) = —Z-(;_—l)',—q{ (_1_6_(1) &™) (@] + [T ) (T
q

o2+ 238, ? o —2/a\"
( = ~> |@+><@+|+(———16———) )y (119

onde

2\ Yo 1/a 3 _ /e
Zle-D/a = {9 8- + 9g+ 22 2v/2h, + g =N 2v2b, (1.20)
7 16 16 16 ) )

Para obtermos o emaranhamento, é suficiente requerer que o maior autovaler da matriz

densidade obedega & condigio

1/q
o 4 2+/2b
—“—_-l_——\{l;z 1 (1.21)
1674 2

Agora, nés trabalharemos o mesmo problema, mas com valores médios ndo normalizados.

(b) Emaranhamento quantico e entropia de Tsallis - vinculos ndo normalizados:

Agora os vinculos os quais devemos aplicar o principio de méxima entropia sdo dados por
0<(BY =Tep'B=b,<2V2, 0<(B) = Tp'Bt =02 <8 (1.22)

Observe que mantivemos os valores numéricos dos valores médios iguais aos do caso ante-
rior (a). Também ¢ interessante observar que as relagdes de incertezas, Eq.(1.17), trazem
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em sua defini¢io os valores médios devido a desigualdade de Schwarz que neste caso sdo
ndo normalizados. Aplicando o procedimento de entropia maxima de maneira anéloga ao

caso anterior obtemos que

2 1/q
Pl B) = {1070+ 190 4 Z (5'-—“51—25‘/—55’—) o) @)
/q
+ (53—"—%/:2—@) 9=} (1.23)

onde

2 1/q 2 yq) 1
og+ 2\/§bq o= 2\/§bq
Zgpunn =241~ e “\ T . (1.24)
Note que a fungéo de partigio em Eq.(1.20) tem uma dependéncia diferente sobre os
pardmetros do vinculo quando comparada com a Eq.(1.24). Assim a condiggo para obter-

mos o emaranhamento quéntico dado pela Eq.(1.21) é a versao renormalizada dos resul-

tados obtidos com o vinculo ndo normalizado como segue

1/q
o2+ 2/, 1

A Eq.(1.21) tern um fator extra Zgl"‘ﬂ/ 7 quando comparada com a Eq.(1.25). Com este
simples resultado, nés vemos a importancia dos vinculos normalizados simplificando e
tornando claro a condigao de emaranhamento quéntico. No Cap. V discutiremos cutro
exemplo onde os vinculos normalizados sao aplicados e novamente os resultados obtidos
conduzem a uma melhora quando comparados com os resultados obtidos com a forrmulagio

antiga (47].

15



Capitulo 2

Estabilidade termodinidmica da

mecéinica estatistica nio extensiva

Neste capftulo estudaremos a estabilidade termodinamica da mecénica estatististica nao
extensiva, considerando um Hamiltoniano genérico H. Em particular, vamos analisar o
sinal do calor especifico de maneira a determinar quando ele é néo negativo, pois através
do comportamento do calor especifico demonstraremos a estabil_idade termodinémica. Em
particular, veremos no decorrer do capitulo que o calor especifico, C;/q, é ndo negativo
para ¢ ¢ [0,1), no ensemble candnico. Como uma ilustragio, analisaremos o comporta-

mento de um sistema cujo espectro de energia é B, = £|n|” (c,r > 0) no contexto cldssico

e quéntico.
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2.1 IHEstabilidade termodinamica

A estabilidade termodindmica desempenha um papel muito importante dentro da mecanica
estatistica[92, 93, 94]. No contexto da mecanica estatistica néo extensiva esta questao foi
abordada por Ramshaw [95] e Tsallis [96], considerando a formulacao baseada em vinculos
ndo normalizados. Entretanto esta questdo ainda nao foi analisada de maneira genérica
dentro da nova formulacio da mecénica estatistica ndo extensiva[75], apenas ilustrada
com exemplos [97, 98]. Aqui pretendemos analisar esta questdo considerando a seguinte

defini¢do para o calor especifico:
C,=-p*—=2 (2.1)

onde # =1/T, com U, dado por

_ Tr (1 - (1-q)Bz:! (g_ Uq))q/(l-q)ﬁ

Tr (1= (- pzd™ (8- )"

U, (2.2)

Entdo, relacionando Eq.(2.2) e Eq.(2.1) e usando Trp? = Z'~7, obtemos, apés alguns
calculos, que o calor especifico é dado por

o T (1 — (1— P28 (I - U) ™ (I — U
73— 2q(1 - 22§ "I (1 - (1 - 9)BZ5 " (H - Uq))‘%'] (H -0y

Cp= (2.3)

A equagao acima pode ser escrita em uma forma mais simples se usarmos a definigfio de
Py simplificando as discussdes que seguem. Entdo, expressando Eq.(2.3) em termos de
pq, Obtemos

2
Go_ BRZ3Tep, { 53 (H - Uy)}
4 1429 - 1)BZETep, {1 (H-U))

(2.4)
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2

onde Trp, {ﬁg‘l (H - Uq)} > 0. Da equagdo (2.4) podemos facilmente verificar por
simples inspegdo que o calor especifico (Eq.(2.4)) é ndo negativo se g(g — 1) > 0, d.e.,
g ¢ [0,1). Tal fato é importante pois est4 diretamente associado com a estabilidade

termodindmica do sistema, i.e.,

&F, C,
= - < > >
ETe) T__Ose g1 (>0 se ¢g<0)

i Fe=Us =TS8, . (2.5)

Assim, uma vez que provamos que Cp/q > 0, a estabilidade termodindmica est4 estabele-

cida para o ensemble canénico. Agora, usando o fato de que

~ 989U,
Ci=~35735 " (2:6)
onde
’ B

. S 2.7
M R A &0

uma relagdo interessante pode ser obtida usando (2.2), (2.4) e (2.7),

-2
: 1+ (1 - q)B230,) " za

o _ (1+0-0pz0) 7 (2.8)

O 1+42(q— )P ZE Tep, {51 (H - U)}
que é ndo negativa para g ¢ [0,1). Esta relagio, (2.8), pode ser usada como uma forma
alternativa, ao desenvolvimento acima, de estabelecermos as condigBes para que Cy/g > 0.
B importante ressaltar que estamos considerando a flutua¢do da energia com relagdo
a0 pardmetro de Lagrange . Se estivéssemos considerando uma temperatura efetiva,
Tesr = Trpl/B, os célculos seriam semelhantes e verificarfamos que o calor especifico seria
ndo negativo para a regifio g{g — 1) > 0 [81]. Entretanto o seu comportamento muda
consideravelmente quando comparado com o obtido a partir da Eq.(2.4).
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2.2 Tlustragao

Como ilustragdo dos resultados obtidos analisaremos fungdes termodinimicas para uma
particula simples, ou quase particula, cujo espectro de energia é B, = e |n|" (g,7 > 0),n =
0,1, £2, %3, +-. Vamos comegar abordando o caso cldssico com g < 1. O procedimento
de célculo empregado nesta segdo pode ser encontrado de forma detalhada em [75]. Em

particular, é facil verificar que a fungao de partigio fica dada por

Zy= [T dn[L~ (1 QB2 (B =Ty

—~Rmaz

]1/(1—4) (2 9)

onde Nimes é obtido usando a condigao de “cut-off” (1— (1—q)BZI7 (B, —U,)) 2 0. Apés

alguns calculos, obtemos que

Zo= [ an 1= - 0Bz el - T))

. 2 1 yrp (2_—q) () . -
- T((l—Q)ﬁZé’"le) T (2 )(H(l QBZIT)T, (2.10)

onde a energia interna é dada por

U, = r—%z;-q ) (2.11)

Relacionando (2.10) e (2.11) temos que

()™ f r(=)r <><H(1_q)_;)ﬁ+%}“*“, 12

1—q)Be rr(E+d)

kom a energia interna

l1fp(a yrrGErE) R
Uq:"—/'g{;((l—@ﬁs) r(2_q+;)(+(1—4)) } . (213)

1-g
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Agora passaremos a considerar o caso g > 1. Seguindo o mesmo procedimento de célculo
que empregamos acima, obtemos a funcdo de particdo

Zg= ((_q__ll_)BJi:&% {iir(;:(nl)_;‘(_l)_ (1 +{1-9) )‘%"“'}"_(I_T) (2.14)

q-1

e a energia interna

1 (2 1 '1/7'[‘(__1.._1)1“(1) 1y g+t ~aly
e e G A

paral < g <147,
O calor especifico pode ser obtido diretamente de (2.13) e (2.15) empregando sua definicio,

Eq.(2.1), ou usando Eq.(2.4). Assim para o caso ¢ < 1, C, é dado por

L (( 1 yrarGre) | 5
Oq:r—(l-—q){((l—q)ﬁg) P T (1 D) (1+(1~Q) ) } (2.16)

e para ¢ > 1 nds temos que

Gm {( 1 )l/'gr(:_&q—“ﬁ))()(ul_ _) "+é}%—l{).;_)(2.17)

r—(1-q) |\(g—-1)f) r r(

Em particular, ambas equagdes (2.16) e (2.17) foram essencialmente obtidas por Tsallis
et al. em [75] para 7 = 1 e por Abe em [99] para r = 2. Por simplicidade, estudaremos
apenas 0 caso quantico com 7 = 2, i.e., uma particula livre sujeita a condigfio periddica
de contorno ¥n(z) = ¥,(z + L) (HU, = BV, ¢ L é o comprimento da caixa). Neste
caso a fungao de parti¢io fica dada por

Nmar

Zi= y [1-(-98z7 (v’ Uq)]ll(l_q) , (2.18)

n=—Nmaz
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quantico
................. CIéSSiCO

Figura 2.1: C, vs. T para alguns valores tipicos de g considerandor =2 ee =1.

onde, sem perda de generalidade, estamos considerando € = 1. Para a energia interna

temos que

nres, o7 1= (1= @)BZ (n? =~ Uy)

m=—Nmoz
U= a/(1=g)

mre e [L— (L= 0)BZ8 (2 = Uy)]

] a/(1-q)

(2.19)

As equagBes (2.18) e (2.19), juntas com a Eq.(1.9), podem s:er resolvidas auto consi-
tentemente ou através de um procedimento alternativo descrito em [75, 97] empregando
mudangas de varidveis. Em ambos os casos temos a presenca do “cut-off” para que a
interpretagio de probabilidade se mantenha. O calor especifico também pode ser obtido
com a Eq.(2.3) ou Eq.(2.4). Na Fig.(2.1) mostramos o comportamento do calor especifico

cléssico e quintico para alguns valores tipicos de ¢. A néo extensividade induz oscilagdes
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obtidos por Di Sisto ef al. em [98]. Em particular, para este intervalo de valores de g,
podemos mencionar importantes sistemas como os descritos pela interacéo elétron-fénon
[40], dissipativos com baixa dimenséo [42] para ¢ > 1 e sistemas auto-gravitantes [100]
para ¢ < 0. A estabilidade para 0 < ¢ < 1 tem sido verificada em vérias situagdes
[75, 97, 98], entretanto sua dicussdo é mais complexa. Também ilustramos os resulta-
dos obtidos analisando as fungbes termodindmicas de um espectro de energia dado por
E, = ¢|n|" tanto no contexto cléssico quanto para o caso quantico com r = 2. Os resul-
tados obtidos para o exemplo contém os resultados obtidos por Tsallis et al. [75] para

r =1 e os resultados obtidos por Abe [09] para r = 2.
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Capitulo 3

Uma termoestatistica baseada na

entropia de Renyi

Neste capitulo exploraremos alguns aspectos formais obtidos ao considerarmos outras
formas entrépicas, diferentes da proposta por Tsallis, na formulagio de uma termoes-
tatfstica. Basicamente focaremos nossa atengdo na entropia de Renyi, mas sempre que
possivel estenderemos nossas anélises para entropias que sejam do tipo S = S(Trp?).

Alguns exemplos também serdo trabalhados neste capitulo para ilustrar os resultados

obtidos.

3.1 Entropia de Renyi

As entropias tém desempenhado um papel muito importante dentro da mecinica es-

tatfstica [101] e da teoria de informagio [102]. Em particuler, na dltima década muita
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atengao tem sido dedicada para este tema, resultando em uma formulagio ndo extensiva
para a mecanica estatistica [19, 75] e conseqiientemente inﬂuen_ciando a teoria de infor-
magdo. Uma das caracteristicas presentes na mecinica estatistica ndo extensiva é o fato
de que sua distribuiggo de probabilidade é do tipo lei de poténcia, ao invés de exponencial,

e a outra § sua pseudo aditividade dada por

SAUB = 58+ 8P+ (1~ q)5;57 (3.1)
assurnindo que g8 = pA®p?. Entretanto, como a literatura mostra, podemos ter outras
entropias [103, 104, 105, 106, 107]. Uma destas é a entropia de Renyi [103], dada por

SPepl(@) (€W (52)

que é freqiientemente aplicada na dicussio de sistemas fractais e multifractais {108] e no
limite de ¢ — 1 recupera a entropia de Boltzmann-Gibbs. Observe que a Eq.(3.2) pode

ser escrita como uma funcio da entropia de Tsallis, i.e.,

Sf:liqln(1+(1—Q)S{) . (33)

e ambas s3o tipo S = S(Trp?).

3.2 Entropia de Renyie a Termoestatistica

A entropia de Renyl (3.2) tem algumas propriedades que sdo iguais ou semelhantes a en-

tropia Boltzmann-Gibbs. Por exemplo, ela é aditiva para dois (A, B) oumais (4,B,--, L)

AUBU-UL .

conjuntos de probabilidades independentes (p;

P?@Pf@' . '®pé‘) e sua concavi-
dade ¢ bem definida para g < 1. Além destas propriedades, ela satisfaz trés dos quatro
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axiomas de Khinchin[109] descritos por Curado em [110] e, em particular, se relaxarmos
um pouco o quarto axioma, e assumirmos somente uma condigfio um pouco menos restri-
‘tiva na qual as entropias sejam aditivas quando os subsistemas nao sao correlacionados,
meste caso entdo a entropia de Renyi também satisfaz todos os axiomas.

A distribuicgo de probabilidades para o ensemble cananiAco devido a entropia de Renyi e
a Eq.(1.4), pode ser obtida usando o principio de entropia méxima de maneira ansloga

'a0 procedimento empregado em [75]. Entdo, apés um célculo simples obtemos que

A Zigt (1-(1-9)p (H~UF ))l/(I_Q)

Z? = ™(1-0-op(H-UF))"?, (3.4)

I

onde pf é & matriz densidade equilibrio e ZF é a fungBo de partigiio (o indice superior
R se referé a entropia de Renyi). Observe que a Eq.(3.4) é formalmente idéntica a dis-
tribuigio de Tsallis [75], pois SE é uma funcéio mondtona crescenFe de ST, E interessante
ressaltar também, que se tivéssemos usado § = S(Trp?) obterfamos uma distribuigfo de
probabilidades semelhante com s diferenca que no lugar de 3 terfamos SF(Trp?)[81]. De
maneira anéloga ao formalismo de Tsallis, devemos empregar um “cut-off”, p(H) = 0, se
1~ (1—q)8(H — U,) < 0 para termos uma intrepetagio de probabilidade para pf con-
sistente, i.e., 2 mesma deve ter autovalores nio negativos. Eq.(3.4), junto com Eq.(3.2) e
Eq.(1.4), tem algumas propriedades interessantes. Uma delas diz respeito ao fato de que
Eq.(3.4) é invariante através de uma translagéo uniforme do espectro de energia {€}, i.e.,
as propriedades termodinamicas do sistema nio dependem da escolha do zero de energia.

O pardmetro de Lagrange (3 parece desempenhar de uma forma natural o papel do usual
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presente na estatistica de. Boltzmann-Gibbs (p < e~PH ) Seguindo [86], podemos mostrar

que
OSE 1 _
8UR =T (T=1/8) (3.5)
e
1
Ff‘:‘Uf—TSf:Uq—ﬁanf, (3.6)

onde Sf =1nZ, e Fy é a energia livre obtida com a entropia de Renyi. Podemos também

verificar que a energia interna e a energia livre podem ser relacionadas da seguinte forma
r_ 0 (snr

UR = (BFF), (3.7)

usando a relagdo

3Uf_A31an
8~ 0B

(3.8)

O conjunto de equagdes (1.9), (3.5) e (3.7) podem ser verificadas também supondo que
8§ = S(Trp?). Note que Z[ depende de {&;} ¢ UF, assim de modo a considerar o zero

como o menor valor da energia vamos definir Zf como
SR _ R R
InZ' =In Z;' — BU, (3.9

Assim, Eq.(3.6) e Eq.(3.7) podem ser escritas em formas familiares como segue

Fl= #% InZ} (3.10)
vR =~ 1nzn (3.11)
g 8ﬁ q ‘



Finalmente podemos verificar que

8SE  QUR 8°FR
R_pZP _ Vg _ _pZ Ta
O =T =7 I (312)

Em outras palavras, a entropia de Renyi (3.2) com vinculos normalizados (1.4) satisfaz
uma estrutura de Legendre. As médias macroscépicas obtidas com o uso do ensemble
candnico tendo como base a entropia de Renyi ddo os mesmos resultados que as médias
usuais (BG) para alguns tipos de Hamiltonianas (veja a préxima segio). Outro fato é a

presenca das distribuigGes “escorts” dada por

_ (eg)e
B = Tr(oF)e (3.13)
presente na forma da energia interna,
(b)) H
UF = Tr) =" =TePH . 3.14
TR T (.14

E importante mencionar que existe uma relagdo dual entre P, e p, [108], i.e.,

1
pq/q

= p (3.15)

R
Pq
Em conex@o com esta relagio dual, a entropia de Renyi, expressa em termos de P, fica

dada por

SE{PY)

= 1—i—§ {in (TcP,) - gIn (TrFy/7) } (3.16)

S&n ({Pi})

Em particular, em (3.4) se considerarmos 8 = 8% — 7/ Trp? (8% ¢ 7 séio os parametros
de Lagrange associados com a entropia de Renyi e a entropia de Tsallis) nés obteremos a
distribuigsio de Tsallis [75].
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3.3 Abplicagées

Nesta segdo, aplicaremos os desenvolvimentos feitos acima em algumas situagdes para
ilustrar as modificies obtidas ao usarmos a entropia de Renyi. Os resultados obtidos
nesta secdo sdo comparados com os resultados usuais (BG) e com os resultados obtidos
na ‘mecanica estatfstic:a ndo extensiva. Nas discussdes que faremos vamos empregar a

Hamiltoniana

H=3H = Zp’ FRVRD+ VA (3.17)

i=1
onde V(7)) e V(I7]) representam a energia potencial. Nos desenvolvimentos que seguem
basicamente vamos considerar apenas a energia potencial que se refere a interagéio de um
rorpo, interacéo entre dois corpos serd considerada no capitulo seis. Entfo comegaremos
wor considerar o gés ideal em uma dimens&o. Agora, usando a Eq.(3.4) com V(|7i4]) =0,
V([fi]) = 0, ¢ < 1 e empregando a condigio de “cut-of” obtemos que 2 fungéo de particio

fica dada por

Zf = T\lﬁ/_:/_:ﬁd;;fi [1—-(1—q),8(H UR)]l/(J—q)

i=1
1/(1-q)
1 g dz;dp; o P .r
T NI ./—oo _wg 2rh [1 t-9p (Z;Zm U")J
N N2 p2=g _
- VN( 2 ) (i (1+ @~ qpuR) (318
N A\(1-9)8) r(E+5)

a energia interna
Tr(pR)1H
Tr(pf)e
1 ‘ dz;d N p? a/(1~q) o
= pr/:“‘f.w}:[—zﬁg{[l—(l—a)a@(E ,’n—UtF)] E?fﬂ}

=1

UR =



N v (mer Ne T ?;‘Z) Y Q-ak+N/2
(

BEN \1-08) T(E+E
N

- (3.19)

) (1+(1 - q)pUF)

Este resultado é muito interessante, pois ele é igual ao usual (BG). Consequéntemente nio
tem a presenca do parfimetro ¢ em contraste com o resultado obtido em {111} com o em-
prege da estatistica n3o extensiva. Se considerarmos, ainda neste ensemble, as particulas
sujeitas a energia potencial V({73]) = 8lz:|® (@ > 1,6 > 0) com ¢ < 1 entdo, apds alguns

célculos verificamos que

g o LI - 6 as (-0

t=1

oo [ I - (B () -at)]

0 =1 §=1

i

W . 4

) ) e

-a8) \{2~-gpo)= T (E+5+8)

e a correspondente energia interna é dada por

UR = Tr<pR)qH
¢ 7 TI(pF)

) ZRN oL il dg;fz {{1 -(1~98 <§N; (é’% + 6[zi[a) - Uf)r/(l—q)
X ;:; (%— + 51z,.z°)}

(e[ Y7 () YR gy
- T B \U-98) \[@-gBoe NIZANT (32 4+ 5 4+ &)
- <%+.§)% (3.21)

Note que novamente ndo temos a presenca do pardmetro ¢ no resultado da energia interna
e o resultado obtido é igual ao usual. As correlagBes entre as particulas, P,(H;, H;), usando

30



a defini¢do empregada em [112], sujeitas a Eq.(3.17) com V(|7 ;]) = &|z:|* (@ > 1,6 > 0)

e g <1, para N >> 1 séo dadas por,

(AH)? = (H)q— (H:)2
BRI 1 1\ 1+0-gN(3+32) 1 1)?
- w60 6D ) -Gy
N N ot (+2)
Cq(HnHJ) = <H1Hy>q (HZ)q(H1>q_' B3 {2—q+(1—q)(%+§)N}
Pt ) = Tl (622

(BEP @E)y2 "N

e no limite termodindmico (N, V — o), P,(H;, H;) é nulo.
Como verificamos até agora os resultados obtidos para a energia interna até agora sfo
os mesmos que os resultados usuais. Este fato também pode ser verificado quando a
Hamiltoniana tem a seguinte propriedade: AH = 3 H;(A%p;, \'z;) (A é um pardmetro
e a,7 € R; estamos assumindo que p;,z; pertence ao intervalo (—o0,0)). Usando a
representacao integral [38] para a fungio de particio e para a energia interna nés obtemos,

para g < 1, que

2- ;
g - HE e [ [ o)
q 2rNY Jooo (1 +44u)@-9/0-0) Jooo S0z 2mh

L (32) (14 (1~ )y V0= 0+erD

7 Z 3.23
(- e T B N ot ) O (329)
1 .
UR = r (i——q) * du gt >~ /"" ﬂ dz;dp; A=) v+in) (H-UR) g
a 27TN'Zq(ﬂ) —00 (1 -+ iu)l/(l"lI) —oco —00 137 27T

r(22) (14 0~ gpug) /e
T G (e N ) e (24
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Relacionando Eq.(3.23) e Eq.(3.24) obtemos
Uy =Ui(B) (3.25)

onde U3 (B) é a energia interna usual. O resultado acima ainda pode ser estendido para

uma Hamiltoniana mais geral com a seguinte caracberistica
)\H(pl,pg, ey PN, AL, @25 ey qN) = H(/\alpl, )\a2p2, ey )\QNPN, Xh:L‘l, meg, sesy /\’YN.’EN) (326)

com p; e %; pertencendo ao intervalo (—o0, co). Neste contexto é simples verificar que o re-
sultado obtido em Eq.(3.22) para P,(H;, H;) tem o mesmo comportamento com N, quan-
do consideramos a Hamiltoniana (3.26). Assim, o resultado obtido para P,(H;, H;) com
Fq.(3.17), considerando V(|7;]) = 6|z:|* (ou a Hamiltoniana acima Eq.(3.26))} estende o
resultado obtido por Abe[112] para o gds ideal ao considerarmos a seguinte mudanca de
varigvel, §% — BT/ Trpd. Qutra propriedade é
a/(-q)
rienonicy, . JAEUE) (1= (1= B (B-UT))" " 5 ()
G o = NP
JaEQE) (1- (01— 9B (E-UF))
OSR

= ¢ . lcanonico)
=B (3.27)

q

(Q(E) é 2 densidade de estados) conduzindo a uma conexio entre o pardmetro de Lagrange
e a temperatura junto com a Eq.(3.19) e Eq.(3.25). As Eq(3.19), Eq.(3.21) and Eq.(3.25)

podem ser verificadas para g > 1 seguindo o mesmo procedimento de célculo.

3.4 Conclusoes

Nesta capitulo exploramos virios aspectes formais de uma termoestatistica formulada em
termos da entropia de Renyi com vinculos normalizados (1.4). Dentro desse contexto,
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quando possivel, estendemos nossa anilise para formas entrépicas tipo S = S(Trp?).
Obtivemos uma distribuigéo do tipo lei de poténcia que é funcionalmente idéntica & obtida
em [75] com a entropia de Tsallis. Também mostramos que os resultados das médias
macroscpicas, no ensemble candnico cldssico, sao iguais aos resultados usuais para certos
tipos de Hamiltonianas (3.26). O pardmetro de Lagrange parece naturalmente ocupar
o mesmo papel que o usual nos casos analisados acima. Analisamos também algumas
relages formais como, por exemplo, a energia livre ¢ o calor especifico, sendo importante
notar que a energia livre é uma funcao logarétimica da funcdo de partico. Logo, a forma
funcional apresentada pela energia livre ndo é a forma funcional inversa da distribuicdo
de probabilidades, em contraste & mecinica estatistica néo extensiva. Com efeito, no
formalismo néo extensivo usual, a relagdo entre a energia livre e a func¢io de particao é o
g-logaritmo, funcdo inversa da g-exponencial.

De uma maneira geral, os resultados obtidos aqui podem ser relacionados com os presentes
na mecanica estatistica néo extensiva através da mudanga de varidvel g% — B7/Trp.
Como tltimo comentério deste capitulo, enfatizamos que a entropia de Tsallis tem se

mostrado a opgio mais adequada para descrever os sistemas nfio extensivos (ver também

[78))-
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Capitulo 4

Validade das aproximacgoes baseadas
em expansoes em poténcias de (1 — g)

e fatorizagoes

Neste capitulo discutiremos a validade das aproximagdes baseadas em expansdes em
poténcias de (1 — g) e fatorizagdes. A discussio sera feita levando em conta os vinculos

normalizados e ndo normalizados e considerando a Hamiltoniana

H= Z(p"+mwz>. | (4.1)

n=1
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4.1 Caélculos exatos versus aproximados-- vinculos

nao normalizados

Nesta segéo, empregaremos apenas os vinculos ndo normalizados nas nossas discussbes
sobre as aproximagdes. Os vinculos normalizados seréo considerados na préxima segio.
A distribui¢do de probabilidades, na mecanica estatistica ndo extensiva com vinculos néo

normalizados, no ensemble canénico é dada por

1 -
Paunn = 7[1 - (1 - Q)ﬂH]I/(l 2 ) (4'2)
q
onde
N
Zq,unn = / H dpndzy, [1 - (1 - Q)ﬁﬂ]ll(l_q) (43)
n=1

é a fungo de partigio e § = 1/T. Eq.(4.2) é obtida através da maximizagéio da entropia

'de Tsallis sujeita ao vinculo ndo normalizado

N
Uq,ll'"' = / ]:[ dpnda:,, pg,unn H (44)

n=1

‘e a condigio de normalizagdo

N
/ H dpndzs Pgunn = 1, (4'5)

n=1
com Uyunn sendo a energia interna. Neste contexto, como mencionamos no primeiro

capitulo, estamos empregando

N
Aq,unn = <A>q,1mn = / H dpndIL'n pg,uun A (46)

n=1
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Figura 2.2: T’ vs. T para alguns valores tipicos de q considerandor=2 ee=1.

em C, para o caso 0 < ¢ < 1. Em contraste com ¢ > 1 onde nio se verifica nenhuma
oscilacio para o calor especifico. Na Fig.(2.2) graficamos T” versus T para diferentes

valores de g.

2.3 Conclusoes

Neste capitulo provamos de maneira genérica a estabilidade termodinamica para a mecénica

estatistica nfio extensiva quando ¢ ¢ [0,1). Tal resultado é consistente com os resultados
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como o valor médio generalizado de uma fungso clissica A(p, z) e fungdes termodinamicas
tais como a energia livre e calor especifico definidos como Fyynn = (ZGma—1)/1(1-9)8],
& Cgunn = OUqunn /0T [20]. A fungio de particiio (4.3) para N osciladores harménicos ¢
dada por
1/(-q)
Zqamn = [ nI_[l dpadz, {1 -a- (Z L xi)} @7)

Para calcular esta integral, nés introduzimos as varidvies: g, = [(1 — g)mw?8/2Y2z, e

Ynan = [(1 — 0)B/(2m)]?p,,, onde n = 1,2,3, ..., N. Em termos destas varidveis, Zgynn é

(il o o)™ e

n=1 n=1 k=1
onde o = sign(1--g). Para N suficientemente grande esta integral diverge quando g = —1,
i.e., quando ¢ > 1+ 1/N. Este fato indica que a mecanica estatistica nfio extensiva com
g > 1 ndo pode ser empregada para um niimero muito grande de subsistemas. Assim,
restringiremos nossa discussio para o caso em que ¢ < 1. Usando coordenadas esféricas

om u = (T2, y2)/2 e fazendo a integral sobre todas as varidveis angulares, obtemos

Jue

n=1

rud 2 Qo [ -
Zaqunn = {H [m]} —;ﬂfo du V1 (1— ’u,)l/(] 9 (4.9)

Substituindo a expressdo para o sngulo sélido Qo = 21V /T(NV), e empregando a repre-

sentagdo integral da fungéo beta de Euler, verificamos que

o= ([ ey = (G20, M ]

(4.10)
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‘onde {a), = ITizy(a + k) é o sfmbolo de Pochhammer. Nas anslises que seguem, vamos
considerar w, = w. ’

Para investigar as aproximagdes baseadas em expansdes em poténcias de (1 — gq) e fa-
torizagbes devemos empregar funcbes termodindmicas, entretanto restringiremos nossa

discussdo para a energia interna.

A energia interna pode ser obtida através da relagdo

0 Z;,;gm -1

que pode ser facilmente verificada através da identidade Ugunn = Fgunn + BOF 4unn/00.

Entéo, apds alguns cdlculos temos que

il 0]
UQ,unn ,3 Zq,ugm ,B {l:(l_q)wﬂ} 1"‘(] » . (412)

Para analisar a aproximagso baseada em expansdes em poténcias de (1 — ¢), vamos con-

siderar a expansdo da Eq.(4.12) em série de poténcias de (1 — g),
1-
Upunn = %{- [3—;]( o [1 - %(1 — PNV +1)+ %2-(1 — PNV +1)@N +1) + ] .
(4.13)
Note que o n-ésimo termo desta série contem fatores do tipo [(1 — ¢)N]*, logo & con-
vergéncia desta serie é boa se (1 — g)N << 1. Em outras palavras, a expanséio acima
mostra-se razodvel para 3, m e w arbitrarios somente se (1 — @)V << 1.

Agora vamos analisar a possibilidade de fatorizarmos a fungfo de particio de um sis-

tema composto de IV subsistemas independentes. Em outras palavras, queremos entender
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quando a fungdo de partigao pode ser aproximada por
5 T
zfseer =1 Zgom » (414)
i=1
onde o fndice superior factor se refere as quantidades obtidas com a fatorizagiio e Zé ) ane
representa & fungdo de particao do subsistema i, ¢ N é o nimero de subsistemas. No

presente estudo, cada Zgzmn ¢ a funcfo de particdo de um oscilador harménico. Assim, a

fungo de particio Z/%%" pade ser obtida de (4.10) usando N =1, i.e.,

actor _ o o 1V
z H@ - [(Q_Q)W /3] , (4.15)

i=1
onde empregamos Z® = 2r/((2 — QJwp) e wn = . A energia interna neste caso é dada

por

N 2 (-an
factor __ 7 | __“Z
Uq,unn - ﬂ [(2 . q)wﬁ] (416)

Apés fazermos uma expangao em poténcias de (1—¢) & Eq. (4.15) pode ser escrita como,

e N[ 2w 10N N [2m]O 2y L
Y 4] oo

(4.17)
A comparagio entre (4.13) e (4.17) mostra que as dependéncias em (1 —¢) ¢ N na
energia interna Uyunn @ Uloae sdo diferentes. Tais diferengas também estdo presentes
nas demais fungBes termodindmicas. Sendo importante ressaltar que a dependéncia em
N nas equagdes (4.12) e (4.16) diferem drasticamente para N muito grande (veja Fig.(1)).

Por outro lado, como podemos ver na Fig.(1) as Eq. (4.12) e Bq.(4.18) sdo muito préximas

5
para valores de ¢ e N que verificam condiggo (1-¢ghN << Quando tal condigio nio
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Figura 4.1: Nesta figura ilustramos o comportamento das Egs. (4{.18), (4.18) e (4.16)

versus N para g = 0.99 e ¢ = 0.9999

é verificada, estas equagdes diferem drasticamente do resultado exato, Eq. (4.12) (veja
Fig.(4.1)). Além disto, o erro devido a tais aproximagdes é mais pronunciado no caso em
que hé fatorizagdo. Assim, Uq{ actor nfo é uma boa aproximeio quando consideramos um

valor de g arbitrario e N muito grande.

4.2 Caélculos exatos versus aproximados - vinculos

normalizados

Nesta seciio, analisaremos as diferengas entre as aproximag@es, baseadas em expansdes em
poténcias de (1 — g) e fatorizagdes, e os célculos exatos utilizando a versdo normalizada

da estatistica néo extensiva. A distribuicio candnica de probabilidades pynor (0 fndice
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inferior nor se refere 20 uso de vinculos normalizados), que emerge por considerarmos o

principio de entropia maxima e os vinculos normalizados (1.4), é dada por

1 ﬂ 11/(1~9)
Panor = -—Z;"—M' [1 - (1 - q),]}—pg‘ (H - Uq,nm-) y (418)
onde Z, 5o é a fungéio de partigio
8 11/(1-q)
Zgmor =Tr [1 ~(1-9q) Teplo (H = Uynor) . (4.19)

Em geral, os resultados obtidos com a versido normalizada da estatistica nio extensiva
podem ser relacionados com os resultados obtidos com os vinculos ndo normalizados [75].
Desta maneira, empregando as Eqs. (1.4) e (4.18) com a Hemiltoniana dada pela Eq.

(4.1) e levando em conta Eq.(4.10), obtemos que

N 2 N 2—g¢ - l-(ll__q)N 14(A-N
Uygpor = _ﬂ“ l:(l — q)wﬁ] [(1 — q) N] [1 + (1 - q)N] i-(-gF (420)

pare o caso exato. A equagdio (4.20) expressa em termos da temperatura efetiva Topy =

Tr(pg"")"/ﬁ (para maiores discussdes a respeito de temperatura efetiva e paramétro de
Lagrange veja [75, 81]) & Uy nor = NTes. Agora vamos calcular a energia interna utilizan-
do a expangio em poténcias de (1 — g) e as fatorizagdes. Comegaremos por expandir Eq.

(4.20) em série de poténcias de (1 — ¢) como segue:

N 27."_97;_?3_”
Uq,nor = - m

B
x [1_%(1_q)2N(N+1)—-11-2-(1—q)3N(N+1)(4N—1)+...] . (4.21)

1+ (1 - NFEH

A energia interna dentro do contexto da aproximacio de fatorizagdo pode ser obtida
empregando um procedimento similar ao utilizado na se¢ao anterior. Desta forma obtemos
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Figura 4.2: Nesta figura mostramos o comportamento das Egs. (4.20), (4.21) e ({.22)

versus N para ¢ = 0.99 e ¢ = 0.9999

que
N[ 2 =ty (1-q)
. T 1-({T-q 1+ -q)N
Uleorr = ¥ [W] [1+ (1 — g)NJi=o=ar
o
1I—{(1— -
= BT - g
x [1 —(1—g)*N+ %(1 —g)’N(2N —1) + ] . (4.22)

A dependéncia de N ¢ (1 — ¢) nas expansdes (4.21) e (4.22) é notoriamente diferente.
Em particular, estas dependéncias essencialmente relembram a:s dependéncias obtidas na
segéo anterior. Assim, as conclusdes a respeito da precisio das aproximacdes baseadas em
expansGes em poténcias de (1 — ¢) ou fatorizacdes sdo similares aquelas obtidas na secio

anterior, i.e., elas s8o razodveis somente para (1 — g)N << 1. A depéndencia das Egs.

{4.20), (4.21) e (4.22) com N ¢ ilustrada na Fig.(4.2).
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4.3 Conclusoes

A discussgo realizada ao longo deste capftulo demonstra que as aproximacdes baseadas em
expansGes em poténcias de (1 — ¢) ou fatorizagdes néo sdo tteis para um sistema que seja
composto de IV osciladores harmdnicos para wm valor arbitririo de g e N muito grande.
Em particular, para sistemas onde o niimero de osciladores harménicos é tomado como
sendo da ordem do niimero de Avogrado, i.e., N ~ 10%, implica em ¢ ~ 1. Ressaltando
que estes resultados foram verificados tanto para os vinculos nio normalizados como para

os vinculos normalizados. Conclusdes sifnilares seriam obtidas se tivéssemos considerado

o gés ideal.
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Capitulo 5

Funcgoes de Green baseadas em

vinculos normalizados

Neste capitulo, vamos analisar a teoria de fungdes Green recentemente apresentada em [77)
utilizando os valores médios normalizados. Tembém, reformularemos a teoria de resposta
linear e para ilustrar os resultados obtidos neste capftulo examinaremos a condensagao de

Bose-Einstein.

5.1 Teoria das fungoes de Green

Antes de explorarmos as consequéncias de usarmos os valores médios normalizados, comega-

Jremos por teescrever as funcdes de Green definidas em [49] em termos dos valores médios
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normalizados como segue abaixo:

GO, 158, = HIEOT,
1T T et))]

i Tep’

(5.1)

Agora, usando a representagio integral descrita no primeiro capitulo podemos expressar

a equagéo acima, Eq.(5.1), em termos da fungdo de Green usual (g = 1):
GO, 18, 1) = /c kP W) 2 (~u(1~ )b, 1) GOL Y ~u(l - 9B,u) , (52)

com

kP = TS oo
1= [ k@@ Zh(-u(l-9f,m) - (5.3)

onde Z corresponde a fungfio de particio usual multiplicada pelo fator e~ uBll-a)(Ua—pfy)
Note que estas expressdes tém uma aparéncia similar com as expressdes obtidas em [49].
No limite de ¢ — 1 a Eq.(5.2) recupera a fungéio de Green usual. De maneira aniloga aos

desenvolvimentos feitos em {49, 113] introduziremos as fungdes de correlacdes

I

EPaV;pp) = AT,

EOa1;00) = TE)TW), . (5.4)

A notagiio > e < & usada para exibir o fato que G((1,1;8,p) = C:’(;)(l,l';ﬂ, [1) para
ty >ty e GOQ,T;6,0) = G~(<q)(1,1';ﬂ, p) para t; < t;. Novamente fazendo uso da
representacao integral, podemos expressar as fun¢des de correlages, é(f) e C?(g), em termos

das fungdes de correlacBes usuais e conseqilentemente expressa-las em termos da fungio
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espectral e do nimero médio de ocupago. Ressaltando que & fungiio espectral no espago
das frequéndias, i.e., tomando a transformada de Fourier com respeito a diferenca dos
tempos, A(F:, ir; w) introduzida em [113] reflete somente as propriedades da Hamiltoniana
H. E por sua vez, o niimero médio de ocupagio no ensemble grio candnico de um modo
com energia w, f{w,B) = (exp(B{w — 1)) F1)77, leva em conta a simetria do sistema.

Logo temos que

1G9, Fw B,0) = [ uRP @) (~u(l ~ ), 1) iGO L, Trriwi —u(l ~ 9)B, 1)

/cduf{;z)(u)(l + flw, —u(l — q)ﬁ,p))A(ﬁ,Fl';w)Zl(—u(l - ‘J)ﬁ, B, (5-5)

iGDF, Friwi Bp) = [ auRP ) (el - 0)F, 1) iGO (S, fusw; ~u(l — )8, )

£ [ quRP(w)f (@, ~u(l = 0B, AT i) Za(—u(l = )Bor) - (56)
Utilizando as equagdes (5.5) e (5.6) vemos que a fungo espectral fica dada por

AR fw) = i (GO, Fw; B 1) — GO, Fuswi B, 1)

I

[ RO @AG ) Za(—ul1 ~ B, 1) (57)
A partir desta relagdo, Eq.(5.7), podemos deduzir uma importante regra de soma
. dw rzie) = = g 1= = L
i [ S (G0, Fwi )~ GO, i ) =6 (i-71) . (68)
—~o0 &7

que é justamente uma expressio de CCR em tempos iguais dos campos de uma particula.
Desta forma mostramos que a fungdo espectral de um dado sistema é uma propriedade

que independe do ensemble usado. Usando a respresentagao de Fourier da fungéo degrau
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envolvida nas fungdes de Green ordenadas no tempo em Eq.(5.1), um importante resultado

encontrado em [114] é deduzido:

o . ~ - dw _,
(a) . — (2) — — , T -tw(ti—ty)
G9(1,1;8,1) Ldu Kq (u)Z1( u’(l Q)8 1) o 271‘6 t

00 ) 1 F1
x [ A, i) {P(-w—_——)—ma(w w)[tanh( Al —g)w - u))] }(5.9)
Note que em vista da Eq.(5.7), somente a fungfio delta nesta equagio depende explicita-
mente de g como em [114].
A fungiio distribuigio dos momentos de uma particula (N(7 )), em termos da fungio

espectral de um sistema de N-particulas é

o . dw A(F:w) 7 (—u(l — 9)B,
N@), =+ /c duR® (u) /: = (pﬁzml—(q)ﬁz(f»(—m :)lﬂ a) (5.10)

De maneira similar a fungéo distribuiciio nas frequéncias (I (w)), fica dada por

M)y = 2V [ aukP >Zif,(£§;<w_fﬁ / (‘; TpA) . (1)

Aqui V é o volume em um espaco em D dimensdes no qual as particulas residem. O

poténcial quimico é determinado pela expressio abaixo

o
Mook [k [T [ SR Ao 00 4. )

Agora, usaremos a equagao (5.10) para derivarmos a fungdo distribuigio dos momentos
- de um gés de Fermi na estatistica néo extensiva. Consequentemente, temos que A(p,w) =
) -

, 26 (w — ¢;) onde €, & a energia de uma particula. A fungdo de partigdo para um gés de

Fermi na teoria de Gibbs é dada por

IR

m )3/2 o (_1)(l+l)eﬁul

3/2
InZy(B,p) =V <ﬁ 2“”157_‘ 12 (%) e (5.13)
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Agora considerando a aproximagio que segue para a equagio acima

x01 m \*? ! Bl
o —_ —_ =
Zx(ﬂ,u)—gl! V(27rﬂ> ] e (5.14)

e levando em conta o fato de que 1/(e®+1) = 35, (—1)/+1e™7% para [e~%| < 1, finalmente

temos o resultado desejado,

(t")zu[ )]

2(1

IR

N ),
14

43

13,) {14+ 0= 0 (00— pNy+ 1 = T (6 - )} (515)

X

Deste resultado podemos deduzir a expressio presente em [115] para a distribuigdo dos
momentos de tm gds de Fermi, obtida na primeira formulagéio da mecénica estatistica n&o
extensiva. Assim, fazendo drésticas aproximagdes, tais como, [ = 0, Zq =1, eliminando
ﬁq, Nq e tomando B = f3 para estarmos de acordo com a primeira versdo da mecénica

estatistica ndo extensiva [75], obtemos o resultado,
N = -
M)e oy (1) (1 - (1 - 987 (e — 00 (5.16)
J=1

Adicionando as aproximagdes acima & aproximagio correspondente ao esquema de altas

temperaturas onde (ep — p) << 1, temos que

M7k o Sty 1 (1= 9y = )00 = 1 .
J=1 14+{1—-(1-q)B(ep—~ ﬂ)}—q/(l—q)

(5.17)

Para verificarmos a precisdo da aproximagao Eq.(5.17) em relagio a um resultado mais

exato, Eq.(5.16), comparamos os termos de segunda ordem das séries, (¢J(¢J — (1 —

0))/2) (B (e, — 1))? e (q(2q — 1)/2) (JB (ep — 12))?, e achamos que o erro envolvido ¢ da
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ordem de (1--g). Este resultado, Eq.(5.17), foi obtido em [115] através de uma abordagem
alternativa. Célculos similares para os gases de Bose e Maxwell podem ser feitos seguindo

o procedimento utilizado acima.

5.2 Teoria de resposta linear

Seguindo {50] e empregando vinculos normalizados vamos reobter alguns resultados pre-

sentes na teoria de resposta linear. Logo, temos que
(AB(1)), = Tr [P(t)B] - Tr [PyB] (5.18)

onde P(t) = p(t)/Txp(t) e Pt = p1/Trp? (pg é a distribuigio de equilibrio). Com estas
novas definicdes, todas as médias sio calculadas tendo a unidade como normalizagdo. O
operador dependente do tempo P na Eq.(5.18) obedece a equagio de movimento usual

com a Hamiltoniana H — AX(t)
, ih%f’(t) = [7,5)] - [4 P0)] X (5.19)

cuja 2 condigio inicial § P(t = —co0) = Pgt. Tomando o trago em ambos os lados,
observamos que Trf’(t) = 1 para todos os tempos. A solugéio devida a ordem linear em

X(t) pode ser achada empregando os procedimentos padrdes:
Pty ~ P — % [ _die= ORI 4, Pa] et/ (5.20)
Assim
(aB), = [ ad@e-0xe)
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#e-v) = -5 {4 P 50}
= = {[4B@] P} . (5.21)

A equagfio acima, que em sua formulagio anterior aparece em todos os resultados e con-
clusdes de [50], agora traz em sua definicio os valores médios normalizados com a tem-
peratura renormalizada e a condigdo de auto-consisténcia.

Seguindo o procedimento empregado em [49], podemos reescrever a resposta dinamica e a
secao de espalhamento levando em conta o formalismo ndo extensivo com valores médios
normalizados usando as representacdes integrais. De maneira similar, agora expressare-
mos a fungdo de espalhamento definida em Lovesey [116] em termos do formalismo ngo

extensivo levando em conta os vinculos normalizados

5O, w, B) = 51; /_"; db exp(—iwt) (AN (0)A(£)® , (5.22)

onde A é o operador que afeta a mudanga de estados do sistema em um processo de
espalhamento. O indice superior (c) denota ensemble candnico ao invés do grio candnico
usado anteriormente. Assim, podemos expressar como em [49] a fungio de espalhamento g,
bem como a parte imaginédria da susceptibilidade ¢ em termos de integrais paramétricas
cujo niicleo contém as fungdes de espalhamento usuais. I possivel obtermos também

outras propriedades dentro desta formulagio como as obtidas em [49].

5.3 Implicagoes numéricas dos vinculos normalizados

Nesta segio faremos uma discussdo adicional sobre o fato de empregarmos os valores
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médios normalizados ao invés dos valores médios néo normalizados, complementando a
nossa andlise feita no capftulo um. Seguindo [75], podemos colocar este formalismo em
uma forma que relembra o formalismo anterior, nos levando a interpretar o novo forma-
lismo como uma renormalizagio dos pardmetros de Lagrange presentes na formulago
anterior. Entretanto, esta aﬁrmagéc; é s6 superficialmente verdadeira como ficaré evidente
na descrigdo dos resultados de muitos exemplos onde ambas formulacSes da estatfstica
'ndo extensiva sdo aplicadas. Os exemplos sdo: (a) Emaranhamento quéntico de um
‘sistema de dois bits (discutido no primeiro capitulo); (b) MecAnica estatistica de um gas
cléssico [112]; (c) Estatistica de Lévy [22]; (d) “Stellar polytropes” {33]; (e} Turbuléncia
em plasma [31]. Nos casos (b-e), temos diferencas dependendo dos valores médios que
sdo empregados. Entretanto, existem efeitos importantes que os vinculos normalizados
levam em conta. Em (b), as médias que eram divergentes ficam convergentes tornando as
quantidades termodindmicas finitas; Em (c) o comportamento ao redor do ponto singular
(g < 5/3) fica simétrico e fisicamente mais aceitével no sentido que o coeficiente de difuséo
é simétrico em ambos os lados de g = 5/3. Em (d), para g < 7/9, temos soluges estéveis
da equagio de Vlasov derivadas do principio de entropia méxima. E em (e} (g = 1/2),
2 renormalizagio das constantes que aparecem na equagio deduzida para a densidade de
estados baseando-se no principio de entropia méxima e nao sao calculadas de maneira
auto-consistente mas de dados experimentais.

Em contraste com a discussio acima, a determinagdo da temperatura de condensagao para
um sistema que segue a distribuicio de Bose-Einstein envolve auto-consisténcias, diferente

da obtida em [49]. Agora daremos detalhes dos célculos nimericos da temperatura critica,
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Tc(q’N ), de condensaggo levando em conta a formulacio normalizada da mecanica estatistica
nfo extensiva. Empregamos o procedimento apresentado em [75] e a represgntagz’io integral -
descrita no primeiro capftulo para obtermos a fungéo de partigdo, ¢,(= Trpq), o valor
médio do nimero de particulas e a energia interna. Para determinar, TC(Q'N ), é suficiente
célcular estas quantidades para o caso especial em que o potencial quimico é nulo (1 = 0),

neste caso as correspondentes expressdes sdo dadas por

Zy=T (2%‘;) (1+ (- py) "0

1
32-q o (1+01-fU\"¢B)
X ¢(§,m7(N)1 ((_W) g’_(%—)> (5.23)
. N q/(1—g
Trﬁ:=-—(zvl(1+(1 g)pU,)"e™
8 1 o (L0- AU\ CB)
45(2’1—4’“” ((1—q)ﬁ/ﬁ“) ) c(%)) 24

_<_JY>_’1 = r (1170) (1 +(1- q)ﬁUq)S/2 (1 - q)BUq)ql(l—Q)

W ’HBZZ«? a - q)8/6%

31 14 (1 -8\ ¢@)
¢<2 1— ,( ) <(1 q)ﬁ/ﬁu)) 4(%)) (5.25)

U8 1+(1-¢)BU, o2 3¢(3)r ( ) _ a/(1-q)
(), <(1—q)ﬂ/ﬂ‘”) 2T (O 0
32-g,3 M“c@
X ¢>(2,1 q+ N ((1 q)([i/ﬁﬁ”)) g(%)) (5.26)

onde ¢(a,B;2) = TX02%/(k! T{ok + B)) com o, > 0 e (V)1 o< (1/80)%2. Das

Egs.(5.23-5.26) obtemos a temperatura critica, V9, correspondendo a um dado ndmero
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Figura 5.1: (a) Nesta figura mostramos a depéndencia de < N >,/ < N > com
TWD/TA para alguns valores tipicos de q considerando < N >1= 150. Os grdficos
para ¢ = 0.5 ¢ 0.9 sdo indistinguiveis nesta figura. Para exibir o diferenca enire eles
apresentamos a mesma figura em (b) na escala log-log.

de particulas, {I),/{F)1. Para resolver, Eqs.(5.23 - 5.26) nds usamos a nova vari4vel

B
e e

‘Na seqiiéncia, escolhemos um dado valor para B e obteros numericamente o valor de
UB® e (N)/(IV)1. Usando o ' escolhido e o correspondente U,A10, nés usamos
Eq.(5.27) para obter B, (= 1/T&M) [117]. Este procedimento é empregado para um

,grande niimero de valores de ', assim obtemos um grifico da razao de (o (), vs.
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T&M /TD para vérios valores de g, como mostramos na Fig.(5.1). As diferengas entre
os resultados para ¢ = 0.5 e ¢ = 0.9 sfo pequenas e achamos que tal fato se deve ao
sistema que estamos considerando, ser ndo interagente. Em um contexto diferente tal

comportamento foi obtido para um gés ideal cléssico [112].
5.4 Conclusoes

Neste capitulo, nés trabalhamos em detalhes os desenvolvimentos feitos [49] da teo-
ria de fungBes de Green para sistemas nfo extensivos nos baseando em valores médios
normalizados(75]. Também reanalisamos & teoria de resposta linear dentro deste contex-
to. A aparéncia formal dos novos resultados relembra de maneira superficial os nossos
resultados obtidos recentemente com uma temperatura renormalizada e uma importante
condi¢do de auto-consisténcia, Eq.(1.9). A’importicia de tais resultados foi ilustrada
na secdo anterior. Neste contexto, é interessante mencionar que as propriedades ter-
modindmicas de um gés ideal cléssico dentro da mecinica estatl’stiga nao extensiva usando
os valores médios normalizados sio convergentes. De um ponto de vista diagramético, a

nova formulago, envolve apenas diagramas conectados. Assim, acreditamos ter colocado

a teoria das fimgdes de Green na formulacio correta da mecinica estatistica nio extensiva.
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Capitulo 6

Equacao de Estado para sistemas

gravitantes em duas dimensoes

A descrigdo de sistemas gravitacionais em termos da mecanica estatistica é muito im-
portante para a anélise de sistemas astro-fisicos. Entretanto, devido & natureza das in-
teragOes gravitacionais ser de longo alcance, alguns problemas surgem quando empregamos
a mecénica estatistica usual no estudo deste tipo de sistemas. Por exemplo, temos a di-
vergéncia do volume de fase g(F) ao fazermos a descricdo micro-candnica ou a presenga
de divergéncias na fungéo de partigio quando utilizamos o ensemble canénico, quando
consideramos o potencial gravitacional [1]. Por outro lado, contornando virios desses
problemas, a mecanica estatistica ndo extensiva tem sido usada em vérias situagSes, co-
mo por exemplo em [111]‘. Assim, neste capitulo analisaremos a equagao de estado para
um sistema gravitacional cléssico em duas dimensGes, usando a mecénica estatistica ndo

extensiva.
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6.1 Sistemas gravitantes em duas dimensoes

Antes de empregarmos a mecanica estatistica nio extensiva vamos inicialmente discutir
alguns resultados obtidos com o formalismo usual, pois assim a extenséo de tais resultados
serd mais ficil. O Hamiltoniano de um sistema gravitacional de N particulas em duas
dimensdes é dada por

N

H=Z2p—1’n+-iZZGm21n|x;—-xj] . (6.1)

=1 5
Observe que este sistema é andlogo a um plasma em duas dimensdes quando a constante
(Gm?) é substituida por (—e;e;), onde e;e; é o produto das cargas das particulas. Embora
a forma funcional seja semelhante para estes sistemas, as propriedades fisicas deles sio
diferentes pois neste tiltimo podemos ter blindagem se o sistema ndo for nio neutro [8].
E facil mostrar que o volume no espaco de fase g(E) do sistema, no ensemble micro-
candnico, ndo serd divergente desde que as particulas estejam dentro de uma caixa com
comprimento 2L, (—L, +L) [1]. Porém, nesta situagio ¢() nio pode ser calculado ana-
liticamente. Em uma descrigdo baseada no ensemble candnico usual, a quantidade central
é a fungdo de particdo. Conseqiientemente a partir dela podemos calcular as quantidades

termodindmicas. Esta é determinada por

Zy = /_:Lﬁd"’ id%z; exp (—BH) (6.2)

i1

na mecénica estatistica cldssica. Integrando sobre os momentos, obtemos
N N
) L
7 = (ﬂn-) /+ [1d%: exp { -8 Gm?Inlx; — x| | . (6.3)
B ~L i G
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Note que esta integral néo existe perto da origem, exceto para
9 -1
p<B=2[Gm*(N-1)] . (6.4)

Isto significa que abaixo de T, a fungdo de particao diverge.

Agora vamos calcular a equagio de estado para o sistema acima usando a mecénica es-
tatistica ndo extensiva. Primeiro vamos discutir o sistema gravitacional levando em conta
os vinculos nao normalizados e depois analisaremos ele usando os vinculos normalizados.
Como na mecéanica estatistica usual, substituimos a soma que é presente na funcio de

partigao pela seguinte integral:

N ’ 1
Zq,unn = [_ZL Hd2 id2mi [1 - ﬂ(l - Q)H]I__q - (65)

i=1
Note que estamos usando a mecanica estatistica nio extensiva com vinculos nao normal-
izados, no final desta segdo discutiremos os resultados obtidos com os vinculos norma-
lizados. Ressaltando que Zgynn néq existe perto da origem para ¢ > 1. Por esta razao,
restringimos nossa andlise para ¢ < 1. Além disso, também assumiremos que as particulas
estdo dentro de uma caixa onde cada z; é pertencente ao intervalo (—L, +L) de maneira a
manter a integral (6.5) finita para z; grande. Para efetuarmos a integracgo de Z,unn va-
mos utilizar o “cut-off” e a representacio integral, ambos definidos no primeiro capitulo.

Assim temos que

N
+L 1~
Ly = A f  ayday (1 +Bg—1) Y GmInjx; — ij> ) (6.6)
- i#j

onde

_ (2 \V_T(1+
A_(ﬂ(1~q)) P1+N+:%)" &)
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A integral (6.6) é muito semelhante a integral do volume do fase (veja Eq.(3.40) presente na
) 1N +1/(1=0)
referéncia [1]). Ela tem a forma [ dzz [In (a:ﬁ(l"q)c’" ) ] em coordenadas polares
2 a mesma se transforma em [dzN+V(-2dedexy [22/ (B(1 — q)Gm?)] com a varidvel
= —Inz(BO-06m%)  Préyimo da origem (z — 0 e z — o0), a fungfio exponencial, ent3o,

suprime a lei de poténcia e portanto a integral ndo diverge. Isto significa que a fungéo de

partigio (6.6) é finita. Agore, redefinindo a varidvel y; = x;/L em Eq.(6.6), obtemos que

Zgunn = A / d*yy -

X

N+.'qu:
14 (g —1)BGm? (N(N— DInL+Y Inly; ——yﬂ)} . (6.8)
. i#f

Diferenciando Z,(8, L) com respeito a L e usando a seguinte expressio para a pressio

8F qunn 1 an,unn

Pq,urm == v = ﬂZg,unn Ei% 3 (69)
onde V é o volume em duas dimensdes (L?), obtemos
Posom = 5 {Zita = L+ MO Q) o2 06mHBD)] (610

—1+N+51-
H@B,L)=A f' xy ..y (1 +B(g~ 1)§Gm In x; —xj|) . (8.11)
i

Embora a funcfo de particio Z;yns seja finita, a pressdo Fyun, se torna negativa para

qunn

todo Vse [1 + N(1— ¢)] (N—1)BGm?H (B, L)/ (2Z1“’ ) > 1. Usando as expressdes (1.1)

Fpunn = (2128, —1)/(g — 1), podemos escrever a expressao (6.10) como segue

Py = ‘J,\;{ Nl som?—(1-9) ﬂ[ q,u,,,,+5’—2-am?sq,,m,.]} . (612)
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Para g — 1, recuperamos o resultado usual [1]

P = % {1 - ﬁzllﬂcmf} . (6.13)

Para tornar completa a anélise, agora discutiremos o sistema gravitacional no caso tridi-

mensional. Neste caso, o Hamiltoniano é

N P‘? 1 Gm2

H=3

—_—— =) e——, 6.14
Dam 2 Ixi — x4 (6:14)
0 volume do espago de fase g(#) deste sistema diverge para N > 3 [1]. No ensemble

candnico usual, a fungio de particio diverge perto da origem porque o integrando tem a

forma 7% exp(1/r). No caso da mecanica estatistica nio extensiva , para ¢ < 1, temos

Gm? s
q,unn—Bf Hd%l 14601~ ‘1) }: :l )

1 [ DMy (6.15)

onde

pll—q) 1+ 4k
A integral a ser calculada em (6.15) é da forma

B ( 2mm )%’X - r(1+ 1_,,) ©.16)

1*-9

= lim2® TN~ T (6.17)

0

e, 1Gm? EREE
/Od:z:a: [1-{-{3(1-—(1)-5 ; ]

que diverge para N > 2 — 2/ [3(1 — g)]. Esta condigio é mais restritiva que a obtida no
cileulo do volume do espacgo de fase.
Considerando a terceira versio da mecanica estatfstica ndo extensiva [75], onde temos a

presenga de vinculos, a fungdio de partigdo do sistema (6.1), para ¢ < 1, é dada por

i=1

N+1ig
Corr = A [ Hd?”’{@.m)‘-uﬂ(l—q) Uarer = 3G’ mlx,—le]}
(6.18)
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onde integramos sobre todos os momentos. Fazendo a seguinte mudanca de varidvel
¥ = z;/ L, temos
+1 NV
(Zarer)? = A T &
|

N+l
x L™ {(Zq,m)l'” +B(1 =) [Ugnor = > Gm* In (L |y1 — yjl)] } (6.19)
i

Observe que esta tltima equacio depende implicitamente em Z; »or e L. Este fato torna
muito diffcil (de acordo com nossa andlise) obter uma expresséo exata para a equagdo de

estado.

6.2 Conclusao

Neste capitulo, mostramos que a mecénica estai;istica nao extensiva pode ser usada
também para descrevt;r sistemas gravitacionais bidimensionais. Pois a fungio de par-
tigho Z, é finita para ¢ < 1 o que torna o sistema termodindmicamente aceitivel em
ambas as formulagdes. Entretanto, uma ir‘xvestigagﬁo mais profunda sobre este assunto é

ainda necesséria.
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Capitulo 7

Equacgao de transporte de Boltzmann
e a mecanica estatistica nao

extensiva

Neste capitulo generalizaremos a equagao de transporte usando as fungdes de Green desen-
volvidas no capftulo cinco. Como consequéncia direta desta generalizagio verificaremos
que a equagio obtida é invariante com o indice ¢ assim como as leis de conservagao tteis
na descrigio da propagacio do som que vamos obter. Por fim, aplicaremos os desenvolvi-
mentos feitos neste capitulo para um sistema fermidnico obtendo a resposta dinémica da

fungdo dielétrica.
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7.1 Equacao de transporte de Boltzmann

'Como & conhecido, existe uma classe de pertubagdes que nao é convenientemente descrita
}

ipelas fungdes de Green de equilibrio [113]: as pertubagdes produzidas por uma forga ex-
:terna dependente do tempo, F(F, t) = —VU(T,t), aplicada ao sistema. Muitos fenémenos
'interessantes aparecem em resposta a este tipo de pertubaggo. Por exemplo, em um gés
ordinério, uma variagéo suave de U(7,t) produz ondas de som. Esperamos que fatos simi-
lares devem ocorrer em sistemas ndo extensivos, nos levando a empregar a estatistica nao
extensiva para investigar tal tema. De fato, ao incorporarmos a estatistica nio extensiva
na equagao de Boltzmann abrimos a possibilidade de explorarmos aspectos dindmicos de
sistemas que possuem interagdes de longo alcance, condigbes de contorno fractais e outros.

Comegaremos por escrever a.matriz densidade f;, obtida no primeiro capitulo, no contexto

do “ensemble grand” candnico empregando vinculos normalizados

py = exp, [i—f; (H - pl - (FI—/MV)q)]/Zq
7 = T {equ [% (A = ¥ — (A - qu)]} , (7.1)

onde exp, [z] = [1 + (1 — @)z o Z, é a fungéo de partigao. O valor médio escrito de

acordo com a representac@o de interagéo fica dado por

(KR, )= BHCTARI) _ ey, 7y, (7.2)

Xo(R,8) = V()X (R, )V(t) com V(t) = T {exp [—i [, dt' [ Sra(r’, )U (', #)]1} (onde
T é operador de ordenamento temporal), seguindo o desenvolvimento feito em [113]. Note
que V(t) é escolhido de maneira a incorporar pertubagdes externas tais como H'(t) =
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[ & a(r,)U(r,1), onde A(r,t) = \111,}(7', t)Ty(r,t). Assim, podemos escrever as fungdes

de Green desenvolvidas no capitulo anterior em uma forma mais apropriada,

GO, 150) = HT@HI)T(1)))y (73)

a0, 170 = (1) e mu@wemm), 7.

Em termos destas fun¢des de Green poderemos descrever a resposta de um sistema, ini-
cialmente em equilfbrio, a uma pertubagéo aplicada U (7, ).
Empregando os desenvolvimentos acima temos que a densidade média de um ponto (R, T')

é dada por

(AR, Tv, = (THR, T)Ty(R,T)),

Il

+iG9R, T, R, T;U) , (7.5)

e a densidade de corrente no mesmo ponto é

—_— 4 ~
vaiv [£iGP (R, T, R, T; U)]} : (7.6)

R=R'

(FR, T = {

Nestas equagdes e nas discussSes que se seguirdo, o sinal superior (4) serd empregado

para o caso bosbnico e o sinal inferior serd empregado para sistemas fermiénicos.

As leis de conservagio para o niimero de particulas, energia e o momento total sdo preser-

vadas aqui como no caso usual. Em termos de (A(R,T))uq ¢ (J(R,T))ug, 0s principais
_ resultados para 2 derivaggo da propagagdo do som s#o

L (RN + V- (FR, sy =0 ()
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SHE@) g+ [ RIVUR, T (JRTNog =0 , &)

<Py + [ARIVUR, )] (3(R, g =0 (7.9)

As equagbes acima podem ser verificadas usando a equagio de Heisenberg (veja [120],
para uma simples explicaggo sobre a equacio de Heisenberg) para ¥t ¢ ¥, bem como,
Eq.(7.5) e Eq.( 7.6). No contexto da estatistica nfo extensiva, a distribui¢io de Wigner
de fo(p,R,T) (com r =i — 71, R = (71 +71:)/2, t =t1 —tr e T = (33 4 1)/2) pode ser

definida como,

fo(p, R, T)

It

dw ~(a) 3
/27FG< (p1w7R1T1U)

[ reeeal, (R—— %T) Ty <R+ g,T))q . (110

De maneira similar ao caso usual, f,(p, R, T’) nos conduz para uma densidade de particulas

dada por

] e o2 B T) = (3 (B, T) B (B, )y = (AR, TN (711)

cuja corrente de particulas é

(R, Dug = 2 (eRT). (7.12)

(2 )'“‘
As definicBes acima para a fungo distribuigio fo(p, R, T) nos conduzira a obter a relagao
entre fungdes de Green, equagBes de transporte e a equagéio de Boltzmann generalizada

sem termos de colis@o.

A equagio de Boltzmann generalizada pode ser obtida usando a equagéo de movimento

(’ait + Z‘— - (1)) GO(1,15U)=6(1-1)+ / d2v (1 — 2)G9(12,1'2+; U) (7.13)
1
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(d2 = d®rpdty , V(1—2) = v(f;~73)8(t1—ts)) e & aproximagio de Hartree G@ (12,12, U }=
‘@(”)(1,1’; U) G9(2,2;U) que ¢ fisicamente motivada pela interpretagio de propagador
de G@(1,1;U) e GO(12,1'2;U) [49, 77, 113]. Assim, obtemos da Eq.(7.13) e da apro-

ximagdo de Hartree, apés algumas simplificagdes, a equagio

(;535— + -1 Vi _ Ue,f(l)) G9O1,15U) =601-1) , (7.14)
onde
Uers(R,T) = UR,T) 1 / dR'v(R -~ RGO R, T; R, T) . (7.15)

Tomando a diferenca da Eq.(7.14) nas varigveis 1 e 1/, achamos que
[0 8 v
{z ( 2z )+<v1+w)- () W)~ Ueff(l')l}G@(l 1;0)=0 .
(7.16)

Considerando ¢y = t = T, expressando Eq.(7.16) em termos de r =7} — 7, R =

(7 + 71r)/2, e usando Eq.(7.10), verificamos que

. &S ..
a7t im__l'[ eff(R+ )= e;f(R-%T)]}f(zgse’p‘”fq(p’,R,T)ﬂ-

(7.17)

Agora supondo que Ugsr(R,T) varia suavemente em R, a equagdo de Boltzmann gene-

ralizada sem termos de colisdo fica dada por

0
[ﬁ + % ‘ VR - VRUeff(RyT) * vp] fq(P:R, T) =0 1 (7'18)

com

VB T) = URT) + [aRo(R—R) [ ST @ R,T) . (79)

@y
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A equagio (7.18) preserva sua forma usual para um valor de ¢ arbitrério assim como
a desigualdade de Bogoliubov [24]. Embora a equagio de transporte obtida aqui tenha
0 mesmo aspecto formal da usual [113], ela conduz a diferentes resultados. De fato, os
sistemas de interesse em ambos os casos sdo promovidos por diferentes' fatos, i.e., as
condigdes de contorno para fo(R,R/,T) com g # 1 e g = 1 séo diferentes. Para tornar
clara esta diferenca entre f;(R, R/, T') ¢ a usual, trabalharemos a Eq.(7.18) na secéio abaixo

considerando a linearizagéo da aproximacio de Hartree.

7.2 Aplicacido

Vamos comegar o nosso exemplo considerando que o potencial U (R, T) seja pequeno e
¢ < 1, i.e., queremos resolver a Eq.(7.18) usando a aproximacéo de fase aleatéria com
g < 1. Para resolver a Eq.(7.18) devemos conhecer as condigdes iniciais. Assim, vamos
considerar que no limite 7' — —co a pertubagio se anula; entfo, neste limite f,(p, R, )
¢ dado pela condi¢@io de equilibrio. Além disto, empregando a aproximagso de Hartree
temos que

Jim 7,0 R T) = F(E@)) (r.20

com fo(B(p)) definido em [77] como:

Zi(—u(l = q)B, 1)

T R (7.21)

1B = [ k@)
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onde K®(u) é dado por

- i 2_
(D (y) = — 9 exen(—u) (—u)—1/0-9) :
K2 (w) 271'qu % exp(—u)(—u) R (7.22)
com f = B/Txp% E(p) = p2/(2m) + ()q [ dru(r) e Zy sendo a fungso de partigso usual

imultiplicada por e=*#0-2)Te—nfe),

/A primeira ordem em U(R,T') nos conduz para

Ja(p, R, T) = fo(E(p)) + 6fo(p, R, T) , (7.23)

onde
T 3 1 6 ! 14 7 /3
5f,(p, R, T) =/_N/deREfq(p,R—R,T—-T)U(R,T) . (7.24)

Esta equagio define a resposta linear no dominio de tempo real. Devido ao fato de que
U(R,T) é pequeno, substituindo-o em (7.23) e levando em conta o caso em que U(R, T)
tenha a forma U(R, T') = U (k,w)e**~*T podemos calcular duas quantidades de interesse
fisico. A primeira delas é a variacio de densidade,

U(k,w)

8k, w)), = —‘-jip—éfq(p,k,w) TRy

(2m)®

W), 5(;1 (a(k,w))g,  (7.25)

com

5. _ [ Pp [(Blp—k/2)) — fo(Elp+Xk/2)
gﬁ(n(k,w))q— (2m)® w—k-p/m )

(7.26)

A outra quantidade é a resposta dindmica da fungo dielétrica, Ky, que é dada por
5 -1
Ky) = [1 ~ ot lali | (7.21)

Agora vamos analisar um sistema de particulas carregadas utilizando as expressdes de-
senvolvidas acima. A interagio se d4 através do potencial de Goulomb, v(R) = €?/R.
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Apbs alguns cdlculos e considerando o limite no qual as pertubacgdes variam suavemente

no espago com (k- p)? << w?, obtemos,

v S5l (S ([R5 (5) ]

(7.28)

Integrando & equagao acima, Eq.(7.28), e considerando os termos até a ordem k%, temos

que
srinteas = Eeh o (7.29)
onde
3 2 u(l - q)B,
()g = f @ne / duK®(u) uﬁl_q,gw(pf_)ﬁ 5)1 (7.30)

v? P iy, Zal=u(l — @)B, 1)
Ve= Gy, / 27r)3/d w2 K ) e T - (7.31)

Para k - § << w?, a fungio dielétrica (7.27) pode ser achada com a substituigio da

Eq.(7.29), entdo obtemos que

Kok, w) = w? [uﬁ- () [1+ (v Hﬂl, (7.32)

com (i), e (v?), definidos nas Eqs.(7.30) e (7.31). Note que existem polos na fungio
resposta (7.32) em w? ~ dwe?(A)y/m + k?*(v?),. Estes polos que dependem de g, podem
indicar possiveis excitagBes, ou resposta ressonante do sistema. Na Fig.(7.1), mostramos o
comportamento de w? para valores tipicos de ¢ de maneira a ilustrar os resultados obtidos

no contexto generalizado (g # 1).
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L [+ -9B (-l +p(n+1)
(& +3in+1)

) }q/ (1-g)+3/2(n-+1)
) (7.34)

com
2—4q 1 m 2"
Zy = T V|—=
! (1 q) 2 { (%(q - 1)/8)
A 1/(0—q)+3/2 N
(14 (1~ @B ((F—pl)g+pm)}
R , (7.35)
I'(+in)

onde (v2), = (2/m)((H)/V). No limite de baixas temperaturas a expressio para (v?),

e {f)q fica dada por

v = (71) { (A)r€ep + — (u— erlepgler) + o— ™ g(p) [ () (ﬁ)l/z]—lﬂ

2m (1 - q)B2 L(1— q)Ber \er
w2{#)s 1/2
e {2 ()]

{2 7T 2
Ble = (h (= erlgler) 7;52 (1 ~1q)[32g () [(17f<‘z?élép (Eﬂ;)w]_m
w2(A)s 1/271/2
e {2 07 y

([ @)
onde €5 é a energia de Fermi, (A); = 3/2g(er)er, g(€) = 1/(4n?)(2m)*/%€"/? é a densidade
de estados e Io(z) é a fungio modificada de Bessel de primeira espécie.

Antes de concluirmos esta secao, chamamos a atengdo para a Eq.(7.25), que na teoria

usual de muitos corpos (g = 1), pode ser obtida usando a teoria de resposta linear. De

fato, o procedimento empregado aqui e a teoria de resposta linear sdo equivalentes para
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iq = 1 [113]. Entretanto, provar a equivaléncia destes formalismos para q # 1 ndo-é
’possfvel. Isto se deve ao fato de que as condigdes de contorno baseadas nas propriedades
:cfclicas do trago ndo podem ser estabelecidas para g # 1, por exemplo (¥(r, )T (7, 7)), #
(Ut (7, T ~ iB)T(r,t)), para g + 1. Assim, obter a Eq(7 .25) a partir da teoria de resposta

t

linear [50] torna-se uma tarefa muito diffcil.

7.3 Conclusoes

Neste cap(tulo desenvolvemos a equagdo de transporte de Boltzmann para sistemas néo
'extensivos empregando a técnica de funcdes de Green desenvolvidas no capftulo cinco [77].
'"Também aplicamos o formalismo desenvolvido aqui para um sistema fermidnico, obtendo
‘a fungso resposta dielétrica e a; oscilages de plasma. Estas quantidades fisicas, a fungéo

|
resposta dielétrica e as oscilagdes de plasma, podem ser usadas para verificar uma possfvel

'relagdo entre sistemas andmalos e a mecanica estatistica nao extensiva.
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Capitulo 8

Difusao anomala: equagao de

‘Fokker-Planck nao linear fracionaria

Neste capitulo discutiremos as solugdes da equacio de Fokker-Planck nio linear fracionaria
Ap = 8:{D(z)81p” — F(z)p} cujo coeficiente de difusio e o termo de “drift” sio da-
dos por D « |z|™® (f € R) e F(z) o< z|z[*L. Também snalisaremos a conex&o entre

resultados obtidos aqui e os resultados presentes na mecénica estatistica nio extensiva.

8.1 Difusao anémala do tipo correlacionada e “Lévy
flight”

Atualmente os aspectos tedrico e experimental da difuséo andmala sdo estudados com
grande interesse. De fato, a difusdo andmala é observada em uma grande variedade de

sistemas fisicos tais como micelas de CTAB dissolvidas em 4gua salgada [121], na anélise
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de histogramas das batidas do coragfio de um individuo saudével [122], no crescimento
de superficie [123], no transporte cadtico de um fluido em um fluxo laminar [124], no
movimento conservativo em um potencial periédico com d=2 [125], no transporte de
fluidos em meios porosos (veja [123] e referéncias contidas nela).

0 estudo tedrico da difusio andmala pode ser feito com o emprego de equacdes de Fokker-
Planck ndo lineares, fraciondrias ou uma mistura de ambas [126, 127, 128, 129, 130,
131]. Dentro deste contexto, uma representativa equagao de difusdo nao linear é §;p =
D2, p”, 3s vezes chamada de equagéo de meios porosos. Tal equagio tem sido aplicada em
vérias situagdes fisicas tais como a percolagio de gases através de meios porosos (v > 2)
[132], regides finas saturadas em meios porosos (v = 2) [133], modelos de crescimento
de superficie sélido-sélido (v = 3). Na andlise da difusdo andmala também podemos
usar as equagdes de difusdo fraciondrias. Elas sdo consideradas como uma formulagao
alternativa para modelos de caminhadas aleatérias com tempo continuo, equagdes de
Langevin generalizadas, ou generalizagdes da equaggo mestra. Neste sentido, podemos
mencionar que uma equagio mestra generalizada relacionada & equagéo de Fokker-Planck
fracionéria foi usada para modelar processos dindmicos ndo Markovianos em protefnas
[134].

De uma maneira geral as situacdes fisicas mencionadas acima s8o essencialmente carac-
terizadas por uma difusfo anémala do tipo Lévy (superdifusdo; veja [22] e as referéncias
contidas nela) ou do tipo correlacionada (ambas sub- e superdifusio; veja [30] e as re-
feréncias dentro dela). A primeira é essencialmente caracterizada pela distribuigdo de

Lévy ¢ consequentemente néo tem o segundo momento finito , i.e., (z?) diverge. A di-
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fusdo andmala do tipo correlacionada pode ter o segundo momento finito (£} oc 27 (o > 1,
0=1e0 < o <1 correspondem respectivamente a superdifusio, difusio normal e subdi-
fusdo; o = 0 basicamente corresponde a localizagdio). Dentro deste contexto § interessante
saber mais a respeito destas equag3es, aos fenémenos relacionados a elas, suas solugdes,
suas propriedades e relagdes com a estatistica extensiva [135] ou néo extensiva [75]. As-
sim, dedicamos este capitulo a estabelecer algumas classes de solugBes para as equacdes

fracionais n&o lineares. Focaremos nossa atengdo basicamente sobre a seguinte equacio

generalizada:

Get) = 3% { D@ 2 lp(e, 0 | = 2 { Plaiptan) (1)

onde v,y € R, D(z) é o coeficiente de difusio, F(z) = —dV(z)/dz é a forga externa
assoclada com o potendcial V(z), e (z,t) é 1+1 espago-tempo. Pode ser verificado que
%, dz p(z,t) é independente do tempo. Sem divida, se escrevermos a equacgio acima
sob a forma de O;p = 8,7 e assumirmos as condigdes de contorno J (o0, t) — 0, podemos

mostrar que [°2, dz p(z,t) é uma constante de movimento.

8.2 Equagao de Fokker-Planck nao linear inteira

Antes de comegarmos nossa discussio, recordaremos alguns resultados apresentados em
[23, 29, 131, 136, 24] que sdo solugdes da Eq.(8.1) onde a posicio e o tempo aparecem

escalados como segue abaixo

plz,t) = 51@-* [@L(t)] . (8.2)
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Inserindo a equacéo acima na Eq.(8.1) com v = 2, F(z) = 0 ¢ D(x) = D = constante,
obtemos

dM) [ d. B Dd o,

G [0 +50)] = g b 3)

Seguindo [136], podemos resolver a equagso anterior escolhendo o “ansatz”
RO FPO) = b (8.4)
dt ’
que implica em
B(t) = [(1+vkg/ (8.5)

onde adotemos & solucéo que satisfaz ®(0) = 0. Agora, retornando a equagdo (8.3) e

substituindo a Eq.(8.4) obtemos

. 1 k z \?
plz,t) = Wequ [——-—2—’5—,; <5®> :{ , (8.8)

comg=2—veexpfr)=[1+(1— q):c]T‘:? sendo a funcio g-exponencial que surge do
formalismo ndo extensivo ao otimizarmos, com vinculos apropriados, a forma entrdpica
S, = (1 — [dxlp(z,t)]%) /(g — 1) [75]. A constante k pode ser obtida da condigdo de

normalizagio [°2, dz p(x,t) = 1. Sua extensdo para o caso F' = k; — ko ¢ dada por

pla,t) = expy [-B() (@ = 2o(®))’] / Z(2) (87)
onde
80) _ 2]
- 12! ©8
Za(t) = Z4(0) [(1 - Kiz) et ?{I—Q]T , (8.9)
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com zo(2) = k1/ka-+[zo(0) — k1/ka] €7F, Ky = o/ (2vDB(0)[Z,(0)]*) e T = 1/ (Ra(14+2))
[29]. Agora voltando ao caso F' = 0 (i.e., sem forga externa) mas estendendo D(z) e
assumindo que o mesmo seja dado por D(z) = D|z|™? (§ € R) (6 = 0 recuperamos o caso
em que D(x) é constante). A solugéo da Eq.(8.1) é dada em termos de uma g-exponencial

alongada

e [y
Pl t) = 5 =P [u(2+0)9(&>(t)) ] ’ (8:10)

com &(t) oc /749 [24]. Como estamos interessados nas solugdes fisicas que decaiam a
longas distancias, por conseguinte temos que 6 > —2. Além disso, verificamos que os casos
f+v>1,0+rv=1ef+v <1 correspondem respectivamente aos regimes subdifusivo,
normal e superdifusivo.

Podemos estender a solugio (8.6) assumindo F(z) = kaz]z|*™ (ko coincidindo com nosso
prévio ky para a = 1; ks = 0 corresponde a0 caso de au‘séncia de forga externa), mantendo
D(z) = Dlz|~?. Embora ndo saibamos o que acontece no caso genérico (a, 8, ¥) quaisquer,
hé uma situagdo especial para a qual a solugdo escalada indicada em Eq.(8.2) ainda é
vélida. Este caso especial corresponde a ¢ = ¢ — 0 — 2, e, o+ @+v =0. Seesta

condiggo for satisfeita obtemos

1 1 [ & (1= \** |}
p(.’L’,t) = 3—(—{)' equ [—-E (m (:q—;-zt—)') i kahlg_q (W))jl N (8.11)

onde In,z = (277 — 1)/(1 — g) é a fungdo g-logaritimica (que é a fungdo inversa da
funcio g-exponencial) e 3(t) = [(1+v +9)k’t]1/ (+249)  onde &' é uma constante que
desempenha um papel anélogo ao k na Eq.(8.6), ¢ a mesma é determinada através da

condigio de normalizagio. Veja Fig.(8.1). Como dltimo comentério desta segdo cabe
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.2 2
X [[(1+v+o)k® tHIevse)

Figura 8.1: Este grdfico ilustra o comportamento de [(1 + v + 6)¥' {0 p(z,t) versus
/[ + v+ OFOD) o Bg.(8.11) com g = 3/2 e ko = 2K/@D/CH) parg walores

tipicos de D e 0.

mencionar que a distribuicdo indicada pela Eq.(8.10) pode ser obtida ao otimizarmos S,

com o vinculo {(|z|>#%)), = constante, onde o valor médio normalizado é definido como

(- = [ dz(-)p(@))]/ [ dz[Ip(2))7].

8.3 Equacao de Fokker-Planck nao linear fracional

Nesta segdo, analisaremos a equagdo

) = o (e e} 812)

que unifica as equagdes presentes em [24, 131, 137]; sem perda de generalidade vamos

considerar D = 1. Seguiremos o procedimento empregado na segdo anterior levando em
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conta a propriedade genérica que segue,

d&
daf

Glaz)=a -—g (Z (6eRr) (8.13)

com Z = az. Esta propriedade ndo s6 é vilida para derivadas ordindrias mas também
para todos os operadores fracionirios que vamos considerar. Assim, substituindo Eq.(8.2)

em Eq.(8.12) e escolhendo o “ansatz”
B EFLa (0 =F (8.14)

onde k& é uma constante arbitrdria, obtemos

1 N
()= ———=— (8.15)
(Bt + %) 5
e
d{ ,dt ) =] d d .
S per) F @+ 0)| <L el . e
com &y = — (y+ v +8— 1)k, k, sendo outra constante arbitréria. Finalmente, fazendo

uma integracao, temos que

d’Y

o PR =kB(E) +C (8.17)

onde C é outra constante arbitraria (veja [131] para detalhes). Seguindo [131], também
usaremos o operador de Riemann-Liouville [138], e trabalharemos com z positivo e, mais
tarde, usaremos a simetria para estender os resultados ao eixo real (i.e., estamos traba-

lhando, em outras palavras, com 2 e D(z) o |z|~?). Também, vamos usar o seguinte

1711 I"’
resultado genérico:

Tlo+1]

Dg I::Ea (a + b:c)ﬁ] = aém

2% (a +bx)?0 (8.18)
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comDi=d/dz¥ e b=+ B+1. Deﬁmndog(a:)_:c%(a-{-bx)g e)\Ea(l—%)—d,e

rearrumando os indices, a Eq.(8.18) pode ser escrita como segue:

D;lg(z)]" = %in]—ﬂasw*g (). “ (8.19)

Usando esta propriedade em Eq.(8.16) e, por simplicidade, escolhendo C = 0, encon-

tramos,
o _(2=7(+9)
1-2v—-6 ’
5 = _(=1)(r-2)
1—-2y—8 ~’
- 277
v = T+740 (8.20)

Note que os resultados acima recuperam aqueles obtidos em {131} para § = 0. Estes

resultados nos levam a escrever a solugao da seguinte forma

1) A 210 ]ﬁzs 5.21)
1) = s .
P (lzllt);’_‘:’%‘%"_‘ [(1 § bz) D)
com
I‘( ,3) -27 9 T “
[P L = 2
A= [ T+l ez ) (8.22)

([Fult) Troesiom

onde b é uma constante arbitriria (a ser considerada mais tarde, como =1 de acordo com
as solugdes que serdio estudadas) e, sem perda de generalidade, fixamos ky =0 e a = 1.
'Sem diivida, a constante ks pode ser incorporada através de uma mudanga na origem dos
tempos, e a constante a pode ser incorporada na constante de normalizagio A.

Podemos analisar vérias regides de intervalos para <y e 8, por simplicidade, ilustramos
duas delasi—o0o <y < ~1—fcom 6 >0,e 0 <y<1/2com 0L <1/2—7.
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1 plxd

1ty+e
F+28-y+8-1

1

k19

[«

-1,0 -0,5 0,0 0,5 1.0
1v 7+
—rrs

x / [( Ik,1) T+ 210-7+8 1 ]

1418 1438
Figura 8.2: O comportamento de [(Wﬂt)”’ HhO-rhd “‘] plz,t) vs. =/ {(ﬁéllt)" oo "}
ilustra @ Eq.(8.21) para valores tipicos de v e 8 satisfazendo as condigbes y < =1 —@ e
#>0.

Vamos comegar considerando a regido —~co < v < —1 — . Novamente sem perda de

generalidade, podemos escother b = —1. A condigdo de normalizagio implica em

1 A(14140) = T [1’+10—29—21] T [ 1—yty2~0440
/ 1 [(1 - ] 7 =24

1-27-0 1-27-6 ] =1 (823)
z)(l—"/)(l+"/+0) r [2 —_ (1-—2'7)(1—{—')'-!-92}

1~2v—0

{veja Fig.(8.2)). Agora vamos analisar a regifio 0 < 7 < 1/2e 0 < 8 < 1/2 — v (onde

b=1). A normalizagdo implica em

T (!l—q!!l+7+91)

4= 7ty 46) 1_27’(1 ‘12.,)(1+7+9) . (8.24)
T ( 1=27-6 1) r ( 1—-2y-6 1)
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Figura 8.3: Comportamento de [(Wl |t) ?T;,E,%ET—T] p(z,t) vs. z/ [(|751|t) T‘f;’%j‘%i“—l]
ilustra o Eq.(8.21) para valores tipicos de e 6 satisfazendo 0 <y <1/2e0 <6 < 1/2—7.
(veja Fig.(8.3)).

Nés também consideraremos dois casos particulares, isto é, v =0ey = 1. O casoy = 2 foi

analisado em [24]. Comegaremos considerando y = 0 e v arbitrério. Entfio substituindo

estes valores na Eq.(8.1) obtemos que

R g M (6.2)

Para resolver esta equagfio voltaremos para a Eq.(8.16), que depois de alguma simplifi-
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cagao fica dada por
. o .
E2*5(z) = /O ZFE) (8.26)

Apés, alguns célculos podemos verificar que solugdo da acima é dada por
< 1 5. 1-v(14+0)\ /(A7)
Ae) & =5 (1 4 Carvaeon) , (8.27)

onde C é uma constante.

Por sua vez, o caso y = 1 corresponde & equagio

o= 2l bar) | (5.29)

Para obtermos a sg)lugéo desta equagéo é conveniente voltarmos para a Eq.(8.16). Seguin-
do, obtemos a equagéo

k2p (2) = 27 [p(2)] +C, (8.29)
que determina implicitamente 5(z), onde € & uma constante. A solugio que corresponde
ao caso C = 0 & j(z) oc 200/ (=1,
Uma conexao entre os resultados que obtivemos aqui e as solucdes que surgem da otimizagio
da entropia [129] pode ser estabelecida. Estas distribuices ndo coincidem para um val-
or arbitrrio de . Porém, a comparagio dos comportamentos assintéticos (Jz[ — o)
nos permitem identificar os tipos de caudas. Assim, identificando o comportamento exi-
bido pela Eq.(8.21) com o comportamento assintético 1/)z|%@~1 que vem do problema
entrépico [129], obtemos

3440

Tt LA 8.30
= Tiy+e (6:50)

Esta relagso, para 8 = 0, foi estabelecida em [131].

82



8.4 Conclusoes

Em resumo, nds consideramos uma ampla variedade de equagbes de Fokker-Planck n3o
lineares fraciondrias em uma dimenséo (Eq.(1)) obtendo algumas classes de solugdes exa-
tas. Em particular, estendemos aqui os resultados discutidos em [24, 131, 136]. Também
discutimos a conexdo dos resultados obtidos com a estatistica ndo extensiva sempre que

possivel.
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Capitulo 9

Tempo de escape e difusao anémala

Neste capftulo, vamos investigar um questfo importante, qual seja a primeira passagem
de tempo em sistemas unidimensionais governados pela equacdo de difusdo nfo linear
O = 8:6,Up] + D82p”, onde o potencial externo, U(z), apresenta dois minimos e D,v
sdo parAmetros reais. Como resultado, obtemos expressGes analiticas para a primeira
passagem de tempo ao considerarmos estes sistemas préximos ao estado estaciondrio e
consequentemente uma generalizagao da lei de Arrhenius. Tais predigdes analiticas estéo
de acordo com os resultados numéricos obtidos pela integracéo da equagéo de Ito-Langevin
referente & estes sistemas. Comparamos também estes resultados com os resultados obti-

dos numericamente para condigGes iniciais fora do estado estaciondrio.
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9.1 Introdugao

O antigo problema de superar uma barreira potencial, con};ecido como o problema de
Kramers, é indubitavelmente presente em muitos campos da ciéncia que variam deste
& fisica até a economia. Sendo, por exemplo, um ingrediente fundamental para a com-
preensio das transicSes de fase em sistemas complexos, tanto para sistemas em equilibrio
como para sistemas fora de equilibrio térmico. Em particular, a quantidade conhecida
como o tempo de fuga (ou tempo de primeira passagem), de um estado estével para out-
ro, tem numerosas aplicagbes em uma variedade de problemas interessantes e modernos.
Podemos, por exemplo, mencionar que a primeira passagem de tempo tem wm papel fun-
damental em ressonéncia estocéstica [139]. Até mesmo a extensdo de caos em sistemas
Hamiltonianos tem mostrado ter conexdes com esta quantidade {140]. Uma interessante
colegao destes e outros processos estocdsticos relacionados a primeira passagem de tempo
podem ser achados em [141]. Todos os exemplos que mencionamos acima foram formula-
dos levando em conta o movimento Browniano usual para o qual propriedades de difusao
sio normais. Neste capitulo, analisaremos o problema de calcular a primeira passagem
de tempo para sistemas que exibem difusdo andmala do fipo correlacionado (a difusao
do tipo Lévy néo discutiremos aqui). A compreenséo em um contexto mais amplo das
propriedades do tempo de fuga em tais sistemas pode abrir a porta para o entendimento
de novos fendmenos estocésticos que néo seguem o movimento Browniano usual.

Os sistemas nos quais estanllos interessados s3o aqueles que a difusdo depende da densidade

de particulas p, resultando em um coeficiente que é proporcional a poténcia de p a (v —
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1). Como mencionamos anteriormente, no oitavo capftulo, muitos sistemas fisicos sdo
convenientemente descritos por esta classe de processos. Explicitamente, podemos dizer
que estes processos, em geral, sdo governados por uma equagio conhecida na literatura

como equagdo de meios porosos
atp(x7 t) = DBf[p(a:,t)]”, (91)

onde z é uma coordenada adimensional que representa o espago, dngulo ou uma varidvel de
estado (quimica ou fisica}, ¢ se refere ao tempo e vD > 0. Reescrevendo o termo néo linear
como 8,(Dvp”~18,p), fica evidente olue a restrigio Dv > 0 garante que o fluxo seguird
das regides mais densas para regides menos densas. A nao linearidade presente em p nos
conduz a difusdo andmala se v # 1 (isto é, superdifuso para v < 1 e subdifuso para v > 1
{30], com {£2(2)) 94T) logo esperamos que interessantes anomalias deverio aparecer
'quando observarmos o comportamento das particulas ao atravessarem uma barreira de
Ipotencial. Isto é, precisamente o que queremos analisar aqui, como as propriedades de

escape sao alteradas quando v # 1.

9.2 O modelo

Vamos considerar um conjunto de particulas idénticas imersas em um ambiente térmico
tal que este seja descrito pela equagio de meios porosos (9.1). Sob a influéncia de um
potencial externo U(z) biestével, introduzido para analisar o comportamento de fuga, a

«densidade de particulas evolui seguindo a equacdo nonlinear de Fokker-Planck:

Bip(z,t) = 8:[0:U(z)p(x,t)] + DEplx,t)]". (9.2)
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Esta equagdo tem sido objeto de diversos estudos como discutimos anteriormente no

capftulo oito. A solugdo estacionaria da Eq.(9.2) é
=
ps(m) =1~ (v = 1)BV(2)]17"/Z, (9:3)

onde [f] = maz{f,0}, Z é uma constante de normalizagéo positiva, § = Z*~1/(vD) e
:V(:c) = U(z)—U,, com U, o mfnimo absoluto do potencial. Ressaltando que para v # 1 as
solugdes estacionérias da Eq.{9.2) tém a forma das distribui¢des de probabilidades obtidas
u partir entropia de Tsallis. No limite ¥ — 1 recuperamos a equagio de Fokker-Planck
usual.
Na Fig.(9.1) ilustramos a solugio estacioniria para o caso em que o potencial seja da forma
de um polindémio de ordem quatro. Note que a condigio de “cut-off”, nos leva a obter
tegides com probabilidade nula para o caso v > 1 (veja Fig.(9.1(1b))). Para um potencial
de quarta ordem a condigéo v > —3 assegura que as solugdes sdo normaliziveis, entretanto
0 caso em que n&o temos a presenga de “drift” requer v > ~1 assim restringiremos nossa
Hiscusséo a esta regido de valores de v.
N néo linearidade no termo de difusio da Eq.(9.2) leva em conta o fato de que o espago
=nvolvido apresenta uma espécie de desordem ou correlagdes de longo alcance nos con-
ﬂ'uzindo a anomalias na difusio. A expressio 8 = Z*~1/(vD) pode ser interpretada como
ima relaggo de Einstein generalizada dentro deste cendrio. Lembrando que os sistemas
esordenados ou correlacionamos tais como os discutidos aqui, devem recuperar a relagao
de Einstein na auséncia de desordem [14], correspondendo ao caso de v = 1 e levando

#o resultado conhecido D = 1/6. ‘Também, como é mostrado em [29], podemos usar as
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Figura 9.1: A condi¢do de “cut-off”. (a) Nesta figura dlustramos o potencial V{x) =
azt bz tex?+4d, coma = 1/48,b=—1/9,c=1/8,d = 3/16. A distribuicdo estaciondria
}p,(m) é mostrada para v = 2 em (b) e para v = 0.5 em (c), para diferentes valores de
D como indicado na figura. Para v < 1 o espago e coberto por caudas do tipo lei de
poténcias. Para v > 1 a condi¢io de “cut-off” restrihge a distribuigdo. Observe em (b)
que quando D decresce o niimero de particulas confinadas é maior. As linhas horizontais
em (a) representam a condigdo de “cut-off” V(z) = 1/8 que define as regides permitidas
bara v = 2 com os valores de D presentes na figura (b). Todas as quantidades empregadas

sdo adimensionais.
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formas dependentes do tempo das relacdes de Einstein, as quais podem ser usadas para
) p p

|

demonstrar as propriedades de escala destes sistemas que séo n8o lineares. Por exemplo,
‘para a particula livre temos que < z2(t) >oc 1/8(t) < Z2(t) =)

)

A equagBo de Ito-Langevin (IL)} associada com a Eq.(9.2) é dada por [30]

& = ~8,U(z) + /ID| lo(z, ) (), (9.4)

jonde 7(t) é um ruido Gaussian com valor médio nulo e varidncia 2. No caso particular v =
rl recuperamos a equacio de Langevin usual para rufdo constante. Como o ruido depende
'do estado, podemos ver tal fato como a influéncia do meio. Assim uma particula que evolui
'

interage com o ambiente que reage & densidade coletiva de estados ao seu redor. Neste
‘sentido, podemos pensar em subdifusdo como um tipo de “atragéo” entre as particulas:
as particulas tendem a ficar perto das outras particulas. Consequentemente, podemos
ver a superdifuséo com um tipo de reagio para o escasseamento: se a particula estd em
uma regido altamente povoada em certo sentido é confinada pelas outras particulas, e

flutuages ndo séo tao grandes, mas tdo logo ela consiga entrar em regiGes menos densas

'que ndo experimenta este confinamento e as flutuagdes ficam grandes.
|

9.3 Resultados numéricos nas vizinhancas de um es-
tado de equilibrio

Para realizar os experimentos numéricos, escolhemos um potencial na forma de um polindmio

de quarto grau V(z) = az! + bz® 4 ¢x? + d. Os coeficientes foram escolhidos como se
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encontra ilustrado na Fig.(9.1), para os quais (z1,%0,zr) = (0,1,3), com zz, 25 e zp
correspondem 20 minimo do lado esquerdo, o topo da barreira e o minimo do lado dire-
ito, respectivamente. Vamos estudar o comportamento de escape préximo ao estado de
equilibrio. Isto é, uma vez que a populagio de um grande nimero de particulas tenha
jatingido o equilibrio descrito pela Eq.(9.3), colocamos um contador em zz.

:Entéo a trajetéria das particulas é obtida resolvendo, seguindo o procedimento numérico
'de [135], a equagio (9.4) para p(z,t) = ps(z), comegando de z(t = 0) = z1. Parav > 1,
-as flutuagdes sdo reduzidas e as trajetdrias resultantes confinadas na regido que tem como
:limite as condigdes de “cut-off” (Fig.(9.1b)); além disso, quando a constante difusio D
é menor que um valor critico D (aqui D, =~ 0.17 para v = 2), o espaco dos estados se
torna desconectado e os cruzamentos sdo proibidos. Para v < 1, a amplitude de ruido é
aumentada nas regides de baixa densidade e o espago inteiro tende ser povoado.

Medimos a primeira passagem de tempo, i.e., o intervalo de tempo médio Tz, -+ z)
que uma particula em zy, leva para chegar pela primeira vez a um determinado estado
z > x. Na Fig.(9.2), apresentamos o grifico de T'(z) = T(zr — z) vs. %. Para
v > 1(Fig.(9.22)), os patamares ficam evidentes quando D se aprc;xima de D, indicando
maior patamar, de tempo gasto para superar a barreira ao redor de xo. Por outro lado,
para v < 1(Fig.(9.2b)), o tempo de passagem é sensivel ao estado final e nfio h4d um
patamar bem definido, até mesmo no regime em que D é pequeno. Além disso, com D
decrescendo, as curvas sofrem um colapso em um estado limite abaixo de £z, mas, crescem
mais ripido acima de zg, divergindo no limite D — 0.

O comportamento de escape parece ser descontinuo em D = 0. Na realidade, para.D = 0,
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Figura 9.2: Representagdo de T(x) = T'(xy — ) vs. « com v =2 na figura (a) ev =0.5
na figura (b). Os pontos cheios correspondem aos experimentos numéricos e as linhas

correspondem ds predi¢des tedricas dadas pela Fg.(9.6).
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péo h difusdo, entretanto para D finito a particula é atraida para o vale maior em zp ¢
fica aprisionada com um intervalo de tempo tipico que é limitado por cima. Este efeito
Pbode ser entendido tendo em mente que flutuagdes dependem de D ndo s6 pelo fator 4/]D|
mas também: através da densidade por um fator que, para v < 1, se torna muito grande
fora das vizinhangas do ml’nill'no absoluto onde as particulas tendem a se concentrar com
p — 0. Em outras palavras, o caso deterministico nfo é recuperado quando D — 0 sendo
que o coeficiente efetivo de difusdo Dp”~! nao se anula neste limite devido 3 singularidade

pm p = 0.

9.4 Consideragoes Analiticas

Ygora mostraremos que os resultados discutidos anteriormente podem ser entendidos
snaliticamente. Para sistemas na vizinhanca do estado estaciondrio, podemos considerar

a seguinte aproximagfo para Eq.(9.2)
Bip(z,t) = 0:(8:U(z)p(z,t)] + DE[{ps(z)} " p(z,1)]. (9.5)

Um vez que a equagio de Fokker-Planck é linear, o problema de escape pode ser tratado
liretamente, seguindo de maneira andloga dos processos homogéneos caracterizados por
sima forga externa de “drift” e um coeficiente de difusdo [142]. Basicamente uma equagéio
»para & probabilidade que a particula esteja ainda em um dado espaco e tempo ¢ é achada
om a equagido de Fokker-Planck nas varidveis anteriores com as condigGes de contorno

jpropriadas. Desta maneira, achamos a primeira passagem de tempo médio T'(z; — z2),
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para o < %, dada por

T(zy — z2) = [¥|B /z Tz[l —(v— 1)ﬁV(‘y)]i% dy /_w o0[1 — (v=1)BV(2)Tdz,  (9.6)

onde p =1sev >0ep=1—2ser <0 A expresao (9.6) reproduz com boa
concordancia os dados numéricos como mostra a Fig.(9.2).

Na Fig.(9.3), mostramos T' = T(xg) = T(x, — zr) como uma fungdo de 1/D (linhas
cheias), para diferentes valores de v > 0, calculados da Eq.(9.6). T representa a medida
do tempo de escape do minimo da esquerda para o minimo da direita, para todos os casos
;m que v < 1 os patamares ndo sdo bem definidos. No intervalo v > 1, T' diverge em
D,, definido pela condigdo de “cut-off”, abaixo da qual o lado direito se torna inacessivel.
No caso em que 0 < v < 1, T satura com 1/D decrescendo. O regime hiperdifuso v < 0
(com D < 0}, onde o espalhamento é mais rapido que o balistico, demonstra o fato geral
de que para a regido 0 < v < 1 devemos considerar |D| ao invés de D. Para um v e 1/|D|
pequeno o tempo de escape segue a lei de poténcia T° ~ ,6’% ~ I/ID!TTEE

Be 21 ~ 1, e T2 & TR, entdo, é possivel achar uma expressao aproximada para 1" onde | D]
(com 1/8) é suficientemente pequeno, notando que o integran;io em Eq.(9.6) apresenta
um pico em Zg e Ty, tespectivamente. Em tais casos a integral pode ser calculada usando

b método do ponto de sela. Seguindo este procedimento chegamos em

T o 2r 2y (1 —(v— 1)[3V(a:o)>
- VWLWo |U| +pu\l- (I/ - l)ﬂV(.IJL)

onde wy, e wo 530 as frequéncias no minimo do lado esquerdo e no topo da barreira de

vltp
2(1-2)
, (9.7)

potencial. A equagio (9.7) é uma generalizagéo da lei de Arrhenius, que, como esperado,
recupera sua forma original em v — 1. De fato, no limite, T' = (27//wrwo) exp(AV/D),
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Figura 9.3: O tempo de escape T = T(xg) como uma fungdo de 1/D, para diferentes
volores de v > 0. As linhas cheias correspondem & Fq.(9.6) e as linhas pontilhadas cor-
respondem & aprozimagdo dade pela Fq.(9.7) para D pequeno. Os simbolos correspondem

eos resultados numéricos.

onde AV = V(2o) — V(x) é a altura da barreira, Para comparagso, exibimos a aprox-
imagéo dada pela Eq.(9.7) na Fig.(0.3) (linhas pontilhadas). Como esperado, a aproxi-
magdo é boa para 1/|D| grande e funciona melhor para v > 1. Agora comentaremos os
principais fatos revelados por esta expressdo. Quando v > 1, ela prevé a divergéncia de
T a D finito. De fato, D, é obtido de 1/8, ~ (v — 1)V(z0). Quando v < 1, a saturagdo
de T para 1/|D| grande também & predita (a menos que V(z1) = 0) sendo que 8 é uma
fungdo crescente de 1/|D)| ilimitada. Se V(z;) = 0, entdo Eq.(9.7) indica que T para
D] se tornando nulo. Em particular, se 0 < v < 1, T ~ ,3'?7”1%7 ~ 1/D1+v e o limite
deterministico é achado. No limite ¥ — 1 o crescimento exponencial de T com 1/D ¢

sempre recuperado.
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) , . . .
9.5 Resultados numeéricos para sistemas fora do es-

tado de equilibrio

: O problema nas vizinhangas do equilibrio de um estado corresponde a um problema linear
:com o coeficiente de difusdo dependendo do estado. Permitindo desta forma um tratamen-
to analftico que podemos ter sempre em nossa mente como uma referéncia para estudar
casos mais gerais. Para testar como os resultados anteriores se comportam com relagio
aos resultados pertencentes a uma sii;tlagéo mais geral, executamos um estudo numérico
das propriedades do tempo de escape de um estado fora do equilibrio. Particularmente,
estudamos o caso em que as particulas s20 injetadas ao mesmo tempo em zy. Este instante
requer uma integragdo simultinea da equagao de Fokker-Planck junto com a equagéo de
IL (9.4). Agora, o pardmetro v deve estar na regifo v > 0 devido a divergéncia na
Eq.(9.2). Empregamos um esquema implicito de diferenca finita, com diferencas espaciais
centradas, para integracio numérica da equacio ndo linear de Fokker-Planck. A evolugdo
temporal da densidade estd ilustrada na Fig.(9.4).

0 tempo de escape T’ como uma fungao de 1/D considerando diferentes vaiores de v esté
presente na Fig.(9.3).

Agora vamos comparar estes resultados com os anteriores. Para D suficientemente grande,
T néio é sensivel, dependendo da distribuiggo inicial a Eq.(9.6) passa pelos dados numéricos
para v > 0, seguindo z lei de poténcia derivada acima, T ~ 1 /D% Por outro lado, para
D pequeno, os tempos para atravessar a barreira ficam cada vez mais préximos daqueles

obtidos para o caso em que v = 1 para v arbitrério. Isto pode ser entendido como segue.
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Figura 94:  Ilustramos a evolugido ' temporal da Fg.(9.2) com p(z,0) = §(z) para

(v,D)=(4.0,2.5) na figura (a) e (0.5,0.1) na figura (b)

Para v > 1, as passagens de tempo sdo menores que aquelas dada pela Eq. (9.8) visto
que exista uma passagem inicial entre duas regices desconectadas no estado de equilibrio
(veja Fig.(9.4(a))). Entretanto nossos resultados sugerem que a divergéncia de T para um
D critico finito, préximo a D,, ainda ocorre. Por outro lado, no intervalo v < 1, o tempo
levado para atravessar a barreira é maior que aquele dado pela Eq.(9.6) (veja Fig.(9.4(b))).
A saturagdio ndo é observada e o tempo de escape cresce com 1/D aparentemente seguindo

uma lei de poténcia.
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9.6 Conclusoes

Neste capitulo, obtivemos o tempo de escape para sistemas que exibem difusdo andémala
‘seguindo uma dependéncia estocdstica n3o linear sobre a densidade. Para condigtes de
estado de equilibrio, obtemos expressSes analfticas para a primeira passagem de tempo
cujas predigGes concordam de maneira satisfatéria com os resultados numéricos (Fig.(9.2)).
Estas expressdes trazem uma generalizagio da lei de Arrhenius. Préximo as condigdes de
estacionaridade, dois regimes sdo observados: Na regisio v < 1 (superdifusdo), o tempo
de escape T satura para D tornando-se nulo, se V{(xg) # 0, e cresce com 1/D seguindo
uma lei de poténcia, para o outro caso. Na regido v > 1 (subdifusio), T diverge em D,
(Fig.(9.3)). Estes resultados dao a idéia do que esperamos em um caso mais geral. Para
sistemas longe do estado de equilfbrio, T cresce com 1/D aparentemente seguindo uma

let de poténcia nos casos superdifusos e diverge com D finito nos casos subdifusos.
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'Discussoes e Perspectivas
)

Abordamos varias questdes ao longo desta tese. Resumidamente os tépicos que analisamos
foram os seguintes:

(i) = estabilidade termodindmica da estatistica ndo extensiva em sua formulagio baseada
em vinculos normalizados [76];

(i) as propriedades formais de uma termoestatistica baseada na entropia de Renyi e suas
extensGes para o caso S = S(Trp?) [79, 80, 81};

(iii) a validade das aproximagc;)es baseadas em expansdes em poténcias de (1 — g) e fato-
rizagbes [74];

(iv) a teoria de fungdes de Green usando a versdo normalizada da estatistica ndo extensiva’
(77

(v) sistema gravitacional em duas dimensdes [73];

(vi) & formulagio de uma equagio de transporte [72];

(vii) obtivemos novas classes de solugSes para a equagdo de Fokker-Planck néo linear

fraciondria [83];

(vi#i) propomos uma generalizacéio para a lei de Arrhenius [84].
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No item (3), provamos que o calor especifico néo é negativo para ¢ ¢ [0,1). Para a regiao
de 0 < g < 1 no conseguimos uma prova algébrica, mas temos indicios que em certas
icircustancias ele é nao negativo.

Em (%), exploramos vérias propriedades da entropia de Renyi, sendo interessante no-
tar que os resultados das médias séo iguais aos resultados usuais para os sistemas que
abordamos. Em particular, os valores médios obtidos, usando & distribuigiio obtida da
entropia de Renyi, também sdo iguais aos valores médios obtidos com a mecanica es-
.tatfstica nio extensiva quando consideramos a temperatura efetiva Tesy = Trpd/f. Neste
sentido, podemos mencionar que embora alguns autores tenham sugerido que Ty pode
ser uma temperatura fisica temos indicios, contrdrios, para dizer que estd questdo ain-
da permanece sem uma resposta definitiva. Efetivamente, experimentos de manganitas
sio descritos de maneira satisfatéria se empregarmos uma temperatura efetiva do tipo
Tapy = (Tepd + (1 — q)BU,) /B [143]. Assim, esperamos que 0s resultados obtidos em (%) e
(i) venham a ser de grande ajuda nas discussGes que rodeiam este tema.

Em (iii), esclarecemos como as aproximagbes baseadas em expansbes em poténcias de
(1- g) e fatorizagdes se comportam quando o niimero de graus de liberdade é muito
grande para um sistema ndo interagente. Ressaltando que nestas aproximacOes tomar
N — oo implica em g = 1.

No item (3v), revisitamos a teoria de fungSes de Green usando os valores médios norma-
lizados. No aspecto formal néo tivemos grandes mudangas, as diferengas se verificaram
quando trabalhamos wm exemplo especifico pois a as auto-consisténcias introduzides reve-

laram seus efeitos. Como mostrado no capftulo cinco, onde em contraste com os resultados
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anteriores[49], os resultados obtidos para a temperatura critica ndo s&o muito sensiveis
20 pardmetro ¢ quando consideramos a versdo normalizada da mecénica estatistica nao
extensiva[77).

Analisamos também um sistema gravitacional em duas dimenses obtendo a equagio de
:stado para o0 mesmo no item (v).

Em (vi), complementando os desenvolvimentos feitos em (%v), obtivemos uma equacio de
transporte. A equagdo de transporte obtida formalmente é igual a usual assim como as leis
de conservagoes que se derivam dela. Entretanto, devemos notar que, como a condigéo de
contorno imposta para ela é diferente da usuall, os resultados obtidos a partir dela também
sdo diferentes dos usuais.

Em (vii) e (viii) analisamos varios aspectos da difusdo andmala usando as equagdes de
Fokker-Planck n#o linear fraciondria. Obtivemos uma nova classe de solugGes para estas
equagles seguida de uma generalizagdo para a lei de Arrhenius.

Nossas perspectivas sdo de continuarmos explorando cada vez mais a estatistica néo ex-
tensiva e suas relagles com sistemas que apresentam nado extensividade como difusdo
andmala, sistemas de muitos corpos com interages de longo alcance, dentre outros. Por
‘exemplo, estamos estudando a equagio de Fokker-Planck néo linear com anisotropias nos
coeficientes de difusio em presenca de um “drift” externo e suas relagSes com o formal-
ismo néo extensivo[144], sistemas paramagnéticos[145], os efeitos de considerarmos um

operador quantico do tipo lei de poténcia.
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