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RESUMO

Estuda-se a invarianeia conforme das equagbes cldssica e quantica
de movimento em espagos curvos. Mosira-se que essa invaridneia é obii
da sem considerar qualbuer variagae. na massa. Isto & possivel devido
a uma modificagdo. conveniente da métrica do espago-tempo Riemarmiano.
Considerando a variagdo conforme na métrica como uma transformagao de
gauge em g, (x), redefini-se a métrica de modo a“tornd-la gauge—inva—
riante. "0 elemento de arco da nova geometria depende dos valores as-
sumidos por um campo vetorial ku (z) ao longo de uma trajetdria que le—
va ao ponto em consideragdo., Esta nova formulagdo pode ser chamada de
semi-métrica, no sentido de que ndo s6 a métrica gm.)(x), como também o
campo vetorial, sdo objetos fundamentais. Para a nova geometria, a
massa & un escalar conforme~invariante. .
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de repouso se transformar de uma certa maneira covariante. A  proposicio
de que a massa deve se transformar como um escalar (de peso 1/2) foi feita

primeiramente por Schouten e Haantjes 4.

Como veremos, uma realizagdo qualquer da massa, que se transforme da-
quela maneira, deve depender, necessariamente, das coordenadas. No caso
particular do grupo restfito conforme do espago chato, a massa  dependera
dos parametros de aceleragdo e de escala, alem das- coordenadas. Como essas
quantidades podem assumir um conjunto continuo de valores, obtemps uma re-
presentacdo” da massa que depende de um conjunto de variaveis continuas (va
lores continuos da massa). Do ponto de vista das particulas elementares,
em que o espectro atdmico de massas € descontTnuo (valores -de massa bem de
terminadas), &sse fato n3o tem interpretagio fisica. Dessa maneira, diz-
se usualmente que a simetria conforme verifica-se somente a altas energias,
a energia de. repouso das particulas sendo negligenciaveis com relagao &
sua energia cinética 5. Poder-se-ia permitir, em teoria cldssica, uma va-
riagdo de massa andloga 3quela, pensando-se na corregao conforme 3 massa
como uma interagao escalar que atuasse no sistema, i.e., em termos de in-

tegral de agdo:

w
"

& I mds + J o ¢ ds

w
i

& J M of ds

onde me ="(m + a¢) fosse a massa efetiva do.sistema, que poderia, eventua)l

mente, assumir valores contTnuos. Mas numa teoria quantica tal interpreta



‘¢do ndo & possivel.

Neste trabalho, propomos uma redefinigao da metrica do espago-tempo,
de tal maneira que a massa de repouso torna-se um invariante conforme. Is-
to & feito para o caso de variedades curvas. . Com a nova-metrica, ou seja,
com a nova geometria, o elemento de arco, calculado para qualquer ponto re
gular para‘guv(x) (metrica de um espago Riemanniano)s dependera da integral
de linha de um campo vetorial, ao longo de uma trajét&ria que Teve a esse

ponto sem.cruzar nenhuma singularidade para‘guv(x)..j

No capitulo II, apresentamos a relacdo entre as metricas de dois espa-
¢0s que estdo em correspondéncia conforme e mostramos a invariancia confor
me do tensor de Weyl. A seguir, obtemos as equagbes de transformagdo do
grupo restrito Co, no espago chato, definido como onérupo de transforma-
¢bes que Tevam a um referencial de repouso uma.particula que se move  com
aceleragdo constante em relacdo aquele referencial- As -transformagdes sdo
obtidas pela determinacao do grupo de simetria que " deixa invariante a e-
quagdo diferencial caracteristica do movimenfo de uma' particula uniforme-~
mente acelerada. Obtemos, ainda, as leis de conservagdo associadas a um

sistema com simetria conforme Co.

Introduzimos, no capTtulo IV, o grupo extendido conforme C, que contém,
como sub-grupos, o grupo geral de transformagdes de codrdenadas (M.M.G.) e
as transformagoes conformes da metrica (cg). Para que uma dada equagao se
Jja conforme~invariante, requer-se sua invariincia'sob‘cg e sob M.M.G. Co-

mo dissemos acima, para equacoes que conteém termos de massa nao nulos, tal
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invaridncia’ s8. & verificada se permitirmos variacoes.-da massa. Definimos
uma mEtrica: conforme-invariante, cuja invariancia & “obtida introduzindo-

se um campo vetorial ku(x), que, sob C_, sofre uma transformagao do tipo

g9
gauge. Com a nova métrica & possivel construir equagoes de movimento con-
forme-invariantes, sem necessidade de se considerar transformagOes na mas-

sa (capTtulo V).

A notagdo usada & a seguinte: letras gregas indicam valores de 0 a 3,
Tndices latinos, de 1 a 3. Derivadas parciais usuais. sao indicadas por u-
ma virgula ou por -ﬁﬁ se operam em qualquer.quantidade independente da
trajetdria’ de integracdo referida acima. 0 sTmbolo au sera usado para in-
dicar derivadas de objetos dependentes de trajetdoria. Ponto e virgula de-
nota derivada covariante para objetos independentes.de trajetdria e Du, de

rivada covariante para os dependentes, como, por exemplo, a nova metrica.

Finalmente, guv(x) tem uma signatura local igual a (-2).

II. ESPACOS -CONFORMES

Se 2 tensores metricos gpv(x) e guv(x) de 2 espagos Vn e Vn’ respectivi

mente, estao na relagao
= = 20 -
guux) = e® g, (x) (2-1)

com o = o(X), temos, para o elemento de linha ds? = gwdxu dx”, definido



na vizinhanga de um ponto P € Vp» & 0. elemento. de linha ds? = §ﬁv(x) dsMds,

definido num ponto P-e Vn; de mesmas coordenadas X, @ seguinte relagdo:

a2 = e29(%) g2 (2-2)

Considevando em P e P duas direcSes correspondentes e corréspéridentes

pontos de.V, e Vi

B

0 v

0 dngulo entre 8sses vetores serd invariante sob a transformagho (2-1),
&

. LI
gwdx 8x

cos o =

- e 8GOS T (2-3)
- U oLV — d (B
/ guv dx" dx / 908 8XT 8X

Uma transformagdo da forma acima, que satisfaz as condigdes (2-1) e
(2-3),, define“uma correspondéncia conforme entée os -espagos v, e Vn ou se-

Ja, V, e Yy s30 espagos conformes. PoderTamos estabelecer o teorema: A

C.N.S. paF‘a* que 2 espagos Vn e Vn estejam relacionados conformilrente &



g que as metricas desses espagos estejam relacionadas na forma:

= = ezg(x)

G,(%) 9,(%)

(em qualquer sistema de coordenadas).

Notemos que a relacao entre guv(x) e ELV(X) representa uma transforma
gao ativa, 1.8, Uma transformagao no espago funcional de todos os possiveis
campos métricos, que-transforma um ponto désse espago 'noﬁtro ponto. Cada
ponto do espago corresponde a um V., e o sistema de coordenada.s onde eles

sdo dados € suposto conhecido. Temos:

5,00 = 7 g )

v
(2-4)
F(x) =020 giv(y)
Uma quantidade que @ invariante sob essa transformagio ativa &
Ry 2-5)
v = Gl g0 (2
*
g™ = g™ [g|"
com
lgf = det (g,) -
0 sTmbolo de Christoffel para a métrica g & dado por:
o Lo a - ap . -6
{ay? Uy Y ¥8goy) "% 9 0 (2-6)

Introduzimos a-notagao:



- = = - o -
=0 =g g {]J\)}G’Ot (27)
%y & um tensor-simétrico de 22 ordem e com, (2-7) podemos escrever.a re-
lagdo conectando os tensores de curvatura em Vn e Vﬁ.

Rves = {vo, u}’p - {vp,u},cr + {ﬁp} {&u,x} {ﬁc} {up,>A} »

onde

{uo,v} ---'§>‘0 {1);\)}

Obtemos, para

o = -0 . 0.
w %y T %%

a expressao,

=20 .
+ + o +
e Rves = Ruwos ¥ %0 %vp + 9p po ~ %ip %o (2-8)
- . - i oB
90 %up * (o Sp ~ Sup So 1 9 0 %p
onde Ruvpo € o. tensor de curvatura para o espago V.

wo_
Como qu eg G’u Tsy

a equacdo (2-8) & covariante sob o grupo de transformagBes gerais de coor-

s3o um tensor.e Um €scalar, respectivamente,

denadas (Manifold mapping group - MMG) dos espagos n-dimensionais. Pelo
mesmo tipo-de argumento, a relagdo (2-6) entre as..afihidades de Ve ;; &
tal que representa a soma da afinidade de Vn com um:-tensor, igual a

(ad(B G,Y) - 05“9 Y),resultando numa nova afinidade, a de V;. Esta aproxi
macio & semelhante a dada por Weyl em sua teoria unitaria, onde ele propoe

uma modificagdo na relagao Iyvip = 0, tornando-a igual a um tensor Ap ve:
L



zes 902 obtendo uma expressdo semelhante 3 (2-6) para-a.afinidade (a cone

xao & feita com Ap = -0 ). Aqui, modificamos a forma da métrica  mas

P
conservemos’ a condjgao Yvsp = 0. Como vemos, ambgs os meétodos s3o rela-
5

cionados intimamente.

‘0 tensor de Ricci para o espago Vn:

= po
va g Rpuvc
serad
Ruv = va + (n-z)cuv+ gW(A2 o + (n-2)A0) , (2-9)
com
= gtV
A1 og=49g c,p sy,
< g% =
Ay o=g Uu[s (aa z c,a)
va = tensor de Ricci de V.

—v R

A curvatura escalar R = g v tera a forma:

i

R= e 0(R+ 2(n-1) &, o + (n-1)(n-2)&s 0 ) . (2-10)

Como A0 e A,c sao escalares, as expressdes (2-9).e (2-10) s3o covarian-
tes. 0 caso n=2 nao apresenta interésse, pois qualquer forma quadritica

em duas variaveis & redutTvel @ forma A[C (dx')2 #(dx2)%] por uma infinida-
de de maneiras 6. Assim, um espago V, g conforme -a qualquer outro.
Consideremos)n > 2. Multiplicando (2-10) por.ﬁhv:
o .
Gy R = guu(R + 2(n=1)8,0 + (n-1) (n-2)2, o) , (2-11)

~



Resolvemos esta-equagao para guv A2 ¢ e substituindo o resultado em

(2-9), obtemos .

1 - 1 -
o, ,=——— (R ~R )~——o (g R-g R
W TWWT ainity(neg) WY w (2-12)

1
Ty Ao

Apds Tevantar o 19 Tndice de R teremos, na equagdo (2-8):

uvpo®
u U ] _ sHM HA
R vpc= R Voo + & o va [ o A + g (g\)p Oy +

- H - gH -
Yug UAp) + (8 o %p 8 0 gvc> Ao (2-13)

Substituindo nessa equagdo o valor de Guvdado por (2-12)

u - M ’ -
c vpo © c vpo s (2-14)
onde
1

" = pH (M N 1
¢ Voo R vpo + n-2 (¢ 0 Rvo 8 chp+ 9ys R o +

0 R M ) i} ]

g\)pRO')'Fm (60 g\)p ‘Sp g\)O')‘ (2‘5)

0 tensor definido por (2-15) &0 mesmo para Vn e ;;~em correspondencia

conforme, * Foi denominado por.Weyl 7 (1918, Mathgmatﬁsche Zeitschrift, vol.
2, pag. 404) o tensor de curvatura conforme. .0 tensor.de Weyl tem todas
as propriedades de simetrias do tensor.de Riemann-Christoffel (o tensor

de curvatura calculado com as afinidades métricas) e ainda a propriedade:
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g™ Coomy = © (2-16)

A invarifncia de CH vpo pode ainda ser vista-do fato.de que este ten-
sor pode ser.escrito exatamente da mesma maneira.queso:tensor de curvatu-

- * - * ~
ra R“\)p mas.com.a metrica guv e seu reciproco g uv’ que sao ambos con

g
forme-invariantes, i. &:

in _"H_*—u'* ~V*)\*_]J*'}\* _
P oo = Gb la? Gt G - G G (2-17)

onde

TN T S *
oy (

. *
79 Yor,e ¥ Dapy -gvp,A)

% gl«'\’ e?? gllV *
g]J.\) = ] = ] = gu\)
Gt gl

IIT. OBTENGARO-DO GRUPO CONFORME RESTRITO C,

0 grupo conforme restrito Co € o grupo de transformagbes que Tevam a
um referencial de repouso uma particula gque se move com aceleragao constan

te relativamente dquele referencial.

.
0 movimento acelerado de uma particula pode ser caracterizado, tanto
classica quanto relativisticamente, como um movimento no qual a aceleragdo

& constante, quando medida num referencial em que a particula estd instan-



1.

taneamente em vepouso. Tal referencial & chamado sistema de repouso, e um
referencial no qual a particula esteja n3o somente instantﬁqeamente em re-
pouso, mas tambem ndo tenha aceleragdo, & um sietema proprio. Uma particu
Ta em repouso sendo um caso especial de uma particula em movimento unifor-
memente acelerado, a transformagic de um sistema.de repouso para um siste
ma proprio & a transformagdo de um tipo de movimento. uniformemente acelera
do noutro tipo. A obtengao do grupo C,. pode ent3o, ser colocada em térmos
da determinagao de transformacGes que levam o movimento acelerado de  uma
particula num outro do mesmo tipo 3. Restringiremo-nos a movimentos uni-
dimensionais, que sdo suficientemente gerais para indicar a natureza do
problema.' 0. tratamento pode ser estendido a movimentos tri ou quadri-di-

menionais, mas a andlise & extremamente trabalhosa.

1) O PROBLEMA RELATIVISTICO : .
0 método visa a determinar o grupo de simetria de' Lie mais geral que
deixa invariante uma dada equagdo diferencial. caracteristica do movimento.

No caso de movimento uniformemente acelerado,,a equagdo caracteristica @:

déx
. te— =0 . (3-1)
dt?
Chamando -
dx dv _ da
VegE 0 2T g b=t

(3-1) torna-se

i
o
]
o

F(X, t, v, a, b) (3-2)
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Na teoria especial. da relatividade, impomos.-ainda.que a equag3do carac-
terTstica‘seja'invariante sob o grupo de Lorentz, Lé.‘mEntio, F nao pode
depender explicitamente de x, t pois as trans]agoes -formam um sub-grupo
de Lorentz. Supomos, ainda, que se pode resolver exp11c1tamente a equagao
para b,

Fz'b ¢ f(lv, a) =0 (3-3)

Para um mapeamento infinitesimal ‘associado ao-grupo de Lorentz, neste

problema onde existem, além de v, b e a, teremos:

x' = x - vot +8x =-vt

0 (3-4)

v v
' et--2 x +6t=-~-L2x

c? c?

Ent3o,
dx' dx - vg dt v
d——l‘=-‘=——‘l—-——=‘(V'V0) (]+—%V)
t dt - =2 dx ¢
CZ

Em termos 1ineares da velocidade infinitesimal Voi

dx" - dx o
VE —— - =y —VE
. dat'  dt c?
ou seja,
V2
v = '(] ";) Vo‘

Da mesma maneira, em termos de 12 ordem em Vo» obtemos :

3a
fa & — Vo V
c2
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332 + 4 vhb

8b v

c? 0

Considerando também as translagbes em 6x e St,

8x

Sa+t 6B 3 88 =~v

o
X
8§t =.6y + — 68
CZ
2
sv e (1 - y )68
c2
3av 3a2 + 4 vb
fa = = — &8 8B = = e B
c? c?

A condigao que (é-B).seja invariante sob L, erdada por:

ofF oF oF ~ 3F_3F=
73—\76’”*-.3—3 5a+—§5 Sb =10 iy 0),

o0 que d&.a seguinte equagdo diferencial para f(v,a):

(et -vi) - 3av-(32+4vb)=0

Como f = -.b, temos

—
(2]
N
)
<
N
—
:

of _ 2 o
== 3av+4vFf-3at=0

[0}

Uma soluglo: para esta equagao

3va?
fo(v, a) =

a— (3-5) -
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Substituindo (3-5) em (3-3) obtemos uma equagao diferencial para o movimen
to que & -invariante sob L :
3va?

b+ =0 (3-6)
'CZ - VZ

Para ¢ + « ., (3-6) torna-se a equagdo b = 0, caracteristica de todos os mo
vimentos uniformemente acelerados ndo relativisticos. 0 nimero de gerado
res do grupo de Lie de simetria, neste caso, € sete. Sabendo que tal
niimero n3o' varia na transigdo da teoria relativistica para a formulagdo
nao relativistica, pode-se.estabelecer diretamente-que.o. grupo total de
de Lie de simetria da equagdo (3-6) €-um grupo a sete.parametros. Ndo deri
varemos tal grupo aqui, mas um seu importante sub-grupo, que denotaremos
por Cg, a 6 parametyos. C; (o sufixo 3 especifica que sua equagao dife-

“rencial caracteristica € de ordem 3) & o grupo conforme unidimensionat.

Para obter-tal grupo, facamos a tfansformagio infinitesimal geral:

x! X + E(Xst) (3 7)

tl

t + n(x,t) 3

teremos

dx' = dx + £y dx + & dt

dt'=dt+nxdx+ntdt,

onde os Tndices x(t) indicam derivadas parciais em relacdo a x(t). Donde:
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dx'
v o= E;T 2V - v2-nx SV hVE R E e

syl -y o= oy _
gv= vl - v -vin 4 V(g - B+ E

em termos de 1%.ordem em £ e n.  Analogamente!
sa=a'-a=a(g, ~2n) - 3av ny -yl hxx‘*’vz(gxx: 2 ngy) +
+ V(Z EXt N ntt) + E‘tt ®

6b =b'-b = b(g, -3 ng) -4bvn -3 a? ny, a3 gy +

- Bng) AV (3 g, -9 ng) +d v (6 n,,) +

F VRN VB T 3 Ng) T (3 Bpg - 3 mygy)

V(3 Eppp = Npp) F B
Como
3va? -3atv

v2
be- = - (T + =) »
c? - y2 c? c2

a equacdo -F(x,t,v,a,b) = 0 € invariante se:

3(v+sv)(a® + 2a 6a)
b+ &b+ — =0

——
Czl:] _ v 2v6v-:'
CZ

a menos de térmos de ordem superior nas variagdes, ou, ainda:
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3 v2 3y?
b+ — J2avéda (1+ vy y+atsv(1+ — ) =0. (3-8)
c

. c? c '
Substituindo-os~valores v, 8ay &b encontrados acima, obtemos uma expres-
s30 cujos coeficientes devem ser nulos, para que a equagdo caracteristica
seja invariante, 1.8., obtemos o seguinte conjunto de equagdes (ja elimina

das as inconsistentes):

= 2 <
Ep = ¢7 0y . ng = &y
Eppp = 0 Nyxx = 0
Exxx ¥ 3 Myyt . Nipy = 3 gy EyxtMetx -

A resolugdo do sistema acima determina as fungles E(x,t) e n(x,t):

c2t2 + x2
E(x,t) Lm0 ———EE;—- ) - o, Xt +agx - ot

i
1
Q

(3-9)

c2t? + x2 X

Y togt-a —,

n(X,t) 2 N 3

n
|
2
1
Q
|
1
Q

2 c?

c2
Gys...0g, CONstantes,

Portanto, as transformagoes infinitesimais gerais que.deixam a equagdo

(3-6) invariante s3o:

X% + c?t?
X' e X - ot -0, — " % Xt + o X (3-10)
2 ¢ :
X xt X% + c?t?
thet~-a, ~0, —=a, —=~0 +o, t
B e Y2 Yt g2 ¢
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com os seguintes geradores:

-3 X, = -9, X

X, = =-ta,-—2
1 X 2 3 X o2t
c?t? & x? xt c?t? + x? ,
X‘\\ = - —— ax - vy at XS = 'Xt,ax - -———2———2——— at X6=X3x+t3t-
2 ¢? [ C

0s Bperadores X, e X, geram as ttanSIagﬁes no espago (x,t); X, gera as
transformagles de Lorentz, 1.8, rotagoes reais no plano complexo (x, ict)
ou rotagoes imaginarias no plano  real; X, e X, geram-as transformaéaes de
aceleracdo e X, estd relacionado as transformagbes de escala ou dilatagdes
uniformes do plano (x,t). As transformagOes geradas.por X,, X, levam a
partcula para a origem do plano (x,t); enquanto as transformagdes de Lo-
rentz Tevam a partTcula para o repouso na origem {sistema de repouso). O

subgrupo gerado por X, e X; leva a partTcula para o sistema proprio (a=0).

2) MOVIMENTO 4-DIMENSIONAL

No caso' 4-dimensional, pode-se fazer uma generalizagao do- sistema de
operadores X,,... X, da secao precedente, porscalculo-direto. No entan-
to, o usual & se estabelecer a relagdc- de transformagoes entre movimento u

9 4 4 dimensdes. A co-

niformemente acelerados com o grupc conforme de Lie
nexdo & feita reconhecendo-se que uma partTecula- viajando-com a velocidade
da luz @ um caso especial de aceleragao uniforme no -qual . impossivel ob-

ter-se maior aceleragao, e a familia de trajetorias de raios Tuminosos
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(dx®)2 - (dxi)z =0, i=1,2,3, (3-1)

deve ser invariante sob transformagoes entre sistemas que se movem com ace

leragao relativa constante.

0 problema-se reduz, entdo, a determinacdo de todas as transformagdes
que preservam (3-11). Permitindo-se que as coordenadas -variem sobre um do
/2
minio complexo; t = x¥/c pode ser substituido por (-1) / T/Cc e o proble-~

ma torna-se o da determinagao das transformagOes que deixam
(dr)? + (d x")2 =0

invariante. As transformages que satisfazem essa propriedade e apresen-

tam um desvio do grupo de Loventz ate termos quadraticos-nas  coordenadas
foram determinadas por Lie. Tais transformagbes formam um grupo de 15 pa-
rametros, que.chamgremos grupo especial conforme C,. - (Embora na literatu-
ra de particulas elementares tal grupo € comumente-referido como grupo con
forme, achamos conveniente frisar o carater especial” desde que se refere a
espagos chatos, para evitar‘confus%o com o grupo generalizado conforme C,

en espagos’-curyos).

0 grupo C, porque contém o grupo de Poincare.como. um sub-grupo, & um
candidato, em certas circunstdncias, para a generalizagdo do grupo de Poin
caré 'como um-grupo de simetria da Fisica. Alem disso, como as particulas
de massas nulas tém como uma caracteristica a anulacao dos elementos de 1i
nha de suas 1inhas de universo e C0 & um grupo que preserva elementos de

Tinha nulos (cf. 3-11), existe a possibilidade de que o C, seja um gru-
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po exato de-simetrias para particulas ndo massivas {ou, ainda; para parti-
culas massivas.a.altas. energias, tal que a.energiatde repouso seja negli-

genciavel em comparacdo & energia cingtica) ]0.

0 grupo Co.é composto pelo.grupo n3o homogeneo de Lorentz:

xMa M % (10 parametros)(3-12a)
com

ds'? = ds?;

das transformacGes de dilatagdo
xMag M, {1 pardmetro)(3-12b)
ds'? =.R% ds?,
e das transfovmagoes de inversdo
xes My (3-12¢)

ds'? = ds2/x"

As transformagOes que.consistem duma invers3o, translacio e inversdo for-
mam um sub-grupo abeliano:
PPV R

Moo= (3-12d)
1 + 2a.x + a?x?

ds'? = ds?(1 + 2a.x + a%x?)™?

(obtido de 1 inversdo
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uma translacdo
e 2l
x'H =

(M + a“)(x}1 +a)

e a combinagdo de 1 invers3o com translagdo:

o (M + a)
(xM/x% + aM)(x /%% + a )
- M U
i.e:
U B2
Mo+ oM x
x'H =

1 + 2ax + a2x?

Este grupo depende de 4 par3metros e & continuamente conectado com a unida

de (a=0}.

Todas as transformagdes continuamente conectadas' com a unidade podem
ser escritas como uma transformagdo de‘Lorentz.(lo pardmetros), de escala
(1 parametro) e uma transformagdo do subgrupo (3-12d), (4 pardmetros). O

grupo conforme restrito tem, portanto, 15 pardmetros.

Reflexdes espago-temporais e.inversdo levam a.partes desconexas, mas
reflexdo temporal e inversdo s3o continuamente conexas. Segue-se direta-
mente do isomorfismo do grupo conforme restrito .com o.grupo de Lorentz a
6 dimensces e do.fato de que 8ste grupo genera]fzado;de Loventz. consiste

de 4 partes, que o grupo C, tem 4 partes desconexas. }]

Para verificarmos a relagdo entre o grupo de rotagoes -num espago pseu-

do euclidiano a seis dimensoes e o grupo conforme no espago-chato ]2, con-
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sideremos as suas respectivas formas fundamentais:

n? = (n')% ¢ (n?)% + (n%)2 - (n%)2 + (n®)% - (n®)?, (3-13a)
e .
xH X\) - (x')Az + (xa)z + (xa)z _ (x0)2 (3-]3b)

I

(Por conveniéncia, adotamos temporariamente-uma signatura. igual a.+2 para

a métrica do espago pseudo-euclidiano a 4 dimensags).

Se introduzirmos n", £ e z relacionadas com xH da seguinte maneiva:

nu L 1 FTRNRY
?—x T/E =g, XX
a forma (3-13b) torna-se
% Y - 2&z=0 % (3-14)
Consideremos, ainda as relagoes:
né + ns 78 - 1t
T tTE

que, substituidas em (3-14),1eva a forma (3-13b) a.expressao

'Y+ (n%)2 - (n%)% =0

-

v

que coincide com a forma (3-13a) igualada a zero.

Nessas varidveis, as transformagdes (3-12a, b e c) se escrevem:
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V2
5 5 ! H v_A [T
n'*en®-—g, L7, am - —g,a" a'(n® +nf)
n's=n"~:-—]-g H a0t e — a¥ a¥ (ns + ns
Fhw A, G @ 2 (n°+nf)

nlll:nll
. 1 1 1 1
n's = = + s 2L IR
(+gnt =g g
) 1 1 1 1
T]s=’---— T - 5 o4l + - 8
> (B 6,)n 2‘(8 B)n
n'M= ot
nlsr__.'ns
n's = s

(3-12a)

(3-12b)

(3-12¢c)
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Teremos, para (3-12a) e (3-12b):

15 5 _ n.v
n n guv 2]
16 o né MoV
n n° + qu €° n
e
‘ndl:nl-l
n's anf - ent
nlS_nS_,ET.‘S.

Vemos, assim, que os .operadores de rotacao infinitesimal nos planos

J k) e (n1 - n°) geram transformagoes de Lorentz; dilatagGes, no pla

(n* - n

no (n® - n®), e.as translagbes sdo geradas por.. Py X ,. onde Py € Xu sa0

U
os geradores das rotagdes: infinitesimais nos planos (n" - n5) e (n¥- n%),

respectivamente.
Por exemplo, a translagao infitesimal na direg3o i €:

n+enstent

n =
;
n's,=n°-¢en
n'®=nf+en
't = gt (ug i)
que.& uma somd de
n''=n' +ent n'' =n' +ent
. e .
n's =ns-en n'®=n®+en
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as 125 geradas por - ¢ X; eas 288 por € p;.

Considerando, agora, os geradores pu + Xu-(por.exemplo, e(p1 +X,), as

transformagoes- geradas~ por tais operadores sdo:

n't=n'-en®+en’
n's = n° + e nt
n|6=n6+snl
n'ta ¥ (wt1)

Essas transformagoes podem ser obtidas de 1 inversdo, translagdo e inversdo,

como se Vé:

(n?, n3, né) IVEYSA0, (1 s, ) t—"‘a-r-'-s—]ilg—a&(n1 -—en®+en® -

inversao.
-nf-enl, neeent) MESRO, (i LS enS, nS +ent, nf +ent) .

Escrevendo a série de transformacoes em coordenadas x, temos

1 by N
X}t xE X X X
SR e kD

se x'! = 0, obtemos.
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i.€, a origem do sistema S' desenvolve um movimento hiperbdlico. Assim,
p; + ¢ Xi geram transformagoes que levam um sistema coordenado a outro em

movimento uniformemente acelerado em relacdo ao primeiro.

Através da invers8o, o cone de Tuz & mapeado no infinito. (Pontos no
cone de luz sdo caracterizados por x* = 0; entdo, por «(3.12c) x'M s w), Co
mo as transformagoes (3.12d) consistem numa inversdo, translacao e inver-
3o, um cone de Tuz & mapeado no infinito e o centro & deslocado da origem.

Da (3.72d) segue-se que
T+2aex+a2x2=a2 (x+—5) =0 (3-14)

€ a equacdo desse cone de Tuz.cujo centro € em -a/a?. Como, sob (3-12d)

XZ
X' (3-15)
1 + 2a-x%+ a2x?

2

vemos que o sinal de x'? serd diferente do sinal de x® quando a®(x + f% )
’ a

for negativo. Portanto, um vetor tipo tempo (x* > 0) poderd se tornar ti-

po espago (x? < 0), através dessas transformagbes. Pontos sobre cone de

Tuz transformam-se em pontos sobre cone de luz, enquanto pontos finitos

nos dois sistemas de coordenadas (x e x'), como se pode ver pela (3-14).

De acdrdo com (3-12d), o sinal de ds®2 & invariante, isto significa
que para distancias infinitesimais, os conceitos "tipo tempo" e "tipo espa
¢o" s3o invariantes. Para distincias finitas, tem sido levantada uma objegdo

@ possivel utilizagao fisica do C,, a de que este grupo viola a causalida-

=
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de, no sentido de que a vrelagdo causal entre pares de.eventos espago-tempo
rais, nem sempre &.mantida: eventos que tém separag3o. tiportempo podem
ser transformados -por uma transformagdo conforme, tal que suas imagens te-

nham separagao tipo-espago. 13

Num esquema a duas dimensGes, indiquemos os planos’ x e.X". 0s  cones
de Tuz x*+= 0, (x + a/a®)%=0e x‘2'= 0, (x' - 3; )~2 = 0, cortam os pla-
nos em 9 partes... Enumerando estas par?es de I aiIX, podemos identificar a
que parte do:p]ano %' cada parte do plano x &: mapeada através da transfor

magao (3-12d)

Plano x Plano x!
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Uma reta no-plano.x transforma-se numa hiperbola; em geral, mas - trajetd-
rias de raios-luminosos. transformam-se em trajetorias de vaios.luminosos,

como ja haviamos-observado:

(x - y)?
(1 + 2a.x + x3)(1 + 2a.y +¥?)

(x' - y')? =

As transformagoes infinitesimais podem ser escritas:
x'H e x4 oM

PLLIEI RN X, . e.=-¢

MU

Pt w2 -2x"ax

Com % EHQ;’B} 3, respectivamente os parametros.destranslagdo, do sub-
grupo de Lorentz, de dilatagado e da- transformagao-especial..conforme (aceig
ragio). Os.corbespondentes geradores das transformagdes, M, MY, s, AR,

tem as seguintes relagdes de comutagdo:
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[P*, P’] =0

[Mﬁ", Mm] - -»gw T e WA

[, #] « gvxwpu R Y

[s. »1] = 0 - | (3-16)
[5. w]

[, 27 <0

[A“ PV w2 WY -2 gV s

E\A Muv] Au AV - gV M

[a%, s] = a?

A obtencao -dessas relagoes de comutagdo & bastante-simples. Para ilustrar,

calculamos o comutador entre os geradores do grupo de Lorentz MY, e de

[, W] = [(gﬁ‘ X2 = 2 xTxA) (x* g?¥ by - x¥ g™ 3 ):] =

transformacao especial conforme A}‘:

= (@™ %2 -2x%" x)‘)ap (x* g™ 3, - xY g4 3,) *

M 40V eV 4PU TA L2 _ T JA
- (x" g ap X' g ap)(g x? 3, 2 x %" 3)

0-gue nos levay por calculo direto, a

[AA Mu\ﬂ )\u I\ g)\\) AM
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3) LEIS DE CONSERVAGAO

As propriedades de simetria de um sistema fisico reduzem a complexida-
de matemitica desse sistema e levam a leis de conservagao.

De acordo com o teorema de Noether, 14

a invariancia da integral de a-
gao de um sistema fisico sob um grupo de transformagbes que depende de p
parametros dados, leva & conservacdo de um conjunto de p quantidades inva-
riantes, os geradores das transformagoes. Se a invari@ncia da integral de
agao se verificar sob um grupo de transformagdes que depende de q fungoes

dadas, o teorema estabelece a existencia de q identidades.

Quando as equagoes de movimento sdo derivaveis de um principio varia-
cional, pode-se desenvolver um processo geral para o estabelecimento de

teoremas de conservagao.

Consideremos a integral de agdo

Te 208 0% %, aw (3-17)
R

onde £ & a densidade Tagrangeana do sistema, funcao das variiveis indepen-
dentes xk, das fungoes de estado ¥ (ou variaveis dependentes) e de suas de
rivadas primeiras.

k=1%,2, ...n

a=1,2 ...m

d(x) = elemento do volume R, dominio arbitrario das va-
riaveis independentes.
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Para uma transformagao infinitesimal

x'k = xk + 6xk

Pl o(x) = (x) + gy*{(x) (3-19)

d.’ldq(_(x) = waak(x) + ‘W’aak(x)
a variagag funcional da integral de agao I & definida pela relagao:

81 = | L0x's v v 0dx) - [t v % ) a0 (3-20)
R R .

onde a forma funcional do integrando ndo deve ser alterada. 15 Em t€rmos

de 12 ordem, a expressdo (3-20) pode ser reduzida 3 forma:

81 ____I °_@k_ |:(086k£’ 395» q)o"g‘ ) 6x2+%6wa} .+

R |9x %, N
+ [£], (- 0%, e" )} d(x) (3-21)
com
H .32 e 2 o 5
—_— —_
QZ;E 3Xk ;k Blbo‘ w ,k.@ alpol 2’
e oé 06
3 ) 3
(L], )
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Se as equagdes de movimento do sistema s3o deriviveis.do principio de
Hamiiton, a variagdo da integral de agdo deve se anular identicamente para

variagoes® tais que:
&x" = 5% =0 sobre o contdrno do dominio de integragio R.
A equagdo (3-21) se reduz a:
Jf (€1, (0% - w“,m &M d(x) .‘..—‘.0 .
R

obtendo-se as equagoes de movimento

. ], =0 - (3-22)

Notamos que densidades lagrangeanas -que diferem entie si por uma divergen-

cia levam a um mesmo conjunto de equages de movimento.

As transformagoes que deixam as equagOes de movimento.invariantes em
forma sdo denominadas transformagdes de simetwia e sio tais que. levam uma
solugao qualquer das equagoes de movimento, representando um tipo particu-
Tar de comportamento do sistema, a outra solucao, representativa de outro
16

movimento possivel do sistema Essas transformagoes relacionam-se in-

timamente com a alteragdo da forma funcional da densidade Tagrangeana

LX) d(x') = (x5 ¥ b ) d(x) - (3-23)
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Como as equagdes de movimentg em fungdo das novas-variaveis devem ter a
mesma forma-furicional como nas variaveis antigas, as-duas..densidades Tla-
~ grangeanas. devem diferir, no maximo, por uma divergéncia:
,@n" .
LX) = L0603 ) b — (3-24)

D

Se as re]agaesn(a—lé) representam transformagoes -infinitesimais. de sime-

tria, substityindo-as nas equagbes (3-23)e (3-24) e retendo termos ate pri-

meira ordem, obtemos:

D6 2
Lx¥xsy + 603 Y+ 8P )d(x') = FACHH Yy - -———-} d(x)
fory

que, integrada, ‘nos. fornece

3L

f £ (£ s - ;‘@-i'ﬁ‘fw Y ox* 4 —— Sy + an“:l + (3-25)
k e % By
R e@x BlP sk ok

+ Ll v - v % exT)p d(x) =0

Considerando-se que (3-25) deve anular-se identicamente.para toda regido
R, o integrando.se. anula identicamente. Segue-se.o teorema de conservagao,
se impusermos-:que as eduag6es de movimento do sistema.s3do derivaveis do
principio variacional, i.8., [£], =0» (3-22). A equagdo de conservagao

resultante,
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¥ 3L -
£ I:(olfﬁk,b - — %)) ox* + — s + 68 szk:I =0, (3-26)
Dyk axp?k sy

deve ser compativel com as equagies 1agrangeanas do movimento, e a cada
transformagdo infinitesimal de.simetria estd associada uma.relagdo parti-
cular de conservagao. O conjunto de todas as transformacdes de simetria
formando um grupo, encontramos os teoremas de conservagdo associados a tal

grupo.

Paré derivarmos as equagles de conservagdo associadas. ao.grupo confor-
me restrito, escolhemos uma lagrangeana para um campo escalar nao massivo.
Lagrangeanas: contendo termos de massa nao sdo conforme-invariantes ], em-
bora seja possivel séparar uma parte que o seja, sob: certas condigoes; por

exemplo, a altas energias, o termo de massa pode ser desprezado.

As propriedades de‘tr‘ansfomag:'a'o do campo {escalar).envolvido s3o de-
finidas para as.transformagoes.(3-12) de maneira-que-a integral de  agao
seja invariante. Trabalhamos com a lagrangeana cinética ,5: - -;— oM ¢’u.
Para as transformacbes de Poincaré e de.escala,.s.G".= 0,.enquanto que pa-

ra as transformacbes de especiais conformes, & = - a2,

a) Thans formacdes de translagdo
Nesse>casv,
xtH = xM g oM
Sp(x) = 0
s =0

| |



| I8

34

A equagBo.de conservagdo (3-26) se escrave:

5% {E_-']E ¢|u ¢.a du't* ¢IN ¢,‘JU‘T} % 0

Como os o so arbitrdries,

£TuT=0,
Bx¥

B o= 4iM - o
onde T c E ¢! ¢,T >

gao (3-27).representa a sua lei-de conservagdo.

b) Trans fomiagdes de Lorentz

PLLEPRLE euv xV . ’SNJ
8¢(x) = 0

]

Dx¥

ou,

2 {( St e S ete e x,,} =0

D
2{lnonem e

(3-27)

] $'% ¢ a S“T € .0 tensor de energia.momento. A equa-

(3-28)
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que expressa a, conservagao do momento angular:

L T
M p = T T xp T 0 X

c) Thans formagoes de escala |dilatagdes)

xl']J =‘xu +B xu
8¢(x) = - B ¢(x)

st = 0
Temos :
D 1 o u 2! } T
=< |- = s+ ¢ g xt+g o' =0 . (3-29
o [th $ a8 te ¢ ¢ B o' ¢ ( )
Com [

S R R S O V- L S I

1
2 3

podemos escrever.(3-29) como

igl sh =9

DxH

d) Trans formagdes Espeeialis Conformes
U H 2
X"+ at x
L —_— , x2 = xMx
1+ 2 ax + a%x?

8¢ = 2 ax ¢(x)

69“ = - au ¢2
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Portanto,
D 1 o . T T
R O A T L [axz—zx(a.xﬂ-
o@xu 2 0 T aT
- 2(ax) ¢ ¢'P - a¥ g2 L= 0,
ou seja:
i)
20 T (6T 2 . T P Y
o { T(6 0 X 2 x xp)a (2¢'% ¢ Xy
+ a“b $*)aP r =0, (3-30)
ou
£ A =0,
DL
onde
A“p z - 5“p -2 x Mg (2 XT'Xp:r dTp x?) TH .

As leis de conservagdo (3-29) e (3-30) ndo parecem ter menhum significado

fisico simples. 7

4) VETORES DE-KILLING
Um vetor de Killing conforme &% pode ser definido. como.um,campo veto-

rial tal que, para qualquer geodesica nula com vetor tangente .afim
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v (u® 18

5 Ugiy = 0), &% u, € constante ao longo da_geodésica

Fm particular, numa variedade 4-dimensional, com métrica guv(x), uma

solugdo da’ equagdo

£ (x) =]E g, g (%) (3-31)

g um vetor de Killing conforme.
A equacao (3-31) pode ser obtida da relagdo:
§g,,(x) =g 5(x) = g, (x) = = By (3-32)

Numa transformagdo conforme (cf. 2-1)

G0 = &) g ) = (1% 20(x))g (%)
Entdo
E(u;v) = ~ 20(X) guv(x) s (3-33)
da qual obtemos
o(x) = -%—gw(x) £(x) (3-34)
. usv

-

e a equagdo (3-33) pode ser reescrita como:
=1 o
0 =g ) 900
Particularizando para um espago-~chato, onde &.sempre possivel fazer-se um
mapeamento tal que guv(x) =My temos

Sl - .
Suw) T & oy =0 (3-35)
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Uma possTvel solugio dessa equagao &
P ¢

g(x) = ¥+ axt e XY e (n k2 - 2% ),

exatamente os descriptores de uma transformagao conforme.no espago chato,

em termos de primeira ordem nos parametyos, onde, como j3 vimos:

parametros de t}ans]ag&o .

Q
u

B = par3metro de dilatagdo ou de.escala.
g" = parametros de votagdo (grupo de Lorentz)

a¥ = parametros de aceleragdo (ou especial conforme).

A existéncia de vetores de Killing conformes em espagos chatos permite,
mostrada a conexao Tntima entre momentos de‘multipolo-e o grupo  conforme
Coo definir momentos de multipolo do campo gravitacional numa solugd@o es-
tatica, assintoticamente chata, das equacoes de Einstein...Como &sse ndo €
nosso objetive no presente trabalho, citamos como referéncia o artigo de R.
Geroch, Journal of Mathematical Physics, volume 11, numero 6, junho de
1970.

Da- expressao (3-34), para espagos chatos com. métrica Ny obtemos que

ofx) &-fungao dos parametros.de dilatagdo e de aceleragdo, explicitamente:

o(x) = -8+ Zaa <&, (3-36)

um resultado que ;erﬁ importante para futuras consideragoes.

Vejamos qual a modificagdo resultante na fungdo o{x), quando nos afas-
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tamos- 1igeiramente do espago-chato:

Expandindo a equagdo ({3-33) em torno de um P = 0 e considerando um sis

tema de coordenadas tal que:

9,0(0) =y
Sv,pl0) =0
9,000 = F(R,y o)

opde Rquc \ivpss

to, obtemos, retendo termos ate-derivadas de segunda ordem:

(0) - a curvatura no ponto P = 0 e F(R ) &-linear no arguren-

£ (0) +&  (0) xP + %-E (0) xP %% =-2(0(0) +0 (0) %P+
(lh\’) (]J3\)) (u,\))pd »P
(3-37)
© %— () xP x°)(nuv +lg (o) %0

w, po

Consideremos, ainda, que uma solugdo da equagao- (3-833) -seja os- descripto-
res do grupo--conforme Co mais ‘uma correcdo. proporcional a termos de tercei

ra potencia emrx:

. Y] P [¢) T A o o]
= -4 B -
Eu(x) [ e”v X7+ B gup X" +a (6§ u 9 X X 2 X gup X"y o+

o A LT
i + cuu X7 Oy, x™ X

Substituindo esta express3o em (3-37) e igualando termos de iguais.potén-
cias em x; obtemos

2Bn.=-20(0)n

i\ wv
- ?.ap iy = = 2 0’$(0) My :
-5 W el 1 = -
T B F(Ruopv)n + 5 c u npo+ > C(cp) U,pc(o)

o
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A expressdo de o(x) em espagos ligeiramente curvos resulta proporciondl a

cqthtura Ruvpc'

olx) = -B+2a, xP - % BFR )™ xP x4

uopy
-1 Py -1 PO _
2 c w g X X 2 c(cp) X xT o, (3-38)
com
=t =1 1 WY 00

c=¢ " 3 (- Oo(0) + T 8 F(Rucpv) non)

1 W ;

C(po) 2 o,pc(O) + 2 B F(Ruopv) n c Moo

IV, 0 GRUPG CONFORME-TRANSFORMAGOES CONFORMES DA METRICA

1) 0 GRUPO EXTENDIDO CONFORME

As transformagbes conformes sdo ativas (cf. cap. II}, caracterizadas

pelas transformagOes do tensor métrico tais que:

g,y 00) =) g 00 (41
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onde o(x) &.uma fungdo escalar diferencidvel arbitr@ria.

Sob tais transformagOes, o elemento de linha ndo & invariante, mas va-

ria como
ds'? = @*9(%) gg2 (4-2)

As transformacdes conformes, consideradas como transformagSes de gauge

na métrica, formam um grupo, que denotaremos por Cg. Esse & o grupo con-

19

fotme considerado por Schouten e Haantjes 4 e por Pauli e que ado-

taremos aqui *, A totalidade das variedades difepindo uma das outras por

elementos de Cg & chamada um espago conforme. Elementos de linha ds? =

guv(x) dx* dx¥, em tal.espago, ndo t8m sentido absoluto, porque compara-
¢ao de comprimento-em diferentes .pontos envolve a fungdo o(x), embora a
razdo entre’ doiszcomprimentos: infinitesimais, referidos-ao mesmo  ponto,

seja bem definida.

* Um ponto de vista alternativo, mas equivalente, usualmente adotado para
o caso do grupo Co, & considerar-se as transformagoes conformes como
transformagoes de coordenadas que deixam inalterada a estrutura Minkows
kiana da variedade (onde entendemos por estrutura Minskowskiana a con—
digao Ruva(X') = 0). Nesse caso, 0O(x) depende dos parzmetros de acele

ragao e de dilatagao de uma maneira bem definida (cf. (3-36)).



42

As transformagles conformes .da métrica, (4-1); mais.as transformages
que caracterizam a natureza tensorial de guv(x):
. ax®  axf
Yy~ o — ——n -
9y (x') o 9ug(X)s (4-3)

sob transformagdes gerais-de coordenadas

xH ~hu(X) s

com h¥{x), funcao diferencidvel-e~de jacobiano .diferente.de .zero, podem
ser reunidas num grupo de transformagdes gerais C. Chamaremos C o “grupo

extendido conforme" 17.

Assim, quando estudarmos equagdes que sao' covariantes.sob. transforma-
¢oes gerais de coordenadas, serd necessario somente verificar a covariin-
cia dessas -equagOes sob o grupo Cg, para garantirmos a covariancia sob ¢

(conforme-covariancia).

2)  VARTAGAOQ CONFORME DA MASSA
Devido & .variagdo da métrica (4-1), as geod@sicas.de um espago
Riemanniano nao sao conforme - invariantes, desde que os sTmbolos de

Christoffel se transformam, sob o grupo Cg, como:.

(4-4)

Moy oot M 1 - ue
{og? = {ag? +8(0 9og) " 9 9 O

0"

Essa dificuldade foi resolvida por Weyl; em sua teoria da gravitagdo

e do eletromagnetismo 3 s “introduzindo uma afinidade semi-métrica si-
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métrica, conforme-invayiante; por meio da condigdo:
9% 1 =Ry (%) 9,(%) | . B

Esta condigdo ndo determina univocamente'guv(x)“e A (X),=devido ao fa
to de que, dado um par (g e A ),'que satisfaga (4-5), existeruma infinida-
de de outres pares possiveis’ (g* (x);'A&'(x)) “satisfazendo a mesma condi-
gao ],desde que:

. 120(X) -
9y (X) =re 9,u(X) {4-6a)
A'a(x) = A (x) + c,a(x) s (4-6b)

para o(x) uma fuhgio escalar.

A afinidade semi-métrica simétrica da formylagdo de Weyl:

e = et - = (a(u gy = Mgy (4-7)

onde {Es} sao os simbolos de Christoffel de segunda‘especie-para=a metrica
9y & invariante sob a passagem de um-par de solugBes da condicdo fundamen

tal (4-5) para outro.

A primeira metade das trarsformagdes (4-6) representa.exatamente © a
transformagio.confotme da’mﬁttfta“e'obtemos,fassim; uma: afinidade conforme
invariante considerando-s& como.objetos fundamentais a metrica gﬁb e 0
campo vetorial Ad(x), que se’ transforma segundo a. expressdo. {4-6b)... Na
teoria de Weyl, Aa € -interpretado como o potencial .eletromagndtico. Nessa
teoria, deslocamentos. paralelos de um-vetor modi ficam.seu-comprimento. Se-

ja M as componentes contravariantes de um vetor e Vu, as contravariantes;

3
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seu comprimento & definido por:

2~=, p:, ]‘1\),
B Woag WY

0 deslocamento..paralelo do vetor contravariante, sVM.= 0, ndo.-implica no des

locamento paralelo do correspondente vetor covariante, porque:

5 Yy o v v
<SV11 = 6‘guv v i Sguv VYo 9 sy
2 = A
GVu Vu 2 dx
e a variagdo no comprimento serd:

2 o yH = 02 A,
8% v éVu 2 AA dx

Num espaco Riemanniano, AA = 0, e o deslocamento paralelo ndo.modifica o
comprimento de.um vetor, Entretanto, mesmo na teoria. de. Weyl; -vetores nu-
los permanecem nulos. A comparagao” de comprimentos, em diferentes pontos
torna-se sem. significado, embora deslocamentos infinitesimais. no mesmo pon

to possam ser comparados, como haviamos previamente notado.. |

Outras variagoes dessa teoria foram propostas. com-Au(xa-intevpretado
como um objeto proporcional d.métrica gpv(x). Para  ilustrar;scitamos o
trabalho de-T. Fulton, R. Rohflich e L. Witten, Reviews .of.Modern Physics,
34,3 (1962} .. .F proposto o seguinte-esquema para o estudo.da.invaridncia
conforme de uma dada equagdo (C-invaridncia como a invari@neiara) sob-to-
das as transformacoes de coordenadas; b) sob todas as transformagdes con-
formes da metrica
g'

(K = 0(X) 9,

e as transformagoés

K=k, ta, Ing o
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andlogas &s: (4-6), com ¢(x) = e20(X) ¢ ku = Au(x)):

1) A equagao €‘suposta dada covapiantemehte no espaco de Miskowski (espa-

¢o chato 4-dimensional, onde & sempre possTvei‘definir-se afinidades
nulas sobre todo o espago).

Generaliza-se para uma equagdo covariante num espago @A, com conexdo si
métrica e tensor métrico simetrico real. A generalizacao e efetuada
trocando-se derivadas em velacdo &s coordenadas: por: derivadas covarian
tes (construidas com as afinidades de @) e as derivadas.em relagio a
parametros por derivadas covariantes em relagdo a esses pararetros,

i.8:

Em particular, toma-se o espago ({ como sendo de Weyl, definido como um
espago dotado de tensor metrico simétrico, real e uma conexdo simétrica

semimétrica:
M ny o1l o - kM ] -
Tap = Tag? =5 (Fake) =K Sog) (4-8)
Note-se que, se ku = 0, 0 espago-de Weyl se reduz.a um espago de

Riemann. Se..ku for o gradiente  de' uma* fungSo’ escalar, sera conforme a

um espago de Riemann, no sentido' de que a afinidade.-de (Weyl) serda o

‘sJmbolo de Christoffel de segundaespecie ctonstruido com um tensor mé-

trico

(-
P ¢ 9y -
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A relagdo -entre kn(x)-e. a.métrica € -obtida ‘considerdandizsea “-deriva-
da covariante (construida com ds afinidadés (4-8))  do determinante da me-
trica:

v o= Bu g - Z‘PU g

ou, formalmente,

v 1n/ [g] = 3, /gl -1,

. H
Com
-0 e
Ly 2T 0" 8y n /lg| - 2 ku s
obtem-se
21 .
ky =g % I lgl . (4-9)

3) Estuda-se a invari@ncia.da -equagdo. resul tante. sob Cg. Se @ invarian-
cia da equagdo covariante em.W &-obtida sob Cg, a invariancia sob o

grupos C estd.assegurada.

Seja a equagdo de Lorentz, num espago de Minkowiski:

u
_dL ::SF)'“)V

sl , (4-10)

onde e &-a carga e m, a massa de repouso.de uma partTcula cuja  linha

de universo tem por tangente

dx“b
vha "
dr
F . = tensor do campo e]etqomagnético produzido.por.uma.dada’ configura

Hv
cao de cargas. Generalizando para um espago de Weyl:

L S dx®
SRS S g (amv“+r'2'3 ey,

dt dr @ dt
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com FEB as afinidades de Weyl (4-8).
Entdo,
. S VL
*_=__u+ﬁ%v“v5 (4-11)
dt dt o

A equagao (4-10) se torna, em W:

svH
) F

—_— g

dr m

" v . (4-12)

Definindo um tensor de Weyl de peso n como um tensor de Riemann que se
transforma sob Cg como: ’

THx) = ¢" T(x) ,
V! &.um tensor-de Weyl de peso - 1/2,. desde que, sob Cg:
vHx) = e o712 H ()

Como ¢ & um escalar:

1 s d /1
s — W= [
dr Vo drt dr Ve

e a equagao (4-12) pode ser escrita como:

o @2 Fel Sgep 4B (43
dr dr p M7 e

para Fas considerado como um tensor de Weyl de peso zero e
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g'Mx) = L ghay)

1
¢
Obviamente, a-equagdo (4~11):n3o: & invariante em"forma. .Para.obter-se. a
referida forma-invariadncia, propbe-se que a quantidade fundamental da equa

gao seja uma densidade vetorial de peso 1/4, e W, (sob C n=0), que deno

g!

taremos por bH: ~

b¥ = [g] /B W,

lgl = det g, (%) -
PropGe-se ent3o, a seguinte equagdo em W:

s e

it} B
—=—g™F b (4-14)
dt m ol -

Embora (4-14) seja covariante sob transformagOes gerais..de-coordenadas (am
bos os membros da equagdo s3o’ densidades vetoriais de peso 174).,-a-inva-
riancia sob cghsa € assegurada quando se assume que’ a massa seja um esca-
Tar de Weyl de peso - 1/2, i.8:

m

m = — (4-15)

vy

quando se tem, em ambos os membros,~densidades vetdriais® de Weyl de peso

-1/2.

0 carater W_,,, da massa foi~proposto primeiramente. por Schouten e-
Haantjes 4. Excluida a transformagao: (4=15) da massa,.a.equagao:“de’ Lorentz
n2do & conforme invariante. 0 significado fisico de tal.transformagac deve

ser extraide de um exame detalhado das transformagoes conformes. Conside-
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rando-se 0 grupo restrito Co» tais transformagoes levam uma partTcula de
repouso para aceleragdo uniforme. -Esse movimento & equivalente & presen
¢a de um campo gravitacional constante e homogéneo. Quando m & conside-
rada a energia de’ repouso, mais do que a massa, deve conter a energia po
tencial associada com a posigao da partTcula nesse campo. Assim, a trans
formagao conforme -corvesponderia a uma mudanca do campo aparente de for-
cas atuando sobre a particula e a transformacdo da massa representaria a
correspondente transformacdo da energia de repouso, que leva em conside-
ragdo a mudanca na energia: potencial. Como ¢ & a deformagdo local do cam
po, m deve depender de ¢, A discussdao de massa na Relatividade Geral ndo
g tdo simples, desde que o conceito.de energia total da particula (qual-
quer que seja o seu significado em Relatividade Geral) seria mais impor-
tante do que.a massa. Uma.realizag8o possivel para a massa, que se trans

forme de acdrdo com (4-15) serd

"(o)
|1/8

(4-16)

lg

onde my = constante., Sob Cg:

Mo

m 2 ———
75 gl /8

Uma realizagdo qualquer da massa, que.se transforme.como um escalar de

Weyl de péso -1/2 deve depender, portanto,.das cqogdenadas. No caso par-

ticular do grupo conforme restrito Co» -€m que ¢(x) depende dos parametros

de aceleragdo e de dilatagdo, que podem assumir um conjunto continuo de va
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lores, obtemos uma. r:epresentagﬁo;da:,massa‘que depende..desumsconjunto de-valp
res continuos,.implicando .em.valores continuos da massa.. Essa-conclus3o
pode ser feita.diretamente a: partirrda andlisé do.espactro. ~dos.operadores
associados aos~geradores das: transformagbes conformes. (3=16). Na representa
¢do de coordenadas, o oper:admj de transforma‘g%o de escala & representado

por:

Este operador nda & hemmitiano, mas .
Sa-idr—+ 3
: ar 2

0 &, As autofungdes de S associadas~aos autovalores-s sdo:

11

u(r) =—-—exp'fisnri.
s
S /T S

Elas formam.um conjunto ortonormal e completo, tal que:

f Ugi(r) us(r) r? dr = 8(s-5')

0

? 1

[t wte <= o

=0

0 dominio de s &0 domTnio de todos os niimeros reais. .Numa-tentativa de
caracterizagdo das partTculas.elementares' pelos autovalores.de.S, as .mas-

sas das partTculas poderiam, entdo, assumir valores contTnuos. Nessa cone-
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xdo, diz-se que o grupo C, nao € um bom grupo de simetrias,.no sentido u-
sual, para a fisica de part?culas a' baixas enepgiasa porque.o éspectro atg
mico & descontTnuo. A simetria conforme ‘poderia.verificar-se a altas ener
gias, quando a energia de repouso das particulas tornam-se negligenciaveis

em relacdo d sua energia cinetica, 5

p? c2 >> m? ¢*

Em teoria classica, serie permissivel uma transformagdo de massa analoga
a (4-15), pensando-se na corre¢do conforme 8 massa como uma interagao esca
Tar atuando num dado sistema fisico, ou seja, em termos de integral de a-

¢ao:

Stota] ¥ J mds + J adds = J Mo ds

onde Mog = {m + a$) fosse a massa efetiva do sistema, que poderia, even-
tuaimente, assumir valores cont?nuosu' Uma interpretagdo semelhante € da-
da por Rohriich, Fulton e Witten, no trabalho préviamente citado. Numa teo
ria quintica, tal interpretagio ndo & possivel. Devido.3s dificuldades de
interpretagdo fisica de uma vafiagao na massa, achamos interessante procu-
rar uma forma possivel de se obtq} equagbes de movimento.que.sejam - inva-
riantes sob o grupo conforme,” tal gue a massa seja tamb&m tonforme -inva-

riante.

3) INTRODUGAO-DE UMA METRICA CONFORME-INVARIANTE .
Para obter esse tipo de forpalismo, modificamos a forma. da.métrica, ao

inv8s de modificar a forma da afinidade; Para ésta modificagdo em guv(X)’
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%30, diz-se que 0 grupo Co nao & um bom grupo de simetrias,.no sentido u-
sual, para a fisica de partTculas a' baixas energias, porque o éspectro atd
mico @ descontinuo. A simet(ia conforme "poderia.verificar-se a altas ener
gias, quando a energia de repouso das partfculas tornam-se negligenciaveis

em relagao 3 sua energia cinetica, 5

p? ¢ >> m? ¢*

Em teoria classica, serie permissTvel uma transformagdo.de massa analoga

-

a (4-15), pensando-se na correcdo conforme 3 massa como uma interacdo esca
Tar atuando num dado sistema fisico, ou seja, em termos de integral de a-
Gao: )

Stotal ﬁ'f m ds:+ J o ¢ ds = J Mop s

onde Meg = (m 4+ a¢) fosse a massa efetiva do sistema, que poderia, even-
tualmente, assumir valores continuos. Uma <interpretac3o.semelhante & da-
da por Rohrlich, Fulton e Witten, no trabalho préviamente citado. Numa teo
ria quintica, tal interpretagdo ndo & possivel. - Devido.ds difivuldades de
interpretacdo. fisica de uma vapiagﬁo na massa, achamos interessante procu-
rar uma forma possivel de se obter equagbes de movimento.qgue.sejam - inva-
riantes sob o grupo confotme,'ta] gue a massa seja também conforme -inva-
riante.
3) INTRODUGAQ-DE UMA METRICA CONFORME-INVARIANTE .

Para obter esse tipo de fo{ma1ismo,‘modificamos.a forma da.métrica, ao

invés de modificar.a forma da afinidade. 'Para esta modificacao em guv(x),
1
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seguimos uma ideia. de Mande]ston'22

que” mostra como definir quantidades
gauge-invariantes .com um campozde'matéfia interagindo com.o campo eletro-
magnético. As desvantagens das .formulagdes “correntes. da.eletrodinimica
quantica, que usam-0s poténciais:como: varidveis fundamentais.e, portanto,
dependem de gauges..particulares- (como, por exemplo, a gauge de-Coulombo ou
de Lorentz).ndo.estdo presentes’ numa formulagad em termos. de operadores
que se mantém inalterados” por transformagoes de gauge. .Evita-se, .dessa ma
neira, a introdugao de estados n3o” Fisicos normalizados. em.relagdo a uma
metrica ndo’ definida,:exigidd pela quantizagdo na:gauge de Lorentz Ou, no
processo alternativo da gauge de Coulomb, o uso de operadores cujas gauge

e Lorentz invariancias ndo s3o’ manifestamente mantidas:

Para o campo eletromagnético interagindo com um campo escalar, as va-

ridveis gauge-invariantes do~campo material s3o definidas por:
- i
3(x.P) = &(x) exp {-ie | A (E) gt } (4-17)

-0

X
O(P) = (%) exp tie [ A(D) Y .-

-0
As quantidades ¢ dependem ndo" sGmente do”ponto X, mas também da traje

toria P, definido pela’ integral-d direita de (4-17).

As equacoes de movimento sdo construidas com a Lagrangeana gauge-inva-

riante e Lorentz covariante

T T .
L= fa, @ ()} fo, o(x)} - n* 00 7 LR

onde

,n
u
L
<
|

uv

-4}
x

=
[
x

<
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As regras de comutagBo entre os operadoyes. gauge-invariantes sao' determina
- daspela maneira uswal, levando a uma quantizagdo do tampo.eletromagnetico

que depende somente de quantidades gauge-independentes.

Nesse trabalho, consideramos a variag@o. conforme na.métrica’ como  uma
transformagao de gauge emmgﬂo(x),.e procuramos uma redefinicdo de N de

tal maneira que ela se torne gauge-invariante.

Com esse objetivo, definimos (por tonvenidncia, tomamos um sistema de

coordenadas cartesiano):

) e ] . o -
Gy (OP) = .5(x) expd-2 | k(E)dE® o o (4-18)

5¢ e

in

onde a integragdo & feita sobre’ uma trajetdria: P, tujo:limite inferior &-
i

o

in
riedade obedecem & lei da causalidade: ky(x)s em (4-18) g-definido como um

X4p SEM Cruzar nenhuma ,Tinha de singularidade para guv(x)“‘ Tomamos
%0 < £% < x°, desde que os efeitos de propagagio do campo vetorial na va

quadrivetor Sob transformagbes gerais de coorderiadas-e varia sob Cg como:

k&(x) = ka(x) + o,a(x) (4-19)

E interessante notar que estas duas imposigdes simult3neas nao permitem uma
representacio direta para ka em termos da metrica 9 e de suas derivadas

9,0 Realmente, podemos construir as quantidades:
H)



54

1 0B _
k, = 5 9 (9e8,u " eu,0)
que obedecem- 3 lei de transformagao (4-19), mas n3o se transformam como um
quadrivetor sob transformagoes de coordenadas curvilineas.. Isto implica
que devemos conservar ka(x) como um conjunto de vari?veis independentes,
da mesma ordem fundamental que gvv(x). Uma formulagdo conforme invariante,

como a que desejamos introduzir, necessitdrd dos dois:tipos de quantidades.

Guv(x, P), definida por (4-18) sera conforme-invariante se impusermos a

seguinte condigdo na fungdo de transformagdo o(x):

-~ "

o(x;,) =0 - (4-20)
porque, entdo: .. " .
X
. 20(x) o | o .
G uv(X’P] = guv(x) e exp < -2 J (kp + o’p) dg
x.i n.

= Guv(x’P) .

-

No entanto, € importante notar que nosso formalismo nEo.absorVe.as~transfqg

magoes de escala (dilatagdo) do espagco-tempo- chato. Temos, nesse gaso:

‘Guv(X,P) an

X
1y €50 -zJ’ k, deP (4-21)
X

in
que, sob o grupo Cg se transforma como:

) ?U(xin)
G'W(x,P) = n})\)

Mas, no espago-~chato, pela (3-36)

o(x) = -B+2 a, X%
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Num ponto fixo qualquer, que pode, eventualmente, ser tomado como X3,= 0,
o(%4p) = - 8

Dessa maneira, a metrica (4-21) somente & invariante para as- transformagoes
conformes especiais que ndo contenham dilatagdes. Concluimos-que a intro-
dugao do campo vetorial k (x) nao.absorve as transformagoes.de-escala. Essa
impossibilidade de se obter uma méttica invariante sob Co,uougrupo especial
conforme, que- € o primeiro passo para a formulacdo de.equagdes de movimento
com a massa como um invariante conforme, leva-nos a lembrar a suposi¢do ge-
ral' que a Co-invarﬁancia somente @ obtida ou:

a) considerando-se a transformagdo. na massa (4-15), com as iherentes difi-

culdades de interpretagio fisica; ou,

b)a altas energias, quando a massa de repouso € negligencidvel e se pode
contornar a implicacdo de valores continuos da massa. determinados pelo
espectro contTnuo do operador do espago de Hilbert associado ao gerador

de transformagoes de escala.

Como veremos no que se segue, uma massa” escalar.conforme-invariante &

somente realizivel em espagos curvos satisfazendo a condigdo (4-20)..

Embora -tenhamos usado um sistema cartesiano de coordenadas-para-a defi
nigao de Guv(X’P) e das condi¢Oes limites, notamos que isso.pode-ser feito
em qualquer sistema de coordenadas, desde gque impusemos queaKh(x) seja um
quadri-vetor. Denotando por ¢(X,P) o valor da integral presente em (4-18),
‘temos : N

Guv(X’P) h.guv(x) f(x,P) ,
F(x,P) = exp {-2 ¢(x,P)}
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Sob uma transformagdo para um'sistema curvilineo de coordenadas, obtemos:

' «©op 1 ' iyt po 9)(0" 3)(6
Gly (x'sP') = gt (x") FH{x'SPT) = e 9yp(X) F(X,P) =
a®  af
= __Bx.lu -a_x.l-—v GGB(X,?) .

A integragdo em (4-18) depender@ da.escolha da trajetdria, em-cada sistema
de coordenadas fixo. Considere-se duas trajetbrias Plle P, que-coincidem
em todos os pontos, exceto.em. algum ponto X, onde diferem por um  pequeno

B

¢Trculo. Chamando a irea desse circulo infinitesimal fechado por o™, ob-

temos pelo teorema de Stockes:

s J ke(£)dgP = l k, d&® - f
P

2 . 1

ko dzP = 3% k(£)deP
C

ksdgp=fk -k )ds? o=k X
?:S plEEET ! (koo ™ Ko ) teorema _[p,c{l( )
.. do valor medio

onde C

u

contorno em X

S = area do contorno-
Portanto:
- . %) B -
Bl P) = G (% Py) = 26,,(x, P) ko (R) 0% (4-23)

onde

k[§361 = ka,B - kB,u . (4-24)
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Uma variacdo infinitesimal da trajetOria provsca, portanto,” uma variagio

& Gﬁvgx,P), onde

53(_ Gw(x,P) = -2 GW(X,P) k

I:a Egj OaB

Havera independéncia da trajetdria, se k (x) for o gradiente de uma fungao
escalar. Entretanto, nio'imporemos nenhuma forma particular para o campo

vetorial.

4) DERIVADAS CONFORME-INVARIANTES

As derivadas de Gﬁv s3o dadas por:

Gg(x™ + 4 X%, TP+ dP) - G a(x,P)

3. G (X,P) = Tim
U o
a0 AxP

onde indicamos por X o conjunto restante de varifiveis que s3o consideradas
fixas; a variagdo ha tgajetﬁfia"”“P'sendo gerada pela.variagio AxM, na-
coordenada x¥. Pode-se mostrar que esta variagio na trajetSria-tende a ze
ro, no 1imi£e axM -+ 0, de"maneira que’ podemos definir as derivadas de Guv
na fotma usual:

Gyg(X + %, X,P) - G,6(x,P)

Bu GuB(X’P) = Tim

M+ 0 ax
que nos leva a: X
- p
2[ k, de
Xin e . .
au Gag(x,P) =g { g;ﬁ -2 ku) gds(x) (4-25)



58

Notamos que,. sob. uma t(ansfotmagiowconfotme: as derivadas (4-25) sao inva-
riantes, i.&:
4o
(3,8, (x:P))* = 3, Gg(x:P)
Isto mostra explicitamente que os sTmbolos de Christoffel de-primeira espg

X,P), s@o conforme-invariantes:

cie, construindo com GaB

{o,0v}  (%,P) =-;-{a (X.,P) + 3. & (x.P) - 9

v Gog 0 Gov(x,P)} (4-26)

o Gpv
As quantidades {p,ov} dependem da escolha da tgajetEria'P. Entretanto, os
simbolos de Christoffel de segunda especie:

rh o= 6(x,P) {p,vo}(x,P) ' (4-27)
sdo tamb&m conforme-invariantes e independem de trajetGria,.desde -que eles

podem ser escritos inteiramente em termos de gquantidades independentes de

trajetoria:

3
iy (x) =2 9¥P(x) {(;;;; -2 k;> gu(x) +

3 3
+ (5-;\)-— 2 kv> g‘pg(x) + (a—x-p—— 2 kp) gov(x)_J

Pard a definigdo de Pﬁc usamos .a convengao de que o Tndice tensorial de

(4-28) .

qualquer quantidade dependente de trajetdria, por exemplo, ¢b(x;P) & levan

tada (ou abaixada) por G*° (GAp) associada 3 mesma trajetoria:

MP) = @P1x,P) ¢ (x,P)
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Em particu]at,
A A
EP(P) G (x,P) = g%P(x) g (x) = 6%,
mas
GP(x,P') 6 (x,P) = 6% (1 -2 ke (%) o™
T et o [rsa] !
se

P'=P + 6P

Em geral, todas as quantidades conforme-invariantes independentes de traje-
torias sdo equivalentes aos correspondentes objetos na teoria de Weyl. Por
exemplo, a afinidade rgc € semelhante @ afinidade de Weyi. A diferenca &
que, agora rgc € o sTmbolo de Christoffel de segunda espécie para Guv e seu
reciproco. Esta interpretago ndo & obtida na geometria de Weyl. Por ou-
tro lado, objetos como Guv(x’P) e { u,vp} (x,P) que sdo conforme-invarian-
tes, mas dependem da trajetoria P, ndo existem na formulagdo de Weyl. Como
se mostrard, a seguir, & exatamente a existeéncia de tais objetos que permi-
tirdo uma formulagdo das equagdes de movimento numa forma conforme-invarian
te, sem se requerer qualquer transformagao na massa de repouso das particu-

las.

A ordem em que as derivadas conforme-invariantes aparecem nao pode ser
trocada. Um calculo direto mostra que:

(ap 3, - 3, au) Gas (x,P) =2 kﬁlﬂﬂ (x) GaB(x,P) (4~29)

0 tensor & direita da equagdo (4-29) & um tensor de 42 ordem, conforme inva

riante.

Vimos que ap GaB(X’P) g-invariante sob Cg; entretanto, ndo & um tensor
de terceira ordem em relagdo a transformagdo curvilinea de coordenadas.

Para obter um tensor conforme-invariante de 32 ordem a partir de ap GaB(X’P)’
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introduzimos as derivadas covariantes conforme-invariantes

- _ At .
.‘Dp GaB(X’P) --Bp Gae(x,P) Aap(x,P) GAB(X’P)
. (4-30)

A dg (%:P) G, (x,P) ,

onde Aép € a-correspondente afinidade,.que, por definigdo, deve ser conforme

invariante. Impomos a condigdo:
Dy Gyg(XsP) = 0 (4-31)
Para outra trajetSria P' = P + &P,

- A )
Dp G,g(XsP + 8P) = 3 GaB(X’P +8P) Aap(x, P + 6P) GAB(X’? + &P)

- Aéé(x,P + 6P) Gax(x,P + §P)

Dp Gas(x,P + &P)

1

- = 16 A
3p Gop(xP) - 2 k[r,éj‘)“ 3 Gug(XsP) = &, (X,P + oP)

- TG —
[;AB(X,P) 2 GAB(X’P) k[I’éT)c ]
- Agp(x,P + &P) 'Eia)\(x,P) - 2 6, (x.P) kﬁ(ﬁo“‘}
L)
Como, para'qualquer escolha da afinidade, nos temos:

A = AN A =
ApB(x’P + &P) Aps(x,P) + 8 ApB(x, X)

obtemos, em termos de primeira ordem nas variacgoes:
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Dp GaB(x,P,+ §P) = Dp GaB(X’P) = 2‘k[£féj Dp GaB(x,P) +

A - by - '
= 8850 (X:X) Gyo(x,P) - SABD(x,x) Gy (X5P)

Entao, a condigdo (4-31) manter-se-a independente de trajetSria somente se:

L
. s Aup(x&) =0
ou seja:

; AL }
B = b5 (¥) (4-32)

A afinidade que se obtem das condigbes (4-31) e (4-34) & o sTmbolo de

Christoffel de segunda espgcie, calculado para Guv(x’P) e seu yveciproco:

2 (%) = rgp(x) (4-33)

5) 0 TENSOR DE CURVATURA CONFORME=INVARIANTE E AS TDENTIDADES CONTRATDAS
DE BTANCHI

0 tensor de curvatura conforme-invariante associado a Guv(X’P) e

v o U ph o _pdopn -
R s = 3% Typ = % Tug * T T ™ Tuo Thp - (4-34)

(4-34) independe de trajetBria e pode ser expresso em fungao do tensor de

Riemann~-Christoffel e de ku(x):
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‘rRu = Ru - 61-1 ¢

u
vpo vpo v Tpo *+ (s

= sH
o k\);p § 0 kv;o) +

TR u TR u -
+ (g, ik o ™ Tug K)o M k) k(M g v (4-35)

p

k ) kM,

- sH ) T -
S gvp) kr ko + (gvp k Yva Ko

(9]

onde

LS 1! _ M Aygy Aoy
R oo {vp}’c {vc}’p + {vp} Gt ~ Ot {Ap} s

construindo com os simbolos de Christoffel de segunda espécie para a métri

ca guv(x), e

YLV ku,v - kV:H . (4-36)

0 tensor de Ricci, obtido .por. contragdo dos ndices u e ¢ do tensor

1R“vpc, pode.ser escrito como:

- (]
TRuv = Ruv 2 ¢uv + kugo + kv;u + g\)u k ;o“+
) ‘ (4-37)
(3
+ 2 ku kv -2 guv k(I k™ >

Ruv sendo o-tensor de Ricci associado a metrica gug(x)rwuyotamos que1Ruv

pode ser decomposto numa parte simétrica e numa antissimtrica,
R . =T +TR

Wy uw ’
A

(4-38)
com

Ry =2 ¢uv
v
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Da relagdo

(D, Dy = Dy D) GuglxsP) =0 ,

obtemos, apos um calculo dirveto:

R

8w +TR

By = " 2 B GaB(X’P) . (4-39)

. s N .
0 tensorTRaBW = Gu}\‘lR By nao tem as mesmas simetrias. que o-correspon

dente tensor de Riemann-Christoffel - € -antissimétrico somente no Uitimo

par de indices e assimétrico em relagdo ao primeiro par, isto &:

4 i
mgguv ) GRocBuv ”Rsocu\) ) == ¢uv GuB(X’P)

el _ -
TRaBuv "7 ('Rasuv ]Reuuv ) = UozBuv #0
v

27R

Rogiw = 2 Roguy
v

As afinidades (4-28) sendo simétricas, as identidades de Bianchi sdo verifi

cadas:

T T T
+ +
Dc'!R W DpTRuc\) D\)TRupc

m

0. © (4-40)

fla (4-40) contraindo os Tndices u e o, p & T, apds haver:levantado o Tndi-
Ce 1, obtemos

P po po - _
DR vp +Dp1R o TO,R pcr_0 (4-47)

Da relagdo (4-39) & facil ver.que

aT TO (eky
TR =2 g 6 (4-42)
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Substituindo esta Gltima expressdo na (4-41) e utilizando o fato de  que

- s LI~ 0
'leLch -e.antissimetrico em.p e .o, vem

po 1 po R POy =
D R™ o) * > D,IR™. o) * Dyleg, 67) =0,

ou seja,
AG 1o . TPy =
DG(G 1RAv 5-6 v TR ¢pv GFy=z0.
Como
TRAv =13L2 *2 xv
temos
o 1 gy = R
DGGR_\_)_-—Z_ GVTR+¢\))::0, (4-43)
com
(] AG
TR*_ = G jRAX
Escrevendo
g .m0 _ 1
G v n%li § vTR

temos, para. a equagdo. (4-43)

,Dg(GGV +¢%,) =0 (4-44)

que* @0 as identidades contraidas de 'Bianchi para o nosso.caso. Notamos
que as expressoes (4-35), (4-37) e (4-44), para os tensores.de-cuyvatura,
de Ricci-e as identidades contraidas.derBianchi, respectivamente, s3o an3-

Togas 8s obtidas na teoria de Weyl da gravitagdo e eletromagnetismo. 23
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V. AS EQUAGDES CLASSICAS E QUANTICAS DE MOVIMENTO

1) A EQUACAO CLASSICA DE MOVIMENTO

A generalizagdo covariante da lei fundamental da dindmica & obtida de

finindo-se um quadrivetor F¥ tal que

vuM
FHoeme——, (5-1)
ds
. dx"”
onde m & a massa de repouso da particula cuja ve]ocidade-é’.-uu = :;—- , ds
s

sendo o elemento de 1inha da geometria Riemanniana do espago-tempo. Como
u =
ut 1,

\!) -

u" vpu =20

!

e a forga &.normdl d quadrivelocidade, isto &:

vu!
uFu=mu —_—0
u Uy

A equagdo (5-1) pode ser escrita como:

d2x¥# dxP dx°
—tr ) — — =, (5-2)
ds? P9" g5 ds

com {go} os simbolos de Christoffel dé segunda espEcie para a métrica
9u(X)-
Para uma particula livre, Fu'a 0, e a trajetdria
o dx® A

—_— — =

+{
ds PO s ds
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€ a equacdo de uma geodEsica no espago-tempo Riemanniano.

Se a partTcula for adotada de'cargda e,”colocada num camps eletromagng

tico, a forga que atua sobre ela & a forga de Lorentz:

ll=e|_-u [
F o U

(F,,* tensor de campo eletromagnBtico), cuja substituigdo em (5-2) nos di-

ny’
a equagao classica de movimento para as interagGes eletromagnticas.

ou ainda:

Wl «EPE O, (5-4)

onde os campos s30 os campos.retardados produzidos por.outras’ cargas, ex-
cluindo-se as contribuigdes da propria partTcula, para evitar problemas

de auto energia.

A equagdo (5-4) € nao-invariante em formasob Cg, devido- principalmen
te ao comportamento da afinidade métrica {Ec }, que sob o grupo conforme,
se transforma  segundo (4-1). Para tornar (5-4) conforme-invariante, po
demos tentar, como uma primeira aproximagdo, a substituicdo.da.afinidade
metrica {zc} pela afinidade semimgtrica rgo dada por (4-28). “Mas " a
covariancia conforme da equagio de movimento sd &:obtida.se a massa va-

riar conformalmente. Realmente, chamando por:

v (o 2RV
=
] u’u lo

onde uvla indica derivagao covariante construida com as’ afinidades rﬁp,
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v_ 8 v o
W mg ch u’ o,

vemos que, sob Cg:

WS = e3P B

desde que: o0
X

- -2

u° OO, gifd . 2

ds'

o}
gp, s

n
[
(0]
=

e considerando que Fup e a carga e sdo invariantes sob tal grupo.

Assim, para obtermos covaridncia conforme, a massa de repouso teria de
se transformar como:
-o(x)

m =e m . (5-5)

Esta variagdo corresponde a (4-15). Desde que nosso objetivo inicial foi
evitar tal transformagdo na massa, procuraremos uma equac3o de movimento

para as interagOes eletromagnéticas que seja. invariante: sob o grupo C, par
tindo de equagBes de campos conforme-invariantes. (Em analogia com a teo-
ria da Relatividade Geral,.onde, como & bem: conhegide:, podemos: obter, a

partir das equagles de campo, as equagles: corretas; de; movimento de uma par
tTcula, considerada.como singularidade. Embora ha eletrodindmica a lei de
movimento de carga ndo.provenha das equagbes de: campo, na: gravitagdo as

leis de movimento e as equagOes de campo sdo Tigadas entre si.. 24

As equagBes T””;v = 0, deduzidas.das: identidades; de; Bianchi 6"’ = 0,

representam o movimento das fontes de: energia; ou seja, as leis de conser
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,» 530 equivalen-

~ My - =73 ~ =
vagao T v 0, validas.para. toda solugao de Guv X Tuv

tes 3 equagles de movimento)-

No nosso caso, as equagdes de campo serdo derivadas formalmente a par-
tir de um princTpio variacional, onde Guv(X’P) € a quantidade variavel que

se anula nos limites do domTnio de integragao.

Consideramos.a seguinte densidade Lagrangeana conforme-invariante para

0 espago vazio:
L= /BR+a /T (u, +u,) , (5-6)

onde R & a curvatura escalar para-nossa geometria; o, uma constante e u,,
u, s3 os dois invariantes de campo construidos com =k :
2 N € P ¢1N l'_u ,\)]

= gHO VB
u, = 6% 6@ ¢uv¢a6"

ofpo
u, =&

=R
Para variagdes em Guv que se anulam, nos limites de integragdo, obtemos

as equagdes de campo (representando.o sistema gpv(x) e ku(x) atraveés de Guv):

-1 =79 -
Ry "7 G ®= T - (5-7)

Nessas equagb'es,TRW € a parte simétrica de tensor de Ricci generaliza

do (4-38) e Tuﬁ € o analogo do tensor de Maxwell para o campo ¢uv:

$.7) (5-8)

¢ Lourly -
,TN“ = ta (Z'¢d6 4P G ™ o &y

0 trago de Tuv¢ sendo nulo, obtemos de (5-7) a seguinte condigdo:
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MR=0,
que pode ser escrita em termos de 9y © ku como:

= 6k, K - K% ) (5-9)

com R, o escalar de Ricci para o geometria Riemanniana. Vemos, assim, que

a condigdo "Ricei-flat", R = 0, sB e obtida com a anulagdo de ku(x).

Como (54?) representam dez equagbes para as quatorze quantidades guv(x)

o~ ) st *
e ku(x), vamos impor quatro condigoes subsididrias:

;pl\)_' . i
b, ¢" = 0. (5-10)

Essas equagBes ndo.podem ser .obtidas da Lagrangeana (5-6) para varia-

goes em k (x), desde que:rtais variagoés ndo s3ao independentes das varia-

coes em G (x P).

Num espago com materia e cargas,.sob a agap de um campo eletromagnéti

co Fﬁ;, consideramos a densidade Lagrangeana:

*
Supomos que o. campo ¢ so 1nterage com gravita G a0. Eventualmente, poder-

se-ia considerar uma corrente, tal que Dll ¢u " e J~ tendo-se -em vista que
um campo vetorial pode também ser repulsive. Rara:um campo que: 80 interi
ge com a gravitagao, torna-se dificil explicar um eventual cardter repul-
sivo. Essa corrente, em principio, seria proveniente da interagdo do
campo ¢W com a matéria ou com campos eletromagnticos. Presentemente

nao consideramos a presenga da corrente pois .isso torna muito complexa as
equagdes resultantes, e tambem por ni3c haver motivagoes, praticas da exis-
téncia de um campo vetorial diferente do campo eletromagnético e que.inte

raja com esse ultimo,



70

Lodp+ /T o8 Flp Fag * A s (5.11)

onde A?f & a densidade Lagrangeana (5-6) e A, densidade que caracteriza a

matéria.

VariagOes em G y quesse anulam nos limites do dominio de integragdo con-

duzem 3s equagles de campo: -

Sl R=TOem o+t . ( (5-12)

1RMV 2w v HY HY

M"Y & uma generalizagdo do ‘tensor de energia da mat3ria definido por:

dxH
onde u¥ = — B o quadr1vetor velocidade para a geometr1a com elemento de

tinha do = (G dx® dxs)"z; i &4 densidade de matdria no sistema proprio.

W

T

(g Fug FP 6V - PP

of

e

1
L
g o tensor de Maxwell construido com a métrica Guv(x’P)'

Das identidades contraidas de Bianchi (4-44), obtemos:
w - _ (Y
b, &= - ¢
ou seja,
D (M + WV 4Ty 20, (5-13)
u ¢
pelas condigoes. (5-10).

Calculando as derivadas covariantes de cada termo de (5-13), obtemos
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HY H Vo,
Du M uu Du u H

UL Hp
Du T 0 Du F

ou, ainda,

L T
Du T p F 0 u®

p sendo a densidade de carga no sistema p(&prio.
Pelas condigoes (5-10)
Y = - v Ho = .
Du T ¢ ¢ b Du ¢ 0
Substituindo (5-14), (5-15) e (5-16) em (5-13); obtemos

H vV _ & pvo [}
u Du u W G Fcp u*

(9]
]
3
=lo
u
S|o

* Considerada como uma generalizagao da equag2o

U

L 4up v,

3V

n

v', o quadrivetor velocidade para a geometria Riemanniana.

(5-14)

(5-15)

~(5-16)

(5-17)
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(5-17) s@o as equagbes de movimento conforme-invariantes para particu-
las de massa m e carga e. Podemos escreve-las ainda como:
d2xM " dxf dx°

- A M €ealy p .
" *Too o tkyutut =26 va u” . (5-18)

Vemos , dessa equacao, que mesmo.no caso em que Fuv = 0 e as afinidades
se anulem, a particula n3o se move uma linha reta, no plano tangente local,
devido 3 presenca do campo vetorial kﬂ(x). Resultado ja esperado, desde
que a-anulacdao local da.afinidade conforme-invariéﬁte nao implica na anulagao dos
¢do dos sTmbolos de Christoffel para guv(x), mas sim que-eles sdo proporcio

nais ao valor local assumido pelo vetor ku(x),

W U -
e=0 5} =2k(x)

Observamos que a equagdo (5-17) sG & obtida com a imposicdo das quatro
condigdes subsidiarias (5-10). Essas condigGes nos permitem obter uma equa
€30 analoga a de Lorentz e nos .di o nilmero necessario de equagdes, junta-

mente.com (5-7), para a determinagd das quantidades Iy © ku'

Em (5-17), m & um esca]ap conforme-invariante, -désde que. todas as quan-

tidades que entram na equagdo s30 invariantes sob C_ (a carga &.suposta ser.

g
conforme-invariante). Notamos,.no entanto, que essa invariancia de m somen

te se mantém num espago ndo Riemanniano, mais semelhante ao cliamado de Weyl

que aparece em sua teoria de campo unitaria 3.
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2) A EQUAGAO QUANTICA DE MOVIMENTO

Na relatividade restrita, a equagdo de onda proposta por Dirac para
o eletron livre €

iy -my=o .- (5-19)

Esta equagao &-de primeira ordem nas derivadas temporais,.o que permi
te obter densidades de probabilidade positivas, e. fornece aestrutura
fina de origem relativistica do movimento do eletron com.spin,. no &tomo.
0Os y“ s3o-um conjunto de operadores que n3o: comutam.entre si,  restritoes
pela imposigio. de que cada sdolugdo de (5-19) seja solucdo de equagao de

Klein-Gordon

Hv *miap =
n '(P’u\) neP =0

Multiplicando (5-19) por ih yv S/axv e simetrizando os.coeficientes de
V] e obtemos a equagio de Klein-Gordon, desde que:

Py¥ ey a2 g (5-20)

estabelecendo-se, assim, uma dlgebra de Clifford para 0 espago interno das ¥,
A equagao de Dirac admite ogrupo de Lorentz como grupo de simetria

se:

1) a fungdo de onda ¥ forma uma base de representagao espinorial do gru-

po, e como tal se transforma como:

Px) =S (%) ‘ (5-21)

onde S € uma‘matriz~unit5ria 4 x 4, constante. . A.unitariedade de S

£ imposta para conservar a expressio da densidade de probabilidade sob
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tal transformag3o. ¢'(x) refere-se @ fungdo de onda num referencial

L'; tal.que

2) matrizes yH.se transformam.como

Fytas st (5-22)

Sob uma transformacac infinitesimal de toogdenadas,

’ x'u=xu+z-:uv KV
: LA
seel © ALy,

temos, de (5-21) e (5-22)

S0(x) =R - () =1 ety u(x)

o) = YR - () = Ry 1 - vy,

y sendo uma representac3o espinorial .do grupo de Lorentz, S g funcao das

matrizes de Lorentva“v“ e eh

AA e fungao de SN Desde que € © Epv sao
de primeira ordem, segue-se que.
- ® E}N

S=,1+1's”\’Aw, At ey

A forma.explicita de Auv g-obtida pela imposigdo de que.v,, tenha a mesma

forma .em todos os referenciais de Lorentz, isto &:
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sy'=0. (5-23)
Esta equagdo & satisfeita para
=1 .
Ay = 5 [ ] (5-24)
e a fungdo de onda espinorial de Dirac se transforma como:

P =0 T v ) wn (5-25)

Para obter uma equagao do tipo de Dirac na relatividade geral, generaliza-
se a relagdo de anticomutagdo™ para as matrizes v", agora consideradas de

pendentes de coordenadas.

Py ez ¢V (5-26)

A @lgebra de Clifford (5-26) 25 ostabelece uma relagdo.entresas estrutu-

ras interna e externa do espago-tempo Riemanniano.

Pode~se manter a transformagao sob- um mapeamento.interno {os Tndices
espinoriais de Y(x), P; (%) variam sob transfogmagﬁes internas) como sendo

dada por (5-25), mas considerando-se que os geradores ndo sdo mais constantes.

Para objetos como a funcdo de onda {x), gue sofrem transformagoes
sob mapeamento do espago-tempo (grupo geral de coordenadas) e sob grupos
internos de transformagao, éequer~se que suas derivadas. covariantes (w;u)
se transformem como P(x) sob mapeamentos internos e como um vetor cova-

riante sob mapeamento externos. Tal quantidade & definida por:
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- - (b . -
Yv = Y, (o} Yo + S, Ty T Yy Sv‘ (5-28)

A expressdo da conexao afim’espinor1a1’sb & obtida impondo<se a condigdo

Sua forma explicita sendo (ver Apéndice):

=lfu - TR M. . u] -
So =g 1Y My T Va7 Gt O v Ty ) (5-29)

Podemos, ent3o, escrever a equagao de Dirac na Relatividadé Geral como:

ih Yy L FS, W -mp=0 (5=30)
que tem o grupo geral de ‘transformagbes (M.M.G.} € ¢ grupc inteérrié com ge
radores Auv(x) como grupos de simetria. Ela drféreggﬁagquagao de Dirac
na Relatividade Restrita, pois, contrariamente & éstd; nao §é podé estabe,
lecer uma relagao entre o grups internd e o M.M.G. 0 mais que §€ pode ob
ter & uma reJag?o local entre os dois grupos.
Da relagao (5-26) vemos que as matrizes (%) s€ transformdm, sob Cg,
como

vy (X =1 X)) exp o(x) . (5-31)

Com essa lei de transformagdo' & com & varidgoes das .afinidadés nigtricas

dada por (2-6), obtemos pard as afinidades internas (5-29)
Vi) S T TR TR
ST (%) =5S,(x) + 7 % (Yo Y™ =¥, Vs

o que implica que a equagdo (5-30) nac & conforme-invariarte.
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Para obteq uma equagao do tipo de Dirac, covariante sob o grupo C

7 g ?
generalizamos a (e1ag§0 (5-26), fazendo corresponder a ¥ (X) o novo ob-
Jjeto

X
= i - e -
Pu(x,P) yu(x) exp I kp(E)dE (5-32)
Xin

Obtemos, entdo, para o espago com métrica Guv(x’P):

F(u(x,P) rv) (x,P) = 2 Guv(x,P) (5-33)

De {5-32), construimos a derivada conforme invariante de ru(x,P), de u-

ma forma semelhante a (4-25)

p
‘kp dg
in

X =X

9
3, T (x,P) =e (— -k ) v.(x). (5-34)
uo oxH W e
Como antes, notamos que esta derivada hao & um tensoﬁ de segunda or
dem sob transformagdes curvilineas de coordenadas; eu T, também ndo se
transforma como um "spin-tensor" de Dirac sob as transformacBes internas.
Estas duas dificuldades podem ser removidas introduzindo-se as derivadas

covariantes conforme-invariantes Dp Fu(x,P) por:

Dy To(X:P) = 3T (x.P) - r;p(x) Ty () + B (X) T (X,P) = T (x,P)E (x) s

(5-35)
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onde tomamos diretamente .a.afinidade Pgb(x)fdadalpéla;éxpressio conforme-
invariante (4-28),.e considerdmos.que a afinidade interna Zb(x) € indepen

dente de' trajetoria pe1a'mesma'raz§o que para. 0" caso de Guv(x’P))'

Impomos , de acordo com (4-31) e (5-33),

D Ty(X:P) = 0 (5-36)

As expressoes (5-32) e (5-34) tomam as seguintes formas para os contra

variantes yH(x):

X
) = vl).eed [k (8) df (5-37)
e Xin
X
) Sk dgP
3. T¥(x,P) = ex‘"p 2. k) ¥*(x) (5-38)
u > axt M
Numa notagao compacta, introduzinde
9 ~ 9
Hu:-a-:(-ﬁ-- w Hu:;;ﬁ+kll’
podemos reescrever (5-34) e (5-38) como
X .
-7k,
X .
e s m N _a4
3T, (x,P) = e HpYa(X) (5-34")
X
Ik, &P
K.
3, r*(x,P) =g " I, (%) (5-38')

1
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Considerando-se a condigGes (5-36), as afinidades.internas Eu(x) sdo ob-
tidas e sua. forma explicita & (ver apéndice):

“

el - TR TR B -
Z,(x) SEr Ty Yy Ty Y)Y - IO YpY)] (5-39)

onde usamos a.notagdo int(oduzida acima. Essa expressdo Essemelhante a
(5-29), exceto que as derivadas.usuais s3o substituidas por ™, € as afini
dades {EG}.por rgc. No entanto, devemos observaraqdeHDSJdois primeiros
termos dentro dos parénteses podem ser escritos simplesmente como

u - n_ . _ "
YT Y, (m, Yu)Y Y Y T Y Y

Dessa forma, a Unica.diferenca entre I, es, €.devida 3 mudanga de {EU}
pela afinidade semi-metrica Tﬁc' - Como se pode facilmente verificar, Zp

sera conforme-invariante, isto &
Y (x)sm T (%
5 (= Zy()

. - ol PN T ;
sob cg, independentenente do_uso de ¥y Ty Ty ("0 yﬁggy Qu«de y Yy,v

Yusv y“ como o primeiro termo de (5-39). Em outras palavras, a combi-

nagdo acima & confoyine-invariante.
Teremos, entdos para a generalizagdo de (5-27)
= -i-l -
D, W) =¥ (x) + 5,(x) 9(x) (5-40)
como 4 derivada covariante conforme-invariante do espinor de Dirac. Dessa
expressio seguerse'direfamente a forma para a efuacdo de Dirac

ih ™ bu P(x) - M Yx) =0 (5-41)
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Considerando-se o espinor .4(x) invariante sob Cg, a equagao (5.41) &
naturalmente.conformefinvariante, sem requerép nenhuma variagdo na massa,
isto €, m & um escalar conforme-invarfante. Notamos, novamente, que essa
invaridncia da massa somente & .obtida em espagos curvos com metrica
Guv(x’P) e que a equacdo (5.41) depende de varidveis que contém explicita-
mente a trajetdria P, ou seja, as I, Se usarmos, a0 invés de ™(x,P), as
matrizes usuais vH(x}, a.simples substituigdo das afinidades m&tricas {gc}
pelas semi-metricas rﬁc em (5-29) ndo & suficiente para evitar uma trans-

formagdo na massa, requerida para manter a covariante conforme da equagdo
&

(5.30).

VI. CONSIDERAGUES FINAIS

A existéncia de um grupo de transformagdes mais gerais do que as de
Lorentz, explicitamente, o grupo conforme, sob o qual as equagOes de
Maxwell s3o covariantes,.levou 3 constatagdo de que equagbes de movimento
de particulas massivas n3o.s3o covariantes sob tal grupo. Para torna-las

4

covariantes, foi.proposta uma variagao conforme da massa. No caso es-

7 interpretaram essa va-

pecifico do grupo C,+ Fulton, Rohrlich e Witten
riagio como sendo devida & mudanga do campo de forgas atuando a particula.
Desde que as transformagbes (3.12) levam uma particula em repouso para um
movimento com aceleragdo.uniforme, equivalente a presenga local de um cam
po gravitacional constante {pelo principio de equivaléncia), essas trans

formagoes sao equivalentes a introdugdo de um campo gravitacional. A mas-
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Sa, considerada como.energia de repouso, deve conter a energia potencial as
sociada a esse campo. Como ¢(x) mede a deformagad local do campo, m deve
depender de ‘¢(x).-“A.transformagao,(4u159’teptesenta a-mudanga da energia.

de repouso que leva em consideragdo a mudanga de energia potencial.

0 espectro.atomico.das .particulas elementares sendo descontnuo, e. a

variacao (4.15).%1evando a valores.descontinuos da massa, € - se Tevado a con-

siderar que .0. grupo.conforme.sd € um bom .grupo ‘de.simetria-para a Fisica de
altas energias.(quando a.energia.de repouso de uma particula pode ser negli-

genciada em comparagao.com sua energia cin€tica). -

De maneira.a evitar uma transformagdo na massa, propusemos um tensor m§

trico conformeviyvariantg, em espagos curvos. 0 formalismo introduzido com
a definig8o de.nova métrica Guv(x’P)’ dos simbolos de Christoffel construi-
dos com Guv(x,P).e.das,respectivas.derivadas covariantes, permitiu-nos;obter
equagoes de movimento.que s3o invariantes sob o grupo éxtendido conforme C
{cap. IV). A invaridncia.g obtida sem necessidade de se impor nenhuma lei
de transformagdo.para.a massa, que se.torna, assim, um invariante conforme.
No entanto,.cumpre ressaltar.que.a-citada invaridncia da massa st & possi-
vel em espagos.curvos,.especificamente, para campos gravitacionais fortes.
Isso & Hdevido a.imposi¢do de que.a funéio escalar.o(x), do grupo de gauge

da métrica, se.anula.para algum.ponto inicial, de maneira a tornar.o novo

tensor metrico conforme-invariante.

Em espacos .chatos,.tal condigdo ndo &.obedecida, para transformagGes

que contenham dilatagOes, quando.num.ponto inicial, o(x € proporcional a

in)
B(eq. 3.36). Consequentemente, numa regiao de campo fraco, onde a métrica
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é‘Miﬁkowskiana, devemos abandonar a condigdo o(xin) = 0, e recbtemos os
resultados conhecidos da Relatividade Restrita, tendo ent3o uma variagdo

conforme de escala no espectro de massas.

Esquematicamente, terfamos duas regiOes distintas: a regido I - de
campos gravitacionais fortes e a regido II - de campos gravitacionais fra

. sz . R L *
cos. " Na transigao de I para II, ocorreria uma quebra de simetria.

Para manter a simetria conforme na regido I, introduzimos o campo ve-

torial kp(x), na forma da integral usada. Esta contém um parametro arbi-

trario x?n. As equagOes de movimento debendem.de§§g parametro; para le-
y "

3

do sistema de coordenadas; um observador na regiao I (ou II), estd em

vantar essa indeterminagdo, pode-se eventualmente tomar x n = 0 (origem

BoooGH o
X% = X5, = 0).

Na regiao I, °<xin) = 0 implica que, no ponto inicial, guv(xin) nao

contém fatores de escala, logo medidas de tempo local ndo sofrem variagdes.

Quanto & massa conforme - invariante obtida ser um observavel, certa-

mente nao o & no sentido usual de uma observagdo direta, desde que ela s3 e

*  Quebra de simetria no sentido de que nosso formalismo ndo absorve, na

regiao II, a variagdo conforme da massa.
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xiste em regides .de.campo gravitacionajs fortes; a massa obtida por proces
sos diretos 2.observada numa regi3o de campo fraco e, portanto, conforme

variante.

A generalizagao: da .equagdo. quantica de movimento (5.30) para espagos
com métrica Gﬂv(x,P) € obtida naturalmente, fazendo-se.corresponder &s ma-

trizes Yﬁ(x) os novos objetos ru(x,P).

No caso tlassico, dificuldades surgiram quando, em analogia com a Re-
latividade Geral,.procuramos .obter as equacdes de movimento para as interg
¢Oes eletromagneticas.a partir das equagbes de campo. O principio varia-[
‘cional aplicado a uma agdo conforme-invariante, para variagbes de Guv(x,P),
50 nos fornece dez equagGes para as quatorze quantidades guv(x) e ku(x). In
troduzimos quatrp.condigaes subsidiarias Du "™ 20, Estas condigbes com-
pletam o.sistema de equagles para a determinagdo do tensor metrico guv(x) e
do campo vetoria].kﬁ(x).e permitem.obter uma equagdo de movimento conforme-

invariante formalmente semelhante 3 equagdo de Lorentz em espagos curvos.

Finalmente, mencionamos o trabalho de Isham, Salam e Strathdee 20, on-

de & proposta. uma formulag3o conforme-invariante para equagdes de campo, pe
Ta introdugio de um campo escalar.e pela generalizacdo das derivadas usuais
num sistema de equagbes.Lorentz-invariantes por derivadas covariantes. 0
campo escalar introduzido corresponde a uma particula sem massa e de spin

zero,
Schwinger 26 apontou a.possibilidade de se construir uma.lagrangeana

conforme-invariante para um campo escalar ¢{x) interagindo com o campo gra

vitacional. A variacdo da.lagrangéana

r

/2 1 1
Lg) == (9 Lo 0@ e, 0 (1R o]
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sob uma transformagao
9y (X¥) = Ax) g (x) s
pode ser compensada introduzindo-se um campo escalar o(x) que se transfor-
ma como
- ot (x) =72 a(x)
e com

-1/2
;\/

$'(x) = $(x) .

A lagrangeana modificada

/2

L ($:9,0) =

1. [2 Cuv ]__1/»2_]_[: uv
™ (-9) Ro*+ 63, 0g 9,0 - (-9) > 3, $97 8, 0+

+ (m g%+ % R) ¢2:l
e cohforme-invariante. » A massa m € substituida por mg-o(X) representaria

uma -particula de.massa e spin nulos.

* % %

APENDICE:

Da '(5.29), com a condigdo Yy 0, temos,

¥

. P - -
o {uv}Yp+vau Yy Sy =0 (A-1)

Usamos o formalismo das "vierbein", onde as matrizes dependentes de coorde-
nadas ayu(x) s3o dadas como.combinagdo linear das matrizes-usuais de Dirac

k¢

Ll

W)

podemos -expandir a matriz S(x) como uma combinagdo linear das.16 matrizes

Je Dirac
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y = . g -p(A) 4 1 (A) (o).
S,(%) =-a,(x)1 + av(?g\) T By [y ] O Y .y
. (A-2).
- Oy Ny colx) Y(5) * dv(S) Y(s) (P

Portanto, o comutador que aparece no-membro esquerdo de.(A-1) toma a forma

1 'l )
EER AR L, W+ 75 [ (] E,U\)(O)’ YJ .

+ <, ["{(“5): “iu] + d\)(p) [Y(S) Y(p)s 'Y.‘IJ s
onde . -
VD L L 400 4(6) 49 (00

Usando que

. (
[esye Y] = 2oy Y(s) ¥ g

.E((s) v®, Yu] =2 hu(p) Y(s)

oM@, 4] = - 2t D - By

com n*T = diagonal (%, =, -, =),

obtemos

2 A :
Bo ] = $ 5 ey ¢ - 1

R
w(x) Popy e A ¢

=T 2 ey vy TP e 2 g nl)
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Substituindo‘esta;expressio em (A<1), encontramos; apds alguns. calculos:

{fﬁ(a),v S 1 g bry Tt i [ o “u(r)“cf}Y(a) *

2 : A " . '
+ 2 a0ty oM 2 g vy Y ez g n [Py =0

Da independencia linear dos operadores de Dirac, segue-se que

a\)(>\)=0 C\)=0 e d\)(p)=0,

e ainda,

gy ol 01 &‘ﬁu)’“ - hpw)}

(onde se usou .o fato de que bv[(r)(u{] & antissimetrico nos indices T, a)

Esta dltima equagdo, resolvida para bv[iT) (a)] da

Substituindo os coeficientes a, b, c e d em (A-2), obtemos a forma expli-

cita da matriz.S;(x) que satisfaz (A-1):

ea o 4 Llfp - VY "
Sy =3, 1+ 8 [& LITRY TRV {uv} (r Yo *

- Y!p ™ )1

que exceto por .um miltiplo da.matriz identidade € a formula (5-29) do tex

(A-3)

to. 0 teymo proporcional .3 matrjz jdentidade.&: usualmente:conectado com
4 interacdo eletromagnética por-meio da imposigdo de acoplamento minimo.

Colocaremos, aqui, a, = 0.
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A expressdo (A-3) foi primeiramente derivada por Fock e Ivanenko 26 o

por essa razdo S & algumas vezes chamado de coeficientes de Fock-Ivanen-

ko.

A derivacio da formula (5-39) & senielhante 3 derivacas que fizemos a-
cima. Incluiremos, no entanto, alguns detalhes que sdo interessantes.

De (5-35) e (5-36), temos:

AL i .
3 Ty Ty Ty + 5, Ty P, %, =0
xﬂ .
Considerando f“kp(s)dgp
Ka

A T A

uma forma semelhante a (A-2) & obtida para Zp(x). Assim,

Bor T = $ 2000 Py ©

X X
-k, de” 5ok, dg”
X X
in (B) _ s in o (o) L
e MO RSN bt Y
X
-0k dg
ot _(A) ) Xin
nooyvty + 2 dp ) ha e Y (s)
X .
e, ainda, Sk dgv
X
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onde

W8 o (B) L hB)
op Cyp p o
Um calculo semelhante ao anterior nos leva a

cp =0, dp(B) =0 ap(k) =0

Portanto,

»

1 o - R S - A -
Zo(x) = 2 [;'Y Ty Yoo (Ty YdY = Toolyyy =Y )-J

onde fizemos 3, s 0. -Como observamos no texto,

VRN O A L L PR .
e S pode ser escrito como

S, = %‘E{“ Yoo " Yao T " lfgp -y Ya)] (A-8)
que define de (A-3) pela substituiclo das afinidades {gc}, para a metrica

guv(x)‘ pelas Pﬁp, afinidades construidas com Guv(x’P)'
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