ROGERIO CANTARING TRAJANO DA COSTA

g8pRE As FLUTUACCES NA MRCANICA EsTaTisTICA

Ay, N

b
io We
i Nceslay Bl‘a':e

el

Rio de Janelro
1966

o)
<
W

b




Tese 03-66

SOBRE AS FLUTUAGUES NA MECANICA ESTATISTICA

b :
TESE LE DOUTORADO »
-

defendida nor
ROGERIQ CANTARINO TRAJANO DA COSTA

no Centrno Brasileiwn de Pesquisas Fisicas

e

Orientador: H. M. Nussenzveig

em 7 de Dezenbro de 1966

professores:

;_.:
Wencaeslau Bray
. >3
71 Fundos 9.

perante a banca integrada pelos senhores

k]

Mario Schenbeng

Jayme Tiomno

Jose Canlos Azevedo

'
" i o o




Pégina
INTRODTIGKO ‘t&.ﬁﬁ‘l."‘l‘l'l.lt‘..-i'.ﬂl.l.lﬂtuﬁOob‘I..Ily ,.!.
CAPfTULO T = O PROBLEMA DAS FLUTUAGOES vivevveinencanse 6
a) A Formulagao d0 Problems seeessseesersssass vosnoss &

b) 0 Cafl(‘:u]jo dos COefiCientes t?ij PSS EE UL EDP B KSR SEE N 13
¢) O C8lculo das Flutilagoss see-sersesnscrsnicennasens 10

CAPITULC II - COMPARAGAC COM RESULTADOS ANTERIORES w... 27
a) Flutuagoes Na ENergil «c.ccovecoservosescveosesssssas 27
b) Flutuagdes no Numero de Partfculas ce.evevevocnase. 31
¢) Flutuagoes nc Caso em que ha DiSSOCLACED sevsceesss 33
d) Flutuacao no Quociente de Grandezas Fxtensivas .... 36

CAPITULO IIT -~ ATLGUMAS PROPRIEDADES DAS FORMILAS DE FLU
TUAGAD vivuiecvonoeecvsvuneransnvosenass 40

a) O Papel das Grandezas CANGONICAS eercsanscssssssvens 40

b) © Significado Geometrico das Formulas de Flutuagao 49

CAPITULO IV - A3 PROPRTEDADES ESTATISTICAS DE M SISTE=

M. DE OSCILADORES HARMSNICOS IOCALIZADOS 55
a) Solucdo pelo Metodo Aproximado ecscesvissrsesscssse 56
b) Solugﬁo pelo Método de Darwin=Fowler ... oecsivvasane 58
c) Sobre a Validade das Hipoteses do Capitulo I ..vev. 66

RP}-F'F'RENCIAS .‘0000.0'5.0.""00.500'.@5&‘“55'@.0’&‘!l'tlﬂ.. "78

AGRADECI}%JTOS .C...'DI‘....?‘GBIG!DDQ"‘CT'.OG.I'QI".'. 80



INTRODUCAO

A Mecanica Estatfstica dedica«se, como ¢ do conhecimento ge=
ral, ao estudo dos sistemag que nao podem ser tratados pelas Me-
canicas Exatas (Cldssica ou Quantica), quer devido ao aumero i=-
menso de graus de liberdade que torna materialmente 1mpossfve1 a
solugao dos sistemas de equagOes, quer pela impossibilidade de
obter o nUmero suficlente de informagoes capsazes de fornecer as
condiqSes iniciais para as equagoes de movimento. Sendo assim,
alem do apSio encontrado nas equagaes de movimento, precisa a
‘Mecanica Bstat{stica estabelecer postulados préﬁrios, que 3 a4 par-
tir de um pequeno numero de condigoes iniciais conhecidas indi~
quem como escolher, entre a mﬁltipla variedade de solugSes possi
veis, aquelas que descreverac o comportamento mais provavel dos
corpos: encontrados na natureza. £ este postulado fundamental co
nhecido como postulado da igualdade "a priori" das probabilida-

deg 1e

Os fatos expostos scima nos sugerem a possibilidade de clas-
gsificar os problemas de Mecanica Estatistica em uma das duas ca-
tegorias abaixo:

A) Problemas sobre os fundamentos da Mecanica Estat{stica. Hs=-
tes sao problemas que tratam da Justificacao dos postulados da
Mecanica Estat{stica, ou seja, de sua compatibilidade com as- e-
quagoes de movimento; sendo aqui enquadradc o comhecido Proble-

2, o qual tem merecido o interesse de alguns dos

ma Ergodico
mais capacitados matematicos do nosse tempo. Alias os proble-

L) r
mag desta categoria cada vez mais se colocam no ambito do matema



tico aplicado, malgrado ¢ seu aspecto crucial na discussao da va-
lidade de uma teoria que interessa diretamente ao fi{sico em ge-
ral. Como o problema do nosso interésse no momento coloca-se Jas
tamente na categoria oposta, nao mals nos referiremos = qnestSes

. desta natureza, admitindo-se tacitamente daquf por diante a vali-
dade do postulado fundamentsl. O leitor eventualmente interessa-
do néste ponto devera recorrer a extensa bibliografia existente a

3

respeito .

B) Problemas em que a partir dos postulados fundamentais se pro=-
cura calcular os #alSres medios e a aispersgo em,farno da media
de grandezas r{sicas associadas a sistemas sobre os quais se tem um
cénhecimento incompleto. Aquil infelizmente as dificuldades mate-
' ﬁéticas envolvidas tambem nao sao de pouca montag.pois o metodo
elementar chamado “das distribuigges mais provéveis“, que e basea
do no uso da aproximaqao de Stirling dos fatoriais, nao e aceita-
vel do ponto de vista matematico, como tambem nac o & a hipotese
entre a igunaldade dos valores medios e mais provéveis,_frequente-
mente empregada sem maiores jnstificaQSES.

Um passo decisivo a este respeito fol dado eﬁ 1922 com 8 in-

trodugao do métode de Darwin-Fowier 4

9 o qual abandona os valdres
" mals prpvﬁveis em benefieic dos valores médioéﬁ'para oé quais S&0
- introduzidas formulas assiﬁtgticas_vﬁlidas no"iimitg'em que o nu=-
mero de partfculas tende para o infinite. A imbortgncia desta
contribuicio (e tambem & deficiencia dos metodos anteriores) pode
éer f%cilmenfe agquilatada da afirmagﬁblfeita ﬁor Khinchin no pre-

fﬁcio de "The Mathematical Foundations of Statistical_ Mechanics®
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onde diz que o livro de Fowler 5 "representa ate agora ¢ unico

livro gobre o assunto num nfvel matematico satisfatorio®.

Acontece, contudo, que os metodos matemdticos empregados na
solugao rigorosa desta classe de problemas tornam sobremodo difi-
cil o seu egtudo, fato éste verdadeiro tanto no que se refare
20 metodo de Darwin-Fowler como no que concerne ac chamado Teore

6e E.g

ma do Limite Central, cujo emprégo e advogado por Khinchim
tas dificuldades tornar-se-ao ainda malores se nos preocuparmos
como e o caso no presente trabalho, com um problema geral de Teo
ria das Flutuacgoes. Por um problema geral queremos dizer aqui um
sistema f{sico de muitos graus de liberdade sobre o qual conhece

mos apenas os valores de um numero limitado p de¢ constantes de

movimentoj sendo entac pedido o valor de (Q= QXQ'= Q') onde G »
Q' sao duas grandezas quaisquer do sistems em questac. Peld
maior ou menor generalidade do problema entende-se © Atmero me-
nor cu maior de restrigoes que € necessaric impor schre a forma
das grandezas em jogo (Q, Q! e as constantes de movimento) a fim

de que © problema possa ser resolvido,

Ate onde chega ¢ nosso comhecimento, nao estamos a par de ne=
nhuma solugac rigorosa para as formulaggés mais gerais do proble
ma acima, 0 gue as tornam especialmente interessantes. Para in-
vestigé-las, entretanto, nao vamos utilizar nenhum dos métodos e
xatos, 0 que implicaré na introduggo de hipéteses mnais ou menos
arbitrarias que , erm altima anélise, s0 poderéo ser verificadas
experimentalimente. Isto, contudo, & uma consequgncié inevitavel

da complexidade 1ntrfnseca do problema, e que esperames seja com
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pengada pela malor generalidade dos resultados obtidos,

Para inicilar o estudc deste problema julgamos conveniente eg
tabelecer um programa separando &s diferentes etapas do trabalho,
0 qual procuraremos cumprir na medida do poss{vel no decorrer da
presente tese. ﬁste programa compgemse de guatro partess

1) A introdugao das hipoteses que uma vez satisfeitas pelo sis-

tema em questao permitam o calculo de AQAQ' nas condigoes mails
gerais poss:{veiso Nesta etapa nao nos preocuparemos em investi=-
gar em que condigdes estas hipotesés sao satisfeitas, mas apenas
imporemos a condiqio delas serem em numero pequenc e pareceren

razoaveis do ponto de vista puramente intuitivo.

2) Uma vez superada a primeira etapa deveremos comparar os re-
sultados obtidos com(aquglés que nos sao fornecidos pelos meto-
dos rigorosos, nos casos em gue estes metodos foram aplicados.
Isto constitulra um primeire teste para as hipéteses introduzi-
dasy devendo fornecer unma idéia acérca dos limites de validade

das mesmas,

3) Tendo conseguido alguma seguranca sobre a corregao das for-
mulas encontradas em 1) tratareros agora de encontrar relagoes

que nao sejanm viz{veis gquando se dispoe apenas de resultados vé
lidos pare alguns casosg particulares. Desta parte Iinclusive de
pende muito do malor ou menor sucesso do presente trabalho, pois
obter uma expressao geral que naoc forneca nenhuma informagao, a=-
lem daquelas que se podem obter atraves dos casos jé conhecidos,

nio delxa de se consistir numa decepcao.
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4) Nesta parte final deveria entao ser estudads a corregac das
hipéteses addtadas na parte 1). Mesmo pondo completamente de la
do um estudo detalhado neste sentido, ainda e poss{vel, sem es-
fSrgo excessivo, obter algumas informagSes mais,‘aiém da simples
comparaggo de resultados efetuada na parte 2). Isto pode ser fei
to resolvendo primeiramente um caso particular em gque os métodos
precisos sejam mais facilmente aplicéveis, para depois entaes,; ao
inves de comparar simplesmente os resultados obtidos peles dois
metodos, analisar em cada passo da solucao a validade das hipote
ses introduzidas. Ainda que as condigoes de validade obtidas
por este processo possanm dépender do caso particular considerade,
este serd o metodw aquil adotado, pols a alternativa, gque seria a
presentar uma demonstragao 2o mesmo tempo gersl e rigeros; das
condigSes de validade das hipéteses; parece ser complexa em dema
sis. De qualquer forma achamos que ¢ exemplo por nos escolhido
dara uma ideia satisfatoria das restricoes necessarias, as quais
acreditamos sejam essencialmente as mesmas nos casos mals compli

cados.,

Kossos primeiros esforgos dentro desta linha de trabalho fo-
ram reunideos em dois artigos recentemente publicados 758 (referi
dos daqui por diante como I e II); os quais cobrem a primeira a
segunda e alguns aspectos da terceira parte do nosso programa, &
cujos resultados serso extensamente utilizados na redagao das
partes correspondentes da presente tese. Pode esta portanto sger
considerada como uma tentativa de cumprimento do referide progra

ma, & qual, mesmo longe de ser definitiva, poderé talvez constie
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tuilr um arcaboucgo aproveitével para & constrquo de teorias mals

elaboradasg.

Uma vez feitas estas consideragges passaremos a0 estudo de=

talhado de cada uma dag etapas acima descritas,

* % %

CAPfTULO I - O Problema das Flutuacoes

I-a) A Formulacso ¢

Vamos admitir que as informagSes que possuimos a respeito de
um sistema f{sico qualquer sdo obtidas atraves do conhecimento’
dos pargmetros externos e dos valores de p constantes de movimen
to macroscépicass Klg KZ c0o0000000 00 Kﬁo Isto quer dizer que o
nosso sistema fol consitruido de uma maneira tal a consservar sem-
pre 03 mesmos os valores das grandezas em questgog como acontece,
por exemplo; com & energia total de um sistema cujas paredes sao0
r{gidas e isolantes termicas. De resto, daqui por diante, apenas
nos ocuparemos com o fato de que certas grandezas sao constantes,
sem nos preocuparmos com & maneira de obter na prética tal resul-

tado.

£ claro que o tipo de informacao descrito acima & insuficlen~
te para assegurar o completo conhecimento do sistemay; admitindo=-
se aqui que ele se ja apenas capaz de selecionar wum grande nume -
ro W de estados nos quais o sistema pode ser encontrado (a pala-
vra estado agqui tanto pode significar um conjunto de autovalores

dos observavels do sistema como simplesmente um ponto do espago I
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conforme se utilize a Mecanica Quantica ou a Mecanica Classica).
De acordo com O princ{pio da igualdade "a ptriori" das probabili-
dades assoclaremos a2 cada um dos estados scima uma mesma probabi

2
lidade W

A probabilidade associada a um possivel conjunto de valores

Qq39pecevveee qp Para as grandezas macroscopicas arbitrarias

Qp Qp eoeeere Q serda entao proporcional ao himero LLCTT PRORN-
de estados que possuenm os valores requerldos Qy? Qp cescecsly P
ra as grandezas correspondentes Ql’ QZ"""' Qn' Definindo
S(ql, Qs secenee qm) como & entropia'de equilfbri@ do sistema pa-
ra Qi = g4 1 =1y 2y ¢ee. 0y podemos escrever a Probabilidade
P(qqy qp eeesesses qy) de obter o conjunto de yalores dps 9pe+-dy

na forma

P(Q_1, qz L I B ] qn) =%W(q1$ qz LR 2 qa) = exp% El)(ql, qZ."?n;-SO:I

, 1
onde k e a constante de Boltzmann e S, = k Jn W. Expandindo a fun
a0 8(ays qp ++o ap) em torno de (qy s Qpg +++ dpo)(dados pelo

maior dos numeros W(ql, Qs eoo qn)) obtemos:

n
S(ays @p oo ap)= Slaygs pgreestne) == %idz—; %&J(qi'qio)(qj-qjo)+”'
2= (2)

- -
onde E7Y Bl S/@qliqj no ponto (qjgs gog2ess 9po)» © a forma
quadratica no segundo membro de (2) € definida positiva uma vez
que (qlo’ Upgre - qno) da um meximo para W, e portanto tambem para

Se

Devido ao carater macroscépico de nossas medidas, quando dize-

mos que Q; tem um valor y queremos realmente nos referir a um va
aue w3 93
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lor entre q; ¢ a4 *+ 6qi, onde Sqi depende da precisao das mesmas.
Assim, o0 que tem realmente sentido e a probabilidade
P(8qys 8g5900. Sqn) de encontrar os valores de Qy dentro dos

correspondentes intervalos Elis Q4 + qu:I « Escreveremos pois

1 _ 2 | *
P(aqli qu?...sqn)=A exp - g E ?13 AQi &J 5q16q2-..8qn’
19:}=1
(3)

* Jsto quer dizer que estmmos supondo que a densidade de esta-
dos d(qlg dy eoe qn) (que da o numero de possfveis valares das
grandezas Q, entre q; e q; + 8q;) varia muito lentamente em re-

lagao a'largura" da exponencial em (3),

onde AQi =4y = Q40 © A e uma constante que se obter atraves da

condicao o0

JP(B'ql, sqagaoo 6(‘.1}1) =1 . (4

=00

-0 fato de s0 colocarmos em (3) o termo de segunda ordem da expan
sao (2) significa qﬁe estamos admitindo que para os conjuntos de
valores G1» Qp3s soe 4, que por acaso requeiram mais termos de
- (2)y a exponencial (3.) sera muito pequena. fste fato, se for
verdadeliro, justifica também a integragao de-00 a 00 indicada em
(4).

g

A expressao (3) foi introduzida por Einstein 7, e estudada

10

em detalhe por Greene e Callen s 08 quals mostraram que, pelo

~ &
menos no caso de grandezas Canonicas, ela da resultados precisos



quando aplicada ao calcule das flutuagbes de segunda ordem

(363675, mes nao pode ser empregada no caso das flutuagSQs de
ordem mals elevada. Isto pode ser fﬁcilmente,compreendido no
caso das flutuagoes de ordem {mpar, onde (3) nos leva sempre a

11. Sendo ag-

um resultado nulo, o que & sabido nao ser verdade
sim vamos nos restringir apenas ao calculo de expressoes do ti-

po (q -3 ou (Q-3)(Qr=31).

Devido a aproximagib de segunda ordem introduzida em (2) os
valores medios 51’ e mais provékeis Q40 ? 380 iguaisg, de forma

que podemos escrever

‘[..:[aqlaqj exp = — 2 4 4AQ4AQ,Y dgydq,...day

-00 =00 i,j=l .
AQiAQJ = ’(5)
w o0 1 n
-0 -00 1,551 :
0 quey depols de efetuadas as integrais nos feornece 12, 13
n
2 8y AQ; A9, =k 8y (6)
=1

ou, chamando de € a matriz simetrica formada dos coeficlentes

Elj obtemos por fim:

£Qy0q, = k(8™),y4, 15 =15 25 «eu 1 (7)

Ainda que sendo uma versao multo simplificada de (1), envol-
vendo inclusive hipéteses dirfcels de provar, a aproximagao (3)

e » r
nao e capaz, por si so,de resolver o nosso problema, pois res-
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ta ainda saber como os coeficientes & dependerao das grandezas
Qys Qs oco Q, e das condigoes iniciais Ky = constante,

1 =1, 29 00 po A fim de obter esta dependéncia novas hipéte—

ses simplificadoras serao necessarias. Para cOmeGar vamos su-
por que o nosso sistema e composto de um numero muito grande de
partfcul&s independentess; e ques devido ao carater macroscépico

de nossas medidas, $0 podemos distinguir entre os estados de duas
partfcnlas que O compoem NG Caso deles pertencerem a dois grupos
de estados diferentes, cada um deles contendo Zg(1= 19230.004) e
tados de uma partfculao Desta forma, ¢ conhecimento méax imo a
respelto do sistema sera dado pelos numeros B9 Ops eos Bp de
partfculas cunjos estados pertencem respectivamente aos grupos

1y 2y oo & . O fato das gfandezas Q19 Q3000 Qp serem macTrosco-
picas, isto ég dependerem das condigaes do sistema que sao aces-
sivels as medidas macroseépieasg significa que elas devem ser

fungbes dos niumeros de ocupagao Ny Doy eoe By ¢
Qi = Qi(nlﬁ nageoo nijg i= 19 Zgao-n. (8)

Estas nogoes podem ser facilmente genralizadas para o caso em
gque © nosso sistema contem partfculas de s tipos diferentes, basg
tando para isto escrever os nimercs de oeupagga na forma n?, i=
=1y 25 oco A9 k =1y 25 0oo 3. Uma vez feltas estas considera-
qGés vamos escrever o numero de estados W(q19 Gp9 oo qn) grupan
d0 na mesma parcela os estados correspondentes aos mesmos nime =
ros de ocupagao, ou sejas g
W(ays apsece ) = %;::::;cn(nl, Roseoony) s (9)
Dyoso
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onde w(n;, na,.,.nl) ¢ chamado o peso estatfstico dos nimeros de
OCUPACAD By, nzo.,nll(nﬁmere de diferentes funices de onda rela-
cionadas com 0% mesmos numeros de ocupagao), e a linha no gsinal
de soma significa gue esta deve ser efetuada apenas para os mime -
ros de ocupacao que satisfizerem |
Qq(ny, na,ooonl) = aq s (109
Ky(ny s nz,..,nl) =ky
A mais provﬁvel condigao macroscépiea do sistema compatfvel com
(10) sera dada pelos numeros de ocupagao ni(ql, qZ,...qn) rela-
cionados com o malor termo da soma (9). Esta soma pode sempre
ser escrita como
W(qlng,o eeQp )= f(qlsqago . oqn)wEli(qlo R oqn)’e . ..ni(ql,o. .qR)] +(11)
onde £ e uma funcao adequada dos valores das grandezas Qp9Q5300.Qp -
Se admitirmos que f(ql’q2’°°'qn) e sensivelmente diferente de
f(ﬁlgﬁé,ooaah) somente para os valores de qs4p0++, Para os guais
W n{(ql,o,oqn),o,né(ql,oooqni]é desprez{vel quando comparado com
a;[pi(ﬁisoooﬁh)oougg(aio,.§£5] poderemos escrever

f(alﬂﬁag" °°§n) . " .
P(6QIQBQZ3°?° Sqﬁ)g wE}ll(qlgoooqn),aoonl(ql’eooqa)]x
W

X Sql sqanqo 6qn, (12)
1 - »
onde n{(qlgo?oqn)go,onl(qlg.o.qn3 serac obtidos atraves da solu-

cao de ,
' cu(nl,nz,,,,ng) = maximo , , (13)

satisfeitas as condigoes (10). A hipdtese (12), embora razoavel,
nao e de maneira nenhume obvia. Ela nao deve% em particular, ser

confundida com um resultado bem conhecido de Mecanica Estatfsti-
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ca 14 gue diz que a Entropia S(qls qz,.,.qn) de um sistema macrog

cépico pode ser dada por qualquer uma das formulas abaixo:

s .= klIIW(qlg ngaonqn)g
8 =k !n wEii(ql,o"qﬁ)’°"n;,(ql’o°°qn)] hd (14)

Isto ¢ devido ao fato de que £(qqs 9ps.--q,) (que pode ser inter=-
pretado como dando uma aproximaggo do nimero de estados macroseé
piéos Dyy Noyeeehy diferentes de ni, né,.o.ni que contribuem de
maneira ponderavel para W(ql, qZ,oe.qn)) e imensamente menor do
que a rmultiplicidade do estado mais provével ni, né,oouni N de
forma que as duas expressoes (14) sao equivalentes quando o nume-
ro de partfculas tende para infinite. & claro entretanto que (14)

nao implica de forma alguma na igualdade, mesmo aproximada de

0 ' *
W(ql’qz}oocqn) com w nl(q_lyo ° oqn)’oaenﬁ(qlsoooqnﬂ °

* ﬁste ponto nao foi devidamente tomado em conta ao se formular
esta hipétese em I. A presente formuiagao segue a forma utiliza-

da em JI.

A fim de resolver o problema (13) = (10) e precisc antes de

mals nada saber como w e as grandezas ngooan,legoo,K dependem

P
de Dy nz,..anlo No que concerne a w esta dependéhcia e dada peé
las conhecidas expressdes 19
L 7.y

w(ng sy, ony) = T{ —Jur y ( Estatf{stica de Boltzmann),

=1 n

J it

< L (nj"‘Zj-l)_‘

w(nl,nag..onz) = 1T , @stat{stica de Bose-Einstein),

j= B4 (Z3-1)1 (15)
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1 Zj’! R
u)(nl,nz,...ng) = TT e ] T (Estatistica de Fermi~Dirac),
| j=1 By (Bj-ngh

mas © problema torna-se bastante mais complexo no que se refere
aos Q e aos K, pols teremos diferentes dependencias para cada ti
po de grandeza cujas flutuagSes queremos caleular; dependéncias
estas que podem ser suficlentemente complicadas a ponto de tor-
nar ¢ problema 1nsolﬁve1. No capitulo seguinte deste trabalho,
entretanto, vamos apresentar um tipo de dependéncia bastante ge-
ral para o qual o problema (13) - (10) pode ser resclvido e os

coeflclentes Eaj calculados.

I-b) 0O Calenlo dos Coeficlentes ¥

LY
Vamos considerar agora como nosso sistema de interesse uma

mistura diluida de s gases diferentes. Nestas condigdes e possf
vel, na malor parte dos casos, substitulr as somas anteriores s§
bre os estados das partfculas por integrais, a cada estado correg
pondendo 1uma extensao h3 do espago u(espaco de fase de uma parti

y 16

culs . Os numeros de ocupagao m& (pumero de part{culas do
K-gsimo gés contidas no i-esimo grupo de estados) serao entao
substituidos por expressoes do tipo ?k(EZ'E)GEx d3p, que dao o ny
mero de partfculas do k-esimo gés no elemento de volume d3x 63p

que contém o ponto (X, p) do espago .

A fim de escrever o problema (13) - (10) nesta nova linguagem,
comegaremos por hos lembrar que devido ao fato das partfculas de
gases dliferentes gserem distingu{veis, o péso estat{sticc cu(n%)

» -
dos numeros de ocupagao n% pode ser expresso na forma

13
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8 .
w(ag) = TT w(nf;.cmd ), (16)
3=1 !

& ~
onde ‘”J e dadoy conforme © caso, por uma dag 3 expressoes (15).

Da{ segue-ge que

G s

n w(n¥) = > In w (nj, njgn”nj ) -3 G.(p (E,;))aax&p,
i s B 24 WA

=1 3=1 (17)
onde substituimos as somas gue aparecem em ﬂnu)j\ pelas inte-
grais correspondentes, Gj sendo entao uma fungao que depende da
estat{stica obedecida velas partfculas do jwésimo géso No que
diz respeite as condigSes (10) admitiremos que tanto as constan-

tes Kﬁ como as grandezas Qi podem ser escritas na forma
s
- e
Ki(Pl’PagoooPs) = Z‘J‘¢ij(xsapj(xsad3x d3p’ . ..-,
=1

£ = 1324000Py PHlyosopHh g (18)
onde, para simplificar a notagﬁb escrevemnos
Kot P13P2s e oPg) =Q5{pyappsroocpg)s § = 1 25-00m.

A formsa especial de (18), ainda que bastante geraly restrin-
ge o campo de aplicagio da nossa teoria, uma vez que ha importan
tes grandezas risicas que nao podem ser expressas desta maneira.
Entre estas destaca=se de uma maneira especial o potencial de
interaggo entre as partfculas do sistema,; 0 que faz com que 0
tratamento posteriormente utilizado no estudo dos gases cujas mo
leculas se dissociam seja valido apenas quando a energia de inte
racao for desprezivel em comparacao ecom a energla de posicdao no

espago }A(Cinética mals potencial externo).
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Vamos agora introduzir a hipotese correspondente a formula (2):
Chamando de pja(§:§3,j = 1,24...8, as mais provaveis distribuigoes
de partfculas para 08 s gases enm questﬁo (correspondentes aos nﬁmg
ros de ocupagéb n;), obtemos expandindo_(lV) para pJ préximo de
Piot
In w(Pl’PZ"“Ps>3ﬂn‘”(910?92@""Pso) >

s
1 " 2
-3 > GJ(pja)(pj-pJG) a’x &p , (19?
§=1
onde o termo de primeira ordem & novamente nule, pois (P1o1Pog e+

9903 foi admitido corresponder & um maximo de w com a segunda das

condigoes (10). Introduzindo as notagces
— u — _
Py(EE) = Gy(pyo(FiPIHAKy =0 1= 1525000y py=Pyo = hys
(20)

AKP+J = QJ(P]_:PZ,..-{DS)- QJ(PJ-Q,PEG’G.'FSG)::AQJ 3= 1425000

o problema (1%3) = (10) pode ser escrite na forma seguinte
3

U(hyshyse.ohy) = S0 PJ(E,i‘)h%f(i’,ia') @x @®p = mintmo,  (21)
J=1

sujeito as condicoes

s

S J.daij(i’,i;') hj(i’,i;')d3xd3p =AKgy & = 112500 ePsiP+lyee.ptn ’(*Z?)
3=1 -

* A condic¢ao (22) pode ser extendida para 0 caso em que Q ou K4

sao dados por expressoes do tipe‘JF(pl,pZ,...ps, Xsp) dsxd3p {co-

mo- fol feito em 1), desde que possamos admitir que somente os t&g

mos de primeira ordem sao relevantes nas expansoes de ‘AQi auzﬁKi.

- . . R T
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A unica restriggo imposta aos nﬁmeros.AKi e gue eles devem ger
pequenos (o eriterio usado para definir pequeno nao sera discuti-
do no momento), conforme sugere a aproximacao (19), desde que, na
turalmente, as s=-uplas (¢113 @izgonaoo.¢is), 1 = 15235000000sc0eDy
sejam linearmente independentes. Istc pode entretanto ser sempre
admitido, uma vez que nao he interesse em introduzir em (27) no-
vas restricoes dependendo inteiramente das anteriores. As p pri-
reiras equagges em (22) ser§G, de agora em (iante, chamadas de
condigées iniciais, uma vez que elas dependem samente da maneira
pela qual o nosso sistema foil inicialmente construide, enquante
que nos referiremos gs n equagges restantes como as condigSes aces

sérias, visto qus elas depandem das grandezas ng ng eool@

n cu-

jas flutuagoes queremos calcular.

Antes de iniciar a solugao do problema (1i3) = (10) na sua for-
ma restrita (21) = {22) devemos ter sm mente o fato de que -
Pj(§:§3;gog J = 152500039 pois do contrario seria pessfvel esco~
lher fungoes hj(§;§5 que, a0 mesmo tempo qus satisfazem as condi-

gaes (223 sac diferentes de zér@ apenas ncs pontos em que
P;] (X,p1<0C, 0 que acarretaria U(hys hysae .,hs)< 0, contrariando
nossas hipc;teses° Uma vez estabelecido este ponto s comecaremos
por lembrsr que as fungoes maximals h;(?yiﬁ do problema (21) podem

ger egcritas na forma 17

T, e auie j
hj(x9p3 = Z: 1'}_ 4—”: 9 3= 14290043,
=1~ Fyleop (23)

onde os li s2c Os multiplicadores de Lagrange do problema. Subs=-

tituindo (23) em (22) obtemos um sistema de p +n equagoes linea-
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res para as p+a ineégnitas Aia

p+
E:: Cij Aj =4§Ki 9 1 = 1323000P9 PFlse.opDHy (24)
J=1
onde
01322 a’x 47p . (25)
k=1 Py

A partir da propriedade do determinante de Gram 18, podenocs
concluir que det cij> 0 (o mesmo resultado valendo inclusive pa-
ra os menores diagonais da matriz C), o que implica na existen=~
cia e unicidade da solugac de sistema (24): 11= Ri(AQl, AQE, 0o
AQR), 0 valor minimo U(h:;_, hé,”.h;) pode ser emtaec achade a-

traves da substituicao de (23) em (21):

s p+n lizj (Pik qojk
U(highé’ooeh;) = z:: Pk E d3x dsp =
k=1 1,3=1 PE
p+a p+n p-!-%
= 2.__. Xi Z___ Cij 13 = : ’-1’1 AKi ’ (26)
i=1 J=1 i=1

onde utilizamos (23), (24) e (25). Substituindo em (26) os valg
res de 1, tirados de (24):

p+n
1 = -1
A, =2 (C TR (27)
. j:l
e usando o fato de que /.SK;j =0 para J = 1925.-.p Obtemos
n
t t LR : =]
U(hlg hz’ooohsl - (c )p+i’p+j AQi AQj ] (28)
igj=1
que e uma forma quadratica definida positiva nos AQ, uma vez que

Pj(?,";?)go; E possfvel demonstrar diretamente que (28) é real=

mente um minimo de (21) com as condigoes (22). Com efeito, seja
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hi(i’-,?) = h;(x,?ﬁ + 81(}:9;5 i= l_’ZgoaoS (29)

um conjunto de s fungoes quaisquer que satisfazem (22). Substity

*
indo h; em (21) vem s

* _* *._ g 1 T 'a 3 |
U(hlgha,ouohs)_U(hlghajoovhs)+2 Z Pj j j d X d p -+
§=1
+S- P e2axadd . (30)

3~
J=1

0 térmo médio no segundo membro de (30) pode ser, com o auxilio

de (23), escrito na forma

3=1 J=1 i=1 J
P4+ S
=2 g Ai. } jéij 8,‘] dsx d3p =0, (31)
i=

uma vez que . J‘Pij ax dBp C, pois tanto hla hzgoooh como

hl’ hZ,“oh satisf‘azemg por hipotese, as condicoes (22). Substi
tuindo em (30) o resultado (31) e lembrando que Pj(x XpJ)> 0 segue
-se que

* * % v 7 ¢ . .
U(hls h29000h8)>8(h19 hzgooo hs) 9 (32)

que & o resultado que queriamos demonstrar. O sinal de igualdade
em (32) implica por (30) e (31) em Ej(?,;) = 0, ou seja h;(i’,';':') =
= h;(f,fy’), o que mostra a unicidade da solucac. (Como ja foi as-
sinalado em I a afirmagao matemé’t;ca, Sj(i’,‘iﬁ = 0 quase sempre)

nao possuil nenhum significade ffsice).

Voltando a expressao (28) podemos esarever tendo em vista (19
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n
r Ty o 1 : =1
En w(Pl’pZ"..PS) - p.n W(Plogpzo’uo .PSO)-E (C )p""i’p"'jAQiAQj,
1,3=1 (33)
0 que, admitida a validade da hiﬁétese (12) nos fornecs

n )]
— 1 ]
P(éql,sqa’aoogqn)-A exp - E : (e )p+i,p+jAQiAQj 8q16q2..°6qn.
1,J=1 (%4)
A expressao (34) e exatamente igual 2 (3), com & vantagem, entre-

tanto, de ter os coeficientes da forma quadrética perfeitamente
determinados. Comparando (3) com (34) vem:
P =1 _
Eij - k(c )p+i’p+j’ 1’3 - 1’2’00011’ (35)

”» rd ”
formula esta gue sera a base dos nossos calculos futuros.

I-¢c) 0 Calculo das Flutuacdes

De posse da expressao (35) sera possfvel escrever a flutuagao

AijﬁQddada por (7) diretamente em térmos de grandezas conhecidas

que sao, no caso, 0s elementos de matriz Cige Chamando de (El)n

a submatriz formada pelas ultimas n linhas e colunas de 51 podemos
escrever de (7) e (35):
-1 =1
R AT = (8 )n]” s 193 = 152pmeem (36)

fiste resultado pode parecer estranho a primeira vista, uma vez que
ele parece sugerir a possfvel dependéncia de Eﬁ;ﬁﬁ; com todos os
elementos de matriz Ckgo Evidentemente isto nao e possfvel pois
a interacao entre Q e Q4» dada por E@;ﬁZﬁ;, so pode depender das
funcgoes ‘191(2 que expressam as condicoes inicials ou entao as i~esima ou
j=esima condicoes scessorias.A expressao (36) deve entao simplificar-

LY
se de tal maneira que os elementos de matriz referentes as outras
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condigSes acessorias desaparegam. Isto & realmente o que aconte-
ce como mostraremos a gegulr. Para tanto faremos uso do lLema abal
xo: 19
Lema: Seja A" o reciproco de um certo determinante A. Seja M um
menor de Af e N o complemento algébrico do menor de A que e homé
lJogo 2 M. Se M tem m linhas e colunas vale o seguinte resultado:
M=nNa"t, (37)
a,b,cgaoooooooool
a’yb?' 3G 90000000 f?
formado pelas 1inhas a; by ¢y ooo & & colunas &ty bty C9ecs L°

Chamando agora A a0 determinante menor

s
de uma certa matriz A, e de A ao reciproco de A obtemos de (Z6)

s & - 1,250001“1’1+1’n..n
&y (@)
43 ij - ( 1314_3 n 19290003“1’j+1,°0°n

2

2oy My = Eﬁl’gz -

det(TH) get (T1y,
(38)
onde C* . ;
=1 N =1 _ p¥isp+
[(c 3n_|ij = (CT )y pey = (39)

det C
Substituindo (39) em (38} segue-se

* < P"'l oo op""i"‘l 9 p+i+1 joe op""‘n>
c

N p+19000p+j‘19 p*’j*l ocop"’n
8Q40Q = (-1Y1*get ¢ ‘ . . (40)

* p"‘lcoooooop""n
c
p+1000000ﬂp+n

Por outro lado, usando (37) obtemos
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p+lec.pHi=l péidle . 0" _ 142...pyp+i
c* ) = M eete?E o <
p"'la 3 ep"'j“l,p""j"‘lo a op+n 1 ’20 L op ﬂ)""j

p+1’aoop+n - | 1,2,°°°p
- >\ = (detc)?L ¢ ( T, (41)
+19.°°p+n '\:.1 32’00 op

De (40) e (41) segne=-se por fim

-

c (3.32’aonp, p'a'i
N 15230000y DPHJ

AQ, M, =
Qi Qj C(lg?,o.oP)
1329uoop

s

(42)

0 que da a flutuagﬁc AQj.ﬁQJ diretamente em termos dos elementos
de matriz ckﬂ’ Note-ge tambem gue entre éstes elementos de matriz
somente aqusles acima referidos acham-se efetivamente presentes,

o gue completa a nossa demonstragac.

A férmula (42% revresenta exatamente o ponto onde querfamos
chegar na primeira parte d@sta trabaliho: uma expressgo que de o
valor de fiﬁgnﬂﬁg em condi¢oes bastantes gerais,; tanto no que se
refere ao tipo de grandeza Q como nc gue Jdiz respeitc aoc sistema
ao qual elas estac associadas. Neturaimente que o prego pago por
8ste resultado, comoc ja foi dito na Introducao, consiste no uso
de hipoteses ((12) e (193) cajas condigoes de validade ficaram em
aberte. Deixandc para o Capftulo IV uma Giscussiao mals detalhada
das mesmas, vamos procurar escrever (42) de uma maneira mais ade
quada ao estudo de suas propriedades e também a comparaq&o com os
resultados de outros autores. Para cormecar vamos escrever os ele
mentos de matriz ckE de uma maneira que ponha em evidéncia a sua

dependéncia com as grandezas @ e X,

Lembrando que w(pys ngooops3 e estacionario para Ps = Pyg?
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com as p primeiras das condiqoes (18); podemos escrever por (17)

G (pj ) + Z Ty ¢ij (43)

onde 0s DUMETOS 7y sao os multiplicadores de Lagrange. De (43%)
venmos que a dependéncia’em (f; 33 das fungSes pjo vem apenas atra
ves da combinaggo linear }5(§3p = E 0& ¢Hj(§np 3 de forma que

, =1
(43) tambem pode ser escrita como

' ; —
Gj(Pjo(f‘;}” + Py =0, (43a)
Derivando (43a) em relacao a jy vem
n apjc‘ N
Gj(Pjo) +1=0 OU,
a’-lj
1 1 ano 1 apjo
= = = meeemess D om e =lasoansg 1=1’2’oqepo
—p " 3 $ j ?
Pj(x’-ﬁ) Gslpyy) oMy q’ij 73 (44)
Substituinde em (25) o resultado (44) segue=-se:
s [‘i’ik ®ix Pro By 33
Cijz- : ¢ a d P9 ijj 1 soaePQ p+1,¢00p+n,
k=1J kO 'm .
m - 132,3ooap 9 (45)
donde, tomando conforme © caso m = 3 oum= }J obtemos
aKi aKj
- T B e e para 1,] < py
a7y 3%,
- — (46)
Ci3 © 1 2 y
- —— ara i
8% P <Py I> Dy

onde foi ufilizadd'o fato de qué devido as nossas hipoteses Epf£=
Qg Qg(plo pao,...pso). £ claro que substituir diretamente
(46) em (42) em nada viria contribuilr para simplificar esta ulti-
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ma expressao. Para fazermos uso de (46) £ mister que (42) seja

escrita numa forma diferente: Tomando em {%7}

132yesopy pri py ptl 3239+ +D~1
A=C - s M= obtemos N=C
1323000D9 P+ ps p+i \132300.D-1

em= 2; e, portante

. 1,2,..op-l,p+f\c 323e¢oD"1 4D ; 132 90 00p=1,p+1 1,2,...p~1,p )
13230000~19Dp+)/ \132500eP=lyp/ \192300eD=1gp 12900 P=1,p+]

192,oonp3p+i ‘)Egaocp-l
= C \ G ’ (47)
1333»«-?3}3"",‘? lgagaeop"’l
o | . | Y !13230.:. I
que, uma vez que C \1 P,“of £ 0, nos fornece

C .ljasoocpgp*i‘\) C('igagoucpm”l;p“!"i\t G/lg?gooop"’l p"'i u 15.29»:«;}3‘19?
192300opsPt]] “A\ly2yocop=lyp¥j; \l9ZaeeeP=dsD [/ 1192yce0p=1sp+]

(1,5.9.991)) C -19?_9&:::0?“1) n(l ?gooopml C(‘lgagooap‘“’l’p
ls29000p 1250001 \ig?geeapﬂ'l 142530cop=1yp
(48)

Esta expressao gquande comparada com (427 parece a primeira vis-
ta sugerir que © termo final do zegundo membro da & variaggo em
m quando se pagsa do c¢&s0 com p condicoes iniciais para aque-
le em que 50 existemp menocs uma deles, Istoy contudo, n&o e verdade,
pois quando se retira a pwésima condicao inicial as densidades ""?jo
variam, 0 que ven alterar o valor dos elementos de matriz cij’ in=
validando portanto o raciceinio acima. Apesar disto a expressgo
(48) possui realmente wn sentido fisico bem definidoy conforme mog-
traremos mais adiante guando discutirmos ¢ papel das grandezas can§
nicas na teoria das flutuagoes. Por ora nos utilizaremos de (48) a

& A
penas como uma formula de recorrencia gque nos permite escrever (42)
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¥

de uma maneira diferente. Com efeite, repetindo p-1 vezes o

p:_-ocedimento que nos levou a (48) obtemos nosso resultado deseja

do: ‘ A
_ 1,2,...29134-1) 15250e0 Ly };:4-1)
W _ C E c(l ?’-ool,z*‘l C ( ’2’000 9, p"'j (49) .
1 j p+i 9P+J 1=0 1 ,299 ° 92 923 soa Q’ 2"‘1) ’
122,000,‘ ,Z’chol, l"'l

onde adotamos a convengao C(izgz““%) 1 para 4= 0. Podemos a-

gora por meio de (46) introduzir ums interpretacgao matematica a-
dequada para cada um dos termes de (49). Para isto utilizaremos
as fungoes K @9 755000 'Yp)' que sao obtidas considerando-se as
distribuigoes pjo(;’i{) dadas por (43) como funcoes dos multipli-

cadores de Lagrange. Tomando as condicoes iniciais 1 = 1,25...4,
Ki(q’l’ 723000 7p) =ki, i=1’2’uoo Ae’ 4?,(13, (50)

admitimos que seja poss{vel expliciter os £ primeiros o na forma

71='Yi(k19k2’onok£, yﬂ(*l,oon'rp)’x.iglgag_goon’ ;-4&‘,; ”hf 6o oW (51)

obtendo~os entdo como fungéo de ks Kyseeoky © dos p-i multipli

ecadores restantes., Introduzindo a nomenclatura

27y 3
-3-’;; 2 ) ’Wt e kpreesdys Vypgaeee¥pdy 1519250008y

t = ,Q“"l, 1*2,..»1) 3 (52)
obtemos substituindo (51) e (52) em (50) e derivando em relagao a
Tg AU 3K

h| i
> e— *a'*; *;-” 50y 4% 1y2ge0ede (53)
i T\t ™
Langando agora mao de {46) podemos escrever:
373
E C — == Crgr 1 =1929.., 1 &(54)

i=1 ' &Ly
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Aas /1§i%> . A éo-
1

I d o o
que e um sistema llnear de equacoes nas incognitas\\aw :
t

lu(}go é: a,a. C 1,2’§o¢otnol‘oaoostoooﬂ
3 \1,2,...3 “1s by J4lyeaeld (s5)
f’ﬂt ' 1’_23-:»00-&0?; ) ?
E’ \ 1.,29.1...00.0'?;
dqi s L
Calculemos agora.(F;; £~ ::; Qi(ql(?ﬁ+1""yp}’ ...wi(?i+1,.,.wb),
‘q./?,"'l,.‘. 'J"p)z
Usando (46) e (55) obtemos
-l - - - ,2,0.....0;-&00..005\
qu ] 2 (}51 03’3 s aQi i- . (1 2,.,.j—l,b,j+1,..,’£j
T Pt T 2 Gy e -
c”g . (ﬂ'r F(‘}d} ’83 - j,p l 2 .u-oocg
t f‘ le J t )9. t j“l ’2:.'...‘{7

- Ct,D“'i - (56)

transforma~se em

?’Oou.oociiuncouon‘z‘\
Uma vez que CG: E’OOGj""l’t,j"'l’coo }
CC}:%Z"‘%Li;iii;:%‘l’t‘ através de }-3 trocas de colunas, e gque
( 1) = -1)“”j, obtemos de {557:
‘ C(j-’zfﬂ¢"-""“"£ 1,?,\

4 142 ~133+1 )
9,"‘14'5 J.’ ﬁs.c:j 'j_] 4 l
-[2— (-1 Cpr1, N *
J": {1 /},?,o....},;}
L_ i‘1. P’oaauoif
1’2’-.09\ ”n (1,2’..0@3 p+i\
c(l,a,»th fl \J 9?,.-0?;55 t }
’ (57)

+C

p+i’t c(l’z’.-i.f\l C(l,??.o'ny\
l’a’t."f_j l,f,,npc,? }J

© que, no caso em que t = I+l nos forhecs:

l’:...’aornsc‘yy‘,, p"”{) /2‘51 \

K.L)Z,-...--o?; ,«,""1
C(i,&,--.-a..\;?) ‘,"J q?-‘-/?‘

’2,0--0:.&‘-’.

~ »
Usando (58 e outras expressoes analogas podemos escrever (49) na

f'orma



26 ,351 a-q'j
B\ gy fp\ M1 g

AQy AQy = Cpyg say + 2 - ' .(59)
l:O : ( f,-f-! _ .
\ 7741 /p "

a gqual nos fornece finalmente Kﬁz_ﬁﬁg como funcao mails direta
das grandezas Q e K. Nos casos em que 1lidamos com poucas grande
zas K & mais conveniente escrever(?%%;l+l)Lindicando diretamente
as grandezas que sao consideradas constantes no processo de derl

-~ 4
vagao, isto e, escrever ou en-

3 )

A7 -
Q L 1 Kl,...Kl’g 7£+Zvci%

tao simplesmente 1//%?1+1 Kl?‘°°Kl Uma outra expressac de
(42), diferente de (49) tambem sera utilizada er nossos calculos

futuros. Zla e obtida escrevendo (48) numa forma diferente:

c (1’23---13:13"‘1)

1525...09p%)/
c(nggooop)
.192’ooop
,Z,..opwl,p"'i C 1323.:913-191)4'1)0 1,?.9o.op-lpp
1’290--P-19P*J 152900ep=1yp 192900 0D=13p+]
C (I’Z’OOop"l c lgagooop-lgp'l'i c 1,2,,.-.13-1,1')
1,2,”.9-1 ’Zgooop'lgp"'j ,Z’g...p-lyp

(609,
a qual através de p~l repetigoes do mesmo processo nos fornece

¢ 1,2,...p,p+1)
. 1aZyeeopspty/

c (1’2’.0lp -
1’2,"'p e

- ' iZ -u!jp"'i 1,2 aoo’,l*l .
p 1 c (1;22300.‘,:‘,4‘1) (1:&:”‘1:p*3) ‘
Cpet yp+y I“T - 1925000 L5+  af192seee fod1) | e
’ vasky se e
0 ¢ (1$ :-vvlsP*J)c(l:Z;”'Q’L+1)

A interpretagio dos térmos de (61) serd considerada no Cap{tule II
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CAPITULO II - Comparacdo com Resultados Anteriores

A fim de comparar nosso resultado (59) com oubros, obtidos
com o aur{lio de métodos mais preclsos, ¢ necessarie particulari
zay nossas expressges para aplieé-las aos casos mails simples qgue
se tem mostrado scessfvels aos tratamentos mais refinados. Para
tanto escolheremos quatro exemplos gue Jjulgamos mais interessan-

tes e que serao tratados separadamente a seguir.

II-a) FlubuacGes na Energia

Vamos considerar dois gases A e B contidos num recipiente de
parades impermeiveis e nao condutoras de calor. HNestas condigaes
08 numeros NA e NB de part{culas em cada gés & a energla tetal E
rerménecen constantes, o gue nos leva a8 escrever as seguintes con
dicoes inieials:

[QA(§5§5 ax a’p = Nys

J‘PB(;EE) % dsp = Nps {623

[a3
]

¢y Pp(EB)a%x adp + {"’*B pg(XsF) &°x @p = E ,

onde €.(§:§3 e S4(X,p) dao respectivamente; a energla de uma par-
A B'\X1P !

tfcula dos gases A e B guando na posigao X e com momentum p. Pa

et a N &
ra condigao acessoria escolheremos & enerpia total do gas A:

Comparando (62) e (63 com (18) vemos que o nosso problema correg
ponde ao caso particular em que s = 2, p= % e Aax1l, sendo as fun-

goes ¢y, dadas por $y3 = 1, 495 = Oy by = 0y by = 1y By 7 s
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c{:_j,a =€py Pyy = €49 Py = 0. As densldades py e py, deverao, de

acordo com (43) satisfazer

|
o

Gulppe) +ty +Be(FP) = 0,

, (64)
¥ - —
Gglppy) * %y -s-[seB(x,B’} =0 ,
onde, seguindo a nomenclatura usual puzemos ’}’1 = °¢1, 72= “2, ‘2’3? -
De (64) vemos que p, = p (ot +Pey) e pp = pg,les+ P&y)y donde,
pela substituicao destas densidades nas condigoes (62) obtemos as
fungSes Hﬁ(ﬁsﬁ)) NB("LZI,p‘)g EA(QI’P) e E(alyazsp) = EA(dl’ P) +

+ EB(OLZ,]?»). As expressoes (44) escrevem-se agora

1 P ( : 1 0 . 1 pe)
.....zt_—--—-»a,.;.]?.e I o e o, +(3€
P, 2 e, ap L A7
(65)

1 dppg . spe,) 1 %Ppo (s .
— 2 e —ee (o +BE,) T m e e (A, + (€

2 *PCp 2*PEg) s
Py o, €g 2

enquanto que Os elementos de matriz C;,, por (25) e (65), seo da-

dos’ por o =
J‘d3x a’p oN, [ a’x adp Wy
c = = w 14 = ——pemee T o S
11 ] “22 9
Py dory J Pp et
aox dBp R 9, N,
Coaw = Con = Oy Cog = 0pa = | € . E w e T e m—— T e ——
12 T a1 r byg T bz A ’
2 i 2 %y ? oy Ip
3x a3p o By Wy
Col =(._ = S e = om e T m e o (] ¢, =0
2 2 B L7} 42 !
% 3 PB 'ad,a 3&2 2p3
(66)
| 5 #x &p Ox aop E
33 P 2B
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ax d3p 3E 2By Ny
' =0, = (£, ~———a = A
1 41 A ) A -
4 J PA voly 3«,1 3Fﬁ
' 4% a3, - IE 3. 43 oF
> d-x d”p A > d-x d-'p A
d =0 = |8, —ee— D e ' = 18% e = ,,.....';_.
34 43 | A Py 3 ! 44 ) A P 35

A flutuacao (QEA)2 de E, pode ser calculada por (42) e (49):

Gy O €3 Cyg
0 Cpp Cpy O
C13 Ca3 C33 O34
— Cyq © Cgy Cpy
('\.E ) = =
A 0o ¢
Ci1 13
0 Cpp Cpx
Ci13 Cpz C33
2
Cigy O Ci3z
cyy © |2 O Caz Ce3
2 C..0 ¢C
C1a Cia © 14 34
= C - C - - =
44 = B
011‘ o Cyp © Ic11 0 c11 0 013
11 .
0 Chpl [0 Cppll0 Gy Cps
|C13 Co3 Cs3
c Z
cZ, (534 - g2 Oy,
e - A 11 4 (&7)
44 - §

ou, utilizande diretamente (59):
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B CE% () & )
)2 = A 3d2 Na NA 9 Ng

° (68)

(2B, N N
A ( B) | aﬁ Ny s Ng
9oy \da2/ §,

O terceiro termo do segundo membro de (68) e nulo como & facil de
ver comparando-o com o térmo correspondente de (67), ou entac sim
plesmente notando que nem EA nem N, dépendem de az° Pelas mesmas
~ rJ . a
& - n o (o] imo o] //
razoes segue=-se que © numerador do ultimo termo, ( 2 HA: Ng
P

pode ser simplesmente eserito como( /?'>N o
A
obtemos de (57)

1.2 3) - (BEA) 2
c( j L § C i3
1,254 13 A \dx
KA, Ny

or outro lado,

C
34 14
c(i:i) 11 (5 Ny
adl
0 que, quando introduzido em {68) nos fornece afinal
-
oF (afé
m-—w“é' A 2B KA
(AEA3 = _é—[; Im"(z_E-'mm ’ (70)
| Ny 28/Np sNp
que € um resultado ja conhecldo 205 Zlo E claro que poder{amos

ter obtido (70) diretamente de (68), sem precisar escrever as exe
pressoes de (64) a (67). Existem contudo duas razoées para repe=-
tirmos neste caso particular as passagens utilizadas na déduggo
do caso geral. A primeira prende-se ao desejo de tornar mais com
preens{veis os calculos do Capftulo I, e para tanto,; nada meélhor
gue um exemplo bem conhecido onde o leitor possa esclarecer suas
possfveis duvidas sObre o sentido das notacoes anteriores;as quais
talvez ainda nao tenham sido expressas na forma ﬁais conveniente.,

A segunda razao esta ligada a ordem cronolggica em que foram publi
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cados alguns dos resultados da presente tese, O que acontece e
gune o resultado (70) foi demonstrado em I de ﬁma maneira particy
lar, pois o tratamento para as misturas gasosas e as expressoes

gerais (42) e (59) so foram introduzidos em II. Assim sendo as
expressoes (64) ~ (67) serao tambem utels para efeito de compars

c&o entre as duas maneiras de proceder.

II-b) Flutuacdes no Numero de Particulas

Vamos agora estudar a flutuacao das grandesas do tipo Ny ,
que d&o o nimero de partfeulas de um dos gases do sistema na re-
glio 2 do espago . As condigOes iniclais serac as mesmas (62)
da Seg¢ao anterior, enquanto que para condigoes acessérias egcolhe

remos

NAQ = J.g‘a (?9?5') PA(S’?;ﬁ) d3x d3p,
r -
I’aﬁg‘iz jgg'(?,.ia,} PA(K’E;) d3x d3rn\, ('71)

onde Zg, 4g e gon valem 1 guando (Xyp) pertence respectivamen=-
te 2 R,Q' ou 4"y & zero em caso contrario. Neste caso temos entao
s=2, p=3, n=3, com os seguintes valores para as fungdes

Prgt Py = Lo Bp = 00 Bpy B 05 By =1y Py Ty Py <€ s

ba1 4o s Byp =00 By =g 2 55705 B4y =0» B4, =4ge  Supomdo que Qe
Q' sao disjuntos (<& 2o+ = 0Y obtemes utilizande diretamente a ex

pressao (59):



- Woo\ [ Nao
("‘“"“‘““"‘“’“’)2 Myo doty 2B )NA (o2
N, -=H S (TP PP RIS 2
AQ™ TAQ Do, | N am\ ?
-’,.,'Af y l \ -—:é’:- e
\ %1 / \2B/ma,Ns
Vv oap B v

€%

e ,‘;'_"" & . ot .
. aHAn 3H
(2

(Npo= By )Wpo, =Nyg,) = - E) y (73
A L}
; S B
et e a T s 3
. frd o I S aHAQ GRBQ,,
C— 2B N, \ og /mp
(Nyg-Nyg)(pgn = Npgu)= (74)

(B
2F /Ny ,Ng

resultados estes que concordam com og obtidos por Darwin e

Fowler 20322,

Deve=ge levar em conta, 80 fazer esta comparagﬁo,
o fato dos resultados de Darwin e Fowler serem validos mesmo quan
do se usa a formulaggo Quﬁntica do problema., Asgsim sendoy em vez
dos numeros Ng aparecem ©s numercs de OCUpagao a,. 40 r-6simo es=-
tado de energla de uma partfcula, o que faz com que os primeiros

membros de (72}, (73) e (74) sejam escritos respectivarente como
*

- — = - = -
(gr- ar)-g (ar arj(asw as3g (r s}y e (a, ar)(bs bs) .

* A notagao por nos empregada tambem difere da de Darwin e Fowler
que usam no 1ugar de o e p respectivamente A= e e B = B.

fstes fatos nos sugerem que 0s nosgsos resultados devem concordar

com os de Fowler apenas no caso em que a energla media das partf—
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culas corresponde a um nfvel de excitacao muito elevado( espec-
tro quase contfruo). Na realidade isto e exatamente o que acon-

tece embora nossas formulas (70), (723, (73) e (74) predigam a

dependgncia exata de QAQ)E com as derivadas de § em relagac a «
e P . A dificuldade val aparecer quando, de manelra consisten-
te,y formos calcular a por melo das densidades Pjo tiradas de

(43). A{ entdo sera preciso levar em conta & restrigéo acima pa
ra obter o acordo entre os deis metodos. Hsta questao sera dis-

cutida com detalhe no exemplo considerade no Capftqlg_IV, onde

<

A -~
estes resultados serao demonstrados.
.

Vamos agora tratar da aplicacdo de (42) e (59)H0s sistemas
em que ha dissociacao, isto e, sistemas cujas partfeculas podem se
dissociar e recombinar novamente. Consglderemos como exemplc o ca
s0 de trés gagses compostos respectivamente das partfculas A, B e
Cy as quais participam da reagéo qufmica reversivel A+ BZTC,
de forma que nehhum dos numeros de part{culas NA, HB e NC permaneg
ce constante no tempo., Partindo de particular forma da reagao
quimica escolhida, supondo que a energla de interagao entre as
part{culas pessa ser desprezada e admitindo que a energia total

permanece constante obtemos s seguintes ccndigSés iniciais:

K

i1

T e 43
NA+HC“J(PA+PC)dxdp s

i

> NB:*RC = I(pB+-pc)dBX dBp ’ (75)

Kz = B =j(€ﬁ Py *Sp Pp *€¢ P¢) 4% &1 ,
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onde Par PR © Po 380 as densidades de partfculas RO espa¢o y para
cada um dos trés gases e E ¢ a soma das energias. Para condigae
acesséria vamos escolher uma grandeza Q, que depende apenas da
distribuigao das partfculas do gas A: .
Qs =J ¢ Pa dsx dsp o (76)
De (75} e (76) obtemos os valores das fungoes 4’133 4>11 =1, <b12 =
=0, 4’13 =1, 4’21 = 0, ‘1?22 = 1 ‘1’23 =1, ‘1’3‘1 =€,y ¢32 = €B¥ ¢-53=
= €4, <P41 = ¢, 1=42 = 0, <i>43 = 0, dos quals se pode calcular o0s e-
lementos de matriz Cijo Uma vez éstes conhecidos podemos utili-
zar (59) que nos fornece:
(ﬂf (ﬁ‘f ( 3&.)
(AQA)Z = -‘ﬁ$2 32&2 aox &p + N + \372/Ki + 3 ) KoKz ’
o ) (N
. Ly g} (372)K1 3?3?)K1’K2

(773

onde pA(z?,'ﬁ’) e o argumento de Proe Vemos portante que devido a
relativa elasticidade das condigoes (18) os problemas onde existe
dissociacan sao tratados de maneira ané’loga aqueles em que © mimg
re de part:fculas em cada gés e constante ; bastando para isto escrever
as oondigoes iniciais compatfveis como tipo de reagao quimica observa
do. Se em vez da reagéfo A+BLTC tivéssemoss por exemplc, A +

2B <= C, terifamos para cendigc;es inicizis: Kl = NA + Nc, K2 =

= % By + No» Ky

O problema dog sistemas que admitem dissociagé’o tambem foi

]

E e assim por diante.

considerado por Fowler; o gual, para um sistema de gases ehedecen

do a Bstatfistica de Maxwell=Boltzman, obteve © seguinte resultado

para a flutuacao no numero de partfculas do gas A 23
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E:q ﬁ}} Nc 2in ¥

- o= = ~=3
gL AR Ko -l % s
N = R on
A =7 B I ? ’
KK, -8  _[_2E . aba K, ofn x\2
o a'r,z ﬁ gﬁ-w, ;ﬁ . =7 2 7‘2

AYBYC KoK, - NG 3

onde k = “Aﬂg/% e chamada constantes de equflibrie qufmica. A ex-
“C
pressac (78) pode ser obtida como um caso particular de (77), de-
ap

. - . ? A o S .
vendo-se pars iste tomar ¢ = 1 (isto e, QA = NAJp = -gﬁ; = Pjo J
= A, Be C (Estat{stice 0lassical e rearranjar os térmes da expan
sao (49) numa forma diferente. A simples comparagao entre asduas

expressoes aos mostre tambem que (77) alem de ser mais geral tem

alnda a vantagem de ser mais simples *, AplicagSes igualmente

* A complicacdo da fdrrmula (78} ¢ reconhecids pelo proprio Fow-
ler guando diz (ref. § n. 7595 "This is rather complicated and
there is no wvery simple penerali expressiocn”™. Parece-nos contudo

que (%7) (oa melhor ainds (5957 possul em bea parte as gunalidades

. i
requeridas vor aste autor.

bem sucadidas de {59) pedem tawbem ser feltas para as flutuagoes

-4
= 21 para sietermss rontende varlios gases com formas

25

na energia
. @ . ; E Fad = .
arbitrarias de disseciagac s calceulos ostes que delxamos de a=-

- . &
pregsentar devido a total analogia com os ja ofetuados.

ar s <
Cabe aquil uma observacao & respelte da utilidade pratica do
&£ - & - Y
nosso trahalho: Como e hem sabide ag unieas condic¢oes inicials
# a
que usualmente s& empregan,; pels menos na Mecaniea Betatistica ter

26

Q . 2 4
restre y se referem a constancia do numero de particulas e da e

nergia total. Por iste, poderia parecer, a primeira vista, desti
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tulda de interesse prético a investigagac de um problema que envol
ve um numero qualquer de condicoes iniciails de um tipo mais geral.
Sem gquerer entrar prépriamente nc merito da questgb (que sera ain-
da considerada no Capftulo TIT) nao podemos deixar de lembrar aqul
que, se fossemos nos ater de saida ao tipo de condigdes inicials
dado em (62Y e (75}, dificilmente.chegar{amOS a ume formulacao sim
ples como (42) e (59). 4 rezdo disto & que néstes casos varlos e-
lementos de matriz Cij sa0 nulos, enguanto que outros tem formas

muito particuliares; ¢ que tornaria a descoherts de (42) atraves de

(70), (72Y, (73), (74) e (7)) praticamente impossivel,

IT1-d) Flutuagao no Quogiente de Grandepas Extengivas

ko definirmos as condigoes iniciais (18) 38 nos referimos ao

fato de existirem grandezas risicas de interesse que nao sao sus-

cet{veis de tratamento dentro da formulaga@ agui adotada. Entre
estas encontram=se as grandezas

a(p) ﬁ(%‘;“’} p(ﬁ‘fs"}dfgxcﬁ

Qr{p) f¢ (X3P ) p(rsﬂﬁdﬁxc P

I a
onde,y para simplificar; consideramos um sistemz de um so gas de

(79)

densidade p., Um exemplo de grandeza do tipo (79) pode ser encon~

trado na posigao do centro de massa

3 3
xp d’%x ép

x(pd> 9% \ (80)
[ENES

quando c mimerc de part*culas jp 63x @3p nao é constante. Definin

doM ,/ %‘%—)5 Q(pg‘ sy obtemos de (79):
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A (Q ) [ope?x % [&pg a7 %
e/ [erpeixap [$p, P 3p
f¢<p—po> &% 2%p T 43 [#'(p-po) a%x &p
G- x ‘) p o aat .
[¢'e a3 % Fo J'p, ¢°x &% [b'p a®x a3p
ou entao
AN o - % pa @7 27
A .—_)J?TP &y ij . r¢_ l___Pq - . & ‘\P"' P~) d3x dap ,
& J PP a7 d47p v
o ainda
9 i AWe? .
L el Rt r EALCERPE i PV (p-ps) 6™ . sy
AR ] Cé (PQ) v! Q' {PO} cgl

. . o ; r I
A expressac (A1) sorve de nonto de partids para nme serie de apro-

~ s - 3 - :
Ximagoes p¢?&l§(§?) o Jebendo apennc o termo de primeira ordem em

2 1 f o

e’

: S

Bl o) s o 6w = ) (pop) a7 &Pp v

' ; (o ) i\ ! 2 '
G Q"PG’ A Pa .
(82) -

o gue silgaifica 1o a ccnuﬁgdc infginl (74) pode, para pequenas

nd L

flutvagoes, ser Iraitadsa peolos nosmos metodos anterisres, bastando

- . il
pars lebo introdunir we fungao §3{35¥3 da forma

- 1 f‘ . o ‘éqp()} . - -']
Y GOEY = —eme |BGE) - e b D) (83)
Qv{pﬂ) f Qt&pﬁ)

»
Gomo avlicacan Je (79Y o (82) vamos cconsiderar um gas contide num
- ~ [ s 7
volume 7 e caleuiar a Ilatuagas media quadratica da velocidade do

N #* & "
pentro de mazza das noleenlas do ges contldag numa parte v de V
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(vV)., As condic¢oes iniciais serao

N = ;rp Px &?p, E= ,rep x &7p (84)
J . J
enguanto quey para condigac acessoria escolhereros a componente x

da velocidade do centro de massa de v
jgv vV, p &x d7p
(v (p)> = 9 (85)
jg v P ax d3p

o »
onde gv = 1 para X pertencente a v e ;v = 0 em casc contrarie. Cg

mo acabamos de ver, (V’x(p)) pode, pars fins de caleulo de flutua-

¢a0, ser substituido pela grandeza

] o a3y &3
Ap) = = g (V=X ‘fx(po)»p d’zx d”’p 4 (86)

- 8 AT
hv(poj J

o que, junto com (84), nos fornece

e {\; v, =<V, (p )¢ 2o a’x a’p +
HV(PO)ZJ v X xro ol

(5‘3‘} . /\‘é%)ﬁ (87)

a 9}3’.H

Como as integrals contidas neo numerador dos dois Ultimos termes de

(A(Vx>)2 ~ By =

(87), devidoc a presenca do fator v? sao extendidas apenas ao vo-

lume v, enquante gque zs Jos denoﬁinad.ores sa20 extendidas ao volume

total V, vemcs que &stes termos tender para zero no limite em que

v/V —>0. No primeire tgrmo, por outro 1a60,<Vx(Po}>= 0, devido

a isotropia da distribuicao de equilfbrio; de forma que se puzer=
1

K. .
mos € = sm VZ {ausencia de potencial externo); poderemos escreve=-

=10 na forma
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1 2,6 .2 2 3 2 3 .3
v v
w
_Zj:.a.uv 2 3ﬁv -
= __-' T o — . 88
n No  det n §C 0P

* *
0 valor nmedio de N& pode, pcr seu turnoy ser expresso por

{9.0]

- 3 A m 3/.." n é‘ .

N, = ;v P+ pe) ¢’x &'p = 4n (E) V2V J £° pole+8) at, {(R9)
0

onde €= pZ,«’Zm e §=f€. De (89) obtencs

a'ﬁv % T@
- —_—= — {90)
8 2 B’

. | 1
donde, substituinde est: valor em (88} e lembrando que PB= w7 Ob-

oy
temos o conhecido resultado <.

- kT
AT D) = — (91)
e }%

— » ” »
onde I% e 4 nassa media do gas no velume v
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CAPITULO III - Aleumas Propriedades das Formulas de Flutuacao

ITI«a) O Papel das Grandezas Canonicas

Os resultados obtidos em I-c} nos sugerem a investigacao de
dols interessantes prohlemas:
1l -~ Qomo foi entao demonstrado, & flutuagioiﬁifiﬁ% para um sig
tema definido por p condigoes iniciais do tipo (18) pode ser sem
pre expressa em termos de %(p+2)(p+33 numeros; que s&o 0s elemen
tog de matriz independentes da matriz siretrica C. Esta impor=
tante propriedade de C nos leva a buscar um sentido risico para
0s seus elementos,; ou, de uma maneira mais explfcita; nos leva
a investigar a possibilidade de existencla de certos tipos espe-
clais de flutuacao que sejam iguais a cada um dos elementos de

matriz cij“

2 ~ Observa-se de (59) que a flutuagao de segunda ordem Eﬁ;ﬁﬁ;
pode ser sempre expressa como uma soma de p+ 1 t@rmos onde ti=-
rando o primeire, que nae depende explicitamente das condiqaes.
1n1ciais,'pode=se estabelecer uma correspondgncia biunivees en
tre estas e cada um dos térmos que se Sseguen. Ve-se tambem de
(59) que estes p termos tém uma estrutura especial, estando re=
lacionades com particulares tipos de derivadas de 51 e ﬁj. Isto
tudo nos leva a indagar se esta separagac de termos ¢ uma mera
questao de desenvolvimento matematice de (42) ou se, pelo con=-
trario, a ela é poss{vel associar um sentide ?{sico definido. Co
mo veremos a seguirassuﬂugges déstes dois problemas; embora pog
sa ndo parecer a prireira vista, estfo intimamente relacionadas

entre si.
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A fim de esclarecer as duas questoes scima vamos considerar
um conjun*> de s+ 1 gases, s déles constituinde ¢ gque chamare-
mos de "siztema' enquante que o restante faz o papel de 'exte=
rier"; sendo a uni&o entre o “sistema’ e o "exterlor" batizada
de "sistema total"., Esta separacac do sistema total em sistema
e exterior leva~-nos naturalmente & classificar as grandezas ffs;
cas do sistema total en dcis grupos, um ccntende as grandezas
"fechadas” que so dependem da distribuicds das part tirulas do sig
tema, e o outro contendo as pgrandezas "abertas" gue dependem tam

bem da distribulgio das partfculas ne extertor. Devido a forma

particv.ar das grandezas X, por ncsg censiceradas,

s+l
. [ - = %
KI(PE’ PP"”“'P—‘:?'{“}.) - E_._. éiu ‘C,?ﬂ‘ PJ(X;]-J,)G X ’33p *
J=1
a condicaec necessdria o suficiente para que Ky sefa fechada e que
<#1 s+ 0y sendo Ki aberta em caso contraric. (uande o exterior
9 e

contiver muitc meis partieulas que 9 sistema as grandezas abertas
serdo denominadas candrizes, o que consigte uma extensac natural
da ideia de Ensemble Candrico e Grand Candnico 28. Sende assimo
Ensemble (anénice sers Jescrito por um mimero de p&rtfculas fe=
chado e uma energia eangnica, snquante que 2 Bnsemble Grand Ca-

A ~ A
nenico ambas grandezas ssras canonizasz.

A fim de estudar o papel desempenhado peias grandezas cans-
nicas na Teoria das flutuagoes vamos considerar o caso em gue das
p condigoes iniclais K; = k,y 1 =1, 2, ... Py q 940 fechadas
(L = 1,25...q) e as restantes p=q (1 = q+1, q+2y...p) 880 ca~
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n6n10as; engquanto que as ccndigées acessorias ge referem a duas
grandezas fechadas Qi e @y cuja interaq§043§;K§; queremes calcu=
lar. Nosso préximo passo serﬁ, 13gieamente, investigar o efelte
destas hipéteses sobre os elementos de matriz Cijo Para tante de-
vemos hotar que, uma vez que o exterior contem muito mais partfcg
las que o sistema, a funcao P;il por (44) conters um fator multi-
plicativo grande, ou entao se referira a um velume muito maior que
¢ ocupado pelo sistema. Fste fate faz com que © dltimo térme da
soma (25) para ¢&95*ﬂ.‘¢395+1ﬁ0 seja muito maier.que os anterie-
resy tendendo eventualmente para infinito quande aumentamos inde-
finidamente o numero de partfculas no exferioro Se ao fazermos
esta "expansae" do exterior mantivermos constantes Plo? Pre?e*Pso
(iste é, se mantivermos constante o estado medio do sistema) ape-
nas os elementos de matriz Cij para os quais tante i como J ée re
ferem a grandezas canonicas crescerae indefinidamente, os demails
permanecende inalterados. Chamando respectivamente de C e ¢ & op
dem de grandeza dos grandes e pequenos elementos de matriz CiJ ob

temos de (42):

(lgagooopgp“"i\) (1929“06’5(}*1)
— 1oZ300oapspty: 1929000q59+] 2
AQE_AQJ = —— F + 0 (e=/C) 4 (92)
c (1929¢00p) G (1?2@3090(}
13290001) . .1,,230.0oq

onde o ultimo termo tende para zero quando fazemos © nﬁmerq de
partfculas no exterior tender para infinito. Isto significa que
se retirarmos de (42) as linhas e colunas cerresvondentes a um cep

to grupo de condigges iniciais ¢ novo duociente dara o valor de
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Kﬁ;“ﬂﬁ; quando o sistema e cclecado em contato com um exterior 2
dequade. Bste gxterior, alem de ser muito meier que ¢ sistema,de
ve permitir o livre intercambio das grandezas f{sicas relacionadas
com as condigoes iniclals suprimidas, tudo isto sem alterar o es-

tado medic do sistema em questas.

Para esclarecer melhor o que foil dite acima vamos estudar com
mais detalhe o comportamente do nosso sistema quando pesto em con
tato com um exterlor de extensao infinita. Inicialmente conside-
rarém@s o sistema igolade Jo exterior, tendo portante p condigges
iniclals fechadas. As densldades o, ﬁevem entac satisfazer as

condicoes (43): P

o,

[}
. o = PR
Gj(Pj@j + A ’Tj_ d')ijm{}’ J - 1’290005 ¥ (93)
irl
onde os multiplicadoreg s davem por seu turio zatisfazer as col=

digoes iniciaig a

P ¢ij Pj@ &% d§P = kig 12 1e2300ep « (94)

i=1
Quando desejames conasiderar © mesme sistema em contato com um ex-
terior tal ‘que apehas az q primeliras grandezas em (94) continuam
fechadas s precisames naturalmente saber como extender as p-q
grancdezas restantes para ¢ extericr. Isto ég devenos saber como
estas grandegas irac depender da distribuicsc das partfcu;as no ex
terior. A f£im de obter o marime de generalida&ec@mpatfvei”dm§“ ®
10830 esquema vamos completsr as p- g ultimas condigdes infciats
com a introducdo de p-g fupgées srpitrerias (nae nulas)
¢h+l,s*1s ¢h+2’$+1,9.ououan, @%9S+1o As novag densidades chg j=
= 1y2405c00 84 S+1, serac obtidas atraves de s+ 1 equagdes do ti-
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po (93):

b
*
Gj(Pjo) 4‘: -’)’; q:ij =0 5 J = 1429000 89 8+1, (95)
1=1

* -z
onde os multiplicadores 7; deverae agora satisfazer

8
ky =5 |y Py 8% ap L= 1,29000q 3 (96)
J=1
* A * '
k; = z::|J¢ij Pjo a’x a’p 1 = q+ly; g*25.0.p 5 (97)
J=1

b 4
sendo ki o noveo valor constante das grandezas Ki’ i =qg+1,

q+2’000p°

»

Uma vez que as s primeiras equagoes (95) coincidem cem (9%)

* o
vemos gue Pjo e Pje para J ¥ 1ly23...8 terae a mesms estrutura,a

unica pessfvel diferenga entre eles pedendo residir na desigual=
- ok
dade entre ©3 valores de Y e %o Acontece contudo que se esco-

lhermes o nosso extericr de maneira que

* - | * 3, 39 =

ky =ky +‘f¢igs+1 Ps+10 37X 4P 1 = a¥ly 9425...p (9R)
) P .—;s;.a *

(isto ey se o exterier for tal que o valer medio de ZHJ}ijpjdikd%a

FI
para J = q+l; q+25...p for Igual ao antige valor constante ki) ve
remos que a condigao (96=97) passa a ser identica a (94), o que
] A ) 2 A
implica na igualdade de pjg con Pja pargd J ¥ l¢240.03. Alias esf.
te resultado ja poderia ter side previsto, pols & intuitive que
para manter invariavel o estado medio Jo sistema as grandezas que

. r
bassaram a ser abertas devem ter um valor medio gue coincida com

e valor constante gue elas tinham guando 0 sistema estava isolade.

Chamandc de (AQiAQj a flutuacao de sepunda ordem

G+lsooop
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entre Qje Qj nas condigoes deseritas acima, ¢ lembrando as exXpreg

soes (57) e (92) podemos escrever

19239-0.29 I.;"’"i )
c (152200023 E'E'I) 3Qi\
= = B ,
192,0.01) 27 /
1*’2,3.:},/ £+1 Kléééi)(ﬁ

~ - o
resultado este gue permite resvender a questso 2 apresentada no

—

)L"'l, H2...7
|

(AQy £K, 4y

comége desta secao. Com efeito, comparande (99) com (59) ebtemes

AQJ = (AQiAQj)l?

zijsoup

o« m—— D oA T

P (BQyAKy) g pyr,, pB9LK Yy ey,
-5 e E, (100)
1=1 '
mKﬁ)ﬂ I+l...p

e que mostra clarazmente a depend@ncia f{sinra dos termos de (59)
com as condigdes iniclads. A formala (100Y pede ser escrita nu
ma forma mais expressive vels introducao ds eerrelaggo entre Qi e

E.3 i . "~ pel
Qj: De acorde com a definicao usual 9 L Oorenos

‘ ." 28257 9, 141,...p
R(Qi’ijﬂg’a‘*’lc--p - by (101)

3’
{(“i)z tetsenep 82907, o, ..pl

o ques substitufdo em (100) fornece

AQiAQj (AQiAQj )1

3230eP

P _,.__,._._.

®
- {02)F, g, B9 %, 1000 ) RRUEDY, ge1ep x

x R(QJ’KE)'Q’R'F:L’OOOP H (102)
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ou, utilizande a expansao (81) de (42)

AJAT; =

—_—— , voe] j EE E+1ooop
=(0Q4805)y o p T T L= e 3 . (10%)
d=1

R(Q159357%) 141,000

Antes de estudarmos com mais detalhe as expressoes acima que-
remos notar, & respeito da questac 1 introdnzida anteriormente, que
o3 elementos de matriz Gij (como o Iéitor psssivelmente jé reparou)
nos fornecem os valores de AK j no caso om gue tedas as condi-
¢Oes iniciais sdo candnicas. Uma demonstragio formal deste fate pg
dey de resto, ser facilmente obtida substituindo-se as grandezas Qi
e Q4 peor expressoces do tipe z:n.j¢1gpjaBngpﬂ =1 6uZ OU 0. OU

p, (que nao sac mais constantes), o que nos fornecers
Cyy = WEAKyD 5 5o 153 = 1925000py pHis P4 o (104)

Podemos peis concluir que a flutuaqgo AQiAQj para um sistema iso-
lado definide por p constantes de movimento Ki(pigpagooopsj = kys

A ~
i=1y23-5.09 pede ser sempre expressa em termos dag flutuacoes

BQyAY, 5 BRAR e AK,(AKE;s a= § ou JyLym = 1325...py quandc e siste
ma e pesto em centato com um exterior infinito que mantenha cons-
tante apenas o zen estade médioq A expressgc ratematica que defi-

EY ’ l . F N -
ne esta dependencila e, como ja vimos. dada por (42).

Voltando a interpretagas de (102) = (103) pedemos agora notar
gque 0s seus tgrmos paden ser encarados como uma sucessao de corre=
gSes a0 termo inisial (flutuagao pars todas &s grandezas cangnicas),

eorregoes estas ligadas ae fato das condizoes inicialz a que elas
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se referem nao serem canonicas, O que torna natural o aparecimen-
te das correlagges conm Qi & Qj. Iste pede ser visto de uma mane}
ra mals clara num caso simples onde apenés wma cendiggo inicial e
tornada canonicea pele coentate com o exterier, sendo este exatamen
te e caso descrito pela férmula de recorrencia (a8). Realménte,

~ .
escrevendo os termos de (48) de maneira cconveniente obtemos

. — %
BQuAQy = (60,8, - [(80,)5(m 2] R(QeK )] R(Qyy K)o, (105)

ou, Neé caso em que 91 =~st

(aq,)%

que sao generalizagées de resultados jé aepresentades em I. A expreg

i

(Aqi)g [1- r%(9y, K00} s (106)

s&0 (106), em especial,; mostira de maneirs bastante clara o papel
desempenhado pela correlagae R na teoria das flutuagees. De fate,
quandc fesligamos & sistemna do exterler de modo a fazer fechada a
Unica condicac inicial que era canonica (s p-esima) a flutuacae

(AQi)Z de uma grandeza fechada Qi tem que diminmir, peis existem
mails restrigoes sabre a distribulcas das partfeulas de sistema.

Naturalmenté que esta diminuiggo depende de¢ grau de sgsemelhanca en
tre Q; e Kp, o qual, per (106), é dade pela cerrelacao R(Qy» Kp)p.

Assim sendo, quande Q; e X sao independentes (cerrelacae nula) a

p
flutuagga permanece inalterada, anulande=-s2 ne caso em gue
R(Qi, Kp)p = + 1, como tinha mesme de accntecer, peis iste signi

fica que Q; o K sae iguais a wmenes de constantes *.

P

* Uma discussao detalhads das expressoes acima para o caso dos

Engembles Canénico e Grand Canonlce pede ser vista em I.
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Antes de terminar queremos ainda dizer algo a respeito da
interpretacac des multiplicadores de Lagrange Tis £ = 1525c0.p0
Comecaremos lembrando gue para um sistema definido por § cendi
g¢ees fechadas e p={ abertas as densidades Pio® J = 1423000898+],

devem satisfazer P

?
Gj(Pjﬁj + :(ri ¢ij = o j = 1,23000 S, S'*'la (107)
i=l
onde os 9y sio obtldos através de
. 3
3 = =
Z:‘J‘?ij Pj@dXdp —ki i 13239002,

(108)
z:: f¢ij Pio a’x dgp +'J$i,s+1 Pa+1,0 a>x dsp:zk; 1= §4+1, 44250000y

e que, de acordo com nossas hipéteses,pade ser substituide per

S
Z:Z‘f¢ij Pie X AP = Ky L= 15250000,
3=l
(109)
Z:V#:Pij PjO dEX d3p = Ei 1= 2"9’13 1+2’ooop‘

A entropia 8 do sistema total pode ser eécrita como uma soma S =

= Ssist* Sext onde

8
a - By a2
B ggt™ = K Z;: Gj(pjo) a’x d”p (110)

0 que, com O aux{lio de (107) nos fornece

28 s 96.(p, ) 204,
ist J vjio
S1t o LT e ey [0 (p ) =20 6xdd -
2 2 3P0
K j=1J 2Ry =1 2Ky
40 °Pj
= k ZI Z [T ey 2 a3xcPp - kZ 7 Z::ﬁp ~ axap.
j=1 Yi=1 Xy i=1 —1J

(111)
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Por outro iado, por (109} teuos

8 i)
Zf LT S = g41, g2
J 13 DK d-"xd”p = ™ M= f+ly, f+23.0e.D

=1 (112)

que gquandc substitufdo em {111) nos é2 finalmeate
8 sist

T =k %:% Vi S T K Ty =¥y M= (L, A425.00p o - ((113)

2 + 4 . *
De maneira analoge podariamos tamberm obier

28

ajst
mak = I{Yi = }31, i - lﬁ??°°’£‘ (114)
i

Os resultados (113) e {114) nor mostram que os ¥, sao grandezas
vl
-
intensivas assocladas as grandezas extansivas F; sorrespondentes,
, e
como acontace, por exemplo, ko casc 2m que -l e & snergla E e ==

-]
°

=
L

3

25
ot

“© e - - ™ .= A g
que e um resulitade bem ecshecido du Termodinamics. A expressao

(99} nes foranece agora

— _ ' 3?2*1 BKQ i
DKy 5 A“;{f’»&-j J,Q«'r_'i.;u..p T My Tk 33 | ’
2 z--\.l’wnoi 1+j KljooaKl
(118)

# - ’
que tambem concorda com resultades anteriores 10.

IIT-%) ¢ Significado Geoms Svrico dasz Bormulas de ”lutgacio

-~

-
4 sxpressao (42) e SHSQEf;VGL ce ger interpretads geometrica

®

%
meiite quando asgociemcs 2z conustanices K e as grandezas § certos

vetores de um €spege vetorial adequado. Haturalmente gue istonao
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nos levara a nenhum resultado novo alem daquéles jé apresentados
nag Secoes anteriores, o que nao nos impede de considerar esta re
presentagéo geométrica ﬁtil; pols ela nos permitirﬁ reformular
nossas expressoes de wma forma concisa e elegante. Introduzamos
pols o espago vetorial S composto dos vetores ?ia

\fi = (q}il’ y‘iz,ooonnoolfis) 9 (116)

onde os y’ij sf8o fungdes arbitrarias de (¥,p). A soma de vetores e
a multiplicagao por um escalar sao definidas da maneira usual

Yi+¥y = g+ Yyps Yot Ygpoee B+ 93 (1?)

C ‘?Ii = (C (Pil’ C q}ias -] C q'is) 9 (118)
enquanto que o produto escalar (Y, ¥j7,ser§ dado por
s
; - =1 3, a9
(W5 q{j)‘ =3 J.[Pk ¢ik %k a“’x a’p . (119)
k=1

Notemos que {(119) satisfaz as propriedades requeridas de um prody

to escalar uma vez que P nao pode ser negativo.

Se agora escrevermcs as grandezas r{sicas relaclonadas comas

conéigSes iniciais ou acessorias como os vetores
b, = (P95 Pipre0Pig)s 1= 1325000ps PHLyeeapin 5 (120
veremos que 03 elementos de matriz Cy satisfarso &
Cyy = ($; §j) o (121)

rd
Continuando nossas analoglas geometricas vamog chamar de S_ 80 su

P
bespago p-dimensional de S gerado pelos vetores ¥y, @5,000@% (su~-

bespago das condigges iniciais)ye vamos decompor os vetores p+i

e'§p+j em duas componentes, uma contida em S e outra ortogonal a

P
todos vetores de Sp 30:
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[ § 1)

‘I’a = i’o‘ + éo( ’ «= p+l ou p+j , onde

p (122)
n
d =§ pd,k éke(éa’ é’i):e k-’:l,.?’ooop L]
k=1
Os produtos escalares entre Qd'e ék seraoc dados por
(fou §k) = (‘E;’ fJs k = 1,2,...py a= ptl, pHiy (173)

Gpes Fpeg) = Fpags Fpup) * Bpugs By

Substituindo (123) na ultima coluna Ao numerador de (42) obtemos

(§17§1)(@11§2) ‘L;.i‘(él’% )] (%1&’1;4__; + 0
(i’—»sé (‘%27%2 n...(i?,c} ) (@2,?9% + 0
(1,2,-..p,p+1 S : : :
1,2’-c-pgp+3 EZ E ; E ;
@) Bdy) (B0, (B ,&Mj)*- d
S ,‘ii".({’wi R AR egﬁ 5 (gﬂgnp j}«gﬂ,
132?"’13 1" " ‘
=C(1’2,.”p> (ép-l-j,’ ép'i‘j)’ (1724) |

uma vez que, por (122), o outrc determinante cbtido pela separa-
¢ao 4z ultima coluna € nulo por ter celunas 1inearmente¥dependeg
tes. Podemos portante escraver: |

Abay = (Bpups dp0p) s (125)
isto e, © produto escalar das conmponentss de %ﬁ+i e %?*3 gue sao
ortowouais a0 subespsaco das constantes de movimento. Quando Oi

for lgual a Qj teremos

(g, = (4§ e 5 (126)
que, juntanente com (125), & um resultado de significado intuiti-

o~ -~
vo. Realmente, quande introduzimog restricoes sobre o sistema por
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melo das cond196¢s infciais Ki==ki, estamos automaticamente eli-
minando das flutuagdes a parte de 9; que depende das condicoes 1
niciais, de forma que s0 a componente ortogonal poderé contribu-
ir. Daf a flutwmacao (126) ficar tanto menor quanto maior for a
"gemelhanca'" com as condigges inicials, 1isto é, quanto mais per-
to de w/2 for o éngulo do vetor ép+1 com a normal ao subesp&go
das constantes de movimento. O valor maximo da flutuaceo de Qy
compat{vel com un dado estado medio do sistema seré portanto ob-
tido guando s6 houver condigSes inleiais canonicas. De fato,

chamando de B o vetor normal a Sp segue-se de (104), (121) e (126)

gque — - '
(-AQi)a = (AQ1)§,27-«--1:) cosz (qu.bi’ n), (127)

0 que tambem serve de interpretagao para os complicados produtos
de (61) ¢ (103). A correlacgao R(Qi, Qj) tambem pode ser encarada
do ponto de vista geometrico: Usando (101), (125) e (126) podemos
obter o elagante resultado |

1t 7

(CPP""i sc?p""j ) 1" "

R(Qi,Qj) = = cos (¢ 417 $ i) (128)

11 " P J

Conforme se ve da desigualdade de Schwarz, R(Qyq s Qj7 esta compre-
endido entre =1 e +1, 0 gue,; conforme e bem sabido, nada tem & ver
com nossas hipéteses inielais, sendo um resultado valido em geral,

Pe fato, partamos de

0q -a8Q' ) 30 ,
o que implica em
@Y +aZ(8q1)2 ) 200q &Y

. rd .3 -~
qualquer que seja o valor do numero o. Podemos por entao &=
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A !
= 23081 sy 0 que nos fornece o resultado desejado:

(IR Ny _
(AQAQ*)Z- < @OQ¥ &) .

Para que valha o sinal de 1gualdade é preciso que AQ =ahAQry ou

” ~
seja Q =aQ' +@, onde B e uma constante. Temos entao para a
correlacao os valores + 1 conforme « seja respectivamente maior
»
ou menor que zero. Um resultadc absolutamente analogo pode ser

obtido de (128) notando que R(Qy QJ) = + 1 implica neste caso em

CP" " o>0 para R = 1 , (129)
=a . 2
p+i P *<O0 para R ==1,
o que junto com (122) nos fornece
1 t
Pprr T eEpey * (Bpuy - obpay) (130)

Lembrando por fim a definicao dos vetores ¢ dada em (120) podemos

esgrever
Qi(Pl’pZ'. o‘-PS)z de(Pl,PZ’n -‘-ps>+ K(Pl ,PZ,. ..PS),
(131)

, i
onde K & uma constante de movimento do sistema.

Outro aspecto que pode ser considerado e 8 interpretagao
geometrics dos desenvolvimentos (100) e (103) origindrios respeg
tivamente de (49) e (61). Para éste fim vamos introduzir a base

- “n n
ortonormal de Sp constitulda dos vetores ?1, ?é(l), ?s(l,Z),...

-~

oo é; (1y24e4.p=1), onde © s{mbolo A significa vetor anitario e

?;+1(l,2,...ﬂ) e a componente de %l+l ortogonal a ?1’ ?2,...§1.
Segue-se entao que
p-1
LR o u An
ép-‘.i - ?p...i - 1: (%p.'.i’?l_{_l (1,2,--o‘e))éi_'_l(l,Z’.ooz) ? (132)
=0 .
donde
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p=1

Ié;)“"’iiz = ‘%pJ»iIZ = Z (t%p"'i’é!lj'f’l {1 9290e'¢l))2 o (133)

f"@.S COme (?p i’ ‘24‘_1(]. ?gouog)) (é;.ﬂf_i(lozgoooﬂ), %E_ﬁhl(lgzsuong))

teremos

p=l
"2 P e a8 o
‘ép,s.ilﬁ B E%P"’“il = }m_; (4:”)*1\1 Pgaoof. 2 ?‘ar\’_l(ig?goooﬂ)) (134)
£=0

& s L -
que © exatawente ¢ resuitadc gue sge obtem ao substituir em (100)
N " @ . ap s
a lnterpretagac geometrica das fluiuagees que a{ aparecem. Analo

gamente , podanos escrever (102) na forme {cumando outra vez i=§)
p-1

/
¢ = a Bt I .
Bp0gt® = 18,415 T sen® (GrayfToaeeeldy G (10250020 ) (135)
ﬂ:?:{_,‘.
que corresponde ao calcule Je componante ortogonal através de u-

& =
ma serie de proje¢oes sucessiras.

Papra terminar sd nos falta investjgar o signipicado geome-
trico das grandszas can@ni@asg o gual pode ser faeiimente compre
endide observando que, se K 6 ums grandeza fechads e L e uma

’ A ) * ’ P
grandeza aberta, o angulc entre @ﬁ ¢ ¢, que & dado vor

cos{P_s ¢ ) Py = . 9 (136)
o ci}mz 5 ®pm “nn)*

tende para w/2 quando o exterior aumenta indefinidamente (Cnn-ﬁodx
«
JTste mostra que &s grasdezas fechadas vendem a ser ortogonals as

. =
sbertas ne limite cansnico. Yaf facilments se compreende porque

mateds

aﬂutuaf;ﬁofAQi)iz9 P e igual ao gquadrado de @ pois néste

p+i’
2 > “ ) --p s o) oy h
caso %p+i ja ey pela provria natureza, ortopgonal ac subespago das

constantes de movimento.
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CAPITULO IV - As Propriedades_§§tat£§ticas de um Slstema de (s~

-~
ciladores Farmonicos Locallzadcs

Nossc problema agors é investigar a vallidade das hipéteses
introduzidas no Capftulo I. Como jd foi dito na Inirodugao,
vamos nos limitar aoc estudo detalhado de um problema particular
que seja acess{vel a um tratamento rigorosc, para o gqual ficara
entao restrita a discussao das nossas hip5teses. Naturalmente
gue o problema rals indicado para éste fim seria o de v siste-
ma de particulas independentes numa calxa de volume V, visto
ser éste o0 caso que tlvemos sempre e mente ao estabelecer log-
sa teoria aproximada. Arcontece, porém, qge,ainﬂa exlste wr pro
blema mais simples que ¢ do sistema de partfculas livres mma
" ecalxa, que & o de um sistema de osciladorss harmonlcos localiza
dos em pontos fixos do espage; isto porque aeste Uitimo caso os
nfveis de snergia sac mais simples e dependem apenas de um tni-
co mimero qaéntico. Por esta »azao, em vez de Drocurar uma sO=-
lucao rigorosa para o caso das partfculag livres num volume V,
e melhor fazer 2 investigagao dupla do problema dos osciladores
harmanicos; primeiramente por um ma todo precisoy v depois pele
metodo aproximade do Cap{tulo T (euja extonstac para este casn é,

de resto, imedia%a).

Nosso sistema conslstira de dois grupos de osciladoreslhag
monicos, um contende Ny osciladores de enargias {nr*% e,
n =290y 1y 2sseey € 0 OULro ceatendo_NB osclladores de energias
(n -‘-%)7 s 1 =0y 1y 2500,y sando 8 erorpis total E uma constan=-

te. A grendeza cujs {lutusg@o estaremos intaressados em calcu-
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lar sera a energia de excitagao do primeiro grupo de oseclladores,

By

EA =y €ny o (137)
i=1
onde ng d4 o estado ccupado pelo i~esimo ogcilador do primeiro

» R »
grupo. Sendo o metodo aproximado ¢ maiz simples vamos considera-

1o em primeirc lugar:

IV-a) Solucao pelo Metodo Avroximado
0 prcblema acima na linguagem do Capfmlo I seréf descrito pe
las duas densidades p,{e) e pple) que dav respectivamente o nume -
ro de osciliadores do primeiro e segundoc grupos com energle de ex-
citagdo entre e ¢ e + de(dey> e; 7). As condigces iniclais se-
rao
o0 00
] [
0 ' 0

(138)
0o

;8

s pyledde + J;re pple) de = B, + B, = E
0

Oy e

onde escrevemos & energia de excitagao igual a uma constante, pols
ela difere da energla total apehas pela energia do estedo funda-

mental. Como os osciladores sao localizados em pontos fixos do
espaco vamos considera-los ccmo distingufveis ¢ utilizar a Rsta=-
tistica de Maxwell~Boltzmann. PoTremos entac |

Glpy) = pydnpy s Gplpg) = pg Io pp 5 (139)

o que, por (43) nos fornece



-~y = BE ~pn e 3€
PR = @ A 9 PB = @ 3 . (14:0)
Substituinde (140) em (138) cbtemos
1 1 /=y -
py = Ny p e~ PE oo = zzﬁpe"pe, 7' = 5 (K + By) = [';'E (e A B),
_  n, B Np  ;%B |
By ==t 2 e By 3o = e (141)
BB 2’ B B p2
Introduzindo agora a condigdo acessoria
0
B, m‘f e pyledde (142)

0
podemos s com o auxilis de (128), (140) e (141) ealcular os ele-

mentos de netrlz cij' 0 resultado o

Ci1 = Has Cqp 5 Cpp = 0 Cpp = Npy Cyg = Eps Cpz = C3p = Ep,
' . (143}
- B
= =R " = = = aﬁ‘ = L e --—4-
147 G417 By C247 Cap™ ¥y U337 = 55 Cza™ Cys” Can B
A flutuacgaos (AB, ¥ pode ser caleujada direiamente de (70):
— "’f},
E
(AR, )° A) 1 (WJ (144)
L TS | e - 44
A 2R <%&> i’
A 2 .

pois todos os resultades do IT-a) noﬁam ser aplicados ao caso pre
sente coa a suns+1tu19ao th XdBJ wm+}\de. Substituinde em (144)

os resultadcs obtidos em (141) segue-se

w2 = -
o] Ba |
OQEA) = = A e
Ny it By

P
ouy numa {orma mois siwetrica

o
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(o (AR, 3% = — (145)

e
¢

IV-b) Solucas pelo Mstodo e Darwin-Fowler

. L4 -~
Sejam a_ e br respectivamentey 0s nureros de ocupa¢a&o 4o r-

T
» & !
esimo nivel de energia para cada um dos grunos de osciladores
A F'd . 4
considerados. 0 peso estatistico do conjunto de numeros de ocn
~ . » 4
pagao a_, algenobﬁg blgoe. (pumaro de estados com Os mesmos Nu~

meros de ocupagao) sera dado por

5 (1463

a’c! al!ooe bo. bltocc

uma vez que se usa a Bstat{stica de Maxwell=Boltzmann., Com o an

x{110 das condic¢oes

a)} a. = Ny ¢) L b, = Ny, e) e} ra + 7Y sb, =E,
T 5 r

bYeb r a, = Byy d) Y )y sb, = Fy (147)
r ' B

#
vamos introduzir os seguintes numerss de estados:

B,
Cy = > zjw;ﬁ; 5 satisfeitas as condicoes 14723, b)
a, %o 2170
NB!,
Cp=2_ TN 3 satisfaiias as sondigoes 147c3?hd)
b PorPitee: 5
N,L Nge

Cap = 2

T ‘ satisfeitas as condicCes 147a),b)
ar 9bs ao-alop eabooblo @00

c)sd)
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NA. NB. .
Cc= © 5 sabtisfeltas as condigoes 147a),

| -
B iBacssell 1D esoo0
a,sb. 071 0”1 c), &)

{148)

L4 L . »
onde, como e facll de ver, Cpp = C,Cpe . Comegaremos pelo cal
N, -N
A , A »

eulo ?e C.:_0O termo gersl de (1424274, ..) = = (1-2) e

N By r,-’

A* . - .

e onda oOs oumeros 8,1 Bqaves deven estar sujeltos

o - 1z ;' - 4 * .

a condigao 14%al}. Sendo assim, C, sera igual a0 coeficiente do
I F ’ - A E 3

termo em que Z esbta elevado a potencia Eﬁ/e s de Torma gue po=-

demos escrever 1

1 J\ dz
c, = (149)
A o+ JO ?

2l B ZEA/C ( 1=z } £

* 0 tratawento aqui apresentado & ligeiramente dlferente do u-

31

o~ »
sado por Fowler s & Tim e garantir a dimenszo nunla dog nume-

&

ros .

» - # »,
onde B ¢ um contornc qualquer que contem a origem e esta contl-
» #
do no efrenlo de raic unitirio. O caleulc de CA para sigtemas

macrOscépicos pode ser feilto utilizando o Teorema sbaixo. 32

Teorema Seja:
a) $(z) uma funcao analitica expressa na forma -

Sz 27 (£(2)) L (£,02)) 2 wue s
onde 03 « s80 constantes positivaz, inteiras apos multiplicadas
por um niimero ¥, e as funcgoes f sio series de poteéncias de coe-.
fieisntes inteiros éomeganﬁo por um térmo constante nao mulo é

com ralo de convergéncia iguel a 1.

b} Os expoentes de z eom todas £{z) nao tém nenhnn fator comum
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salvo a unidade.

Fod — 2 N
¢) F(z) e uma fungdc analftica sem singnlaridades no c{reulo

. L4 . L
unitaric, salvo, talvez; wn volo pars z = 0O,

d) B & um contorno contido no cireulo unitaric e rercorrido

& A
em sentido antihorario em torno da origem.

Entao vale:

M
1 dz [$(e7] )
—— P2 (2] — Fe) + wla (150)
_Z*rriBz‘i’Z] z i"M <P(ﬂ"}%[ M.)]’
TEY S |

L4 Id d
onde 8 e a unica raiz positiva de y () = 0,
B &
Realmente, notandc que_ {149} pode ser escrita na fcrma/de
-L‘- = ) AC

(150) quando se toma M ~‘??9 Flz) = 1, ${z) =% L(1-2) ’
: B,/ = y=N
1 0/ 2 Cap 8y " (18T 1eD)
c -  rmr= Y ]osl
A . j N.c/% = ‘ i ?
2ri J {\‘z(lmz) yil A ¥4 ( ﬁl.-‘& 2 ? r(e %
_B N ?r euicns F, mmw

\ © A »(8,)/

a € .
onde o terno da ordewr e %“ foi desprezado. U valor de eA pode

ser facilrente ealeulado dﬁ L { 1=z “MAC/L%]” C, donde se ve

&z
rifica gue QA gatisgfaz a NAe
By = e, (152)
) =1
GA -1
Por outro lado, apos algumss manipulacées ¢ possivel obter
AL
‘p(;b"(apl) eﬁl :
B, 05 w5 N € oo o (153)
A4 ee) A a1 g2

o ques quando substituide em (151) nos psrmite escrever
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-Epk .. -Np

Cp = =7 3 - (1543
or 1~y |
(ea "'"'I.]}
Utilizando finalmente (152) podemos eliminar 8, de (154) por
-1 N € 1 EA+ Nﬂ* NA
meio de SA -1 = -?T" = __EET;—- y 1 = ,, —'_"TT-" A ex-
pressao final @
1% K,
1+
3A/ _HA
Cp = - ’ (155)
| M, ¢

’ A}

E
»
onde puzemos - 3&. De maneirs =analeoga podeizos calenlar GP

que ¢ obtido substituindo-se em (155) ns grandezas adequadus

EB e B . e=8e que
M N N\ M M\N
( B ) e
Chp = = — (156)

‘a 1t
’TT (*ﬁ-!- L‘JA}(HB+R J

i""'"""""l -'3‘

rJ
Tomando EAf*EB iguel 2 ume constante £ vodemos considerar o nu
mero de estados C VAB como uma funcao de %, e entso caleular =&

~ L
particao E, + JB da snergia B gue corresponde %o maior numero_

de estados. Como MAC + Mp? = By segue=sz gue ?T'K . = e % =

1
= - = 9 com 0 gue podemes cbter

An ¢ '
AB N
( = fn 1+—5)-—u?n1 —2-3-\
My ﬂb
e R T
'EA' + MB ‘{A-Fk + %_‘,NB:‘] . (157)

oMy /=

S\,

i
AV B
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=

L A - -
Como 0 ultime tarwo de (157) e deo @zi rel (feude para zero quan
do se aumentas o tamanhto do sistems) podemos caleular EA ] EB sim

. . A .
plesmeinte ignalando a zero ¢ primeliro termc do segundo mewmbro,

Gptemos entao / p
3 / N.e 7 / ?‘JB‘?
—fn|l1 +~— **ln{ A I (158)
€ 3 Yl v _ﬁ*
] bl
< e . %
ou, utiiizando (152)
10t 1, 1
-é-lnn—gztﬂ;lﬂkn;-;;, 159)
7 :!

© gue mostira que % In % deva depeiider apenas da temperatura. Se~

* =€
o omS/ET

guinde Fowler poremos 9, s © gle, junto com (158) nos

permite escrevar

X K€ . Fp ¥ |
By = =y By % (160)
- -
oS/ET_ 4 SI/ET o

Y . o iy

Comparandc este resultado com (1417 vemos nue as expressoes para
= - a . -
EAe EBobtidas com o anxflio do metodo aproximado correspondem a a-

praximagfi’a KT » €;n como aliss era Tacili de praver.

. y-
Vemos agora paszar 2o caleulo dje C. O £arno gwral do desen

o ) bd A . 2 B
volvimento de {14242 + ,,.Y " {1+ z; + 7 §+oon§ =

- £ =Ny _ ] A“
= {(l-2) 1=z} VERm & Ser 5 ' X
Z!’a. ZS b ' . r bs ae’a °°°°b uooo

X Z r* S5, oude O3 numercs & b devemr satis?azer respecti

r
&
vamente a 147a) e 147¢). Dai segue~-se que ¢ & 0 coeficlente do

&~

-3 A& A N
termo em que z osta elevado a potencla E€ y, on sejn

{a
'

1‘[&2 1
21 ZE/6+1 (1ez 8 (1.25)"B

Wl
]

cu ainda, utilizando (3
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0~5/e (1-9)"NA (1-05)"7B 1605

c = 161
. cbn(e)\? ’

€ ¢(e) /

f

onde $(2z) =‘z'1(1-z)'NAG/m (1-28)"9BE/F o o ¢ 5 solugao de

é% $(z) = 0. Calculando esta ultima equagio vemos que © deve

gsatigfazer a E
Np€ Np 1
E = + ) (162)
o-l_1 ...; -1 . ‘

que , quaindo comparado com F = EA + EB nos da 0 = e (GB)l/&
como tinha mesmo que ser pols a temperatura do todo deve ser

& mesma da das partes.

» *
Podemos agora provar que as energias mails provavels E, e
*, ’ — —
Ep coincidem realmente com as energias medias E, e Ep no ca-

80 de unm sistema macroscépico. 0 valor de Eﬂ que e

Iy |
(§ er a.) Ny Ng:

: I‘l i |* i (163)

a'OOalC o @ lbo.mlo a e n

&

A=

<a ]

8904
satisfeitas as condigdes 147a), c) e ), pode ser tambem cbtido
através do caleulo do termo de ordem gerel do desenvolvimento
em serie de uma fungao conveniente. DUe fato, © térmo geral do

deseanvolvimento de

N, a4 N
(1+z§+zzg+...) B g —— (1+z+zz+...) =

dz
|

N d HA’ E I‘ar

(l+Z§+ZZ§+.oo) B P, Z: } n Zr =
dz ar Bpolqeess
!
6. 2 Ny Nye ?Z“r

(1427 427+, 0,) © 3 ——r (Z rap) g (164)

ar a oalnu-.




vale N, oag!

2 =

| { {
’.b aooalnocohoubloaoo

(xrar+5zsb3
(Yrur\ 3

/
(165)

onde a, ¢ b, satisfazem respuctivamente a 1473) e ¢), 0 que faz
eom gue Cﬁg seja lgual ao coeficiente do termo zEﬂ; multiplica=-
do por €. A integral uo plano complexc correspondente pode ser
obtida numa forma conveniente notando que

N d N =i d “Ny

(147542280, 1 P 2 mem (Qz4zf4. . ) R = (128) B g e (1-2) A=
dz . dz

"‘IFQ H‘i

= (1-2¢) “(1-z) ° mgz = tn (1-2) (166)
\

pols isto nos permite e¢screver

a !
e (‘v dz »Nﬁz 35 fu(1-z7

B, = . (167)
A i
2ms¢ J LFE+L (4 .y A(lwzg)

Pondo F(z} = = Nz % —wnln (1=2) em {(180) e substituindo C pelo

g valor %em EAC K. €
- d _ A
E, = €{(=N,) 8 —— In{1-8) = = N (148)
A A7 7 a8 -1 e/£
6 -1 @’ 7" =1

5 . 4 - 2 -~
como queriamos demonstrar. O valor medio do numero de ocupacao
a ¢ :
&, do n~¢simo nivel de energia

i i
NA‘ t fq'}:}

1 ac b |
a O, - . AR - y
8, = - > = ! a, 3 (169)

= ! !
a ibg aoaalneoﬁhooblcﬁaa

satisieitas 147a), ¢) e &)y pode ser celeulado de tma waneira a

raioge. Para isto vamos eserever (169) na form

Lt g lg!
GODD!BGU’?:LL‘O‘D

a
n (
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onde _ﬁs = by

1
o’

y PFR -
eo, =¢ T satisfegem as condigdes
PE a7l ren

a) E% =Hy=ly BILPg=lpgs eleLfrea, *qg 5B, = B= ne,
, g Py @ = ;‘f‘ x 8 b
(176)
Bor outre lade, 9 $6rmg geral de degsnvelwimente de

=§HA=§~ ?

E g;*ﬁ*ﬁé*nt, A~ (lizf?#g?s*sgsi B s (1=2) (l=§§’ E’

yale (5,13 B} ( P, + s )
= i \FTHECR
- 4 dim gxﬁllzzu

¥p 1By
satisfaltas as eondicles 170a) ¢ b)s DPaf, ealeulande o eesfis
elente de térme 5$%§” shtenes

- By ds 1 ]

eric Attt (1eg) (hs;) B
N C gB(1e)
A d

aricy Bfewl A (1,569

(1=x)
onde fol utilizads m expresséo (150) eom F(5) = 2™(1~z). De
(171) sasue=se que ¢/xm

T,ov N (1-0 ) o nC/KT | (172)
Annde podemos ver que o humerc de oselladores com energla ontre

e e e+ds, e=ne, de =€dn, vale

., n+An ¢ N |
- : . - (dn+l A ~a/KT
Eaiﬂﬁﬂo'm”m <1-e XY ’)xET-e de, (173)
isn

ondes puzemos ¢n>» 1 # edAn «KT o fim de obter a concordancia
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-
»

com 0 resuitado anterfor (141). Vemos pois mais uma vez quec»mé-
tode aproximado fornece um resultado correto guando ¢ espectro de
energia dc oscilador puder ser consideradc como praticamente con=
t{nuo, isto &, quando a diferenga de energia entre dois nivels vi

. 9 a . r
zinhos for desprezivel em relagao a energia medla.

A flutuagao (EA-Eﬁgg da energia de excitacao do primeiro
grupo de osciladores pode ser tambem obtida atraves de integrals

no plano complexo. 33 Acontece porém que nao estamos interessados

somente no valor de (B, - ﬁA)Z, mas tambem na investigacdo da va-
lidade das hipéteses introduzidas no Capftulo I, para o gue sera
necessario uma investigaggo mais detalhada das propriedades do nﬁ

&
mero de estados 3183 a qual, de resto, fornecera como subproduto
£,

— -y
o valor de (E;= Eﬁ)ao £ pois a este estudo que nos dedicaremos a

segulir.

IV-c) §6bre a Validade dag Hibéteses_gp Capitulo I
0 nimero de estados Cyp para as energlas EA e EB podey cO-

I~ o~ R
mo vimos nos calculos gue antecedem a expressao (156), ser escri-

to na forma - Ny \ My 14 E& )NA 14 Np \M3 1+ %&Q B
Vi R Ny % B
o = 2 .

~AB o (% i ) 1 N-j)% y (174)
(M, (My+ Ky ) MMy + Ty
onde &A =g e N% = 1? » Vamos agora estudar o comportamento de

(174) para o caso de um sistema em que a energia total,E=E, + Eq,
e 0s mimeros de partfculas NA e NB tendem para'infinito. Para ig-

to e conveniente fazer EA = EA + 8F e EB = EB = §E, ou seja,



M= (By+ 8B) =Ty + 84, o My =g (B - 88) =Ty - oM.

Substituindo estas expressoes em (174) vird

M, + 8M MM, / N N
N, Vatoh Ny by oMy s, Yo/ &4 \'B
- 1+= 1+ = 14 = 1o
. o(E, oBr) = = +°
ABMNA YR N, \M N, \M SM 8 6 \ 51
1+:-é- 1+:§- Bl {1+ _}h 1+ T I __,MB 1== .
My M Ma J\ MytNg My / My+ig

(175)

Para ter melhor em mente a ordem de grandeza dos diferentes termos
que vao aparecer no desenvolvimentc de (175) vamos introduzir um
parémetro A que tende para infinito satisfazendo

NA.:lnA’ NBzang E‘AzleAg EB :;AGB’ Mﬁz lma; 1‘1‘8 = ;lmB 9 (176)
ou, em outras palavras,; vamos ccnsiderar ¢ nosso sisftemwma aumentan-

do indefinidamente de tamanho, mantendo porém constante a relacgao
N

7 e a temperatura T. Quanto a variacao de energla 8E poremos
8 ‘
SE ™ 6F
= 3 5T p>0 (177)
By 2 fg A

onde o e B s&0 constantes e o valor de p sers deixadc em aberto,
pois estamos jJjustamente interessados em gaber para que orﬁe@ de
grandera de 0E comeca CAB(EA’ EB) a diferir sensivelmente (;0 seu
valor maximo CAB(EA’ EB)" Para efetuar as substituigoes indica-

das em (176) e (177) fica melhor escrever primeiramente (175) na

C,n(E, o) Crp(E, sEyn)
forma AB __A _B = exp{ﬂn &b _A _B }, ou seja




Ny
ConlE, sEr) 1+ = - . N
AB'“A"B _ My (1+88/Ep)\ _ 8E A
———=exp {Fyin| —— N =
T bl
Crp(EyrEg) 1+ gg Ey M, (1+8E/E, )
.
— ™ f o | -q
+ Ny |1+~ |-=dn 1+ ]2 +—p +
4% -
1+ =2 | 2 By 1+ =&
My 5 M/

LY 3 -
+ termos correspondentes em Egy Mg e Ng [, (178)

J
para depois entao obter
~ nA
B,
Lo . _ . n,
e = gXp 4 Al dn + In |1+ = +
m,
- e
Ty
o 14
/3P _ 1-p/aP
+AI&A P.n 1 +"'""-'-=ﬁ-“‘ +/lmB o =—— b
1+ =5 s
Iﬁﬂ 1 ‘#‘é"—"ﬁg
ol
= m. D
m B/’
B uE e—— P & aa
- in \1 + +2Ang In |1

+
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pe - - — ™
a7 p
1 o« /A g B P/ P
-= o {1 + =/ {1+ +nt|1e—|l1 - - .
3.4“3—5—- ; i
b . A . i (- e
(179)

. . rd
Vamos agora expandir os termos de (179) enm serie, levando em con-
: ”»
ta o fato de gue A tende para infinite. Apos algumas %Lransforma-

¢oes obtemos

n i
1e—25 . Ll
_ 1772 ny my 1 S Mo my 1
lmﬂfn = =al +as - = +0 s
n + - ¢ - - o
1+ :& n,+ m, 1p 1 Eé .1 Agp 1 23p 1l
By Ry
L] n — [T
om, Ahﬁ ol My n, \ o my i 1
—fn {1 + "piﬁn_“ﬁ--“ﬁ-‘*w — +0 )
- d = 2 4 - - -
0y
o/ o P n, | 2 1
Yo 1 A s Pa 1 1o 1y 1
n, Ln |1+ = ol — — e+
A n — n, \2 2p=1 = 3p-1 /°?
1+ =2 st my 27T 2 (-s_.-.-‘f*»-!-l) i A
A Hy
o/ o\
o KKP | . = 1
In i+ 5 1+ T = 1 + — i —n ok Q| ——], (120)
A 1 +-é‘= 14_:5; /1? 1213
B, /| %
L A/l A

e A
e mals expressoes corresvnondentes para og Lerrios gque derendem de

g, EB e BZ Somando os termos de (ifC) vemos que ¢ cosficiente
- 1

do termo 5=y » por (158), vale
A :
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- Dy ) - g
mﬂaﬂn 1+~I-_II - mg Bin 1+§§ =D, (181)
ﬁBﬁ € Py A
uma vez que ﬁ"z; = -‘7 3 como tinha mesmo de ger; pois este termo eg

ta ligado a variacao linear em $E. Para o coeficlente do térmo
1

aZp-f Sbtemos 3

my 1 my 1 _ -

o, T3 it 3 my mg
= ot‘2 A 2 . ‘32 B z_ OLZ - - PZ - .
A _— B -

m, Vd of My 2 m, Iy

— ] ol § —_ 4] = ]

1, g 1 N
= =0~ - (182)

w-ﬁz m .
2 n, 2 2 an 2
== 4 Eal e
My Ny

© qual depois de algumas simplificagges pode ser finalmente trans

formado em

- - -
1], D, my > Ly =g E
= = O e 4 (3 - 0 (18%)
z iy na+ my HB + Iip

Juntando (179), (1803, (1R1) e (183) obtemos

1/, %™ %" 1 ( 1
EXp { = = | AT e o BT - e + 0 '
n, +n iy, + 1 - - -
CpplEy sEg) 2 AT A B" "B/ 2P 1 aop-1
Cn(FyoBn) [ 1\ « 1\ - 1
1+ A 22 1+ 2B J22 A
A -

(184)

o que, quando A tende para infinito nos da



71

o
1 >%
CAE(EA’ EB) ) ' i ; *
1im ————— 0 - - p <
A= 00 . Cpr(E,, Ep) 1[ » "a® 7B TB 1
o exp - 5|« - +p7 —— P35
n,+ my ng + mp

(185)

* -~ L »~ rd
No caso em que p = O nossas expansoes nao sao utels, pois to=-

dog 0s termos do numerador de (184) sao da mesma ordem, A. Contu-
do pondo p = O diretamente em (179) & possivel mostrar que o coe~
ficiente gque multiplice A e negativo, o que faz com que,no limite
A —> @, (184) seja igual a zero. Isto, alids, & Obvio, pois pa-
ra p =0, §F e E sdo da mesme ordem e, sendo assim, o numero de

estados com esta variscao de energia ha de ser desprez{vel.

P ~
resultads este gue nos leva a importantes conclusoes:

»

1) No 1imite Ag~+q;samente os valores de 8% da ordem de ei? sao

3

importantes para o cdlculo da flutuacso de Ea,'pois £penas neg’
ta reglao ¢ numero de estados Cpp sofre uma variagao comparével
com & sua pr5pria ordenm de grandeza. Poderos portanto dizer gque
para ume variaggc 8E de ordem menor que ei% exigtem praticamente

tantos estados Cyp quantos existenm satisfazendo §E = 0.

- - n -
2) A expressao (185) pode ser representada portanto somente pelo

seun valor pais p = % 3 _
r' NA NB "] »
By (Bp+ Hp€)  Ep(Ep+ NPq)_l

exp { =

Mo

uma vez que tal expregsao tem 0 comportamento correto para os limi

tes 8E —> 0 e 88 —»cc tendendo respectivawente vara 1 e 0. Vemos
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@ ~ " + ,
pois gue pars A —> w0 sO0 0 termo de segunda ordem em 8E na expan
sao do argumente da exponencial precisa ser levado em conta, o

que justifics a utilizagZo da aproximagac {19).

3) Observa-se também gue o denominador de (1843 nao desempenha
papel algum na obtengac de (186); o que mostra que o denominador
de (174) funciona praticamente como ums constante. Isto vem cor-
roLorer o que j& tinha sido observado por ocasiic do caleulo da

expressao (1583,

Ag consideragges acims se referem AC caso em que A tende
rigorosamente para infinito, o que ndo & exatamente o caso dos
sistemas fisicos maQTOS@épiCOS onde A apesar de muito grande e
Obviamente finito. O cue ocorrera entac & gue nAo somente p=?%
dara upa variacac no numero de estados da ordem de Cppl(Eys Ep)y
mas tambem toda .ma falxa de valorss de P em torne de 1/2; fai-
xa esta cuje largura tende para zero gando A tende para infini-
to. Esta largura pode ser estimade pondo p = % + x em (1843, ob

tendo entao

R 1 \}
1 -1
% P (= e -Q., % ;s -

R
FA R -
= 2expy -3 A?x s (187)

R
. !n-%
onde R, e R, dependem de M, I,y oy M5 N €B. Pondo x =
LT G R BRI 24nA
obtemos 3§§ﬁigﬁfg? =S e Podsmes porvanto dizer que para um va

o @ ) R
lor de A multo grande porem {finito os valores importantes de P

sao ' s
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p=—+0 ( ) (188)
2 in A

Uma vez observadas estas questSes podemos calcular a flutug
cao media guadratica de Bp. Como E; e Ep sdo mﬁitf_ssimo maiores
que € 2 n poderemos considera-los como energias pos_sfveis, isto
é, como mﬁltip}.os de €¢e v . Pare .simplif‘.‘i.car-,- tambem ignorare~
mos & presenca de um campo de radiacao que faz a.necessaria in-
teracao entre 0s dois sistemas de osciladores, sj:poﬁkio simplesmen
te que P€ = qy , P e q inteiros, de forma que os valores possf-

veis de 8E sao n{pe) = n(qnl, n=20,1, 2y 3, ... Podemos entao

escrever ¥ (npejz e-!’x(mpe)2
(AR, )* = & = g (189)
z e-—A(npe) : :
n - o
» EA , EB
onde o somatorio se extende desde n = =~ p_e ate 0 = -13? ou sejla,

desde - © ate 0. Miitinlicando o numerador e o denominador de

(189) por pe e introduzindo a nova variavel x
2

mos )y xtz1 e ¥n (x

n ,_‘i-‘“' ) . .

2 .
(AEA) -

n = /A pen obte=-

(190)

a ]
-

E e *n (Xn-l-l"xn)

e, uma vez que X - x_ —»0 quando A —> )y (190} nos fornece

ikl n
o0
e
Jx% e ax 3
g )2 = = 2 -2 (191)
A ,ﬁ' .__xr._ Dq N N *
. Te ~ dx = A . B

t
8

" — 3 g — .

" -
Comparando sste resultadc com (145) vewos outra vez que a teoria
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F —
aproximada d2 IV-2) e correta no limite enm que EA2>NA€ ou seja

ET»eo.

~ &
Outro ponto gue msrece consideragaco e o comportamento da

expressao {144), que apesar de ter sido obtida com o aux{lio da

A ~
teoria aproximada da resultados corretos mesmo quando KT e € sao

da mesma ordem, fato cste n gue jé nos raferimos am IT=b). Para
demoastrar éste resultadc no caso presante basta substitulr em
(144) os valores exatos de Ey, @ & em fungno de Nyy Ny e P
N, e N,€ oY
by P49 Fy B
S B = + (192)
9 3
B efPu ePa1 2P
que fornecem
jol TIE. B (7 N &
(3Eﬁ_) UEEr ey fm RSN . Bg(Eg+ Np1)
B Ju B M i, R N N |
A & AP'B A B (19%)
De fato, substituindo (193] em (144) obtemos _
P "I 3
v oy 4]
. B (E,+ N,€) | A
(AEA)E = A3 A A il - = - - - f_ o=
N B
" A B ]
1
+

B, (B At zﬂ‘%e}

EB(EB+ N373

que coincide exatamente com (1917.

&
Para finalizar so nos falta éizer 21go & respeito da nosss

I . -
hipotese (12). Para mogtrar que ela e verdadeira precisamos pro-

»
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var que Bolimite A —>wm C,(E,) e Cx(Ey) diferer respectivamen-
Nyt NBE
te de i e

Eo--é.-l!.o- 5015 !ooo
rilam lentamente com as energlas Ep e Eg. Aquil infelizmente pre-

por terros miultiplicativos gque va-

clisaremos empregar a aproximaggo. de Stirling

_ — _ 3 =/ 1\
a.. =/2ma (ar)rear<l+g-—> s  (198)

r z

-n

~ Y ~ ” . »
emprego este que nao e rigorosamente justificavel uma vez que

N -.’
qualquer que seja A existe sempre um valor de r para o qual a, e

tao peqgueno guanto se queira. Digz-se de passagen tambem que os
;r nao sao numeros de ocupagio pols éstes, a rigor, tem que ser
numeros inteiros. Contudo, na ausencia de outro metodo vamos da
qui por diante basear nossos ca’.lculos_ ns expressé'o (195). Temos

=€¢/KTy o=re/KT _ g ,~re/KT (196)

a =Na(1“‘e o

r

donde ‘ _ - -
- "NA - & -re/KT2r ~Ng N Ep/e

THa) e =6 °TT(a)) T(e™ ™) T=e™A g A 674€,

r T (197)

Substituindo os valores de a, e 9 obtidos em IV-b) segue-se

| \ - N, E,/e

NA‘ NA. EA + NAE A EA+ NAE A |

i = = —— ’ (198)
r

— = N, =N " | -
1T Eﬁr) T e ] N, A & A Kp€ \ By
r

0 que junto com uma formula anélo,ga para o segundo grupo de osci-

ladores nos da, a menos de Jma constante, o numerador de (174).
Como j& verificamos que o denominador de (174) pode ser tomado co
mb uma constante gquando A —> 0 y Temos agors que ter{amos obtido
0 mesmo resultado easo _tivéss;emos partido simplesmante de (198);

mostrando a correcac da hipctese (127.
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Em tude isto nso levamos em conta o termo « o 559 isto por
que com éste termo deve passar=se algo anélogo a0 ohgservado para
o denominador de {174}, isto 5, deve comportar=se Ccomo uma cong=
tante para os valores de EA e EB tais que (19R) nac seja despre~
z{vel em relacao a CACﬁ o Para justificar esta afirmativa pro-
curaremos estimar o valor da contribnicao de”’TVﬂmn A primeira
colsa gue se deve levar em conta o gque nao poﬁemos fazer o produ
to desde rfz 0 ate r = o0y poisy quando r —~>ocﬁar0250l = 14 re~
sultado éste gue obviamente nio e pcssf?el com a aproximaggo (195).
Por isto vamos efetuar ¢ produto deste r = O até r = s apenas,
onde s € um mimero tal éue ES = A seja da ordem do limite de apli
cagao de (195). ¥ claro que com isto estaremos desprezando a
contribuicao dos osciladores com energia de excitacao maior que

- emschf{‘

4 ”
s€i magy como A = 8, 3 O DUmMerc Ns de osciladores ate o

nivel s vale

€
g=1 =1 _re e KT _ 4 _ s€
N =378 =3 S efMa2g o =nli.e X |-z
S r o) O ~€/KT A
r=0 r=0 =1

) =n - 2(3) >
=Ny |1l == ) =N |L =0f= 199"
A Eo A m(;\ § ( 99

& ~
G que torna razoavel admitir que este procedimento seja suficien~
&
temente bom a ponto de dar pelo menos uma ideia da ordem de gran-

deza de ;1/ Efetuando 0 célculo obtemos

s sr e $E+1) - =SE\S
TTI.TFO_ z(z)‘( ks = (3,05 (e”7KTy *x\7 o 2T
11

(200)
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a
mas, como -S-% = f§n -19 segue-se que
a
s 1 KT ( o)
- = z & In(
T 3, =(1/'ao A) Ze A (201)
1 2 1 :
o N € KT
Introduzindo as substituigoes ao‘m — @ — T —
B+ Nye € Bp+ Nye
ficamos com . 2 in —
Noe 1) E,
In| = —
1 At hAG A
4 ; Eé+ N.e
n - —
2 By
8 '- NA€
Tr ‘a-:r = A =
1 L§A+ Ny€
[ 2
whe ] 2 '
in - - [An 4]
Ey+ Re |
= exp = ' . (202)
Spt NgE |
4 £n =
B
\ A J

Usando agora o mesmo processo utilizado na obteng50 de (185), is-

to é, fazendo EA = EA + 8B, HA =0, A, EA = Eh As .2 ohte=-

, . , E, AP
mos apos 0g desehvolvimenios em gserie convenlientes A gue
s - ~ r (4a1)> ‘
TI‘JE (E, + 8B) =~
1v T ) 1 AP JBY) f (50%)
- = 4 M+ N T+ N AP
?Jar (EA_) In A_ A AT VA
! M, Ny )

Se flzermos p =

Polk-

s
em (203) veremos gne ETV a, g@uando A—=oo0

tem uma variacao desprezivel na reglao importante 8E w ei%. Por

-~

outro lado, para que Tﬁ]/ar apresentasse umd variaggo sensfvel
1
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. & - S
seria necessarioc que p fosse praticamente zero, caso este em que
-
o numerador de (184) converge rapidamente para zero, anulando o

efeito deste termo.
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