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Convencoes

Assinatura da métrica: (+,—, —, —)

Letras gregas [ex: «, (], quando utilizadas como indices, assumem os

valores de 0 a 3.

Letras latinas [ex: i, j], quando utilizadas como indices, assumem os

valores de 1 a 3.
O indice 0 representa a coordenada temporal.
Os indices 1, 2 e 3 representam coordenadas espaciais.

Parénteses em indices indicam simetrizacao. [ew Ty = T = Tuu]

Colchetes em indices indicam antissimetrizacao. [em D By = Fu = —F

3
A Convencao de Einstein para somatérios: V#V, = Z VEV,
n=0

%N

;7 em equacoes representa derivada parcial. {ew Viw =

oV,
ox?

O Tensor de Curvatura: Rjz, =15, =T, s+ 15 1%, —T5 7,
O Tensor de Ricci: go‘ﬂ Roupy = R, = R

pow

O Escalar de Curvatura: R = g""R,,,

vi

vp

]



Resumo

Esse trabalho apresenta um cendrio proposto com o intuito de evitar a
singularidade cosmolégica dos modelos de Universo homogéneo e isotropico, o
Universo Magnético. Este resulta do acoplamento minimo entre a eletrodinami-
ca nao linear e o campo gravitacional. As motivagoes para o tratamento da
eletrodinamica nao linear como fonte da curvatura espacial sao esclarecidas
ao longo do trabalho. Uma andlise da estabilidade dos modelos através de
um critério ja bem estabelecido na literatura é realizada de forma critica,
bem como a evolucao dos sistemas fisicos gerados no espaco de fase. O
acoplamento nao minimo da eletrodinamica linear com o campo gravita-
cional também ¢é brevemente discutido. As conclusoes retomam a discussao
da estabilidade e levantam questionamentos sobre este procedimento como

critério de discriminagao entre modelos propostos.
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Abstract

In this work is presented a scenario proposed with the goal of avoiding
the cosmological singularity in homogeneous and isotropic models for the
Universe, called Magnetic Universe. This rises from the minimal coupling
between nonlinear electrodynamics and the gravitational field. The motiva-
tions for the treatment of nonlinear electrodynamics as a source for spacial
curvature are clarified throughout the work. A review of the stability of the
models using an already well stated criterion is performed in a more critical
way, as the physical systems evolution in the phase space. The non min-
imal coupling between linear electrodynamics and the gravitational field is
also briefly discussed. The conclusions bring back the discussion concerning
stability and rise some questions about this procedure as a criterion for dis-

tinguish good and bad models.
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Capitulo 1
Introducao

Em 1915, na tentativa ampliar a recém formulada Teoria da Relatividade
Restrita, incluindo nesta processos acelerados, A. Einstein construiu uma
nova teoria da gravitagdo, a Teoria da Relatividade Geral (R.G.). Apds a
confirmacao de sua validade para processos nos quais o campo gravitacional
¢é fraco, a extensao natural seria encontrar uma solugao cosmolégica para a
teoria. Véarios cendrios foram idealizados [1] no sentido de tentar descrever o
comportamento do Universo como uma totalidade.

Contudo, as primeiras solu¢oes da R.G. continham um aspecto descon-
certante para uma teoria fisica: a presenca de uma singularidade no espago-
tempo que poderia ser alcangada em um tempo finito. De fato, entre 1960 e
1970, Hawking, Penrose e Geroch demonstraram [2] que tais singularidades
eram resultados inevitaveis de uma grande classe de teorias da gravitacao,
uma vez admitidas certas condigoes plausiveis fisicamente, como a positivi-
dade da energia e certos pressupostos acerca de causalidade. Uma extensa
analise desses resultados ¢ feita em [3].

A fim de transpassar o problema da singularidade inicial, véarias pro-
postas foram feitas gerando modelos isentos dela. Neste trabalho, o meca-
nismo utilizado para evitar a singularidade foi o acoplamento minimo com a
eletrodinamica nao linear. Uma analise do acoplamento nao minimo com a

curvatura também é brevemente realizada.
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Em um cenério onde a curvatura é muito intensa e a densidade de ener-
gia e a temperatura muito altas, o fluido pode ser compreendido como um
plasma composto basicamente de prétons e elétrons. Tal configuracao gera
campos elétricos e magnéticos em todas as diregoes que, quando somados
em larga escala, podem ser considerados nulos. O plasma também pode ser
considerado como um condutor perfeito, uma vez que o livre caminho médio
das particulas é muito maior do que a distancia necessaria para que haja
interacao. Essa corrente livre é suficiente para atuar como uma ”blindagem”
para o campo elétrico e por esse motivo, segundo a lei de Ohm, o quadrado
do campo elétrico também pode ser considerado nulo nas proximidades da
singularidade, restando apenas o quadrado do campo magnético, cujo fluxo
se mantém constante, e que é a tnica fonte dos modelos considerados nesta
dissertagao, razao pela qual sdo chamados Universos Magnéticos (U.M.).

O referido mecanismo foi escolhido devido também ao fato de que a
eletrodinamica nao linear propoe solucoes para questoes remanescentes da
eletrodinamica cléssica, como a da singularidade do campo elétrico no ponto
onde se encontra uma carga pontual, além de fornecer explicagoes para
a criacao de pares de particulas, o que também pode ser explicado com
um acoplamento nao minimo com a eletrodinamica de Maxwell. As mo-
tivagoes para a eletrodinamica nao linear advém, principalmente, de proces-
sos quanticos nos quais, por razoes da propria mecanica quantica, os campos
elétrico e magnético nao podem ser medidos simultaneamente e, por esse
motivo, o escalar F’ nunca se anula, como é mostrado no Apéndice A.

Este trabalho segue a seguinte sequéncia: no Capitulo 2 é feita uma a-
presentacao do fluido césmico gerado a partir de uma Lagrangeana eletro-
magnética qualquer, e suas propriedades definidas de forma genérica. E
assumido o procedimento das médias de Tolman-Ehrenfest para que, entao,
as propriedades remanescentes do fluido assumam formas gerais que possam

ser adaptadas posteriormente para cada caso estudado.
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No Capitulo 3 é apresentada a métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-
Walker (FLRW) e as equagoes resultantes de sua implementagao nas equagoes
de Einstein da R.G. Sao definidas também as possibilidades de tri-curvatura
para que seja factivel a botencao de um bounce em algum momento nos
modelos.

No Capitulo 4 é feita uma apresentacao da questao que se coloca sobre
o quadrado da velocidade de propagacao do som em um fluido, bem como
um estudo introdutorio sobre sistemas dinamicos e sua aplicagao aos modelos
discutidos.

No Capitulo 5 sao analisados quatro modelos a partir de Lagrangianas
eletromagnéticas, sua eficdcia em remover a singularidade cosmolégica e sua
estabilidade. Os resultados inéditos também sao apresentados neste capitulo.

Finalmente, no Capitulo 6 é discutido o acoplamento nao minimo e justifica-
se porque este tipo de acoplamento nao se sustenta perante a proposta das
Lagrangianas nao lineares acopladas minimamente com a gravitacao.

As conclusoes apresentam questionamentos a respeito da eficacia dos pro-
cedimentos considerados, principalmente os que determinam a estabilidade
dos modelos, para caracteriza-los como uma boa representacao do Universo

primordial.



Capitulo 2

Eletrodinamica Nao Linear

como Fonte da Geometria

Nao ha duvida de que o sucesso da eletrodinamica de Maxwell esta li-
gado a sua linearidade. A extrapolacao desta caracteristica para todo o Uni-
verso constitui uma hipdtese de trabalho aceitavel e seu resultado é mostrado
no Apéndice B. Entretanto, seria ingénuo esperar que o Universo fosse des-
crito apenas com essas extrapolagoes. De fato, o estudo da cosmologia vem
mostrando que essas generalizacoes deveriam passar por um exame critico e
que teorias nao lineares devem ser examinadas e suas previsoes confrontadas
com observagoes no contexto cosmolégico [4].

Um exemplo notavel estd ligado ao tratamento dado por Euler e Heisen-
berg [5], os quais exibiram essa nao linearidade em processos quanticos que
resultaram em um tipo de polarizacao do vacuo relacionado a criacao de
pares virtuais de particulas e anti-particulas quando o campo elétrico atinge
seu valor maximo. Essa teoria sera analizada em um contexto cosmolégico
na segao o.1.

De forma independente, em 1930, Born e Infeld [6] desenvolveram um
modelo de teoria nao linear que tinha como objetivo tratar a questao da sin-
gularidade do elétron e que, devido a elegancia de sua estrutura formal, serve

ainda hoje como paradigma de teorias de calibre associadas a diferentes cam-
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pos vetoriais, os quais desempenham um papel fundamental nas teorias de
particulas elementares de altas energias. A teoria de Born-Infeld é tratada
no cenario cosmolégico no Apéndice C e uma extensao dela, proposta em
(7], é apresentada como fonte para a cosmologia na se¢ao 5.4. Além dessas,
outras duas teorias nao lineares sao analisadas como fonte da cosmologia no
Capitulo 5, a Exponential form of nonlinear electrodynamics (ENE) e a Log-
arithmic form of nonlinear electrodynamics (LNE). Suas motivagoes estao

descritas no inicio de cada secao.
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2.1 Tensor Energia-Momento de uma Teoria
Nao Linear

As teorias Eletromagnéticas podem ser construidas a partir dos dois es-
calares F' e G, estes, por sua vez, construidos com o tensor de Faraday (F},,)

e seu dual (F, ww) @ partir dos campos elétrico (ﬁ) e magnético (B),

L:L(F,G) | F=F,F" e G=F,F"=>YPF,F,
ehvap

V=5

Assim, é possivel construir uma acao partindo de uma lagrangeana eletro-

com 'r]“”o‘ﬁ = —

magnética qualquer,
S = /d4x\/—g£(F, G).
Utilizando o principio da acao minima:

5S = §/d4x\/_—g£(F, G) =0,

5/d4$\/—_g£(F,G) = / z(6v/—g)L(F,G) + /—g(0L(F,Q))
= /d4xﬂgp“5gp0£(F, G) +—9(LpOF + LG0G)

= /d4$\/ [ 5gpg (F, G) +£F(5F+£G5G .

A variacao dos escalares fica da seguinte forma:

OF = 6(F*PF,5) = g"*g"P5(F ., Fop) + 2FPF,, °54,0,

nu'/aﬁ pva

(5<FNVFQB) - TFNVFaﬁng(SgPU'

8G = §(F,, F") =
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Desta forma obtém-se a partir do principio da acao minima a expressao:

po 1
§S = / d*z\/—g (%E(F, G)+2LpFF, P — 5EGGgW> G0

nuvaﬁ

+/d4x\/—g ([,Fg“ag”ﬂ + L¢ > S(FwFas) =0

Tomando a variagao com relacao a métrica, obtem-se uma expressao para
o tensor energia-momento como funcao da lagrangeana eletromagnética e

suas derivadas com relacao aos escalares F' e G,

THV = —4£FFﬂ aFaz/ + (£GG - E(F, G))glﬂ/’ (21)
com Eng—]{i e ﬁcz%-

Utilizando agora a defini¢ao de F),, em termos das projegoes dos campos

elétrico e magnético apresentadas em [4],

F.=E\V, - EV,+n., “*V,Bs. (2.2)

Cuja relagao dual é obtida substituindo £, por B, e B, por —E, e assume

a seguinte forma:

F., = BV, — BV, — 0, “°V,Ej (2.3)

As equagoes (2.2) e (2.3) fornecem para os escalares as expressoes explicitas

em termos de ﬁ e ﬁ:
F=FW"wF, = 2(B2 — E2),
G — FwE, — —4E- B,

e utilizando a equacgao (2.2) é possivel calcular o primeiro termo da equagao
(2.1).
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F,“F,, = guﬂFﬁaFw = FE*V,V,—E,E,+ QuV+ B*V,V,, — B,B, — B%g,.,
em que
Q) = Npape EVPBC.

Tem-se, entao, a expressao final para o tensor energia momento.

Ty = —ALp[E*V,V, = BB, +QuVy) + B*V,V, = BuB, — B,
(LG — L(F,G)) g (2.4)

E seu traco:
r=1T/= —8Lp[E? — B — 4(L(F,G) — L&G).

A partir da equagao (2.4) é possivel determinar as propriedades fisicas do
fluido decompondo o tensor 7}, em suas partes irredutiveis. Isso serd feito

na préxima secgao.
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2.2 Propriedades de um Fluido

A Teoria da Relatividade Especial mostra como obter as propriedades de
um fluido a partir de seu tensor energia-momento. A densidade de energia
(p), a pressdo (p), o fluxo de calor (¢*) e a pressao anisotrépica (m,,) sao
obtidos através de projecoes na quadri-velocidade do fluxo do fluido V# ou

no espago ortogonal a este, por meio do projetor h*” = (g" — VFV?).

A densidade de energia ¢é obtida projetando 7, duas vezes na quadri-

velocidade,
p= T#VV“VV = —4£FE2 + (,CgG — E(F, G))

A pressao ¢ obtida através da projecao de T}, no espaco ortogonal ao

observador,

p= —% b = —ch(2B2 — EY) + (L(F,G) — LG).

O fluxo de calor ¢ definido como a projecao de 7}, na quadri-velocidade

e, posteriormente, no seu espaco ortogonal ou vice-versa,
q, = Taﬁvﬁho‘ p = —4LpQ,.

Por tltimo, a pressao anisotrépica é obtida por uma dupla projecao de

T,,, no espago ortogonal ao observador subtraido o seu traco,
« B 4 2 4 2
Ty = a[gh Mh V+phl“/ = 4£FEME1/+§£FE huy+4£FBuBy+§[,FB h/“/'

Vale notar que ao tomar o traco de m,,, verifica-se que este ¢ identica-

mente nulo, como previsto pela relatividade:

= 7TZ' == —4[,FE2 + 4£FE2 - 4£FB2 + 4;£FB2 = 0.
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2.3 Procedimento da Média de Tolman-Ehrenfest

Neste trabalho considera-se que, no universo primordial, o fluido césmico
encontrava-se em equilibrio térmico a altas temperaturas. Assim, os cam-
pos elétrico e magnético distribuiam-se de forma homogénea e isotropica,
podendo ser tratados como nulos em média. Tal configuracao pode ser re-
presentada por uma cavidade com uma geometria descrita pelo modelo de
FLRW. Adota-se, entao, o procedimento da média desenvolvido por Tolman
e Ehrenfest [8], uma vez que o espago ¢é tri-dimensional e ndo hd mudanga
no sistema de coordenadas [9].

X = lim - [ XV —hd3a",

v—v0 U
em que h = det hy,,.

Utilizando esta definigao, os campos elétrico e magnético assumem, em

média, os seguintes valores:

E,=(0,E) - E,=FE=0 B,=(0,B) — B,=B;=0

I
EHBZ, = (O, EZ)(O, BJ) = Esz — E“B,/ = ElBj =0 (25)
1

1
B,B, = (0,B;)(0, Bj) = B;B; — B,B, = B;B; = —gBQgij (2.7)

Consequencia imediata é que o escalar G, em média, é identicamente nulo
e as Lagrangeanas passam a depender apenas do escalar F'. E, portanto as

propriedades do fluido, agora, assumem as seguintes expressoes:

p= _4/:_FEI2 - mv (28)

b= %TF(EQ —2B%) + L(F), (2.9)

q#ZO,
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T = 0.

Como nao ha fluxo de calor e pressao anisotrépica, o fluido césmico as-

sume a forma de um fluido perfeito

Tp,u - (ﬁ—i_]_?)vuvu_pguu
_ 2 1 -
= —ALp g(E2+B2)V#Vl,+g(E2—2B2)gW — L(F) gy,

cujo traco é

T=T/=7p—3p=8Lp(B>— E?) — 4L(F).

E possivel também, a partir das equagoes (2.8) e (2.9), tentar obter uma

equacao de estado geral, que valha para qualquer Lagrangeana

m =—(p+ 4E_FE2)>

p=—p+E(E,B) (2.10)

na qual,

8
=(E,B) = —§LF(32 + E%).
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2.4 Universo Magnético

Neste trabalho considera-se também que, nas épocas remotas do universo,
o fluido césmico se comportava como um plasma e portanto, em média,
o valor de E? também se anula [10]. Assim, as relagdes que determinam
as propriedades remanescentes do fluido, densidade de energia e pressao,

tornam-se mais simples bem como a expressao do tensor energia-momento,
7= —L(P). (2.11)

4__ -
D= —gﬁpF—{—E(F), (2.12)

T,uzz = (p + ]_?)V“VV - pg,uzx

— |1 1 -
= —4Lp gFV#VV—gFgW — L(F)gum,

T=p—3p=4LpF — AL(F).

Esses tipos de modelos sao denominados Modelos de Universo Magnético e
seu estudo é recorrente na literatura devido, principalmente, a sua eficacia no
que concerne a remocao da singularidade cosmoldgica, prevista nos teoremas
de singularidade, dos modelos baseados em espacos-tempo homogéneos e

isotropicos.



Capitulo 3

Cosmologia em FLRW:
Universo Magnético e

Tri-Curvatura Espacial

A proposta da RG é que a matéria e a energia curvam o espago-tempo,
que qualquer corpo material ou forma de energia determinaré a geometria do
espago-tempo a sua volta. Essa afirmacao é sintetizada em um conjunto de
equagoes tensoriais conhecidas como equacoes de Einstein. Nessas equacoes,
mostradas abaixo, cada componente geométrica estara relacionada a uma
propriedade do conteido material ou energético que esta presente naquela

regiao,

1
G =R, — §Rguy = KT, (3.1)

na qual o lado esquerdo se refere a geometria e o lado direito ao conteido de

matéria e energia presentes no espaco.

13
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Serao tratados modelos determinados pela métrica de FLRW cujo ele-

mento de linha é:

gt —dr— O e e
s (1+5r2/4)2[T +r 1,

no qual a(t) é o fator de escala, que mede a taxa de expansao do universo, e €
determina o tipo de geometria que o universo possui em larga escala, e pode
assumir os valores -1 no caso de a geometria em larga escala ser hiperbdlica,
0 no caso de ser plana e +1 no caso de ser esférica. Com tal métrica, tem-

se apenas duas equagoes de campo relevantes, completamente independentes:
Goo = kToo =kp e Gy = kTi = —pgii.
As outras duas sao identicamente nulas, dado que a métrica é diagonal e
os observadores sao tipo tempo e estao normalizados:

G = kln =0 e Gy = k) = 0.

Calculando as componentes do tensor de Ricci e o escalar de curvatura,

chega-se aos seguintes resultados:

Rgo = -3, Ry = — (2 +2 (2) + 2%) Giis
a a a a
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Assim, as equagoes de Einstein fornecem duas equagoes que relacionam
o fator de escala a, sua taxa de variacao a e a sua derivada segunda d com
a densidade de energia e a pressao que, utilizando as equagoes (2.8) e (2.9),

sao escritas em termos da Lagrangeana e de sua derivada:

W

(—4[,_FE2 - m) (3.2)

a\> e 1
— —:—]{j fr
<a) +a2 37

2% + (9)2 + % = —kp=—Fk (%TF(W —2B%) + W) : (3.3)

a

Pela substituicao de (3.2) em (3.3) surge uma relagdo mais direta entre
a e as propriedades p e p, que também pode ser expressa como fungao da

Lagrangeana e de sua derivada:

ik i ke oy
5+6(p+3p)—5+§(£(F)_4£FB>—O- (3.4)

Outra equacao sumamente importante é a que representa a lei de con-

servacao da energia para um observador
- - — a
™ WVu=p+3(p+Dp)_ =0 (3.5)
A partir de (2.8) e (2.9) obtem-se p e p + p.
p=—4(LppFE* 4+ 2L EE) — LpF,

8
p+p= —§£F(B2 + E?).
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Logo, no caso de uma Lagrangeana que dependa tanto de B como de B,

a equagao (3.5) se torna:

TV, = —A(LrpFE* + 2L EE) — LpF — SCp(B2 + E2)g —0. (3.6)

No caso de modelos de Universo Magnético, as equagoes (3.2), (3.3) e

(3.6) assumem a forma:

N2
a € 1 k
_ [ = ——L(F .
<a> a3 3£( ) &1
2
a a
F a
o _y= )
F a 39)

A equagao (3.9) fornece um resultado independente da Lagrangeana es-
colhida. O tinico pressuposto é que o invariate ' depende apenas de B2

B
F(a)—g :

ou Bla) = 3 (3.10)

onde Fj e By sao constantes de integracao e podem funcionar como parametros

livres nos modelos que serao estudados no Capitulo 5.

Analisando a equacao (3.2) é possivel perceber que se faz necesséria uma
investigagao a respeito da influéncia da positividade de ¢ sobre os valores de
densidade de energia a fim de manteé-la positiva. Como ¢ pode assumir trés

valores distintos, deve-se verificar cada caso discriminadamente.
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e Caso ¢ = 0. A equacgdo (3.2) 16-se:

N2
a 1
— | = =kp.

N 2
a , . ~ , ..

Como <—> ¢ sempre positivo ou nulo, entao p serd sempre positiva ou
a

nula, mas nunca sera negativa, satisfazendo a condigao fraca de energia.

e Caso ¢ = +1. A equacio (3.2) lé-se:

-\ 2
a 1 1
- — = —kp.

<a> Jra2 37

A densidade de energia mantém-se sempre positiva, mesmo quando a
1

possuir extremos, uma vez que o termo — € sempre positivo, anulando-
a

se apenas quando a — 00, o que sé pode ocorrer no remoto passado ou

no longinquo futuro.

e Caso ¢ = —1. A equacdo (3.2) lé-se:

N 2
a 1 1
- | — = = <kp.
(a) 2~ 3%
Para que p seja positiva @ < —1 ou a > 1, o que significa que neste caso
a nao possui extremos. Visto de outra forma, para que a possibilidade

de extremos de a ocorra, entao p deveria assumir valores negativos du-

rante algum estégio da evolugao do modelo.
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A equagao (3.4) fornece o vinculo que se estabelece entre p e p, uma vez

que p é sempre positiva e a pode ser positiva, negativa ou nula,

a k

-—=—= 3p) .

- =5 pT3D)
e No caso de a > 0, é obtida a relacao:

- 1
p BP'

Como p é sempre positiva ou nula, entao a pressao é sempre negativa

ou nula, satisfazendo a condicao forte de energia

p =D

e No caso de a = 0, é obtida a relacao:

b= —gp-

Novamente a pressao pode assumir apenas valores negativos ou anular-

se.

e No caso de a < 0, é obtida a relacao:

1

> ——p.
p 3P

Portanto, a pressao pode assumir valores positivos e negativos, e também

anular-se.

O caso que mais interessa para este trabalho é aquele no qual @ > 0, uma
vez que queremos evitar a singularidade cosmoldgica do universo primordial

através do mecanismo de bounce, no qual @ =0 e d > 0.



Capitulo 4

Estabilidade em um Modelo de

Universo Magnético

Nesse capitulo sera apresentada a questao da estabilidade de um sistema
fisico a partir da definicao da velocidade de propagacao do som em um flu-
ido, em particular para modelos cosmoldégicos de Universo Magnético. Na
segunda secao sera feito um breve resumo sobre sistemas dinamicos, utiliza-
dos na tentativa de compreender as regioes instaveis como zonas de transicao

para os atratores que estao presentes nos modelos analisados.

19
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4.1 A Questao da estabilidade

Um dos indicativos mais simples para averiguar a estabilidade de um
modelo cosmoldgico é a verificagao dos limites da velocidade do som [11]. O
limite inferior é definido como aquele que mantém os valores da velocidade
do som reais, enquanto que o limite superior ¢ a velocidade da luz garantindo
que o principio de causalidade nao é violado.

Muitos trabalhos sao feitos adotando o segundo critério. Contudo, exis-
tem divergéncias quanto a sua validade, uma vez que nele a causalidade esta
associada a um cone de luz. A principio, nao existe nenhum impedimento
para que outros tipos de “cones” sejam definidos, como “cones de som”. Se
estas outras possibilidades forem adotadas, nao ha violacao do principio de
causalidade quando a velocidade do som torna-se maior do que a da luz.

O critério considerado neste trabalho, no qual a velocidade do som deve
ser sempre real, foi também utilizado em [12]. Na mecanica, a velocidade do
som ¢é definida como a velocidade com que uma onda de pressao se propaga
em um meio que possui uma determinada densidade, ou simplesmente pela

- - : dp
taxa de variacao da pressao com a densidade 1 Isso sugere que, uma vez co-

nhecida a equagao de estado, p = p(p), do meio, a velocidade do som é obtida
com o calculo de sua derivada primeira. Aqui serao feitas criticas a respeito
da utilizacao irrestrita desse critério, evidenciando que o mesmo vale ape-
nas como indicador de dificuldades decorrentes da interpretacao simplista da
equacao de estado, a qual deve considerar outras varidaveis termodinamicas.

No Universo primordial, o fluido tem sido considerado como fluido per-
feito, o qual, em geral, possui equacao de estado p = p(p,s), em que s é
a entropia do fluido. Contudo, ao se considerar processos adiabaticos, nos
quais se conservam a entropia e o nimero de particulas, a equagao de estado
para um fluido perfeito é p = wp. Aqui w serd interpretado como o quadrado
da velocidade de propagacao do som no fluido, e deve ser constante ou variar

pouco.
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, d

E possivel calcular d_p = w e obter a velocidade do som para um deter-
minado fluido. Usando as equagoes (2.11) e (2.12), surge uma relagao para
w dependendo de uma Lagrangiana genérica. O procedimento é derivar p e

p com relagao ao tempo e depois multiplicar d_Zt) pela inversa de d_f

d 1 .
d—]t) =~ (Lr+4LerF)F (4.1)
dp .
— = —LpF. 4.2
dt F (4.2)
Entao a equacao para a velocidade do som fica:
dp 2 1 ﬁFFF
L2144 4.3
dp CS 3 ( + EF ) Y ( )

que deve ser sempre positiva.

A equagao (4.3) serd utilizada para verificar a estabilidade dos modelos
gerados com as diferentes Lagrangeanas. Serao determinadas as regioes de
estabilidade e instabilidade de cada caso averiguado.

E possivel, e de fato ocorrera, encontrar casos onde ¢? se torna negativa
para valores finitos da densidade de energia e da pressao, evidenciando que a
definigao para c? utilizada nao é inteiramente consistente. Quando isso ocor-

rer, duas possibilidades serao apresentadas para contornar a instabilidade:

e No caso de Lagarngeanas polinomiais, considerar cada termo da La-
grangeana como representando um fluido que nao interage com os de-
mais e possui densidade de energia e pressao bem determinados e rela-

cionados por uma equacao de estado do tipo p = wp.
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e Sera usado o grafico gerado a partir do sistema dinamico construido
com a Lagrangiana para determinar se essas regioes de instabilidade
sao apenas regioes de passagem do sistema fisico e se este converge
para algum atrator localizado em uma regiao estavel. Caso positivo
considera-se, e isso ja foi feito por outros autores em outros casos!,
que o modelo pode ser uma boa representacao do Universo primordial

dentro desse cenario.

! Apéndice D.
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4.2 Sistemas Dinamicos

De uma forma simplificada [13], um sistema dinamico n-dimensional pode
ser entendido como um fluxo continuo de n varidveis em um espago n-
dimensional caracterizado por um sistema de equacoes diferenciais relacio-
nando essas variaveis. As solugoes analiticas desses sistemas sao, em geral,
dificeis de se obter, uma vez que a maioria dos sistemas de interesse é nao
linear. Nesses casos, o procedimento usual é determinar os pontos criticos
do sistema, anulando o lado esquerdo de todas as suas equagoes simultanea-
mente, e entao, fazer a linearizacao do sistema em torno dos pontos criticos

até a primeira ordem, com o objetivo de determinar a natureza dos mesmos.

4.2.1 Sistemas Lineares em duas Dimensoes

Um sistema de duas equacoes lineares dependentes de duas incégnitas é
dito bi-dimensional ou planar, uma vez que a dinamica descrita por ele pode
ser representada por um grafico em um espaco de fase plano. Sistemas assim,

em geral, apresentam-se da seguinte forma:

&= Az + By = f(z,y)
(4.4)
y=Cx+ Dy = g(z,y)
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Esse sistema é simples de resolver fazendo uso dos métodos tradicionais de
resolucao de EDO’s por meio da equacao caracteristica. O estudo dos autova-
lores da matriz dos coeficientes fornece condigoes simples para caracterizar os
pontos criticos. Reescrevendo o sistema na forma matricial, a leitura torna-se

mais direta.
X —Jx (4.5)

onde

() (ED-) ()
Y i ¢ D Y

Admitindo uma solucao do tipo ?(t) = My, 0 problema se reduz
ao encontro dos valores de A, autovalores da matriz J. Tem-se, entao,
(J — M) @ =0, onde I é a matriz identidade e 7’y sio os autovetores de J.

Encontram-se os autovalores a partir da equagao

det(J — M) =0, (4.6)
que resulta em
(A=X)(D -\ —BC=0.

Dependendo dos valores de A, B, C, e D tem-se sistemas diferentes e,
portanto, solucoes diferentes com pontos criticos de naturezas diferentes. No
caso mais geral, a equagao (4.6) resulta em dois valores para A, que deter-
minam a classificacdo do ponto critico a partir do qual esse autovalor foi
obtido na linearizacao. O numero de casos diferentes gerados pelas inimeras
combinagoes possiveis de autovalores cresce com a dimensao do sistema. No

caso bidimensional, as possibilidades sdo listadas a seguir [14].



Sistemas Lineares em duas Dimensoes 25

No Hiperbdlico Estavel

O ponto critico é um né hiperbdlico estavel quando: A\, A € R e possuem

valores tais que: Ay < Ay < 0
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Figura 4.1: Grafico no espago de fase para um né estavel. As linhas de fluxo

convergem assintéticamente para o ponto critico.
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No Hiperbdlico Instavel

O ponto critico é um né hiperbdlico instavel quando A\, A € R e possuem

valores tais que: Ay > Ay > 0
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Figura 4.2: Grafico no espago de fase para um né instavel. As linhas de fluxo

divergem a partir do ponto critico.
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No Hiperbdlico Impréprio

O ponto critico é um né hiperbédlico impréprio estavel quando A, A € R

e possuem valores tais que: A\ = Ay <0
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Figura 4.3: Grafico no espago de fase para um né hiperbdlico improéprio

estavel. As linhas de fluxo convergem assintéticamente para o ponto critico.
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O ponto critico é um noé hiperbdlico impréprio instavel quando A\, Ay €

R e possuem valores tais que: Ay = Ay > 0
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Figura 4.4: Grafico no espaco de fase para um né hiperbdlico improéprio

instavel. As linhas de fluxo divergem a partir do ponto critico.
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Sela Hiperbdlico Instavel

O ponto critico é um ponto de sela hiperbdlico quando A1, As € R e possuem

valores tais que: A\ - Ay < 0
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Figura 4.5: Grafico no espago de fase para uma sela hiperbdlica.
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Foco Hiperbdlico Estavel

30

O ponto critico é um foco hiperbdlico estavel quando A1, s € C, e possuem

valores tais que: \y = Ay =a+if com a <0

5

Figura 4.6: Grafico no espaco de fase para um foco hiperbdlico estavel. As

linhas de fluxo convergem assintéticamente para o ponto critico.
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Foco Hiperbdlico Instavel

O ponto critico é um foco hiperbdlico instavel quando A, Ay € C, e possuem

valores tais que: \y = Ay =a+i8 com a >0
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Figura 4.7: Grafico no espago de fase para um foco hiperbdlico instavel. As

linhas de fluxo divergem a partir do ponto critico.



Sistemas Lineares em duas Dimensoes 32

Centro Eliptico

O ponto critico é um centro eliptico quando A\, Ay € C, e possuem valores

tais que: \y = A\ =18
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Figura 4.8: Gréfico no espaco de fase para um centro eliptico. As linhas de

fluxo realizam movimentos periddicos em torno do ponto critico.
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4.2.2 Sistemas Nao Lineares Autonomos

Um sistema nao linear autonomo ¢ um sistema cujas equagoes nao de-
pendem explicitamente do tempo e pelo menos uma delas é nao linear. Em

geral, pode-se representa-lo da seguinte forma,

(4.7)
g =g(z,y)

Os pontos criticos sao novamente os que fazem f(z,y) = g(x,y) = 0. Para
estudar o comportamento desse sistema nas imediacoes dos pontos criticos,
faz-se uma linearizacao do mesmo expandindo suas fungoes em série de Tay-
lor em torno dos pontos criticos até a primeira ordem. Para os sistemas
investigados neste trabalho é suficiente o estudo de sistemas bi-dimensionais.

Em geral, sistemas nao lineares podem possuir mais de um ponto critico,
cada um deles possuindo um tipo distinto de comportamento. Desta forma, o
procedimento de linearizacao sera repetido para cada ponto encontrado a fim
de determinar seu comportamento. Entretanto, existem condigoes a serem
satisfeitas para que os resultados obtidos a partir da linearizacao possam de
fato representar o sistema nao linear original como enunciado pelo Teorema

de Hartman [13].

Teorema de Hartman

Se a matriz jacobiana obtida a partir da linearizacao em torno de um
ponto critico nao possui auto-valores nulos ou puramente imaginarios, entao
hé uma vizinhanga em torno desse ponto para qual o espago de fase do sis-
tema nao linear se assemelha qualitativamente ao comportamento do sistema

linearizado.
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Embora este teorema garanta a equivaléncia qualitativa entre o sistema
original e o sistema linearizado para os pontos criticos hiperbélicos, ele nao
garante a validade deste processo de linearizacao para o caso dos centros
elipticos. Para esses casos, se as equacoes do sistema que esta sendo analisado
forem analiticas, entao uma extensao do Teorema de Poincaré-Lyapunov,
realizada na referéncia [15], garante a equivaléncia entre os dois espagos de
fase.

Os casos em que A; - Ay = 0, degenerados elipticos, também nao sao
contemplados pelo Teorema de Hartman. Para eles, é necessario fazer a
analise do espaco de fase gerado.

Na literatura é comum que estes pontos de comportamento mais curioso
representem bifucacoes que podem ser de diferentes tipos. Os dois necessarios

para este trabalho estao enumerados abaixo?®:

1. Bifurcagao Sela-No: Ocorre quando o ponto critico estd sobre uma
curva que apresenta comportamentos distintos dependendo da regiao
do espago de fase que se analisa. Observando a partir do ponto, verifica-
se que um ramo da curva apresenta comportamento estavel e o outro

ramo apresenta comportamento instavel.

2. Bifurcagao de Dobra Ciclica: Nessa bifurcagao coexistem dois ciclos
limites de estabilidades diferentes. No ponto critico, os ciclos colidem

para, em seguida, cada trajetéria afastar-se da vizinhanga imediata.

20 leitor interessado pode obter mais detalhes sobre os outros tipos de bifurcacio na
ref. [14].
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4.2.3 Sistema Dinamico para um Universo Magnético

Para montar um sistema dinamico que possua facil resolucao serd definida
a quantidade 6, conhecida como fator de expansao, e sua primeira derivada

temporal,

a
= 3— 4.
0=3. (4.8)

a2 (4)] (49)

Com essas definigoes e as equagoes (3.4), (3.7) e (3.9), é obtido o sistema

Pe—dpy
3
(4.10)
.1, ok
0 =—30" = S(2L —4LrF).

Nesse sistema nao fica explicita a curvatura da tri-secao espacial, porém

é possivel construir um outro sistema para o caso especifico de curvatura nula:

. 4
F=—--F¢
3
(4.11)
0 =2kLpF
Quando forem encontrados pontos criticos do tipo (Fp,6y) = (0,6y), e

o carater destes nao puder ser determinado por linearizagao, resultando em
autovalores nulos, serd feita uma analise puramente qualitativa do espaco de
fase considerando valores de F' negativos que, embora nao facam parte da
solucao fisica para um U.M., sao uma solucao matemaética para o sistema

dinamico e podem contribuir para a determinacao do carater de tais pontos.



Capitulo 5
Lagrangeanas Fonte

Neste capitulo serao apresentadas quatro solugoes cosmoldgicas baseadas
na métrica de FLRW, cada uma delas tendo como fonte uma Lagrangiana da
eletrodinamica nao linear construida com o propdésito de lidar com problemas
remanescentes da teoria linear de Maxwell.

A primeira Lagrangeana, baseada na teoria de Euler e Heisenberg, ja foi
usada como fonte para um modelo cosmoldgico em [17] e sua estabilidade
contestada em [12]. Uma alternativa para avaliar a estabilidade foi proposta
em [22]. Aqui, estas solugoes serdo revistas e novas perspectivas de como en-
carar a questao da estabilidade discutidas. Em seguida, serao analisadas pela
primeira vez as teorias ENE e LNE como fontes para modelos com bounce
e sua estabilidade também sera discutida. Por fim, a teoria BIE, proposta
como fonte para a cosmologia em [7], e também contestada em [12], sera
revisitada e, assim como em EH, a definigao que leva a constatacao de insta-
bilidades no modelo sera questionada. Os sistemas dinamicos sao utilizados
para detectar atratores que possam tirar os modelos de sua regiao instavel,
como feito em [32], e os graficos no espaco de fase 6 x F' gerados ilustram a

evolucao dos modelos, desde seu passado remoto, até seu futuro.

36
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5.1 A Teoria de Euler-Heisenberg

A eletrodinamica quantica é caracterizada por notavel invariancia de
calibre e relativistica. Contudo, certos calculos, mesmo quando realiza-
dos através de métodos convencionais, podem produzir resultados que nao
apresentam estas caracteristicas devido, principalmente, a existéncia de di-
vergéncias que sao inerentes a essa classe de teorias, as teorias de campo. Tais
dificuldades envolvendo invariancia relativistica podem ser evitadas pelo em-
prego de formulagoes da teoria, que sao explicitamente invariantes sob trans-
formagoes de coordenadas, e por meio da manutencao dessa propriedade
durante o desenvolvimento dos célculos. E evidente que os problemas de in-
variancia de calibre desaparecem quando métodos de solugao que envolvem
apenas quantidades invariantes de calibre sao adotados. As equagoes de movi-
mento que envolvem apenas campos eletromagnéticos proveem a invariancia
de calibre desejada.

De acordo com a teoria de Dirac para o podsitron, um campo eletro-
magnético tende a criar pares de particulas, o que leva a uma mudanca
nas equacgoes de Maxwell no vacuo. O fato de a radiagao eletromagnética
poder ser transformada em matéria e vice-versa faz surgirem novos aspec-
tos fundamentais em eletrodinamica quantica. Uma das mais importantes
consequeéncias é que, mesmo no vacuo, as equacgoes de Maxwell devem ser es-
tendidas ou até mesmo completamente substituidas por férmulas mais com-
plicadas.

Em geral, nao é possivel separar processos no vacuo daqueles que en-
volvem matéria, visto que campos eletromagnéticos podem crid-la se tiverem
intensidade suficiente para fazé-lo. E mesmo no caso de nao serem tao inten-
sos a ponto de criar matéria, eles podem, devido a possibilidade de criacao
de pares virtuais, polarizar o vacuo, o que também requer uma modificacao

nas equacoes de Maxwell.
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As diferencas de uma nova teoria para a de Maxwell serao pequenas en-
quanto os valores de ﬁ e ? forem pequenos se comparados aqueles medidos
a uma distancia de v/137 n% do ponto onde se encontra a carga. Mas mesmo
no caso em que o campo magnético excede o valor medido nas imediacoes do
ponto onde se encontra a carga, os termos adicionais ao termo de Maxwell
permanecerao pequenos quando comparados com o original. Pode-se, entao,
entender esses novos termos como perturbagoes que ocorrem no estado de
vacuo do campo original livre (auto-interagao do vacuo). Tais alteragoes sao
sempre encontradas quando calculadas as contribuigoes de ordens superiores
para a densidade de energia, o que surge a partir de uma transicao virtual de
um estado inicial para outro final e seu retorno para o estado inicial. Cada
termo na expansao da densidade de energia em poténcias de E e B pode
ser corretamente associado com um processo de espalhamento cuja secao de
choque é determinada a partir do termo associado. Por exemplo, a secao de
choque do espalhamento Compton pode ser calculada através de um calculo
de perturbacao até a segunda ordem. J& os termos de quarta ordem corres-
pondem ao espalhamento luz-luz. E os termos de sexta ordem determinam
a secao de choque de um processo onde trés fotons sao espalhados um pelo
outro.

A despeito da questao de até onde é fisicamente aceitavel negligenciar
os termos de ordem superior, o resultado de cada termo concorda com o
calculo direto do respectivo processo de espalhamento correspondente na teo-

ria quantica de campos.
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5.1.1 A Lagrangeana de Euler-Heisenberg como fonte

da Cosmologia

Nessa secao expoe-se o modelo cosmologico construido por Novello et
al. em [17]. A Lagrangeana é invariante de calibre e covariante local, e
depende dos escalares F' e GG até a segunda ordem. Esta modificacao deve
ser relevante quando os campos atingem grande magnitude, como ocorre no
Universo primordial. Os teoremas de singularidade sao transcendidos pela
aparicao de uma alta, porém finita, pressao negativa nas fases primordiais
da geometria de FLRW.
A Lagrangeana para esta teoria e sua derivada se escrevem:
L= —iF+aF2+6G2 —  Lp=—1+2aF

2
ms
em que a ~ 0.26634 - 10722 = est4 relacionado com o tempo de decaimento

dos pares de particulas gerados em cada processo de espalhamento citado,
de acordo com [16]. Considerando o procedimento da média de Tolman-
Ehrenfest nas expressoes acima, chega-se aos resultados:

1 1
L= —532(1 —8aB?%) e Lp= -3 + 4aB?

Assim, as grandezas densidade de energia e pressao se escrevem:

1
p= §32(1 — 8aB?) (5.1)
‘ 1 1 16
p= 632(1 — 40aB?) = 3P~ 30434. (5.2)

Lembrando que o invariante F' depende apenas de B, vale a relacao geral
(3.10)

_bBo

a?’

B
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Substituindo (5.1) e (5.2) em (3.4), encontra-se que para que a(0) = 0
4
0
corresponda a um minimo entao a > ;4593. E, substituindo (5.1) e (3.10)
0
em (3.7), obtém-se
kB2 B2
.2 _ WDg 0

No caso € = 0:

para que a(0) =0 = a=

E possivel encontrar uma solu¢ao analitica para a(t)

a*(t) = Boy/ g(/ﬂtz + 12a). (5.4)

E notério que em t = 0 o fator de escala assume valor nao nulo.
CL2<O) = BO vV 8a.

Assim, o valor minimo para o fator de escala fica determinado pelo
parametro By, Gnico parametro livre da teoria. Substituindo (5.4) em (3.10)
e substituindo o resultado em (5.1), encontra-se a seguinte expressao para a

densidade como funcao do tempo:

o(t) = Zw_ﬁ#@ (5.5)

Utilizando (5.5), verifica-se se h& pontos criticos para a densidade e, a
partir dessa constatacao, é possivel determinar em que instantes de tempo,
nomeado tempo critico (t.), tem-se essa densidade critica:

, _ _ 12c
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E possivel, entao, calcular o valor de todas as grandezas relevantes neste

momento £.:

1
e = plte) = Py
pe=plte) = o~
B(t,) = —.
(te) 16
Definindo agora algumas novas grandezas, todas adimensionais, a andlise
o . i a(t) p
se torna mais simples. Sao elas 7= —, Gpe; = —= € Preg = —.
te a(0) Pe
CL72"el = V7? + 1’
2
-
rel — 4—a
Prel T2+ 1)
p 4 T2 -4

pe 3D

Com elas, plotam-se graficos que ajudarao a representar o comportamento

das grandezas a, p e p.
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054 —are E-H

—10 -5 T 5 p —a=M

Figura 5.1: Grafico a,¢ x 7: A curva que possui um minimo, a,qF — H, se
refere a lagrangeana de Euler-Heisenberg. A curva que colapsa em 7 = 0,

a,e M, se refere a solugao obtida no caso de Maxwell (Apéndice B) com

1 = BO\/ 8a.

\l/ —orbe

Figura 5.2: Grafico p.q x 7 € P x 7: A densidade vale zero em t = 0, possui
dois pontos de méaximo e depois tende a zero no limite t — +o0o. A relagao

— assume valores negativos em torno do bounce (—2 < 7 < 2), depois se
Pe

torna positiva, mas rapidamente diminui e tende a zero para t — +oc.
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A seguir, a andlise dos casos de geometria hiperbdlica e esférica.

e=-1

Para que a(0) =0 = o=

(1. 400) 2

é sempre verdade, pois a?(0) > 0.

e=+1

Para que 4(0) =0 = o= @(0) (1 - 6a2(0>>

a*(0)
24 B2

o >

A equacao (5.3) pode ser integrada:

622

/ \/ kB2 8akB4

xdx
VkB3r? — 8akBE — 6ea3

E sua solucao é expressa em termo das integrais elipticas de primeira e

segunda espécies:

2
= = — = z=a“(t
(x1—x3)E (arcsin /2L /21782 ) 4 00 F(arcsin 4 / ——L , /Z17%2 (®)
t zop—ay 'V z—=g zg—xy 'V = —=3

NEZ

z=ag
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sinx dZ
Flx,l) = ,
R Y [
sinx /1 _ 72.2
E(x,l) = 1—lzdz

0 \/1—2’2 ’

na qual 71, T9 e T3 sa0 as raizes do polinoémio 6ez3 — kB2x?* + 8akBj = 0,
que para e = +1, kB2 =12 e aBZ = 1.25 - 10~* sdo:

x1 = F0.0313776, x5 = £0.0318778, x5 = +£1.9995

O grafico referente a equagao (5.6) estd na préxima pagina. As curvas
de interesse sao aquelas nas quais a > 0 e a conclusao é que, utilizando a
teoria de Euler-Heisenberg, encontra-se um bounce para qualquer uma das

tri-curvaturas.
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0.3 /
/) e=—1

0.25 | e=+1

0.1

loo=0 |oe<0

0.05 -

0.74 0.75 0.76 0.77 0.78 0.79
t

Figura 5.3: Gréfico retirado do artigo ” Nonlinear electrodynamics and FRW
cosmology”, V. A. De Lorenci, R. Klippert, M. Novello e J. M. Salim, PHY-
SICAL REVIEW D, VOLUME 65, 063501. Nele é tomado a(1) =1, kB2 =
12 e aB2 = (0; £1.25 x 107).
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5.1.2 Analise da Estabilidade do Modelo gerado a par-
tir de EH

A estabilidade do modelo serd verificada utilizando a equacao (4.3), que
nesse caso torna-se:

9 14 32aF
Ce == — .
53 8aF —1
E possivel ver que ¢? assume valores menores que zero para

1 1
Além disso, o valor F' = SLa produz uma divergéncia na velocidade do som.

No caso de € = 0, o dominio de F' vai de 0 a

Dom(F) = {

1
4a?

0<1<1<1
40  8a 4da |’

O grafico abaixo ilustra o comportamento de ¢? com o crescimento de F'.

\
5 \\‘*---_
._|_....|..5..|....|....|F
5 e 10 | 15 20 25
=R \
kY
III
—10

\

Figura 5.4: Grafico ¢2 x F: Foi adotado o valor o = 0.01.
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0.95
No caso de € = +1, o dominio de F vai de 0 a 4—1.
o)

1 1 0.95
DOm(F)—{O<40—a<8—a<E}

|:'1.! :- III

10 F \\

o

—10f \

Figura 5.5: Grafico ¢2 x F: Foi adotado o valor o = 0.01.

Logo, toda a regiao de instabilidade, onde ¢ < 0, esta presente no modelo,
independentemente do fato de a tri-curvatura ser nula ou positiva.
O eixo que surge quando ¢ — 400 estd sobre o valor de F, para o qual

p = 0. Isso sugere que talvez a definicao da velocidade do som deva ser
dp dpdt

— = —— = .

dp dtdp

Em [18] é mostrado que, em geral, a expressao para ¢ pode depender de

revista, uma vez que

p € s, uma vez que a variagao da pressao pode ser escrita como:

_ (Op dp
e () - (2)

e a expressao (4.3) é o caso particular de um processo adiabatico. Em [19,
20] fica claro que a introducao da entropia soluciona essa divergéncia. Um
exemplo de processo nao adiabético é realizado também em [21], na pagina
249.

1 Valor calculado utilizando a(0) = 0.18 e aB2 = 1.25 x 1074
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H4 ainda um outro problema com a definigao de ¢ dada em (4.3): essa
defini¢ao pressupoe que ¢ é constante ou varia muito pouco, o que nao é
garantido no entorno de F = 3 ja que este é o ponto para o qual p é
maxima e, portanto, a geometria se torna muito irregular. Nesse ponto onde
¢? diverge, a densidade de energia assume seu valor maximo, p., € a pressao
assume o valor p = —p.. Com isso, o escalar de curvatura e todas as com-
ponentes nao nulas do tensor de Ricci assumem valores finitos negativos:
R = —4kp., Ryo = —kp. ¢ Ry; = —kp.gi;. Isso permite concluir que essa
divergéncia nao ¢ de fato uma consequéncia fisica do problema, mas talvez

oriunda de alguma definicao inapropriada, como a da velocidade do som ou

a equacao de estado utilizada.
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5.1.3 Sistema Dinamico e Espaco de Fase do modelo

gerado a partir de EH

Pode-se estudar o comportamento do modelo no espaco de fase, utilizando
os sistemas descritos no Capitulo 4, a procura de pontos criticos que possam
retira-lo da zona instavel.

Para esta Lagrangeana, o sistema (4.11) escreve-se:

4
F=—-F0
3
(5.7)
. k 9

Os pontos crticos sao: (Fo, 0p) = (0,0) e (F1,01) = (5=,0).
Linearizando em torno de (0, 0), obtem-se o jacobiano e pode-se classificar

este ponto critico,

Calculando os autovalores, obtém-se \; = Ay = 0, o que significa, neste
caso, que a linearizacao nao ¢ um bom procedimento. Para estudar o com-
portamento do sistema em torno de (0,0) serd necessario utilizar um gréfico

no espaco de fase que contenha valores negativos de F.
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O grafico gerado:

Figura 5.6: Grafico no espago de fase 6 x F' contendo valores negativos de F.

A andlise qualitativa do grafico mostra que o ponto critico (0,0) é uma
bifurcacao sela-ng, pois em F = 0 tem-se um eixo que apresenta compor-
tamento estavel para 6 > 0 e instavel para # < 0. Contudo os valores de
F' negativos nunca sao alcanados em um modelo de U.M., uma vez que o

préprio valor F' = 0 nunca ¢ atingido.
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. . 1 . .
Linearizando agora em torno de 8—,0 , surge um novo jacobiano, e
o

esse ponto critico pode ser também classificado,

. 1
F=——0
(616 0 —L
= J= B
k
1 3 0
0= -kF
2

Calculando os autovalores, obtém-se A\; = A\; = iy/1,=. Portanto (s-,0)

¢ um ponto de centro.

O grafico abaixo mostra o espago de fase do sistema (5.7).

T T T T T T
0 s B . — T
I e
R o e
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e~ .
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Figura 5.7: Espaco de Fase # x F: A faixa em laranja marca a regiao onde
2 < 0. O ponto de centro estdvel estd marcado em azul, o ponto de bi-
furcacao em roxo e o bounce em verde. As linhas azul e vermelha denotam
o comportamento estéavel e instavel do eixo F' = 0 para valores positivos e

negativos de 6 respectivamente. Foram adotados os valores k =1 e o = 0.01.



Sistema Dinamico e Espaco de Fase do modelo gerado a partir de EH 52

No caso € = +1, o sistema fica:

. 4
F=—-F0
3

.1, k(1 )
0——39—2(2F—6aF).

(5.8)

Os pontos criticos sao: (Fy,6p) = (0,0) e (F,61) = (132, 0).

Linearizando em torno de (0,0), os autovalores novamente sao nulos. No-

vamente, € necessario analisar um espaco de fase que contenha valores nega-

tivos de F' para determinar o carater do ponto critico.

ol — —
i :E_:‘j_::\\‘\\"\\ f ':f/ i ﬁ’g ::_,a—
TEmaa e ll'Ir'H /’//_._,—-" Eae
= T F - a—

— — - —
S— ﬂ_—"‘m:‘:t: I\JII'/:)/t/r"’_‘__,-"’_"H 1
sk __‘“"“--1““‘--\\ l/-/“’:""’rf e
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j— -—..____'_*_—:__‘-\\ " ,‘_"-;-H"‘_':__._.——-——
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Figura 5.8: Grafico para o sistema 6 x F' contendo valores

negativos de F'.
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A analise qualitativa deste grafico préximo ao ponto critico revela que, de
acordo com a descrigao feita no Capitulo 4, o ponto (Fp, 6y) = (0,0) constitui
uma bifurcacao de dobra ciclica. Porém os valores de F' negativos nunca sao
alcangados em um modelo de U.M., dado que o préprio valor F' = 0 nunca é
atingido.

1

Linearizando em torno de (m,O), obtém-se o sistema e o jacobiano

abaixo,

-
9 0 —L
= J= 9o
k
T i 0
__4_

50\ \E gl L 1L 0) &
Os autovalores sao A\; = Aj = 1/ 55—; logo, (12(1’ O) é um ponto de centro.

Tanto no sistema (5.7), quanto no sistema (5.8), as equagdes sao fungoes
analiticas valendo, portanto, a extensao do teorema de Poincaré-Lyapunov,
o qual garante, para centros elipticos, a equivaléncia entre espacos de fase de

sistemas linerizados e espacos gerados com o sistema original.



Sistema Dinamico e Espaco de Fase do modelo gerado a partir de EH 54

O grafico no espago de fase para o sistema (5.8) é mostrado abaixo:

Figura 5.9: Espaco de Fase 6 x F: A faixa em laranja marca a regiao onde
2 < 0. O ponto de centro estavel estd marcado em azul, o ponto de bi-
furcacao em roxo e o bounce em verde. Foram adotados os valores k£ =1 e

a = 0.01.

Observando os graficos (5.7) e (5.9) nota-se que em ambos os casos o
bounce ocorre em uma regiao estavel do modelo, o que nao era esperado.
Ademais, a regiao de instabilidade corresponde a uma era de evolugao do
Universo em que nenhum comportamento dessa forma é esperado. Entre-
tanto, isso nao ameaca o comportamento da regiao na qual deve valer a

1

eletrodinamica cldssica, uma vez que o valor F' = ;5— ainda ¢ muito maior

do que os campos eletromagnéticos classicos em razao do valor real de a.
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5.1.4 A Interpretacao de Dois Fluidos

Uma outra forma de tentar transpassar o problema da instabilidade é
tratar o fluido que gera esse modelo como dois fluidos nao interagentes os

quais possuem, cada um, sua regiao de dominio, como é feito em [22].

1 1
£:£1+£2:_ZF+&F2 = ,01:le pQZ—OéFZ
Pode-se notar que p; < 0, mas como a densidade de energia total per-
manece positiva dentro do dominio de F, entao isso nao é, de fato, um pro-

blema para o modelo,

1 1
pr=-F—aF*>0 = F<—.
4 dav

A pressao também pode ser decomposta em duas pressoes relacionadas a

fluidos diferentes

1 5
= _F = ——aF?.
b1 B P2 304

Nota-se que p; é positiva, enquanto que p; é negativa. Quando o termo
quadratico, o qual representa a correcao nao linear a teoria de Maxwell,
dominar as pressoes serao negativas. A partir disso, é possivel calcular o
valor limitrofe de F', no qual ocorre a mudanca de dominio do cenario nao

linear para o linear,

1 5 0.2
——F_2aF?=0 = @ F=-2%
Pr=15" 739 1o

E finalmente, usando essa andlise de dois fluidos para o cédlculo da veloci-

dade do som, obtém-se resultados bem diferentes:

st3 273 20F ] 3
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A tabela abaixo mostra, resumidamente, os resultados obtidos a partir

da interpretacao de dois fluidos.

Table 5.1: Dois Fluidos
Fluidol Fluido2
p1=3F py = —alF?
p1 = %F = %,01 P2 = —%aF2 = %pz
= % = %
Domina quando F' < % Domina quando F' > %
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5.2 Forma Exponencial da Eletrodinamica Nao

Linear (ENE)

A ENE pode ser compreendida como uma extensao da teoria de Fuler-

Heisenberg, uma soma sobre todos os termos de F"

N

£ENE: lim E C,L'Fl—Co.
N—00 4 o
1=

Desta forma, tal teoria contém todas as ordens do escalar F'. Uma con-
sideracao se faz necessaria nesse ponto: os escalares F' e (G, cujas poténcias
aparecem na teoria de Euler-Heisenberg, referem-se a diferentes modos de
polarizacao dos fotons que sao emitidos ou absorvidos no momento do es-
palhamento. O escalar F, definido como proporcional a (B? — E?), carrega
a informacao dos fétons polarizados paralelamente, enquanto que o escalar
G, definido como proporcional a (§ . E), carrega a informacao dos fétons
polarizados perpendicularmente [16]. Uma vez que o escalar G nao aparece
devido a isotropia do modelo de FLRW, matematicamente obtida utilizando
o procedimento das médias de Tolman-Ehrenfest, o mesmo ocorre com os
modos de polarizacao perpendiculares. A informacao sobre esses modos de
polarizacao do féton é perdida ao considerarmos os campos em média.

Entretanto, essa teoria ainda pode ser uma boa fonte para um modelo
tipo U.M., pois ela contém todos os modos de polarizagao paralelos de todos
os espalhamentos possiveis em teoria quantica de campos. Além disso, a teo-
ria de Born-Infeld, quando expandida até a segunda ordem, é indistinguivel
da ENE, podendo inclusive ser estabelecida uma relagao entre as constantes
das duas teorias. Isso faz com que a ENE seja considerada também uma

teoria tipo Born-Infeld, como ¢é dito em [23].
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5.2.1 ENE como fonte da Cosmologia

A Lagrangeana correspondente a teoria ENE pode assumir a forma

L=~ <eXp (—4%) — 1) , (5.9)

em que 72 é o limite superior para o campo elétrico, proveniente da teoria
de Born-Infeld (Apéndice C), cuja discussao é feita na segao 5.4.

Assim p e p sao dados por:

p=> (1 — exp (—%)) (5.10)

1 F
=—Fexp|———= | — 5.11
p=gFexp ( 472> p (5.11)
As curvas que expressam p e p em funcao de F' sao mostradas no grafico
abaixo:
LER e
06 ¢ ff,#‘*’fr }
04f /
0.zf g
:H_Tll_TllTl_T—l||_||I||||I||||I||||IF
i 1 3 T 4 5 E —p
-n.z; H%% _p

Figura 5.10: Grafico p e p x F': Adotou-se o valor ilustrativo 72 = 1
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Substituindo (5.10) na equagao (3.7), o resultado é:

a\’ 2k - F €
- =—(l—exp| —— - —.
a 3 P 4~? a?

Quando € = 0, nao ha valores extremos para a. Isso pode ser verificado

tendo em conta as expressoes que seguem,

a0)=0 = mef@):1 = FO0)=0 = a(0)— .

4~2

Um procedimento muito comum para fazer com que o fator de escala pos-
sua um ponto extremo, de uma forma que preserve o dominio das grandezas
fisicas, é introduzir uma constante cosmoldgica na teoria original. Essa cons-
tante funciona como uma energia de fundo que esta sempre presente no mo-
delo e que, a principio, nao varia no tempo. Desta forma, o caso € = 0 ainda
pode trazer alguma solucao que contenha um minimo para a se for utilizada

a Teoria da Relatividade Geral com constante cosmoldgica (A).

A teoria com a constante escreve-se:
G+ ANgu = KT,

Com essa nova expressao, um termo extra é acrescido as equagoes de

campo.

N 2
a e Nk

= T 12
<a> +a2+3 3" (5.12)

gz—%wﬁm——- (5.13)
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Com ¢ = 0, a equacgao (5.12) fica:

. 2

a A k2 F

z L -
(a) 373 ( eXp( 472))’

para que a(0) =0,

A F(0) , A

Como F(0) é um valor positivo finito, entao:

F(O):—4721n<1—A)>0 = — >0

A A —N
2

Onde pode-se determinar o maior valor possivel de A calculando o limite

da expressao acima quando N — oo,

) N
Alm. exp (‘E) =0,

o que resulta em um dominio de valores para A que permitem a existéncia

de um extremo para a

A
0<-—<1.
f)/
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Resta ainda verificar quais as condigoes que A deve satisfazer para que

esse extremo de a seja ponto de minimo ou de maximo. Essas condicoes

podem ser obtidas a partir da equacao (5.13):

i 1 F 1 F
S| -A— 2 S P ——_\F)|.
a 3{ k(7 eXp< 472) ! +2€Xp( 472) H

Para que esse ponto seja um minimo:

Entao duas situacoes sao possiveis: os dois termos que se multiplicam no

lado esquerdo da equacao sao positivos ou negativos.

Se os dois termos forem positivos,

A A
In{l——1]>0 = — <0

4~2 k~y?
e
A A
1—— — < 1.
( k72> >0 = el

a primeira solucao ja contém a segunda. Logo, nesse caso, A < 0, que

estd fora do dominio que foi determinado.

A segunda situagao possivel é se os dois termos forem negativos.

1—A <0 = A>1
k2 k2 '

Neste caso ocorre o contrario do caso anterior: a segunda solucao é que
contém a primeira. Portanto, nesse caso, A > 1, que também esta fora do

dominio que foi determinado.
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Logo, para este modelo, a inclusao da constante cosmoldgica no caso € = 0
nao resultou em um bounce. O tnico caso, entao, cuja estabilidade deve ser
analisada ¢é o caso € = +1.

Retomando a teoria original, sem o acréscimo da constante cosmoldgica,
o caso € = +1 retorna uma solugao na qual é possivel que haja um extremo
para a. Assim, a analise do modelo com a constante cosmoldgica se torna
desnecessaria para os objetivos deste trabalho. Pressupondo que o extremo

existe, chega-se a uma expressao que determina a(0) implicitamente,

5 [ e (f;(g))
a0)=0 = a*0)=— . > 0.
vk exp (F(Q)) -1
Ay

A positividade é garantida pelo fato de que, em um U.M., F' é sempre
positivo.

Impondo-se a positividade da equacao (3.4), é encontrado o valor minimo
de F' para o qual esse extremo é um minimo e, portanto, a ocorréncia de
bounce é garantida,

i k[, , F F F
@l i —— )| >0 = = >50257248.
s () e ()20 - 5

Este valor sera utilizado como valor de corte inferior para o modelo, uma
vez que quaisquer valores de F' abaixo dele nao resultam em modelos com

bounce.
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5.2.2 Analise da Estabilidade do Modelo gerado a par-
tir da ENE

Partindo da Lagrangeana, pode-se calcular suas derivadas:

1 F 1 F
,CF = _Z__l exp —4—72 e EFF = 1672 exp _4_72 .

Utilizando a equagao (4.3), descobre-se a regiao de instabilidade desse

, 1 F
A=>(1-=
3 ~2

Portanto, valores de I superiores a 72 corresponderao a fase instavel do

modelo

modelo, como é mostrado no grafico abaixo:

.
C 2 : \\
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1 H\E 3 4 6
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~1o} "~
15} \

3 \x"-\.\,

Figura 5.11: Gréfico ¢ x &.
s * 5

A velocidade do som decresce linearmente com F' e nao hd nenhum valor
de F que gere um bounce e que faga ¢ > —1. Todavia, a andlise do espago
de fase gerado para o caso € = +1, que sera feita na préxima secao, mostra
que as solugoes, mesmo apos passarem um longo periodo na regiao instavel,

convergem para uma regiao estavel.
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5.2.3 Sistema Dinamico e Espago de Fase do Modelo
gerado a partir da ENE

Para a analise da dinamica desse modelo serd utilizado apenas o sistema
(4.10), uma vez que para ¢ = 0 ndao ha bounce. Com a Lagrangeana da teoria

ENE o sistema assume a formas

L4
F=—--F¢
3

.1y K 9 F F
0= 30 2{27 <exp( 472> 1>—|—exp( 472>F].

Os pontos criticos sao: (Fy, 6y) = (0,0) e (F1,601) = (5.025772,0).

Linearizando em torno de (0, 0), os autovalores novamente sao nulos. Para

(5.14)

esta Lagrangeana, o grafico no espago de fase contendo valores negativos de
Fé:

Figura 5.12: Grafico do espaco de fase # x F' mostrando valores de F' nega-

tivos.
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A andlise qualitativa deste grafico proximo ao ponto critico mostra que,
de acordo com a descrigao feita no Capitulo 4, o ponto (Fy,6y) = (0,0) é
uma bifurcagao de dobra ciclica. Contudo, os valores de F' negativos nunca
sao alcancados em um modelo de U.M., uma vez que o préprio valor F' =0
nunca ¢ atingido.

Linearizando em torno de (5.025792,0), obtém-se o sistema e o jacobiano

abaixo,

F ~ —6.70094+26
= J= <

0 —6.70094~2 )

. 0.10766k 0
6 ~ 0.10766kF

Calculando os autovalores, obtém-se Ay = A\ ~ i,/0.7214k~2, entao
(5.0257+%,0) é um ponto de centro.

As equagdes que compoem o sistema (5.14) sdo fungoes analiticas valendo,
portanto, a extensao do teorema de Poincaré-Lyapunov, o qual garante, para
centros elipticos, a equivaléncia entre espagos de fase de sistemas linearizados
e espacos gerados com o sistema original.

O gréfico no espaco de fase para o sistema (5.14) é mostrado na préxima
pagina. Nele é possivel perceber que o bounce ocorre em uma regiao instavel
do modelo, o que é esperado. Existe um ponto de centro que garante o retorno
para a regiao estavel. A regiao que possui valores do campo correspondentes
a eletrodinamica cldssica é estdvel, visto que o valor real de ? é muito maior

do que o adotado na construcao do grafico.
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Figura 5.13: Espaco de Fase 6 x F': A parte em laranja corresponde a regiao
onde ¢2 < 0. O ponto de centro estdvel estd marcado em azul e o ponto de

bifurcacao em roxo. Foram adotados os valores k = % = 1.

Seria possivel também fazer uma interpretagao de dois fluidos para a ENE
ao se expandir a lagrangeana em poténcias de F. Em [3] foi mostrado que
termos de ordem par geram modelos com bounce e termos de ordem impar
geram modelos singulares. De qualquer forma, esse procedimento traria um
resultado aproximado independente da ordem tomada, uma vez que, devido

ao truncamento, todas as ordens superiores seriam desconsideradas.
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5.3 Forma Logaritmica da Eletrodinamica Nao
Linear (LNE)

A Teoria da Relatividade Geral possui algumas caracteristicas indesejaveis
a qualquer teoria fisica. Como j& foi destacado na introducao, tanto a rela-
tividade geral quanto a eletrodinamica de Maxwell possuem singularidades.
Pelo lado da gravitacao, é dificil aceitar uma teoria na qual o préprio espago-
tempo rui em algum ponto e onde o tensor de Riemann pode divergir em uma
singularidade que pode ser atingida por uma curva tipo tempo. Pelo lado
da eletrodinamica, existe o problema das cargas pontuais. Nas proximidades
de uma carga pontual, nao sé o tensor de Faraday diverge, mas também o
tensor energia-momento.

Em alguns de seus trabalhos, Altshuler considerou a eletrodinamica nao
linear como um possivel mecanismo para a inflacao e desenvolveu um esquema
para construir teorias de campo nao singulares usando multiplicadores de
Lagrange [24]. Este método foi invocado mais tarde para criar a “hipdtese
da curvatura limitada” em teorias cosmoldgicas [25, 26, 27].

A LNE, que esta contida na classe de teorias contruidas por Altshuler,
particularmente, é um bom exemplo para ilustrar que certas teorias de campo
nao lineares podem satisfazer a hipétese da curvatura limitada também para
campos de calibre [28].

As teorias de Euler-Heisenberg e Born-Infeld quando expandida até a
segunda ordem, desconsiderando o escalar G, podem ser identificadas com
a expansao da LNE até a segunda ordem. Com isso, é possivel assossiar a
constante desta teoria com as daquelas e, entao, assim como a ENE, a LNE

também ¢ conhecida como uma teoria tipo Born-Infeld [23].
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5.3.1 LNE como fonte da Cosmologia

A Lagrangeana que representa a LNE pode ser escrita como se segue:

F
_ 2
£——2"}/ ln<1+8_72>'

A densidade de energia e a pressao leem-se,

F
0.2
p=2v"1n <1 + 8_72) ) (5.15)
892 F , F
=—— " 29In|{14+—|. 5.16
PR R) 7n(+872) (>10)

Seu comportamento em funcao de F' esta representado no gréafico abaixo:

5  I0—15 20 25 30

Figura 5.14: Grafico p e p x F': Adotou-se o valor ilustrativo v = 1.
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A equacdo (3.7) fornece a condi¢do para que seja possivel um extremo

para a. Nesse caso tem-se:

. 2

a 2 F 15
) =Skl — ) - =.
(a) 3" n( +872) a?

Para tri-curvatura nula, nao ha extremo para o fator de escala, como é

explicitado a seguir:

a(0)=0 = 1+1;<7(2):1 = F0)=0 = a(0)— oo.

Para tri-curvatura positiva é possivel que exista um extremo para a,

a(0)=0 = a*0)= 37 {m (1 + FS(V?HA > 0.

em que a(0) estd determinado implicitamente e a positividade é garantida
pelo fato de que, em um U.M., F' é sempre positivo.
Utilizando agora a equagao (3.4), pode-se verificar em que condigdes esse

extremo é um minimo:

ik F 2F
=2 (In(1+—=) - ——
a 3{7<n(+872> 872+F>

Este resultado, obtido durante a realizacao do trabalho, é uma condigao

F
>0 = = >31.372429.
gl

necessaria para que a(0) = 0 corresponda a um minimo.

Da mesma maneira que foi feito na secao anterior, seré verificado se o
termo extra da constante cosmoldgica traz um bounce para este modelo no
caso € = 0.

Com € = 0 e a Lagrangeana LNE, a equagao (5.12) se torna

a 2+A 2]”21 L F
— _— = n - .
a 3 3 872

para que a(0) =0

2;;2:1“(1*%) = F(0)=872{exp(22\72)—1}.
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Como F'(0) é sempre positivo finito, entao

F(O):Wlexp( )—1}>0 = A>0

2k~? k~y?

A A N
F(0) =8y* ~1| <N In(1+4+-— ).
() =8 [eXp (%72) } = T 2k T n( " 872)

Como N estd fora do dominio de F', pode-se determinar o maior valor

possivel de A calculando-se o limite da expressao acima quando N — oo,

) N
lim In{1+— | — oc.
N—oo 8’)/2
O resultado, desse modo, gera apenas uma condicao para que A permita

a existéncia de um extremo para a,

A >0
2k~? '

Resta ainda verificar quais as condigoes que A deve satisfazer para que
esse extremo de a seja ponto de minimo ou de maximo. Essas condicoes

podem ser obtidas a partir da equagao (5.13):

i 1 F 4y2F
oA k(=2 (14+ — )+ L ).
a 3[ < ! n( +872>+872+F)}

Para que esse ponto seja um minimo:

), |

5 <0,
exp (57) 2k

A condig¢ao de minimo contradiz a condigao estabelecida para a existéncia

;
5(0)>0 =

de ponto critico, o que significa que este ponto, se existir, nao sera minimo e,
logo, nao ha como gerar um bounce para o caso € = 0 dessa forma. O tnico

caso, entao, cuja estabilidade deve ser analisada é o caso € = +1.
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5.3.2 Analise da Estabilidade do Modelo gerado a par-
tir da LNE

Partindo da Lagrangeana, pode-se calcular suas derivadas,
1 82 1 82
Lp=—|-—%"—= Lrp=—-|——F"—"F7=]-
FTTY (872 T F) ¢ HrTy ((872 +F)

Usando a equagao (4.3), descobre-se a regiao de instabilidade desse mo-

delo
e Lo A
° 3 82+ F)"

O modelo é instavel para valores de F superiores a %72, o que esta

ilustrado no grafico abaixo.

ng _II".\
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Figura 5.15: Gréfico ¢? x 4.

,YZ

2

“, estes nunca sao iguais a —1,

Apesar de possuir valores negativos para c
o que ocorre no modelo inflacionario (Apéndice D). De fato, para a LNE,
¢ - —1 quando F — oco. Essa Lagrangeana também poderia ser expandida
em série de poténcias de F' e truncada em algum termo par a fim de gerar um
modelo com bounce que pudesse receber o tratamento de fluidos nao intera-
gentes. Contudo, assim como no caso da ENE, essa solucao seria aproximada

devido a desconsideracao dos termos de mais alta ordem.
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5.3.3 Sistema Dinamico e Espago de Fase do Modelo
gerado a partir da LNE
Para a analise da dinamica desse modelo serd utilizado apenas o sistema

(4.10), uma vez que para € = 0 ndo hé bounce. Com a lagrangeana da teoria

LNE, o sistema assume a forma:

: 4
F=__F¢
3
(5.17)
. 1 k F 872F
0= ——02— 2| 4?In|1+— )+ |,
3 2{ ! n( +872)+872+F}

Os pontos criticos sao: (Fp,6p) = (0,0) e (F1,60;) ~ (31.37272,0).
Linearizando em torno de (0, 0), os autovalores novamente sao nulos. Para
essa Lagrangeana, o grafico no espaco de fase que mostra valores negativos

de F' é o seguinte:
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Figura 5.16: Grafico para o sistema 6 x F' mostrando valores negativos de F'.
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A andlise qualitativa desse grafico proximo ao ponto critico mostra que,
de acordo com a descricao feita no Capitulo 4, o ponto critico (Fp, 6y) = (0,0)
é uma bifurcacao de dobra ciclica. Todavia, os valores de F' negativos nunca
sao alcancados em um modelo de U.M., dado que o préprio valor F' = 0

nunca ¢ atingido.

Linearizando em torno de (31.372%0), obtém-se o sistema e o jacobiano

abaixo,

F ~ —41.8294+%0
= J= <

0 —41.8294~> )

. 0.030154k 0
0 ~ 0.030154kF

Calculando os autovalores obtém-se A\ = A} = z\/m Assim
(31.3729%,0) é um ponto de centro.

As equagdes que compoem o sistema (5.17) sdo fungoes analiticas. Vale,
entao, a extensao do teorema de Poincaré-Lyapunov que garante, para cen-
tros elipticos, a equivaléncia entre espacos de fase de sistemas linearizados e

espagos gerados com o sistema original.
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O gréafico no espago de fase para o sistema (5.17) é mostrado abaixo:
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Figura 5.17: Espaco de Fase 6 x F': A parte em laranja corresponde a regiao
onde ¢ < 0. O ponto de centro estavel estd marcado em azul e o ponto de

bifurcacio em roxo. Foram adotatos os valores k = 72 = 1.

Da mesma forma que no modelo gerado com a ENE, neste modelo o
bounce ocorre na regiao instavel e a constante 72 é grande o suficiente para
que os valores do campo na teoria linear correspondam a uma regiao estavel
do modelo. Existe um ponto de centro que garante o retorno do modelo para
a zona estavel, convergindo assintoticamente para o ponto de origem que,

apesar de ser uma bifurcacao, é o ponto final da dinamica.
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5.4 A Teoria de Born-Infeld Estendida (BIE)

A teoria desenvolvida por M. Born e L. Infeld [6] tinha o audacioso ob-
jetivo de resolver alguns problemas da eletrodinamica classica como, por
exemplo, o problema da divergéncia do campo elétrico no ponto onde se en-
contra uma carga pontual. Eles consideraram, primeiramente, que a relacao
entre a matéria e o campo eletromagnético poderia ser interpretada partindo
de duas perspectivas. A primeira, chamada perspectiva unitaria, supoe que
a unica entidade fisica é o campo eletromagnético. As particulas sao conside-
radas singularidades do campo e a massa ¢ entendida como parte da ener-
gia do campo. A segunda perspectiva, perspectiva dual, considera campos
e particulas como dois agentes essencialmente diferentes. As particulas sao
as fontes do campo, sao afetadas pelo campo, mas nao sao parte dele. Sua
propriedade caracteristica é a massa, a medida de sua inércia.

A segunda perspectiva, mais uitlizada pelos fisicos, é sustentada por trés

importantes fatos:

1. A falha de qualquer tentativa em desenvolver uma teoria unitéria;

2. O resultado da teoria da relatividade restrita, de que a dependéncia
da massa com a velocidade pode ser obtida a partir de uma lei de
transformacao, nao sendo, portanto, de forma alguma caracteristica

exclusiva da massa eletromagnética;

3. O grande sucesso da mecanica quantica baseada na perspectiva dual.
Os métodos desenvolvidos foram aplicados a eletrodinamica para gerar

uma eletrodinamica quantica.

Contudo, existiam indicagoes de que algumas solucoes da eletrodinamica
quantica apresentavam dificuldades consideraveis relacionadas, principalmen-
te, ao fato de que a energia de auto-interacao de uma carga pontual é in-
finita. Em todos os casos existiam evidéncias de que a teoria de Dirac fun-

cionava enquanto os comprimentos de onda fossem grandes comparados ao
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“raio do elétron”, mas que falhava para campos com comprimentos de onda
menores. As leis do eletromagnetismo deveriam, entao, ser modificadas, e
as leis quanticas adaptadas as novas equacoes de onda, para a construcao
de uma nova teoria do eletromagnetismo e um novo método de tratamento
para a mecanica quantica. Born e Infeld propuseram uma teoria classica que
garantia o principio da finitude, o qual postula que uma teoria satisfatoria
deveria evitar que quantidades fisicas divergissem. No caso do eletromag-
netismo, o campo elétrico deveria obedecer a uma lei que nao divergisse,
quando no interior do elétron, atingindo um valor maximo para r = 0, e a lei
do inverso do quadrado, quando fora. A Lagrangeana resultante do trabalho
de Born e Infeld, conhecida como Lagrangeana de Born-Infeld (B.1.), tem a

seguinte expressao?:

L=71—[1+-=—

2 2
na qual 7> = % ~ 0.04071- 1022% ¢ o limite superior para o campo elétrico,
sendo e a cargg elementar e 7 o raio cldssico do elétron.?

Além de solucionar esse problema, a teoria de Born-Infeld combina as
duas perspectivas que podem ser adotadas sobre o campo. Cargas pontu-
ais e densidades de carga livres no espaco sao equivalentes, de forma que
a questao sobre qual seria a forma correta de descrever o elétron perde o
significado, confirmando a ideia advinda da mecanica quantica de que duas
abordagens aparentemente contraditorias em uma descricao macroscopica

podem ser compativeis em uma descricao da microfisica.

2A definicdo apresentada aqui diverge da apresentada no trabalho original de Born e

Infeld devido a diferenca entre as defini¢bes utilizadas para a Lagrangeana de Maxwell.
3Valor aproximado calculado a partir dos valores da carga elementar e do raio cldssico

do elétron que constam no PARTICLE PHYSICS BOOKLET de julho de 2012. A saber,
e = 1.602176565(35) x 1071°C, ro = 2.8179403267(27) x 10~ m.
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Ao utilizar a Lagrangeana de Born-Infeld (B.I.) como fonte para métrica
de FLRW, nao é possivel gerar um modelo cosmoldgico regular, pois ha uma
singularidade independente da tri-curvatura da sessao espacial.* Além disso,
a teoria de B.I. obtém um limite superior para o campo elétrico, mas nao faz
consideracoes sobre o campo magnético, o que é necessario quando se quer
estudar modelos de U.M.. Tal constatacao traz a necessidade de uma gene-
ralizacao desta teoria, de forma que possa ser obtido um valor maximo para
o campo em qualquer circunstancia, limitando o escalar F' = 2(B* — E?). As
questoes quanticas, embora relevantes, nao serao alvo de tratamento neste

trabalho.

4No apéndice C é feita a andlise da Lagrangeana proposta por Born e Infeld quando

esta desempenha o papel de fonte para a curvatura em um modelo de FLRW.
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5.4.1 BIE como fonte da Cosmologia

O modelo realizado em [7] apresenta a Lagrangiana estendida e os resul-
tados quando esta é usada como fonte da métrica de FLRW. Considerando
que esta é uma descricio de um modelo de U.M. onde (E?) = <ﬁ) =0,0
escalar G nao é levado em conta. Nesse caso, a lagrangeana se torna:

L=—VW  com Wzl—}—;%—,uze.

A teoria de B.I. é recuperada escolhendo pu? = 0, enquanto a teoria li-
near é obtida no limite quando F' << 42. O termo extra adicionado & teoria
original de B.I. produz uma correcao tipo Euler-Heisenberg.

Sabendo que W deve ser sempre positivo, encontramos os valores maximo

e minimo que F' pode atingir.

1 — /14 16pu2~+4 1 1+ 16pu2~4
P Sk Vi el T L NS b VA e (T

422 B A2

dos quais F_ < 0, estd fora do dominio de F', uma vez que em um U.M. ele é
sempre positivo e F, corresponde ao valor maximo que o campo magnético

pode atingir:

Wiz _ L~ =

2ok

: \
1.0 { \

nsf '

...|||||||||||||||||||||||F=2B2
F: 10 20 30 40 S0F.

Figura 5.18: Gréfico vW x F = 2B?% O valor F_ é negativo e estd fora do

dominio de F'. Foram adotados os valores ilustrativos v = 1 e pu? = 0.01.
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Em um U.M. valem as equagoes (2.11) e (2.12), que neste caso leem-se:

p =~ VW (5.18)

e
2F(1 — 4u*y2F
p=—pt ] (1—4p*y )7 (5.19)
3p
cujos graficos em funcao de F' sao:
s e e
—w 30 40 50
=41 g
g \ —p
-m% \

Figura 5.19: Grafico p e p x F': Foram adotados os valores ilustrativos 72 = 1
e p? =0.01.

Destas equagoes, pode-se determinar um valor critico para F, (F.), a
partir do qual a quantidade p + p se torna positiva. Para valores inferiores,
ela é negativa, e neste exato valor se anula. Assim, de acordo com a equagao
(3.5), este também é o valor para o qual a densidade de energia atinge seu
méximo (p = 0).

VE( = 4Py F)

= :0
p+p 30 ;

que resulta no valor de F":

F.=—— 2
T (5.20)
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Por ser o valor para o qual p é maxima, F, limita o dominio da densidade

0<p<?\/1+ g

Utilizando a equacao (3.2), é possivel encontrar o valor de F' quando
a=0,

de energia

. € ky?
a(0)=0 — a2(0>:T¢W

Para ¢ = 0 tem-se W(F(0)) = 0 que retorna o valor,

Para e = +1:

e com isso o valor de F' no bounce é

M+ /I + 16271
F(0) = F, = -V T o (5.21)

422

no qual

9
M=(1-———).
( BékW)

E, nesse caso, o valor minimo de p nao sera zero, uma vez que o termo de
tri-curvatura estd presente. Deve-se calcular o valor de p para F' = 0, pois

esse sera o momento de minima condensacao.
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Para F' = 0, ou W = 1, p atinge o valor 2. Entretanto existe um outro

valor de F' que faz W = 1. Esse valor sera chamado F,

F
W=1+-— —p*F*=1

a solucao nao trivial dessa equacao é

— 1 —
n 2M272 o

A partir desses resultados, pode-se ordenar os valores de F'. Verifica-se,

2F,. (5.22)

em primeiro lugar, por (5.21), que F. < F}, ja que este deve ser o maior valor
possivel de F. Com isso, pode-se obter um limite inferior para o parametro
BOa

5 18
By > 2~/2 2~4)"
k292 (1 + 16p%y*)

A principio, p pode assumir qualquer valor nao nulo inferior a p.. Entre-
tanto é conveniente limita-la para que nao assuma valores menores do que
2 afimd ivel a eliminacao d del
v“, a im de tornar possivel a eliminacao da constante presente neste modelo,
que é dominante para valores pequenos de F' e que pode ser associada com a
constante cosmologica. Esse resultado, mostrado a seguir, ¢ mais um ponto

forte deste modelo.

Fazendo uma pequena modificacao na Lagrangeana,
L=—*VW-1).

Ao impor a positividade da densidade de energia, encontra-se o resultado

que se segue,
p=7*(VW-1)>0 = W>1 = F<F,

Assim, é possivel retirar a constante cosmolégica assumindo que o valor
Fy,, o maior possivel para F', estd abaixo de F),, e desta forma garantir a

positividade da densidade de energia ao longo de todo o modelo.
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Entao, fazendo F, < F,, obtém-se um limite superior para o parametro
BO)

9

2
By < —4u276k2'

Uma observagao que nao fica clara em [7] e que é feita aqui é que, a partir
dos valores limites obtidos para o parametro By, os dominios de F' e p irao
depender da tricurvatura espacial e.

No caso plano (¢ = 0):

. 2

a k ko, F

Z) =—p=— 14+ — — 2F2

(a) 57 37\/+272 J U
0O<F<F = 0<p<~? 1+#

O valor minimo da densidade de energia ¢ obtido quando o campo atinge

seu valor maximo F!;, enquanto que o valor maximo ¢é obtido para F' = F,.

No caso esférico (¢ = +1):

N\ 2

a 1k k F

¢ U 14— 2F
(a> TZ T3 37\/+272 A

1
0O<F<FE = 2o p <At 14—

O valor minimo da densidade de energia corresponde ao valor assintotico

dos campos F' = 0, enquanto que o valor maximo continua sendo correspon-

dente ao valor F' = F..
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O caso € = 0, além de apresentar resultados nao convencionais para o
comportamento da densidade de energia, possui uma desvantagem sufiente
para desqualificd-lo como um bom modelo cosmoldgico para o universo pri-
mordial. A pressao, o escalar de curvatura e todas as componentes nao nulas
do tensor de Ricci divergem quando a densidade de energia se anula, o que
ocorre justamente para o valor dos campos que seria necessario para a exis-
téncia de um bounce no modelo. Essas singularidades também reduzem o
dominio de F', dado que o valor F; deve estar agora fora dele.

Resta verificar se o ponto extremo de a ¢ maximo ou minimo.

A equagao (3.4), para esta Lagrangeana, 1é-se:

ik (29'W —~*F (1 — 4*4*F)
a B 6 72\/W ’
Para que o extremo de a seja ponto de minimo, é necessario que d > 0,
que neste caso leva ao resultado
F>——
112
que é sempre verdade, pois I’ é sempre positivo. Esse resultado mostra que o
modelo sempre retorna um valor minimo para o fator de escala e, portanto,

pode-se dizer que gera um bounce.
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5.4.2 Analise da Estabilidade do Modelo gerado a par-
tir de BIE
Um dos indicativos da estailidade desse modelo é obtido da expressao para

a velocidade do som. Calculando as derivadas da lagrangeana com relagao a

F, pode-se encontrar as seguintes expressoes:

2 (]
U e C e )
! T ayw T

1 [(1—4p*y°F)? + 22
VI 16/ ~2 '

Com elas, obter a expressao para a velocidade do som a partir da equacao

EFF -

(4.3) é um exercicio facil,

2 L, (+16pF
* 3 WA2(1 — 4p2yF)

O dominio de F ¢ dado e entao é possivel obter os valores para c? para

cada valor de F

O0<F. < Fy < F, <Fy,

ci(F—)O):% c?(F—>FC’)—>—oo c?(F—)Fj)—>+oo,

1+ 16244
(M — 1) (1 — M- /M2 ¥ 16u272>

1
cz(F—>Fb):g 142

1+ 16p%*

1
(F—=F)==(1

) 2 (F — F,) — .
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Também pode-se calcular o valor de F' para o qual ¢ = 0. Esse valor,

denominado F;., serd a raiz positiva, dentro do dominio de F', da equacao

SulytF3 — 6p?y2F? — (1 + 40p*4Y) F + 292 = 0.

£ \ /
: W
1o f \_{/
5 [
__. 1 1 P | 1 1
C T 0 an 40 A0
_5 -
—10F
E Ill
-15t |

Figura 5.20: Gréfico ¢ x F: Foram adotados os valores ilustrativos 72 =1 e

p? = 0.01.

-05f T

-1of

—aok

Figura 5.21: Gréafico ¢ x F' aumentado: Foram adotados os valores ilustra-

tivos 72 = 1 e u? = 0.01. Para esses valores F, ~ 1.4.



Analise da Estabilidade do Modelo gerado a partir de BIE 86

O intervalo (F}, F,|] possui valores de ¢? negativos, o que indica instabi-
1

lidade do modelo nessa regido, F, € (F,., F,) e a regido classica, ¢ = 3 é

estavel como mostra a figura (5.21).

Assim como para a Lagrangeana de Euler-Heisenberg, neste caso também
surge um eixo quando F' assume o valor para o qual p = 0. Nesse ponto,
onde ¢? diverge, a densidade de energia assume seu valor maximo, p., e a
pressao assume o valor p = —p.. Com isso o escalar de curvatura e todas as
componentes nao nulas do tensor de Ricci assumem valores finitos negativos:
R = —4kp., Roo = —kp. € R;; = —kp.gi;. Tal constatagao permite concluir
que essa divergéncia nao é de fato uma consequeéncia fisica do problema, mas

talvez oriunda de alguma defini¢ao inapropriada.
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5.4.3 Sistema Dinamico e Espago de Fase do Modelo
gerado a partir de BIE

O tnico caso de interesse é o que possui tricurvatura positiva, e, por essa

razao, serd usado o sistema (4.10),

L4
F=--F¢
3

(5.23)

: 1 k (1 — 4922 F)
f=—-0>— " | 22w p T
37 2 [ TV NG

Os pontos criticos sao: (Fy,601) = (O \/ 3k~? ) (Fy,09) = (0 —\/3/@72).
Fazendo a linearizacao em torno de (Fp,0;), o sistema e seu jacobiano

tornam-se:

. 4
F= —g\/ 3kv2E

. 1 2
6= kF —31/317%

4
Os autovalores, portanto, sao Ay = 2\, = —§\/3k"}/2, e, de acordo com as
definicoes apresentadas no Capitulo 4, esse ponto é um no assintéticamente

estével.



Sistema Dinamico e Espaco de Fase do Modelo gerado a partir de BIE 88

Para a linearizagao em torno de (Fy, 6), o sistema e seu respectivo jaco-

biano sao:

.4
= _+/3ky*F
3 4,/3k7? 0

= J=
—1k  2y/3k%

1 P
6= —JKE + 5\/3k7%

4
Os autovalores sao \; = 2y = g\/ 3k~2, e, entao, esse ponto é classificado

como no instavel.

O grafico do espagco de fase do sistema (5.23) é mostrado abaixo.

T
o L e
i e e e e
/ e T — TR
4 = —~———
[ i -~ =~
| (B e s e TR -
. . S e n
2 = g g "
| i o o S ~—
\ . - ———— s _ w.\'k\“ \ ‘\
\ o e — % N
1 ‘\\ e L . = - 'v.__\. - o b\ \\
e B ~ TRRL SR He & S % Ak
A s ’*\ \‘ S T o *\_‘ te » \\ NN v \ ‘.‘ '.‘
| o = Couihad I ., N, * N X Y Vol
PN . s oy \ ) Voo
L ‘ i ) iy i ) | J | | 11 ‘ ]
fiay ‘ £ - 7 i ) 4 / | | ‘
oy L / & / p y q i
0 . e = - A O // S g o }
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Figura 5.22: Espaco de Fase 6 x F': A parte em laranja corresponde a regiao

onde ¢ < 0. Os pontos criticos estdo marcados em azul, né estével, e

vermelho, né instavel.



Capitulo 6

Acoplamento Nao Minimo com

a Eletrodinamica Linear

Uma outra proposta de construcao de uma interacao nao linear da gravita-
¢ao com a eletrodinamica é via acoplamento nao minimo. Este difere do
acoplamento minimo pelo fato de que nele, além da métrica, a curvatura
aparece explicitamente na equacao de movimento do sistema acoplado. Ja no
acoplamento minimo, os modelos sao levados do espago-tempo de Minkowski
a0 espaco curvo por simples substituicao da métrica plana por uma métrica
curva, e as derivadas simples que atuavam no espaco plano por derivadas
covariantes.

O tnico campo macroscopico que € acessivel experimentalmente é o campo
eletromagnético, e é através de sua observacao que obtemos cada vez maiores
conhecimentos sobre o Universo. O fato de termos um campo observavel, cuja
interagao com o campo gravitacional é fundamental para todas as observagoes
cosmoldgicas, faz com que este campo seja o candidato natural para estudar

sua interacao nao minima com a gravitagao.

89
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Em [29] sdo apresentadas muitas possibilidades de fazer a gravitagao e
o eletromagnetismo interagirem de forma nao minima. Neste capitulo sao
mostradas Lagrangeanas destas teorias nao minimas lineares na curvatura e
quadréticas no campo A, ou no tensor F),,. Com elas, podem ser construidos

sete invariantes,

Ly = MRA,A", (6.1)
Ly = MR, A" AY, (6.2)
Ls = N\3RE,, F". (6.3)
Ly = MRE,, F". (6.4)

L5 = AR, F'F, ", (6.5)
Ls = N Rapu FPF™ (6.6)
L7 = MRopu, FOPFM™. (6.7)

As duas primeiras, formadas com o potencial vetor, descrevem teorias
que nao sao invariantes de calibre. L4 e L£; envolvem a operacao dual, e
portanto, o tensor de Levi-Civita que se transforma como um pseudo tensor
sob transformacoes de paridade. Logo estas duas teorias nao conservam a
paridade, e sao entao descartadas. Restam as Lagrangeanas L3, L5 e Lg.
Todavia, a inica Lagrangeana cujo principio de acoplamento é independente

das propriedades especificas do campo é Ls.
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As Lagrangeanas L3 a L7 nao sao fonte e solugoes cosmoldgicas ho-
mogéneas e isotropicas, uma vez que um campo eletromagnético nao nulo
define uma direcao espacial privilegiada.

Uma agao pode ser escrita somando os termos de Einsten-Hilbert, Maxwell
e uma acao de interacao nao minima construida a partir de uma das La-

grangeanas restantes,
S = SE + SMa:E + Sint-

A agao total sera:

1 1

Calculando a variacao com relacao a métrica, obtém-se a expressao para

uma teoria acoplada,

G = kTIEB) + kTyfﬂ, (6.9)

na qual

o 1
T/EIO/) :FuaF ”_'_ZFg‘W’

¢é o tensor energia momento da teoria linear e

Tlgz’nt)7
é o tensor gerado com uma das Lagrangeanas de interacao.

Esses tensores gerados a partir das Lagrangeanas de interagao nao minima
carregam a constante \; que, para as Lagrangeanas L3 a L7, possui dimensao
de comprimento ao quadrado. A tnica constante com dimensao de com-
primento que pode ser gerada a partir de quantidades puramente eletro-

magnéticas e gravitacionais é o comprimento de Planck,

[hG
by = \/ — = 1.61620 - 10~*m. (6.10)
C



Acoplamento Nao Minimo com a Eletrodinamica Linear 92

A hipétese de \; ser tomada como o quadrado do comprimento de Planck
é bem aceitavel dentro do dominio fisico dos modelos tratados para um Uni-

verso primordial que nao atinge a escala de Planck. Desta forma,
A = éﬁl ~ 107 m?2.

Desconsiderando as unidades, a ordem de grandeza dessa constante de
acoplamento ¢ bem menor do que as constantes o e v? que aparecem nas
teorias nao lineares do eletromagnetismo. Tal fato permite a conclusao de
que modelos gerados a partir de um acoplamento minimo da gravitagao com
o eletromagnetismo tém uma vantagem sobre os modelos gerados com acopla-
mentos nao minimos, visto que, gracas ao valor da constante \;, estes se tor-
nam rapidamente despreziveis. Ou, por um outro ponto de vista, nos modelos
de acoplamento minimo a singularidade é evitada, gerando um bounce, antes
de a contribuicao dos termos de acoplamento nao minimo se tornar significa-

tiva.



Capitulo 7
Conclusoes

Neste trabalho foram estudados alguns modelos de Universo Magnético
ja conhecidos na literatura e foram obtidos modelos novos com teorias nao
lineares da eletrodinamica que até entao nao tinham sido consideradas como
fonte de modelos cosmoldgicos. Todos eles possuem bounce quando a tri-
curvatura espacial é positiva. Nestes casos, a eficacia em evitar a singulari-
dade do Universo primordial é revisitada nos casos de EH e BIE e verificada
pela primeira vez nos casos ENE e LNE. Além disso, foi feita uma analise
mais profunda da questao da estabilidade nesses modelos.

A questao que se coloca a respeito da estabilidade desses modelos é discu-
tida desde sua definicao, em geral utilizada como parametro de classificacao
do modelo enquanto boa ou ma representacao do Universo, até o espaco
de fase gerado por cada modelo, no qual é mostrado que regides instaveis
evoluem para atratores estaveis.

O tratamento utilizado em [12] para analisar a estabilidade das per-
turbacoes da pressao do fluido é restrito ao caso adiabatico. Entretanto nos
exemplos tratados nesse trabalho, a variavel (9_p nao pode ser interpretada
como como a velocidade de grupo do fluido. Isto ja se torna evidente no caso
da Lagrangeana de Euler-Heisenberg, na qual é utilizada a interpretacao de
dois fluidos nao interagentes para descrever p e p. No caso de plasmas, esse

fato é também bem conhecido [30].
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No caso mais geral de um fluido, as referéncias [19, 20] demonstram que
um modo puramente adiabatico como o que foi utilizado aqui, baseado em
[12], para determinar ¢?, é inconsistente para analisar situagoes de bounce ou
que violam a condicao de energia nula. Esse fato decorre de que os modos
perturbativos de entropia nao podem ser desprezados. Mais que isso, a di-
vergéncia dos modos adiabaticos é compensada pela inclusao da perturbacao
da entropia. Assim, a determinacao da equacgao de estado para a pressao e
uma descrigao mais consistente do fluido incluindo a entropia se faz necessaria
para que a estabilidade dos modelos possa ser efetivamente analisada.

O estudo do acoplamento nao minimo da eletrodinamica linear com a
gravitacao mostra que este tipo de acoplamento nao se sustenta perante o
acoplamento minimo com a eletrodinamica nao linear devido a ordem de
grandeza das constantes de acoplamento. O tratamento nao minimo requer
uma interacao mais direta com a gravitacao, o que reduz muito sua poténcia
competitiva com relagao as teorias nao lineares.

Uma outra questao, nao abordada no trabalho, porém de grande im-
portancia, carece de uma melhor explicacao: a conjectura de que apenas o
campo magnético sobrevive no plasma deve ser revista, visto que o mesmo
nao é de fato um condutor ideal, especialmente para pequenos comprimentos
de onda. Nesses casos, o campo magnético nao seria a unica fonte dos mo-
delos, o que alteraria drasticamente as solugoes, pois uma conjectura sobre

os campos, como a que foi feita no Apéndice C, deveria ser considerada.



Apéndices

Apéndice A: Relacoes de Comutacao en-

tre os campos Elétrico e Magnético

As relagoes de comutacao entre componentes dos campos elétrico e magnético

em pontos distintos, descritas em [31] sao:

95
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A distribuicao D (2’ — x) é dada em termos de uma outra, A (z' — z),

que corresponde ao caso com massa m # 0,

; 3
A (l’/ - JZ) — ¢ / d’k <67ik-(:v’fm) _ 6ik~(m’fgc)>

(2m)? 2w
Jo (mvit2 —r2), t>r
L g | Nl )
:ma 0, —r<t<r
—Jo(m t2—7"2), r>t
wp = VK2 +m?, k(2 —x)=k, (@ —x)",
r=|x"—x|, t =z — o,

onde Jy é a fungao de Bessel de ordem zero. Em termos de A (2/ — z),

D (2’ — x) é dada pelo seu limite quando m — 0:

D(I’—x):—limA(x’—x):L((S(T—t)—é(r—i-t)).

m—0 Ay

Assim, uma vez que se conheca o valor do campo magnético em um ponto,
¢é impossivel determinar o valor do campo elétrico em qualquer ponto que seja.
Isso faz com que o valor do invariante F', que é dado por F = 2(B? — E?),
nunca possa ser nulo, independentemente do observador que esta fazendo a

medida.
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Apeéndice B: A Eletrodinamica de Maxwell

como fonte da Cosmologia

A titulo de verificagao sera feito o tratamento da Lagrangeana de Maxwell
como fonte para a métrica de FLRW.
A Lagrangeana de Maxwell, que depende apenas de F, e sua primeira

derivada,

1 1 1
L=—-F=—-—2(B’-F*) = Lp=—-.
A partir dela, usando (2.8) e (2.9), surgem as equagoes para a densidade

€ a pressao,

1
P = §<BQ+E2)7

1
p= 6(32 + E?).

E, a partir delas, a ja conhecida equacao de estado,

1

Pzgﬂ-

Substituindo-a em (3.5), obtém-se a relacdo da densidade com o fator de

escala,

pla) = poa™,

na qual py é constante de integracao.

Substituindo de novo a equacdo de estado, agora em (3.4), obtém-se a
relagao entre a e a, e pode-se notar que se ha ponto extremo em algum caso,
ele sera ponto de maximo,

i —kpo i

< 0.
3
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Resta agora verificar para qual valor de € é possivel encontrar esse ponto

de méximo usando a equagao (3.2).
Quando € = 0:
Para que a(0) =0 = py = 0,

o que é inconsistente.

e=—1
) 3
Para que CL(O) =0= Po = —m(o) < O,
igualmente inconsistente.
e =+1:
Para que a(0) =0 = py = 5a2(0)’

que é um resultado razoavel.
Neste caso, é possivel obter solugao analitica para a(t). Substituindo as
relagdes de p e p nas equagoes (3.2) e (3.4) e realizando duas integragoes,

obtém-se o resultado abaixo:

a(t) =/t — et?,

no qual ¢; é constante de integracao a ser ajustada.
A seguir estao os graficos que ilustram a evolucao do fator de escala com

o tempo para cada valor de €.
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aft) | e

30 | /

Figura 7.1: Grafico a(t) x t para a lagrangeana de Maxwell; ¢; = /2

Portanto, usando a Lagrangeana de Maxwell, a singularidade inicial é i-

nevitavel.
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Apéndice C: A Teoria de Born-Infeld como

fonte da Cosmologia

A Lagrangeana de Born-Infeld se escreve
L= 72(1 - \/U)>

na qual

F 2
v=14 L -G
2y 1674

Esta Lagrangiana nao é polinomial. No entanto, é possivel trata-la como
tal, uma vez que sua série de Taylor, até a segunda ordem, é indistinguivel
da Lagrangeana de Euler-Heisenberg. A série de Taylor para fungoes de duas

variaveis se escreve:

e} n

1 n! o f n—m m
; n! n;) m!(n — m)! dzr—mdym (@0, 0){& = 20)™ "y = o)

No caso, a funcao a ser expandida é a prépria lagrangeana e as variaveis,

F e G, serao tomadas em torno de zero,
f=L 2=F; y=G; 20=F =0, yo=Go=0;
Assim,
U(Fy,Go) =1; L(Fy,Go) =0.

Calcular as derivadas de primeira e segunda ordem é um exercicio facil.

oL 1 0L
OF (Fo, Go) 1 ¢ (Fy, Go) =0,
0L 0*L
agor (o G0 = grag (Fo: Go) =0,
0*L 1 0L 1
9F? (Fb, Go) 62 a2 (Fo, Go) 1692
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Entao a Lagrangeana expandida se torna:

1 F? G?
=——F+_—4+— F3.G?).
L 1 +32v2+3272+0( ,G”)

Ao associar esta expansao com a Lagrangeana de Euler-Heisenberg, pode-
se estabelecer uma relacao entre a constante v dessa teoria, que representa
o limite superior do campo elétrico, com a constante «, da outra, que se
relaciona com o tempo de decaimento de uma particula em fétons,

1
32

«

Fazendo E? o B? segundo a relacao abaixo:
E?=0?B> — F=2(1-0%B?

na qual 02 < 1. Com isso, e ja utilizando o procedimento da média, as
equagoes (2.8) e (2.9) determinam as expressoes para a densidade e para a

pI'GSS?iO nesse caso:

_ 1
22U (1 —0?)

F (1-20%) 1 2
/T A =o?) 3(2 1)p.

E utilizando a equagao (3.6) e as relagoes abaixo:

p=3Lp(E*—2B% + L(F) =

EE = ¢?BB, F = 4BB(1 — 0?),

chega-se a relagao entre F' e a,

F 20’2 /CFF a
Sl [t — 4=
F ( * (1+02) F EF) a’

que para a Lagrangeana de Born-Infeld se torna:

F ) o? F B 4d
F (1+02)(2v2+F))  “a
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cuja solucao é:

0,2
(292 + F)Te?
F

al(F)=F,

O ponto extremo, quando houver algum, serd ponto de maximo, visto

que a é dado por.

a ko?
P

Usando a equagao (3.2):

Parae =0

que é um resultado inconsistente, pois F' se anula assintoticamente.

Para e = -1

= 5 <0
P~ "ka2(0) ©
igualmente inconsistente, pois a densidade de energia deve ser sempre posi-
tiva.
Para e = +1

N G

seria possivel, mas como d < 0, entao com a teoria de Born-Infeld nao é

possivel conseguir um bounce.
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Apéndice D: Inflacao com Campo Escalar

Neste apéndice discute-se a estabilidade de um modelo simples de campo
escalar proposto em [32], o inflaton, que determina como ocorre a evolugao
da inflagdo dentro do modelo cosmoldgico inflaciondrio. Para ele, ¢? atinge
valores negativos nos dois regimes aqui discutidos. Todavia o modelo é uti-
lizado para descrever a inflagao. Este campo classico homogéneo possui como
caracteristicas uma densidade e uma pressao,

p=5P V@) e p=18-V()

A equacao de estado, portanto, lée-se:
p=—p+¢”

Esta equagao de estado difere da do fluido perfeito unicamente pelo termo
cinético. No entanto é requerido, para ocorréncia da inflacao, que ele seja
desprezivel se comparado ao potencial V' (¢). Levando esse ponto em conta,
a equacao de estado torna-se a equacgao do estado de vacuo p =~ —p.

Utilizando as equagoes de p e p e 0 mesmo procedimento do Capitulo 4,

chega-se a equacao para a velocidade do som nesse caso:

dp 9=
dp ¢+ %

E utilizando a equagao (3.2), obtém-se:

=5 (5 vo) -
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Com isso e a equagao (3.5), chega-se em:

.- dV k(1 €
¢+d—¢+3¢\/§(§¢2+w¢))—§:o.

A fim de simplificar os calculos, sera utilizado o potencial nao nulo mais

simples possivel, o caso em que a variagao do campo depende apenas dele

mesmo e a situagao de tri-curvatura plana,

V() = =m2¢?, =0, ¢=d(), é:'%.

Fazendo estas simpificagoes:

oAV k(1. 1
(b %+3¢\/§ <§¢2+§m2¢2>:0,

—

dp k(1. 1 m2¢
d_¢__3\/ 3 (7 gmer) -7

O comportamento dessa solucao pode ser estudado utilizando o gréfico

no espaco de fase ¢ x ¢ que consta no final deste Apéndice.
Serao analisados dois casos limite, o ultra-rigido e o inflaciondrio.
No caso Ultra-rigido, vale |gb| >> me¢, e com isso a solucdo para ¢ 6

obtida da forma:

dp .. [k do k o k

Integrando, chega-se ao resultado pra ¢(t),

(1) = %m(cgt +Cy).

Com este resultado, calculam-se ¢(t) e @(t),

. 1
\/6 C’0 = \/6 02

o) = ﬁ Cot + Cy
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E a equacao para a velocidade do som neste caso,
dp  (Cot+ Co)*m?In (Cit + C}) + CF
dp  (Cot + Co)2m2In (Cht + C4) — C2°

Escolhendo Cy = ﬁ e Cy =0,

3k

dp t2m2int + 1

dp 2mint—1

O modelo serd estavel na regiao do atrator independentemente do valor

de m?, como indica a figura abaixo.

" I

Figura 7.2: Gréfico ¢ x m x t: A regiao onde ¢> > 0 varia um pouco
dependendo da massa do campo. Entretanto, para os valores de ¢ nessa regiao

vale o pressuposto |gz§| >> mao e a solugao de atrator permanece consistente.
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A solugado inflaciondria ocorre para |¢p| >> 1 — d_z ~ 0, o que resulta

CIl:

E finalmente,

—s\f "o e =a- TRt = 000 = =0

Entao, nessa fase a velocidade do som atinge um valor constante negativo:

Cg Qb m Qb

6+m2p

Isso mostra que, neste modelo, o periodo de inflagao é instavel quando o
quadrado da velocidade do som, definido da forma como foi no Capitulo 4,
¢é tomado como critério para determinar a estabilidade de um modelo. Con-
tudo, ele nao ¢é rejeitado, pois a solugao converge para um atrator que retira

o modelo da regiao instavel.
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i

attractor

Figura 7.3: Espaco de Fase ¢ x ¢: Gréafico retirado da referéncia [32], pagina
237, sem prévia autorizagao do autor.

Neste grafico, existe um atrator para o qual as solugdes convergem.



Referéncias Bibliograficas

1. M. Novello, Cosmologia, LIVRARIA DA FISICA, 1 ed., 2010.

2. S. W. Hawking, The occurence of singularities in cosmology. III. Causal-
ity and singularities, PROC. R. SOC. LOND. A 300, (1967).

3. G. B. dos Santos, Cosmologia dominada pela eletrodinamica semi-cldssica,
DISSERTACAO DE MESTRADO, (2008).

4. M. Novello e E. Goulart, Eletrodinamica nao linear causalidade e efeios
cosmoldgicos, LIVRARIA DA FISICA 1 ed., (2010).

5. W. Heisenberg e H. Euler, Consequences of Dirac’s theory of the positron,
ZEITSCHRIFT PHYS. 98, 714 (1936)*, arXiv:physics/0605038v1 [physics.
hist-ph] (2006).2

6. M. Born e L. Infeld, Foundations of the new field theory, PROC. ROY.
SOC. LON. A 144, 425, (1934).

7. M. Novello, J. M. Salim e A. N. Aratjo, Extended Born-Infeld theory
and the bouncing magnetic universe, PHYS. REV. D 85, 023528 (2012).

8. R. C. Tolman e P. Ehrenfest, Temperature equilibrium in a static grav-

itational field, PHYSICAL REVIEW 36, (1930).

L Artigo original em Alemado.
2Referéncia utilizada.

108



Referéncias Bibliograficas 109

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

M. Gasperini, G. Marozzi e G. Veneziano, A covariant and gauge in-
variant formulation of the "backreaction”, JOURNAL OF COSMOL-
OGY AND ASTROPARTICLE PHYSICS 02 (2010) 009; 03 (2009)
011.

N. S. Medeiros, Campos magnéticos de larga escala num universo nao

singular, TESE DE DOUTORADO, (2011).

G. F. R. Ellis, R. Maartens e M. A. H. MacCallum, Causality and the
speed of sound, arXiv:gr-qc/0703121v2 (2007).

R. G. Salcedo, T. Gonzales e 1. Quiros, No compelling cosmological
models come out of magnetic universes which are based in nonlinear
electrodynamics, PHYSICAL REVIEW D 89, 084047 (2014).

A. P. R. Bacalhau, Dinamica cosmoldgica para modelos de interacdo
néao-lineares do setor escuro, DISSERTACAO DE MESTRADO, (2012).

N. Fiedler-Ferrara, C. P. C. do Prado, Caos: uma introducao, EDI-
TORA EDGARD BLCHER LTDA., (1994).

M. Villarini, Smooth linearization of centers, ANNALES DE LA FAC-
ULTE DES SCIENCES DE TOULOUSE 9, 565 (2000).

J. Schwinger, On gauge invariance and vacuum polarization, PHYS.
REV. 82, 664 (1951).

V. A. De Lorenci, R. Klippert, M. Novello e J. M. Salim, Nonlinear elec-
trodynamics and FRW cosmology, PHYSICAL REVIEW D 65, 063501
(2002).

M. Novello, N. P. Neto, S. E. P. Bergliaffa et. al., Programa minimo
de cosmologia, EDITORA JAUA, (2010).

P. Peter, N. P. Neto e D. A. Gonzales, Adiabatic and entropy pertur-
bations propagation in a bouncing universe, arXiv:hep-th/0306005v4
(2003).



Referéncias Bibliograficas 110

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

P. Peter e N. P. Neto, Has the universe always expandede?, PHYS.
REV. D 65, 023513 (2001).

L. D. Landau e E. M. Lifshitz Course of theoretical physics volume 6:
Fluid mechanics, PERGAMON PRESS, (1959).

M. Novello e J. M. Salim, The stability of a bouncing Universe, arXiv:hep-
th/0305254v2 (2003).

S. H. Hendi, Asymptotic Reissner-Nordstrm black holes, ANNALS OF
PHYSICS 333, 282 (2013).

B. L. Altshuler, An alternative way to inflation and the possibility of
anti-inflation, CLASS. QUANT. GRAV. 7, 189 (1990).

V. Mukhanov e R. Brandenberger, A nonsingular universe, PHYS.
REV. LETT. 68, 1969 (1993).

V. Mukhanov, R. Brandenberger e A. Sornborger, A cosmological the-
ory without singularities, PHYS. REV. D 48, 1629 (1993).

R. Moessner e M. Trodden, Singularity-free two dimentional cosmolo-
gies, PHYS. REV. D, 51, 2801 (1995).

H. H. Soleng, Charged black points in general relativity coupled to the
logarithmic U(1) gauge theory, PHYS. REV. D 52, 6178 (1995).

S. D. Jorda, Os diversos modos de acoplamento ndo-minimo entre
eletromagnetismo e gravitagao: suas propriedades gerais e suas conse-
quencias para a propagacao da radiacao eletromagnética, DISSERTA-
CAO DE MESTRADO, (1988).

M. S. Morris e K. S. Thorne, Wormholes in spacetime and their use for
interstellar travel: A tool for teaching general relativity, AMERICAN
JOURNAL OF PHYSICS 56 (5), 395 (1988).



Referéncias Bibliograficas 111

31. J. D. Bjorken e S. D. Drell, Relativistic quantum fields, MCGRAW-
HILL COLLEGE 1ed., 80 e 389 (1965).

32. V. Mukhanov, Physical foundations of cosmology, CAMBRIDGE UNI-
VERSITY PRESS 1ed., 235 (2005).



