>
CBPF

Centro Brasileiro de
Pesquisas Fisicas

Dissertacao de Mestrado

Investigando o Momento de Dipolo Elétrico do Elétron Além do

Modelo-Padrao

Yuri Miiller Plumm Gomes

Rio de Janeiro, Julho de 2015



Agradecimentos

Aos meus pais, Marco e Dorian, e a minha irma, Lisiane, pelo apoio incondicional que me deram para

que eu chegasse até aqui.

Ao Professor Helayél, por ter me acolhido enquanto orientado e confiado em mim para contribuir com
o querido PVNC. Também como um exemplo de docente que se preocupa com o préximo e que estd

sempre disposto a ajudar.

A minha familia, em especial minhas avos Dalila e Déra, pelo apoio e preocupagao. Aos meus grandes
amigos, André, Fernando, Felipe, Gustavo, Helienai, Hamilton, Igor, Leandro, Leonel, Luiz Henrique,
Michael e Rene, pelas intimeras histérias juntos. Um agradecimento especial & minha grande amiga
Pollyana, por ter mudado a minha concepgao do mundo e das pessoas. Aos meus colegas de sala, que tive
o prazer de conhecer quando cheguei ao Rio de Janeiro, Célio, Fébio, Gregorio, Pedro, e a todos os outros
tantos colegas do CBPF, muito obrigado pela companhia, troca de idéias e risadas. Um agradecimento
especial para o Luis, por ter tomado a frente das nossas obrigagoes na APG enquanto eu estava atarefado

com esta dissertacao.

Aos Professores Alexandre Tadeu, Daniel e Winder, de Vigosa, por terem acreditado em mim na

graduacao quando nem eu acreditava. Sem vocés eu nao estaria aqui.

Ao Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas, que me propiciou as condigbes necessarias para que este

trabalho pudesse ser realizado.

Ao CNPq e a FAPERJ, pelo apoio Financeiro.



Resumo

Nesta dissertacao, propomos uma investigacao exploratéria preliminar e de carater fundamental sobre
o momento de dipolo elétrico (EDM) do elétron. Inicialmente, o estudo direciona-se na busca de uma
possivel contribuigao ao EDM advinda da interacao entre o elétron e a geometria do espago-tempo com
constante cosmoldgica. Ainda na busca de alguma pista sobre o EDM do elétron, determinamos e
discutimos os campos de radiacao de uma particula acelerada em um espago de Minkowski em 142 D.
Finalmente, analisamos os efeitos de uma possivel nao-linearidade, esta descrita pela eletrodinamica de

Born-Infeld, como uma origem vidvel para a assimetria da distribuicao de carga do elétron.

Palavras-Chave: Momento de dipolo elétrico; Relatividade Geral; Constante cosmoldgica; Eletro-

dinamina de Born-Infeld.

Areas do conhecimento: Teoria de Campos; Gravitagao.
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Abstract

A preliminar investigation of a more fundamental nature is pursued in this Master Dissertation to
tackle the issue of the electron’s electric dipole moment (EDM). At a first stage, we address ourselves
towards a possible relation between the electron’s EDM and the space-time geometry with a tiny non-
trivial cosmological constant. Still in this direction, we attain and discuss the radiation field of an
accelerated charge in a 1+2 D Minkowski space. We conclude our exploitations by seeking a possible
connection between the electron’s EDM and non-linear electromagnetic effects, as described by Born-
Infeld electrodynamics. We actually consider that non-linearity could yield some asymmetry on the

electron’s charge distribution.

Key-words: Electric dipole moment; General Relativity; Cosmological constant; Born-Infeld elec-

trodynamics.
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Introducao

Uma particula estavel, elementar ou composta, nao pode ter momento de dipolo elétrico (EDM) a menos
que tanto a invariancia sob reversao temporal (T) e sob paridade (P) sejam violadas. Isso ocorre por que
o valor esperado para o EDM d = Ik d3xZp(Z) de um estado estacionario da particula é proporcional ao

spin da particula, e o spin é impar sob T e par sob P [I].

Se a invariancia sob CPT se mantém, a afirmacao acima implica que um valor ndo nulo para o EDM
requer a violacao tanto de CP quanto de T. Como CPT é conhecido por ser uma boa simetria para

modelos de violagdo de CP, podemos nos referir tanto a violagao de T, quanto de CP.[I]

O EDM de uma particula é definido por um de seus fatores de forma eletromagnéticos. Em particular,
para uma particula de spin 1/2, os fatores de forma sdo decompostos a partir dos elementos da matriz

da corrente eletromagnética J,,, ou seja

< F@)NJu(0)f(p) >= a(p’)Tp(q)u(p) (1)
onde
Tu(q) = Fi(@)v+ Faq?)iowq” /2m (2)
+Fa(q®) (vuv54* — 2m54,) (3)
+F3(q2)0—,u1/’)/5qu/2m (4)

com g =p’ — p e m a massa da particula f [I]. O EDM neste caso é dado por:
dy = —F3(0)/2m (5)

que corresponde a interacao efetiva £y = —%de/;O'HV’YMZ)F#V (A) , quesereduz a Ly = —Hy = d;7 - E
no limite néo-relativistico. Em teorias renormalizdveis de violacdo de CP, a interacdo (A) inverte a
quiralidade de férmions e néo é invariante sob a simetria eletrofraca SU(2)r. Assim, consequentemente,
um valor de dy diferente de zero requer além da violacao de CP, a quebra da simetria eletrofraca, na qual
em uma teoria de calibre, deve ocorrer espontaneamente. A inversao da quiralidade que é necesséria para
se obter um resultado diferente de zero vem do termo de massa dos férmions. O termo de massa pode

(mas néo é necessério) surgir da quebra espontanea da simetria eletrofraca [1].



Nas teorias de calibre a invariancia por CP pode ser violada espontaneamente ou pode ser quebrada
explicitamente, por exemplo, em uma teoria contendo termos de acoplamento entre campos escalares que
nao sejam invariantes sob CP. Segundo o modelo de Kobayashi-Maskawa [2] , devido a sensibilidade dos
experimentos atuais, nao somente os EDM’s dos 1éptons, mas também dos barions, devem ser pequenos

demais para serem observados em um futuro préximo.[I]

Portanto, se algum valor de EDM para uma particula puder ser estabelecido com os niveis atuais de
sensibilidade, sera evidéncia de uma nova interacdo que viole CP. Experimentalmente podemos procurar
por um EDM permanente de uma particula colocando-a em um campo externo E e olhando para o
deslocamento AU linear em E para a energia de interagao entre a particula e o campo externo. Em um
limite de campo fraco,

onde o termo linear em E ¢ a assinatura de um EDM permanente[I]. O termo quadratico em E 6 uma

contribuicao de um EDM induzido que nao tem ligacao com violagao de CP.

Quanto as pesquisas experimentais, muito esfor¢o tem sido despendido para medir o EDM do néutron.
O grupo de Leningrado obteve d,, = (—1,4 + 0,6) x 10~%%¢ - em, enquanto que o grupo de Grenoble
relatou na mesma época d,, = (—0,340,5) x 10~2°¢ - cm [I]. Esses valores produziram o limite superior

|d,| < 1,2 x 107%¢-cm .

O mais estreito limite superior para o EDM do elétron foram e estao sendo deduzidos dos resultados
nulos das pesquisas em EDM’s atomicos. Contudo, isso presume que a contribuigdo para o respectivo
d. nao fora acidentamente cancelado por outra contribuicao da violagao de T. Pesquisas anteriores, por
exemplo, para 0o EDM de Hg, resultaram em limites superiores para |d,| ~ 2 x 10~2%¢ - cm. Recentemente
um experimento procurando por violacdo de T em fluoreto de Télio obteve d., = (—1,442,4)x 10~ *¢-cm.
Um experimento com o EDM do Tl obteve um valor de d. = (—2,7 £ 8,3) x 10~%7¢ - ¢m, a precisdo do
experimento em T1 é da ordem de dd, = (10~27)e-cm. Para efeito de comparagao, a precisio do momento
magnético anomalo do elétron 452 = FQT(O) é 5(%(0)) =2x10"2%2¢-cm , isto é, seré pelo menos cerca de
5 ordens de grandeza mais preciso que o momento magnético anéomalo do elétron. Em 2014, um artigo

publicado na Science [3] mostra que em um experimento com moléculas polares de mondxido de tério

mostram o menor e mais preciso valor medido para o EDM

de = (=2.1+3.7+£25) x 10" *?c-cm (7)

que corresponde ao um limite superior de |d.| < 8.7 x 107%%¢ - em. Deveremos levar em conta a

sensibilidade dos experimentos atuais ao analizar quaisquer modelos sobre o EDM do elétron.[I]



Partindo entdo de que, no modelo padriao (SM), calculos radiativos contribuem para um d, ~ 10~3%¢ -
cm, estamos diante de uma questao fundamental e que pode ser uma oportunidade de se investigar
a QED no sentido de alguma fisica além do modelo padrao. O resultado de 2014 [3] nos indica que,
em escalas da ordem de 1072° cm, ou seja, apenas 4 ordens de grandeza da escala de Planck, efeitos
quanticos da gravitagao podem comecar a ser sentidos, podendo, ou nao, contribuir para uma assimetria

da distribuicao de cargas do elétron e, com isso, uma contribuicao para o EDM.

Com essas ideias em mente, esta dissertacdo visa uma proposta com carater de originalidade: uma
investigacao exploratéria, em duas frentes, sobre uma possivel descricao mais fundamental para o EDM
do elétron. Pretendemos coletar elementos para se chegar a um cenario que permita analisar o EDM
do elétron além do SM. Assim, partimos de duas premissas para iniciar essa andlise. A primeira é
de que as distancias da faixa de 1072° cm, deve-se poder perceber alguma interacio do elétron com
propriedades geométricas do espago-tempo, que adotamos possuir contante cosmoldgica nao-nula. A
segunda premissa é que nessa regiao de distancias, efeitos nao lineares eletromagnéticos devem contribuir,
j& que nesta escala, estamos em regidoes com campos elétricos da ordem do chamado “corte de Schwinger”

2.3
Tl ~1,3x 10 N/C, quando a ndo linearidade se torna revelante. Ou seja, a questao em aberto que

€ =
pretendemos investigar consiste em adotar a Eletrodinamica nao-linear de Born-Infeld e a Eletrodinamica
de Maxwell em um background gravitacional com presenca de uma constante cosmoldgica e verificar como
a interacao entre as linhas do campo magnético produzidas pelo momento de dipolo magnético do elétron

interferem na distribuicao da carga do proéprio elétron.

A ideia principal para a formulagdo da teoria de Born-Infeld para o eletromagnetismo é que a ener-
gia eletromagnética na teoria de Maxwell violaria o pricipio de finitude, que postula que uma teoria

satisfatoria deve evitar ter suas quantidades fisicas com valores divergentes. Aplicando esse postulado

a velocidade por exemplo, teremos a energia cinética K = %va. Assumindo este principio faz todo o
sentido a generalizacdo obtida pela relatividade restrita, K = mc?(1 — — Z—Z) . Aplicando a mesma

condicao do espago-tempo chega-se a teoria de Einstein da Relatividade Geral. Assumindo a validade
desse principio para o eletromagnetismo, deveriamos generalizar a teoria de Maxwell, representada pela

conhecida densidade de lagrangeana [4]:

1
£:—§(E2—B2)7 (8)
por algo do tipo:
1
Ezbz(\/l—i-l)Q(E?—B?)—l) (9)

Como veremos, assumindo a validade desta generalizagao podemos ter resultados interessantes, como

por exemplo a finitude da energia eletromagnética de uma carga puntiforme [4].



Esta dissertagao é dividida em 3 capitulos. No primeiro capitulo é feito uma introducao a Relatividade
Geral (RG), além de uma introducéo da Eletrodinamica de Maxwell acoplado a gravitagdo. Mostramos
sucintamente como a gravitacdo, mais especificamente, como a constante cosmolégica modifica o campo
elétrico de Coulomb, e sua respectiva interpretacao como a polarizagao e magnetizacao do vacuo. Além
disso discutimos como a RG original, contruida por Einstein, nao contribui para o EDM, pois trata-se de

uma teoria que nao viola CP.

No capitulo 2 abrimos um adendo a ideia central da dissertagao. Utilizamos o formalismo introduzido
no capitulo anterior para abordar a questao da eletrodindmica de Maxwell em 142 dimensoes. Iniciamos
a analise em relagao a forga de radiagao em uma carga acelerada, utilizando-se do fato que um referencial

acelerado e um referencial que sofre agao de um campo gravitacional sao localmente equivalentes.

No capitulo 3, faremos uma breve introducao a eletrodinamica de Born-Infeld, e a partir dela inicia-
mos uma andlise dos campos eletromagnéticos do elétron, com carga e e momento de dipolo magnético
intrinseco ji. De maneira andloga ao capitulo 1, analisamos as modificagoes utilizando a interpretagao de

polarizacoes e magnetizagoes do vacuo.

Ao final, apresentamos as nossas consideracoes conclusivas e perspectivas. Seguem-se dois apéndices:
no apéndice A, sao fornecidos detalhes a respeito de uma importante equagao diferencial parcial referente
a resultados do Capitulo 2. Em seguida, no apéndice B, sao trabalhados as expressoes para os campos
elétrico e magnético na situagao que consideramos na formulagao de Born-Infeld para a eletrodinamica

nao-linear.



Notacoes e Convencoes

e O sistema SI é utilizado nas principais equagoes. Em equagoes onde as unidades nao prejudiquem

a compreensao, unidades naturais serao utilizadas, assim, por exemplo, h = ¢ = 1.

e Indices gregos p, v, 8, assumem valores 0, 1, 2, 3. J4 indices latinos, como 4, j, k, assumem os
valores 1, 2, 3. A convencao de Einstein é utilizada. Indices contraidos em um mesmo termo devem

ser somados, salvo quando explicitado o contrario.

e x é padrdo para as coordenadas espaco-temporais em 341 dimensoes z* = (¢,7) = (t,x,y,2) e os

operadores diferenciais sao 0, = (0, 03, 0y, 0.) e O = (0, =0y, —0y, —0) com Oy = 6@ e etc.

z



Capitulo 1

Formalismo da Relatividade Geral

A relatividade geral (RG), como formulada por Einstein, é a primeira teoria puramente geométrica da
gravitagao, na qual a dinamica da matéria é descrita pela geometria do espaco e, de maneira inversa, a
geometria também é determinada pela matéria, de forma que a nocgado de espago absoluto da mecanica

Newtoniana é definitivamente descartada.

Na relatividade restrita a nogao de velocidade é um conceito relativo, por que todos os referenciais
inerciais sao fisicamente equivalentes. Na RG as aceleragdes perdem o sentido absoluto, referenciais
inerciais nao tem um papel privilegiado, e todos os observadores sao fisicamente equivalentes, inclusive

aqueles em um referencial acelerado.

Neste sentido a RG € a generalizagao da Relatividade Restrita. De um ponto de vista matematico, essa
equivaléncia geral entre sistemas de coordenadas implica em uma troca do espago-tempo de Minkowski por
uma variedade riemanianna mais geral, na qual tem uma curvatura nao necessariamente nula diretamente
relacionada com a presenca de um campo gravitacional. Neste sentido temos uma descricao geométrica,
ou uma geometrizacao da interagdo gravitacional. Tal descrigdo, como pode ser visto em [5], ndo acomoda
a chamada torcao, que é representada pela componente anti-simétrica da conexao. A teoria mais simples
que acomoda tal estrutura é chamada de teoria de Einstein-Cartan [5]. Como veremos, a versao geométrica

da gravitagao serd suficiente para iniciar a abordagem dos nossos problemas.

1.1 Difeomorfismos e derivada covariante

A relatividade geral parte do conceito de difeomorfismos, ou seja, isomorfismos sob variedades dife-
rencidveis. Pode-se representar este difeomosfismo da seguinte forma. Seja uma variedade M com uma

carta de coordenadas z#, considerando uma transformagao de coordenadas z'* = f#(x) [6]. Com isso



temos que, infinitesimalmente:
un

Ox
oy da' = T g 1.1
dx dx D dx (1.1)

Chamamos, por convencgao, de vetores contravariantes objetos do tipo V*, que, sob transformacgoes de

coordenadas, seguem a regra de transformacao [6]:

ox'#
VH S V= VY 1.2
- ox? (1.2)

Se ¢ é uma funcao escalar, logo seu gradiente = 0,,¢ se transforma da seguinte maneira [6]:

9
ozt
ox”

m

0,9 (1.3)

Um vetor covariante V), segue a mesma regra de transformagao, ou seja:

oz”

A partir de tais definigdes acima, podemos generalizar para um tensor qualquer a lei de transformacao

[6]:
O 02" g
oz’ ozP o

T T = (1.5)
Derivada Covariante: De maneira geral, em um sistema de coordenadas curvilineo o objeto dV*

nao é um vetor contravariante[6):

ox' ox'* 0%t
o v d TR dv? B e Vad dVH 1.
V oy VY = dV oy VY + T e VY #£dV (1.6)

Para transformacoes de coordenadas do tipo z'* = az* + b (transformacoes lineares, como translacoes,
boosts, transformagoes de escala) dV'" se transformaria como um genuino vetor. Uma maneira de
definir um operador diferencial covariante é a partir da definicdo do tranporte paralelo em coordenadas
curvilineas. Se A* sao as componentes do vetor A em z#, e A* + dA* sao as componentes de A em
z# + dz*. O transporte paralelo de A entre z* e x* + dz* produz uma variacdo §A*. Como a diferenca
entre vetores deve ser feita no mesmo ponto do espago-tempo, devemos transportar um vetor para a

posicao do outro, assim a diferenca entre os dois vetores é tal que [6]:

DA = dA* — A" (1.7)

Assumindo que §A* seja dependente da distancia infinitesimal dz*, e também linear em A*, entdo:

§A* = —T*" AP dx™ (1.8)

Onde I'* o ¢ chamada conexao Afim [6]. Com essa defini¢do temos que:

DA¥ = dA* +T* ;AP dz*. (1.9)



Como podemos ver, DA* se transformara como um genuino vetor,

a 7 82 1
= A+ AP da® T A e (1.10)

(DA) ox? 0zBoz™

se a conexao afim se transformar da seguinte forma:

dr'™ dx™ Ox° oz’ 92xP
M = —_— re _— 1.11
we Qe Ozt Qx0T + OxP Ox'Hox'v ( )

Vemos entao, que a conexao nao é um tensor. Com isso podemos definir agora a derivada covariante
[6]:

o
VA = lim DA
de—0 dx°

= 0, AP +TH  A“ (1.12)

Definigao: O tensor métrico é definido da seguinte forma: O intervalo infinitesimal ds de um espago
métrico ¢é definido como [0]:

ds* = g, dxtdz” (1.13)

O tensor g, é chamado de tensor métrico ou métrica. A partir da métrica podemos formar objetos

escalares sob difeomorfismos, como mostrado a seguir[6]:

A? =g, A" AY (1.14)

E facil ver que este objeto é realmente um escalar:

AP =g AMAY = Oz 02P O’ 0z
Nz

= o APAT = 5288 g5 AP A7 = A? 1.1
ox'* 83:”’9 B oxr oo p %9 9op (1.15)

Com essa definigdo podemos escrever objetos covariantes a partir de sua versdo contravariante, e vice-

versa:

A, = gAY & AP =g A, (1.16)
Onde o tensor g"” é tal que respeita a seguinte equagao [6]:
9" gup = 6‘5 (1.17)
Utilizando a métrica podemos escrever a derivada contravariante, como se segue [6]:
VIA¥ = g7V, A+ (1.18)

Sabendo que objetos de carater escalar, por definigao, sao invariantes sob transformacgoes de coordena-

das. Podemos entao escrever:

§A? =0 — 6A" A, + AFSA, = AFSA, — TV A, APda® = AP(5As — T ;A,dz®) =0 (1.19)



Ou seja, usando o mesmo raciocinio para a derivada covariante de um vetor contravariante, a derivada

covariante de um vetor covariante é dado por:

VoA, = 0,4, —T% A (1.20)

optTe

Com isso temos, como exemplo, derivadas covariante de tensores de rank 2 (usando do fato que um

tensor pode ser escrito como o produto de tensores, ou seja, 6T = §(A*B")) [6l:

VT = 5T + 1750 Tya + TV T (1.21)
VpTh = 0pT", — 1%, TH, + TV, TS, (1.22)
vﬁTp,y = 8BT/,LV - FaﬁyTMa - FO{BHTQV (123)

Podemos derivar a expressao explicita da conexao afim da seguinte forma, partindo do fato de que

DA, =V,A,dx° = g, DAY. Admitindo essa igualdade valida chegamos a concluséo que:

Vo =0 (1.24)

(Afirmamos com isso que a variedade em questdo é compativel com uma definicdo consistente de
distancias, dado que implica na invaridncia do elemento de linha. A definicdo acima é chamada de
postulado de metricidade). Com a defini¢do acima e, permutando os indices de V,g,,, = 0 e somando

como mostrado a seguir, teremos a seguinte identidade:

vag;uj - vugua - Vl/gau =

1 1 1 1
§(aa9;w — OuGva — OGau) + §gaﬂ (Fﬁuu + Fﬂuu) - §guﬁ (Fﬁau - Fﬁua) + 5951/(1—‘5;404 - F'Bau) =0

Na relatividade geral, a conexao afim, em geral, é simétrica nos indices inferiores, e por isso, a parte

antisimétrica se anula, nos permitindo escrever a conexao da seguinte maneira:
s _ 1 s
r wy = 59 (al/gau + 8ugow - aozguu) (1'25)

Note que, sob uma transformacao geral de coordenadas, a conexao afim se transforma da seguinte

maneira :
o Oz’ dx™ 9x° oz’ 9%z

HY T e Q' Oz °T  QxP Hx'tOx’V

(1.26)

Ou seja, se transforma exatamente como deveria para manter a equagao (1.10) covariante.



1.2 Geodésicas

A geodésica é uma generalizagdo de uma “linha reta” para espagos curvos. Ela pode ser definida como
a curva cujos vetores tangentes permanecem paralelos durante todo o percurso. Em espagos métricos
pode ser definida como o caminho mais curto entre dois pontos. Com esta segunda definigdo a equagao

da geodésica é consequéncia do seguinte principio variacional [7]:
(5/ds = 5/ VG datdz” =0 (1.27)

Ou seja, a geodésica é a equacgao que é solucdo da extremizagdo acima. Parametrizando x* como
xt = z"(\) podemos reescrever a equacao acima:
dxt dxv dx
0 | ds=9 ——d =6 [ L(x,—)dA 1.28
Jas=6 [\Jou'sr Soan=s [ 1 5) (1.28)
Pelo principio variacional encontramos a seguinte equagao para particulas massivas :
d?z> 1 dxt dx¥

+ 59" (8ugm/ + 8ngiu - aﬁg“”)ﬁﬁ

= 1.2
dx? = 2 0 (1:29)

Como podemos ver, na Relatividade Geral, onde a tor¢ao é nula, a equacao da geodésica pode ser
simplificada, e chegamos ao seguinte resultado [7]:

x> o dzt dx”

dx2 o ax Y (1.30)

1.3 O tensor de curvatura de Riemann

Segundo Ohaniann [6], quando tomamos derivadas covariantes de um campo tensorial, devemos ter
cuidado com a ordem em que aplicamos as derivadas. Supondo que apliquemos duas derivadas covariantes

em um campo vetorial Ag, ou seja:

V.V, Ag #V,V,Ap (1.31)
Explicitando uma das derivadas temos:
VoV Ag = 0,(V,Ag) =T, 5(V,Ag) =17, (Vi Ag) (1.32)

Com isso podemos achar a expressao para a diferenca entre a aplicacao das derivadas com as ordens

trocadas:

VVVNAﬂ - VHVVAﬂ = aV(VuAﬁ) - a/t(vuAﬁ) + Fﬁuﬁ(vaﬁ) - Fnuﬁ(vuAn) - (Fﬁlw - FHV/L)(VHAB)

0u(0uAp — T, 5A%) — 0u(0,Ag — T, g Ax) + 17,500 Ay — T, An) — T, 5(0p Ak — T, Ad)
_(FR;J,V - FHI/;J,)(VHAﬁ)

= (9,0%5 — 9,15 + 15,0, —T" ;T% A, (1.33)
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Podemos reescrever a equacao anterior da seguinte forma [6],[7]:

Vo, Vu]Ag = Ro‘ﬁWAa (1.34)

Onde:
R"‘BW = 6HF“V5 - QVFO‘M; + F"VBFO“W — F"MBFO‘W (1.35)
O tensor de curvatura RC‘B v é um tensor de Rank-4. Ele é chamado de tensor de curvatura de Riemann.

Podemos escreve-lo como um puro tensor covariante:
Raﬁ#y - gao'Ro-ﬁ,u.D (136)

Algumas propriedades importantes do tensor de Riemann seguem abaixo [6],[7]:

Ropuv = —Rgauw (1.37)
Roguy = —Rapuu (1.38)
Ropguv = Ruvap (1.39)
Raguv + Rapwp + Ravpu =0 (1.40)

Além das identidades algébricas, o tensor de Riemann obedece a seguinte identidade diferencial [6]:

VQRGﬂMV + VMRUBVQ + VI/RGﬁQH == 0 (141)

Com a contragao do primeiro e ultimo indices do tensor R% v obtemos o tensor de Ricci, que é simétrico
em seu indices [6],[7]:

R%,0 = Rau = Ryup (1.42)

Contraindo os indices do tensor de Ricci obtemos o escalar de Ricci, ou escalar de curvatura R [6],[7]:

R=g""R,5=R", (1.43)

Podemos chegar a uma equagao que nos serd util adiante. Contraindo a equagao (1.40) da seguinte
maneira:

]‘ v [ a g a g ]' g
39097 (Va R, + VR0 + Vo R%a,) = Vo (R, = S67R) =0 (1.44)
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As equagoes (1.40) e (1.43) sdo conhecidas como identidades de Bianchi. Costuma-se chamar de Tensor

de Einstein o tensor G%, = R°, — %%’R e com isso [0],[7]:

V.G, =0 (1.45)

1.4 Principio Variacional para a equacao de Einstein

Segundo Weber [7] um campo gravitacional é equivalente, em uma pequena regido, a um referencial
acelerado. Uma métrica Riemanniana, portanto, deve dar uma descrigao correta do campo gravitacional.

Como vimos, o quadrado do elemento de linha é dado por:

ds® = g, datdz” (1.46)

O tensor métrico g,, deve, portanto, conter informacoes sobre o campo gravitacional, e essa identi-
ficagdo vem do principio de equivaléncia, que é o mais importante aspecto introduzido pela Relatividade
Geral. Deve entao haver alguma equagao diferencial para a métrica que a relaciona com a distribuigao
de materia-energia. Em outras palavras, Devemos recuperar, a baixas densidades de energia/matéria a
teoria de Newton para a gravitagao [7]:

V2¢ = 4nGp,y, (1.47)

Comecaremos, de forma bem geral, com a seguinte agdo em um espago 4 dimensional:
4 1
S=[d I{E(R —2MN) + Lopat} (1.48)
Onde A é conhecida como constante cosmoldgica e K = 87G. Tirando as equagdes para g, obtemos:

oL
=KT,. 1.49
89;},1/ I ( )

1
Ry — §g,uuR —guwh=K

Onde T}, representa o tensor energia-momento da distribuicao de matéria no espago em questao. Pelas
equagoes (1.24) e (1.45) temos que:

v, T", =0 (1.50)

Ou seja, o tensor energia-momento representa uma quantidade conservada, agora no contexto da RG.
Em um espago onde a distribuicdo de matéria nao é relevante, podemos simplificar a equagao acima e
chegamos ao seguinte resultado [6],[7]:

1
R, — §gWR —guwA=0 (1.51)

De fato, a equagao acima recupera a equacao de Newton no limite nao-relativistico, como pode ser visto
com detalhes em [6], [7]. Agora podemos procurar solugdes para um espaco com constante cosmoldgica

diferente de zero.
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1.5 Solugoes esfericamente simétricas e espaco DS/ADS

Para exemplificar as mudancas das equagoes do eletromagnetismo sob um background gravitacional
mostraremos o caso onde temos uma curvatura constante no espago. Analogamente a suposicao feita por
Schwarzschild, onde encontrou a famosa métrica associada aos buracos negros, utiliza-se da premissa da

simetria esférica do nosso problema. Portanto, teremos uma métrica do tipo [6],[8]:
—ds® = —fo(r)dt* + fi(r)dr? +r*(d6? + sin6?d¢?) (1.52)
Fazendo, para ajudar a visualizagao do problema, fo(r) = expv(r) e f1(r) = exp A(r), temos a seguinte

métricas:

G = diag( exp (v(r)) , —exp(=A(r)), —r?, —r? sin29) (1.53)

Fixamos as fungoes v e A a partir das equacoes de Einstein com constante cosmolégica R,,, — % g R —

guwA = 0 e chegamos ao sistema de equacoes diferenciais [6], [7]:

| (I—rA)y 1
0 Op __ —
1 (1+rv) 1
1 “slp _ A T
Ry — 251R = exp ( )\)( 2 ) 2= A (1.55)
R — %Rdg - %exp (=0 (v + %(u’)2 + %(u . %I/,)\I) —A (1.56)

No caso estédtico a componente 33 é identica a componente 22 e todas as outras se anulam. Somando

(1.54) e (1.55) chegamos a seguinte equagdo diferencial:

(1+Ar?)expA—1+7) =0 (1.57)

A solugao geral para a equagao nos leva ao seguinte resultado:

1

. 1.58
Si(r) (1+424+9) (1.58)
Substituindo a solugéo na equagdo (1.55) obtemos:
A C

Onde b e C sao constantes arbitrarias. Em geral, se faz b = 1, ji que ela implicaria em uma mudanga

de escala facilmente absorvida pela coordenada r. Podemos com isso escrever (C'= —2GM):
A 2GM 1
2 2 2 2 _ 20002 | 02072
ds* = (1 + 3T )dt® — T v QCiM)dr —7r?(df” + sin” 0d¢~) (1.60)

13



Essa métrica é conhecida como métrica de De-Sitter Schwarzschild[6],[7], [8]. Se A for positivo chama-
mos o espago de tipo De-Sitter(DS), se for negativo chamamos de espaco de anti De-Sitter (ADS) [8].
Com essa métrica temos algumas simplificagoes aos tensores de Riemann, Ricci e ao escalar de curvatura,

como mostrado a seguir:

A
Ruypo = g(gupgl/a - guagup) (161)
A
Rm/ = 59/41/ (162)
R=—2A (1.63)

No limite Newtoniano, temos que gop = 1 + 2V (r), onde V(r) é o potencial Newtoniano. Logo, nesse
contexto o potencial gravitacional pode ser expresso aproximadamente por [8]:

GM  Ar?
- + -

Vir) ~ T 6

(1.64)

Como vemos acima, a constante cosmoldgica positiva (negativa) gera uma corregdo do tipo de um
oscilador harmoénico ( invertido )[8]. A este potencial temos uma forga correspondente, que é calculada a

partir do gradiente do potencial:

GMm . mAr .
P — 7

F=-mVV(r)=— p 3

(1.65)

A forga devido a constante cosmoldgica no caso AdS (A < 0) aponta para a dire¢ido oposta a forga
de Newton e é vista como uma forca anti-gravidade. Note que essa forca é proporcional a r, ou seja,
se torna importante somente em largas escalas. Implicacao direta disso é que desvios nas orbitas dos
planetas e nos niveis de energia de atomos sao sutis. Porém, como sabemos, medidas advindas da fisica
atomica sao muito precisas, de modo que ainda ha esperanca para que esses efeitos sejam mensurados

experimentalmente [§].

1.6 Eletrodinamica e Relatividade Geral

No espago-tempo de Minkowski (14-3), o campo eletromagnético é descrito pela seguinte densidade de
Lagrangeana [9]:

1
L= —7F"Fu (1.66)

Onde F* = 9FAY — 0¥ A* . O tensor energia-momento derivado desta densidade de lagrangeana,

simetrizado pelo mecanismo de Belifante, é [9]:

1
@,ul/ — [F;LaF(;/ _ Z,,7#1/}704[3}7‘aﬁ] (167)
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que é conservado, ou seja, 9,0*” = 0. Na presenca de gravitacao, a densidade de lagrangeana agora ¢é
escrita da seguinte maneira [9]:

1
L=~ 1V=gF" Fu (1.68)

Consequentenemte, o tensor energia momento é modificado, assumindo a seguinte forma [9]:

2 o
vV —4g 6guu

1
oM = = [FHoFY — Zg’“’FaﬂFaﬁ] (1.69)

Observe que continua sendo um tensor simétrico e desta vez é uma grandeza covariantemente con-
servada, ou seja, V,0" = 0 [9]. A partir da densidade de lagrangeana podemos achar a equacao de

movimento para o tensor de campo F' [10].

(I) VpFo*=j* (1.70)

(IT) VYFP* £ VAF™ 4+ VOFPY =0 (1.71)
Lembrando que o tensor F' é um tensor antisimétrico, podemos reescrever (I) da seguinte forma [7]:
VP = Laﬁ(,/—gﬁa) (1.72)
V=3
Podemos separar entao a equagao acima em componentes temporais e espaciais:

Oi(V=gF®) =0 ; — 80(\/—79F0j)+%93i(\/—7917ij): i (1.73)

1
N Vi Vi

Veja que as equagdes acima sdo uma generalizacao das equagoes de Maxwell com fonte [I0]. Abrindo
agora em componentes a equacao (II) temos:
eijxVIFI* =0 ; VOFY 4 ViIF0 _VIiF0 =9 (1.74)

Mais uma vez, as equagoes acima generalizam as equacoes de Maxwell, porém desta vez as sem fontes.

Observe que, a partir do tensor energia momento podemos definir a forga de Lorentz generalizada.

1
= Vu(FM) Yo+ Vu(F")Fy = SV (F*) Fua

= FY J%+ o (VIFY 4 VY Fo 4 VORI,

1
2

= Fv, J° (1.75)
Onde usamos (I), (II) e a antisimetria de F para simplificar e chegar ao resultado acima. Esta expressao

serd importante para definirmos a forca de reagao, por exemplo.
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1.6.1 Como definir univocamente o campo elétrico em F*

Segundo [7], a agdo para uma particula carregada de carga e é dada por:
S = —m/ds + e/Audm“ (1.76)

Extremizando esta acao chegamos ao seguinte resultado para a geodésica da particula carregada:

dx* dx¥ e

d?z® dz?  fo
4T po WA Cpa WU _ T 1.77
ds? M ds ds m- P ds m ( )

Para um referencial onde a particula esteja em repouso, temos que a sua 4-velocidade é dada por

5e . . . -
u® = \/5%’ visto que u®u, = 1, com isso temos que, nesse referencial, a componente da forca f* nao

nula é somente a componente espacial e tem a seguinte forma:

i_ € i
= \/QEF 0 (1.78)

Definindo agora o campo elétrico como a densidade de forga por unidade de carga f/e, entdo teremos

a seguinte identificagao entre as componentes de F e as componentes do campo elétrico F:

_'z'_-ﬁ_ 1 i
(E) —e—mFo (1.79)

Para um referencial onde a particula adquira uma velocidade v = ‘fl—f constante, teremos assim:

f; = (900 + > 9u(v')*) V2 (F + F* ) (1.80)

A equagdo acima é a generalizacdo da forga de Lorentz. Podemos definir o campo Ba partir do dual

do tensor F, que em 143 D é escrito como F* = ﬁe””aﬁFw, logo:

B\i i goo ik 123
(B) =F' = ——=¢" F'k , € =1 (181)
0 2 / ; .7

Como vimos na sessao anterior, as equagoes e Maxwell acopladas a Relatividade Geral tem a seguinte

equagao de movimento:
1

\/jgaﬁ(\/ngﬂa) = j@ (1.82)

Pela equacdo da métrica de um espaco tipo DS/ADS temos que /—g = r?sinf, que simplifica a

equagao acima, chegando ao resultado:

1

2 : Ba _ o
g Sineag((r sin @) FP) = j (1.83)
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Como vimos a métrica de um espago tipo DS/ADS pode ser escrita de forma a ser uma matriz dia-
gonal. Partindo disso e abrindo as equagoes em componentes, escrevendo em fungao do tensor F; 7, que

representam os verdadeiros campos elétricos e magnéticos, temos:

1

— 9. ((r?si i0) _ ;0

g (P smO)F7) = j (1.84)
# 2 . 04 # ) 2 . i\ _ aj
2 Sineao((r sin§)F%) + 2 sinﬁal((r sinf)F7) = j (1.85)

J4 as equagtes de campo sem fontes adquirem a seguinte forma:
eip VPR =0 3 VOFY + V'FI° —VIFC =0 (1.86)

Partindo da equagao (1.83) vemos imediatamente que:

V-D=p ; D' =F® (1.87)
~ , = ~ . . . ~ i1 1 ;i
A solugao para o elétron em repouso é D = 557. Assim, temos a identificacao D* = - mEz. Por

tanto, o campo elétrico de uma carga pontual e repouso tem a seguinte forma:

—
Ar )= ~ L — AL o) (1.88)

Feogfa_
ay/( 3 'r 72 6

Onde omitimos a contribui¢ao de 2GM por ser extremamente pequena. Como podemos ver, a constante
cosmolégica introduz, a pequenas distancias um campo elétrico constante como corre¢ao para o campo
Coulombiano. Essa corregao pode ser interpretada como uma polarizacao do vacuo em torno do elétron,

—

ja que P=D- ﬁE [12]. Porém pela simetria radial apresentada a polarizagao total serd nula, ja que:

d= /d%ﬁ: i/dr(l 1 ATTQ) /de(Q,qﬁ) —0 (1.89)

onde usamos [ 7dQ = 0. Utilizando-se do fato que V.-P= P, onde p, é a densidade de carga gerada
pela polarizacao [12], teremos:
qgA

T o) (1.90)

Como podemos ver, a gravitacdo, mais especificamente a constante cosmoldgica, introduz densidade de
cargas e polarizacoes em torno do elétron, porém essa configuragao nao contribui para o EDM do elétron

pois esse modelo nao viola CP.
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Capitulo 2

Cargas Aceleradas e Radiacao

2.1 Motivacoes

Estamos procurando compreender a possivel assimetria na distribuicao de carga interna do elétron.
Em 1951, Dirac publicou um interessante trabalho chamado “ A New Classical Theory of Electrons”
[13], no qual todo o esforco é verificar se é possivel se propor uma estrutura mais fundamental para o
elétron a partir da relacao entre a sua carga e sua massa. Nesta direcao, uma possivel pista para se
compreender a questao possa vir de um espago de dimensao mais baixa, (14-2) D, onde mesmo em uma
teoria linear, a evidéncia do suporte da funcao de Green dentro do cone de luz, possa contribuir para
uma melhor compreensao de uma possivel estrutura interna do elétron e da relacao entre massa e carga.
H& muito tempo é sabido que o campo de uma particula carregada em repouso no espago de Minkowski
(1+3) cai como 1/r?, em uma coordenatizacio esférica. O campo de uma carga, se movendo com uma
velocidade contante, pode ser obtido a partir de uma transformacao de Lorentz, também cai proporcional
a 1/r%. De modo completamente distinto se comportam os campos quando a particula é acelerada. Os
campos agora tém uma componente que cai com 1/r , componente esta que costuma receber o nome
de campo de radiacdo. Com os campos proporcionais a 1/r, o respectivo vetor de Ponting cai como
1/72, implicando que uma quantidade finita e fixa de momento atravesse a carca esférica que circunda
a particula a grandes distancias. Com isso, os campos de radiagdo ganham extrema importancia, pois
o continuo fluxo de energia vindo da particula carregada acelerada, a longa distancia, resultard em uma
forga de amortecimento, ou forga de reacao a radiacao [I4]. Foi Dirac quem quantificou essa forca para

(1+3) D, e sua expressdo pode ser vista em [15].

J&4 no eletromagnetismo em (142) dimensoes temos diferencas gritantes. Como podemos ver em
[16],[I7], o campo de uma particula carregada em repouso é proporcional a 1/r. Devido ao compor-
tamento do propagador, que tem suporte em todo cone de luz, diferentemente do caso 4-dimensional.

Deve-se tratar o problema com cautela, devido a divergéncias que aparecem alimentadas pelo reverbe-
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rar do propagador. Com efeito, métodos analogos aos utilizados no caso 4 dimensoes espago-temporais

falham em definir os campos com precisao.

A andlise que utilizaremos, cuja inspiragéo vem a analogia com o método encontrado em [I4], é baseada
na premissa que, partindo do formalismo da Relatividade Geral, as equag¢oes de Maxwell ndo sdo somente
covariantes sob transformagoes de Lorentz mas também podem ser escritas de forma covariante sob
transformacoes gerais de coordenadas, ou difeomorfismos. Dado uma carga se movendo em uma trajetoria
arbitraria, sempre serd possivel construir um sistema de coordenadas proprio para essa particula. Neste
referencial (ndo-inercial), a carga estd em repouso em todos os tempos, porém a métrica do background
nao serd Minkowskiana e, em geral, dependente do tempo. Desta forma, o problema se resume a um

problema estacionario em um background gravitacional nao-trivial.

Sabemos que essas solugoes devem se transformar para as solugoes padrao descrevendo a carga na sua
respectiva trajetoria quando analizadas de um referencial inercial. Ou seja, vamos tirar proveito do fato
que a dependéncia temporal e da nao-trivialidade da métrica no referencial préprio tem que refletir, pela
prépria consisténcia da relatividade geral, a exata dependéncia espacial e teporal do campo de radiagao.
Mais do que isso, a particula deve sentir a forca de reagao no seu referencial préprio, devido ao background

gravitacional [14].

2.2 Transformacao de Rindler em 241 D

Para uma particula em movimento uniformemente acelerado, temos uma seguinte parametrizacdo da
trajetéria da particula [14]:

1 1
t = —sinh(g7) ; * = —cosh(g7) ; y =y (2.1)
g g
Com isso, vemos facilmente que a trajetdria obedece a equagao de uma hipérbole:
242 Lo
2 =12 = (=) (2.2)

Podemos contruir um sistema de coordenadas comével com a particula, com o auxilio do diagrama da

figura 2.1, vemos as seguintes regioes A e B, que terao coordenatizacoes distintas:

e na regido A (£ > 0), temos as coordenadas:

t = \/i?sinh(gT)
x = ﬁcosh(gﬂ

y =y (2.3)
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Figura 2.1: Diagrama mostrando as regides A e B, além da tragetdria da particula (azul).

e na regidao B (£ < 0), temos as coordenadas:

—2¢

t = —= cosh(gr
7 (97)
—2
z = —gsinh(gT)
g

y = (2.4)

<

Portanto, a transformacao de coordenadas do referencial coacelerado, ou seja, o referencial da particula,

e o referencial inercial é o seguinte:

e na regido A (£ > 0), temos as coordenadas:

¢ = S@-1)
T = arctanh(z)
N x
y =y (2.5)
e na regido B (£ < 0), temos as coordenadas:
¢ = 26—
x
T = arctanh(;)
y =y (2.6)

Apesar de termos duas regioes de coordenatizacdo distintas, tanto em A quanto em B temos definida
a mesma métrica:

1
ds?® = 2gédr? — @dg — dy?; (2.7)
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Com essa métrica, ou, em outras palavras, nesse referencial nao inercial, temos a seguinte equacao para
os campos eletromagnéticos (Note que nao adicionamos o termo topolégico de Chern-Simons [16], j& que

nao contribuiria para a forga na particula):
O™ =3 (V=g=1) (2.8)

Neste referencial proposto, a carga estd em repouso, e ja que a métrica depende apenas de coordenadas

espaciais, o problema se resume a um problema estatico. Assim:

e F0 + 0, FY° = q5(& — &)d(y)
9e(g*¢ 9% 0: Ag) + 0, (g** g™ 0, Ao) = q6(€ — &0)d(y)

02 + ﬁai)x‘lo(f,y) = g3(E — £)5(y) (2.9)

2.3 Auto-funcoes do operador diferencial
Partindo a equagéo diferencial (2.9) podemos analizar a seguinte equacao de auto-valor:

Dus = (0 + 308 0n = X0y (2.10)

E fécil mostrar que D é um operador auto-adjunto. Se pudermos escrever a solugao geral de DAy (&, y) =

q0(§ —&0)d(y) em termos das fungdes base do operador achamos a soluc@o geral para o problema, ou seja:

Ao(&y) =D At (2.11)
A

Se determinarmos as constantes Ay chegamos & Agy. De fato, podemos, como se segue:

DAy =D ADyy = > N2 A = —qd(€ — £)3(y) (2.12)
A A

Usando do fato de que, devido ao operador ser auto-adjunto, suas auto-fungoes sao ortogonais entre si,
ou seja,

/ dydenba (€, y)on (€, 9)r(E, y) = Bax (2.13)

onde, r(§,y) é a fungdo peso caracteristico do operador diferencial. Com isso, podemos identificar dire-

tamente os Ay e chegamos a seguinte solugao para (2.9):

Ao(ey) = g Y (LT E D (e ) (2.14)
A

Usando o método da separagao de variaveis podemos achar a solugao geral para 1), como se segue:

N Z (as exp sy + b, exp —sy) (esMgy1/2(2X8) +dsWy 1/2 (2)\5)) (2.15)

S
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Onde, M e W sio as fungdes de Whittaker [I8],[19], a = s2/(2g)) e a,b,c e d sdo constantes arbitrarias.
Podemos analizar, agora que temos a solucao geral, o comportamento das funcoes de Whittaker para

E—=0e& — oo [19:

Fungao Mo,1/2 (I) Mo (93) Wa,1/2 (x) W'a1/2 (50)
préximo & origem | x 1 ﬁ + O(zlnx) é’(ﬁ?) +0(2°)
no infinito oplels) | =BGl | g0 exp(—x/2) —a® oxp (—2/2)

2.4 Mudanca de coordenadas para o referencial inercial

Dado um tensor em um referencial coacelerado, como o referencial descrito na primeira secao desse
capitulo, e uma transformacao entre o referencial inercial e o referencial coacelerado, podemos encontrar
os tensores no referencial inercial. Sinalizaremos os tensores que estao descritos no referencial inercial

como T. Por exemplo, temos, no referencial acelerado, que a forca de Lorentz é dada por:
fe= eFaBuﬁ =eF*u’ (u' =0) (2.16)

Nesse referencial, temos um sistema estatico. Deste fato temos a seguinte condicao:

1
uuy = 1 = goo(u®)? = u® = (2.17)

1/ 900

Logo temos que neste referencial nao inercial:

fo= S Fe, (2.18)

1/ 900

Ou seja, apenas as componentes f& e f¥ sio diferentes de zero. Agora que temos a forma do 4-vetor
da forca de Lorentz no referencial coacelerado, podemos transformé-la para o referencial inercial. As
coordenadas z’ e = sdo respectivamente z'® = (¢, z,y) e % = (7,&,y). Assim:

ax/ﬁ
=

i £e (2.19)

Usando as equagoes para as transformacoes de coordenadas entre os referenciais (2.5 e 2.6) chegamos

ao resultado que as componentes da forga de Lorentz no referencial inercial sao as seguintes:

= t

o _ b e . "
f S =) f5(x,y,t) ,naregido A e na regiao B (2.20)
- T
o= mfg(xa y,t) ,em A eem B (2.21)
fU = fYz,yt) ,em AeemB (2.22)
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Como visto em (1.78) temos que, como f¢ = \/ZEF *, € escolhemos um gauge tal que somente a

componente Ag é ndo nula, reescrevemos f da seguinte forma (sem soma em «):

e e
0%Ay = Y0, A 2.23
\/gﬁ 0 \/gﬁg 0 ( )

Com isso, finamente chegamos a expressao onde conseguimos relacionar a forga de Lorentz com o

fo=

potencial elétrico que é solugao da equagao diferencial (2.9):

et

o= ,ﬁ(f)&flo) ,na regiao A e na regido B (2.24)
o o= f%@/xo) ,em A e em B (2.25)
o= —#(@,Ao) ,em A e em B (2.26)

g [p2 — 2

It c . . ~ % '8
Temos que os campos AP no referencial inercial serdo A% = 2Z_ A% logo:

oz
A° = gzA (2.27)
AT = gtA (2.28)
AY = 0 (2.29)

Podemos escrever as componentes do tensor F'*?, usando o mesmo formalismo utilizado anteriormente,

e chegamos ao seguinte resultado:

Foy = +2¢2(z? —t})F¢, (2.30)
FYy = +gzF?, (2.31)
F*, = +4gtF°, (2.32)

Note que, o unico elemento que ainda é necesséario a investigagdo mais aprofundada é Ag(&,y), pois
com ele chegamos a todos os campos para o referencial nao inercial. Porém, a equagao (2.14) e (2.15) sao
gerais demais para que possamos tirar alguma informagao do problema proposto. O que falta exatamente
sao condigoes de contorno corretas para termos uma solucao tnica. Lembrando que em um sistema em
repouso, o potencial elétrico tem o comportamento = Inr , logo, a escolha de campos tendendo a zero no
infinito nao seriam uma boa escolha pois excluiriamos parte importante da solucao. Outra complicacao
imediata é vinda do fato de que o sistema nao é limitado. Com isso a soma sob os paradmetros se
tornam integrais em s e em A. Mas note que A estd presente no incide das fungoes de Whittaker, logo, a
integral traz consigo uma grande dificuldade. Uma outra maneira de resolver a EDP seria resolve-la como
Dy =0, para todo € # &y e y # 0 e acertar a continuidade e descontinuidades dos potenciais e campos,
respectivamente. Porém esse método nao se mostrou simplificador, pois também aparecem integrais bem
complicadas. Com estas informacoes, o préximo passo para continuar a abordagem deste problema sera
achar a solucao da EDP que tenham significado fisico para tentar extrair alguma informacao sobre a forga

de radiacao que uma particula acelerada sente em um espago de 2+1 dimensoes.
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Capitulo 3

Eletrodinamica de Born-Infeld

Em meados da década de 30, a relagao entre matéria e o campo eletromagnético era interpretado a
partir de dois pontos de vista. O primeiro é chamado de ponto de vista unitério, onde a tnica entidade
fisica era o campo eletromagnético. As particulas que constituiem a matéria eram considerados apenas
singularidades do campo e sua massa era definida a partir da energia contida nos campos, a chamada
massa eletromagnética. O segundo ponto de vista, chamado de dualistico, parte de que particulas e
campos sdo essencialmente distintos. As particulas seriam as fontes para os campos, seriam afetadas
pelos campos mas nao fariam parte deles. A caracteristica prépria dela seria sua inércia, mensurada pela

constante chamada massa inercial. [4]

De maneira geral a comunidade cientifica adotou o segundo ponto de vista, e os principais motivos
foram, a falha em se desenvolver uma teoria “unitaria” (ndo confundir com o conceito de unitariedade
da teoria de campos atual). Teorias criadas por Heaviside, Lorentz e outros eram falhas em explicar
a coesao e estabilidade do elétron, além das dificuldades em generalizar as equagoes de Maxwell em
teorias nao-lineares, como por exemplo, a teoria de Mie, onde suas solugoes dependiam explicitamente
do valor do potencial [4]. Também temos, nessa época, o sucesso da relatividade, que apontava contra
a existéncia de uma massa advinda somente da energia eletromagnética, ji que as transformagoes de
Lorentz modificariam a massa eletromagnética e inercial de forma distinta. Em terceiro temos o grande
sucesso da mecanica quantica, que é baseada fundamentalmente no ponto de vista da dualidade onda
particula. Isso fez com que a ideia de massa eletromagnética e teorias “unitarias” fossem deixadas de
lado. Porém, as conclusoes dos resultados obtidos da mecénica quantica, que muitas vezes fogem ao senso
comum, e a duvida na validade das equagoes de Dirac, recém formuladas, em escalas da ordem do “raio
do elétron” rg = me—;, alimentaram a contrucao de um nova teoria da eletrodinamica que se propunha a
duas novas linhas de pensamento, uma em relagao a uma nova teoria do Eletromagnetismo, e outra em
um novo método de abordagem da mecanica quantica. Como veremos, essa teoria do eletromagnetismo

foi proposta em [4], mas até hoje ndo se compreendeu uma forma convincente de quantiza-la.
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Born-Infeld, no seu artigo original [4], ao tentar propor uma teoria do eletromagnetismo vélida em

iQ parte de principios bem gerais. Eles partem de um postulado,

distancias proximas ao raio do elétron -

de que a agado da teoria deveria ser invariante sob transformagoes de coordenadas, ou seja, independente
da escolha de um sistema de coordenadas. Partindo de um campo tensorial a,,, onde nao é assumido

nenhuma simetria inicial é definido a lagrangeana da seguinte forma:
L o< y/—detay, (3.1)

COmO o tensor a v Ode Ser separ adO €11l Sua parte Si“lé“ica a. i— i ¢ ica:
o e anti-simetr
a’[LI/ g[LI/ f,lLV ) 9/1,1/ gl/y, ? f},l/l/ fV}L (3'2)

A visdo original da eletrodindmica de Born-Infeld (BI) quando definida do espago de Minkowski (1+3)
D e sua lagrangeana respeitando as seguintes condigoes, deveria reproduzir a eletrodinamica de Maxwell,
para campos de menor magnitude, e no caso eletrostatico existiriam limite superior para o valor absoluto
do campo elétrico, implicando numa energia eletrostética finita [4]. A teoria fard assim analogia direta
com a relatividade especial, onde ha o limite para as velocidades das particulas, a velocidade da luz. Com
isso a lagrangeana mais geral que respeita, além das condi¢oes anteriormente explicitadas, a invariancia

de Poincaré e a invaridncia de Gauge, é, em um “background” gravitacional tipo Minkowski [4]:

25 P?
2 2
L=0\1- 75— 57 = (3.3)

Onde b é uma constante, cujo significado ficard claro mais adiante, S = fiFle‘“’ = f%(EQ -
B%) e P = —iF,“,F’“’ = FE - B, os invariantes sob transformacoes de Lorentz ji bem conhecidos do
eletromagnetismo de Maxwell. Podemos reescrever entao a equacao acima de forma compacta, e que,

com a devida generalizagado para uma variedade arbitraria toma a moderna forma a seguir [4]:

1
L =02 \/—det(gw + gF,w) —b%y/—det(g,) + A, J" (3.4)

A lagrangeana acima, com as devidas manipulagoes para obtermos as equagoes de Maxwell na faixa de

energia apropriada, tem a mesma forma de (3.1), com fy, = 7 Fju € g sendo o tensor métrico. Segundo
a interpretagao vinda da teoria de cordas, governa a dindmica de uma D-Brana [2I] . Com isto podemos

encontrar as equagoes de movimento da teoria, como se segue:

1 5L 1 V=g(F" — L(E - B)Fm

——0u(V—g ) = O 9( il Lisol Jv (3.5)

V=g 0F," V=g \/1 (E2-B2)  (B-B)?

- 2
Podemos, para uma melhor interpretacdo da equacgao acima, definir o seguinte Tensor:
oL

GH = 3.6
0F,, (36)

25



Com isso a equagao de movimento é simplificada e toma a seguinte forma:

1

ﬁaﬂ (@GW) =Jv (3.7)

Com a ajuda do Tensor G , podemos dar uma interpretagao para a equagao de movimento. O tensor
G, por ser um tensor antisimétrico assim como F, carrega consigo os seguintes vetores:

1 - 1

GY = (D), = —(E+ —(E-B)B); (3.8)
\/1 _ (B2-B2) _ (E-B)? b
b2 b4
1 e - 1 O
—€;,G'" = (H), = —— (B — —Q(E -B)E); (3.9)
2 \/1_(1;2,32)_(]5.3)2 b
b2 b4

A partir da definicdo dos campos auxiliares acima, nas chamadas relagoes constitutivas, temos a in-
terpretagao imediata de que na eletrodinamica de BI o vacuo sofre polarizagao e magnetizacao devido a
néo linearidade da teoria [4],[21]. Com isso, temos as seguintes equacoes que governam a eletrodinamica

de BI.

V-D=p (3.10)
VxH=0D+] (3.11)
V-B=0 (3.12)

V x E=-8,B (3.13)

Segundo Vellozo [21], podemos inverter as equacdes de D(E, B) e H(E, B) para equagdes de E(B, D)
e H (é , D) chegando ao seguinte resultado:

E= %((1 + %)D - (Db'QB)B) (3.14)
i= %((1 + %)é - (Db'QB)D) (3.15)

Onde R = \/ (1+ %2)(1 + %;) - (D%)z . Interessante notar a dualidade presente nas equagoes acima

na trocade B> De H — E.

3.1 Solucgoes de BI com simetria axial

Com as consideragoes anteriores podemos agora procurar as solucoes de E e B a partir de uma fonte
como o elétron, por exemplo. Sabendo da natureza das propriedades do elétron, adotamos uma simetria
axial no problema, ou seja, de maneira geral teremos uma fonte que produza um campo H, tal que

V x H = j, ou seja, em coordenadas esféricas:

H(r,0) = H.(r,0)7 + Hy(r,0)0 (3.16)
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Com isso esperamos que essa simetria seja respeitada também pelo campo B, de forma que:
B(r,0) = B,(r,0)F + By(r,0)0 (3.17)

De fato, como mostrado no Apéndice B, a nao linearidade da teoria nao gera uma componente azimutal
para B no caso que iremos tratar. Agora, para o campo D, esperaremos uma simetria esférica completa,
j& que analizaremos uma carga pontual. Logo D = D(r)#, mantendo a generalidade na dependéncia em

r. Assim, implementando essa simetria nas equagoes para E e H chegamos &:

1 B} 1 B, By
E, = (1 + bT)DT R R ——D,
1 D?
H, = EBT : Hy=(1+55)Bs (3.18)
Onde agora, para simplificar, R = \/ 1+ M)(l + [b); ) — (D"bﬁ. Gragas a simetria axial pode-

—

mos agora invernter as equacdes, achando E(H, D) e B(H, D), chegando ao resultado abaixo:

H2 Hy
V1= G + i) oLl

Er— ( = )Dr (3.19)
2 H? H?
V14t 52 b (1= (5 + (62+D2))
A componente polar do campo elétrico é:

1 HyH, D,
Ey = 6

b2 2 H?
Vi- G+ i) 1+ 5
1+
B, = H (3.21)

H? H2 r
\/1 —(FF+ <4b2+*b%>)

2
\/1 + B2 \/1 + (b2i_ID2))

Note que se assumissemos que nosso problema tivesse simetria esférica, ndo veriamos a componente

(3.20)

Para o campo B temos agora:

(3.22)

FEy. Podemos interpretar o resultado acima da seguinte maneira. Apesar da simetria da fonte introduza
uma simetria esférica para o campo D, ela nao se mantém para o campo elétrico. Como podemos ver, as
componentes do campo H quebram essa simetria, e devido a nao linearidade da eletrodinamica de BI o

campo elétrico percebe essa quebra, refletido na componente polar de E nao nula.
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3.2 Campos para uma particula pontual carregada e com mo-
mento de dipolo magnético nao nulo

Agora com o resultado podemos focar no caso que exemplificamos. Temos assim uma carga pontual,

na origem do nosso sistema de coordenadas, com momento de dipolo magnético nao nulo:

D=S4; H= Bazmyi—z) = %(2 cos 07 + sin 66) (3.23)
r T

Como resultado, os campos E e B serao:

12 (4 20 M)
\/ s (RSO (e B sin” 0(r! + 5)
a ¢ 4 4 o2 b2(r10 — ot (4cos? f + L2sin®0 )y ’
Napr : s
2g/3? 1
Ey(r,0) = a0 = - = (3.25)
: & 4 sin? 0
b2r3(\/r4+b72) \/7"6’(22(4COS29+M(;22))

Agora, com o resultado acima podemos avaliar o significado do pardametro b. Se fizermos g = 0, ou

seja, no caso de uma particula com momento de dipolo magnético nulo, obtemos a seguinte expressao:

E(r)=—L — . Ep=0 (3.26)

I
2
Vit &

Note que E,.(r = 0) = b, ou seja, é o valor de E na origem. Mais do que isso, é o valor méximo que o

campo elétrico pode assumir.

Expandindo o campo elétrico em poténcias de 1/r temos que:

a 203 aB?(3+5cos20)

Er0) = S5-135- o + 0™ (3.27)
2 $in 20
Ey(r,0) = 7%+0(b74) (3.28)

Para o campo B temos seguinte expansao:

2Bcosf  a?Bcosl  B3(13cosf + 3cos30)

_ —4

B.(r,0) = 3 + b2 + 120 +0(77) (3.29)
_ Bsind a?Bsin®  B3(5+ 3cos26) sin 4

By(r,0) = 3 T 1529 +0(0™%) (3.30)

. . . ~ .7 —4 3 A
Note que, na primeira aproximagcao (ja que a >> ) onde temos E () ~ (5 — 1)22%)7“ , temos um campo

que depende somente do médulo de r. Assim ele tem rotacional nulo e pode ser escrito como gradiente

de um potencial E = —V®. Com isso temos um potencial elétrico ® como se segue (Figura 3.1):

(0% 043

P = —— 4+ — 31
(r) r + 106275 (3.31)
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Figura 3.1:  Grdfico representando o potencial de Coulomb (preto) e a corregao (3.31) para vdrios valores

de b (tracejado).

Comparando com a expansao em multipolos de um sistema com simetria azimutal temos que:

-
/

o(r) =Y r% / a3z’ (") P, (cos 0" p(r) (3.32)
=0

Ou seja:
[ d2' (') Pi(cos @ )p(r') = 0,se 10,4 (3.33)
[ &) = q (3.34)
3
[ d(cos®)dg' r"dr' (') Py(cos 0')p(r') = 1?)4? (3.35)

Com isso, podemos dizer que a polarizagao do vacuo gera uma configuragao de cargas em torno do
elétron, onde nao sabemos sua distribuicao radial, porém sabemos, dado a ortogonalidade dos polindmios

de Legendre, que serd, pelo menos, proporcional & Py(cosf’) (Figura 3.2).

Podemos ver que, apesar de termos uma polarizagao que poderia nos dar uma contribuicao para o

dipolo elétrico, essa polarizagao quando integrada nos deixa uma contribuicao nula.

3 2
5d, = /d%ﬁ: —Zb%/ﬂ/f(e,@d(cose)d(p ~0 (3.36)

76

Onde usamos que, [7(6,$)dQ2 = 0. Assim, temos que o dipolo elétrico do elétron nao sofre corregéo a

esta ordem de perturbagao.
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Figura 3.2: Figura ilustrativa representando a polariza¢ao do vdcuo em torno do elétron.

Agora, de forma analoga, Como M = ﬁB — H temos que a corre¢ao de menor ordem que podemos

encontrar para o dipolo magnético sera:

I /d%M:

a?Bsinf  B3(5+ 3cos 26) sina)é ]

5 r,a%Bcos  B3(13cosf + 3cos30) . .
- /d x[( b2r7 4h%r° )h+ (= 2027 4h%r°
87B . [ balr? + 332
T2t "o " r7
2B (5rja? +26?)
ST 8 ‘

Onde 79 é o raio minimo onde a aproximacdo da série em b? continua vélida. Note que tivemos que
adicionar essa constante para contornarmos a divergeéncia. Além disso, essa divergéncia nos indica que
para campos elétricos nas regioes muito proximas do elétron as aproximagoes possam nao ser suficientes
para explicar todo o fendmeno. Podemos entao escrever o momento de dipolo magnético efetivo do
elétron, que é a soma do momento de dipolo intrinseco, s = %, onde g5 é o fator giromagnético do

elétron e up é o magneton de bohr, com a corregéo devido a magnetizagido do vacuo (8 = ps):

1 (brga® +2(4)%)
_'e etivo ~ sA 1 T 3.37
fiesetivo = 13 (1 + 3505 e ) (3.57)

Lembrando que, a partir de resultados obtidos a partir da teoria quintica de campos [28], podemos
escrever o fator giromagnético e, consequentemente, o momento de dipolo magnético anomalo do elétron,

usando do fato que gs/2 = 1 + as, onde a, representa as corregdes advindas do modelo padrao, podemos
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entao adicionar esta informagao ao resultado acima e teremos com isso:

1 (5rgo® +2(42)%)
t oo )]
300 g

Hefetivo = b [1 + ag (338)

Com esse resultado podemos fazer algumas estimativas. Como o raio classico do elétron é da ordem
de 107*eV 1, o setor magnético da eq. (3.38) domina a correcdo do momento de dipolo magnético do
elétron. com isso concluimos que ha uma relagdo entre o parametro b e o raio ry do elétron. Sabendo

que o desvio experimental da; < 1079 [28] podemos fazer as seguintes estimativas. E|
e Se b~ 10187 — rg ~ 107 0eV/ !

o Serg~ 1072V = b~ 10T

Assim, devido a relagdo entre o parametro b e o raio 7q , se o elétron for pontual (ro — 0), b — oo,

consequentemente a contribuicao de BI se reduz a zero.

Como podemos ver, a eletrodindmica de BI ndo contribui, pelo menos na primeira ordem em b~2 para o
dipolo elétrico de nenhuma particula carregada de carga q e com momento de dipolo magnético intrinseco
. Porém, devidos aos efeitos da nao-linearidade, a interpretacao das corregoes como polarizagoes e
magnetizagoes do viacuo geram uma quebra sa simetria esférica das distribuigoes de carga em torno do

elétron (figura 3.2) e uma correcdo para o fator giromagnético anéomalo do elétron.

eV-1x=2x%x 10 %m
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Conclusao e Pespectivas

Como vimos, o EDM do elétron se mostra um bom candidato para o estudo de uma fisica além do
modelo padrao. As polarizagoes e magnetizagoes induzidas como no caso da constante cosmoldgica podem
gerar corregoes para quantidades fisicas, sem a necessidade de quantizarmos a teoria utilizada. Essa é
uma caracteristica interessante, visto que, tanto a gravitagao quanto o eletromagnetismo de BI nao tem
ainda um formas consistentes de quantizacao. Apesar das corregoes achadas, nao encontramos corregoes

para o EDM do elétron, ja que a Relatividade de Einstein nao viola CP.

Aproveitando o conhecimento adquirido no estudo do eletromagnetismo em conjunto com a gravitacao,
foi analizado no capitulo 2 como os campos eletromagnéticos de uma particula carregada em um espaco

142 D, e como resultados chegamos a solugao geral para os campos EeB gerados pela particula.

Na eletrodindmica e Born-Infeld, vimos que a nao linearidade da teoria gera campos eletromagnéticos
muito diferentes dos campos gerados pelas fontes, e expandindo as solugoes em poténcias de r, podemos
interpretar os desvios novamente como polarizagoes e magnetizagbes do vacuo. A analise nos mostra
que o momento de dipolo magnético intrinseco do elétron induz uma distribui¢do de cargas com uma
simetria distinta da esférica. Porém, apesar desta distribuicao de cargas a quantidade de carga total nao
é modificada. Temos também que a nao linearidade da teoria induz uma correcao para o momento de

dipolo magnético intrinseco do elétron.

Os trabalhos apresentados nesta dissertacao sao a primeira etapa para uma investigagao mais profunda
e ampla na relagao entre carga elétrica, massa e spin, o que nos permitiria compreender definitivamente

as causas do aparecimento do EDM do elétron.

Como perspectiva para a continuagao do trabalho apresentado nesta dissertagao temos a implementacao
de teorias da gravitagao com quebra da simetria CP. Esperamos que com essa nova caracteristica intro-
duzida efeitos no EDM aparecam como uma assimetria na polarizacao induzida e que, diferentemente
da polarizacao induzida pela constante cosmolégica (1’3 = %f), nao se anule quando integrada em todo
o volume. Outra possivel hipdtese a ser investigada é o formalismo da gravitacao por vielbien, onde a

torgao possa também ter um papel importante, podendo até introduzir a quebra de CP [26].
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Também, gostarfamos de analizar que a tor¢ao do espago-tempo (logo considerando a possibilidade de
espago-tempo com torgdo), mesmo que pequena em escala microscépica, nao deva ser negligenciada a
nivel microscépico, sobretudo a distancias na escala de 1072% em. O acoplamento do spin do elétron com
a torcao induz uma precessao e esta pode ser o elemento-chave para assimetria da distribuicao de carga
do elétron em torno do seu spin. Pretendemos assim, iniciar uma linha de estudos nesta frente: Torcao

e sua contribuicao ao EDM do elétron.

Em relacdo ao trabalho feito no caso do elétron em 142 D , a principal idéia é particularizar a solucao
para as devidas condigoes de contorno. Para que, com as solugoes, analizemos a poténcia irradiada pela
carga e a forca de radiagao sentida pela carga. Visto que, o método utilizado nao utiliza-se explicitamente
dos propagadores, a interpretagao utilizada por Dirac [15], dos campos retardados e avangados, ndo parece,
pelo menos a principio, de grande ajuda. Assim, deve-se procurar uma outra interpretagao para a forga
de radiagao. Outra possibilidade seria introduzir o termo de topoldgico Chern-Simons e analizar as

mudancas obtidas.

A procura de métodos para estimar o valor da constante presente na teoria de BI, a partir da comparacao
com os resultados da fisica de altas energias, além da procura de generalizagoes da teoria de BI que violem

CP, também sao idéias para continuagao do trabalho.
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Apéndice A

Solucao da Equacao Diferencial

Parcial

Para acharmos as solugoes da equacgao diferencial parcial :

1

02 +
(% 2g¢

02)hn = A2y (A1)

Usaremos a técnica de reparagio de varidveis [25]. Com isso admitiremos que a solugao serd do tipo

(&, y) = QUEU(y), logo, substituindo na equagao diferencial teremos:

1
(0% + @35)9(5)0'(2/) = XQ(6)U(y)

vwazae + 2o = xo@Eu) (A.2)

29¢ Y
Dividindo ambos os lados por Q(£)U(y) teremos:

02Q(¢) 1, 5
0@ agev(y W - =0

Separando o que depende de £ do lado esquerdo e o que depende de y do lado direito teremos:

2O N U
2¢ (" —¥) =t~ (&.3)

Veja que s é uma constante arbitraria, ja que separamos as dependencias em £ e y. Assim conseguimos

duas equacoes diferenciais ordindrias:

020(6) (3¢ — X)0(€) =0 (A4)
95U (y) — s*U(y) =0 (A5)
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E f4cil ver que U (y) tem a seguinte solucao:
U(y) = aexp (sy) + bexp (—sy) (A.6)

Este resultado aponta na direcao de uma transformada de Laplace na componente y. Finalmente,

temos as solugbes para as equagoes diferenciais para (&) [19):

Q&) = ¢ My 1/2(20) +d Wy 1/2(2XE) (A7)
Onde a = s2/(2g)).Com isso temos que a solugio geral para a EDP sera:

Yy = Z (as exp sy + b, exp —sy) (esMa,1/2(2X8) +d Wy 12 (2)\5)) (A.8)

S
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Apéndice B

Solucao Para Os Campos E e B

Partindo dos resultados de Vellozo:

B=1(0+ 55~ LB 5) (B.1)
=20+ 28~ <Db'23>5) (B.2)

Com R = \/ 1+ (1 + Dz) (Dgf)g. Para o caso de um campo D = D, teremos entdo que as

componentes do campo E serao:

2 2
B = [1+w9:723¢)]% (B.3)
B = [ (B.4)
B = =] 9
E as componentes do campo H serao:
B,

H = 5 2 (B.6)
Ho= 1+ glg (B.7)
e o= [+ oE)5e (B5)

Onde R = \/(1+ B+ 5) — B = (14 2 B (T2

Agora, como temos as componenes de B em fungdo de H e de R substuimos na equagao de R da
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seguinte forma:

R2

Ou seja:

B2 D2 (B2+ B2)D?
1+7+J+M

b2 b2 b4
D? B2 D2 (Bj + B3)
p?  LH? L (Hf+HZ) 1
L+ 5 + R + R 72 2
=

D? R? H? + H?
1+—;+—2[H3+%}
b b (1+1T’5)

D?
1+ 7+
(HZ+H2)
2 o]
[+ a+ Of }
b
b2

1—

Com isso teremos, para o campo E:

Para o campo B temos:

(Hi + H3)1D
_ 2 ¢ T
E, = [1+R7b2 }f

RD, H,Hy
b1+
RD, H,H,
o1+ )

Eez—[

]
]

Ey, = -]

B, = RH,
RH
(14 3)
RH,

By = —2-
(14 3%)
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(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)

(B.15)
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