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Resumo

Revisamos a Eletrodinamica Quantica de Lee-Wick, uma extensao da QED obtida
através de derivadas superiores. A teoria apresenta um comportamento ultravioleta refi-
nado, dispensando o programa de renormalizacao. O preco a pagar por isto é a introducao
de um fantasma, um modo massivo que viola a microcausalidade. Limites inferiores para

a massa do fantasma sao encontrados através de experimentos classicos e quanticos.

Palavras-chave: QED, Lee-Wick.
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Abstract

We revise Lee-Wick Quantum Electrodynamics, an extension of QED obtained through
higher derivatives. The theory presents an improved ultraviolet behaviour, dispensing the
renormalization program. The price to pay for that is the introduction of a ghost, a
massive mode that violates microcausality. Lower bounds for the ghost’s mass are found

within classical and quantum experiments.
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Capitulo 1
Introducao

A teoria quintica de campos (TQC) é atualmente o mais poderoso arcabougo tedrico,
sendo aplicavel a uma vasta gama de fendmenos, desde a escala atomica e molecular
até a subnuclear. A Eletrodindmica Quantica é a teoria quéntica de campos mais bem
sucedida, possuindo o melhor acordo entre calculo tedérico e medida experimental. A
TQC porém apresenta divergéncias ultravioletas, i.e., a teoria de perturbacao fornece
resultados infinitos ordem a ordem, o que poe em questao sua validade. Resultados fisicos,
confirmados experimentalmente, sdo extraidos subtraindo-se essas divergéncias, expostas
através dos métodos de regularizacao. O desenvolvimento destas técnicas culminou na
Teoria da Renormalizacao, que classifica diferentes teorias quanticas de campos de acordo
com a possibilidade de torna-las finitas e como esse procedimento deve ser entao realizado.
Dentro deste quadro a QED é uma teoria renormalizavel, significando que é necessaria a
redefinacao de apenas um nimero finito de seus pardmetros para torné-la finita [1,2].

Antes que o programa de renormalizacao da QED fosse completado, extensdes da
propria teoria foram consideradas. Tendo em vista o problema ultravioleta, Podolsky, em
1942, introduziu um termo de derivada quartica a lagrangeana', que domina sobre o termo
de derivada segunda para altas frequéncias [3]. Podolsky buscou entao impor condigoes
sobre os graus de liberdade adicionais de modo a remover as divergéncias presentes na
teoria usual. A QED de Podolsky [4] apresenta dificuldades adicionais de mais dificil
tratamento e interpretagao (que serao abordadas ao longo dessa dissertagao) e provavel-
mente por esta razao foi deixada de lado frente ao sucesso do programa de renormalizacao
da QED usual.

Posteriormente em 1969, Lee e Wick propuseram uma nova extensao da QED, visando
explicar as massas do espectro hadrénico [5]. Eles introduziram um novo béson de spin
1 massivo, i.e., um campo de Proca. A caracteristica marcante é que este novo campo

¢ adicionado com sinal negativo, possuindo desta maneira norma negativa. Lee e Wick

!Derivadas mais altas foram desconsideras por Podolsky por quebrarem o Principio de Superposicio,
i.e., Podolsky buscava uma extensao que fornecesse equagoes de campos que ainda fossem lineares nos
campos elétrico e magnético.



argumentaram que para escalas de energias muito baixas em compara¢do com a massa
deste novo bdson, nao haveria problema de instabilidade. Estados de norma negativa
eram precisamente um dos problemas presentes na QED de Podolsky. De fato é possivel
demonstrar que ambas modificagoes da QED sao equivalentes. Portanto os mesmos prob-
lemas que aflingem a QED de Podolsky se fazem presentes na QED de Lee-Wick. Pouco
tempo apds a proposta de Lee e Wick, o problema do espectro hadronico que os motivou
foi resolvido no ambito da QCD e, mais uma vez, a extensao de Podolsky-Lee-Wick voltou
a ser ignorada.

Foi somente em 2008 que se reacendeu o interesse na QED de Podolsky-Lee-Wick,
através do trabalho de Grinstein, O’Connell e Wise [6]. Eles utilizaram a idéia de Lee e
Wick de introduzir novas particulas massivas e de norma negativa em todos os campos
do Modelo Padrao. Portanto os novos termos da lagrangiana podem todos ser escritos
como termos de derivadas quarticas, devido a equivaléncia com a QED de Podolsky. Esse
Modelo Padrao de Lee-Wick, como é conhecido, embora nao seja finito como a extensao
correspondente da QED, permanece renormalizavel. Sua caracteristica mais marcante é
oferecer uma solugao alternativa ao problema de hierarquia do Higgs. E claro, no entanto,
que as mesmas dificuldades se fazem novamente presentes, s6 que agora elas afetam todos
os campos do Modelo Padrao!

Como podemos entao lidar com os estados de norma negativa, os ditos fantasmas?
Esse tem sido o foco de muitos trabalhos tedricos e avancos foram de fato alcancados.
Atualmente hé consciéncia de que, como diz o jargao, nao precisamos ter medo dos fan-
tasmas. Isso expressa o fato de que nao estamos rigorosamente livres destes estados, porém
no que concerne a realidade observavel, eles nao se fazem presentes [7]. Fantasmas sao
importantes apenas como estados virtuais e somente dessa forma podem afetar grandezas
mensuraveis. Desse modo teorias de derivadas superiores, ao menos como teorias efetivas,
se tornam boas candidatas no que concerne a descricao da realidade.

Paralelamente aos estudos de teorias com derivadas superiores, teorias com compri-
mento minimo também foram desenvolvidas. Sugerido por Heisenberg, a existéncia de
um comprimento minimo naturalmente ofereceria um cut-off as integrais de momenta
da série perturbativa da TQC. Desse modo todas as divergéncias ultravioletas em TQC
poderiam ser eliminadas através de um tnico parametro fisico. O primeiro avango signi-
ficativo nessa direcao foi devido a Snyder que, através da construcdo de uma algebra de
Poincaré deformada pela presenca de um comprimento minimo, mostrou que essa hipétese
nao necessariamente violava a simetria de Lorentz [8]. A algebra de Snyder se destaca
por apresentar um espago-tempo nao comutativo, i.e., os operadores de posi¢do deixam
de comutar. Isso por sua vez estimulou o estudo de TQCs em espago-tempos nao co-
mutativos [9]. Porém foi somente com o estudo de efeitos quanticos da gravitacao que
esta area passou a receber maior atencdo. O caminho para quantizacao da interagdo

gravitacional sugere uma generalizacdo do principio de incerteza [10,11]. Esse Principio



de Incerteza Generalizado (PIG) fornece um comprimento minimo observavel no sentido
de uma incerteza minima na determinacao da posicao. Foi nesse contexto que a algebra
de Snyder, e a nao comutatividade do espaco-tempo, foi generalizada por Kempf através
do PIG [12]. Também no contexto de Teoria de Cordas e Loop Quantum Gravity ha
evidéncias e diversos estudos sobre comprimento minimo e nao-comutatividade [13, 14].

Posteriormente a versao covariantizada da algebra de Kempf e do PIG foi construida
por Quesne-Tkachuk [15]. Com ela foi possivel analisar as teorias de derivada superior,
dessa vez sobre um novo ponto de vista. O comprimento minimo aparece na lagrangiana
de derivada superior no mesmo lugar em que a massa do fantasma na QED de Podolsky-
Lee-Wick, sugerindo entao que o fantasma pode ser interpretado como consequéncia da
existéncia de um comprimento minimo observavel [16]. Ainda mais, essas teorias apre-
sentam regime nao-local quando nos aproximamos da escala do comprimento minimo.
Portanto somos tentados a interpretar o fantasma de norma negativa como uma mani-
festacao da nao-localidade do espaco-tempo. Sobre essa nova luz é possivel recuperar uma
versao mais simples do Modelo Padrao de Lee-Wick, pois todos os fantasmas introduzidos
possuem claramente a mesma origem e portanto a extensao é feita através da introducao
de apenas um parametro fisico.

Nessa dissertacao iremos apresentar as QEDs de Lee-Wick e Podolsky e apds mostrar
a equivaléncia entre elas, as consequéncias dos estados de norma negativa e problemas
de nao unitariedade e instabilidade sdo também tratadas. As principais caracteristicas e
resultados desta QED sao apresentados. Naturalmente eles dependem do novo parametro
introduzido, ou seja, a massa do fantasma. Limites inferiores para essa massa sao en-
contrados através de calculos tedéricos baseados em experimentos bem conhecidos. Tendo
estabelecido a QED de Podolsky-Lee-Wick, fazemos uma pausa e motivamos entao a
hipétese do comprimento minimo e construimos o PIG e algebra de Quesne-Tkachuk.
Com isso somos capazes de estudar a QED na presenca de um comprimento minimo e
obter um limite inferior de maneira andloga ao que foi feito na QED de Podolsky-Lee-
Wick. A extensao para o Modelo Padrao de Lee-Wick comentada acima nao é realizada,

mas pode ser obtida de maneira analoga.



Capitulo 2

QED Finita de Podolsky-Lee-Wick

2.1 QED de Lee-Wick

Lee e Wick propuseram uma extensao da QED como tentativa de explicar as diferencas
de massa do espectro hadronico. Barions e mésons que pertencem ao mesmo multipleto
de isospin possuem uma diferenca de massa finita. Lee e Wick atribuiram essa diferenca a
ambiguidades na manipulacao de divergéncias no contexto da QED usual. A soluc¢ao entao
proposta por Lee e Wick consistia em adicionar um termo que seria relevante apenas em
altas frequéncias (onde as divergéncias aparecem), de modo que a QED usual, junto com
todos seus sucessos, fosse recuperada no limite de baixa energia. Com isso em mente,
Lee e Wick introduziram um novo bdson massivo. Sua massa deveria ser grande em
comparacao aos demais bosons conhecidos, uma vez que nao havia ainda sido detectado.
Além disso, no ano anterior ao trabalho de Lee e Wick, uma nova classe de teorias de
campo foi descoberta, em que a matriz S é unitaria, mas a Lagrangiana nao é hermitiana.

Lee e Wick foram entao levados a substituir o campo A, por um novo campo C):

Cu = Ay + By, (2.1)

onde A, é o campo do féton da QED usual e B, ¢ o novo campo massivo, anti-hermitiano

B =-B (2.2)

T
w K

Podemos imediatamente generalizar o termo cinético do setor de gauge. Para esse
proposito, definimos o field-strength G, a partir de B,:
G, = 0,8, —0,B,. (2.3)

Podemos assim expressar o field-strength C,, de C,, em fungao dos field-strengths do féton

e do novo bdson massivo:

C/u/ = F/u/ + Guu (24)



Portanto o termo cinético é simplesmente

1 74 1 4 1 14
Liin = _ZC‘T‘”CM = _ZFWFM + ZG’“’GM , (2.5)
onde os termos cruzados se cancelam devido a nao hermiticidade do campo B,. Note
o sinal trocado do field-strength do novo campo introduzido por Lee e Wick, suas con-
sequéncias serao discutidas na secao 2.3. A lagrangiana cinética devemos adicionar o
termo de massa do campo B,, que também entrard com o sinal trocado pela mesma

razao. A lagrangiana livre completa é entao

1 v 1 v 1 2
Lrw = _ZFWFM + ZGWGH — §M B,B". (2.6)
A lagrangiana claramente possui a forma “Maxwell menos Proca”. Apontamos o fato dessa
teoria nao ser invariante de gauge por causa do termo de massa. A teoria apresenta uma
particula sem massa, o foton, e um novo bdson massivo em seu espectro. Retornaremos
a esse ponto na préxima secao quando discutirmos a QED de Podolsky e compararmos
suas similaridades e diferengas em relagao a QED de Lee-Wick.

Torna-mo-nos agora aos propagadores. A, é o campo do féton, cujo propagador pode
ser obtido através do procedimento padrao, adicionando-se um termo de fixacao de calibre:
1

Lor = =33

(9. A")? (2.7)
que representa a condicdo de Lorentz d,A" = 0. Escrevendo a lagrangiana na forma
Campo-Operador-Campo através de integragoes por partes e invertendo o operador re-
sultante, encontramos o propagador. No espago de momenta temos (levando em conta a

prescri¢ao adicional da TQC de multiplicar por um fator 7):

(4) —
DIW k2

(2.8)

O campo B,,, ao contrario de A, nao ¢ invariante de calibre, portanto nao devemos incluir
um termo do tipo (2.7) para o campo B,,, senao modificamos a fisica. Repetindo o mesmo
procedimento anterior (sem a fixa¢do de calibre) encontramos o propagador do campo

B,,, também no espaco de momenta:

Bt bk
D/u/ - k2 . M2 (77#1/ M2 ) . (29)
Aqui a razao para o limite da QED usual, M — oo, fica mais clara, o campo massivo nao
propaga.

O propagador em (2.9) reflete o sinal errado com o qual o field-strength G, entra na

lagrangiana. O novo boson massivo portanto contribui para processos fisicos de modo sim-



ilar a um regularizador de Pauli-Villars. A diferenca entre a teoria de Lee-Wick e o método
de regularizacao ¢ bastante simples. Na regularizacao de Pauli-Villars a dependéncia em
M deve desaparecer dos resultados finais, pois faz parte apenas de uma prescrigdo para
identificar e posteriormente remover divergéncias, enquanto que na teoria de Lee-Wick
a massa M é associada a um campo legitimo e estd presente ja na lagrangiana. Por
esta razao, M é tomada como um parametro fisico da teoria com possiveis consequéncias

observaveis.

2.2 QED de Podolsky

Pouco apdés a proposta da QED de Lee-Wick surgiu a QCD como teoria das interagoes
fortes. Embora o problema das diferencas de massa nao tenha sido resolvido com a
QCD, era claro que a discussao deveria se dar em seu ambito e consequentemente a teoria
de Lee-Wick foi esquecida por algum tempo. No entanto, o sucesso da teoria de Lee e
Wick se deve ao fato dela descrever uma QED com comportamento ultravioleta refinado.
Tecnicamente isso ¢ devido ao novo bdson massivo se comportar como um regulador,
como discutido na secao anterior. Porém a desvantagem da teoria proposta por Lee e
Wick é ela nao ser invariante de calibre, enquanto fenémenos eletromagnéticos o sao. E
portanto natural se perguntar sobre a existéncia de uma teoria que seja simultaneamente
invariante de calibre e finita no regime ultravioleta. A similaridade com a regularizacao
de Pauli-Villars, que altera o comportamento do propagador de k=2 para k%, nos sugere
considerar uma teoria de derivada superior. Precisamente somos levados a adicionar um
termo de derivada quartica a lagrangiana usual de Maxwell. Em contraste com a teoria de
Lee-Wick, nos podemos construir tal termo com apenas um campo, incluindo um termo
cinético similar ao usual com a adi¢do de um d’Alembertiano (porque devemos formar um

escalar). A lagrangiana de derivada superior é entao

1 1
L=~ FuF" — =5 FuOF"™. (2.10)

Essa lagrangiana é de fato invariante de calibre, pois é construida apenas em termos
de F),,. Também introduz automaticamente um parametro de massa M, uma vez que o
d’Alembertiano possui dimensao de massa ao quadrado que deve ser compensada. Im-
pondo que devemos recuperar a QED usual, encontramos prontamente o limite M — oo,
o mesmo que na teoria de Lee-Wick. Notamos que também ¢é comum encontrar o termo

de derivada superior em (2.10) escrito como

1
2M?

OMFL,O0MF\", (2.11)

com sinal positivo. E imediato mostrar que (2.11) é equivalente ao termo de derivada



superior em (2.10) através de integragdes por parte (dai a troca de sinal), enquanto que
o fator 2 surge da coleta de termos semelhantes no campo A,. A receita ¢ simplesmente

fazer a troca )
éWEWyFyéa—iﬂmeW. (2.12)

O propagador pode ser calculado através do mesmo procedimento usando a fixacao de
calibre (2.7). Obtemos

.M Kk, k?
Por razoes praticas é conveniente as vezes decompor o pré-fator em (2.13) em fragoes
parciais:
I1 1 k: k, k2

A forma (2.14), por exemplo, é conveniente para o cdlculo da correcao de vértice, enquanto
que (2.13) é mais adequada para o célculo da polarizagao do vacuo, onde surge uma série
geométrica. O propagador em (2.14) também evidencia mais uma similaridade entre a
teoria de derivada superior e a de Lee-Wick, i.e., a estrutura “Maxwell menos Proca”.
Mostraremos agora que o conteido de campo da teoria de derivada superior ¢ equiva-
lente ao da teoria de Lee-Wick, i.e., que ambas descrevem dois campos, um sem massa e
outro massivo [17,18]. Isso ja pode ser esperado tanto de (2.13) quanto (2.14) se notarmos
a presenca de dois polos em k% = 0 e k? = M?. Iremos reduzir a lagrangiana de derivada
superior (2.10) a lagrangiana de Lee-Wick (2.6). Isso é feito introduzindo-se um campo
auxiliar Z#
Lowe = A azr — 78 A0, 7" — ]ZQA A+ %QA ZH — ]ZQZ ZF (2.15)
que reproduz (2.10) ao eliminarmos Z* através da equagdo de movimento de A, (que é

encontrada ao se variar com respeito a Z,,)

2 2 5
Z,=A,+ e —0A, — WGM&,A , (2.16)
As redefini¢ées de campo
A,=B,+C, (2.17)
Z,=B,—-C,, (2.18)

diagonalizam (2.15) e levam imediatamente a lagrangiana “Maxwell menos Proca”, como
m (2.6).

Enfatizamos agora uma importante diferenca entre as teorias apresentadas. Na teoria



de derivada superior (2.10), os campos massivo e sem massa nao sao independentes, uma
vez que sao vinculados por (2.16), enquanto que na teoria de Lee-Wick (2.6) nao hé tal
relacao. Essa distingao entre ambas teorias pode ser pensada como resultado da imposi¢ao
da invariancia de calibre sobre toda a teoria. Isso é refletido nos graus de liberdade das
teorias. Na teoria de Lee-Wick 2 graus de liberdade sao provenientes de Maxwell e mais 3
de Proca, totalizando 5 graus de liberdade. Na teoria de derivada superior o vinculo entre
os campos reduz os graus de liberdade para 5. A origem desse vinculo entre os modos
propagantes da teoria pode ser tracada de volta a imposi¢ao da invariancia de calibre da

teoria completa, o que nao ocorre na QED de Lee-Wick.

2.3 Unitariedade

Antes de iniciarmos o desenvolvimento da teoria através da introducao dos campos de
matéria, iremos retomar o problema mencionado logo em seguida a equagao (2.5): o sinal
errado do field-strength do novo béson massivo introduzido por Lee e Wick. Na teoria
de derivada superior esse problema ainda esta presente no pélo massivo do propagador
(2.13). Em TQC os pélos de propagadores estao relacionados as massas fisicas dos modos
propagantes. Matematicamente, para cada p6lo ha um residuo, cujo signifcado fisico esté
relacionado com a normalizagao dos campos. O sinal negativo do residuo do pélo de
k? = M? indica um estado de norma negativa, que implica numa violacao de unitariedade
na teoria. Por esta razao a particula pesada de Lee-Wick é usualmente chamada de
fantasmal.

A dificuldade dos estados de norma negativa é comum as teorias com derivadas su-
periores a dois. O Teorema de Ostrogradsky mostra que a hamiltoniana de teorias de
derivadas de ordem superior depende linearmente de algumas variaveis canonicas e por
esta razao nao ¢ inferiormente limitada [19]. Contudo o Teorema de Ostrogradsky supoe

que a teoria nao seja degenerada

0L
det (a@z@)aa@z@m) 70 (2.19)

para ® um campo qualquer em uma dada representacao do grupo de Poincaré. Iremos

agora mostrar que o contrario vale para a teoria de Lee-Wick, isso é, (2.19) se anula e
portanto o Teorema de Ostrogradsky nao se aplica. Isso ja pode ser esperado, uma vez

que a teoria apresenta vinculos, como discutimos na se¢ao anterior.

INao um fantasma no mesmo sentido que os fantasmas de Faddeev-Popov, isso é, o modo massivo nao
é um campo fermidnico descrita por uma lagrangiana bosonica. A particula pesada de Lee-Wick é um
fantasma no sentido de que é um estado de norma negativa que viola unitariedade.



Para o caso da eletrodinamica de PLW temos ® = A,

0*L 1

Sy (Y 1 ¥ 2.2
0 0 0 O
1 01 0 0
= — 2.21
M2l 0 0 1 0 (221)
0 0 0 1

cujo determinando é claramente nulo. A teoria de Lee-Wick é portanto singular.

2.4 Acoplamento com a matéria

O préximo passo é introduzir a matéria fermidnica na teoria. Isso é feito adicionando-
se uma lagrangiana de Dirac minimamente acoplada com o campo A,. Tecnicamente

substituimos a derivada comum pela derivada covariante D, = 9, +1ieA,. Obtemos assim

1 v
EZ_Z MVFM —

7 Fuw O™ 4+ iy 0 — ey A, —mipy. (2.22)

A corrente eletromagnética
= et (2.23)

possui a mesma forma que na QED usual, embora devamos nos lembrar que o acoplamento
¢ feito com o campo de Lee-Wick A, que possui ambos modos massivo e sem massa.
Formalmente possuindo a mesma estrutura que na QED usual, a decomposicao de
Gordon da corrente eletromagnética é preservada. Iremos brevemente deriva-la para fins
posteriores. Em geral a corrente eletromagnética conecta dois férmions de momenta incial

e final p e p’, respectivamente
j* = eu(p’)y"u(p). (2.24)

Esses espinores satisfazem as equacoes de Dirac no espago de momenta

(v'py — m)u(p) =0 (2.25)
u(p)(y"pl, —m) = 0. (2.26)

Para reproduzir a corrente eletromagnética (2.24) a partir das equagoes de Dirac acima,
multiplicamos a primeira por eu(p’)y* & esquerda e a segunda por ey u(p) a direita.

Somando ambas equagoes encontramos

eu(p') [V py + 7P Julp) — 2meu(p’)y"u(p) = 0. (2.27)



Prontamente identificamos a corrente eletromagnética no segundo termo, entao a isolamos
e decompomos o primeiro termo usando a identidade matricial AB = ({A, B} +[A, B])/2

que para matrizes v, por formarem uma algebra de Clifford, se torna
YA =t — ot (2.28)
onde definimos " = i[y*,4"]/2. Substituindo (2.28) de volta em (2.27) encontramos
2meu(p')y"u(p) = eu(p’)(p' + p)*u(p) + u(p)iea™ (p" — p)yu(p), (2.29)

ou ainda, definindo o momento transferido ¢, = (p — p),:

(P +pr  _ iedtq,
o + u(p) u(p).

eu(p' )y u(p) = eu(p')u(p) (2.30)
Essa é a famosa decomposicao de Gordon da corrente eletromagnética. Faremos breves

comentarios sobre (2.30).

e Podemos interpretar fisicamente a decomposicao de Gordon pensando em duas com-
ponentes independentes dentro da corrente eletromagnética. A primeira componente
representa a densidade de carga, por ser proporcional a uu. A segunda representa a
corrente de spin, pois o é a representacao de spin-1/2 dos geradores do grupo de

Poincaré. De maneira simples: Corrente EM = Carga + Spin.

e Segue do comentério acima que o acoplamento do spin do elétron com um campo
magnético é descrito pelo segundo termo da decomposicao, i.e., a corrente de spin.

Esse fato sera til quando calcularmos o momento magnético anémalo do elétron.

e Finalmente notamos que a decomposicao de Gordon aqui foi feita no contexto da
interacao eletromagnética apenas. Se permitirmos a interferéncia da interacao fraca,
isso é, se considerarmos a teoria eletrofraca, entao novas contribui¢des proporcionais
a 7 surgem, devido ao cardter violador de paridade da interacdo fraca. Especifi-
camente um momento de dipolo elétrico, que viola também C'P, e um momento de
anapoélo? sao induzidos. Nessa tese, contudo, ndo consideraremos tais contribuicoes,
uma vez que estao fora da escala de energia a qual estamos nos restringindo nesse

trabalho E < m2, com m,, a massa do mton.

2
20 momento de anapélo é a contribuicio proporcional & (q” — g—m'y“) ~% na decomposicdo de Gordon

da corrente eletrofraca. Uma revisdo didatica sobre fatores de forma pode ser encontrada em [20].
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Figura 2.1: Comparagao entre as energias potenciais de Lee-Wick (em linha cheia) e
Coulomb (em linha tracejada), ambas em unidades de «.

2.5 Alguns aspectos da QED de Podolsky-Lee-Wick

Devida a estrutura “Maxwell menos Proca” do propagador podemos concluir também

que a energia potencial de Lee-Wick é da forma “Coulomb menos Yukawa”

U(r) =" (1—e7), (2.31)

r

onde a = €2 /47 é a constante de estrutura da QED [21]. Para longas distancias (r > 1/M)
a contribuicdo do fantasma é desprezivel e recuperamos Coulomb. A energia potencial
de Lee-Wick difere da de Coulomb apenas préximo da origem, quando a contribuicao do

fantasma se torna importante. Particularmente em r = 0 temos uma energia finita3
U(0) =aM. (2.32)

A QED de Lee-Wick entao apresenta uma solucdo ao problema da divergéncia do
campo na origem. Devido a essa caracteristica, a teoria de Lee-Wick pode ja a nivel
classico quebrar a degenerescéncia dos niveis 2s e 2p no atomo de hidrogénio, ao contrario

da teoria de Maxwell. Para isso introduzimos a contribui¢do do fantasma como uma

3Neste grafico M = 80.3GeV. Este valor seré calculado no préximo capitulo como um limite inferior
para M.
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pequena perturbacao em torno do potencial de Coulomb

AE = / d3x|¢25(0)y2%e—m, (2.33)
que leva a
a*m?
AE =" (2.34)

Esta é apenas a contribuicao do fantasma ao Lamb Shift. Todas as demais contribuigoes ja
conhecidas, e.g. polarizacao do vacuo?*, devem ser levadas em conta antes de utilizarmos
(2.34) para estimar a massa do fantasma. Na realidade nos limitaremos aqui apenas
a enunciacao deste resultado, pois a melhor estimativa possivel sera feita no préximo
capitulo, através do momento magnético anémalo do elétron.

Tendo estabelecido a lagrangiana completa da teoria de Lee-Wick, podemos agora
encontrar as equacoes de movimento. Poderiamos realizar a variacao da lagrangiana em
relagao ao campo A, porém podemos ler as equagoes de movimento notando que o setor
cinético de gauge na QED de Lee-Wick difere da QED usual por uma contribui¢ao [1/M?2.

As equagdes de movimento sao entao

]

0, F" =0, (2.36)

com j" a corrente eletromagnética (2.23). A equagao de movimento da matéria é a equagao
de Dirac, uma vez que modificamos apenas o setor de gauge.

Podemos, a partir das equacoes de movimento, encontrar o tensor de energia momento
através da conhecida prescricdo de contrair a primeira equagado com o field-strength e
manipular as derivadas de forma a obtermos uma derivada total. Para isso podemos
ainda utilizar a identidade de Bianchi, que equivale a segunda equacao, uma vez que a
QED de Lee-Wick ndo a altera®. A primeira contribuicao reproduz o conhecido resultado

da teoria de Maxwell, concentramo-nos entao no termo de Lee-Wick. Contraindo com

4A polarizacio do vdcuo na QED de PLW também apresenta corre¢des devido ao fantasma [22].
5A segunda equacdo é modificada apenas na presenca de monopélos magnéticos.
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F,,, temos (omitimos temporariamente o fator 1/M?):

Fya000, " = 0, (FyaOIF™) — (8, Fo)OIF™
— O(Fra0F™) — ;(aupm 0, F, )R
= Qu(FoaDF™) + (0 F)OF™
— O (Fra0F™) + ;aa(FWDF’“’) _ ;meaapw
— 0,(FuOF™) + ;aa(FWDF’“’) + ;F””D(@,,Fw —9,F)
O (FOF™) + ;aa(FWDFW) + P00, Fy

1
= 0u(FoOF™) 4 S0u(EWOF™) 4 0,(F*OF,,) - (8,F*)0F,. (2.37)
O 1ltimo termo se torna

— (0, F*)OF,,, = (0,F")0° (0, F"® + 9, F"*)
= 0a(0,F"0°F,5) — 04(0,F")0° F .5 + 0,,(0, F* 0° F,,)
= 0a(0,F"0°F,5) + 0,(0,F* 9° Fg,) — ;aa(a,,zw”)2
- ;aa(ayFW)2 0,0, F" P F o). (2.38)

Juntado tudo e arrumando os indices, conseguimos escrever o termo de Lee-Wick contraido
com F,, como uma derivada total. Somando com o resultado da parte de Maxwell temos

o tensor energia-momentum da QED de Lee-Wick

1
TH = PR, 4 " By Y + FooOF™ + (9, F™)?| +

|

1 (6% 174 (6774 14 (0%
+ 35 [F,20F™ + F,'OF + 0,F™05F™] . (2.39)

Podemos ler a energia na componente 7%. Vamos tomar o caso de um campo elet-

rostatico: Vx E =0, E =0e¢ B =0. Temos a principio
&= [ a1 = [d'x {E%( E.V’E + - (VE))] (2.40)

o que pode ser simplificado utilizando a identidade V x (V x E) = V(V.E) — V2E e

supondo que E — 0 quando r — co. Temos assim

£ = /d3 [ (VE)} (2.41)

Utilizando a energia potenciall de Lee-Wick (2.31) podemos calcular o campo eletrostatico

13



e
E =
47r?

Vemos que o campo eletrostatico diverge na origem, apesar do potencial ser finito. Con-

tudo a energia (2.41) também serd finita na origem. O campo eletrostatico (2.42) con-

(1= (1+ Mrye ™| ¢, (2.42)

tribui com um fator 1/72 que é cancelado pelo elemento de volume. Na eletrodinaAmica de
Maxwell, por outro lado, a divergéncia surge porque o campo entra em (2.41) com 1/r%.

Enfim, a energia eletrostatica de uma carga pontual é

alM
.

£= (2.43)
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Capitulo 3

Limite inferior para a massa do

fantasma de Lee-Wick

Para darmos real significado a teoria de Lee-Wick precisamos ao menos ter uma esti-
mativa para o parametro introduzido pela teoria, a massa do fantasma M. Iremos impor
um limite inferior classico para M através do antigo experimento de Plimpton e Lawton,
envolvendo medidas de potenciais eletrostaticos entre cascas esféricas. Em seguida en-
contramos um limite inferior quantico para M através da medida do momento magnético
andémalo do elétron. Essa grandeza possui a qualidade tedrica de ser uma propriedade
intrinseca do elétron, enquanto que experimentalmente ¢ o melhor acordo entre teoria e
experimento em fisica. Portanto esperamos que fornega o melhor limite inferior teérico

para M.

3.1 Limite Classico para M

O experimento de Plimpton e Lawton consistia em medir a diferenca de potencial
entre duas cascas esféricas concéntricas, onde a casca exterior de raio Ry é carregada
com um potencial V' e a interior de raio R; é mantida descarregada. Plimpton e Lawton
constataram que nao havia mudanca no potencial da casca interior devida a exterior com
uma sensibilidade de 1uV [23]. Podemos utilizar esse limite experimental para encontrar
um limite inferior para a massa M do fantasma de Lee-Wick [17].

Para isso precisamos resolver a equacao de Gauss da eletrodindmica de Lee-Wick
(1 - PV3)V2% = —p, (3.1)

onde ¢ ¢ o potencial eletrostatico, p é a densidade de carga e utilizamos [> = 1/M? por
conveniéncia. O potencial é determinado se conhecermos a fungdo de Green G(r —r'),

sendo

(r) = / G(r — ')p(r)dr. (3.2)
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Figura 3.1: Representacao da geometria do experimento de Plimpton e Lawton.

Da energia potencial de Lee-Wick (2.31) podemos ler a fungao de Green

— e~ Ir=rI/1
Gr—r')= L-c (3.3)

drlr — 1|

A densidade de carga para a geometria do experimento de Plimpton-Lawton é claramente

p(r') = cRZ, onde o é a densidade superficial. Em coordenadas esféricas temos entao

R 11—¢ Vr24r2—2rr’ cosf
7% P l sin 6 do. (3.4)
2 Jo1u 12402 — 2rr' cosd

¢(r) =

A primeira contribui¢cao do numerador reproduz o resultado da eletrodinadmica de Maxwell

o = 0Ry. A segunda contribuicao, que chamamos de ¢y, € facilmente encontrada apés

a mudanca de varidvel u = /72 + 2 — 2rr’ cos 0

drw(r) = 0}5216_32/1 sinh(r/l). (3.5)

O potencial eletrostatico é portanto

Je~ B2/l

o(r) = dp(r) + orw(r) = oRy (1 - sinh(r/l)) . (3.6)

r
E imediato verificar que no limite [ — 0 recuperamos o potencial eletrostatico de Maxwell,
como deveria ser.

O potencial na casca interior possui a mesma forma que (3.6), bastando substituir

R; — R,y. A diferencga de potencial relativa entre as cascas esféricas é entao

P(R2) — (1) ~
P(Rz) 2Ry’

(3.7)
onde fizemos a aproximagdo Ry > [. A partir dessa expressdo encontramos a ex-
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pressao para a escala de comprimento associada ao fantasma de Lee-Wick em funcao
dos pardmetros experimentais (A¢ = ¢(Ra) — ¢(Ry1))

2Ry A
¢(Ry)

=~ : (3.8)
Plimpton e Lawton utilizaram cascas esféricas de raios R; = 0,61m e Ry = 0.76m e um
potencial ¢(R2) = 3kV na casca exterior. Utilizando o limite experimental encontrado

por Plimpton e Lawton A¢/¢(Rs) < 1V, encontramos o limite superior para [
[ <5,1x10"m. (3.9)

Esse limite pode ser interpretado como um limite inferior para a massa da particula pesada

de Lee-Wick, que em unidades naturais é
M > 0.387 x 107*MeV. (3.10)

Esse limite é mil vezes inferior a massa do elétron m = 0,5MeV. Esse limite deixa em
aberto um grande intervalo de energia no qual a particula pesada poderia ser produzida e
detectada. Porém é um fato experimental que esse fantasma nunca foi detectado, portanto
o limite inferior (3.10) deveria ser muito mais alto. Teoricamente esse limite implicaria
que nao poderiamos desprezar os efeitos do termo de derivada superior e recuperar o
eletromagnetismo de Maxwell. Contudo chamamos atencao para o fato de que a anélise
tedrica realizada aqui foi puramente classica. Na secdo seguinte usaremos a QED de
Podolsky-Lee-Wick e veremos que o limite é melhorado drasticamente. Nesse espirito
vale comentar também que diversos experimentos semelhantes ao de Plimpton e Lawton
foram realizados posteriormente, em geral com geometrias diferentes. No entanto como
buscamos um limite para uma escala de comprimento muito curta, somos favorecidos por
experimentos em que a separagao entre as cascas metdlicas seja a menor possivel, como
pode ser constatado a partir de (3.7). Por esta razao o experimento original de Plimpton

e Lawton ¢é o que fornece o melhor limite para M, embora seja o mais antigo.

3.2 O momento magnético do elétron

A histéria do momento magnético do elétron comega na eletrodindmica classica. E
bem conhecido o resultado de que uma carga em rotagao produz um momento de dipolo
magnético, como se o elétron fosse uma barra magnética. O momento de dipolo magnético

do elétron p calculado na eletrodinamica classica é

- L 3.11
7 5L (3.11)

17



onde L é o momento angular orbital do elétron. Porém este resultado da eletrodindmica
classica estd errado por um fator de 2. O resultado foi historicamente corrigido pela

introducao do fator giromagnético g

e
©= —g%L. (3.12)
Investigagoes foram feitas para entender a origem do fator g e seu valor g = 2. O problema
evolui com a descoberta do spin. Tentativas foram feitas para explicar o valor g = 2 como
a soma de contribuigoes iguais de momento angular orbital e spin. No entanto, por ser
uma particula de spin 1/2; a contribui¢ao de spin do elétron devia contribuir apenas com
metade do valor de (3.11) ao momento de dipolo magnético. O valor g = 2 entdo nao
pode ser obtido. O problema foi entao retomado para explicar a razao pela qual o spin
do elétron contribuia o dobro do momento angular orbital para o momento de dipolo
magnético .

p=—5-(L+g.8), (3.13)

onde g; é o fator giromangético de spin, que deve ser igual a 2 para reproduzir o valor
observado.
Mostraremos agora como esse problema foi resolvido por Dirac em 1928. Comecando

com a equagao de Dirac minimamente acoplada ao eletromagnetismo
(iv"0, + ey" Ay, —m)Y =0, (3.14)

que expressamos em forma matricial

[z( % UZ&)H( Ao UiAi)—m(l 0)](¢):0 (3.15)
—0'187; —80 —O'ZAZ' —AD 01 X

onde usamos a representacio de Dirac das matrizes v e os trés o' denotam as matrizes
de Pauli. Além disso, ¢ e x sdo os biespinores que compoem . Para tornar o limite nao

relavistico mais claro, iremos passar para o espaco de momenta. A equacao de Dirac se

E —-op Ay oA 10 o\
(45 )

que se separa em duas equagoes

torna:

(E—m+eAy)p—0o.(p—eA)x=0
(E+m+eAy)x —o.(p—eA)p=0.

(3.17)

Até esse ponto tudo é exato e geral. Especializamos agora para o caso de um campo
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magnetostatico B, que nos permite tomar Ay = 0:

(E—m)é — o.(p— eA)x = 0

(E+m)x—a.(p—eA)¢:0:>X:%¢.

(3.18)

O limite nao relativistico consiste em tomar a energia de repouso muito maior que a

energia cinética, isso é, £/ ~ m. Encontramos assim?.

o.(p—eA)
2m

X~ P. (3.19)

Substituindo esse resultado de volta em (3.18) temos

(B-mo= 1 [o.(p— Ao (3.20)

Reconhecemos a energia cinética K = i0y — m no lado esquerdo. O lado direito (r.h.s.)
é simplificado usando a identidade de Pauli (6.A)(0.B) = A.B +i0.A x B, com A =
B =p—cA. Or.hs. setorna

r.hs. = 27171[(p —eA)? +io.(p—eA) x (p — eA)]o. (3.21)

Outra simplificacao é feita explorando-se o carater operatorial de p. O primeiro e segundo

termos se tornam, respectivamente

(p— eA)? = p? + A% —¢[(p.A) + 2A.p] (3.22)
(p—eA) x (p—cA)=—e(p x A). (3.23)

Substituindo esses resultados em (3.20) e retornando ao espago de configuragoes encon-
tramos

Ko — ;n[—w 4 ?A2 1 ie(V.A) + 2ieAY — eo.(V x Ao, (3.24)

O termo A.V leva ao acoplamento do momento angular orbital com o campo magnético,

apos usarmos a identidade vetorial (a x b).c = (b x c¢).a:

_ L oa ape .
Kgb—zm[ Vi+e*A* —er x (—i)V.B e\;fé/.B]gb. (3.25)
L

Reconhecemos ambos operadores de momento angular orbital L e spin, cuja defini¢ao é

1A componente y assim obtida é conhecida como a componente fraca do espinor de Dirac, pois é
supressa com respeito a ¢ por um fator v/c, que aqui ndo aparece explicitamente devido ao emprego do
sistema de unidades naturais
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precisamente S = %a’. Encontramos finalmente:

(100 — m)p = ;;z[_VQ + €A% — e(L +2S).BJ¢ = 0. (3.26)
Essa é a famosa equacao de Pauli. Aqui ela foi derivada como o limite nao relativistico
da equagao de Dirac minimamente acoplada com o campo eletromagnético. Vemos clara-
mente que o spin é duplamente mais efetivo na geracdo de um campo magnético que o
momento angular orbital. A equacao de Dirac portando naturalmente produz o fator
giromagnético g = 2 que historicamente havia sido posto a mao para alcangar acordo
entre teoria e experimento. Esse foi um dos mais importantes resultados da equacao de

Dirac, que refletem sua grande importancia.

3.3 O momento magnético anémalo do elétron

A solugdo do problema g = 2 foi um presente da equacao de Dirac, surgindo do
tratamento adequado da natureza espionorial da matéria fermindnica. O avanco das
técnicas experimentais revelou posteriormente um pequeno desvio em torno do valor g = 2.
Esse desvio é conhecido como o momento magnético anémalo do elétron e é definido como

o, =972 (3.27)

2

Isso levantou a questao quanto a sua origem. Podemos inocentemente argumentar que
esse nao é um defeito da equagao de Dirac, mas da descri¢ao inadequada do préprio campo
eletromagnético, que entra em (3.26) como um campo classico. Esse raciocinio estd quase
correto, no sentido de que devemos tratar o eletromagnetismo quanticamente, e de fato o
valor correto de g (ou a.) seguird disso, apesar de que um elétron acoplado a um campo
magnético classico externo também apresenta essa anomalia. Caimos entao no dominio
da QED.

Para evitar confusoes conceituais, enfatizamos que o momento magnético anémalo
do elétron é dependente do foton, no sentido que sem ele nao seriamos sequer capazes
de detecta-lo. Nao obstante, essa propriedade, como qualquer outra propriedade eletro-
magnética, é até certo grau intrinseca ao elétron. Por intrinseca nos referimos aquela
“quantidade” de tal propriedade que estaria presente mesmo se desligassemos completa-
mente o campo eletromagnético. Esse comentario levard a uma simplicagao importante
mais a frente.

Se um experimento visa medir as propriedades eletromagnéticas do elétron, em nosso
caso seu momento de dipolo magnético, entao esse experimento deve lidar com a interacao
de um elétron com o campo eletromagnético. A interagao eletromagnética, por sua vez,

esta contida no vértice da QED. Portanto nos voltamos ao célculo da correcao de vértice.
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O efeito da correcao de vértice é produzir uma funcao de vértice nao trivial iey* — tel'*.
Por definicao, a funcao de vértice deve conter a identidade eletromagnética da particula.
A contribuicao a nivel de arvore iey* de fato carrega as propriedades eletromagnéticas do
elétron, como mostramos através da decomposigao de Gordon (2.30). Esperamos entao

que a corre¢ao de vértice modifique os coeficientes de (2.30)

wotq,
2m

Fo(q®) e Fuy(q?) sdo conhecidos como fatores de forma. Fg(q?) é o fator de forma de

(', p) = Fo(¢® )" + Fu(q®) (3.28)

carga e Fyr(¢?) é o fator de forma de momento de dipolo magnético. Devemos entao olhar
para Fy;(q%) para extrairmos o momento magnético anémalo do elétron. A dependéncia,
em ¢?, o Unico escalar ndo trivial disponivel no problema, representa o momento do
campo eletromagnético externo. Quando calcularmos o momento magnético anémalo
precisaremos tomar ¢> = 0, desligando o campo eletromagnético, em certo ponto para
obtermos precisamente a por¢ao do momento magnético anémalo que é intrinseco ao
elétron.

Formalmente I'* é a soma do vértice da QED e de todas suas corregoes. Estamos
interessados, porém, apenas na correcao dominante, que na linguagem da TQC significa
1 loop. Na QED existe apenas um diagrama de 1 loop, mostrado na Figura 2.1 abaixo.
A linha do féton interno, carregando momentum k, é de natureza quantica, enquanto que

a externa, de momentum ¢, é apenas um dado campo externo.

Figura 3.2: Correcao de Vértice

Uma aplicacao imediata das regras de Feynman fornece a amplitude:

M = ieu(p') ST (1, p) u(p) Au(q), (3.29)
—_————
Vértice
onde 6T%(p', p) é a correcao de primeira ordem ao vértice da QED, representada grafica-

mente pelo loop. A fungao de vértice é dada por:
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1

oy = o) /d%Daﬁ(l{:)ievaS(p' — k)9S (p — k)iey?
2
_ e 4 L 1
B (27r)4/dk[k2+ie k? — M? + e
/ pa— —_—
DOV fam o, p—km Yo (3.30)

(0 — k)2 —m?+ic| (p—k)2—m?+ic

A contribuicao longitudinal do propagador de A, foi descartada porque aqui aparece
saturada com correntes conservadas. Poder-se-ia pensar em manter os graus de liberdade
longitudinais no setor de Proca, porém lembramos que a QED de Lee-Wick ¢é invariante
de gauge e por isso a contribui¢ao longitudinal deve sempre desaparecer quando saturada
com correntes conservadas.

O calculo da integral acima envolve duas técnicas: (i) Parametrizagao de Feynman
no denominador e (ii) identidades de contragio das matrizes v no numerador N* =
Y (p — K+ m)y*(p — k + m)ya. Como o célculo do denominador envolve uma mudanga

de variaveis que também afeta o numerador, comegamos por (i).

3.3.1 Parametrizacao de Feynman

Feynman introduziu uma técnica para expressar o produto de denominadores como
em (3.30) como um polindémio quadréatico elevado a uma poténcia n, sendo n o nimero

de denominadores. Em nosso caso temos a seguinte identidade:

L
ABC

Sr+y+z-1)
(zA+yB+20)3

1
=2 / dxdydz
0

1

=2 f | e e 4

onde B = (p — k)> —m? +iece C = (p—k)> — m? + ie. Para a primeira contribuigio
ao propagador do féton (a parte tipo Maxwell) temos A = k? + ie, enquanto que para
a segunda (a parte tipo Proca) A = k? — M? + ie. Os dois denominadores se tornam,

respectivamente

Dy = [k* = 2k.(yp' + zp) + ie]? (3.32)
Dy = [k* = 2k.(yp' + zp) — (1 —y — 2) M? + ie]®. (3.33)

Realizamos a mesma mudanga de varidavel em ambos denominadores | = k — (yp’ + zp),

levando a
D1 = [l2 - Al + ’iE]g and D2 = [l2 — AQ + iE]B, (334)

22



onde definimos por simplicidade Ay = (y + 2)?m? —yz¢* e Ay = (y + 2)*m? —yz¢® + (1 —
y — 2)M?. Note que como a mudanca de varidvel ¢ apenas uma translaciao, temos que
d*k = d*l. Reunindo tudo que fizemos até o momento temos

d*l 1 1
Bl o) — 952 _
T (p', p) = —2ie /dydz/ (27r)4N# {Dl DJ . (3.35)

3.3.2 Calculando N*

O préximo passo consiste em reescrever o numerador N'* substituindo k = [ +yp’ + 2p.
Apesar de simples, é uma longa conta e por esta razao discutimos como abordé-la antes
de ataca-la. Comecamos nos lembrando que estamos interessados no momento magnético
e por esta razao, em vista da identidade de Gordon, podemos jogar fora todos os termos
proporcionais a v* e manter apenas aqueles em p* e p*. A dependéncia em ambos
momenta pode ser convertida nas combinagoes lineares (p' + p)* e ¢ (anti)simetrizando-
se seus coeficientes. Iremos explicitamente mostrar que o termo ¢* leva a uma integral
nula e por isso pode ser descartado. Finalmente utilizaremos a decomposi¢ao de Gordon
para trocar (p’+ p)* por 4*, a ser descartado, e io*q,, que j4 mostramos ser a corrente de
spin contida na corrente eletromagnética. Ao longo dos cédlculos as seguintes identidades

sao usadas exaustivamente

gyt = 2a" — 4 (3.36)
4h + bt = 2a.b (3.37)
VW idbin = —2¢bd, (3.38)

para usarmos as equagdes de Dirac (no espago de momenta) u(p')p’ = u(p')m e pu(p) =

mu(p).
Vamos colocar a mao na massa. Comegamos com

NtE=7"(P =1 +m)y" (P — ] +m)y, (3.39)

onde definimos P’ = (1 — y)pf —zpe P = (1—z)p—yp por conveniéncia. E 1til organizar
as contribuicdes de acordo com poténcias de m. O termo em m? é proporcional a v e

portanto pode ser descartado. O termo em m é

my” (P + A" Py, =
=4m[(1 — 2y)p™ + (1 — 22)p"]
=dm(l —y —2)(p" + p)", (3.40)

onde no ultimo passo realizamos a simetrizacao que descrevemos no paragrafo anterior.

Podemos jogar jogar fora o termo em ¢* porque ele é antissimétrico em y e z, enquanto que
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o denominador é simétrico nesses parametros. Trabalhando com o termo m°, obtemos:
VP A Py, =
=—2pyp =
== 2{[(1 = 2)p —ym]y*[(1 = y)p’ — 2m]} =
=2m[(y +2)(3 -y —z) = 2]() + p)", (3.41)

onde da terceira para quarta linhas coletamos novamente termos em poténcias de m
e jogamos fora todos os termos em . Juntando estes resultados encontramos uma

expressdo surpreendentemente simples
NE=2m(y+2)(1—y—2)p +p)* (3.42)

Aplicando a decomposicao de Gordon e lembrando de (3.31) que x + y 4+ 2z = 1 podemos

reescrever este resultado de modo ainda mais simples para integragao

io""q,

Nt = —dm*z(1 — 2) (3.43)

2m

3.3.3 Calculando o momento magnético anémalo

Estamos enfim prontos para realizar as integracoes em (3.35). Levando (3.43) em

(3.35) chegamos a seguinte expressao para o fator de forma Fy(q?):

1 1—x
Fu(d®) = 8im262/ dx/ dzx(1l — )%
0 0

x/ d*l 1 B 1
Qi (BB i) (B— DAy +ic)

A integral I no 4-momenta [ é bem conhecida e seu resultado é (tomando ¢*> = 0 apds a

integragao):
j— ! ! (3.44)
Co32m2 (1 —2)2m2 (1 —2)2m2 —aM?|’ '
que leva a
a [l l—a 22 M?
Fu() =2 [Tdo [ | 3.45
O =20 ® ) O omE o (3:45)

. . . . A . . . 2
A integral em z ¢ imediata. Definindo o pardmetro infinitesimal ¢ = {7z < 1 encontramos:

2

Ewmzaﬁb%%é?ﬂy. (3.46)

Pausamos rapidamente aqui para apontar que o limite da QED usual se traduz em
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tomar € — 0. Recuperamos entdao o conhecido resultado de Schwinger
Fy(0) = —. (3.47)

Essa correcao ao valor g = 2 calculado por Dirac se deve a natureza quantica do campo
eletromagnético e por isso s6 pdde ser obtida apds o advento da QED. A reobtencao do
resultado de Schwinger, apesar de antecipada pela assinatura “Maxwell menos Proca” da
teoria de Lee-Wick, nos garante que estamos na dire¢ao certa. A correcao ao resultado
(3.47) na teoria de Lee-Wick é, por sua vez, devido a presenga do fantasma massivo de
Lee-Wick. Para encontré-la, calculamos (3.46).

Comegamos explicitando o polindémio de segundo grau no denominador z +¢(1—1)? =

ex? 4+ (1 — 2¢)x + €. Temos entdo uma integral racional bem conhecida

afrz  1—2e ot (1 —2€)2 — 262 1 1
mﬂmz{[e— s (e +el—2)7)| + 52 A‘mx+ql—xy'

Computando os limites de integracao e a segunda integral, similar a anterior, podemos

escrever

o« 1 1— 2¢

FMmy_{—

lne+

1 — 4e 4 2€> 1
+ In
2¢? V1 — 4de

Calculando os limites de integragdo encontramos

m|e 2¢2

2ex + (1 — 2¢) — /1 — 4e
2ex + (1 — 2¢) + /1 — 4e

)

1 /1-2 1—de+2¢  (1+/1—1
Fu(0) =2 —<€) et —— ety (1F 1. (3.48)
T |e 262 2e2y/1 — 4e 1—+1—4e

Até esse ponto tudo é exato (dentro dessa ordem perturbativa). O préximo passo
¢ expandir o terceiro termo de (3.48) em torno de ¢ = 0. O primeiro e segundo ter-
mos sao divergentes nesse ponto, mas serao cancelados pela expansao do terceiro termo.
Chamamos a atencao para o fato de que a expansao deve ir até a quarta ordem para

obtermos um resultado em segunda ordem, devido ao fator 1/e?. As expansoes sao:

1
V1 —4de

1 — 4e + 2¢2 ~ 1 —2¢+ 2¢*

Q

1+ 2¢ + 662 + 20€® + T0* —

_— > o(é 3.49
2¢2y/1 — e 2 O (349
€
14+v1—-4 20 35
In (11_ 1_—4§> ~ — |:2€ + 362 + ?63 + ?64 + Ine + O<€5)' (350)
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O terceiro termo se torna entao

1 — 2¢ + 2¢ 20 35
——j;;+6;(26%—362%-:363%-j264-%1n6>,
que contém as contribui¢oes
1 1— 2¢ l (3.51)
—— e — n .
e ° 2¢2 ©

que cancelam as divergéncias do primeiro e segundo termos. Apds um breve algebrismo

o 2 25
Fu(0)=—|1—Ze—2(= +1Ine) € 3}. 52
v (0) 27r[ 3¢ (12+ ne)e + O(€) (3.52)
Note que a contribui¢io dominante é exatamente o resultado de Schwinger (3.47),

como antecipamos. A corre¢ao da teoria de Lee-Wick, em primeira ordem, é

g—2 o o
- — _ . 3.53
2 2w 37TE ( )

Esse resultado pode ser usado para impor o melhor limite tedérico possivel para M, com-

parando o resultado experimental [24]
Fr7P(0) = 1159652180.76(0.27) x 1072 (3.54)
ao melhor célculo tedrico (que inclui também correg¢oes devido ao Modelo Padrao) [25]
FI"0) = 1159652182.79(7.71) x 107'2, (3.55)

Atribuindo a discordancia entre experimento e teoria devido ao fantasma massivo de Lee-

Wick, encontramos o seguinte limite inferior para sua massa
M Z 80.3 GeV. (3.56)

Este valor ¢ incrivelmente préximo da massa dos bésons W* da teoria eletrofraca, myy =
80.385 GeV [24]. A partir dessa energia bésons W+ podem ser produzidos na camada de
massa e a teoria eletrofraca deve ser considerada no lugar da QED apenas. Similarmente,
a partir de uma certa energia de repouso o fantasma poderia ser produzio na camada de
massa e a QED usual falharia. Como tal particula nunca foi observada deve-se esperar
que sua escala de energia de fato ultrapasse a da teoria eletrofraca. De fato com dados
experimentais e calculos tedricos ainda mais precisos no futuro, espera-se que o limite
inferior (3.56) cresca. Portanto encaramos o limite inferior M ~ my, apenas como uma
coincidéncia. Iremos estudar no capitulo seguinte uma reformulacao da QED de PLW que

nos permitird impor um limite inferior ainda maior sobre a massa do fantasma?.

2Embora, como veremos, a QED estudada a seguir nio seja rigorosamente a QED de PLW.
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Capitulo 4

Teorias com comprimento minimo

observavel

Nesse capitulo iremos supor a existéncia de um comprimento minimo observavel na
natureza como ponto de partida na construcao da eletrodindmica. Iremos mostrar como
a partir dessa hipdtese podemos alcangar uma teoria mais abrangente e poderosa que
engloba teorias de derivada superior, porém distintas de Podolsky-Lee-Wick. Iremos
primeiramente esclarecer a motivagao para a introducdo de um comprimento minimo
observavel na natureza e apresentar um argumento, que sera suplantado nas demais se¢oes

por consideracoes mais rigorosas, da emergéncia da nao localidade nessa teoria.

4.1 Sobre a existéncia de um comprimento minimo

observavel

A localidade da teoria quantica de campos, expressa matematicamente como (usamos

® para denotar um campo numa representacao qualquer do grupo de Poincaré)
['(x), ®(y)] = 0, para (z—y)* <0, (4.1)

significa que campos em pontos distintos do espaco-tempo que nao se encontram um no
cone de luz do outro nao possuem relacdo causall, i.e., sio independentes. Isso implica
que os campos sao localizados ponto-a-ponto no espago-tempo com precisao “infinita”.
Para isso os campos deveriam ter momentum infinito, ou ainda, para que permanecam

localizados, campos elementares deveriam possuir massa infinita [26]. Isso é expresso pela

'Por isso em teoria quantica de campos, localidade, no sentido de ((4.1)), implica também em causal-
idade. Notamos que esse tipo de localidade (localidade de Einstein, ou localidade causal) é diferente
do conceito de (néo)-localidade advindo do emaranhamento, cujas correlagoes sdo preparadas dentro do
mesmo cone de luz, e por isso ndo violam causalidade.
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relacao de incerteza

1
Ar ~ — = Az =0, m — oo, (4.2)
m

onde a localizabilidade do campo é expressa exatamente pela incerteza nula na posigao.

Abrimos um breve parénteses aqui para chamar a atencao de que existe outro tipo
possivel de comprimento minimo, no sentido de uma rede discreta. A natureza do compri-
mento minimo que aqui expomos nao discretiza o espago-tempo, mas o transforma num
borrao que nao podemos remover. Em particular a no¢ao de ponto do espago-tempo ainda
existe, embora nao possamos penetrar a regiao que o contém. Tudo o que podemos dizer
¢ que o campo esta dentro de uma dada regiao, que pictoricamente podemos imaginar
como uma pequena esfera, cujo raio é o comprimento minimo, em torno do ponto onde a
priori estaria localizado o campo. Ainda mais, essa regiao existe ponto-a-ponto no espago-
tempo. Dessa forma o conceito de comprimento minimo nao conflita com a simetria de
Lorentz, pois nao define dire¢oes privilegiadas, como no caso de um comprimento minimo
de rede.

Tendo em vista a natureza continua do espaco-tempo na presenca de um comprimento
minimo, temos que campos em pontos cuja separa¢ao € menor que o comprimento minimo
possuem uma superposicado que nao podemos resolver. Dessa consideragao segue que esses
campos devem possuir alguma relagdo. Em especial esses campos podem ser separados por

uma distancia tipo espago e entdo nao poderiamos mais garantir que (4.1) seja satisfeita

[®f(z), ®(y)] # 0, para (z—y)* <0. (4.3)

O comprimento minimo leva desse modo a uma teoria nao-local. A nao localidade porém
fica restrita apenas a escalas de comprimento extremamente pequenas, da ordem do com-
primento minimo. Garantimos entao a localidade das teorias nas escalas que somos ca-
pazes de acessar com a atual tecnologia, de modo que nao entramos em conflito com a
fisica vigente. Neste capitulo iremos estudar os efeitos do comprimento minimo numa
escala de energia em que a localidade é preservada, de modo que podemos utilizar o
maquindario usual da teoria quantica de campos. Fica claro também que a teoria assim

construida é de natureza efetiva.

4.2 O Principio de Incerteza Generalizado

4.2.1 Introduzindo o Comprimento Minimo

A hipotese do comprimento minimo requer uma modificacao da relagdo de incerteza
para que reflita uma incerteza minima na posicao [26]. Modificac¢ao da relagao de incerteza,

automaticamente acarreta uma mudanca na algebra satisfeita pelos operadores de posicao
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e momentum?. Segue também que a representacio dos operadores posi¢ao e momento seré,
em principio, alterada. Por esta razao passaremos a denotar estes operadores com letras
maitsculas X* e P, para distingui-los dos z# = z# e p* = —i0" de grandes escalas. Nesta
subse¢ao iremos focar no Principio de Incerteza Generalizado, enquanto que na proxima
iremos nos concentrar nas relagbes de comutacao e representagoes.

A generalizacao do principio de incerteza ja foi bem estudada no contexto da algebra
de Kempf [12] e também em estudos de gravitagao quantica [27-30]. Podemos contudo
intuir a forma mais simples de uma relacao de incerteza generalizada que comporte uma
incerteza minima na posicdo. A relacdo de incerteza original nos diz que poderiamos
determinar exatamente a posicdo em troca de uma incerteza infinita no momentum

Azt Ap” > =t = Az* — 0, conforme Ap' — oo. (4.4)

N | —

Para evitar esse comportamento devemos introduzir no lado direito da relagao de incerteza
alguma dependéncia no momentum. Poderiamos a principio introduzir um termo linear
a(PH"), para alguma constante «, que se cancelaria e forneceria uma incerteza minima
para a posicao AX > ha/2. Esse termo, contudo, ndo é possivel do ponto de vista da
covariancia. Propomos entdo uma extensao quadratica nos momenta, cuja forma mais
geral é

AXFAP > C|[(1L— BP) — 3 (PP (4.5)

Essa relagao contém a existéncia de um comprimento minimo observavel em AX de um
modo mais sutil. Em (4.5) ndo podemos diminuir arbitrariamente AX, pois, através do
crescimento de AP, eventualmente o lado direito cresceria mais rapido. Para que isso
funcione (e também recuperemos a relagdo de incerteza original) as constantes [ e [
devem ser extremamente pequenas. Imaginamos entdo que 3 e 3’ estejam diretamente
relacionadas com o comprimento minimo observével, de forma que [ = (3, 3').

Vamos agora calcular o comprimento minimo a partir da Principio de Incerteza Gen-
eralizado (4.5). Vamos nos concertrar na parte espacial AX*AP7. Invariancia rotacional

permite nos restringirmos a diagonal AX*AP*

—_

AXTAP = S [-(1 = B(PY) = B((P')?)]. (4.6)

[\]

Usando agora a defini¢cio de desvio padrao na parte espacial de (P?)

AXAP > | (1= BUPP) + BY[APY +(PY) — B((APY)? + <Pi>2>] @

20 caminho inverso também pode ser feito, i.e., partir de relacoes de comutacio generalizadas e encon-
trar uma relagao de incerteza generalizada, porém dentro da presente construcao de idéias acreditamos
que o caminho apresentado seja mais didatico.
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Supomos agora por simplicidade que as incertezas nos tri-momenta sejam isotropicas

AP! = AP, Vi, o que levard também a incertezas isotrépicas para as posicoes
1 .
AXAP > 5 [—(1 = B((P°)?) + B'(P")?) — (38 + B)AP?]. (4.8)

Observe que a minima incerteza possivel para a posicao se darda quando os valores esper-

ados dos tri-momenta se anularem, isso leva a

L (1=B(P)%) :
> = |- — . :
AX > 5 AP (38 + B")AP (4.9)
O lado direito atinge um minimo quando
1 —B{(P)?)

AP = | —————"+. 4.10

O comprimento minimo isotrépico é portanto
A = 1= /(38 + B)(1 = B((PY)%)). (4.11)

4.2.2 Algebra de Quesne-Tkachuk

Vamos agora construir as relagdes de comutagdao compativeis com o Principio de
Incerteza Generalizado. A algebra resultante é conhecida como Algebra de Quesne-
Tkachuk [15]. A relagdo de comutagdo entre posi¢do e momentum é diretamente lida
de (4.5)

[X*, P] = —i[(1 — BP*)n" — B'P"P"]. (4.12)

Para que essa algebra seja satisfeita, os operadores posicao e momento devem ter suas
representagoes alteradas. Para encontra-las faremos duas hipéteses adicionais. Primeira-
mente as novas representagoes devem ser tais que reproduzam as representagoes usuais
no limite de grandes distancias em relagao ao comprimento minimo. Isso corresponde ao
limite de baixas energias, logo os desvios das representagoes usuais devem se comportar
como p? ou p*p”. Essa hipétese é necessaria por consisténcia. A segunda hipétese é que a
deformacao das novas representagoes com respeito as antigas sejam fungoes apenas destas
combinagoes de momenta, i.e., nao dependem da posi¢ao. Isso esta de acordo com a idéia
de que tais deformacoes sao sentidas puramente devido ao aumento de energia. Propomos

entao a seguinte forma para os operadores generalizados no limite p?? — 0

p212—0
E——

P! = P"(p) Pt~ (14 f(8,8)p°)p" (4.13)

X¥ = XP(,p) T2 X A (14 g(8, B){p% D" + g/ (B, B0, Yoo (4.14)
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A presenca dos anticomutadores na representacao de X* reflete a simetrizacao da de-

formagao, uma vez que x* e p* ndo comutam. As deformacoes sdo caracterizadas por

duas constantes f e g que devem depender linearmente apenas das constantes 3 e (3.
Como o operador dos momenta sofrerd uma deformacao que depende apenas dos mo-

menta, podemos concluir imediatamente que
[P*, P"] = 0. (4.15)
Pelo mesmo argumento vemos que os operadores de posi¢do deixarao de comutar
[(XH XY =", (4.16)

onde colocamos ¢ por conveniéncia. O tensor 8*” é antissimétrico e deve desaparecer no
limite de grandes distancias quando ambos 3, 3" — 0. Concluimos entdo que a existéncia
de um comprimento minimo observavel induz uma geometria nao comutativa no espaco-
tempo a distdncias proximas de [. A forma exata do comutador (4.16) pode ser obtida
facilmente na representacao de momenta P* = p* a partir dos comutadores (4.12) e (4.15).
Relegamos a conta ao apéndice e apresentamos aqui o resultado

28— B+ (28 + B)BP?

(X", XY] = i — (PHXY — PYXW). (4.17)

A partir do comutador (4.16), i.e., sem necessidade da forma explicita, é possivel construir
uma TQC finita e invariante de Lorentz [31-33].

As relagbes de comutacao (4.12), (4.15) e (4.17) formam a algebra de Quesne-Tkachuk.
Esta algebra é uma generalizacao que engloba os limites da teoria quantica de campos
usual, quando S, " — 0 e a dlgebra de Snyder, quando = 0. A algebra de Kempf pode
ser obtida desprezando as contribuicdes de P°, porém o resultado niao é o mesmo que
aquele que é obtido tomando-se o limite nao relativistico ¢ — oc.

Uma palavra sobre representacoes. As constantes f, g e ¢’ ndo sdo unicas, i.e., existe
mais de uma escolha para essa tripla de constantes que leva a representacoes que satisfazem
(4.12). Isso nao é surpreendente, pois na prépria mecéanica quantica as representacoes dos
operadores posicdo e momentum nao é tnica. A saber temos a representacao de posicao
r' =2’ p' = —i0/0z; e a representagdo de momenta z' = id/0p;, p' = p'. No entanto
a representacdo de posicao nao deve existir na Algebra de Quesne-Tkachuk, devido a
existéncia do comprimento minimo. Por outro lado a representacao de momenta existe,
uma vez que nao incluimos termos no Principio de Incerteza Generalizado que levassem
a um momenta minimo. Portanto o uso da representacao de momenta para o calculo de
(4.17) ¢ justificado.

Por outro lado podemos nos perguntar o quao préximo podemos chegar de autoestados
272

de posi¢ao no limite p?l* — 0. Rapida inspecao de (4.17) revela que para 5 = 23 a
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comutagao se reduz a

452

X XY] =i
[ ? ] Zl—ﬂPZ

(P*XY — PYX") = 4if%*(1 + BP?)(P" X" — P X"), (4.18)

a nao comutatividade se revela apenas em segunda ordem em (3. Vamos ver agora o que
isso implica para as representagoes de posi¢ao e momenta. Substituindo (4.13) e (4.14)

em (4.12) encontramos
(X, PY] = —i[l+ (f +29)p° I — i(2f + 29" )p"p". (4.19)

Restringindo-nos a primeira ordem de 3 e [/, obtemos duas equacoes

f+29=-p (4.20)
f+4q = _62/‘ (4.21)
Impondo agora ' = 23 obtemos
g =2g. (4.22)
Portanto a representacao
Pt =[1—(8+29(8))p°]p" (4.23)
Xt =[(1+9(B){p*, D" +29(B){p"p", Yz, (4.24)

¢ a mais geral que garante que a nao-comutatividade do espago-tempo apareca somente
a partir da ordem (32, ou ainda na ordem de [*. Frisamos que nessa tltima andlise nos re-
stringimos somente a primeira ordem de 3 nas rela¢oes de comutagao e nas representagoes.
Rigorosamente (4.23) e (4.24) nao formam uma representagao, pois o comutador em (4.19)
que as implicam s6 coincide com (4.12) em primeira ordem. Porém o uso de (4.23) e (4.24)
como representagoes é legitimo se desprezarmos efeitos de ordem maior no comprimento
minimo.

As representagoes (4.23) e (4.24) sao determinadas a menos da constante g(/3). Nao
possuimos formas a priori de determina-la. Iremos entao seguir a literatura e tomar g = 0,

levando a representacao [16,34-36]

X+ = g#, (4.25)
Pt = (1 - Bp*)p". (4.26)

Essa escolha é mais que meramente por razoes de simplicidade, ela também reduz a repre-
sentacao de X* a representacao usual. Isso permite que ao construirmos lagrangianas, nao

precisaremos expandir um campo em suas coordenadas para contabilizar sua contribuicao
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para a teoria em primeira ordem de (3. Fosse esse o caso, produziriamos uma lagrangiana
com dependéncia explicita nas coordenadas. Neste caso o comprimento minimo (4.11) se

reduz a

1= /58(1 — B{(PY)2)). (4.27)

4.3 QED com comprimento minimo

4.3.1 Teoria livre

A correcdo em primeira ordem ao operador de momenta sugere uma deformacao da
derivada
d, — (1+40)0,. (4.28)

Se introduzirmos esta deformacao na QED usual de Maxwell o field-strength se torna

Fr— (14 pO)F™ que leva a lagrangiana deformada, em primeira ordem em [,

1 2
Lomge = =7 F* Fiu fFWDFW. (4.29)

Esta é precisamente a lagrangiana de ordem superior (2.10) ao identificarmos

1
o2M2

3 (4.30)

Além de recuperarmos a QED de Lee-Wick, ganhamos também uma nova interpretacao
para o fantasma massivo. O fantasma aqui aparece como manifestacao da existéncia
de um comprimento minimo observavel. Vimos no primeiro capitulo que o fantasma
produz problemas de unitariedade na teoria que se tornam aparentes apenas a partir do
regime de energia onde ele possa ser excitado. Aqui vemos que esse regime corresponde
a distancias proximas do comprimento minimo. Isso nos fornece uma interpretagdo mais
fisica da quebra da unitariedade em qualquer teoria de derivadas superiores através do
comprimento minimo. A existéncia de regides do espago-tempo que nao podemos acessar,
aqui tomada como um principio fisico, exclui o acesso a estados pressupostos na teoria
usual. A retirada destes estados somos levados a violagdo de unitariedade, cuja definicao
¢ mantida. Contudo como tais estados jamais poderdao ser observados, o que devemos
fazer ¢ retird-los da definicdo de unitariedade. Dessa forma previsoes tedricas poderao ser
feitas que cobrem toda a realidade observavel sem a aparente violacdo da unitariedade.
Por ser uma propriedade do espago-tempo, o comprimento minimo deve afetar todos
os campos fundamentais. O procedimento de deformagao (4.28) deve ser sentido também
pela matéria fermidnica. Devemos contudo nos lembrar que férmions sao atuados pela

projecao das derivadas sobre as matrizes 7, i.e., o operador a ser deformado pelo compri-
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mento minimo é @ = v*9,. Temos portanto
Yy = (14 By 80" 05) 7" Oy, (4.31)
que leva a lagrangiana de Dirac deformada
Loaseria = ¥ (114 87°027°95)7" 0 — m) ¥ (4.32)
Em uma teoria livre é possivel eliminar as matrizes v notando que @@ = O
Lonatiria = (ir" (1 + B0, — m) . (4.33)

Isso revela que para uma teoria livre ambas deformagoes (4.28) e (4.31) sdo equivalentes
para o setor fermionico. A lagrangiana (4.33) é estudada em [35]. A diferenga entre
ambas deformacgoes surge ao introduzirmos interacao através do acoplamento minimo,
pois as derivadas covariantes nao comutam. Por hora adiamos a introducao de interacao
até a proxima subsegao. Vamos analisar melhor a (4.33). Se realizarmos uma integragao
por partes com respeito a uma das derivadas que compoem o d’Alembertiano podemos

escrever
Lonateria = 07 0utp — i8(0ath)"0,(0%0) — mynp. (4.34)
Definindo
VE=0"Y e Y, =0, (4.35)

podemos reescrever a equagéo acima
Lmatéria - &(ifyﬂau - m)¢ - iﬂqujafyﬂ ,uwa' (436)

Essa lagrangiana nos permite pensar na teoria livre de Dirac deformada pelo compri-
mento minimo em primeira ordem, ou equivalentemente a teoria de Dirac com derivada
superior, como uma teoria livre de Dirac usual para o espinor massivo 1 menos uma
teoria livre de Dirac para o campo sem massa 0. Frisamos, porém, que essa notagao
¢ conveniente apenas para estudar a interacao e deve ser restrita apenas para as manip-
ulagoes matematicas que faremos a seguir na teoria. Como discutido na Eletrodinamica
de Podolsky-Lee-Wick, o campo 1 na teoria de derivada superior apresentara dois polos,
sendo o segundo correspondente ao fantasma massivo, como mostrado em [35]3. Desse

modo o campo ), nao corresponde ao fantasma da teoria, por nao possuir massa.

3De fato poderiamos ter feito a mesma quebra na teoria de Podolsky-Lee-Wick e escrevé-la como a
diferenca entre duas teorias de Maxwell, uma para o campo A, e a outra para 0, 4,.

34



Note que a lagrangeana livre completa Liivre = Lgauge + Lmatérias

1 2 -
‘Clivre = _EF;WFMV - fF,uVDFuV =+ w (Z,-)/M(l + BD)a/l - m) w (437)

nao ¢é rigorosamente uma generalizacao da eletrodinamica de Podolsky-Lee-Wick. O limite
B — 0 recupera a QED de Maxwell. Por outro lado a QED de Podolsky-Lee-Wick
corresponderia a tomar este limite apenas no setor fermionico, mantendo o setor de gauge
intacto. Essa operacao obviamente nao possui justificativa a priori. Portanto a QED
de Podolsky-Lee-Wick e a QED na presenca de um comprimento minimo sao teorias
inequivalentes. Neste espirito podemos pensar na QED de Podolsky-Lee-Wick como uma

teoria incompleta.

4.3.2 Teoria interagente

Vamos agora introduzir interacao através do procedimento de acoplamento minimo.

Apenas L aéria Sera modificado
Ematéria = Q/_} (Z(l + BFYQDa’)/BDﬁ)f}/HD,LL - m) ¢ (438)

Esta lagrangiana é da mesma forma que a proposta por Grinstein, O’Conell e Wise para o
setor fermionico do Modelo Padrio de Lee-Wick [6]*. Decompondo o termo de deformacio

em parte simétrica e antissimétrica
« B 1 a B 1 a B
7" Doy’ Dy = 117", 7" HDa, Ds} + 117, 71| Da, Dyl (4.39)
e lembrando que o comutador das derivadas covariantes resulta no field-strength
[Da, Dﬁ] = ieFag, (440)
encontramos a lagrangiana interagente

- | . €
Ematéria = 'QZ) Z<1 + BDaDa)'YMDu - m+Z§UaBFa67MDM ’QZ), (441)

Ls

La

onde 0’ é o mesmo definido em (2.28). Note que o primeiro termo Lg é exatamente
o que obterfamos se houvéssemos empregado a deformagao (4.28) no lugar de (4.31). A
diferenca entre ambas deformacoes na teoria interagente é dada pela presenca do termo

L4 que vem da parte antissimétrica das derivadas covariantes. Por organizacao vamos

4Com a ressalva de que no Modelo Padrao de Lee-Wick nio é a QED que é considerada, mas a teoria
de gauge do grupo SU(3) x SU(2) x U(1)
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estudar cada um desses termos separadamente.

Comecaremos por Lg que contém a lagrangiana original de Dirac minimamente acoplada

Lp =Yy D, —m). (4.42)

Desta parte recuperamos imediatamente as interagoes da QED usual. Os novos vértices
aparecerao do termo de derivada superior e sao supressos pelo comprimento minimo.
Podemos organiza-los de acordo com a ordem e. Como temos 3 derivadas covariantes
teremos contribuigoes até terceira ordem em e. O termo livre (de ordem €°) reproduz
exatamente o termo cinético do campo ¥* como em (4.36). Os demais termos de interacao

Sao
e Ordem e:

—efYy[(0A,) + A0+ 2(0,A4,)0% + (0,A%)0,, + 2A4%0,0,]0. (4.43)

e Ordem e?:

2B [(Oa AY) A, + 24%(D0A,) + 24%0,0, + A20, 1. (4.44)

e Ordem e?:

e*Byytip A2A,. (4.45)

O termo de primeira ordem em e representa correcoes ao vértice da QED. Devido aos
acoplamentos derivativos isso produzird uma correcao ao potencial de Coulomb que de-
cresce com 1/r3. Os termos de segunda e terceira ordem introduzem dois novos vértices
onde 2 férmions interagem com 2 ou 3 fétons, respectivamente, onde o primeiro também
produz um potencial 1/72. Chamamos a atencdo de que estes novos vértices nio repre-
sentam fétons auto-interagindo, a apari¢ao de mais de um fé6ton num mesmo vértice s6
se d4 na presenca de dois férmions®.

Estudaremos agora L£,. Essa parte pode ainda ser decomposta e isso facilitara sua
interpretacao. Note que ela apresenta o produto de uma matriz v por um comutador de
matrizes y. Isso nos permite utilizar a identidade

1

S0 = =i Py e =

“ye, (4.46)

onde ~° = i7%y!9243. Substituindo de volta em (4.41) produzimos duas classes de termos

,65 o I 66 o e} o
La =iz P Fogy’ nDutp = - Fag (77 D" = 1" D)y, (4.47)

5Lembramos que uma situacio analoga ocorre na QED escalar.
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O primeiro termo é puramente topoldgico, i.e., nao depende da métrica, enquanto que o
segundo apresenta novas formas de interagao entre fétons e férmions. O aparecimento de
termos topoldgicos na teoria nao é inesperada. A introducao de um comprimento minimo
observavel, como ja comentamos, define uma regiao do espaco-tempo que nos é inacessivel
(mas ainda dentro do cone-de-luz). Podemos imagina-la efetivamente como um buraco
no espago-tempo, contudo frisamos que o comprimento minimo observavel, no sentido de
uma incerteza minima, nao destréi a continuidade do espago-tempo fora desta regiao.
Ambos termos de (4.47) sao de primeira ordem em [, mas podemos organiza-los

também de acordo com a ordem em e ao abrir as derivadas covariantes
L= e D o (5e"PrA5~ 0 O [8 9ol e’B HE paBA 51 i~1B 4]
A= Elﬂ op (16720 + 2970 ) ) + Tw s (" Ay + 2iy )Y, (4.48)

onde definimos ul*v® = (u*v? — ufv®)/2 como a parte antissimétrica do produto u®v®.

Em ordem e vemos mais uma modificacao do vértice da QED, enquanto que em ordem

e? temos mais uma contribuicao ao novo vértice de dois férmions com dois fétons.
Comentamos agora sobre uma aparente curiosidade sobre os termos topologicos que

surgem de £4. O primeiro termo de ordem e? em (4.48)

e*f - paBA . 5
71Z)Fa/36 WY A (4.49)

possui a mesma forma do termo de Carroll-Field-Jackiw (CFJ) [37]
P\ FagA, (4.50)

onde identificamos o vetor de fundo vy

2 —
o= Linrv. (451)

Contudo, ao contrario da QED de CFJ, o vetor v, possui dindmica e portanto nao induz
violagado da simetria de Lorentz. Também no limite de baixas energias em comparagao
com a massa do elétron, quando eles podem ser integrados, um féton livre nao recebe
contribui¢oes de loops fermidnicos que violariam Lorentz. Tecnicamente isso ocorre porque
loops fermi6nicos sdo proporcionais a tragos de matrizes v. O vértice de (4.50) porém
é proporcional a +°, cujo traco deve ser tomado com no maximo 3 outras matrizes 7y e

portanto estas contribui¢oes sao nulas.

4.4 Consequéncias do comprimento minimo na QED

Primeiramente notamos que as corregoes ao vértice da QED, bem como os novos

vértices, sdo supressos pelo comprimento minimo. A constante de acoplamento destas
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contribuigoes possuem entao dimensao de inverso de massa ao quadrado. Isso ¢ indicativo
de uma teoria nao-renormalizdvel. Para decidir se de fato a teoria é ou nao renormalizavel
deveriamos verificar se todas as divergéncias poderiam ser absorvidas nos parametros
fisicos da teoria. Poder-se-ia imaginar que a teoria possui um cut-off natural consequente
do comprimento minimo, porém a QED aqui construida é valida até alguma escala de
energia abaixo deste cut-off, devido & escolha da representacao (4.25), (4.28). Portanto
estamos lidando com uma teoria efetiva que nado precisa ser renormalizavel.

O setor puro de gauge ¢é idéntico ao da QED de Podolsky-Lee-Wick, portanto os
resultados que independem do setor fermidnico sdo os mesmo, e.g., a energia potencial
finita na origem e o tensor energia-momentum do campo de gauge. E claro também que
o setor de gauge é ainda degenerado. O setor fermidnico também é degenerado, portanto
nenhuma instabilidade é introduzida pelo setor de Dirac com derivada superior.

As diferencas surgem na interacdo. As contribui¢oes dominantes do comprimento
minimo para a QED podem ser vistas na correcao tree-level do vértice. Juntando as
contribuig¢oes de primeira ordem em ef3 de Lg e L4 encontramos apds algumas integracoes

por parte

LG} = eB [V Ay + 6 (Fap + 7 Fap) 1'% = (047" Aa — 07" (0,8 Aa| ,
(4.52)
onde usamos o tensor dual Fa# = %eaMgF’\ﬁ. Podemos reescrever essa expressao na forma
J* A, apds algumas renomeagoes de indices e integracoes por partes para liberar o campo
A,. A corrente resultante pode ser quebrada em uma parte métrica e outra topologica

j’u = jﬁlet + j&)pa com
Glrer = €8 [Pa" ¥ + 7 Pa — Yy U + Py T — (D)7 — 207°0"¢ha] . (4.53)
Jtop = 168 0y 1. (4.54)

Observe que o fator ¢ garante que a corrente topolédgica seja real, portanto temos uma

corrente completamente real. KEstas correntes introduzem modificagoes dV#* ao vértice
VH =jevy* da QED

oV = —ieB[y (pp+p* — %) = 7 (0" Pa — Do — 20ap”) + i€* PV plpg].  (4.55)

A primeira contribuicao, proporcional & v*, pode ser encarada como uma correcao a carga

elétrica
e e =[1+ B0 .p+p*—p?e. (4.56)

As demais contribui¢oes por outro lado apresentam uma forma distinta do vértice da
QED e portanto nao podem ser diretamente absorvidas na carga elétrica. Logo efeitos de

comprimento minimo podem ser observados em medigoes da constante de acoplamento
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da QED através de (4.56). Em processos em que o férmion ndo muda sua identidade, e.g.,
espalhamento Mgller e"e™ — e~ e™, 0s momenta devem estar on-shell, logo a modificacao

adquire a forma

d=11-5 mQ—% , (4.57)

onde ¢ é o momentum transferido.

Essa separacao do vértice de acordo com quem carrega o indice livre também é conve-
niente por tornar claro quais termos contribuirao para a corrente de spin. Tendo em vista
a decomposicao de Gordon, conclui-se rapidamente que apenas o primeiro termo contribui
para o momento de dipolo magnético. Isso acontece porque na segunda contribuicao a
matriz v esta contraida com os momenta, que por serem simétricos, matam a parte antis-
simétrica do produto entre matrizes v. Ainda mais no primeiro termo da fun¢ao de vértice
somente o primeiro, —iep’.py*, contribui para o processo onde os férmions de entrada e
saida sao os mesmos. Esse é o caso se quisermos falar do momento magnético anémalo do
elétron. Esse termo pode ser reescrito ainda lembrando que p’.p = m? — ¢?/2. Portanto
no limite ¢> — 0 resta apenas a massa do elétron. A contribuicdo topolégica também
desaparece nesse limite devido a antissimetrizacao nos momenta de entrada e saida. Logo
se restringirmos o interesse apenas na corrente de spin a tree-level e tomarmos o caso

limite ¢> — 0 podemos considerar o vértice simplesmente como
VFE =de(l — m?B)y*. (4.58)

Isso nos permite impor um limite inferior para a massa do fantasma ainda melhor, pois
a correcao aparece ja a tree-level. Na teoria de Lee-Wick era necessario irmos até 1 loop,
uma vez que la a tnica modificagdo ocorria no propagador do campo A,. Isso também
torna o calculo imediato. Tomando os mesmos valores experimentais e teéricos (3.54) e

(3.55) encontramos um limite tedérico
M Z 254,5 GeV. (4.59)

Note que esse limite é maior que o encontrado em (3.56). Isso se deve a correcao devida
ao comprimento minimo aparecer ja a nivel de arvore. Esse limite também estd acima da

massa de todas particulas elementares atualmente conhecidas.
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Epilogo

Nesta dissertacao apresentamos uma revisao das principais caracteristicas das ja bem
conhecidas Eletrodinamicas de Podolsky e Lee-Wick. A distingao entre as duas é a
invariancia de gauge, sendo a teoria de Lee-Wick invariante. Contudo mostramos a
equivaléncia entre ambas teorias ao nivel das equacoes de movimento, ou ainda, do es-
pectro de particulas na teoria quantica. A Eletrodinamica de Podolsky-Lee-Wick oferece
uma solu¢ao a um antigo problema da teoria de Maxwell, a divergéncia do campo sobre
a carga. Correspondentemente a QED de Podolsky-Lee-Wick nao apresenta divergéncias
ultravioletas, em contraste com a QED usual.

A resolucao destes problemas é alcancada através da introducao de uma particula
pesada de norma negativa associada ao féton. Esse fantasma age como regulador das
divergéncias ultravioletas e impde uma escala de energia até onde a QED de Maxwell
¢ valida. Limites inferiores para esta escala de energia M sao estimadas tanto clas-
sica quanto quanticamente. O melhor limite, dado pelo estudo do momento magnético
anomalo do elétron, impde M Z 80.3 GeV. Esse limite é consistente com a escala de en-
ergia conhecida da interagao eletrofraca Mgy ~ 80 GeV, a partir da qual a propria QED
jéa falha. Isso garante que os estados de norma negativa na QED de Podolsky-Lee-Wick
aparecem apenas como estados virtuais e portanto nao destroem a unitariedade da teoria
em processos fisicos.

Na sequéncia nos tornamos a observacao de que um comprimento minimo observavel
estabeleceria uma escala de energia natural que regularia as divergéncias ultravioletas das
TQCs. Com base neste principio construimos a Algebra de Quesne-Tkachuk como a mais
simples generalizacao da Algebra de Heisenberg que admite uma incerteza minima na
posicao. A partir de uma representacao especifica, caracterizada pela escolha 3 = 25 e
g(8) = 0, uma nova QED é construida a partir da QED usual. Refor¢amos que a QED
resultante é uma teoria efetiva, devido a restricao a uma escala de energia onde o espaco-
tempo ¢ ainda comutativo. A teoria ¢é valida entdo num regime de energia intermediario
entre a escala de Planck e o Modelo Padrao. A QED resultante é similar a QED de
Podolsky-Lee-Wick, porém formalmente distinta.

A construcao da QED na presenga de um comprimento minimo em escalas mais en-
ergéticas deve levar em conta mais altas ordens da expansao no comprimento minimo, até

que ultimamente a expansao nao seja valida. Ordens mais altas da expansao introduziriam
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derivadas superiores de ordens mais altas, do tipo S"[J", a menos de constantes. Neste
caso o espago-tempo deixaria de ser comutativo ja em segunda ordem. Por outro lado,
teorias nao-locais podem ser vistas como limites de teorias que apresentam uma sequéncia
infinita de derivadas superiores [38]. A construgao destas teorias contudo é mais delicada,
devida a nao-comutatividade. Um primeiro passo nessa dire¢ao seria estudar, ainda em
primeira ordem no comprimento minimo, a construcao desta QED na representacao de
momenta.

A construcao aqui apresentada também poderia ser feita de modo andlogo para o
Modelo Padrao. O resultado seria uma teoria semelhante ao Modelo Padrao de Lee-
Wick, porém com consideravel simplificacao no espago de parametros, que se reduz agora
apenas a um. Seria interessante verificar quais resultados relevantes podem ser obtidos
desta observacao a partir dos resultados ja conhecidos, bem como possiveis novos resul-
tados. Muitas das extensdes do Modelo Padrao se referem a alguma escala de energia
intermediaria abaixo da escala de Planck onde nova fisica deve surgir.

Finalizando, informamos que os principais resultados apresentados nesta dissertacao

se encontrarao em [37].
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Apéndice A

Calculo do comutador [X#, XV

Neste apéndice iremos calcular explicitamente o comutador entre os operadores posi¢ao
na algebra de Quesne-Tkachuk. Para isso é conveniente trabalharmos na representacao

dos autoestados de momenta

P"y(p) = p"(p) (A1)
X*p(p) = [(1 = BP*)M — B'P*P%lz,1(p), (A2)

onde a atuagdo de X* na funcdo de onda 1 (p), na representagdo dos momenta, deve
assumir a forma acima por consisténcia com o comutador (4.12) e x, = 0y ¢ a i vezes a
derivada em relacao ao momenta p?. Usando entao estas representacoes dos operadores

P# e XY podemos calcular [X#, X¥] através dos operadores mais bem conhecidos p* e z*:

[(X#, XY = [(1 = Bp*)at, (1 = Bp*)a”] + [(1 = Bp*)a*, —B'p" pea”+
+ =8P por”, (1 = Bp?), "] + [=B8'P'ppa”, = 5P’ poic”]. (A.3)
Vamos calcular esses 4 comutadores um por vez. O primeiro é
(i) = =Bp*, a"]at — Bla*, p*|la” + B2 [pat, pPa”] =

= 2ifp e’ — 2ipp"a” + B* (pP[a", "] + [P, e ) =

= —2iB(p"x” — p’zt) + B (pz[x“,p2]x” + p?[p?, x”]x“) =

= —2if(p"a” — p“at) + B2 (2ip’pa” — 2ip’p’at) =

= —2iB(1 — Bp®)(p"z" — p"a"). (A.4)
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O segundo, por sua vez

(it) = —=B'[z", p"pox”] + B'Blp°a", p"poa”] =
= =B ([ poa”] + 2", 0" psa”) + B8 (0l 9 po”] + [, 9P ]a) =

= B (p"[a", poJa” + i poa”) + B8 (0P [0, poa”] + P’ p'Ipor” + ppolp®, 702"

= =B (ip"a" + i p,a”) + B8 (p°p" 2", pola” + ip* 0" per” — 2ip*p att) =

= —if (pa" + 0" pya”) + B'B (ip*p e’ + ip*n pea” — 2ip*p att) =

= —iff' (P2 + 0" poa”) — i Bp* (p" 2" — " poa”) =

= —iB' [(1+ Bp”)p"e" + (1 = B )i poa”] . (A.5)

Note que o terceiro termo pode ser identificado com o segundo através da troca pu <> v e

invertendo a ordem do comutador, logo
(iid) = iB' [(1 + Bp*)p"s” + (1 = B )i poea”| (A.6)

O quarto termo, por sua vez, é o comutador entre momenta multiplicados pelo mesmo
operador p,x?. Decompondo o comutador encontrariamos trés tipos de comutadores:
entre momenta, que sao nulos, entre os operadores p,z?, também nulos e cruzados entre

um momenta e p,z?, também nulos

() = p'[pex”, p"] + p”[p", por’]
= p"po [z, p"] + P ps [0, 2]
= php” —ip"p* = 0. (A.7)

Coletando estes resultados temos
[X*H XY =2ip(1 + ﬁpQ)(p“:c” —pzH) —if' (1 — ﬁpQ)(p“:c” —p’at), (A.8)

onde o primeiro termo é o préprio (i) e o segundo advém da soma (ii) + (iii). Podemos

reescrever a equacao acima como
(X", X" =i(28 — B+ (28 + 8)Bp*) (2" — p“a™). (A.9)

Para fechar a algebra precisamos expressar esse resultado em termos dos operadores P
e X. Como estamos na representacao de momenta podemos simplesmente escrever P
em lugar dos p. Para produzir X a partir dos x fazemos trés operagoes. Primeiramente

apenas extraimos a métrica dos x

Ptz? — PYat = PPy 2, — P'n"x,.
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A seguir multiplicamos e dividimos por (1 + 3P?) para produzir o primeiro termo de X

e finalmente somamos e subtraimos ' P*P" P°z, produzindo
p'at —p'at = P[(1+ BP*)n"" + B'P" PP, — P¥ [(1+ BPY)y" + 8'P*P7x, |, (A.10)

os termos entre colchetes sao precisamente X" e X*, respectivamente. Temos portanto

28 — A 2 ! P2
e x) =200 1++( ;};5)5 (PAX — PrX™), (A1)

conforme afirmamos anteriormente.
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