Tese de Mestrado

Teorias de Yang-Mills: Uma
Abordagem Emergente da
Auto-Interacao e a Questao da Massa
para Bésons Vetoriais e Tensoriais

Felipe Almeida Gomes Ferreira

Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas

Rio de Janeiro, Marco de 2013



Aos meus familiares



Agradecimentos

Agradeco inicialmente aos meus pais Alberto Ferreira e Sheila Ferreira por todo o amor,
carinho e apoio financeiro que me deram durante toda essa fase da minha vida.

Ao meu professor orientador José Abdalla Helayél-Neto, por ter me orientado sempre
pensando no meu desenvolvimento cientifico, além de seus belos cursos e aulas que sempre
teve o maior prazer em planejar. Agradego especialmente ao Prof. Sebastiao Alves Dias
por seus excelentes cursos e sua grande preocupagao com a formagao de jovens campistas.
Ao Prof. Antonio José Accioly por contribuir para o fortalecimento do Grupo de Teoria
Quantica de Campos do LAFEX. Também agradeco ao Professor Ivan dos Santos Oliveira
Junior pela constante preocupacao com os poés-graduandos do CBPF.

Ao Professor Henrique Boschi Filho pelo grandioso incentivo e orientacao durante minha
fase de iniciagao cientifica na UFRJ.

Aos meus irmaos Marcio, Alexandre, Rogério, Marcelo e Ingrid pelo carinho e compan-
heirismo fraterno. E aos meus demais parentes familiares pela especial torcida de meu
sucesso na carreira.

Aos meus colegas do CBPF pela agradéavel parceria: Leonardo Ospedal, Felipe Tolentino,
Ramaton Ramos, Rodrigo Turcati, Jefferson Morais, Mauricio Ribeiro, Max Jauregui,
Eslley Escatena, Edgar Marcelino, Enrique John, Cristother Zuniga, Ricardo Spagnuolo,
entre outros.

A todos os funcionarios do CBPF, especialmente ao José Ricardo e a Elisabete de Souza
da CFC e a Cristiana Oliveira da CFC pela prontidao para a solugao de varios problemas.

A CAPES pelo apoio financeiro.

11



Resumo

Desde sua concepgao, as teorias de Yang-Mills foram adotadas para descrever os processos
fenomenolégicos mais fundamentais da Natureza. Podem ser usadas para a formulagao de teo-
rias de gauge para campos mediadores nao-massivos, tanto de spin-1 quanto de spin-2 ou, até
mesmo, de spin—%. Para reduzir o alcance das interacoes de gauge, é necessario que os bdsons
de gauge adquiram massa, o que pode ser realizado através da quebra espontanea de simetria.
Neste trabalho, desenvolveremos a teoria de Yang-Mills como uma teoria de auto-interacao
dos bdsons de gauge de forma consistente com os aspectos fundamentais da unitariedade e da
renormalizabilidade, onde as simetrias naturais das interacoes de gauge emergem da geome-
tria do espago-tempo através de seu correspondente grupo de simetria e suas representagoes
irredutiveis de dimensao finita. Veremos como os bdsons de gauge adquirem massa através
da quebra espontanea de simetria de gauge, tanto para o setor de spin-1 quanto para o setor
de spin-2, onde testaremos se um mecanismo equivalente ao de Brout-Englert-Higgs pode ser
aplicado a gravitagao para gerar uma teoria de campos de spin-2 massiva, sem afetar a uni-
tariedade do modelo. Em conexao com a discussao da massa, mostraremos como um modelo-o
nao-linear pode ser gerado para descrever o setor de bésons vetoriais massivos longitudinalmente
polarizados
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Abstract

Yang-Mills theories were proposed some decades ago and they were adopted, ever since, to
describe the most elementary phenomena connected to the fundamental interactions of Nature.
They set up a quite universal description and they can be used in connection with spin-1, spin-2
and even spin—% force carriers.

The problem with the range of the interactions can be solved up with the help of specific
mechanisms, such as the spontaneous symmetry breaking. The main purpose of this Disserta-
tion is to present a non-usual approach to Yang-Mills in that the whole idea of self-interactions
emerges from the space-time symmetry group. The discussion of mass is carried out and, in
connection with that, we can see an equivalence between a Yang-Mills model and a connected
non-linear o-model. The problem of mass generation is also applied to the spin-2 case and we
discuss how a massive gravity theory may come out.
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Capitulo 1

Introducao

As teorias de gauge representam uma grande espécie de formulagao tedrica muito bem es-
colhida para tratar dos problemas fisicos que envolvem processos de interagoes fundamentais,
tanto na fase em que a simetria é exata quanto na fase em que ela é quebrada. Elas com-
pensaram tanto para a construcao da QED, quanto para a construcao da teoria que unifica
as interacoes eletromagnética e fraca, quanto para a construcao do modelo padrao e também
para a construcao da gravitagao. E ainda ha muitos problemas em aberto que possam ser bem
esclarecidos com o uso de formulagoes de teorias de gauge.

Em 1956, quando Yang e Lee prevéem teoricamente a violacao de paridade na interacao
fraca [1], como foi comprovada experimentalmente um ano depois em 1957 [2], 3] 4], isso abriu
as portas para o trabalho de Yang e Mills em 1954 [5], j& que naquela época a melhor teoria
aceita para descrever a interacao forte era a teoria de Yukawa, uma teoria que usava mésons
massivos ja conhecidos (objetos escalares) como mediadores das interagoes entre prétons e
néutrons. Quando Yang e Mills propuseram a teoria SU(2) para o spin isotdépico forte, os
mediadores da interacao passaram a ser objetos de spin-1 e massa nula. Com a violacao da
paridade, Salam, associando a massa nula do neutrino a invariancia quiral [6], introduziu a
chamada “simetria quiral”, uma simetria que elege particulas de spin-1 como mediadores de
interacoes fundamentais ao invés de particulas de spin-0. A partir de entao, os objetos de
spin-1 passaram a ser os ingredientes fundamentais como mediadores das interacoes do modelo
padrao, dando privilégio a Teoria de Yang-Mills [7]-[1§].

Com o formalismo tedrico de Yang-Mills é possivel desenvolver teorias de gauge tanto para
objetos de spin-1, quanto para objetos de spin-0 quanto para objetos de spin-2, sendo tudo uma
escolha do espago-tempo em que a teoria va atuar e determinar quais sao as representacoes de
Lorentz nesse referido espago-tempo correspondentes a cada espécie de campos que participam
das interacoes. Por exemplo, a QED, a QCD e a teoria eletrofraca podem ser vistas como
umas teorias de Yang-Mills para bdsons vetoriais como mediadores das interagoes, enquanto
o modelo-o nao-linear pode ser visto como uma formulagao de Yang-Mills para spin-0 e a
gravitagao pode ser vista como uma teoria de Yang-Mills para spin-2.

Para o caso de spin semi-inteiro, a SUSY pode ser vista como uma teoria de gauge para

spin—%, construida pela representacao de Rarita-Schwinger (%, 1) @ (1, %) do grupo de Lorentz



e eliminando o spin—% dessa representacao com o uso da supersimetria local.

Mas como a teoria de gauge nao-Abeliana proposta por C.N. Yang e R.L. Mills em 1954
foi inicialmente construida com campos de gauge de massa nula, estava proxima da QED mas
sO que com alcance infinito. Entao, para compatibiliza-la com a fisica das interacoes fortes e
fracas era necessario reduzir o seu alcance e gerar uma escala de massas para os bdsons vetori-
ais, o que foi um problema que Yang e Mills deixaram em aberto apds sua notavel contribuicao.

Esse problema, que esteve em aberto durante véarios anos do século passado, comecou a
ser bem solucionado com o desenvolvimento de mecanismos de quebra espontanea de simetria,
quando Anderson em 1958 [19] percebe o ainda desconhecido mecanismo de Higgs, chamando a
atencao para o fato de que os bosons de Goldstone desaparecem no modelo-BCS devido ao fato
da interagao Coulombiana ser de longo alcance e, em 1963, ele nota o aparecimento de um gap de
massa dos f6tons [20]. Isso implicou no sucesso de Higgs, Salam e Weinberg em desenvolverem
esses mesmos conhecimentos também em fisica de particulas elementares no dominio de altas
energias, quando Higgs desenvolveu seu notavel mecanismo de quebra espontanea de simetria e
Salam, Glashow e Weinberg o usaram para criar a sua famosa teoria eletrofraca [5][19] [21]-[36].

Mas, diferentemente da interagao eletrofraca, o alcance finito (restrito a escalas na faixa de
1 fm) das interagoes fortes nao é justificado mediante geracao de massa por quebra espontanea
de simetria. Realmente, a simetria SU(3) de cor da QCD permanece exata. O Higgs nao tem
nimero quantico de cor e, portanto, nao se acopla aos glions. Estes permanecem com massa
nula e o alcance restrito das interagoes fortes é justificado através do mecanismo de confina-
mento dos quarks e glions.

Quando o mecanismo de Higgs para particulas de spin-1 foi publicado no periodo 1964-1966,
ele foi implementado com sucesso em muitas teorias. Entao, nos anos 1970, surgiu a questao
de como um mecanismo desses pode ser aplicado a gravitacao, onde a simetria a ser quebrada
¢é a invariancia sob transformagoes gerais de coordenadas?

O objetivo central desta dissertacao é procurar seguir para campos tensoriais de spin-2 os
mesmos procedimentos aplicados em teorias de gauge de spin-1 que foram usados na construgao
do modelo padrao, para ver se o mecanismo de Higgs consegue ser bem aplicado num limite de
baixa energia de gravitacao onde o alcance é bem curto e, com isso, possa gerar um modelo de
gravitacao massiva.

Mas, diferentemente do trabalho original de Yang-Mills, construiremos no capitulo 2 uma
teoria de gauge para spin 1 em auto-interagao, com a simetria de gauge sendo obtida pela ge-
ometria do espaco-tempo ao qual pertence a representagao do campo de gauge. Usaremos essa
formulagao porque com ela pode-se construir teorias de gauge de spin-0 e spin-2, além de coin-
cidir com a antiga teoria de Yang-Mills. Esta abordagem é essencialmente aquela apresentada
na Tese de Doutorado de Ronald Shaw [I4], orientado pelo professor Abdus Salam. Também
no capitulo 2, mostraremos como construir uma teoria de Yang-Mills para campos de spin-0
que representam o setor longitudinal de bosons vetoriais massivos.



No capitulo 3, representamos como é que os processos de quebra espontanea de simetria
podem gerar massa para os bésons vetoriais, tanto para teoria de gauge Abeliana U(1) quanto
para o caso nao-Abeliano SU(2) x U(1). Também provaremos a validade do Teorema de Gold-
stone e veremos como ele foi 1til para a criagao do mecanismo de Higgs.

Por fim, no capitulo 4, primeiro usaremos a aproximacao do campo fraco para analisar o
propagador do graviton. Em seguida, testaremos como o mecanismo de Higgs pode ser apli-
cado em teorias de campos de spin-2, sem afetar a unitariedade do modelo, e veremos se é um
mecanismo 1til ou nao para a descricao de uma gravitacao massiva.

Outro fato que implicou num interesse maior desse trabalho foi a possibilidade de producao
e detecgao de gravitons massivos na escala de energia do LHC (Large Hadron Collider) e do ILC
(International Linear Collider) [37], além de sinais de decaimentos de gravitons nessa escala de
energia.

Nesta dissertacao ha um esforco grande para que todos os problemas tratados sejam es-
clarecidos detalhadamente em cada capitulo, de modo que nao achamos necessario introduzir-se
apéndices para auxilio a leitura.



Capitulo 2

Spin-1 e Spin-0 em Auto-Interacao

2.1 Introducao

A simetria de gauge é uma simetria cuja origem vem da geometria do espaco-tempo em que o
sistema atua. O objetivo deste capitulo é investigarmos se campos bosonicos de spin-1 podem
ou nao auto-interagir e, caso possam, investiguemos como construir as simetrias internas de
conservacao a partir da discussao geométrica de quem serao os campos mediadores da interacao.

Ao invés de partir de transformacoes de fase, passando de global para local e verificar os
campos que devem ser acrescentados para deixar a agao invariante como Yang e Mills fizeram
em seu trabalho [5], seguiremos a questao que Salam deixou para Shaw em 1954 [14] , a qual
é: serda que podemos construir uma teoria de objetos de spin-1 em auto-interacao compativel
com a renormalizabilidade e a unitariedade? Também, partiremos de aspectos ainda mais
fundamentais, como a geometria do espago-tempo, de onde obteremos a simetria de gauge para
as representagoes vetorial e escalar de Lorentz.

Essencialmelnte, o ingrediente fundamental para a construcao de uma teoria de gauge auto-
interagente é, além de criar termos de intera¢do de campos de gauge com a matéria (derivada
covariante), como introduzir de forma consistente um vértice de auto-interagdo para campos
com os quais estamos trabalhando, dando em teorias que sejam renormalizaveis e unitarias.
J& sabemos que campos escalares podem ter auto-interacao (% (@*@)2), enquanto que a auto-
interacao de campos fermionicos é proibitiva do ponto-de-vista da renormalizabilidade. No
inicio da década de 50, Salam solucionou o problema do overlaping de divergéncias da QED
escalar e mostrou que teorias que tratam de particulas fermionicas e escalares carregadas com
interacao de campos de gauge dariam em teorias renormalizaveis.

E para campos vetoriais, sera que podemos introduzir um termo de auto-interacao para
objetos de spin-1 de forma consistente, dando em teorias que sejam renormalizaveis e unitarias?
Para responder a esta pergunta, ao invés de trabalhar com transformagcoes de fase, passando de
global para local e seguir um procedimento de deixar o Lagrangeano invariante, partiremos da
geometria do espago-tempo em que o sistema atua, neste caso o de Minkowski, procuraremos
construir um modelo mais geral de campos de spin-1 que possam estar em auto-interagao e,
com isso, saber como é que os campos de diferentes representacoes podem interagir entre si na
natureza.



2.2 Teoria de Gauge Abeliana

Comecemos tratando de um sistema puramente concentrado em campos de gauge, sem a
presenca de matéria. A simetria de gauge é uma simetria de origem geométrica do espago-tempo
em que o sistema atua, de modo que o proprio espaco-tempo se responsabiliza em determinar
como deve ser a simetria interna da interagao do campo de gauge com a matéria na presenga
de particulas fermionicas. Neste caso, queremos descrever a transformacao de gauge de campos
de spin-1 e massa nula. Para isto, usemos o campo vetorial A", cujas partes longitudinal e
transversal sao dadas, respectivamente, por:

0,0,\ .,
Aﬁz( : )A
0,0

A}f:(é;— = )AV,

onde a parte longitudinal é o setor que carrega o spin 0 e a parte transversal é o setor que
carrega o spin 1 do campo vetorial A*, o qual pertence a representacao (%, %) do grupo de
Lorentz.

Mas ja que queremos descrever uma particula de spin-1 e massa nula, entao devemos

desacoplar o setor Aﬁ do campo vetorial A,. Para isso, teremos, no espago dos momenta

kH = <%,?>

y  OM0” v
O(n” "5 A =0 = 04 =094 =0
O (VAP — P AY) =0 = 9,F" =0

Sendo F,, = 0,A, — 0, A, temos também como outra equacao 9, F,, + 0, Fy, + 0.F,, =0
ou 0,F" =0, onde " = %e“”aﬁFag ¢ o tensor dual de F,,.

Portanto, para uma particula livre de spin-1 e massa nula, temos que as equacgoes de campo
Sa0:

0, F" =0

8. F" =0,

o que é uma consequéncia imediata da simetria de gauge.



Mas, se quiséssemos descrever a interacao de gauge como sendo mediada por uma particula
de spin-0, massa nula e com a mesma relacao de dispersao k=0, terfamos

OAY =0 = 0,(0,4)=0 = 0§,0=0,

onde & = 0, A" ¢é o setor escalar de spin-0 da parte longitudinal de A*. Esta equacao nao
apresenta carater de radiacao, pois ela indica que & = &, seja independente da posicao e do
tempo, o que fara com que nao haja propagacao de ondas. Com isso, notemos que para descrever
interagoes de gauge mediadas por um campo vetorial A,, deve-se usar o setor transversal Ag
ao invés do setor longitudinal Aﬁ. Sendo assim, o mediador serd uma particula de massa nula
e de puro spin-1.

Pela equacao de campo 0,,(0" A" — 0V A*) = 0, notemos que ha uma simetria de gauge para
os objetos vetoriais pertencentes a representacao (%, %) do grupo de Lorentz

A=A, +0,a(t,T),

a qual é proveniente do espaco de Minkowski M3, Essa simetria de gauge deixa o tensor
field-strength invariante:

F;’W:F

iz

onde o é um escalar arbitrario.
Como « é um escalar arbitrario, entao ele pode ser escolhido para eliminar o divergente de
Ay

9uA" =0 =  Ar=0,

o que ¢ consequéncia do fato de que a simetria de gauge veio do setor de spin-1 de A,,.
Quanto as transformacoes das partes transversal e longitudinal, temos:

L, 0,0”
AT = (5#_ ot )(Al,+c9,,oz) AT o AT - AT
Al = (ﬁ) (A +0%a)= A"+ 9,a=0 = Oa=-0,4"
I ] T i - ves s
Portanto, temos que o escalar o nao afeta o spin-1 e pode ser escolhido para dar conta do

spin zero.

Como sera que essa simetria respeitada pelo féton é sentida pela matéria quando houver
interacao fermionica? Um sistema com interagao entre o féton e a matéria fermionica é bem
descrito pelo Lagrangeano:

1 _ J—
[ — _ZFWFW + U (iv"0, —m) ¥ — ely" VA,

1 — —
L= _ZF‘“’FW + Wi (0, +ieA,) ¥V — mUW.



Deve-se preservar a simetria de gauge do setor de Maxwell A (r) = A,(z) + d,a(z). Su-
ponhamos que o setor fermionico sofra uma transformacao linear para deixar o Lagrangeano
invariante:

U =UT Tyl

VO =Wlie =90 = Ulu=1
Se o termo (0, +ieA,) ¥ sofrer a mesma transformagao de U, entdo o Lagrangeano per-

manecers invariante.

(0, +ieA,) V) =U (0, +ieA,) ¥

U0,V + (8,U) U + ie AUV + ic (9,0) UV = U,V + ieA, UV

0,U
U

(0, U)V = —ie(0,0) UV = = —ied, o

U = efiea(a:)

P = 672‘604(36)\];,‘

Entao, a matéria sente a transformacao de gauge do féton como uma transformacao de fase
local, mantendo o sistema invariante sob transformagoes do grupo U(1). Como foi levantado
por Salam no inicio da década de 50 [38], ao se construir um modelo de spin-1 com auto-
interacao e com a propriedade de ser renormalizédvel, o que pede auto-interagdo no maximo
quartica, automaticamente surge uma formulagao com simetria local. Entao a simetria local
aparece como bonus da simetria de gauge, e nao como um dado de partida para a construcao
do modelo.

Na verdade, a origem de tudo é o espago-tempo em que o sistema atua, a partir de onde se
obtém representacoes para o setor de gauge e para o setor de matéria. E a partir de entao se
comeca o estudo pela simetria de gauge, ja que é ela que é responsavel pela interacao da teoria,
e depois se determina como € que a matéria sente essa simetria.



2.3 Auto-Interacao para Campos de Spin-1 e Massa 0

Para introduzir auto-interacao, montemos um multiplete de campos de spin-1 e massa nula

Como estes campos possuem a mesma massa e sao diferentes componentes de um tinico mul-
tiplete, entao ha uma degenerescéncia entre eles ao qual deva estar associada alguma simetria

global.
Procuraremos obter um Lagrangeano de interacao entre esses campos a partir do La-

grangeano livre,

1 0 vi 7
L= = F P o+ Lo (A7)

Estando os campos acoplados em um multiplete com simetria global, entao supoe-se que
haja um grupo continuo de simetria tipo Lie:

A;“ = RijA;‘,
onde

Ry = (&™) ;= 0ij +ia (Ga);; +O (w?)

1,

AV = AP tiw, (Ga), A = GAY = iw, (G),, A",

ij “%
Partindo do Lagrangeano livre

_1]:%' }"lwi?

L=—1F

obtém-se pelo Principio Variacional:

08 = / d'z {—%fﬂ”éf,iy] =0
1 Vi ) % Vi %
[ {—5]-"“ 5(8MAV—8,,AM)] =0 = [awo o =0

0, F" = 0.

Variando o Lagrangeano e utilizando a equagao de campo acima, obtém-se como corrente
de Noether j# deste sistema:

pv

1 vi ] 1 Vi % 7 N2 i Vi 7
0L = —5 FMOF,, = —5 F (0,04, — 0,0A1) = —F"™'9,0A, = -0, (F"5AL)
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0L =0, <—iwa]:¢wj (Ga)ij AVJ')

Jo = —iF (Ga)yy Avg

J

Entao, o Lagrangeano com auto-interacao de fétons acoplados fica:

1 __ .
L= —ZF;VJC“VZ — 1A, (A),
onde [ é a constante de acoplamento da auto-interacgao.

Este método é conhecido como método de Noether, um método que permite construir in-
teragoes a partir da teoria livre e que ja se tornou muito bem popularizado na supersimetria e
na supergravidade.

Mas ainda h& um problema. A corrente carrega um indice de gerador do grupo de simetria,
enquanto que o campo carrega um indice interno a representagao. Entao a unica situacao em
que se pode construir auto-interacao de spin-1 é necessariamente aquela em que ¢ = a, ou seja,
a representacao em que o nimero de campos do multiplete A** é igual ao niimero de geradores
do grupo, a chamada “Representacao Adjunta”.

Nesta representagao, os geradores sao dados por:

(Ga)bc = _ifab07

onde fup. é a constante de estrutura do grupo SU(N): [G,, Gy| = i fup.Ge. Com isso, a corrente
de auto-interacao sera:

jg - _Z]:li“/ (Ga)b Auc - _fabc-/—_ZLVAVc-

C
Dessa forma, o Lagrangeano que descreve a auto-interacao de bésons vetoriais nao-massivos
de spin-1 sera:

1
L= _Z]:uuafgy + lfabcA,uaFéwAl/c'

Como a simetria global é o ponto de partida para a obtencao deste resultado, entao nota-se
que ela nao ¢ perdida ao se introduzir a auto-interagao. Por isso, é necessario rever o Teorema
de Noether, ja que o termo novo obtido pelo método de Noether também depende das derivadas
do campo A~.

Com L =L+ L' e §Ag = — fapewpApe, obtém-se pelo Teorema de Noether:

oc oL’ oLt
=0 (g ) = () < (sT5.00)

0L = 0y (—f,;kfdbewake + ZZfdacfdbeWbAgAleke) :
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Isso da a corrente abaixo:
]Il:(l) = _‘ngfabcAuc + 2lfabcfadeAsA:Ayc7

e faz com que o Lagrangeano de auto-interacao seja

1 1
L= _quuaffljy - l,A,ubjzl;(l) - _Zf,uuaféw + l/fabc»FéwAubAuc - 2l,lfabcfadeAubAsAZAuc~

Agora, como o novo termo obtido desta vez nao depende das derivadas de A,,, entao,
procedendo novamente com o Teorema de Noether, obter-se-4 a mesma corrente: jb @ T @,
Portanto, a obtencao da corrente de auto-interagao acaba aqui. Utilizando os valores I = % ge
l = 411 g para as constantes de acoplamento I’ e [, o Lagrangeano poderd ser finalmente escrito

da forma:

L=——F,F",

onde agora

F;u/a = auAya - ayAua - gfabcAubAyca

é o field strength que atua na representacao adjunta do grupo sob a qual o Lagrangeano é
invariante, com constante de acoplamento g para a auto-interacao dos campos.
Convencionalmente, adota-se a notacao de campo

A, =A,G,

pois, seguindo a construcao de uma teoria de gauge nao-Abeliana, o campo fundamental da
teoria (o campo de gauge) toma valores na algebra do grupo de simetria ao qual esta associado.
Nesta convencao, o field strength de campos de spin-1 sera:

Fo = 0,4, — 0,A, +ig[Au, A

Antes de introduzir o setor de matéria, construiremos uma teoria de gauge nao-Abeliana
usando apenas os campos de Yang-Mills, extraindo ao maximo a estrutura nao-Abeliana dos
campos, para depois incluirmos a interacao com a matéria e as constantes de acoplamento.

Por definicao, seja

D, =0, +1gA,

o operador derivada covariante desta teoria de gauge, o qual deve ser usado para atuar em
campos que estejam numa representacao arbitraria. Com este operador obtém-se o mesmo
tensor de intensidade de campos pela definicao:

F = _é [D,,D,] = F, = 0,A, — 0,A, +ig[A,, A).
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Mas quando estivermos trabalhando com campos pertencentes a representagao adjunta, a
derivada covariante assumira a forma:

V,=0,+ig[A, ]
Partindo do Lagrangeano que descreve a propagacao de campos nao-Abelianos auto-interagentes

1 v
E = —mtT (FMVFN ),

obtém-se pelo Principio Variacional a equagao de campo desse sistema:
O, F* +ig[A,, F*] =0 ou V. " = 0.

Esta equacao nos informa que, como haviamos notado, para descrever a auto-interacao de
campos vetoriais de spin-1 é necessario que eles estejam atuando na representacao adjunta do
grupo de simetria do sistema.

Pela estrutura do tensor F),, e pelo uso da identidade de Jacobi, chega-se a identidade de
Bianchi deste sistema:

Vb +VyFy, +ViE,, =0.
Portanto, concluimos que as equagoes de campo de Yang-Mills sao
V. F* =0
V. F* = 0.
Multiplicando a primeira equacao por F,j, usando a identidade de Bianchi e notando que

o operador V, respeita a regra do produto de Leibniz, chega-se a equacao da conservacao de
energia e de momento dos campos:

1
v, (F‘“’Fyk + ZagFaﬁFaﬁ) =0 ou V,0" =0,

onde

a

1
@#k = F}" vka T ZégFfﬂFaﬂa

¢é o tensor energia-momento dos campos de Yang-Mills.
Definindo os campos elétrico e magnético, respectivamente, por

. . ) 1 .. )
E, = -F7 B, = 5t F!
— 8? — — - 1 /= —
E,=-VA o+ oL AL, B,=V x A, — 59 (3 x &)
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e abrindo as componentes do tensor energia-momento, obtemos:

o= (B BT B,

que é a densidade de energia dos campos nao-Abelianos;

oA (7).

a qual é a densidade de momento dos campos;

oL by (= = S
0" = (E;Eg + BB+ (Ea- B+ B.- Ba)>

o qual é o stress tensor dos campos nao-Abelianos.
Abrindo as equagoes de campo de Yang-Mills em termos dos campos elétrico E! e magnético
B!, podemos obter as equagoes tipo-Maxwell nao-Abelianas no vacuo:

¥ Bt ot (A, B) 0
¥ Bt afus Bomo
© % B Al g (A B) =0

ot

OF,

? X Ea + gfabcASEi - gfabc (zb X §c> = ata-

De acordo com as equacoes dos divergentes de ﬁa e de ?a, notemos que o campo bosonico

atua como fonte para a criacao dos campos elétrico e magnético nao-Abelianos, sem a presenca

da matéria fermionica. Ou seja, para o caso do campo magnético, podemos concluir que os

campos bosonicos que auto-interagem entre si sao capazes de criar um monopdlo magnético

sem a presenca de férmions, diferentemente da eletrodinamica de Maxwell. Mas, nesta teoria,

como os campos elétrico e magnético nao sao invariantes de gauge, entao eles nao possuem
nenhum significado fisico.

2.4 Interacao de Campos de Yang-Mills com a Matéria

Suponhamos que temos um conjunto de campos fermionicos de matéria ¥; (com i = 1,..., N)
que estejam numa certa representagao irredutivel de um grupo SU(N), ndo necessariamente a
representacao adjunta. Nessa representacgao, sua transformacao de calibre sera:

U = 8;¥;, onde S = e“Ce.
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Comecaremos descrevendo um sistema de campos fermionicos com simetria global, a partir
do qual chegaremos num outro sistema com simetria local. A matéria fermionica fundamental
¢é descrita pelo Lagrangeano de Dirac

L= ﬁ,w“((),)l/,
que, ao possuir invariancia global, implica em S'S = 1. Ou seja, o sistema ¢ invariante sob

transformagoes do grupo SU(N).
Pelo Teorema de Noether, obtemos a seguinte corrente fermionica para este sistemas:

\I/; = (eiwaGa) \I/j = (S‘Ifl = 1w, (Ga)-- \I/j

i v

oL _
— ST = — A W) = u(ferm) _
0L =0, (a (811,\111')5\1[1) wWe0, <\I/m (Ga)y \I/j> Wa 0y, JE 0

Jaﬂ(ferm) = U, (Ga)z'j 0.

Ao introduzirmos o campo de gauge A,,, o qual se acopla com a matéria pela constante de
acoplamento e, teremos

L= @iwuau\pi _ eAMaJ(l;(ferm)
L= Vi 0,V; — eV Ayq (Ga)y; W5 = Wiin” (aufsif tiedu (G“)U> b
L = Wiyt (Ou + ieAM)ij W

L=Viy"D,V.

Entao, para que o Lagrangeano permanegca invariante, ¢ necessario que o termo D,V sofra
a mesma transformacao de U:

(D,¥) = SD,¥ ou D, =5D,S™"

0,0 +ie ALV = SO, + ieS A,V
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SO + (9,5) W + ie AL SV = SO, + ieS A,V

Al = SAST + = (9,8) 57"

Como resultado final, o Lagrangeano para a interagao de campos de Yang-Mills com a
matéria sera:

1 —
L=~ FuaFl + Wiy D, V.

Portanto, como indicado pela parte nao-homogénea da transformacao de gauge do campo
A, a simetria de Yang-Mills se tornou local, mesmo comegando de forma global. Isso mostra
que a teoria de Yang-Mills, a qual se trata de uma teoria de gauge de particulas de spin-1 em
auto-interagao, foi construida inicialmente pela simetria global mas ainda persistiu em simetria
local. Como no caso Abeliano, a simetria local aparece como bonus da teoria e nao como um
ponto de partida. Ela é 1til no papel de filtrar o spin-0, deixando passar apenas o spin-1 do
campo de gauge.

Ao inserirmos essa transformacao de gauge do campo A, no tensor field strength F),,
notaremos que ele se transforma homogeneamente:

F, = SF,S™".

Agora vamos estudar um sistema onde hajam campos de Yang-Mills interagindo com cor-
rentes de matéria de espécie desconhecida. Neste sistema, a simetria de gauge determina como
as correntes de matéria devem se transformar. O Lagrangeano é dado por

1 v
L= —mtr (FMVF'U' ) - A#J#L,

de modo que a equacgao dos campos de Yang-Mills obtida pelo Principio Variacional passa a ser

O™ +ig Ay, ™ = Jb = VP =Jr.

Realizando uma transformacao de gauge nessa equacao de campo e, com o uso das trans-
formagoes de gauge de A, e F},,, concluiremos que a corrente de matéria sente a transformacao
de gauge da forma

Jr =8 st ou = (J"), SG.S™1,

ou seja, é uma corrente covariante que atua na representacao adjunta do grupo SU(N). A
equacao de campo V,F* = J” nao permanece invariante apés uma transformacao de gauge,
porém ela mantém a sua mesma forma
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/ pv __ Jlv
VI E =g

ou seja, esta equacao de Yang-Mills também é uma equacao covariante.

Diferentemente da eletrodinamica Abeliana de Maxwell, a qual possui como corrente eletro-
magnética uma corrente constituida apenas de férmions eletricamente carregados, a corrente
de matéria de Yang-Mills nao é conservada

0, J" £ 0,

pois os campos de Yang-Mills também possuem carga associada a simetria do sistema. Mas ja
que a corrente de matéria é uma corrente covariante que atua na representacao adjunta, entao
aplicando o operador V, na equacao de Yang-Mills e usando a identidade de Bianchi, chega-se
a conclusao de que ela é uma corrente conservada no sentido covariante

V.V, F* =V,J, =0.
Essa equacao ¢é valida mesmo apos a realizacao de transformacoes de gauge
VIV F = = 0,
Escrevendo a equacao de Yang-Mills da forma
OuF™ = Tt — ig [ A, P,

juntando a corrente dos portadores de carga com a corrente de auto-interacao dos campos de
gauge, agora sim notemos que aparecera uma grandeza conservada

0" = J)’;M = &,J;M =0,
onde

s = I — 19 [Ay, T,

¢ a corrente total de Yang-Mills que contém a carga da matéria e a carga acumulada nos
campos de gauge auto-interagentes. Essa corrente continua sendo conservada no sentido estrito
em qualquer sistema de calibre

nuy v v __
QF™ = J" = 9,0, =0,

mas nao é uma corrente covariante. Em teorias de gauge nao-Abelianas geralmente aparecem
dois tipos de correntes: uma covariante sob as transformacoes de gauge e outra conservada no
sentido estrito.

A realizacdo de uma transformacao de gauge mexe na parte longitudinal dos campos de
Yang-Mills e isso acaba alterando a carga dos setores de gauge, ja que os campos de calibre
nao-Abelianos sao carregados. Ou seja, é como se a realizacao de uma transformagcao de gauge
inserisse objetos longitudinais carregados numa configuracao de campos de Yang-Mills pura-
mente transversal, alterando a sua carga sem mexer no conteido de spin da matéria. E por isso
que, dentre as duas correntes que aparecem numa teoria de gauge nao-Abeliana, aquela que é
covariante sob as transformacgoes de gauge nao ¢é estritamente conservada, enquanto que aquela
que ¢ estritamente conservada nao é covariante.
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2.5 Modelo-0 Nao-Linear

Da mesma forma que construimos uma teoria de gauge para bdsons vetoriais de spin-1 auto-
interagentes, veremos agora como construir um modelo andlogo que trata apenas de campos de
spin-0 que representam o setor longitudinal de A, conhecido como modelo-o nao-linear [39]-
[43]. Este modelo pode ser muito util em diversas aplicagoes, como a descrigado de materiais
ferromagnéticos [44] [45], o efeito hall quantico [46], a descricao da dinamica da parte longi-
tudinal de um bdson vetorial massivo apds uma quebra espontanea de simetria [47], e muito
mais.

Pela simetria de gauge, o sistema pode partir de uma configuracao inicial em que A, = 0,
o que fard com que o campo de gauge sofra a seguinte transformagao segundo Yang-Mills

A= =508 L

de tal forma que

Fo(A) = F,, (—ésaus—l) =0,

ou seja, nao ha o setor transversal de gauge.

Todo grupo de Lie estd associado a uma variedade de grupo chamada “group manifold” que
contém os seus parametros distribuidos em uma certa forma geométrica, ou seja, associado a
um grupo de Lie sempre héd um espaco curvo com o qual se possa relacionar os seus parametros
com os pontos da variedade. Como, por exemplo, os parametros do grupo SU(2) estdo numa
tri-esfera. Em cada ponto do espaco-tempo de Minkowski, podemos realizar transformagoes
gerais de coordenadas na variedade-alvo do modelo-o, sem transformar as coordenadas espaco-
temporais.

Vamos realizar a seguinte transformacgao de coordenadas

o .
= 5 dw?,
onde w, e &, representam, respectivamente, as coordenadas cartesianas e curvilineas genéricas
da variedade do grupo. O elemento de linha pode ser escrito da forma

wWa — Em(w) agm

g™ og"
" O Qb
onde, para o grupo SU(2), g, = da» € para o grupo de Lorentz g, = 71 ,. Isso mostra que a
métrica obtida apds a transformagao de coordenadas é dada por

Ow® Ow®
ogm dgn Jab
O objeto que faz a conexao entre as coordenadas planas locais w, e as coordenadas curvilineas

genéricas &, é conhecido como “vielbein”, o qual é definido como o Jacobiano dessa trans-
formacao de coordenadas

ds® = Gnd€™dE" = g dw*dw’® = g, dw®dw’,

gmn(f) =

a a
GO=56 = (O =) =55,




de modo que as transformacoes de coordenadas e da métrica possam ser escritas da forma
m __ _m a __,a b
df - ea dw gmn(é) - 6rnengab'

O espago interno da variedade do modelo-o é conhecido como espago-alvo (target space). Em
cada ponto desse espaco podemos tracar um plano tangente a variedade nesse ponto para montar
um sistema de coordenadas cartesianas e, assim, projetar qualquer vetor v da variedade tanto
em coordenadas ortogonais quanto em coordenadas curvilineas

Vamos construir um modelo-o nao-linear como uma formulagao de Yang-Mills para spin-0.
Para isso, consideremos agora o puro gauge S9,S™! que carrega apenas o setor de spin-0 de
Yang-Mills, onde

G — eiwalé(z))Ga
Expandindo esse puro gauge em poténcias de wy,
i
59,871 = —i(0,wa)G* + gfbcawb(aﬂwc)G“ + ..,

podemos notar que ele toma valores na algebra de Lie do grupo de simetria e, transformando
o operador derivada estrita

8# = aufmam com Op = ——

podemos concluir que
S@NS_1 = SamS_lﬁﬂém = —iey G,0,6™.

Vamos criar um Lagrangeano para o modelo-o nao-linear que descreve a propagagao dos
seus campos escalares. Para isto, analisemos o seguinte termo

tr[(S9,571) (59" S71)],

o qual é formado pelo traco do produto de dois setores de spin-0 e possui a mesma forma que
o Lagrangeano de Yang-Mills.

tr[(80,571)(80"S™)] = —enen(9,8™)(0"E"tr[GaGh] = —C(R)dapely,r, (0uE™)(9"E")

tr[(S9,5 ) (S9"S™H)] = —C(R)gmn(9,8™)(9"€"),

onde C(R) é o coeficiente de Dynkin associado a representagao adjunta do grupo de Yang-Mills,
o qual obedece a relagao de ortogonalidade abaixo

tr(GaGly) = C(R)dus.
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Entao, temos que o Lagrangeano do modelo-o nao-linear pode ser escrito como

1
'CO' = 2_)\2.gmn (augm) (aufn)’

onde £™ sao campos escalares do ponto de vista do espago-tempo, porém, sao coordenadas da
variedade associada ao grupo de simetria. Estes objetos sao os bésons de Goldstone. O setor
de Goldstone se organiza na variedade curva do grupo de simetria.

Mas, para que haja um sentido fisico neste modelo, devemos saber qual é a simetria que atua
nele. Sabendo que o espago-alvo pode ser descrito por qualquer tipo de sistema de coordenadas
(planas ou curvilineas), entao realizemos uma transformagao geral de coordenadas na variedade

/
§— ¢,
conhecida como difeomorfismo. Isso nos da

1,060 = ()55 57 ) Fer00E" 55

aé/l H aélp

0"E" = g1 (€070, 0" OMET

gij(f)augiaufj = g:nn(gl)auglmaugln’
ou seja, a acao do modelo-o é completamente invariante sob transformacoes de coordenadas da
variedade alvo. Esta simetria pode ser vista da forma

a m a m

Rg'(&)R" = g(¢),

o que mostra que o modelo-o nao-linear naturalmente aparece com uma simetria local O(N)
em espacos com métricas nao-triviais.

O modelo-o nao-linear geralmente consiste de um conjunto de campos escalares auto-
interagentes num espaco D-dimensional, tendo como acao

1

So = 22

dx g,,(€)0,8"¢",
onde a auto-interagao dos campos esta na estrutura da métrica do espaco interno ao qual eles

pertencem. Pelo Principio Variacional, temos

1

05, = N

47x |09, (©)0,60"€7 + 29,,(€) (9,06") 0] = 0

[ @ B 0,0, ()0 0,7 — Dy, <5>6£ka%j—gkj<f>6§kmff] ~0

5 [ 4% o000 - @gkj(é)augiaﬂéj - (08! o¢* =0
gkjaﬂaugj + <3igkj> NS onel — kzgwauf "¢ = 0.
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Multiplicando & esquerda por g* e usando a propriedade Y gt = 5;, obtemos
|
5’u8“§l +gkl <aigkj) 9, Ltomed — ngl ( kgm) 8,¢" grel = ()
) ) 1 . )
0,01 + gM— (a 9oy + 0,01,) OuED"E 59" (0,0,,) Bus'oe? =0

0,0+ ¢ (0,9, + 0,0, — 0,9,) DuE DT =0
Portanto, temos que a equacao de Euler-Lagrange do modelo-o nao-linear é
0¢' +T,0,8'0"¢ =0,
onde
!

% (8 Ypj T 0, G — akgij>

¢ o simbolo de Christoffel. O primeiro termo da equacgao de Fuler-Lagrange do modelo-o trata
da parte de campo livre enquanto o segundo termo descreve a auto-interacao dos campos de
spin-0.

Lembrando que o puro gauge S9,S™!, por conter apenas o setor longitudinal de Yang-Mills,
nao quebra a simetria de calibre do tensor intensidade da teoria, entao vamos escrever o puro
gauge em termos das vielbeins para determinar a condicao geométrica que elas devem satisfazer

na variedade.
i -1 1 a m
F,w/ —;S@MS = FMV —;emGaﬁuf =0

1 1 1 1 1
Fou (—Eegaaaufm) = = O (enGuDE™) 40, (nChO,E") +ig {—ge?nGan”‘? oG

Usando 9,e%(£) = 0,e2,(£)9,&", teremos

I~m
Fuw (_éegnGaauém> N _g [(alegnaufl) G0y + eﬁlG“a“a”fm]

+ [( 20,61 GhO,E™ + €1 Grd,0,E"] + ;6“ €2 0,0, [Ga, Gy) = 0

By (_glyez"bGaaufm> - _é (0167 0u€'0E™) G = (9,60 00E 0uE™) Gy + farcern€n 0™ 0,87 Ge]
— _é [anefn - amefz, + fabce('rlzel’;n] aﬂgnallfmGC = 0
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Portanto, temos que a equacao que deve ser satisfeita pela vielbein é

On€hy = Omey + froemer, = 0,
conhecida como equagao de Maurer-Cartan.

A equacao de Euler-Lagrange do modelo ¢ nao-linear tem a mesma forma que uma equagao
de geodésica num espago curvo e a equacao de Maurer-Cartan é uma equacao que aparece
muito em gravitacao. E como todo o modelo-o nao-linear foi construido a partir de uma pura
teoria de Yang-Mills, podemos notar que o formalismo tedérico de Yang-Mills pode ser usado
para construir uma teoria de gauge para a gravitagao e com torgao [48]-[50].

2.6 Conclusoes

As simetrias naturais das interagoes de gauge emergem da geometria do espaco-tempo
através de seu correspondente grupo de simetria e suas representagoes irredutiveis de dimensao
finita. Mostramos que, partindo do Lagrangeano livre e seguindo o método de Noether, podemos
criar corrente de auto-interacao de campos bosonicos de gauge e, portanto, concluimos que os
campos bosonicos de spin-1 podem sim auto-interagir. Vimos que a auto-interacao dos campos
bosonicos gera um monopdlo magnético, sem a presenca da matéria fermionica. Vimos também
que, ao construirmos uma teoria de gauge com acoplamento minimo (derivada covariante) entre
o campo de gauge e a matéria, entao automaticamente aparece uma simetria local, mostrando
que ela nao aparece como um ponto de partida para a construcao das teorias de gauge. Ao
construirmos o modelo-o nao-linear a partir de um puro gauge de Yang-Mills, vimos que ele pode
ser gerado para descrever o setor de bdsons vetoriais massivos longitudinalmente polarizados,
sendo interpretado como uma teoria de Yang-Mills para objetos de spin-0.
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Capitulo 3

Aspectos da Quebra Espontanea de
Simetria

3.1 Introducao

A teoria de gauge nao-Abeliana proposta por C.N. Yang e R.L. Mills foi um sucesso para a
construcao do modelo padrao. Como ela foi inicialmente construida com campos de gauge de
massa nula, estava proxima da QED mas s6 que com alcance infinito. Entao, para compatibiliza-
la com a fisica das interagoes fortes e fracas, foi necessario reduzir o seu alcance e criar uma
escala de massas. O problema que Yang e Mills deixaram em aberto ao publicarem sua teoria
era o de como gerar massa’

Como em uma larga escala de massa existem certos pontos de ‘splitting” em que os estados
fundamentais se subdividem em outros estados fundamentais, entao isso indica que deva haver
um grupo de simetria mais fundamental responsavel pela origem desses novos estados quanticos
que deixam de ser simétricos a partir do ponto de splitting.

A prética da simetria em Fisica geralmente é a seguinte: objetos distintos mas de massas
muito proximas e de mesmo spin um dia foram iguais e as diferencas que se observa entre
eles sao diferencas controladas por alguma simetria que antes os colocava como particulas
idénticas. Ou seja, é a propria quebra da simetria que produz a diferenca de massa entre
as particulas do mesmo multiplete. A quebra espontanea de simetria tem sido muito bem
utilizada para a criacdo de modelos de supercondutividade para particulas elementares [20]
[51]-[56]. Veremos neste capitulo como os bdsons vetoriais adquirem massa através da quebra
espontanea de simetria.

3.2 Teorema de Goldstone

O teorema de Goldstone afirma que sempre que houver uma quebra espontanea de uma
simetria continua sob a qual a acao do sistema é invariante aparecera uma particula sem
massa e sem spin no espectro de estados quanticos, conhecida como o bdson de Goldstone.
A quebra espontanea de simetria ocorre quando o estado fundamental nao é invariante sob a
transformacao do grupo de simetria.
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O vacuo comporta-se como um estado invariante sob translacoes
P,0)=0

e sob rotagoes, por ser um escalar do grupo de Lorentz. Pelo teorema de Noether, qualquer
simetria continua do Lagrangeano implica na existéncia de uma corrente conservada J"(x)

0, J*(z) =0,

a partir da qual se pode definir, através de integracao sobre um volume finito do espaco €2, o
operador

Qalt) = /stx JO(z).

Esse operador é mais bem definido para atuar nos processos de quebra espontanea de simetria
do que o seu limite Q(t) = limg_,o, Qq(t) calculado em todo o espago, o qual é um operador
que nao existe.

Naturalmente, em sistemas onde haja simetria em jogo, o estado fundamental é assumido
como um discreto e nao-degenerado autoestado do Hamiltoniano, atuando como uma repre-
sentacao unidimensional do grupo de simetria e também como um autoestado do operador de
carga, @Q(t)|0) =|0). O espectro de todos os autoestados se dividem em multipletes de simetria,
correspondendo a representacoes irredutiveis do grupo de simetria.

Porém, quando houver quebra espontanea de simetria, o estado fundamental deixa de ser
um autoestado de Q(t),

uloy #10) = Qo) #0,

o que implica no aparecimento de infinitos estados fundamentais degenerados equivalentes ao
estado fundamental inicial, os quais sao gerados pela transformacao que o vacuo sofre pelo
grupo continuo de simetria. Isso acontece quando hé um operador de campo ®(z) cujo valor
esperado no vacuo nao ¢ invariante sob a transformacgao de simetria

(0le™@®(2)e"?|0) # (0@ (2)|0) = (0][Q, ®()]|0) # 0.

O operador @(t) nao existe como um operador de carga conservada, pois como a invariancia
translacional do vécuo implica numa invariancia translacional do estado Q(¢)|0), sua norma
tendera ao infinito

01Q()Q(1)[0) = / 0x(07°(2)Q(1)]0) = / d{0]e P 1°(0)e P Q(1)[0)

_ / d*x(0].7°(0)Q(0)|0),

o que diverge, ja que o integrando é independente de z e QQ|0) # 0. Dessa forma, o estado
Q(1)|0) nao existe no espago de Hilbert do sistema.

O comutador de Qq(t) com um observéavel local A é independente do tempo quando o
volume ) for grande, pois, pela conservagao da corrente

-

0= [ a0, 0.4 =0, [ Exlr0, ) + [ 450, Aw)
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de modo que, tomando o limite de 2 — 0o, obtém-se

ja que quando o volume se torna grande demais a integral superficial vai a zero porque o seu

integrando involve operadores locais separados por um intervalo muito longo do tipo-espaco.
Para provar o teorema de Goldstone, assumiremos que haja uma corrente conservada e um

operador de campo bosénico ®(z) que expresse a nao-invariancia do vacuo sob a simetria

da = lim (0[[Qa(t), ®(0)]|0) # 0.

Inserindo uma base completa de estados intermediarios
da = lim Z/ d*x[(0]7°(%; 1) |n) (n|@(0)|0) — (0| (0)[n) (n]J*(%; 1)|0)]

e aproveitando o fato de que a invariancia translacional implica em

Jo(.’E) — eiP-:pJo(O)efiP-x

O(x) = eiP'“I)(O)e’iP*”,

temos

da= Jin 3 [ @017 (O) ) n[®(0)0)e" = QB0 a0} "]

=Y (2n)*6* () [(01°(0)|n) (n|@(0)[0)e """ — (0] (0)[n)(n|J*(0)[0)e] # 0.
Vimos pela conservacao da corrente que

Eéa = 0,

entao podemos chegar a

0= Z (2m)36%(P,)E,, [(0].7°(0) |n) (n|®(0)|0)e =Bt + (0|D(0)|n) <n|Jo(O)’0>ez’Ent]'

n

Logo, para que essas equagoes sejam respeitadas, é necessario que exista um estado |n) para
o qual (0]J°(0)|n)(n|®(0)]0) # 0 e que E, = 0 para P, = 0. E um estado nao-massivo que
possui 0os mesmos nuimeros quanticos dos operadores J° e ®.

Esses estados nao-massivos sao os bosons de Goldstone associados a quebra da simetria.
Eles nao precisam necessariamente ser observaveis. O teorema de Goldstone é verdadeiro
independentemente da teoria de perturbacao [57]-[60].
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3.3 Quebra Espontanea de Simetria de Gauge Abeliana

3.3.1 Simetria Global: O Setor de Goldstone

Num modelo de Teoria de Campos, o ponto de partida da quebra espontanea de simetria
é, no caso classico, a configuracao de minima energia e, no caso quantico, o estado de minima
energia. O processo da quebra espontanea de simetria é, na realidade, uma quebra pela metade,
pois a acao permanece invariante e, ao definirmos um estado de minima energia para a con-
strucao de uma Teoria Quantica de Campos, este estado é que deve ser investigado se é ou nao
invariante sob as transformacoes de simetria do Lagrangeano, além de ter que respeitar a sua
equacao de movimento.

Seja O (¢, 7) um campo genérico, pertencente a qualquer representacao do grupo de Lorentz
(escalar, espinorial, vetorial, etc...). Na sua configuracdo de minima energia, é necessario que
ele seja invariante sob translacoes: 0, =0e V& = 6> Se ®(t, 7) fosse um campo vetorial
A" ou espinorial Wy, entao terfamos, pelas transformagoes de Lorentz: A™ = A* AV # AH
e V= e st #+ U

Portanto, a tnica configuracao de campo nao-trivial que respeita a simetria de translacao
e que seja invariante de Lorentz para descrever a configuracao de minima energia é a de um
campo escalar.

Para um sistema descrito por configuragoes de campos escalares ¢, usemos o Lagrangeano

abaixo
L= 0,000 = V(p,¢"),

onde V' (¢, ¢*) é um potencial de interac¢ao entre os campos invariante sob transformagoes U(1),
o que deixa o Lagrangeano invariante sob as transformacoes continuas de fase

—iqo

@' = e 7%,

onde ¢ é a carga do campo. A escolha de ¢, = v # 0 como o estado fundamental deste
modelo provoca uma quebra espontanea de simetria, ja que essa ¢ uma escolha particular para
a configuracao de minima energia em um sistema que possui uma degenerescéncia de estados
fundamentais:

Ol = €M%, # .

Splitaremos este campo ¢ em duas partes, uma real e outra imaginaria: ¢ = @ + 19, onde
0s campos 1 e o sao reais. Pela transformacao de fase global, obtemos:

(p1 4 i) = 7 (p1 + ipa)

/

¢] = (cosqa) p1 + (singa) o
©h = — (singa) 1 + (cos qar) s.
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Realizando uma transformagcao infinitesimal, com |a| << 1, obtemos:

01 = qagps
0y = —qoup;.

O sistema pode partir de qualquer um dos estados fundamentais e, ja que a transformagao de
simetria pode leva-lo a qualquer outro, entao partiremos inicialmente da seguinte configuracao
de campos de energia minima:

P1o =V

20 O)
onde v é o valor minimo que o potencial V' (¢, ¢*) assume na configuracao de campos de minima
energia, a qual possui a seguinte estrutura de valores esperados no vacuo:

(0]p1,]0) = v (0]gg,|0) = 0.

A perturbacao desses campos no estado fundamental causada pela excitacao da simetria
leva-os a seguinte configuracao de campos:

dp1 =0 N Olo = P1, =0
dpo = —qua Py, = —qUav,

e, simultaneamente, leva o sistema a uma outra estrutura de valores esperados no vacuo:

(0[@1,10) = v (0p,|0) = —qua.

Isso mostra que a simetria induz uma perturbacao em torno da configuracao inicial, criando
uma outra configuracao com uma nova componente para o campo ¢s,, sem alterar a energia
do sistema. Isso é o que corresponde a quebra espontanea da energia, uma modificacao na
configuragao do sistema sem gastar energia.

Sendo esse campo da nova configuragao um campo constante, entao ele possui comprimento
de onda que tende a infinito e frequéncia que tende a zero. Na linguagem de campos, isso quer
dizer que a prépria simetria constroi, a partir de um vacuo nao-trivial, uma flutuacao em torno
dele que se comporta como uma onda constante de comprimento de onda que tende a infinito
e, portanto, energia nula. Se esse campo estiver associado a algum tipo de particula, isso indica
que, a partir do vacuo, gera-se uma particula sem massa. Isso foi o que abriu as portas para a
idéia do Teorema de Goldstone: a quebra espontanea de uma simetria global exige a presenca
uma particula sem massa, a “particula de Goldstone”.

Neste modelo, como a perturbac¢ao do campo ¢, induzida pela simetria (dpy, = —gav) é
que, numa interpretagao de particulas, se refere a uma particula de massa nula, entao o campo
w9 € o boson de Goldstone. E, ja que o campo ¢; é quem possui valor esperado no vacuo,
responsavel pela quebra da simetria e é quem carrega toda a informacao de que o vacuo é
nao-trivial, entao ele é a particula fisica que representa o boson de Higgs.
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Para ilustrar melhor este fato e analisar o espectro de massa do sistema apds a quebra
espontanea da simetria, usaremos o modelo do potencial renormalizével V (o, ¢*) = m?¢*p +

A(ptp)*:
L= 08,0 "0 —m*p o — A" p)?,

ou, excluindo o termo constante, o Lagrangeano fica

L= - A () - 07| |

m2
-2
Neste modelo, o valor minimo da energia ¢ obtido, através da minimizagao do potencial
V (e, ¢*), pelas configuragoes de campo:

onde v =

[0 seA>0em?>0
Yo = \%e—iqa se A >0em? <0,

onde m? é apenas um parametro com dimensao de massa ao quadrado e A é um parametro
adimensional, ja que estamos trabalhando no sistema natural de unidades: h = ¢ = 1. Para
tratarmos de um sistema em que o estado fundamental seja um estado de energia minima nao
trivial, adotaremos a condicao A > 0 e m? < 0.

v

Como 7 ¢ o valor esperado de ¢ no vacuo, entao vamos transladar o sistema para uma
outra configuragao de campos ¢’ em que o valor esperado no vacuo é nulo:

(v + 1) + ipa(x))

Sl

MWW@-%I%wWHm@)wwmz

e, inserindo este campo no Lagrangeano, obteremos:
1 1 A 2
L= 3 Lp10% 1 + 58;1%023’@2 1 (2001 + @7 + ©3)

1 1

A 2
L= Oupr)’ + 5 Oup2)” = Mt — gy (e +63) — 7 (1 +43)

Portanto, como foi previsto anteriormente, o campo - é nao-massivo enquanto que o campo
1 corresponde ao de uma particula real massiva, com uma massa de

Mil =2\ = -2m* = M, =V-2m2

o que indica que o campo @2 ¢ o0 bdson de Goldstone e o campo ¢; é o béson de Higgs.

Neste modelo, a particula de Goldstone é um bdson escalar de spin-0, enquanto que em
teorias de quebra espontanea de supersimetria aparecem férmions de Goldstone de spin semi-
inteiro.
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3.3.2 Simetria Local: O Setor de Higgs

Se a simetria do sistema for local, entao aparecerao campos de gauge para calibrar a
transformagao U(1). Para este caso, o Lagrangeano passa a ser:
1

L=—-F

7 Fw " + (D)™ (Dro) =V (0, ¢7)

onde
D, =0, +1igeA,

é a derivada covariante que acopla o campo escalar ¢ e o campo de gauge A* pela constante de
acoplamento de gauge e. Lembrando que, pela simetria de Lorentz, A,, = 0 no vacuo, entao
as configuracoes de campo de minima energia sao as mesmas das do caso anterior.

Pela andlise das representacoes unitarias irredutiveis do Grupo de Poincaré e através do
Teorema de Wigner para particulas de massa nula, sabemos que um campo vetorial de spin-1
nao-massivo possui as polarizagoes -1 e +1. Do outro lado, um campo vetorial massivo deve
apresentar modos de polarizacao -1, 0 e +1. Entao, o problema de gerar uma massa para o
campo de gauge esta em acrescentar uma polarizacao 0 ao campo vetorial de massa nula, o que
pode ser realizado acoplando-o ao gradiente de um campo escalar.

O Lagrangeano deste sistema ¢ invariante sob as transformagoes de gauge:

. 1
90/ — e—lqa(l‘)gp e A,/U — A# —|— gaua(x)

Vamos separar novamente o campo ¢ em partes real e imaginaria: ¢ = @1 + ips, com ¢ e
9 sendo reais. Pela transformacao de fase local, obtemos:

(o1 + i) = 740 (o1 + idpy)

{ ¢ = cos [qa(x)]pr + sin [ga(x)]ps
py = — sin [ga(z)|p1 + cos [ga(z)]ps.

Realizando uma transformacao infinitesimal, com |a(z)| < 1, obtemos:

{ dp1 = qa(@@z
dpg = —qa(z)p1.

Dentre todas as configuracoes de minima energia degeneradas do sistema, partiremos ini-
cialmente da seguinte:

Plo =V
{ 2. — 0, com A,, =0.

As perturbagoes que os campos escalares e o campo de gauge sofrem no estado fundamental
estao ligadas pelo parametro de calibre a(x) e valem
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Isso indica que, se a simetria for local, nao ha mais flutuagoes em torno do vacuo que se
comportem como ondas de comprimento de onda tendendo a infinito, ja que a perturbacao do
campo escalar s, nao é mais constante e, portanto, nao ha mais o béson de Goldstone.

Isolando o parametro de calibre «, obtemos:

§A, = —q%vaﬂ(agoz) ou Sy = —%@(M#) .

Isso mostra que aquilo que seria o béson de Goldstone entra exatamente na parte longitudi-
nal do campo de gauge. Ou seja, ao realizar uma perturbacao local e gerar a onda que seria do
boéson de Goldstone, surge um campo de gauge transverso que absorve essa onda e incorpora o
béson de Goldstone a ele, formando entao um campo vetorial com um grau de liberdade longi-
tudinal e, portanto, que adquire massa. Isso foi o que abriu as portas para o desenvolvimento
do mecanismo de Higgs: “a quebra espontanea de uma simetria local transforma o bdson de
Goldstone num grau de liberdade extra de polarizacao longitudinal do campo de gauge, fazendo
com que ele adquira massa” [61]-[69)].

Esse mecanismo de Higgs pode ser bem ilustrado se usarmos novamente como caso exemplar
o modelo do potencial renormalizével V (¢, ¢*) = m2p*p + X (¢*p)*:

1 , . . 1.]°
L=—EnE" +(Dup) (Do) = A [(w ) = sz] :
Novamente, translademos o campo escalar do sistema para uma configuragao em que o valor
esperado do vacuo é nulo

(1) = —= (v + @1(z) +ipa(x)),

Sl -

e, colocando no Lagrangeano, obtém-se:

1 1 1 1
L= _ZFWFW + 3 (1) + 3 (Bup2)” — M2 + §q2621}2A2 + qev A9, 00 + ¢* v A®

1 A 2
+ qeA" (910,02 — p20,01) — dvgr (9] + 03) + =d%e (1 + v3) A% — = (1 + ¢3)7,

2 4
onde A = A, A"

Realizando uma integragao por partes na agao, podemos efetuar a seguinte transformacao
no sexto termo: qevA*0,ps — —gevps (0,A*), o que mostra como o campo escalar o se
acopla com o divergente do campo vetorial A*, para ser incorporado na parte longitudinal de
A*. Analisando os termos quadraticos do Lagrangeano, nota-se que o campo ¢ esta isolado,
enquanto o campo s esta acoplado com o campo A*, formando um dublete. Pelo fato do campo
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escalar ¢y estar isolado, livre de qualquer acoplamento e possuir valor esperado no vacuo, entao
ele é quem representa o béson de Higgs, uma particula real, neutra e com uma massa de

My =2\? = —2m? = My =V —-2m2

Mas ja que o campo escalar py estd acoplado com a divergéncia do campo vetorial A* e,
pelos estudos das perturbacoes causadas pela simetria no estado fundamental concluimos que o
béson de Goldstone desaparece, entdo comecaremos escrevendo o Lagrangeano £ que acopla
w9 com A* em termos de dubletes e procuraremos uma simetria de calibre que possa eliminar
0 campo s, onde

£ = Lp pe g L@, D AY) + S A2
= qtw +§(u802)—q60902(u )+§qev :

Realizando integragoes por partes, cada termo desse Lagrangeano sofre a seguinte trans-
formacao:

1 1 1 1
- —F, F" — A0, A" = (a,m)z — —=polyps
4 2 2 2
1
@)) (auA'u) — 5 (()028“14“ — A“@uwg) e A2 = (Q#V + ww,) A'MAV,
onde O, = 17, — % e Wy = a‘g “ sao os operadores de projecao das partes transversal e

longitudinal, respectivamente, do campo vetorial A*. Entao, o Lagrangeano pode ser escrito
da forma:

1 ev 1 1
L0 = SA'T6,, A" + % (A"Duipr = 920, A) + S0 A (O + W) A” = S0
(04 ¢*e*v®) O, + ¢*e*v*wy, | qevd, AY
c@ L[ g -
2
—qevd, -4 D2

Esse Lagrangeano pode ser visto da forma £2 = ®Q®, sendo ® o dublete dos campos A"
e o e () o operador acima que atua sobre esse dublete. E, pela sua equacao de movimento,
QP = 0, nota-se que esse operador deve ser inversivel para que se possa obter, na presenca de
fontes, os propagadores dos campos em funcao das distribuicoes de correntes.

- . ~ : A|B )
Veremos se esse operador € inversivel ou nao. Sejam ) = oD )@ matriz que representa

o operador e Q7! = ( )Z( é[// ) sua inversa. Mas, realizando os cédlculos da igualdade

(o) ()= (o).

encontra-se um resultado em que

X=(A-BD'C)" = X=[DO+28*%)0] .
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Ou seja, como a matriz © é um projetor e os projetores nao sao inversiveis, entao a matriz X nao
existe. Logo, o operador §2 que atua no dublete dos campos A* e w9 nao é inversivel. Isso indica
entao que devem haver diferentes ®’s como solugoes degeneradas da equacao de movimento,
podendo passar de uma solugao para outra através de uma transformacao de gauge. Ou seja,
deve haver uma simetria de gauge sob a qual o Lagrangeano ¢ invariante.

Analisaremos 2 casos de fixagoes de calibre que levam esse sistema diferentes espectros de
particulas: o gauge unitario e o gauge renormalizavel.

% Gauge Unitario

E a fixagao de calibre que elimina o campo correspondente ao béson de Goldstone por
escolha de gauge, deixando o espectro do sistema concentrado apenas em particulas fisicas reais.
Primeiro, para compensar a quebra da simetria de gauge do campo vetorial A, (4], = A,+3,a)
causada pelo termo e?v?A?, testemos a seguinte transformacao de gauge para o campo escalar
Yo: Yy = Yo + aa, onde a é um parametro arbitrario. Estas transformagoes de gauge, apds
realizadas certas integragoes por partes, levam o Lagrangeano a

1

1 1
L£'? = -2 uw FH 4 5 (8H<p2)2 — gevpy (0,A") + 5(]262"02%12 — (a + gev) oy

2

Entao, escolhendo o valor a = —qev para o parametro a, notemos que o Lagrangeano
permanece invariante sob as seguintes transformagoes de gauge:

{ Al = A, + 0

1 1
— (—a2 + qeva + §q26202) ala — gev (a + gev) (0,A") a.

= 2 — gevay,
de modo que

1 1 1
L0 = L8 = —FuF™ + 2 (0up2)" — qevps (0,A4) + 570" A
E, como a é um parametro arbitrario, entao ele pode ser escolhido para eliminar o campo
2, da mesma forma que, no gauge de Lorentz usado na Eletrodinamica de Maxwell (9,A* = 0),

a é escolhido para eliminar o spin-0 do campo de gauge. Ou seja, escolhendo o valor

a(z) = ——gn(a),

qev
teremos a situagao especial em que ¢, = 0, o que mostra que campo escalar p, onde mora o
boéson de Goldstone pode ser eliminado por uma escolha de gauge. Essa categoria de campos
que aparecem na formulagao da teoria mas podem ser eliminados por uma escolha de gauge ¢é a
categoria dos campos compensadores, uma categoria de campos muito bem usada na formulacao
da supergravidade e da supersimetria.

Esse gauge, conhecido como gauge unitario, acaba transformando todo o Lagrangeano do
acoplamento de s com A* simplesmente num Lagrangeano de Proca:

1 1
L = =S Fu P + e A%,
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0 que comprova que a massa adquirida pelo campo vetorial A* apds essa quebra espontanea de
simetria provocada pelo Higgs ¢ de

2
2 oM

M3 = ¢*e*® = —¢%e 3 ou M? = M3 = My=qe

A

Isso mostra que, quando o bdson vetorial adquire massa, essa escala de massa pode estar
bem préxima da escala de massa da quebra espontanea da simetria, contanto que a constante
de acoplamento do processo seja de escala proxima a da unidade.

O campo de Goldstone é um campo que, caso permaneca no tratamento teérico até as
ultimas consequencias, acaba destruindo a unitariedade e, como o gauge unitario tem o papel
de eliminar esses campos compensadores, entao foi por isso que ele recebeu esse nome. Porém,
com o gauge unitario se perde a renormalizabilidade da teoria.

% Gauge Renormalizéavel ou Gauge de 't Hooft

E a fixacao de calibre que mantém o campo escalar correspondente ao béson de Goldstone
no tratamento, mas que elimina o termo de acoplamento dele com o campo vetorial. A idéia
do gauge de 't Hooft é acrescentar um Lagrangeano de fixacao de gauge que cancele o termo
misto de acoplamento. Para isso, usemos o Lagrangeano de calibre abaixo

1
28

onde § é um parametro fixo. Acrescentando esse Lagrangeano de calibre ao Lagrangeano de
acoplamento, £§,2aLge = £ 4 £/ obteremos:

L9—f = (0, A" + quvgp2)2 ,

L‘gi)“ge T T 28 (a”A#)Q * §q2€2U2A2 T 9 ((9#%)2 + 55(]262@29037

o que resulta em dois setores separados, o setor de gauge e o setor de Goldstone, com agora o
operador de propagacao dos campos sendo inversivel por estar diagonalizado.
Os campos A* e s possuem como equagoes de movimento

1
B

E, aplicando um operador 0” na equacgao de A*, obtém-se a equacao da sua parte longitudinal

o"F,, — =0,0,A" + ¢?e**A, =0 e (D - Bq26202) w9 = 0.

(D — ﬁq2e2v2) 0, A" =0,

uma equagao idéntica a do campo s, sendo ambas equacgoes do tipo Klein-Gordon para campos
escalares. Passando essas equacoes para o espago dos momenta k*,

(k2 + ﬁqzeQUQ) ku;ﬁ =0 e (k:2 + 5(]2627)2) 2 =0,

notemos que aparece um polo massivo k% = —B¢*e*v?, podendo ser taquionico se 3 > 0. Mas,
nesse caso, como a massa dessas particulas depende do parametro de gauge e a massa ¢ uma

propriedade fisica que cada particula deve ter independentemente da escolha de gauge, entao
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conclui-se que essas particulas nao sao fisicas, ou seja, o gauge de 't Hooft introduz um modo
nao-fisico de propagacao para o béson de Goldstone e deixa o campo vetorial se propagar com
um modo longitudinal nao-fisico.

Abrindo a equacao de A* e aplicando nela a equacao do setor de spin-0 do campo vetorial,
obtém-se a equacao da parte transversal de A*

(O+ ¢*e*v®) AL =0,
a qual possui um polo massivo independente do gauge
k2 = g2

o que mostra que a massa legitima fisica adquirida pelo campo vetorial A* logo apds a quebra
espontanea da simetria esta na sua parte transversal.

Em resumo, o espectro de massas obtido usando o gauge de 't Hooft possui duas particulas
fisicas reais, sendo elas o Higgs e o setor transversal do campo vetorial

Mfl = 2\0? e MZT = ¢*e*?,

e dois modos nao-fisicos, sendo eles o bdéson de Goldstone e o setor longitudinal do campo
vetorial

M = —Bq*e*v? e MjL = —fBg*e*v?

A vantagem do gauge unitario em relacao ao gauge renormalizavel é que o gauge unitério é usado
para obter o espectro de todas as particulas fisicas que ha no problema, sendo entao o mais bem
adequado para tratar de problemas fenomenoldgicos. Mas, para se estudar propriedades mais
fundamentais da teoria, como renormalizabilidade, unitariedade e a questao das anomalias, é
preciso trabalhar com todos os modos de flutuacao da teoria, sem suprimir nenhum para nao
perder elementos da contagem de renormalizacao e para isso se usa o gauge renormalizavel.

3.4 Quebra Espontanea de Simetria de Gauge nao-Abeliana:

SU(2) x U(1)

Para solucionar o problema da reducao do alcance da teoria de Yang-Mills para que ela possa
ser usada na descrigao de processos eletrofracos, foi necessario gerar massas para os bésons de
gauge. Isto é realizado através da quebra espontanea da simetria eletrofraca SUL(2) x Ug(1),
resultando na teoria eletromagnética de Maxwell U,,,(1). Primeiro investigaremos como ocorre
a quebra espontanea da simetria local SUL(2) x Ug(1) de um modo geral, independentemente
do Lagrangeano do sistema, para localizar o Higgs, os bdsons de Goldstone e como os bdsons
de gauge irao adquirir massa. Depois tratemos o problema usando o modelo do potencial
renormalizavel, em analogia com a descri¢ao das se¢oes anteriores.

Neste modelo, um em que os campos respondem a representacoes com cargas bem definidas
de SUL(2) x Ugr(1), partiremos dos seguintes principios:

* respeito a simetria de Lorentz;
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* 0s férmions sao quirais;
* o setor left é organizado por um dublete de SU(2) e o setor right por um singlete de U(1);
* pressupoe-se a existéncia da natureza de um setor de escalares.

Neste modelo, os neutrinos sao descritos como particulas sem massa. O setor left é descrito
por um dublete de espinores leptonicos de quiralidade left sujeito as transformagoes SUL(2) e
Ur(1), enquanto o setor right é descrito por um singlete de espinor leptonico de quiralidade
right sujeito a transformagao Ug(1), sendo ambos designados por

L= R:le
I

onde [ se refere ao 1épton em questao (e, 4 ou 7) com seu correspondente neutrino ;. O setor
right consiste apenas de um singlete leptonico porque, de acordo com a quebra da paridade do
modelo padrao, os neutrinos sé possuem a quiralidade left. Usaremos o setor leptonico como
constituinte da matéria para estudar este modelo, mas, quanto ao setor de quarks, usa-se um
dublete left formado por uma familia de quarks (q1 1 G L) com seus correspondentes singletes
right ¢, € g,p, Pois este modelo também atua no setor de quarks. Esquematicamente, este
modelo consiste no seguinte processo de quebra de simetria:

246 Gev 246 Gev

SUL(2) x Ur(1) U (1) ou SUL(2) x Uy(1)

Higgs Higgs

Uern(1)

em que a simetria SUL(2) do setor left estd associada com o nimero quantico I, a simetria
Ur(1) do setor right estd associada com o nimero quantico Y e, numa faixa de energia de
aproximadamente 246 Gev, o setor de Higgs aparece e quebra as simetrias SUL(2) e Ur(1),
deixando apenas a simetria do setor eletromagnético U,,,(1) atuando no sistema.

Do ponto de vista da mecanica quantica, como todo e qualquer estado fisico tem que ter
carga elétrica bem determinada, entao vamos associar o operador de carga elétrica com os
nimeros quanticos dos grupos SU(2) e U(1), o que pode ser bem realizado pela relagao de
Gell-Mann-Nishijima:

Y
Qem:I?)_'__a

2
onde I3 é o isospin de SU(2) e Y ¢ a hipercarga de U(1). Esta relacao estrutural é introduzida
tomando por base a relagao correspondente no estudo da simetria SU(3) de sabor no chamado
Modelo Eightfold Way de Gell-Mann para a Fisica de hadrons.

O setor de Higgs ¢é introduzido com base na covariancia relativistica, na idéia de quebra
espontanea de simetria e em harmonia com requisitos fundamentais, como causalidade e renor-
malizabilidade. Isso porque, de acordo com o grupo de Lorentz, campos escalares podem ser
convenientemente aglutinados a campos vetoriais para fornecer massa aos campos vetoriais e,
também, podem acoplar o setor left com o setor right dos férmions para gerar massa ao setor
fermionico, sem violar a simetria de Lorentz nem a renormalizabilidade do modelo. Os campos
escalares sao, entao, usados para a determinacao de escalas de massas em que a teoria a ser
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construida possa ter efeito.Vamos introduzir um dublete de escalares complexos para efetuar o
papel do Higgs de quebrar a simetria SUL(2) x Ugr(1)
e
b —

o0
em que as componentes superior e inferior possuem, respectivamente, carga eletromagnética
+1 e 0. Nesse dublete, como os campos o) e () possuem, respectivamente, isospin +% e —%,
entao nota-se, pela relacao de Gell-Mann-Nishijima, que a hipercarga que esse dublete possui
para responder as transformagoes Ur(1) vale +1, Y (®) = +1. Separaremos os campos desse

dublete em duas partes, uma real e outra imaginaria pura

P1 + 12
b =

Y3 + 1Py

em que p1,(92,(03 € Y4 SA0 Teais.

Neste modelo, como estamos querendo preservar a simetria U,,,(1) da interacao eletro-
magnética, ja que ela atua tanto nas escalas de baixa energia (E ~ 1 ev) quanto nas escalas de
alta energia (FE ~ 1 Tev), entao escolheremos como configuragao do estado fundamental para
o dublete de escalares uma configuracao de carga elétrica nula:

onde v é o valor minimo de energia que o setor de escalares assume no estado fundamental.
Esta configuragdo de campos provoca uma quebra espontanea nas simetrias SUL(2) e Ug(1)

/ ;24 / —i —i
P =3P, # D, e P = e PP, =D, £ D,
Vamos ver se essa configuracao de campos preserva a simetria eletromagnética:

0 emi(+3+3)e 0
P = e Wem?p, = = = = O =0,

Entao, como esperado, a configuracao de campos escalares de minima energia que escolhemos
preserva a simetria eletromagnética U, (1), j4 que a componente superior possui uma fase de
transformacao mas é nula nessa configuracao, enquanto a componente inferior nao é nula mas
nao possui fase de transformacao. Agora vamos determinar, dentre todos os campos escalares
do dublete, quais atuam como bdsons de Goldstone sob as transformagoes SUL(2) e Ugr(1) e
quais atuam como o Higgs desse modelo.

Pelo grupo SU;(2), o dublete de escalares sofre a seguinte transformagao:

L, O
=7,
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a qual, sendo infinitesimal, implica na variacao

o 5@(+) . 93 (91 - 292) 90(+)
(SQO(O) (01 -+ Z92> —63 90(0)

Spt) = % [93¢(+) + (0, — i6;) 90(0)}

500 = £ [(6; + i) o) — G500)] |

Na configuracao do estado fundamental, teremos

5™ = 1(0) —ifly) v d1 +i0py = 3000 +i301v
‘ =
5o® = —i00 o3 +ibps = —i3030,
o que implica em
1 1 1
dpr = S 0ipz = b op3 =0 0oy = —500s.

E pelo grupo Uy (1), o dublete de escalares sofre a transformagao
P = e PP,
a qual, sendo infinitesimal, implica nas seguintes variagoes dos campos
01 = gy B2 03 = gy Bepa

dpr = —qy 1 0y = —qy B3,

onde, na configuracao do estado fundamental, teremos:
op1 =0 02 =0 o3 =0 0ps = —qyvp.

No caso da simetria local SU(2), como os campos escalares ¢1,p2 € 4 830 0s que sofrem
flutuacoes no estado fundamental para gerarem massa para o béson vetorial da simetria de gauge
SUr(2), entao eles sao os bésons de Goldstone segundo o setor SU(2). No caso da simetria local
Uy (1), j& que o campo escalar ¢, é aquele que sofre flutuagdes no estado fundamental para
poder gerar massa para o bdson vetorial da simetria de gauge Uy (1), entdo ele é o bdson de
Goldstone segundo o setor U(1). E como o campo @3 é o tnico campo escalar que nao sofre
variagoes no estado fundamental sob nenhuma das transformagoes e possui valor esperado no
vacuo, entao ele é quem assume o papel do Higgs neste modelo em que estamos trabalhando:
SUL(2) x Up(1) *2"% U (1).

Sejam B, = B,;5 e Y, , respectivamente, os bosons de gauge associados as simetrias
SUL(2) e Ug(1), os quais possuem como constantes de acoplamento da interagao deles com a
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matéria, respectivamente, g e ¢’. Ja que o campo B, é um campo nao-Abeliano, entao, como
foi mostrado no Capitulo 1, sua transformacao de calibre é

/ — t -
B, = SB,S 1+E(8HS)S !

onde S = €% & a matriz de transformacio do grupo SU.(2). Para identificarmos como os
bésons de Goldstone sao absorvidos pelo setor longitudinal do campo vetorial B,,, realizaremos
uma transformagao infinitesimal, com [6;| < 1

r_ 0. 71 e 1 ) i
B, = <1+2912>Bu <1 29,2> g(@uﬁz) 5
/ . g; 1 ag;

B,u = B,u + 7,62' |:5, BM:| — 5 (a,uez) 5

. o; 0 1 o
5BH = Z‘giB‘uj [5, ?j} - 5 (auek) 7k

Ok Ok 1 (o
(SB,uk? == —eiijiBw-? — ; (8u0k) ?,
0 que nos leva ao seguinte resultado:
1
5Buk == _eiijiBuj — E (Olﬂk) .

Usando o resultado que obtivemos para a perturbagao dos campos escalares ¢; no estado
fundamental segundo a transformacao SUs(2), concluimos que as 3 componentes de B, sofrem
as seguintes flutuagdes no vacuo:

0By = —02Byus — 20,(00)
0Bus = —03By1 — 20,(0¢1)

(SBH:J, = —elBug -+ 9%8“(&04) .

No caso da simetria Uy (1), como é um caso Abeliano de simetria de gauge, entao o seu

béson de gauge Y, se transforma da mesma forma que o campo vetorial A, da eletrodinamica
de Maxwell

1

36



E usando o resultado que obtivemos para a perturbagao dos campos escalares ; no estado
fundamental segundo a transformacao Uy (1), notemos que este campo sofre a seguinte flutuacao
no vacuo:

1

5V, = ———
gvqy

p au(5¢4)~

Portanto, concluimos que, apds a quebra espontanea da simetria SUp(2) provocada pelo
Higgs, os campos escalares que descrevem os bésons de Goldstone do setor SU(2) (1, @2 € ¢4)
sao absorvidos nas partes longitudinais dos campos de gauge B,; desse setor, acrescentando um
grau de liberdade extra da polarizacao 0, de modo que os campos de gauge adquiram massa. E,
analogamente, concluimos que, apds a quebra espontanea da simetria Ug(1) provocada também
pelo Higgs, o campo escalar correspondente ao béson de Goldstone do setor U(1) é absorvido na
parte longitudinal do campo de gauge Y}, desse setor, acrescentando um grau de liberdade extra
da polarizagao 0, de modo que o campo de gauge adquira uma massa finita. Isso indica que,
apds a quebra espontanea da simetria de gauge do sistema, a parte longitudinal dos bdsons
massivos de spin-1 pode ser descrita por um modelo-o nao-linear constituido pelo setor dos
bosons escalares de Goldstone.

Agora vamos ilustrar bem esse processo da quebra espontanea da simetria SUL(2) x Ugr(1)
usando o Lagrangeano de cada setor de interacao, onde o Lagrangeano total do sistema é
dividido nos setores de Yang-Mills, leptonico, de Higgs e de Yukawa:

L = EYfM + £lépton + £Higgs T £Yukawa.

Quanto ao setor de Yang-Mills, o qual trata dos campos de gauge das simetrias SU.(2) e
Ur(1), o seu Lagrangeano invariante de gauge é dado por

1 1
£Y—M _ _ZFMViF’iNV o ZGuuGuya

onde
Fuw‘ = auBm‘ - 8,,Bm~ - geijk‘BujBuk € GMV = 8MY1/ - &,YN

sao, respectivamente, os field strength dos campos de gauge das simetrias SU.(2) e Ugr(1). Por
enquanto, antes da quebra espontanea da simetria, isso corresponde a quatro bdsons de gauge
nao-massivos.

Quanto ao caso do setor leptonico de matéria, o seu Lagrangeano invariante de gauge é dado
por

L% = Lin" D, L + Rin* D, R,
onde D,L e D,R sao as derivadas covariantes que agem, respectivamente, nos setores left e

right e valem

oi y* g q
DuL = 0uL+igBu T L+ig Y.L = L +i5Buoil — iYL
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YR
DMR = 8MR + ZgITYNR = aMR — ig/YuR,

pois, como vimos, o setor left sofre a agao das simetrias SUL(2) e Ug(1) com hipercarga fraca
Y1 = —1, enquanto o setor right sofre apenas a acao da simetria Ug(1) com hipercarga fraca
YE = -2

O Lagrangeano de Yukawa trata do acoplamento entre o setor leptonico e o setor de Higgs,
sendo entao o responsavel pela geracao das massas dos 1éptons. De acordo com argumentos
de contagem de poténcia, a renormalizabilidade, num espaco quadridimensional como o de
Minkowski, pede que estes acoplamentos sejam construidos da forma L®R e R®'L (acopla-
mentos de Yukawa), deixando o Lagrangeano invariante sob as transformagoes SUL(2) e Ug(1).
Entao, o Lagrangeano de Yukawa pode ser escrito da forma

cree — — f TOR — f,ROTL,

onde f,- é a constante de acoplamento de Yukawa.

Quanto ao setor de Higgs, usaremos o modelo do potencial renormalizavel compativel com
a simetria de gauge V(®, ®) = m2®Td + A (CDTCI))Q, de modo que o seu Lagrangeano invariante
de gauge seja

[ Higgs _ (DM(I))T (DFD) — X {(qﬂq)) — %m} 2,

_m2
2X
do potencial. Para que o sistema possa flutuar em torno de um valor minimo nao-trivial estavel,

é necessario que A > 0 e m? < 0.

O campo quantico do setor de Higgs é descrito por uma configuracao que representa as
suas flutuagoes em torno do seu estado fundamental. Sejam entao ®, e H, respectivamente, os
dubletes do estado fundamental e das flutuacoes, dados por

onde \/Li =[P, = é o valor esperado do Higgs no vacuo, obtido através da minimizacao

1 0 1 X + i€
(b = —= H:—
T2\, V2

p+io
de modo que o campo quantico de Higgs seja

1 X + i€
P=0,+H = &=
V2 (v+p) +io

Mas, atuando no gauge unitario, podemos eliminar os campos do dublete que nao possuem
valor esperado no vacuo, o que reduz o campo de Higgs a forma

- —
V2 v+ H(z)
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A derivada covariante do setor de Higgs, o qual sofre efeito das transformagoes SUL(2) e
Ur(1), é dada por:
Oig Y g g
E(D + g TYM(I) = 8M(I> —+ 2§Bm’0i© + 71— B YM(I)

Inserindo o campo de Higgs nessa derivada covariante e no potencial renormalizavel, obter-
emos o Lagrangeano de Higgs da forma:

D,® = 9,® + igB

2 12,,2

gg’vQ

) 1 2 2,2
[ Higes 5 (aMHf —\EH? £ %W,EJF)W“(_) + % (Bu3)2 — BsY"+ &yﬁ —\WH?
2 2 / 12 )\ 2
R L U N 4“ HBung‘——g‘(;vHB gy —ZH L g o)

2 4 a 4 4

2 / /2
g 99 g
+§H2B#33§‘ — TH2BH3Y“ + gﬂzyﬂw,

onde

1 , _ 1
W15+) = E (Bul - ZB,UQ) e VV/E ) = E

Olhando para os termos quadraticos e bilineares do Lagran%eano de H1ggs notemos que,
como o campo de Higgs H e os bdsons vetoriais carregados W ) estdo isolados sem

acoplamento com nenhum outro campo, entao suas massas valem

(Bul + ZBM) :

2 2 2 9 o
M, =2 v e MW =7 v
Mas quanto aos campos B,z e Y),, podemos notar que eles estao acoplados entre si, o que indica
que os termos quadraticos de cada um nao contém todas as suas correspondentes massas. Para
isso, ¢ necessario diagonalizar a matriz de massa dos campos B,3 ¢ Y, sendo ela a matriz
abaixo

Essa matriz possui um determinante nulo, o que indica que em sua base diagonalizada um
de seus campos seja nao-massivo. E ja que ela é uma matriz simétrica, entao ela pode ser
diagonalizada por uma matriz ortogonal de SO(2). Vejamos um caso geral. Seja A uma matriz
real simétrica 2 x 2 qualquer e R uma matriz real ortogonal 2 x 2

a ¢ cosf) —sinf
A= R =
c b sinf cos®

Diagonalizando a matriz A pela matriz R,

acos?6 + bsin? f — ¢sin 260 000829—1’_7“sin29
RART = ;
CCOSQQ—Z’_T“sin%' bcos? 0 + asin? + csin 20
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nota-se que a matriz ortogonal responséavel pela diagonalizacao é aquela que respeita a seguinte
relagao:

2c

_a/.

tan 20 =
an 2

Entao, para o nosso caso de diagonalizar a matriz M, usaremos a matriz ortogonal em que
o angulo de rotacao ¢ dado por

~

—2g4’' 24 2tan6,,
tan?@W: = )2: 1—tan20W = tan@w—

Q\
no
|
Q
no
[S—y
|
VRS
@[]
@ |9

o que da

. g g
sin 9W = e cosf

VPt AN

onde 6, é referido como o angulo de Weinberg. A base diagonalizada de M sera uma base
formada pelos campos Z,, e A, tais que

Z, = cost, B,z —sinf Y,
Ay =sin, B3+ cosf,,Y,.

Inserindo esses campos no Lagrangeano de Higgs, obteremos

Higgs _ 1 2772 9 () 1r70(=) (9° + 97 2 2 5 A

L —5(8MH) — N H*+ 4 (U—I—H) W, W +T(U—I—H) Z,— H —ZH.

Agora, os termos quadraticos mostram que, dos dois campos vetoriais que surgiram para

diagonalizar o Lagrangeano de Higgs, o campo A, ¢ nao-massivo enquanto o campo 7, é
massivo e possui uma massa de

2 /2 2
W tg)v o Vet M, =0,

Mz = 1 2

o que indica que o campo vetorial A, é o mediador da interagao eletromagnética, féton, enquanto

que os campos vetotiais Z,,, W,SJF) e W,Ef) sao os atualmente conhecidos mésons vetoriais neutro
e carregados da interacao fraca.

Abrindo o Lagrangeano do setor leptonico na base dos bésons vetoriais A, e Z,, ele assumira
a forma

[lépton _ Z;leuauylL + ZZW“@J +g Z sin szfyﬂlAM
1 l

l

0s 20, ' - 1 - B
Z { Ly, = sin® 0, 1yl — 2 70" ] =75 Z [ VLW + ZLVMVZLW;E :
I
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Llepton — ZI/ iy < 75) ot + le”a [+ eZly“lA

g cos 20, - . _ 1_, l
+—2€OSQW;{ 2le“(l—75)1—S1n2ewlv*‘(1+75)1—§Mﬂ(1—%)y Z,

% S P (=) WD + I (1 = y5) V']
l

02#__
COS@ i V2

Llepton — Z vyt ( 75) Ouv —i—le Oul+eJ;"™ AF+ [Jl(f)W“(Jr) + Jﬁ)W“(_)} ,
o que mostra que, ao ser o béson de gauge acoplado a corrente neutra J 2, o méson vetorial Z, é

neutro e, quanto aos bdsons vetoriais carregados Wfr) e W,Ef), ao se acoplarem respectivamente
com as correntes carregadas J,Sf) e J,S+), possuem cargas eletromagnéticas + e —. Quanto ao
caso do campo vetorial nao-massivo A,, notemos que ele se acopla a corrente eletromagnética
Ji™ com uma constante de acoplamento e origindria de outros parametros mais fundamentais
dada por

e=gsint,,

Inserindo o campo de Higgs no Lagrangeano de Yukawa, obtemos

ukawa f(l) 7 7 f(l) 7 7
EY k = —ﬁv ; (ZLZR + lRlL) o E ; (ZLZR + lRlL) H>

o que mostra que, apés a quebra da simetria provocada pelo Higgs, os léptons carregados
adquirem uma massa de

fo

V2

e 0s neutrinos permanecem sem massa porque nao ha neutrinos de quiralidade right.
Escrevendo os tensores intensidade de campo F),; e G, em termos dos bdsons vetoriais

m; = v,

carregados W,EH e W,S_) e dos bdsons vetoriais neutros A, e Z,, o Lagrangeano de Yang-Mills
assumira a forma

EYfM — _i [

I

Fpu + ie (WOW — WV(”W())f—i [Zys + g cos 0, (WHWS) — wHW )]
= % [(8,W ) = a,W ) —ie (WD A, — WA, —igeosb, (W2, - WD z,)],

onde F,, = 0,A, —0,A, e Z,, = 0,2, — 0,7, sao os tensores intensidade de campo associados
aos bdésons vetoriais neutros A, e Z,.
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3.5 Conclusoes

Vimos como ¢é possivel gerar massa para os bésons vetoriais através da quebra espontanea
de simetria, tanto para casos Abelianos de simetria U(1) quanto para o caso nao-Abeliano da
simetria SU(2) x U(1), o que é bem 1til para o estudo de sistemas com interagoes de alcance
finito. Estudamos os 2 principais tipos de fixacao de calibre, os quais sao o gauge unitéario e
o gauge renormalizavel, sendo que o primeiro trata da descricao das particulas fisicas reais e o
segundo ¢é usado para estudar a renormalizabilidade da teoria.

Ja que o modelo de Higgs foi o modelo de quebra espontanea de simetria mais usado na
construcao do modelo padrao em fisica de particulas e ja foi aplicado diversas vezes em matéria
condensada, entao veremos no proximo capitulo se esse modelo pode ser bem aplicado a teorias
de gauge de spin-2, o que é o caso da gravitacgao.
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Capitulo 4

Geracao de Massa no Setor de Spin-2

4.1 Introducao

A gravitagao pode ser bem tratada como uma teoria de Yang-Mills [48]-[50], possuindo dois
setores de simetria de gauge: o setor das transformacoes de Lorentz e o setor das transformagoes
gerais de coordenadas (difeomorfismo), os quais sao setores que tratam de objetos situados em
espacos diferentes, mas que podem se conectar pelas vielbeins. A gravitacao de Einstein ja
¢ bem tratada pelo setor de gauge de difeomorfismo, enquanto que, para se tratar de uma
gravitacao que contenha férmions de matéria fermionica, é necessario incluir o setor de gauge
de Lorentz para que se possa descrever os graus de liberdade dos spins da matéria. Esse setor
acaba trazendo para a gravitacao a tor¢ao, um objeto que descreve as correntes espinoriais da
matéria na gravitacao.

Recentemente, ja existem diversos problemas que justifiquem o estudo da quebra espontanea
da simetria de transformacoes gerais de coordenadas. Um deles esta ligado com o estudo de
modelos cosmolégicos. Em principio, campos escalares nao-massivos que interagem apenas com
a gravitagao podem existir. Caso existam, eles podem gerar massa ao graviton, neutralizando
a interacao gravitacional em largas distancias. Outro problema é o de ver como o mecanismo
de Higgs pode ser aplicado na gravitagao ou, caso nao dé certo, como ele deve ser modificado
para funcionar em sistemas contendo bdsons tensoriais massivos de spin-2.

4.2 Gravitacao de Einstein-Hilbert Linearizada

Comecaremos tratando de uma gravitacao pura de Einstein-Hilbert atuando num espaco-
tempo quadridimensional sem matéria, com o objetivo de analisar a propagacao dos graus de
liberdade gravitacionais. Sem a presenca da matéria, todos os graus de liberdade gravitacionais
estarao na métrica, nao havendo torcao pela auséncia de matéria fermionica. O Lagrangeano e
a acao de Einstein-Hilbert sao

1 1

Lpo =—5V—9gR Sp.n. = _ﬁ

5.2 d*z\/—gR,
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o que darda como equacao de campo para a métrica a equacao

1
RMV - §g‘u,}R = O,

onde g é o determinante da métrica, R é o escalar de curvatura de Ricci e kK = \/8177;. Pela
convencao usual, adotaremos as seguintes defini¢oes

R = gcwR,ualw :

A _ A A A A
R, =08, — 9, ), + T\ T8, —T) 1

pp* av vpt ap
1
Ff;y = §g>\a (a,ugau + aygau - aag/u/) .
Como a métrica de Minkowski é uma solucao trivial das equacoes de Einstein, entao real-
izemos a seguinte expansao na métrica total do espaco-tempo

Guv = Nuw + /’{'h;un

a qual é conhecida como a aproximacao do campo fraco ou aproximacao linear, onde h,, ¢ o
campo fisico a ser estudado, com dimensao de massa e que atua como a flutuacao em torno da
solugao estdavel. A métrica inversa é

g =" — kR + K2R R 4 O(R).

Assim como as transformacoes de Yang-Mills aparecem como a simetria natural de gauge
dos campos de spin-1 e a supersimetria aparece como a simetria natural de gauge dos campos
de Spin—%, as transformacoes gerais de coordenadas aparecem como a simetria natural de gauge
dos campos de spin-2, pois é essa simetria que aparece no estudo das representagoes de spin-
2 do grupo de Lorentz como simetria de gauge. A acao de Einstein-Hilbert é invariante sob
transformagoes gerais de coordenadas © — z’(z), onde a métrica sofre a seguinte transformagao:

PP ox* Ox
.g,uy(x) = @@gkk

Em particular, com um difeomorfismo infinitesimal do tipo
o = a4 ¢ (),

o Lagrangeano livre de Einstein-Hilbert é invariante sob as transformacoes

@) = hyuo) = (046 () + 0,6,()).

A equacao de Fierz-Pauli, que é a equacao de movimento para campos simétricos de spin-2,
O — 8, (OhE, — Lm0 o, (9, — a,ne
e Yp k 1/_511 a|] Y k u_éll Iy =0,
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nos permite obter como escolha de fixagao de gauge o gauge de de Donder
k 1 a
akh ©w - §8uh a — 0,

o qual pode ser usado para fixar o parametro £, (z) e eliminar os spins 0 e 1 carregados pelo
tensor simétrico h,,(z), a fim de descrever ondas gravitacionais livres constituidas apenas de
spin-2. Esse gauge de de Donder é, portanto, o analogo do gauge covariante de Lorentz da
teoria eletromagnética.

Para obter os propagadores do graviton na aproximacao do campo fraco, vamos substituir
a métrica e sua inversa no Lagrangeano de Einstein-Hilbert até obter o Lagrangeano de Fierz-
Pauli bilinear em h. Usando

1 1 1
V=g=1+ §mh"‘a - Zﬁ(hwf + g"“Q (h2))? + O(h%),

obtemos
—n+h 1 o1 1 o 1 y
Lon == Lrp = =000 W + S0\, 005 = SO0 W, + SO, 0,0
Acrescentemos agora ao Lagrangeano de Fierz-Pauli o Lagrangeano de fixacao de gauge

1 1 2
Eg.f, — —% (éhchku - §8uhaa) y

de modo que o Lagrangeano final possa ser fatorado da forma

1
L=Lrp+ Eg.f. = §hwj0ul’,k>\hk)\'

Veremos quem é o operador O, ;» analisando termo a termo o Lagrangeano total:

1 1 1
- ZaAhW&MW = 7O = 20, (P )

1
= —h*0On 0, W

4 uk’nVA

1 v kX
= ghﬂ O <nuknu)\ + nu)\nuk> h

1 v 1 kA
= §hll DZ (n,uknu)\ + nyA”uk) h

1 1 1
Zakhaaakhﬁﬁ = —Zhaamh% + ZaA(ho‘Oﬁ)‘h’Bﬁ)
1 0% kX
= _Zh Dnu,,nk)\h
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11
:—éh‘u §|:|77MV?7k)\hk)\

1 [e% 1 [e% 1 [e%
— 5@@8% = 5]&8@% - 5&(%@8% )

1 14 (6%
= Sh0,0,h°,

1 v
= WD O

_ Ly

B (auavnm + aka)\nw) K

N | —

1 v 1 v 1 14
SOOI = =17 D30, 4 SN, 0,k

1 1% k
== —§h “@Vﬁkh w

]' v
= =W 0,0\ b

11
= =55 (10000 + 1,300 ) B

onde fizemos umas integracoes por partes na acao, eliminando as integrais de superficie no
infinito.

Analisaremos agora o Lagrangeano de gauge-fixing termo a termo:

1 1 2 1 1 1
Loy =—5- (amﬁt - §auhaa) = —ﬁakhgakhkﬂ + %&fﬁu@“h“a - 8—aauhaaa~hﬂ6

1 A k 1 A k 1 A k
— o OO = DO — (1,0 )

1
= ﬁhwauak%/\hk’\

11
= §hﬂ % (8M(3k77y>\ + ayak’nu)\) hkA
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1 1 1
_ o gupf = Lpagps o g
o O W0 Wy = e O — =0, (n.07n%,)

1 v 1 kX
= §hﬂ anwﬂ]k)\h

1 A o 1 A « 1 A a
ﬁam e, = —%h HONDLhY, + E(%\ (h,0"h°,)
1 v
= —5 - 0,0,m B

1 v 1 A
- _ihu % (npuaka/\ + nk,\a,uau) hfk )

onde, novamente, fizemos umas integracoes por partes na acao admitindo que as integrais de
superficie se anulam no infinito.
Portanto, comparando com a forma do Lagrangeano total fatorado

1
L= 5h“”OW,k,\h“,

concluimos que o operador O, ;» simétrico nos pares pv e kX é dado por:

O 1 -2«
Ouver = 1 (n,uknu)\ + nyA”yk) + Io DI,

l—a I -«
+ ( 20 ) <a,uak771/)\ + 8’/8)\77/”‘3) - ( 20 ) (8/‘«81’77145,\ + aka)\n#’/) .

O propagador do graviton < T'(h,,(x)hga(y)) > é dado pelo tensor que inverte o operador
O,w,kx, 1o sentido de que

g g 1
Owj,p Gpa,/-;)\ = O,uy,p < T(hpa(x)hlw\(y)) >= 5 (U#MM + TIMTZZ,;J )

onde o termo a direita é a identidade no espaco métrico para campos simétricos de rank-2. O
simbolo T'(h,, (x)hia(y)) designa a operagao de ordenamento temporal, conhecida da formulagao
canonica. Para se solucionar a equacao tensorial acima, é necesséario introduzir um conjunto
de operadores tensoriais que atuam como projetores no setor dos tensores simétricos de rank-2.
Sao eles os operadores de Barners-Rivers P, ;» [49] [70] onde, para o caso simétrico, temos:

1 1
P;El%?k)\ = 5 (@uk@V/\ + @/J,)\Gl/k - g@/“,@k)\)
1
P ;Ellj)k)\ =3 (O + Ok + Oppwun + Ouawpur)

47



P;Sgki = (@MVGIC)\)

(0—w) _
v,k — wﬂl’wk)\’
¥4 ~ . . . ~
onde O* = pt — % e wh = ﬁ sao, respectivamente, os usuais operadores de projecao
transversal e longitudinal dos campos vetoriais. Esses operadores de Barners-Rivers respeitam
a seguinte relacao de completeza

0—s 1
plsl/)k)\ + P(y)m + P;Eu kA) + P(u k)\) =5 (%Mm + 77;&%) :

No produto desses operadores entre si aparecem dois novos operadores que nao participam da
relagao de completeza, ja que esses quatro nao formam uma algebra fechada. Sao eles

0—sw) __ 1 (0—ws) __ 1
P = —0,w = —w,0
puv,kA \/g 2Ll DN pvkA \/g [DASE2N
A algebra dos operadores tensoriais de Barners-Rivers que atuam no setor dos tensores
simétricos de rank-2 é

PP — el
R P, = 5l
pip-e e i
P}Sf;pcg))P(j*C) po 6@35bcPMJV kC;\C)’

a qual pode ser vista pela sua tabela multiphcatlva abaixo.

PR pl)  pO-s) pO-w) pO-sw) pO0-ws)
pP® [ P® 0 0 0 0 0
P 10 PO 0 0 0 0

pO=o 19 o pO 0 pPO=» 9

PO 10 0 0o po= o plOwd

pO=w) 10 0 0 pO= o PO

pO-ws o o pOw o  pOw g

Em termos dos operadores de projegao de Barners-Rivers, o operador O, k) assume a forma

1
4o

1
2a

1 2)
§|:|P;51/,k/\ +5°

4o — 3 s w
Ouu,k/\ = Dp(zlz)k)\ - TDP/ESJ&\) +— DP(S k)\)

ED (P(O—sw)

0—ws)
4oy pvkA +P(Vk)\ >
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Expressando o inverso desse operador em termos dos mesmos operadores de spin

(O_l)p‘ik)\ = (xP(Q) + yP(l) + ZP(O—S) + T-P(O—w) + SP(O—sw) + tP(D—sw))P‘ik)\

e, levando em conta que

1 _ _
—1\PO _ p® 1) (0—s) (0—w)
OMV:PO' (O ) kX T 5 (np,knl/)\ + nyA”uk) - Pm/,k)\ + Pm/,k)\ + Pm/,k)\ + Pp,u,kA )
chega-se num sistema de seis equacoes. Com o uso da tabela multiplicativa conclui-se que o
operador do propagador do graviton vale:

_ 1 ) Y . »
(O 1)uu,k>\ -0 [2P(2) +2aPY — PO 4 (4o — 3) PO — /3 (PO—) 4 PO ))}

pv kA .

Assim, podemos obter a expressao do propagador

< Ty () hia(y)] >= iO;zzlk)\54($ -y)

< Tl () huea (y))] >=é {QP(Q) +2aPM — pO=9)

+ (da = 3) PO — /3 (PO7w) 4 plOT)) } Mz —y)
pv,kA

No gauge de Feynman (« = 1), obtemos um resultado bem simplificado

—1
< T[huu(_k)hk)\<k)] >a:1: F <77uk771,)\ + 77,M77,,k - 77#1/77;6,\> .

H4 um pélo k? = 0, indicando que o mediador graviton possui massa nula e que se propaga
apenas com as helicidades +2 e -2. Como veremos na se¢ao seguinte, a constante cosmoldgica
gera uma massa para o graviton de forma andloga a massa que o termo de Proca gera ao foton
na eletrodinamica.

4.3 O Modelo de Higgs Gravitacional

Assim como os bdsons vetoriais em teorias de gauge Abeliana e nao-Abeliana, os gravitons
também podem obter massa através de quebra espontanea de simetria local. O nosso objetivo
¢ encontrar um Lagrangeano escalar de matéria L4 que, logo apés a quebra espontanea da
simetria de reparametrizacao de coordenadas, gere massa para o graviton sem violar a simetria
de Lorentz. Para isso, é necessario que o Lagrangeano tenha a simetria de Poincaré como uma
simetria residual, de modo que o termo linear das flutuacoes em torno da métrica de Minkowski
seja nulo [71] [72].

Sob a usual transformacao infinitesimal de coordenadas

o = o 4 E4(x),
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os campos escalares respondem da forma
¢'(x') = (') — E'e(a’) + O(€?)

o que mostra que a simetria do difeomorfismo pode ser bem interpretada como uma simetria
de gauge.

Para que a simetria interna dos escalares seja quebrada, deixando a simetria de Poincaré
como simetria residual, é necessario que o valor esperado no vécuo dos escalares ¢*(x) tenha
dependéncia tipo-frame de Lorentz

(0%(x)) = ma®

<g;u/> = Nuv,

onde m é um parametro a ser determinado e a = 0,1,...,D — 1 é o indice do espaco interno
D-dimensional dos escalares.

Um bom Lagrangeano escalar de matéria que consiga gerar massa para o graviton apos a
quebra espontanea da simetria é o Lagrangeano abaixo

1
L= —§x/—gg"”nab0u¢“6y¢b-

Veremos em qual dimensao espago-temporal esse processo tem maior facilidade de ocorrer,
deixando o Lagrangeano total bem mais simplificado.
Escrevendo o campo escalar como uma flutuagao em torno de seu estado fundamental

¢ (x) = (¢"(z)) + ¢"(z) = ma" + "(x)

e usando
Lo 1, 2 1 ooa 2 3
\/—_g:1+§/$ha—zl/1 (hua) +gk (h%)" +O(R”)
9" = D — 5h®%, + £*(hy)? + O(h?)
0,9" = mo, + 0up*,
obtemos

1 1 1 o 1 :
Ly = —§m2D — §Km2 (§D — 1) h%, — §/<a2m2 (1 - ZD) (g )?

2 2 8

Notando acima, hd um acoplamento das flutuagoes escalares da matéria com o campo ten-
sorial de gauge h,,. Assim como fizemos no capitulo 2, escolheremos o gauge unitario ¢* = 0
com o uso da transformagcao de gauge dos escalares

09" (x) = —m&" — 00",

1 1 1
+ —1*627’)12 (— — —D) (haa)Q + 2mn/ —gg“” nPu + v _gglwnabausoaau(pb + O(hg)
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de modo que, acrescentando o Lagrangeano de gravitacao livre, teremos

1 2 1 2 1 e 1 A, puv 1 a a1 1 A o
L= —ém D—§/@m <§D—1> ha_zﬁ/\h/u/a h* +Za)\h aa hﬁ_éaAh ,uauha

1 1 1 1 1 1
—O\N O — —kPm? (1 — =D | (b)) + =w2m? (= — =D | (h%)* + O(h®).
Entao, podemos notar que o processo de quebra espontanea da simetria de gauge gravita-
cional se realiza com maior facilidade por um setor de escalares agrupados num espaco interno
quadridimensional D = 4, o que faz com que o Lagrangeano acima seja simplificado para
_ 2 1 21« 1 A pv 1 a arp B 1 A qQuipa 1 A v
L=-2m"— §I€m h o= Z(%hw,@ h* + Za)\h aa h 3 58)\}1 u@ h ot 50,\}1 M&,h .
Por isso, iremos continuar a se¢ao com D = 4. Também, como o termo linear em h®, deve ser
nulo, j& que o campo h é uma flutuagao em torno de uma solucao minima 7, entao vamos
acrescentar a esse Lagrangeano o Lagrangeano da constante cosmoldgica para eliminar o termo
linear em h,

1
2K2

L= gl

Com isso, o Lagrangeano total que contém os termos bilineares do campo h passa a ser

1 1 1 1 1
= —(=—=A+2m?) — | —A+ =km? | %, + =A(hu)? — —A (R%)*
Lr (2,<¢2 i m) (zm +2"'m> o+ ghl)” = A (0%)

1 174 1 [} 1 e} 1 14
+ DN = 20 O + S, 000" 0, = S 1,000,

Entao, concluimos que a eliminacao do termo linear se dd4 com uma constante cosmoldgica
negativa

A = —2r*m?,

0 que seria bem esperado no nosso limite de baixas energias, ja que estamos usando a aprox-
imacao do campo fraco com uma métrica de fundo de Minkowski. Apesar de termos a constante
cosmoldgica em L, estamos fazendo uma perturbagao em torno do espaco-tempo de Minkowski,
e nao do espaco de anti-de Sitter. Isto se justifica porque estamos interessados nas excitagoes
correspondentes aos estados assintéticos e, assintoticamente, o grupo de anti-de Sitter SO(2,3)
converge para o grupo de Poincaré, SO(1,3) x T3, Portanto, assintoticamente, estamos per-
turbando em torno do espaco-tempo M3, e nao de AdS*. Isso significa dizer que o universo
obedece a condicoes de contorno planas no oo e, nesta regiao assintotica, o graviton aparece
massivo as custas da constante cosmoldgica.
Com essa constante cosmoldgica o Lagrangeano total fica

1 1
ET — _m2 . ZKQmQ(h/Wy _|_ §n2m2(ho‘a)2 +

1

1 O
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4

Vamos para o espaco de Fourier. Para identificar o espectro de massas dos campos dinamicos,
basta colocar o Lagrangeano total no referencial de repouso k, = (k,0,0,0). Neste referencial,
o Lagrangeano total sera:

1 1
B 0Ny + ShA 060 1 = S, 00,0

1 1 1 o1 ,
Lr=—m?— 1 (k> 4+ K*m?) (huw)® + 3 (2k* + &*m?) (h%,)* + 5kzhmh“ + §k2hm-hm.

Agora vamos dividir o campo tensorial h,, em suas representacoes irredutiveis:

~ 1 ~
hoo = u, hii = h, hij = hij + §h5z’j7 hi; =0,
hio = hoi = h;.
Em termos dessas novas variaveis e usando
~ 1
(huw)? = u? = 2(hs)* + (hij)? + ghQ
(h®))? = u* — 2uh + h?
obtemos:
~ 1 1 1
Lr=-m"+ (K + &*m?) {—Z(hij)Q + ghQ] + §m2m2h? — §H2m2 (u+h)?+O(hs,).

De acordo com o Lagrangeano acima, podemos notar que apds a quebra espontanea da
simetria surgem dois campos propagantes, h;; e h, sendo que h;; sao os campos que descrevem
as 5 componentes dinamicas de um graviton massivo e h é o campo escalar dinamico que
também adquiriu massa, ao passo que h; e u + h nao se propagam. A massa que os campos h;;
e h acabam adquirindo por conterem polos em seus propagadores ¢ de

1
A\ 1
M~ = M, =/rm ou M~=M,=|——] .
hij hij 2
Com isso, podemos ver que a massa do graviton pode ser fixada pela constante cosmolégica.
Portanto, temos que o modelo de Higgs aplicado a gravitagao resulta num graviton massivo

acompanhado de um escalar massivo.

4.4 Conclusoes

Neste capitulo vimos como o mecanismo de Higgs pode ser aplicado a gravitacao. Primeiro
estudamos uma gravitagao livre de Einstein-Hilbert usando a aproximagao do campo fraco para
saber como ¢é que o graviton se propaga. Depois acrescentamos um setor de campos escalares e
uma constante cosmoldgica negativa, cujos efeitos eram neutralizados pelos valores esperados no
vacuo dos escalares. Procuramos por solucoes de campos que tinham um estado fundamental.
Vimos que tais solugoes existem, mas exigem que os valores esperados no vacuo dos campos
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escalares tenham dependéncia espaco-temporal para quebrar espontaneamente a simetria do
difeomorfismo.

Apoés os valores esperados no vacuo assumirem dependéncia tipo-frame de Lorentz, os cam-
pos escalares se rearranjaram num espaco interno quadridimensional D = 4 para produzir uma
teoria de campo que trata de particulas de spin-2 massivas e um escalar. Portanto, um mecan-
ismo equivalente ao de Brout-Englert-Higgs aplicado a gravitacao pode ser usado para gerar
massa para o graviton, sem a necessidade de se introduzir termos topoldgicos ou termos de
derivadas superiores em adi¢ao ao termo de Einstein-Hilbert no Lagrangeano da gravitacao.
Esse modelo pode ser bem 1til na construcao de novos modelos cosmolégicos que utilizem
gravitons massivos, o que foi um dos principais motivos que levou ao seu desenvolvimento.
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Capitulo 5

Consideracoes Finais e Perspectivas
Futuras

Pelo resultado final do espectro de massas obtido apds a quebra espontanea da simetria do
difeomorfismo, notemos que é possivel construir um mecanismo andlogo ao de Brout-Englert-
Higgs que possa ser aplicado a uma teoria de campo de spin-2 que trate da gravitacao. Porém,
como foi notado por 't Hooft segundo [71]-[72], esse mecanismo nao implica numa teoria quantica
de campos unitaria, pois surgiram ghosts no Lagrangeano final que nao foram anulados com o
uso do gauge unitario. A expectativa era de que a aplicacao desse mecanismo resultasse numa
teoria de gauge unitaria e renormalizavel para a gravitacao, como foi no caso da aplicagao do
mecanismo de Higgs para a construcao da teoria eletrofraca de Salam, Glashow e Weinberg.

A Relatividade Geral é uma teoria que trata do espago-tempo continuo e que tem maior
sucesso especialmente na escala macroscépica e cosmoldgica, podendo chegar a 10*m. Hoje
em dia, grande parte das tentativas em realizar a sua formulagao quantizada foram mais con-
centradas em desenvolver uma teoria microscopica consistente com as teorias quanticas ja bem
formuladas e que tenha como limite de baixas energias a relatividade geral. Mas ja que a
Gravitacao é beseada no Principio da Equivaléncia, um principio bem diferente dos principios
da mecanica quantica, entao ela nao chega a atender bem simultaneamente a situagoes classicas
e quanticas da mesma forma que as demais interagoes fundamentais. E necessario, além de usar
um formalismo capaz de descrever tanto as teorias de campo vetoriais quanto tensoriais como
o de Yang-Mills que utilizamos, impor uma nova visao Fisica baseada em principios que atuem
mais como ponte-de-ligacao entre os regimes cléssicos e quanticos da gravitacao.

A teoria das cordas é a tnica teoria candidata a gravitacao quantica finita em cada ordem
de perturbacao, capaz de descrever as particulas do modelo padrao e as outras interagoes
fundamentais. Nela, o papel da mecanica quantica é tao relevante que devemos estar dispostos
a modificar a estrutura da Relatividade Geral de Einstein. Mas mesmo assim, as promessas de
uma teoria unificada do modelo padrao com a gravitacao quantica ainda nao foram cumpridas.
Ou seja, é necessario a busca por novas idéias.

Para a criacao de modelos gravitacionais de gravitons massivos, também existem outros
mecanismos que podem gerar massa para o graviton, como o da geracao de massa topoldgica
proveniente de dimensoes extras [73] e geragdo de massa através de termos de tor¢ao no La-
grangeano do modelo gravitacional [50], além do mecanismo de Higgs que utilizamos. Gravitagao
com torgao propagante é capaz de resultar num modelo unitdrio com gravitons massivos em
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(142)D [50] [70].

Como as teorias de campos mais bem conhecidas de hoje em dia sao teorias que descrevem
particulas elementares que vao até spin-2, entao o mecanismo de Higgs ainda pode ser tes-
tado em teorias de gauge para bdsons massivos de spin-3 ou em teoria quantica de campos
que descreve particulas de spin—%. Também pode ser testado na supergravidade e na super-
simetria para detectar indiretamente indicios que sejam provenientes da quebra espontanea da
supersimetria local numa escala de massas mais proxima daquela em que o LHC esta atingindo
[r4)-[r].
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