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Resumo

A FEletrodindmica Quéantica é, sem sombra de dividas, a teoria mais bem sucedida ja con-
struida, no que se refere a concordancia entre predicoes tedricas e resultados experimentais.
Por este motivo, a EDQ acaba por desempenhar um papel de modelo para as chamadas
teorias de calibre das interagoes fundamentais. O grande sucesso da EDQ, por outro lado,
pode ser aproveitado apenas apds uma adequada interpretacao das séries perturbativas
correspondentes as amplitudes fisicas, devido ao aparecimento de divergéncias ou infinitos,
o que se tornou possivel através do processo de renormalizacao. No contexto do cédlculo
perturbativo, surgem naturalmente as chamadas regras de Feynman, estas possibilitam
escrever as amplitudes associadas aos processos fisicos pertinentes a teoria em cada dada
ordem no parametro da expansao perturbativa. No presente trabalho, propoe-se estudar
a EDQ ao nivel um laco. Fixada a ordem da expansao perturbativa, é possivel escrever as
amplitudes fisicas em termos de fungoes de Green, as quais por sua vez podem ser escritas
em termos de integrais de Feynman. Estas integrais, entretanto, possuem geralmente
um carater divergente, o que se revela através da contagem das poténcias dos momentos
internos aos lacos para o caso da divergéncia ultravioleta, e pela presenca do propagador
do féton no lago de um dado diagrama de Feynman no caso da divergéncia infravermelha.
O processo de renormalizacao envolve manipulagoes e calculos destas quantidades diver-
gentes. Isto implica na necessidade da adogao de alguma prescrigao de regularizagao ou
filosofia equivalente para os passos intermedidrios envolvidos. O método utilizado para tal
propésito é comumente conhecido por Regularizacao Implicita, a qual tem-se mostrado
ser consistente e totalmente livre de ambiguidades. Estas tltimas, assim como outros
termos envolvendo certos objetos divergentes, sao eliminadas consistentemente através da
exigéncia que as identidades de Ward sejam mantidas, estas fazem parte de um conjunto
de relacoes de simetria e sao uma consequéncia direta da simetria de calibre.
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Abstract

The quantum theory of the electromagnetic interactions, QED, is undoubtedly the most
successful theory ever constructed, taking into account the agreement of theoretical pre-
dictions with experimental results. For this reason, QED plays the role of model for
the so called gauge theories of the fundamental interactions. The success achieved by
QED, on the other hand, could only be appreciated after an adequate interpretation for
the perturbative series corresponding to the physical amplitudes, due to the appearance
of divergences or infinities, which became possible with the renormalization procedure.
In the context of perturbative calculus, the Feynman rules emerge naturally, these ones
make possible writing the amplitudes associated to the physical processes relevant to
the theory in each given order in the perturbative expansion parameter. In the present
work, it is proposed a study of QED to the one loop level. Having fixed the order of the
perturbative expansion it is possible to write the physical amplitudes in terms of Green
functions, which in turn can be written as a combination of Feynman integrals. How-
ever, the integrals usually present a divergent character, which is revealed by the power
counting of the momenta in the loop internal line, for the case of ultraviolet divergence,
and by the presence of the photon propagator in the loop of a given Feynman diagram,
in the case of infrared divergence. The renormalization process involves manipulations
and calculations of these divergent quantities. This implies in the necessity of adopt-
ing some regularization prescription or equivalent philosophy for the intermediate steps
involved. The method used for such porpouse is commonly known as Implicit Regular-
ization, which has been shown being consistent and totally free from ambiguities. The
latter, such as other terms containing certain divergent objects, are eliminated consis-
tently through Ward identities, which are part of a more general set of simmetry relations
and are also a direct consequence of gauge invariance.
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Capitulo 1

Introducao Geral

A intuicdo e a possibilidade de construcao de modelos logicamente consistentes num
dominio de aplicabilidade bem definido sao liberdades das quais nds, cientistas, usufruimos
sagazmente de modo a participarmos ativa e decisivamente na evolucao do conhecimento
cientifico, através da inevitdvel quebra de paradigmas até entao bem consolidados. Entre
os diversos paradigmas que foram quebrados, podemos citar um de importancia incon-
testavel: a introducao dos nimeros complexos. O quanto teria se desenvolvido a andlise
caso Euler e outros matematicos da época se recusassem a usar ¢ = V-17?

Na matemadtica, a constante busca pela clareza das idéias proporcionou arquitetar
modelos matemdticos de rigor e elegancia irrefutdveis. Portanto a fisica, por ser quan-
tificada e comunicada através da linguagem universal da matemdtica, se torna cada vez
mais precisa na descricao dos fendmenos naturais. No entanto, na construcao de um
modelo axiomdtico qualquer, cria-se um conjunto de axiomas e define-se operacoes que
relacionam os objetos descritos pelo modelo, requerindo essencialmente que os axiomas
sejam independentes e nao contraditérios entre si, e que a légica presente no modelo seja
consistente. Deste modo, no &mbito puramente matemdtico, existe uma infinidade de
teorias igualmente validas. A fisica, por outro lado, tem seu proprio conjunto de leis e
principios, que acaba por especificar um modelo matemético dentre varios outros conti-
dos numa teoria mais ampla. Como um exemplo podemos citar o caso da Geometria.
Matematicamente, ambas as geometrias Euclidiana, Lobachevskiana e Riemanniana sao
validas, porém a Teoria da Relatividade Geral de Einstein nos mostra que um corpo que
possui massa curva o espaco-tempo de tal modo que a trajetéria das particulas neste
espago é agora descrita pela geometria Riemanniana (a qual é localmente equivalente a
Geometria Euclideana). Um outro exemplo bastante comum reside no célculo da funcao
de Green de uma teoria de campos clédssica. Em geral, o resultado de uma integral no
plano complexo depende do caminho de integracao. Porém, a simples exigéncia que o
principio de causalidade seja satisfeito elimina qualquer arbitrariedade com relacao a es-
colha do caminho de integracao, de modo que a fun¢ao de Green tenha um valor nico.
Neste sentido, podemos dizer que as leis, principios e simetrias fisicas servem como guias
dentro de um modelo matemético utilizado de modo a nos indicar o caminho certo nas
"encruzilhadas matematicas".

O advento da Teoria Quantica de Campos (TQC) em meados dos anos 30 acarretou um
enorme desenvolvimento na descrigao da natureza em termos de seus constituintes bésicos
e suas interagoes fundamentais. A EletrodindAmica Quantica (EDQ) foi uma das primeiras
e mais bem sucedidas TQC’s a ser construida. Por ser uma teoria quéntica e relativistica,



com a pretensao de descrever todos os fendémenos envolvendo interacoes entre particulas
carregadas eletricamente pela intermediacao de fétons, a EDQ foi exaustivamente estu-
dada e testada experimentalmente. A credibilidade da teoria, no entanto, foi posta em
xeque pelos fisicos da época ao perceberem a presenca de divergéncias nas solugoes per-
turbativas obtidas para as amplitudes associadas aos processos fisicos pertinentes a teoria.
Por outro lado, a EDQ é capaz de predizer com extrema acuricia quantidades como o
momento magnético anémalo do elétron e o desvio de Lamb dos niveis de energia do
atomo de Hidrogénio. Devido a isso, no intuito de remediar a situagao e validar a EDQ
surge a teoria da renormalizagao. Um passo intermedidrio no processo de renormaliza-
¢ao é a utilizacao de um método de regularizacao ou filosofia equivalente para tratar as
amplitudes fisicas de modo a ser possivel a extracao das quantidades finitas de objetos a
priori divergentes. Neste contexto, emerge a necessidade de uma prescricao consistente
no tratamento das divergéncias oriundas do cédlculo perturbativo. Vérios métodos com
este propésito foram criados. No entanto, como certas simetrias podem ser violadas por
alguns métodos, sua aplicabilidade acaba por ter um dominio restrito, e além do mais nem
sempre ¢ evidente que a aplicagao de algum método resultard na quebra de uma certa
simetria fundamental. Além do mais, é bem sabido que a manipulagao indevida de obje-
tos divergentes pode levar a implicagoes erroneas na obtencao de resultados finitos, ja que
as operacoes matemadticas usuais sao bem definidas apenas no tratamento de quantidades
finitas. Entao, de maneira a evitar a manipulacao de tais estruturas indefinidas a fim de
nao corromper o poder de predigdo da teoria criou-se uma estratégia alternativa em [§]
por O. A. Battistel, a qual tem sido aplicada com bastante sucesso em TQC’s, dando um
tratamento consistente para as amplitudes fisicas e uma interpretacao adequada para os
infinitos que surgem no contexto do céalculo perturbativo.

O método utilizado aqui, conhecido atualmente por Regulariza¢iao Implicita (RI), ndo
apenas evita a manipulacao de quantidades indefinidas, mas também mantém explicita
a arbitrariedade referente & rotulacao das linhas internas dos lacos. Em principio, qual-
quer rotulacao deveria nos levar a uma mesma amplitude fisica, o que é decorrente de
uma simetria fundamental na construcao de TQC’s: a homogeneidade espago-temporal.
Tal propriedade é evidenciada através da invariancia translacional da densidade de La-
grangeano, o que em linguagem perturbativa significa que deveria haver uma invariania
das amplitudes sob um shift no momento de integracao. Porém, este nao parece ser o
caso quando o grau de divergéncia envolvido é maior do que logaritmico. Assim como
em outros casos comentados anteriormente, aqui também nos deparamos com uma "en-
cruzilhada matemdtica", e a atitude tomada para seguirmos em frente nao é outra senao a
mais sadia e segura de assumir como guia as simetrias existentes na teoria em questao. A
generalidade do método torna possivel a abordagem de qualquer TQC, no entanto a EDQ
é estudada aqui por ser, além de uma teoria bem sucedida, um modelo para as teorias de
gauge das interacoes fundamentais.

Iniciaremos o trabalho apresentando um capitulo tratando da EDQ em solucao per-
turbativa (cap. 2), no qual serd discutido aspectos gerais de TQC’s, assim como a EDQ
como uma teoria de gauge e as regras de Feynman associadas a esta. Serd introduzido,
também neste capitulo, trés processos fisicos elementares da EDQ, os quais estarao rela-
cionados a amplitudes fisicas contendo um carater divergente. No capitulo-3, escreveremos
as funcoes de Green (e relagoes entre estas) associadas as amplitudes fisicas, bem como as
identidades de Ward oriundas da conservagao da corrente vetorial. No seguinte capitulo,
serd introduzida a estratégia para o tratamento das integrais de Feynman (e suas devidas
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solugoes), integrais estas a partir das quais as fungoes de Green podem ser escritas. No
caso da EDQ nos deparamos com dois tipos de divergéncias: a ultravioleta e a infraver-
melha. O tratamento destas serd feito de forma separada também no capitulo-4. A seguir,
no capitulo-5, com a solugao das integrais de Feynman em maos, escreveremos a forma
explicita das fungoes de Green em termos das integrais ja calculadas. No capitulo-6, serd
feito um estudo final das amplitudes fisicas, com o tratamento das ambiguidades nelas
existentes, as quais sao consequéncia da arbitrariedade da rotulacao dos momentos inter-
nos aos lagos. Ainda neste capitulo, feitas as devidas interpretacoes para certos objetos
divergentes violadores de simetria, efetuaremos a renormalizagao da EDQ. Finalmente,
no capitulo-7 serao feitas as conclusoes finais e perspectivas futuras.



Capitulo 2

A eletrodindmica quantica em
solucao perturbativa

2.1 Aspectos gerais de TQCs

Uma TQC pode ser representada através de um funcional dos campos envolvidos e de suas
respectivas derivadas espaco-temporais, o Langrangeano L. O primeiro passo na constru-
¢ao de um Lagrangeano, ¢ a identificagao das particulas presentes na teoria, as quais sao
representadas pelos campos. Estes tltimos especificarao na teoria uma parte que deter-
mina a dinamica dos campos livres e uma parte que determina os termos de interagoes.
Para a construcao dos termos de interacoes impomos invaridncia de Lorentz e invaridncia
frente ao grupo total de simetrias internas que julgarmos relevantes. Ao aplicarmos o
principio variacional de Hamilton & parte livre da Lagrangeana obtemos as equagoes de
onda relativisticas para as particulas presentes na teoria. Podemos representar, de um
modo geral, um Lagrangeano por

L(¢;,0,0;) = LY + L' (2.1)

onde ¢,, Lf e L! representam, respectivamente, o conjunto dos campos presentes na teoria,
o Langrangeano correspondente a parte livre dos campos participantes e o Lagrangeano
correspondente aos termos de interagoes. Definimos a agao S como

S = /d4x£ (¢,,0.0;) (2.2)

onde

t1

L(6:0,0) = [ dtL (0,,0,0) (23)
to

e L ((bj, 8u¢j) é definida como a densidade de Lagrangeano. Ao aplicarmos a condicao de

extremizacao para .S, obteremos as equagoes de movimento, ou seja, buscamos a condi¢ao

que permite

0S5 =0, (2.4)
e encontramos que os campos devem obedecer as equacoes de Euler-Lagrange
0 )
—ﬁ — J £ =0. (2.5)
065 Owy |0 (0u0;)
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Como resultado disto teremos uma equagao diferencial para cada campo presente na
teoria. A parte livre da equagao levard a uma equacao de onda relativistica, para a qual,
em geral, pode-se obter solucao. Porém, a parte que representa as interagoes envolvera,
simultaneamente, diferentes campos. Consequentemente, teremos para cada teoria um
conjunto de equagoes diferenciais acopladas e (frequentemente) nao-lineares. Se pudés-
semos soluciond-las de forma exata obterfamos uma descricao completa e detalhada da
fenomenologia envolvendo as particulas interagentes representadas na teoria. Entretanto,
a obtencao de solugoes exatas para tais equacoes de movimento é raramente possivel, e
se torna necessaria a utilizacao de métodos perturbativos. Assim, as predigoes feitas por
TQC’s sao geralmente construidas no contexto da linguagem perturbativa.

2.2 A eletrodindmica quintica como uma teoria de
Gauge

As leis de conservagao nas mecénicas Cldssica e Quantica podem ser implementadas
através de simetrias. A invaridncia de uma Lagrangeana ou Hamiltoniana frente a um
conjunto de transformacoes implica em simetrias e, consequentemente, na existéncia de
quantidades conservadas. Como exemplos podemos citar: a invariancia translacional tem-
poral, a invaridncia translacional espacial e a invaridncia rotacional, as quais implicam,
respectivamente, na conservacao de energia, na conservacao do momento linear e na con-
servacao do momento angular.

Em teoria de campos, a conexao entre simetrias e leis de conservacao é dada de forma
precisa pelo teorema de Noether. Este estabelece basicamente que, "qualquer transfor-
macao de simetria continua que deixa a acao invariante implica na existéncia de uma
corrente conservada'". As simetrias, por outro lado, podem ser classificadas em dois tipos:
as simetrias globais e as simetrias locais ou de calibre. A EDQ pertence a segunda destas
classes, sendo esta, mais precisamente, uma teoria de calibre com simetria Abeliana. A
EDQ pode ser construida, nesta linguagem, através da imposicao de que a teoria do
elétron livre de Dirac seja invariante de gauge e renormalizdvel. Para verificarmos este
fato, consideramos inicialmente a densidade de Lagrangeano para um campo ¢ (x) de
elétron livre (correspondente a equacdo de onda relativistica de Dirac)

Lr = (2) (70, —m) ¥ (). (2.6)

Aqui, ¥ (z), ¥ (z), m e v, sdo, respectivamente, o campo spinorial do elétron, o conjugado
de Dirac do campo v () (definido por ¢ (z) = v (z) "), sua massa e as matrizes de Dirac.
Notemos que o funcional L tem associado a si uma simetria global U (1), o que pode ser
observado através das seguintes transformacoes, correpondentes & invaridncia da teoria
frente a uma transformacao de fase

W (x)

/ V(@) = ¢ (@),
e = e

V(@) = e (x). (2.7)

—
—

Neste caso, o parametro « é independente das coordenadas espacias, de forma que os cam-
pos se transformam da mesma maneira independentemente do ponto do espago-tempo (ou
seja, uma transformagcao global). Ao admitirmos que o pardmetro a possa ser dependente



das coordenadas espago-temporais estaremos promovendo a simetria para uma simetria
local. Sendo assim, as transformagoes ficam

V() — ¢ (@) =e Y (a),

] el ia(x) ]

b(x) — J () =D (@), (2.8)
Diferentemente do caso da simetria global, teremos que o primeiro termo da equacao (2.6),

o que possui a derivada do campo, resultard em dois termos, pois agora o parametro « ()
também sofrerd a acao da operacao de derivagao. Explicitamente,

(1) 0 (x) — ' (2) 0 () = & () b () — i) (2) [ ()] ¢ (). (2.9)

O segundo termo no lado direito da equacao acima destréi a invaridncia do funcional L.
Para recuperd-la procuramos um operador D,, chamado de derivada covariante, para
substituir a derivada ordindria d, de modo que a invaridncia do funcional L possa ser
recuperada. Tal transformacao deve obedecer

D, (2) — Dy ()] = e @D,y (x), (2.10)

para que a combinagao 1 (z) D, (z) seja invariante de calibre. Em outras palavras, a agdo
da derivada covariante sobre o campo nao podera afetar a propriedade de transformagao
do campo. Isto pode ser obtido se admitirmos a presenga de um campo vetorial A, (z),
o chamado campo de calibre, de forma que a derivada covariante possa ser escrita como

D,y (z) = [0, +ieA, (z)] ¢ (z), (2.11)

onde e é um parametro livre que serd identificado posteriormente com a carga do elétron.
Assim, a lei de transformagao para a derivada covariante (2.10) serd satisfeita se o campo
de calibre A, (z) possuir a seguinte propriedade de transformacao

1
Ay (z) = A, (v) = A, (7) + gaﬂa (x). (2.12)
Das equagoes (2.6) e (2.11) temos que

=1 (2)iy" (0, +ieA,) Y () — ma) (z) ) (x). (2.13)

Para tornarmos o campo A, (z) uma varidvel dinamica, precisamos adicionar ao funcional
acima um termo envolvendo a parte livre deste campo vetorial. O termo mais simples
invariante de calibre é

1
La=—7Fu", (2.14)
onde
F,u,u = 8;1,141/ - aI/A/,L7 (215)

Aqui F),, e F'*" sao, respectivamente, o tensor de Maxwell e seu correspondente dual.
Para verificar explicitamente a invariancia do tensor F),,, basta perceber que

F, — F,,=0,A, -0A,
1 1
= 0, |A (z)+ ;d,a (:c)] -0, {Au (x) + g@ua (x)
= 0,4, (v) — 0,4, (x). (2.16)
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Podemos escrever ainda uma relacao entre o tensor F),, e as derivadas covariantes da
forma

(teF) ¢ (x) = (D,D, — D,D,) ¢ (x), (2.17)
e, devido a invariancia de F},,, podemos escrever
FL (2) = [Fu (z)] e, (2.18)

Combinando as equagoes (2.13) e (2.14), obtemos a densidade de Lagrangeano da EDQ
_ - 1
L =iy (O, +iedy) ¥ — mpp — 2 F B (2.19)

A fim de facilitar os procedimentos de quantizagao, é conveniente ainda adicionar um
termo & densidade de Lagrangeano (2.19), denominado termo de fixacao de calibre (gauge
fixing). Uma escolha adequada é dada por

1

2¢
onde ¢ é um pardmetro arbitrario. Nenhuma consequéncia dindmica estard associada ao
parametro £. Assim escrevemos o funcional £, representando a EDQ como

1
26

Lop = —o= (0,47, (2.20)

L = in® (0, + ieA,) v — minp — iFWF‘“’ ~ L g,am2. (2.21)

2.3 Regras de Feynman para a EDQ

Como mencionado anteriormente, devido ao fato de solugbes exatas para as equacoes
de movimento serem raramente possiveis, as consequencias das TQC’s sao geralmente
apreciadas no contexto do cédlculo perturbativo. Neste contexto, surgem naturalmente as
chamadas regras de Feynman. Estas, possibilitam escrever as amplitudes correspondentes
aos processos fisicos pertinentes a teoria, em cada dada ordem no pardmetro da expan-
sao perturbativa, de um modo simples e direto. Para tal considera-se todas as possiveis
maneiras de um dado estado inicial evoluir para um dado estado final através da cons-
trucao de diagramas, os denominados diagramas de Feynman. As pegas utilizadas para a
construcao destes diagramas sao: propagadores, vértices e fatores combinatérios. Para o
caso da EDQ), as regras de Feynman sao as seguintes:
i) Para cada linha fermionica interna, associa-se um prapagador dado por:

. B i i+ m)
WSy (p)—]j_mﬂ.€ = i (2.22)
P,
® > ®

Figura 2.1: Representacao diagramatica para o propagador fermionico de spin %

ii) Para cada linha bosonica interna, associa-se um propagador:

—i Kk,



Figura 2.2: Representacao diagramatica para o propagador correpondente ao vetor sem
massa.

iii) Para cada vértice, atribui-se um fator:

—tey,

p-q

Figura 2.3: Representacao diagramatica correspondente ao vértice de interagao
elétron-féton.

iv) Deve-se inserir um fator -1 multiplicativo em caso de lago puramente fermionico.
v) Para o caso de diagramas contendo lagos, deve-se efetuar a integragdo sobre os
momentos nao fixados pelas regras de conservacao de energia-momentum dos vértices:

/ d*k
(27r)4

Um fator relativo -1 aparecerd entre os gréaficos que diferem um do outro pela troca
de duas linhas fermionicas externas idénticas. As linhas fermionicas internas devem ser
representadas por flechas em ambos os sentidos hordrio e anti-hordrio. No entanto, os
diagramas que sao topologicamente equivalentes devem ser contados uma tnica vez. Por
outro lado, as linhas correspondentes a elétrons e pésitrons chegando em um grafico devem
ser associadas a fatores u (p, s) e v (p, s), respectivamente. As linhas correspondentes a
elétrons e positrons saindo de um grafico devem ser associadas a fatores @ (p, s) e v (p, s),
respectivamente. A direcao de linhas de pdsitrons deve ser tomada como oposta a di-
recao de linhas de elétrons, de forma que pésitrons chegando em vértices tém direcao de
momentos saindo deste.

2.4 Processos fisicos basicos e divergéncias

Apés estabelecermos as regras de Feynman estamos aptos a estudar os processos fisicos
pertinentes a EDQ no contexto do célculo perturbativo. Inicialmente, temos de especificar
a ordem da expansao perturbativa a ser utilizada, e entao a tarefa se resume na construcgao
de todos os diagramas possiveis capazes de conectar as linhas externas, utilizando para
isso os propagadores e os vértices, para cada processo fisico pertinente a teoria. A seguir,
iremos abordar os trés processos fisicos fundamentais da ED(Q. Sao eles: as propagacoes
do elétron e do fé6ton na presenca da interagao e a interacao elétron-féton.



2.4.1 Propagacao do elétron na presencga de interagao

A propagacao do elétron na presenca de interagao € um dos processos fisicos fundamen-
tais da EDQ. Este estd relacionado 4 denominada auto-energia do elétron. Tal processo
é caracterizado por duas linhas fermidnicas externas. Na série perturbativa, o primeiro
termo da expansao corresponde & propagacao livre do elétron e o segundo termo recebe a
contribuicao do diagrama de auto-energia do elétron por excitagao de um féton. Outras
contribuicoes estarao presentes em correcoes de ordem crescente na constante de acopla-
mento mas aqui nos restringiremos a corregoes até um lago.

A expansao perturbativa correspondente a auto-energia do elétron estd representada
diagramaticamente na figura a seguir.

ktk,
P i ? P § p
P P
. > ‘ > * — - ; + ...

Figua 2.4: Representacao diagramatica para a expansao perturbativa correspondente a
auto-energia do elétron.

Ao aplicarmos as regras de Feynman para o segundo diagrama, obtemos a funcao de
Green 17 (p), a qual representa a auto-energia do elétron pela excitacio de um féton.
Podemos escrever a expressao correspondente como

S (p) = (—ie)? S (ky, ko, m) | (2.24)

onde

Bifkam) = f érrl; e R

(k+ k)" (k+ k:l)”]
(! ) 2.25
e - RS .29
Para propésitos futuros é conveniente ainda introduzirmos as definigoes
d*k + K,y) +m], 1
%y (ky, kg, m) = / ad {7;1 (K %2) m]y ] . (2.26)
(27) (k+k2)” =m? ] (k+ k)

d'k (K +H) ((H+Hy) +m] (F+H) (2.27)
)" [k + k)] [k + k) — m2]

22 (k)l, kz,m) = /

de forma que
> (kl, ]fg, m) = 21 (/{31, ]{52, m) + (5 - 1) 22 (/{31, ]{52, m) . (228)

Os momentos arbitrdrios internos k; e ko estao relacionados ao momento externo
carregado pelo elétron devido & conservagao de energia e de momento por

/{32—/{31:]).

Uma simples contagem de poténcias do momento do lago na fungao de Green :'7 (p)
revela que esta possui um grau superficial de divergéncia linear.
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2.4.2 Propagacgao do féton na presenca da interacgao

Outro processo fisico elementar pertinente a EDQ é aquele denominado propagacao do
féton na presenca da interacao, ao qual estd relacionado a auto-energia do féton. Este é
caracterizado por duas linhas bosonicas externas. Analogamente ao processo da propa-
gacao do elétron na presenca de interagao, podemos representar a expansao perturbativa
correspondente diagramaticamente (Figura a seguir).

q q q
‘\/\/\/\’.\/VVV' = AVAVAVAVAN \VaVAVAVAVARE 3 \/\-\/\A/QW\'W'F L

Figura 2.5: Representacao diagramaética correspondente a expansao perturbativa para a
auto-energia do féton.

A expressao correspondente pode ser escrita, com o auxilio das regras de Feynman, como

2

1., (q) = (=) (—te) T;{,V (k1, k2,m), (2.29)
que ¢é denominada “tensor de polarizagao do vacuo”. Na expressao acima, TX,V, a qual
nos referiremos como funcao de Green fermidnica de dois pontos bi-vetorial, é dada por

%% m) — ﬁ . 1 1
T, (ki ka2 m) /(27r)4T {7“(1;/+l;/1)—m%(1;/+1;/2)—m}’ (2.30)

O momento externo carregado pelo féton estd relacionado aos momentos arbitrarios k; e
ko carregados pelas linhas fermionicas internas por k; — ko = p, relagao esta decorrente
da conservagao de energia e de momento nos vértices do grafico de Feynman. Através da
contagem das poténcias do momento do lago, percebemos que esta amplitude é (superfi-
cialmente) quadraticamente divergente.

2.4.3 Interacao elétron-féton

O processo definido por duas linhas fermidnicas e uma linha bosonica externas é deno-
minado de interacao elétron-féton, e este caracteriza o vértice da interacao elétron-féton.
A expansao perturbativa para este processo, em sua representacao diagramética, contém
(em mais baixa ordem perturbativa) um diagrama drvore e em ordem seguinte um dia-
grama contendo um laco associado a contribuicao devido a excitacao de um féton, como
pode ser observado na figura (2.6).

1
+

Figura 2.6: Representacao diagramdtica correspondente a interagao elétron-féton em
expansao perturbativa.
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Novamente, fazendo uso das regras de Feynman obtemos, para o segundo dos diagra-
mas, a expressao

VE(p,q) = —e’ AP (ky, ko, ks,m) (2.31)
onde A (kq, ko, k3, m) representa a fungao de Green dada por
d*k 1 1
AF (k akQa k?nm) = /— { |:7a 7# ’71/:| X
' (2m)* H+Hy) —m " (H+ k) —m

o e (B R (k+ k)" 1
{g - (k + k1)” ](kﬂrkl)z}

Os momentos internos receberam rotulacao arbitraria. Estes, entretanto, estao relaciona-
dos aos momentos externos devido & conservacao de energia e de momento nos vértices.
Estas relacoes sao

(2.32)

ko — k1 = p,
ks — k1 =g, (2.33)
ke —k3=p—q.
A contagem de poténcias para a funcao A* (ki, ke, k3, m) revela uma divergéncia de
grau logaritimico.

2.5 Calculos perturbativos e parametros fisicos

Antes de prosseguir ¢ interessante discutirmos um importante aspecto do cédlculo pertur-
bativo em TQC, que é a parametrizacao da teoria. Para tal consideremos inicialmente o
propagador livre do elétron, dado pela equagao (2.22).

Na expressao do propagador estao contidas informagcoes importantes para o estabele-
cimento do poder de predicao da teoria. Sao informacgoes sobre os parametros de entrada
da teoria, ou seja, sobre os pardmetros necessdrios para que a teoria tenha poder de
predi¢ao. O nimero destes pardmetros para uma teoria qualquer é, em principio, igual ao
nimero de termos na densidade de Lagrangeano. Consequentemente, em cada ordem da
expansao perturbativa, estes devem ser identificados. Para o propagador do elétron tais
pardmetros sao a massa e a constante de normalizacao do campo. A massa da particula
é representada pelo polo do propagador, e esta pode ser definida como

— 18 )y =m (2.34)
Por outro lado, o residuo estd associado 4 normalizacao do campo. Ou seja
0 1 0
=15 (P)] = o —m+ie)
A ) o
= 1 (2.35)

Ao considerararmos as correcoes de auto-energia, representadas a seguir diagramati-
camente, teremos o propagador do elétron corrigido na ordem escolhida.

:. - = > + ® + @ ﬁ@ 4+ mn &

Figura 4.7: Representacao diagramatica para a série perturbativa correspondente a
auto-energia do elétron.
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Os circulos hachurados representam as contribuicoes para a auto-energia em uma
certa ordem perturbativa. Denominando de ¥ (p) estas contribui¢oes, podemos escrever
o propagador corrigido como

— + — |-t _
7 —m+ic p’—m+zs[ (p)]]j—m—i—zs

[—i¥ (p)] [—i% (p)]

iSr(p) =

T mmtie P —— ———
- ;{m—m )

7 —m+ie

ﬂ—m+i€+
[—iX (p)] J—m iz [—i% (p)] o ——— + }
= iS¢ (p) {1.+ S (p) Sy (p) + [S (p) Sy (p))* + ..}

T J—m—S(p) +ic (2.36)

O polo do propagador corrigido pela auto-energia nao estd mais necessariamente em
7 = m, mas é agora determinado pela condigdo: j — m + X (p) = 0. Para que m seja
identificado ainda como sendo a massa a func¢ao ¥ (p) deveria ter as seguintes propriedades

Wy =0, (2.37)

0

e ) 0. (2.38)

o
No entanto, estas propriedades requeridas para a fun¢ao ¥ (p) em geral nao sao satis-
feitas. Desta forma, ao especificar a ordem no célculo perturbativo, é necessério repara-
metrizar a teoria, e consequentemente reidentificar os pardmetros fisicos. Podemos ver
isto expandindo 3 (p) em uma série de Taylor em torno de g/ = 0. Feito isso, teremos

S =20) 4 g% (0)+ 2 (), (2.39)

onde o p/v
S = x® (0
X () = % (2.40)
k=2
Assim, teremos para o polo
—[Sr )|,y =m+2(0), (2.41)
e para o residuo
0 1 B ,
@[SR (p)] T [1-%'(0)]. (2.42)
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O propagador pode ainda ser reorganizado da forma
i

J—m—3(0)— 5 (0) — = () + ic

157 (0) (ﬁ -z 0 “)
) iZy _ ’ (2.43)
7= Zu(m+3(0) = 2,5 () + e

iSr(p) =

onde definimos
Zy=[1-%(0)]", (2.44)

a qual é a normalizagao do campo na ordem em que X (p) é especificada. Identificamos a
massa ffsica M como sendo

m + 3 (0)
M _— 2.45
(1% 0) (249
= Zy[m+X(0)]. (2.46)
O propagador corrigido com as redefini¢oes apropriadas, fica entao escrito como
. A
Sk (p) w (2.47)

M- Z,5() +ic

Esta breve discussao serve para mostrar alguns aspectos caracteristicos do cédlculo pertur-
bativo. Em particular, a necessidade de reparametrizacao da teoria em cada ordem no
parametro perturbativo. A dificuldade adicional, tipica de TQC, vem do fato de as con-
tribuicoes para a reparametrizagao dos paradmetros fisicos serem quantidades divergentes.
Nos capitulos posteriores consideraremos estes aspectos em detalhes para a EDQ ao nivel
de um laco de aproximacao.
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Capitulo 3

Funcoes de Green e identidades de
Ward

3.1 Introducao

No capitulo anterior, consideramos alguns processos fisicos pertinentes a EDQ, no
contexto do cdlculo perturbativo, e ressaltamos o fato de as fungoes de Green, fungoes
a partir das quais as amplitudes fisicas sao escritas, apresentarem divergéncias, o que se
observou através de uma simples contagem de poténcias do momento do lago. Porém, o
que se espera de uma boa teoria é que esta represente razoavelmente o mundo fisico ainda
que dentro de seus limites de validade. Desta forma, devido ao fato de as quantidades
fisicas (os observaveis) serem quantidades mensuraveis e, portanto, finitas, a fim de que
os resultados obtidos possam representar tais quantidades torna-se necessdario interpreta-
las adequadamente. Apds tal interpretacao esperamos que as amplitudes associadas aos
processos fisicos resultem em quantidades finitas. Estas, eventualmente, poderao ser
medidas experimentalmente para entao serem comparadas com as predicoes da teoria.

Em busca de uma tal interpretacao, inicialmente desenvolveremos as funcoes de Green
associadas as amplitudes fisicas com auxilio da dlgebra das matrizes de Dirac, de modo
a deixd-las escritas como combinagoes de integrais de Feynman. Estas por sua vez serao
tratadas separadamente tomando-se todas as precaucoes possiveis no tratamento daquelas
divergentes a fim de que a almejada interpretacao consistente destas quantidades possa
ser construida. Como parte desta busca identificaremos algumas relagoes entre as fungoes
de Green (divergentes) vélidas para as quantidades nao integradas, de forma que pos-
samos verificd-las apés o tratamento das integrais. Estas relacoes nos permitem relacionar
funcoes de diferentes nimeros de pontos e com diferentes graus de divergéncias e serao de
grande utilidade para nos guiar na busca pela tao desejada consisténcia. Por fim, conside-
raremos ainda as relacoes de simetria, as quais resultam em imposicoes sobre as amplitudes
fisicas associadas & manutencao da invaridncia de calibre. Esta simetria, implementada
na construcao da EDQ, implica na existéncia de uma corrente vetorial conservada. Isto
por sua vez estabelece vinculos definitivos sobre as amplitudes do cédlculo perturbativo da
EDQ), as quais carregam indices de Lorentz. A imposi¢ao de manutencao das simetrias nas
amplitudes perturbativas, a despeito da existéncia de divergéncias, fornece, como veremos
no que se segue, importantes guias para a construgao de uma estratégia consistente para
as manipulagoes e cdlculos das amplitudes divergentes do cédlculo perturbativo em geral e
em particular na EDQ.
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3.2 Desenvolvimento das funcoes de Green

No contexto do célculo perturbativo em teoria quéntica de campos os processos fisicos
podem ser escritos como uma soma infinita de possiveis contribuicées. Associada a cada
contribuicao existe uma hierarquia de importancia determinada pela ordem desta con-
tribuicao no pardmetro perturbativo. No caso das interacoes eletromagnéticas, devido ao
fato de o pardmetro perturbativo ser pequeno, a aproximacgao ao nivel de um lago na ex-
pansao perturbativa é suficiente para a descricao razoavelmente precisa de fenomenos que
estejam no dominio da teoria. Assim, o tratamento da EDQ neste nivel de aproximagao
serve para dois prop6sitos distintos: para enfatizar os aspectos envolvidos na interpretagao
das amplitudes perturbativas (a renormalizagao) e também para a descrigao dos proces-
sos fisicos de interesse com razodvel precisao. Tendo isto em mente vamos considerar, em
detalhes a partir de agora, o cdlculo explicito de tais quantidades.

Nas préximas subsecoes, desenvolveremos as funcoes de Green associadas aos processos
fisicos com o uso da dlgebra das matrizes de Dirac (apéndice A), de forma a escrevé-las
como combinagoes de integrais de Feynman.

3.2.1 Funcao de um ponto vetorial

Consideramos inicialmente a fungao de Green de um ponto vetorial, dada por:

T, = /%TT {%m}. (3.1)

Utilizando a identidade

1 (/$/+/?/j>+m_ </¢+/;/j>+m -
</¢/+/¢/j)—m(1¢+%)+m_(k+kj)2_m2’ :

tiramos o cardter matricial do denominador do integrando de TX de modo que possamos

reescrevé-la como:
/ d'k Tr{v, [(§ +¥) +m]}
@ (k) —m?
Através do uso da dlgebra das matrizes de Dirac, podemos efetuar a operacao de traco
na equagao (3.3) de modo a obter:

d*k k d*k 1
TV =4 / = + 4k / . 3.4
H (2m)* (k + k1)2 —m? 1 (2m)* (k + k1)2 — m? (3.4)

Nesta etapa, se mostra conveniente, fazermos algumas defini¢oes com o 1nico objetivo
de compactar a notacao para as integrais de Feynman, sao elas:

B=[(k+k), (3.5)

T, =

m

(3.3)

Eja=[(k+k)—m? [(k+ k) —m?] . [(k+k)® —m?], (3.6)
estas serao utilizadas daqui em diante.
Assim, TIY pode ser escrita como

ik k 1
TV =4 o4y Eai— )
" / Gmi B, T / 27 E; (3.7)
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3.2.2 Auto-energia do elétron por excitacao de um féton

No processo fisico da auto-energia do elétron, definimos, na equagao (2.26), a seguinte
quantidade

_ [k [ AR +ml] L
Y1 (K1, kg, m) = / (27)° [ (k + ky)? — m? (k+ k1)’

a qual podemos reescrever de modo mais conveniente com o uso dos seguintes resultados:

(3.8)

VAW +Hy) +mly, = =2(H + Hy) + 4m, (3.9)

HHH) W+ W) +ml (F+ ) = {(k+k) [m =, —#))]
+(H+ W) [(k + k)* —m?]
—(H+H) [(ke—k1)? —m®]}. (3.10)

De modo que,

d*k K d*k 1
Sy (ky, kg, m) = —2941 Lo (K, —2 / 3.11
(e, Koy m) = —27 / P W) [ G B

Por sua vez, a quantidade definida em (2.27) pode ser colocada na forma

Sy (ky, kaym) = lﬂ/ P1E2
[ i : [ Gy

. Ak k»
B [p -m :| 7#/ (27’(’) P2E2
9 9 d*k
-l [ G 12

na qual utilizamos a relagao entre os momentos arbitrarios k; e k3 e 0 momento externo
p e as expressoes (3.5) e (3.6). Com as expressoes para %; e Yo obtidas aqui, a auto-
energia do elétron fica escrita em termos das integrais de Feynman que serao calculadas
posteriormente.

3.2.3 Tensor de polarizacao do vacuo

No célculo da auto-energia do féton, o tensor de polarizagao do vacuo, definimos, na

equacao (2.30), a funcao de Green de dois pontos bi-vetorial T;/VV, dada por:

w2 = [t e 1

ou, ap6s aplicarmos a identidade (3.2):

TV _ / d'k Tr{v, (W + H,) +mly, [(F+ Fy) +ml}
" @m)* [k +E1)? —m2] [(k + ka)? — m2]

, (3.14)
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de modo que ao efetuarmos as operacoes de trago em Tl}fjv ela se torna:

TVV

L[ (G k1), G+ Ro), + (ko k), ( + K), |
/ @Mt [(k+k)® = m2] [(k+ ko)? — m?]

_ d4k [(k + lﬁ) . (k + kg) - m2]
A9 / @2m)* [(k + k)2 — m2] [(k + k2)® — m?]

ou, de uma forma mais compacta:
vV PP
T, =Tw+gu,T ",

em que o tensor 7}, ¢ definido por:

T,

" )

_, oy [(k + k1), (k+ ko), + (k+ k), (k+ kZ)M}
o / @2r)' [k + k) —m2] [(k+ k)® — m?]

e TP ¢ a funcao de Green de dois pontos bi-pseudo-escalar, dada por:

PP _ d'k [(k + k1) - (k + ko) —m?]
= 4/(27r)4 (& + Fk1)? —m2] [(k+ k2)* — m?]’

Desenvolvendo adicionalmente o termo 7),,, obtemos

T

d*k ki k
- 2/ 2m)" [(k + k1)? — m2] [(k + ka)® — m?]

d*k k.,
+4 (k’l + k2)ﬂ/ ( ) [(k+ kl o m2] |: k+ kg _ m?}
d'k Ky
+4(k1+k2)y/< ) [(l{—i—kl _m2} [k_|_]g2 —m2:|
d*k 1
4 (ki - Fa k) / (20)* [k + k)2 — m2] [(k + k)? —m?]

Para reescrever T7F, primeiro notamos que

1 2 2 1 m2 1 2
= 5[(k+/fi) —m*] + 5[(k+k) }—5(7%—/%'),
e entao
TPP

d*k 1 d*k 1
= -9 -2
/ (27r)4 [(k‘ + k;2)2 — m2] / (277)4 [(k‘ + k1)2 — mz]

o [ d'k L
+2 (k1 — ko) / @m)* [(k+ ko) —m2] [(k + ko) —m2]’
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e de forma compacta

T,

uv
/ d*k kuk,
(27)" E12
d*k k
+4 (k1 + k / —
(kr 2>” (27r)4 Eis
d*k k
+4 (k1 + k /——“
( 1 2)1/ (277')4 Eiy
d*k 1
(2m)* Erp’

4 (hyay + Fauka) / (3.22)

TPP
__2/d4/-c 1_2/d4k 1
B (27)* B, (27m)* Fx

+2 (ky — ks)? / (jﬂ?%ﬂ. (3.23)

Com isso, obtivemos a forma desejada para esta amplitude.

3.2.4 Interacgao elétron-féton

Para o processo fisico da interacao elétron-féton definimos as seguintes quantidades:

Alf (k17k27/€3,m)
d*k 1 . 1 N 1
- / (27)" [”“(M W) —m ' (H+Hy)—m } (et )’
_ / d'k [va [(F+ Hy) +m]y* [+ H) +m]ye | 1
Cm) | [(k+k)® —m2] [(k+ks)? —m2] | (k+k)

(3.24)

Ag (kla kQa k37 m)
d*k

= /(27)4 _(k+k1)a7a

v
[k + k)%

1
3 (3.25)
[(k+ k)7
as quais podemos colocar numa forma mais conveniente para nossos propdésitos futuros.
Para tal utilizamos alguns resultados obtidos com o uso da dlgebra das matrizes de Dirac.
Como tal

1 M 1 1%
Tty —m” Griy —m "R %}

_ / d'k | (WA ) ((F+ Hy) + m v [+ W) +m] (F+ H)
(2m)* | [(k + k2)? — m2] [(k + k3)* — m?]

Vo lW+Hy) +m] v [(F + F) +m]y*
iy (ko) 2 (ko k)9 (—AREY — 2079, — 2077, + 8mg) ke
—2k{yH — 2" Wy + dm (ko + k3)" — 2m*AH, (3.26)
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0 que nos permite escrever
Alf (kb ka, k3, m)
= (—2]{:27“ — 2B, " Ky + Am (ko + k3)" — 2m27“) / d'k b
! 2008 (27?)4 Eys Py

Ak k
B ) N N Ly VA WL NI +8m“°‘/ o
(—4kiy Yy — 29" K, g"”) @n)* EnP,

&k (k) k1
—4~“ + 2 “/ —_—. 3.27
! /(27?) FEa3 Py ! (2m)* Eas (3.27)

Por sua vez, para o numerador do integrando de A4 (k1, ko, k3, m), podemos utilizar o
resultado

A+ H) [+ Hy) +m] 2" [(F + Hs) +m] (F + #,)
= (K +H) H+ K)o (H+ Hs) (H+ Hy)
+m W+ Hy) W+ Ky) " (H+ Hy)
+m (H + H) A (F A+ Wy) (3 +m? (- H) A+ H) (3.28)

Reescrevendo o primeiro termo da equagao anterior obtemos

W+ W)W+ By (K + W)W+ Hy) =
—(k+ k1)
[ k+k51 }'Yy(]?/+ l?/l) (l?/?, ]?/1)
— (k+ k) [(k—f-kg) —m}yu
[k’+k’2 —m}’y#(ly/—l-k/l)(%, ]?/1)
+(k+k1) [( kg) —m]vu
+[(] femP] v W ) (Hs — Hy)
+ (k + kl)
—2(k+kp)? (k:—l—k1) (¥+H)

(k+kl) (]?/2 ]%1)7#(/5“'%)
<k+k1> (H“‘%)’M(% %)
(k+k1) (K, — 1%1)7“(15/3 )
+2 (k+ k1), (k4 k) (K +H,)

+2 (k + kl)# (k + kl) (]5/3 - %)
+2 (k + kl) (% ]?/1) (]?/+ ]?/1) (]?/3 o ]?/1)

—l—(k—i-/ﬁ) Yu

+ (k + k) K+ H#) (Hy — 1) v,
+ (k4 k1)* [(k+k> m*] 7,
_I._

k—i—kl) [( kg) —m}'y#
} (/?/"‘ ]?/1) (]?/2 - /?/1) i (3-29)
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Para o segundo termo da referida equagao teremos

H+ ) v+ H) W+ H) = (k+ k) v, (H+ Hs)
—2(k + ki), (k+ ki)?

(k + kl) (/?/"‘ ]?/1) (]?/3 - ]71)
+ [(k+ k0)?) (H+ W),
+ [k + k3)® = m?] (H+ K,
(

= (k1 = ks)* = m®] (H+ Ho)ve

Ja para o terceiro termo temos que

H+H) W+ B)v, W+ H) = (k+k)* v+ W)
+ [(k + k2)* = m®] v, (K + ¥y)
— (k1 = k2)® =] v, (K + I))
+(k+ k) (H+ Ky,
—2(k+ k1), (k + k1)

—2(k+ k), (K, = 1) (H + Hy),

e, finalmente, para o quarto e 1ltimo termo, escrevemos

(F+ K7, (F + ) = =k + k), + 20k + k) u(F + Hy).

(3.30)

(3.31)

(3.32)

Substituindo entao as expressoes (3.29), (3.30), (3.31) e (3.32) em (3.25) e considerando
a relacao entre os momentos arbitrarios kq, ks e k3 e os momentos externos p e ¢ definida

m (4.35), podemos reescrever A5 como

d*k 1
A (Ky, ko, ks, m) = #/ i
2(1 2, hv3 ) Y (27T)4[P1]2

- = m) + (F =) ) [ ¢

~ [ m bt + (¢ =) 2] |

d*k kg

—www—m/k RS
o d*k k.,

— [Q/_ m]7 Y / (271’)4 [P1]2 E3

—@—mwwmwm/g%qﬁg

+ [(p* = m?) (¢ — m) K"

T (q2 = m) 7K, (f — m)

L2k (¢ — m) By (f— m)
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d*k 1
2m)4 [P1]2 Ess

=) (=) ] [

+[(¢® = m®) vy (f — m)
2k (¢ — m) 5 (o= m)
+2(¢—m) ¥, (f — m) g"

9 9 o d*k o
+ (p -—m ) (Q/— m)7 fyu} / (271’)4 [P1]k2 E23
Ak krke
(2m)* [P1]2 E23’

+2(=m)y, G- m) | (333

o que conclui nossa tarefa aqui.

3.3 Relacoes entre as funcoes de Green

Antes de prosseguir e proceder o calculo das integrais de Feynman identificadas nas am-
plitudes explicitadas nas subsecoes precedentes, é interessante considerarmos as relagoes
existentes entre as quantidades consideradas. Como mencionado anteriormente, podemos
relacionar fungoes de Green com diferentes niimeros de pontos, e consequentemente, com
diferentes graus de divergéncia. Tais relagoes entre estas fungoes podem ser identificadas
ao nivel do integrando, isto é, para as quantidades nao integradas.

Como tal, consideramos inicialmente a expressao:

} 1 1
(k1 = ko) {Wwo o ) m}' (3.54)

Fazendo a contracao com o momento externo teremos:

1 1
{’Y"<l¢+ 7y —m ) g m} (3.85)

A utilizacao da identidade

(H=#,) = W+t = m) = (W~ 4, —m) (3.36)

nos permite identificar que

7 1 1
(1 = ko) {”wwl) R, —m}

S S S
W K —m W Ry —m

Agora, tomando o traco de Dirac em ambos os lados da expressao acima e integrando no
momento £ identificaremos a seguinte relagao entre fungdes de Green:

(3.37)

(ky — k)" T =T, (ko;m) = T)) (ki;m) . (3.38)

Esta relacao implica que apds calcularmos explicitamente a funcao TX,V e fazermos a
contra¢ao com o momento externo (k; — kz)" deveremos obter a diferenca entre as fungdes
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de um ponto vetoriais TV (ko;m) e TV (k1;m) previamente calculadas. Esta relagio serve
como teste de consisténcia para a prescrigao a ser utilizada para as manipulagoes e célculos
das quantidades indefinidas contidas em ambas as amplitudes presentes na identidade
(capitulo posterior).

Analogamente, pode-se mostrar que:

(ky — kg)”TLV = TX (kg;m) — T,Y (ky;m).

Podemos obter ainda uma relagao semelhante envolvendo a auto-energia do elétron e a
funcao de vértice da interacao elétron-féton. Para este propésito, identificamos a seguinte
expressao:

v 1 m 1 A
= [ = TR =) 339
e utilizando um processo andlogo aquele usado anteriormente, obtemos:
v 1 m 1 A
= [ i Ry =
_ |: v 1 AV 1 )\:| (3 40)
R ART KRR R AR |

Nesta identidade, se multiplicarmos ambos os lados da equacao pelo propagador foténico,
carregando momento k + ki, e integrarmos em relagao ao momentum k, ficamos com

“%‘“”{/fiﬂ[“My+é»—mﬂﬁw+é»—mﬂﬂX

o N UELN G
[@+mf+“ D e+ kP |}
A%, 1 A o oy Etk), (Kt h),
l/®#L”W+w—mﬂ}&M%f+@ D et kP |
'k [, 1 A o Bt k) (k+R),
ﬁ/@&fﬁw+w—mﬂ]&mwf+“ D e+ k) |

Podemos, nesta etapa, identificar na equacao acima as integrais do lado esquerdo e
do lado direito do sinal de igualdade como sendo, respectivamente, a funcao de Green
associada ao vértice da interacao elétron-féton e a diferenca entre as as fungoes de Green
associadas a propagacao do elétron na presenca de interagao, com diferentes momentos
arbitréarios ks e k3. Ou seja,

(]fg — kg)#Au (kl, kg, kg, m) =X (kl, k27 m) - (]Cl, ]{,'3, m) . (342)

O que completa as relagoes entre fungoes de Green relevantes para as discussoes que
pretendemos neste trabalho. As relagoes entre as funcgoes de Green tratadas aqui sao
obtidas através da manipulacao algébrica de seus integrandos. Portanto, espera-se que,
apos adotarmos um método para a solucao das integrais de Feynman, estas relagoes
continuem sendo satisfeitas.
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3.4 Identidades de Ward-Takahashi

De acordo com o teorema de Noether temos que, a cada simetria implementada na cons-
trucao da densidade de Lagrangeano de uma teoria devemos ter associada uma corrente
conservada. Na EDQ a invaridncia de calibre estd associada a existéncia de uma corrente
vetorial dada por

J' = (@) (@), (3.43)

que é uma corrente conservada, ou seja,
gt = 0. (3.44)

As implicagoes da invaridncia de calibre para as amplitudes perturbativas sao propriedades
bem definidas para estas quantidades, denominadas de relagoes de simetria ou identidades
de Ward. Como tal, no caso da fun¢ao de um ponto vetorial, devemos ter

KT =0, (3.45)
e para a funcao de dois pontos T,X/V
(ky — k)" T}, =0, (3.46)
e também
ki — ko) T = 0. 3.47
%

Estas trés condigoes acima poderao ser verificadas apds todos os cédlculos terem sido
efetuados, podendo desempenhar um papel de teste de consisténcia para o procedimento
que utilizaremos. Retornaremos a isto entao apds termos as amplitudes envolvidas em
suas formas explicitas.
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Capitulo 4
Integrais de Feynman Divergentes

4.1 Introducao

No capitulo precedente escrevemos as funcoes de Green associadas as amplitudes fisicas
em termos de integrais de Feynman, muitas das quais sao quantidades divergentes. Feito
isso, a etapa seguinte deve ser o tratamento adequado destas integrais.

No contexto da EDQ em solugao perturbativa, nos deparamos com dois tipos de di-
vergéncias: a ultravioleta e a infravermelha. A divergéncia ultravioleta é aquela que
provém da regiao de altos valores de momento, e ¢ comum a maioria das TQC’s. Ja a
divergéncia infravermelha aparece devido a presenca de um campo nao massivo na teoria.
No caso da EDQ este campo é o do féton. Este dipo de divergéncia se deve ao compor-
tamento das amplitudes em pequenos valores dos momentos. As integrais que possuem
divergéncia infravermelha podem conter simultaneamente divergéncia ultravioleta. Isto
faz com que o tratamento de tais integrais seja feito com cuidados adicionais. Neste
capitulo faremos tratamento das integrais de Feynman identificadas no capitulo anterior,
Faremos isto com a utilizacao de uma estratégia alternativa aos métodos de regularizacao
tradicionais.

4.2 Divergéncias Ultravioletas: uma estratégia alter-
nativa.

Como mencionando anteriormente, ao consideramos solucoes perturbativas de TQC’s é
comum nos depararmos com amplitudes divergentes resultantes das contribuigoes de di-
agramas contendo lagos. Devido a isso, torna-se necessdrio especificar algum tipo de
prescri¢ao para lidar com as indefinigoes matemdticas associadas. O modo tradicional de
tratar este problema é a adocao de um método de regularizagao ou filosofia equivalente.
Esses métodos tém como objetivo retirar uma parte finita das integrais de Feynman efe-
tuando algum tipo de mudanca no integrando. Posteriormente, é tomado algum tipo de
limite a fim de remover as modificagoes iniciais. Existem véarios métodos de regularizagao
propostos na literatura. Muitos deles podem ser resumidos no seguinte esquema:

/i]if(k)ﬂ/i]if(k){ lim Gy, (k,Af)} :/A(ka)‘* (k). (4.1)

(2r) 2m* " Lz
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onde Gy, (k,A?) e A; representam, respectivamente, a distribuigao regularizadora e o
conjunto de pardmetros desta. Além de garantir o cardter finito da integral modificada
(evidentemente antes de o limite A? — oo ser tomado), a distribuigao regularizadora deve
possuir duas propriedades bastante gerais. Ela deve ser par no momento de integracao
k de forma a preservar a invaridncia de Lorentz, bem como deve possuir um limite de
conexao bem definido, i.e.,

Ahinoo Ga, (K*, A7) = 1. (4.2)
Com a primeira das propriedades exigidas teremos a anulagao de integrais {mpares no mo-
mento de integracao, enquanto que a segunda garantird, em particular, que os resultados
das integrais finitas de uma amplitude néo sofrerdo qualquer modificacio. E importante
ressaltar que estas exigéncias sao completamente gerais e estao de acordo com qualquer
regularizagao razodvel.

Ao invés de especificar alguma regularizacao, utilizaremos uma estratégia alternativa,
conhecida comumente por Regulariza¢do Implicita [8], onde a distribuigao regularizadora
¢ assumida de um modo implicito e apenas propriedades bastante gerais sao usadas em
passos intermedidrios. O método consiste essencialmente em reescrever os propagadores
das amplitudes perturbativas utilizando uma identidade algébrica de forma a separar os
termos do integrando em partes que resultarao em integrais finitas e outras puramente
divergentes, estas ultimas por sua vez serao independentes dos momentos (arbitrérios)
internos. A identidade usada para este propdsito pode ser escrita como

_Z (k2 4 2k; - kY (=)™ (K + 2k; - k) (4.3)

m2)’ (k2 —m2)"" [(k + k;)? —m?]’

’L

(k:+k:

onde k; é (em principio) uma rotulagdo arbitrdria para os momentos carregados pelas
linhas internas dos lacos. Qualquer valor de n € N satisfaz a identidade, porém, escolhe-
se 0 menor valor para o qual o iltimo termo esteja em uma integral finita, de forma a
evitar esforco desnecessario. Para as integrais finitas, as quais dependem dos momentos
internos, podemos tomar o limite de conexao, o que significa remover a regularizacao.
Para os termos divergentes, apenas eliminamos aqueles que sao impares no momento de
integracao por assumir o cardter par da distribuicao regularizadora e nao sao feitas mais
modificagoes. Para amplitudes ao nivel de um lago em uma teoria renormalizdvel podemos
escrever os termos divergentes obtidos como combinacao dos seguintes objetos:

d*k 24]€ k ko k d*k k,k,
Do (M) = / 7 4G / I
A 2m)* (k2 —m2)! A (27m)" (B2 —m?)

4 4
_4gw/ d k4 kgky, _ 49au/ d k;4 kgk, N (4.4)
A (2m)" (K2 —m?) A (2m)" (k2 — m?)

Ak Kk, k1
A (m?) = 4/ um2)3 _gW/ . (4.5)

A (2m)t (2 - A (2m)" (K2 —m?)
n d'k k. d'k 1
Vm,(m ) = 2/A (27‘()4 (]{:2 — m2)2 gwj\//\ (27’(’)4 (]{32 — m2)7 (46)

o d*k 1
Ilog(m ) = /A (27?)4 (]{2 . m2)2a (4'7)
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o [ d% 1

E importante enfatizar que com esta estratégia é possivel mapear as expressoes finais
obtidas nos resultados correspondentes a outras técnicas, devido ao fato de que todos
os passos sao perfeitamente validos dentro de prescricoes de regularizacoes razodveis, in-
cluindo a técnica da Regularizagio Dimensional (RD) [21]. E necessario, para tal, apenas
calcular as estruturas divergentes obtidas de acordo com o método especifico com o qual
desejamos estabelecer o mapeamento. Um outro ponto que merece ser mencionado é o
fato de em momento algum efetuarmos o cédlculo de integrais divergentes. As integrais
de Feynman origindrias das amplitudes sao reescritas de tal modo que as partes diver-
gentes sao separadas das partes finitas e reorganizadas em termos dos objetos divergentes
definidos previamente.

O método de Regularizagdo Implicita (RI) que utilizaremos para o tratamento das
integrais de Feynman divergentes tem sido aplicado com sucesso em diferentes problemas
onde o papel das divergéncias tipicas dos cédlculos perturbativos é de essencial importéncia.
Entre estes estudos podemos citar: violacao das simetrias de Lorentz e CPT induzida
por corregoes Radiativas [9]-[13], o poder de predi¢ao do modelo de Nambu-Jona-Lasinio
(NJL) [14]-[19], anomalias em identidades de ward para funcoes de trés pontos [20, 21, 23],
ambiguidades e relagoes de simetria em amplitudes divergentes envolvendo densidades
fermionicas tensoriais [22], arbitrariedades, anomalia AV e geracao de massa em D=1+1
[20, 24].

Vamos entao proceder com a solugao das integrais de Feynman identificadas nas am-
plitudes consideradas. Inicialmente, identificaremos o conjunto de integrais de Feynman
puramente fermionicas que aparecem nas amplitudes de um e dois pontos vetoriais, ex-
pressoes (3.7) e (3.13), respectivamente.

a) Integrais de Feynman associadas a fung¢oes de um ponto:

ity = [ (49)

b) Integrais de Feynman associadas a fungoes de dois pontos:

Ak (1 kPR
Ly, I 1Y) = 7’ 4.10
(s tgey) = [ g (4.10)

Agora procedemos o tratamento destas integrais com a utilizacao da prescrigao que ado-
tamos.

Integral I,

Consideremos inicialmente a integral associada a funcao de um ponto vetorial com grau
de divergéncia quadrético, definida em (4.9) como

d*k 1
L= ——. 4.11
! /1\(27T)4E1 ( )

Para esta integral basta escolhermos n = 2 na expressao (4.3), de modo que a integral
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se torna

-y {/ d*k 4/{;ak5 / d*k Jap
L = kl kl 4 3 4 2
A (2m)" (k2 —m?2) A (2m)" (k2 — m?)

d*k 1 L[ dYk 1
+/A (271')4 (k,z _ m2) + kl / (27r)4 (kQ _ m2)3

_/ d*k (k2 + 2ky - k)’
@2m)* (k2 — m2)® [(k + k1)* — m?]’

(4.12)

As duas tltimas integrais da equacao acima sao finitas e podem ser calculadas utilizando-
se técnicas usuais (apéndice C). No entanto, as trés primeiras integrais sao divergentes e
podem ser identificadas com os objetos divergentes definidos nas expressoes (4.5) e (4.7),
de modo que teremos

I = Tpuad (M?) + KSE D (M?) . (4.13)
Integral I}

Consideremos agora a integral com o maior grau superficial de divergéncia, o grau ctibico.
Esta foi definida em (4.9) como
d*k K+
I = / (4.14)
A

@m)tE

Tomando n = 3 na expressao (4.3), podemos reescrever o integrando de tal forma a
obtermos

d*k ktk
ko 9LV v
= ”ﬁA@ﬂMW—mw

d*k k kP d*k k. sk, kM
kY EeED | 4q, v - By
+111[95AQMHW—nw3 tA@mHW—an

- 6]@‘%"/ Bk kgk” _/ Ak (k2 + 2ky - k) ke
] 2m)t (k2 — m2)* 2m)t (k2 — m2)'E,

(4.15)

Para obtermos a forma acima para I}, além de aplicarmos uma identidade algébrica
para separar as integrais finitas daquelas puramente divergentes, desconsideramos as in-
tegrais fmpares no momento de integracao devido ao cardter par da distribuicao reg-
ularizadora. Além disso, tomamos o limite de conexao nas iltimas duas integrais em
(4.15), pois estas nao possuem divergéncia para altos valores de k . Analogamente a Iy,
considerando os objetos divergentes definidos em (4.4)-(??), obtemos para I}’

I = =k (M?)
— k1, V* (m?) — %k?kfk;;maﬁw (m?)
2 1
—gk%kl,jAuV (m2) — gk’fkl/gkl,jABV (m2)
+h ik, A (m?) . (4.16)
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Integral I

Passamos agora para as integrais com dois propagadores, iniciamos com a mais simples
delas com um grau de divergéncia logaritmico, esta integral é definida como

d'k 1
I, = — 4.17

e novamente aplicando a identidade algébrica (4.3) com n = 1, obtemos

a1 Ak (K2 + 2k; - k)
I = 4 2 1 2 2
/A (2m)" (k2 —m?) / (2m)" (k2 —m?)” [(k + ko)” — m?]

d*k (k2 + 2ky - k)
. / <27T)4 (k* —m?) [(k + k1>2 - mz] [(k‘ + k2)2 — mz] ' (4.18)

A primeirra das integrais acima pode ser identificada com o objeto divergente bdsico
Iy (m?). No entanto, as demais integrais podem ser resolvidas diretamente. Para estas
obtemos

/ d'k (k3 + 2ky - k) / Ak (K2 + 2k - k)
2m)* (k2 — m2)? B, (2n)* (k2 —m?) By (47)°

Zy (p*;m?) (4.19)

onde a fungao Zj é definida de modo geral por

1 2] _ 22y . o2
Z, (mf;m%;p% )\2) :/ dzz*1n {p (L=z)z+ (m —mg)z—mi i (4.20)
0

—)\2

Na expressao (4.19) fez-se a compactagao de notagao Zj (m?,m?2, p%;m?) = Zy (p*; m?)
com o0 momento externo definido como p = k; — ko. Portanto, I, pode ser escrita como

I = Ligg (M®) — ﬁZO (p*m?) . (4.21)

Integral I}

A integral I} foi definida anteriormente, expressao (4.10), e é dada por

4 W
It = / d—kzlk—, (4.22)
A (277) E12

para esta integral utilizamos n = 1 na expressao (4.3), de modo a obter

[ﬂ_/ (d‘*k: k# )2 /(d% k(K2 + 2k - k)

5 =

A (2m)" (k2 — ) (k2 —m2)’
_/ dik k* (k2+2k2 / d4k ot k2+2k1 k)’
(2m)* (k2 - m?)° B,

Ak ke (k2 + 2k2
/ (2m)" (k2 —m2)’ E2

Bk B (k24 2k - k) (k2 + 2 - )
/ (2m)" (k2 —m?)* Eyy '

(4.23)
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Para as integrais finitas acima, temos

Ak kP (k2 4 2k - k)
/(2@4 (k2 —m2?)® By
d*k ke (k2 + 2k - k)°
/ 2m) (k2 —m?)® B,
/ A4 k(K2 + 2k - k) (k2 + 2Ky - k) i

- PRy (2, m?), 24
(27) (K — m?? Eny @ Awsm), (424

na qual P = k; + ks. Levando ainda em consideracao os objetos divergentes definidos

anteriormente, e utilizando a propriedade Z;(p*; m?) = 1Z,(p* m?), podemos escrever

1 1
Iy = -5 BAY (m?) — §P“]log(m2) +

= %P“ZO (p?, m?). (4.25)

Integral 14"

A tltima integral puramente fermionica a ser considerada é a I}" | esta é quadraticamente

divergente e é dada por
d*k ktEY
" = / —_— 4.26
2 A (271_)4 E12 ( )

Utilizando a mesma estratégia usada para as integrais de Feynman anteriores, temos que

v d*k k*EY 9 d*k kHEY
L= 412 gk 4012 2)3
A (2m)° (k2 — m?) A (2m)° (k2 — m?)

d*k  koEPkrEY d*k  koEPkrEY
+4 (ke + k1) K / + 4k ok /
( 2 1)a 24 A (277)4 (kZ o m2)4 1 18 A (27T)4 (kQ o m2)4

, [ dk kMR

Ty

A (2m)" (B —m?)

4 wiv

e+ ] f

d*k kY (k3 + 2ky - k)
N / 2m)* (k2 — m2)* [(k + k2)* — m?]

Ak kR (k2 + 2ky - k) (K2 + 2k, - k)
_/ 2m)* (k2 —m2)* [(k+ ky)® — m?)

d*k kPEY (K2 + 2k, - k) (K2 + 2k - k)
- / @m) (k2 — m2)* [(k + ks)® — m?]

B / d*k kY (k2 + 2k - k)’
@2m)* (k2 = m2)® [(k + k2)® — m?] [(k + k1)® — m2]’

(4.27)
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organizando entdo as integrais divergentes em termos dos objetos definidos em (4.4)-(4.8)
e procedendo a integragao dos termos finitos para ficamos com

1% PY Pt

1
Iél,l/ — §vﬂl’ (m2) + %Iquad (m2) + 4 Ilog (m2)

2 2 v _ Vo2
_ (P ;p ) A (m?) + (p"p" 129“ p )Ilog (m?)

+i (3PuPs — Paps + paPs + paps) {09 (m?) + g*PA™ (m?)
_I_gocVAﬁu (mQ) + gauAﬁV (mQ)}

7 1
+ @)y {(g“”p2 —p'p”) {Za(zf, m?) — ZZo(pQ, m?)
prpv
2 zo<p2,m2>} . (4.28)

Com esta integral finalizamos o cédlculo das integrais de Feynman com divergéncias
estritamente ultravioletas, as quais estao associadas aos lagos puramente fermiénicos. Na
proxima secao, trataremos as integrais que possuem divergéncia infravermelha simultane-
amente a ultraviloleta.

4.3 Divergéncias Infravermelhas

4.3.1 Estratégia para manipulacoes e calculos envolvendo di-
vergéncias infravermelhas

Na secao anterior tratamos as integrais de Feynman que continham apenas divergéncia
ultravioleta, as quais estao associadas as fungoes de Green puramente fermionicas como
T,Y eT ,YVV- Esta tltima representa, a menos de um fator multiplicativo, a amplitude
da auto-energia do féton. Porém, dos trés processos fisicos bdsicos da EDQ, dois deles
envolvem integrais onde aparece também o propagador fotonico. Para este, temos que
o polo ocorre a momento nulo, pois a massa do féton é identicamente nula. Este fato
tem uma implicagao matemadtica que é o surgimento de divergéncias a baixos valores do
momento de integracao, estas sao denominadas divergéncias infravermelhas.

A presenca das integrais divergentes contendo o propagador do féton nos forca a in-
troduzir certas modificagoes no procedimento adotado na secao anterior, para tratar as
integrais de Feynman puramente fermionicas. E importante ressaltarmos o fato de os ob-
jetos divergentes definidos em (4.4)-(??) serem fung¢des da massa dos férmions. Portanto,
ao considerarmos integrais de Feynman com propagadores de diferentes massas (para o
férmion m e para o béson ), teremos objetos divergentes ora associados a massa do
férmion, ora associados a massa do bdson, de modo que teriamos, apds os cédlculos, ex-
pressoes diferentes para as quantidades divergentes nas amplitudes da EDQ. No entanto,
uma das etapas que se seguem serd a obter as relagoes explicitas entre fungoes de Green,
as quais servem como um guia de consisténcia para os métodos de regularizacao aplicados
as integrais de Feynman. Entao, se mostra necessdrio obtermos relagoes entre os objetos
basicos de diferentes massas, ja que no contexto da RI nao efetuamos de fato o cédlculo
das integrais puramente divergentes.
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Baseados nesta idéia de relacoes entre os objetos divergentes, utilizamos a seguinte
identidade:

1 B 1 (k2 4 2k; - k + X3 —m?) (4.29)
[(k+ k)2 =m]  (k2=A) (B2 =) [(k+k)* —m?] ‘
Esta identidade é apenas uma generalizagao da expressao (4.3) para n = 1, trazendo um
parametro arbitrdrio A\;. Podemos ainda, caso o segundo termo na equagao acima produza
uma integral de Feynman divergente, aplicar novamente a identidade de modo a obter

1 B 1 (k2 +2k; - k + A} — m?)
[(k+k)2—m? (k2= X)) (k2 =A%) (k% = A3)
(k2 4 2k; - k+ X} —m?) (k? + 2k; - k + A3 — m?)
5 5 5 (4.30)
(k2 = A7) (B2 = A3) [(k + ki)™ — m?]
Tomando k; = 0 e m? = \J obtemos a seguinte relacdo
2 42 2 42)2

(k2 =03) (=X (k2-23)° (k2 -22) (k2 - 22)"

Esta identidade serve para relacionarmos objetos divergentes /,,,4 associados a diferentes
massas, o que pode ser visto ao integrarmos esta expressao em ambos os lados com relagao
a k, ou seja

Iquad (/\3) - Iquad ()‘?) + ()‘i - )‘g) Ilog ()\%)

i 22
Fo |08+ (T%)] , (4.32)

Similarmente, podemos relacionar os objetos [, associados a diferentes massas através
da identidade
(B2=22)7 (k=227 (R2-2)"(k2-22) (2= (12— 22 '

a qual, apés a integracao, resulta em

- 2
B 8) = s02) + 2 [0 (32)] (434
(4) M
As relagbes entre os objetos divergentes (4.32) e (4.34) serd de crucial importancia
no tratamento das integrais que contenham divergéncia infravermelha simultaneamente a
ultravioleta. Pois, através delas poderemos separar as divergéncias ultravioleta e infraver-
melha das integrais e entao tratd-las separadamente.
Antes de prosseguirmos com o tratamento das integrais divergentes, identificaremos
o conjunto de integrais de Feynman que contém o propagador do féton. Estas integrais
surgem nas amplitudes da interacao elétron-féton e da auto-energia do elétron. Entao,
identificamos:

(J2;J3) = /%(ﬁz), (4.35)
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d*k (1; k" kPEY)
L TR TRV A _ 4.
(J37 J3 ) J3 ) / (27T)4 P1E23 ( 36)
as quais possuem polos simples em P; = 0, e também
d*k (1; k%)
Lo LY) = ’ 4.
( 2 2) / (27‘(’)4 [PI]Q ) ( 37)
d*k (1; k%)
Ly LE) = ; 4.
( 3 3) / (27'(')4 [P1]2E27 ( 38)

A (13 kP kPR
Ly L5 IV = T 4.
( 4y, Ly 4) /(27_‘_)4 [P1]2E23 ) ( 39)

as quais possuem polos duplos em P; = 0.

Para o tratamento das integrais definidas em (4.36)-(4.39) adotaremos o seguinte pro-
cedimento:

a) Antes de efetuar as separagoes das partes finitas e divergentes (ultravioletas) intro-
duziremos uma massa ficticia p?onde aparecer o propagador do féton.

b) Separaremos as partes divergentes ultravioletas em objetos bésicos liog € Igueq uti-
lizando como escala a massa do elétron.

c¢) Resolveremos entao as integrais finitas obtidas e estudaremos o comportamento das
mesmas no limite y> — 0. A presenca de termos divergentes neste limite implicard em
divergéncias infravermelhas nas amplitudes correspondentes.

Feitas estas consideragoes, partimos agora para o tratamento das integrais.

Integral J;

Iniciamos com o célculo da integral J,, dada por

d*k 1
h= | TR TR (4.40)

Prosseguimos levando em conta o procedimento citado anteriormente

: d*k 1
2 = ;}21310 {//; (27) [(k + k1) — 12][(k + k)2 — m?] } . (4.41)

Com o intuito de compactar a notacao, utilizamos a seguinte definicao:

Ui = U (ki, 1*) = [(k + ki)* — pi?], (4.42)
de forma que
P = ul?igo{Ui} = U (k;,0). (4.43)
Com isso, temos que P
Jy = uIQi?O {/A %m} : (4.44)
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Esta integral é logaritmicamente divergente no limite ultravioleta. Deste modo, devemos
utilizar a identidade (4.29) tomando como escala a massa do elétron, para ficar com

Ja
, &1 d'% (k2 + 2ky - k)
= lim 1 2 1 2
n2—0 | Ja (27)" (k2 — m?) (27)" (k2 — m?2)” Fy
_/ d*k (k%+2k1-k+m2—u2)} (4.45)
@2m)t (B2 —m?) Bl '

Na equacao acima, a primeira integral é identificada com o objeto I,; € as demais podem
ser calculadas. Feito isso, obtemos

i

Jy = Liog (M?) lim Zy (% m®; p*;m?) . (4.46)

a (47r)2u2H0

A funcao Z, nao tem nenhum problema de divergéncia no limite de conexao infravermelha
(consultar o apéndice D). Entao,

0

Jy = Ilog (mQ) - (47>2

Zo (0;m*; p*;m?) . (4.47)

Integral J¥

Esta integral é definida, explicitamente, por

L[ o
5= | G TR TR (4.48)

E considerando o procedimento proposto anteriormente temos que

d*k  kH
Jb =i 4.49
2 ;ﬂl?o [[\ (271') U1E2‘| ’ ( )

o que pode ser escrito como

4 1.V
= lim {—2(k:2+kl)y/ (d KKk
A

©2—0 om)t (k2 — m?)?
/ Ak (k2 + 2ks - k) km
2m)* (k2 —m?)® E,
/ d*k (k3 4 2ky - k) (k2 + 2k - k +m? — ) k#
(2m)* (k2 —m2)® B,
d*k (K2 4 2k - k +m? — p2)* kv
[anttu e P (4.0)
(271') (k2 — m2) E2U1

e em sua forma final, J} fica

k
J; _ _(k2z 1)1/ [guyllog(mz) + AW (mQ)}
1

2 (ar)?

PrZy (p?,0,m* \?) . (4.51)
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Integral J;

Definimos J3 por

dik 1
Js = / 2m)4 [(k + k1)2)[(k + k2)? — m2](k + k3)2 — m?]’

Seguindo o procedimento que adotamos, escrevemos
dk 1
Jz = 1i — ],
3 M%TO |:/ (27T) U1E23:|

J3 = ' hm m? m2
3= (47?) 500 (q p ,u )

que apoés a integragao fica

onde a funcao & pode ser definida em sua forma geral por

1z
ot - [ [y T
( b Q (2, y, 0% Q)

onde

Q(zy,%p") = Pz2(1—2)+py(1—y)+2(p.q) 2y
2

+ (m] —m3) z + (m} —m3) y — mi.

e assumimos ainda que p = (k1 — k2) e ¢ = (k1 — k3).

Integral J&

Definimos J§' por

W[ &k %
B / (2m)* [(k + k) [(k + ko)? = m?)(k + k3)? —m?]’

a qual pode ser escrita como

4 M
7 tim Uczk k }
n2—0 (27T)U1E23

de modo que apéds a integracao resulta em

J3

1
= im [¢"€10 (%5 0% 1% m%m®) + ¢"Cor (6% 0% %5 m?s m?)

(4m)*
— k€00 (a7 0% 12 m*m?)]
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Integral J{"

Para a tltima das integrais associada a um polo simples em P; = 0, definida em (4.36),
temos

ny o d4l{3 kuku
JS - /A (271')4 [(l{} -+ k1)2][(l{; + k2)2 _ m2](k i k3)2 _ m2]7 (459)

ou, seguindo a nossa estratégia

d*k Ktk
- 1 — . 4.
J u2—0 |:/A (271') U1E23:| ( 60)

Esta integral é logaritmicamente divergente no regime ultravioleta, e portanto temos de
aplicar a identidade (4.29), de modo a obter

= tm { / 'k EE / Ak (k2 + 2ks - k) kMkY
w2—0 | Ja (2m)* (k2 — m2)? (2m)* (k2 —m?)° Ej

_/ Ak (k2 + 2ky - k) kMEY
(271')4 (]{72 — m2)2 E23

_/ d*k (K2 + 2k -k +m? — u?) k*kY (4.61)
(27T)4 (k)2 — m2) U1E23 ’ '
apos a integracdo, ficamos com
_ Yuhog (m?) | A (m?)
(Jg)W = + 4 + 1
n l lim {—%7} (q2'p2',u2'm2'm2)
(an)? i T o P
—Hﬁuklufoo (q2' p2' ,UQ' mZ' mZ)
(klupu + kll/pu 501 (q p HJ m m2)
(klu%/ +klqu 510 (q2 p /'L m m2)
+(pqu+pqu)§11(q7 7/1’7m7m)
+ pubvéon (¢ 0% 12 m* m?)
40,850 (%505 1% m*m?) } (4.62)
onde a funcao bésica 7 é definida em sua forma geral como
1 1-z 2 2
nomy 1 | @ (20,0754
Do (0% @3 M m3;m3; A?) = / dZ/ dy (z"y™) In [% : (4.63)
0 0 -

onde a fungao Q (z,y, p?, ¢*) é aquela definida na expressao (4.55).

Integral L,

Passamos entao para as integrais com polos duplos em P, = 0. Iniciando por L, a qual

é definida por
d*k 1
Lo :/ 5 (4.64)
A () [(k + F1)?]
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escrevemos esta como
d*k 1
Ly = lim {/ ——2} (4.65)
w2=0 | Jx (27) [UY]

.0
lim Wll (kl; ,u2) = Lo, (4.66)

pr—=00pU

Primeiramente, notemos que

e entao, considerando a identidade (4.29) aplicada recursivamente em I, (ky; u?) , até que
a massa do féton esteja associada a uma integral sem divergéncia ultravioleta, ou seja

4
Iy (ki,i®) = /A (;r];‘* (k2 —1m2)
d*k (k2 +m? — 1?)
_/A T Te—
d'% (K} + 2k1 -k +m? — 2’
/A (2m)* (k2 — m2)°

_/ d'k (k3 + 2k -k +m? — p?)°
(2m)* (k2 —m2)*U, '

(4.67)

Efetuando a integragao, o seguinte resultado emerge
[1 (kl; ,u2) = Iquad (m2) - (m2 - M2) Ilog (m2> + klaklﬁAaB (m2)

O resultado acima e a relagao entre I; e Ly expressa em (4.66) implicam em

9 ? ) m?
Ly = Liog (m ) + (47r)2 ,}21310 In F , (4.69)

evidenciando aqui a presenca de divergéncia infravermelha logaritimica.

Integral L}

Consideremos agora a integral

d*k k*
= / N (4.70)
A (2m) [(k + k1)?)
Para esta, consideramos a seguinte relagao
LY = 1i 0 ' (k 4.71
2—#21%8—”21(1,#), (4.71)

na qual I} (k1, 1) é dada por
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d*k (2ky - k) kH
Bl = - [ At B

A (2m)% (B2 — m2)?

d*k kY kH
4 k2 2 2 k 1//
+ (1+TTL /JJ) 1 A(27T)4(k2—m2)3
d*k  kCkP kY kM
—8k1ak15k1,
la1pR1 /A (2m)* (k2 — m2)4
d*k kY K+
_6 (k2 2 2 2k V/
6( 1+m M) 1 (27_‘_)4 (ka—m2)4
/ A4k (k2 + 2k - k +m? — p2)* b
(2m)4 (k2 —m2)* U .

Em seguida procedendo a integragao dos termos finitos teremos:

iy (k:l,,u?) = —ky {Iquad (mQ) + (,u2 — m2) Log (m2)

i [0+ (03]

SV () SR A (1) — Lk Rk, A% ()

(4.72)

1
+k1, (k:% +m?— ,u2) AM (m2) — gklakmklyﬂaﬁ“” (m2) . (4.73)
Por fim, efetuando a derivada em relacao a p2, obtemos

, 2
Lg = _kitllog (m2) — k1, A" (m2) + k¥<2—2 lim In <M_> (474>

47)" p2—0 m?

Integral L3

Passamos agora para as integrais definidas em (4.38). Comegamos por

d*k 1
L3 = o 5 > (4.75)
(2m) [(k + k0)?P[(k + k2)* — m?]
Pela contagem das poténcias ja podemos perceber que esta integral nao possui divergéncia
do tipo ultravioleta. Assim, seguindo o procedimento adotado para o tratamento das
integrais, escrevemos

ar 1
La=1i _ 4.
3= lm, / 2n) [Th By (4.76)

ou ainda,

.0
L3 = lim WIZ (/{71, S kQ’ m) . (477)

pr—=00[
A integral I, (ky, u?; ko, m?) pode ser escrita como

4 4 2 )
-[2 (k17,l,b2; k27m2) = / d ]{4 1 5 — / d k4 (kQ + 2k22 k)
A (27)° (k2 — m?) (2m)* (k2 — m?)? B,

A% (k2 + 2k, - k)
_ / T (4.78)
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A solugao desta integral acima é bastante andloga aquela da I» explicita em (4.17),

exceto pelo fato de naquele caso y = m. Para este caso, temos
1

Iy (ky, 1?5 kg, m?) = Doy (m?) — (47)°

—=Zp (,u m2, p*: m)
de modo que,

.0
L3 = ;}212108_/12]2 (kb 22 k:27 m)
8

b= g o )

(4m)

e utilizando a seguinte relacao entre as funcoes 7 e Y

2Z0 (,LL2, m27p2; m2) )

0
Yio (12, m?, ¢% A7) = N o2 (2 (W5, )1

ficamos com ,
i

Ly=—

1
lim — Y, (2, m?, p%m?) .
(47?)2u 0m2 (M b )

Integral L}

Outra integral finita no limite ultravioleta definida em (4.38) ¢ dada por

L[ d% Iz
v [ @) [k T R l(k 1 ) — ]

I -t / &k K
p2—0 ) (2m) [U1]2 E,’

.0
L5 = lim = 15 (b, 1% ke m?)

Com base na estratégia que adotamos, temos que

Escrevemos entao,

ou ainda,

B b gibem) = _/< )4 iz )];M

(
(
_/ ko (2ky - k) k"
(2m)* (k2 — m2)®
(

ko (k2 + 2k - k)2 k¥
+/(27r) (k2 — m2)® E,

/ d*k (k3 + 2ky - k) (K3 + 2k1 - k + m? — p?) k¥

(2m)4 (k2 —m?)® B,
/ d'k (K3 + 2k -k +m? — )" b
(2m)* (k2 —m2)? U, B, '
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Resolvendo as integrais finitas teremos

1 1
Iy (ki ps ko,m) = —§PVAW (m2) - §P“—llag(m2)
+(4W)2 (" Zy (%5 1% m? m®) + K Zo (% %5 m?m?) ], (4.88)
e finalmente, L% fica
Lu _ i 1 ﬁy 2 2 2, 2 iY 2 2 2, 2 4 89
3 (4’/T)2H2HE>10 m2 1<,uam7pam)+m2 0<,uam7pam) ( )

Integral L,

Consideramos por fim as integrais definidas em (4.39). Iniciamos entdo com L, esta é

dada por
d*k 1
Ly = / (27) [(k + k1)2)2[(k + k2)2 — m2][(k + k3)2 — m?]’ (4.90)

a qual pode ser escrita como

d*k 1
Ly = lim —_— . 4.91
4 'LLZHO/ (27T) [U1]2E23 ( )

Pela contagem das poténcias esta integral revela um cardter finito no limite ultravioleta,
e portanto pode ser diretamente parametrizada e entao resolvida. Resultando em

)

Ly = li 2% 1% m?m? 4.92
4 (47T)2u21210000<q’p’ﬂ’m’m)7 ( )
onde a fungao ogg, em sua forma geral, é dada por

8€nm (pZ q2. MZ. m2. m2)

Onm =

T

com os momentos externos dados por p = k1 — ko e ¢ = ki1 — k3.

Integral L/

A préxima integral a ser tratada é LY, dada explicitamente por

. [ dk o
N / (2m) [(k + k0)2P[(k + k2)? — m2][(k + k3)? —m?]’ (4.94)

Esta pode ser escrita de uma maneira mais compacta por
d*k kH
LY = 1 / (4.95)
w—o ) (2m) [U1] Eas
Devido ao fato de L também ser finita no limite ultravioleta, podemos integra-la direta-
mente através dos métodos usuais de integracao, de modo a obter

Ly = <47T) lim {+¢"o10 (¢ 0% p*sm* m*) + oo (¢ p% 0% m* m?)

—Koo (¢% p% p?m?m?)
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Integral L}”

Por fim, consideramos a integral L}” definida em (4.39), e dada explicitamente por

o d*k [
o / (27) [(k + k1)22[(k + k2)? — m?[(k + ks)® — m?]’ (4.96)

Esta pode ser escrita da forma

Ly = lim (#—kﬂ (4.97)
w2—0 ) (27) [Uy)° By '

Analogamente as integrais Ly e L}, o fato de L}” ndo revelar um cardter de divergéncia
ultravioleta nos possibilita resolvé-la diretamente. Efetuada entao a integracao, obtemos

iy
~ (4n)? ,}3210{9 [€oo (47075 w555 m) = &gy (@7 0% w5 s m)

— & (¢%5 0% 1%y m*m?) ]
+q"q" o0 (¢ p%; p* m* m?)
+ P on (4% 0% i m?; mz)
+(p"q” +p"q") o (5% u m*;m?)
— [Kq” + K/ q") 010 (¢ 0% p?;m*;m?)
+ [K'p” + kY p*] o1 (0% % ?; m®;m?)
+ k'K 000 (¢° 0% p?;m?m?) } (4.98)
Com isso terminamos os calculos das integrais de Feynman necessédrias para explicitar-
mos as amplitudes associadas aos trés processos fisicos os quais nos propomos a estudar
em solucao perturbativa ao nivel um lago.
Com os resultados das integrais de Feynman em maos, estamos aptos a obter as

amplitudes divergentes da EDQ em suas formas explicitas. Este serd, portanto, o assunto
do préximo capitulo.
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Capitulo 5

Forma explicita das funcoes de
Green divergentes

5.1 A funcao de um ponto vetorial

Iniciamos pela fungao de Green de um ponto vetorial, equagao (3.7) e escrita em termos
das integrais de Feynman previamente definidas

TV (ky,m) = 4 [(Il)u n k:mll] . (5.1)

Considerando o resultado de Iy e (I1),, obtemos

4
TV (ky,m) = —4kiV,, (m2)—§l~cf‘k’fl€1”Da5W (m?)
4 8
+ kTR Ay (m?) + gkmkfkmﬁy (m?). (5.2)

5.2 A funcao de dois pontos bi-vetorial

Consideraremos agora a fungao de dois pontos vetorial-vetorial definida na equagao (3.13).
Levando em consideragao as expressoes (3.21) e (3.22), podemos escrever

T, =2(I3),, +4(k + k), (I2), + 4 (k1 + k2),, (I2),,
+ 4 (kluk21/ + lekQ;,L) I2 - Qg;ujjl (kl)
- 29uull (kQ) + 2 (kl - k2)2 g;u/I27 (53>

e apds substituirmos os resultados das integrais de Feynman, obtemos
T, =4V, (m?)
=2 [p* + P?] A (m?)
+% [3P*P? + pp” = PP’ + p"P?] [ Do (%) + guuLas (m?)
+g,uaAVB <m2) + g#ﬁAaV (m2>}
_g% [P P? 4+ p°p” — PP’ — p* PP] Nop (m?)
—2pP“ [P#Aal/ (m2) + PVA#CV <m2)}
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4
—q (pupu - g,ul/p2) [10g (m2)

3
—84 7 2; 2
—22 (pupl/ - gw/p2) ZQ (pQ; m2) - M ’ (54)
(i) 2
onde p==Fky —kye P =k + ks.
Utilizando a redugao da fungao Z, (p*;m?) para a fungiao Z (p?; m?), dada por
1 (p? —m?) 1
Zo (p2;m2) = g—ZZO <P2;m2) BRTS
e definindo
A =4V, (m2)
2 [p® + P?] A, (m?)
1
+3 [3PPP + p*p® — Pp® + p* P?] [ Ouppu (m?) + guuwLoas (m?)
+g,uaAl/6 (mQ) + guBAaV (mQ)}
— B [PoPe 4y = P = PP Do (m?)
—2P% [P,Aoy (M?) + P,Aa (m?)] (5.5)
podemos escrever 7)Y como
vV _ 4_ . o\ [ (2m? +p?) 2.2 1
T =+ i) (pupy — 9up’) e Zy (p*;m?) + 3
4
=3 (Pupr = 9up”) Dog (M) + A (5.6)

5.3 Auto-energia do elétron por excitagcao de um f6-
ton

Considerando a func¢ao de Green relacionada a auto-energia do elétron dada por (2.25) e
lembrando das equagoes (3.11), (3.12) e (3.13), podemos escrever

¥ (k1 kyym) = =27,J5 —2(H, — 2m) Jo
+(E=1) [(m—p) Jo+7,L5 + ¥, Ly
— (p* = m®) (v, L + ¥, Ls)] - (5.7)

Substituindo os resultados das integrais de Feynman na equacao anterior, obtemos

31 (b1, k2, m) = (=4 4m) Log (mQ) + P"y AL (m2)

1 .
(5 — 4m) Jim Z, (p%; 1*;m*m?) | (5.8)

" (any?
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(5.9)

) )% (p2',u2'm2'm2)

2 2 1 ) ) )
- — 1 .
JRY {17/ (p m );ﬂlglo m2

Com base nas equacoes acima e levando em conta o fato das fungoes 7, e Y; nao possuirem
nem um tipo de divergéncia no limite em consideracao (ver apéndice D), podemos escrever

Y (ky, koy,m) = (—]f+ 4m) Liog (m?) + PYy* A, (m?)
[(p/— 4m) Zy (p2; 0; m?; m2)]

(4m)°
+ (= 1) (m =) hog (M?) + (£ - 1)

— (-1 (% + %q> Ay (m?)
i {g(ﬁ ey 5 (p%; 0y m? m?)

(47)°

onde P e p sao, respectivamente, os momentos ambiguo e externo ao lago.

—(€-1) (5.10)

)
m2

5.4 Interacao elétron-féton

Para a func¢éo de Green relacionada ao processo de interagao elétron-féton dada por (2.32),
e lembrando das equagoes (3.27) e (??), podemos escrever

Alf (l{fl, ]{?2, ]{73, m) = (-2]4?%’7” — 2]%2’)/”]%3 -+ 4m (]{72 + kg)u — 2m27"’) J3
+ (4R = 299"y — 299"y + 8mg™) (Js),
_476!(];’104 + 27“]2 (k’g, k/’g) s (511)

Ay (k1s ks kgm) = A"Lo — [Y'H, (f —m) + (p° — m®) 7] Ly (k2)
—[(@=m) " + (¢ - ) "] Ly (k)
—Y"Yo [ = m] LS (k2) — [¢ — m] v, 7" LS (k3)
—(d=m)y* (i —m) Js+ [(p* = m?) (¢ — m) )"
+(¢* = m®) W, (i = m) + 2k (¢ = m) ¥, (f — m)
+ (P =m?) (¢ = m*) '] Lo + [(¢* = m*) " “(zf—m>
+2k“(C/ m)y* (f—m) +2(¢—m) i, (f —m) g"
+ (p* = m?) (¢ —m)*4*"] (La),
+2 (¢ —m)~, (y —m) LL". (5.12)
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Considerando entao os resultados das integrais de Feynman previamente calculadas e
fazendo algumas manipulagoes algébricas, podemos deixar A} e AL em termos dos mo-
mentos externos p e ¢, ficando com

A = —, VH (m2) + Y Log (m2)
2
(47)*

(427:)233130 {00 (P?, 1*, m?, g%, m*;m?)

—2q" €5 (p27 M2> m?, ¢, mz)

— 20" P02 (pQ» NQa m2, q27 m2)

—2(p"g+ ¢"y) & (0%, 12, m?, @7, m?)

+ (A g + Y — dmph) Eo1 (7, 1%, m?, ¢%,m?)

+ (H'q+ " — 4mg") 4 (an ,UQ, m27 q27 mz)

+ 2m(p+ @) — A g — m* ] oo (07,17 m* 67 m?) ), (5.13)

" Zo ((p — q)*;m* m?)

+

Yi (p?,m?, ¢% m?)

m2

' 0
- (4:_[_>2 <q2 - m2) 7#704 (p(_ m) hm()@ 2 [pa€01 (luzvpz? m27 q27 m?)

+qa§10 (M27p27 m27 q27 mQ)}
?

(4m)°

+qa§10 (/'[’27])27 m27 q27 m2):|

0
(p* —m?) (¢— m)kuhmoau (%60 (12, 0%,m*, ¢%,m?)
i

(4)
2 [0

:{ (@ —m’) (0 =m) 7,

—(¢— m)yu];/ m}hm (upm,q m)]

0 (1
(¢~ m)7* = m) hmoa—{ oo (2. i )

- <4rr>2

_q;J,qu£20 (:u27 p27 m27 q27 m ) - pupa£02 (M27p27 m27 q27 m2)

— (Pula + @upa) E11 (12, 0%, Mm%, ¢%,m?) } . (5.14)
Para obtermos o resultado final para a forma explicita de Ay e A} resta ainda tomar o
limite indicado. Porém, para tal é necessario um estudo detalhado das fungoes Z, Y,

Eoms Mm € Onm 10 que diz Tespeito aos seus comportamentos em p? — 0. A andlise das
funcoes Z;, e Y, foi feita e se encontra no apéndice D, no entanto resta analisar as fungoes
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Erims Nm € Onm- Desta forma adotaremos apenas uma representagao para as fungoes £
Npm € Tnm 1O limite infravermleho de modo a compactificar a notagao, ou seja

nm?

121m gnm (:U’2) = gnm (O> ?
n*—0

lim 7,,,,, (1%) = 1y, (0) (5.15)
p2—0
lim 0, (112) = 0pm (0) .
u2—0
Com isso, temos
A = =9,V (m?) + 9" iog (m)
21
% ((p—a)*;m*m?)
21
+ (47’(’)2 {’7#7700 (p27 07 m27 q27 mQ; m2)

—2q¢" g€ (p27 0, mQa C]Qa m2>

- 2]9“7/502 (P27 0, m27 CIQ, m2)

—2("d+ ¢"P) én (P27 0,m? ¢°, m2)

+ (g + " — Amp?) Eoy (p°,0,m°, ¢%,m?)
+ (A'd+ " d — 4mg") €40 (p7,0,m?, ¢*,m?)

+ [2m (p+ Q)" —h'qd— m27“] €00 (p2, 0,m?, ¢, m2)} , (5.16)
(§]
, i s oy Yo(ptom? p*m?)
= 1 _
(A2), = Yuliog (M) + A, {(p m*) 7, -
Yo (p?,m?, g% m?) Y (p?,m? g% m?)
+ (¢ = m?) v, —(d=m) ¢y, =
Y (MZ’mQ’pQ;m2>
— [y (g —m)] = o

—(¢® —m?®) 7,74 (i — m) [p°oo1 (0,97, m?, ¢*, m?)
+q%010 (0,0, m*, ¢, mz)]

— (P> = m®) (¢ — m) Vo, [P7001 (0,97, M2, ¢, m?)
o (O o)) + (6 — ) (7 — i) 7,
—(¢=m)v, @ —m)] [o00 (0,p%,m? ¢*,m?)]

= (=) = ) { =G 0.5, )

1 1
+§gua§10 (07 p27 m2a q2a mZ; m2) + §gua§01 (07 p27 m27 q2’ m2; m2)

—qu4a020 (0, p2, m2a q2a m2) — PuPa002 (0>p27 m27 q27 m2)
— (Puda + qupa) 011 (0,0°,m%, ¢*,m?) } (5.17)

Agora devemos analisar os resultados obtidos com vistas & consisténcia.
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Capitulo 6

Ambiguidades, relacoes de simetria e
renormalizacao

6.1 Ambiguidades

Nas amplitudes que calculamos é facil perceber a presenca de termos que apresentam
dependéncia de combinacoes indefinidas dos momentos internos arbitrarios. Eles repre-
sentam entao a presenca de termos nas amplitudes que dependem das escolhas para os
rétulos dos momentos das linhas internas. Isso significa que sao termos potencialmente
ambiguos. Diferentes escolhas podem levar a diferentes amplitudes.

E interessante destacar os termos ambiguos de cada amplitude calculada. Iniciamos
pela funcao de um ponto vetorial TX (k1,m). Para esta temos,

4
(TF“/)amb = _4k5v/“’ (m2) - gk?klﬁkﬂjaﬁll” (m2)
PSR () + bR B, () (6.1)

Observamos que T X (k1,m) é totalmente ambigua j& que k; é arbitrério.
Para o caso da funcao de Green de dois pontos vetorial-vetorial, temos que

(TIX/V)amb - Papﬁ [Daﬁuu (mZ) - gMBAVOé (mZ) - ga,LLABu (mQ) - Sg,uuAaB (m2)]

1
+§ [paPB o Papﬂ] [Daﬁlﬂ’ (mQ) + Gralpus (mQ) + JopLpy (m2)} . (6.2)
A parte ambigua da fungao de Green associada a auto-energia do elétron X (kq, ko, m)
é dada por:

(E)amb = PV,YLLA:LW (mZ)

€=

5 YHPYA,,, (m?) . (6.3)

Podemos perceber nas equagoes acima que as partes ambiguas das fungoes de Green
estao invariavelmente associadas aos objetos divergentes [, A e V. Tais objetos sao
quantidades indefinidas e, em principio arbitrarias, ji que dependem da escolha de uma
regularizacao para serem especificadas. Disto é f4cil perceber entao que a escolha especifica
de uma regularizacao que venha a produzir um valor nulo para estes objetos nos permite
elimind-los sistematicamente. Esta é uma possibilidade tentadora, porém nao deixaria
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de ser consequéncia de uma escolha arbitrdria. Seria, por outro lado, interessante que
os objetos [, A e V, que sao diferencas entre integrais de Feynman com o mesmo grau
de divergéncia, fossem fixados no valor nulo através de exigéncias de simetria do préprio
célculo perturbativo. Para verificar esta possibilidade consideremos as relagoes de simetria
envolvendo as amplitudes mantendo a presenca dos termos ambiguos.

6.1.1 Relacoes de simetria

Uma consequéncia da simetria de calibre associada & EDQ é a conservagao da corrente
vetorial, o que tem como produto as identidades de Ward, equagoes (3.45) e (3.46). Con-
siderando estas identidades e as fungoes de um e dois pontos vetoriais em suas formas
explicitas, (5.2) e (5.6), obtemos para a fun¢ao de um ponto vetorial

KYTY (ki,m) = K {—4k;vw (m?) — %kfkfkﬁmaﬁw (m?)

4 8
3k A (m?) + gkmkfk;mﬁy (m2)}
= 0, (6.4)
e para a funcao de dois pontos bi-vetorial

4%
pMTuV = puAul/

ou, mais explicitamente

Ty = 4PV, (m?) — 2p"p* A (m?)
+%P“ p°p” | Dappw(m®) — %QWAQB (m?) + gualus (M?) + gupLaw (M?)
—2p" P2y (m?) = 2" P [Pulay (M) + Py Dy (m?)]
o 3PP — P 4 5 PP] [ D () + g Lo ()
+9ualup (M?) + gusDaw (M?)]
— Dy [Prpr = Pop’ = PP Dy (m?)
- 0 (6.6)

Lembrando ainda da relagao entre as fungoes de Green de um e dois pontos expressa em
(3.39), temos que

p“TIYVV = TV (ky;m) — T (ky;m)
= 0. (6.7)

Podemos perceber entao, nas amplitudes calculadas, a aparente violagao das identidades
de Ward. Estas nao sendo satisfeitas implicam na violagao da simetria de calibre. Desta
maneira, ¢ necessario que todos os termos violadores de simetria sejam eliminados das
amplitudes como exigéncia minima de consisténcia. Os termos violadores, por outro
lado, estao invariavelmente associados aos objetos [1, A e V e, em alguns casos, sao nao
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ambiguos no que diz respeito aos momentos internos do laco. Portanto, é necessario que
as condigoes

Vs =
Am%f,g =0 (6.8)
0, =0

sejam satisfeitas, de modo a preservar as simetrias no célculo perturbativo. Além disso, es-
tas condigoes sao aparentemente suficientes para a manutencao das simetrias e eliminagao
sistemdtica das ambiguidades. Devido a isso este conjunto de equagoes é denominado Re-
lagoes de Consisténcia (RC’s). E importante enfatizar que a nulidade destes objetos
foi imposta por argumentos bem gerais. No contexto deste trabalho, tais exigéncias sao
decorrentes apenas da manutencao da simetria de gauge. Pode-se, entretanto, perceber
que uma exigéncia bem mais abrangente e universal é capaz de levar as mesmas condigoes
que ¢ a exigéncia de que a invaridncia translacional seja mantida no célculo perturbativo.

6.2 Renormalizacao

Neste ponto, ja temos em maos as amplitudes livres de ambiguidades e com suas
simetrias preservadas. Observamos, entretanto, que com a retirada dos termos [, A e V
restam ainda os termos divergentes [jos € I4uqq Nas expressoes para as amplitudes. Isto quer
dizer que as amplitudes ainda sao quantidades indefinidas ou divergentes e nao podem
ser associadas a observaveis fisicos. A possivel saida reside num outro aspecto crucial:
a redefinicao ordem a ordem no cédlculo perturbativo dos pardmetros da densidade de
Lagrangeano.

Deve-se enfatizar, no entanto, que a necessidade da reparametrizacao nao é uma carac-
teristica exclusiva de teorias de campos relativisticas. A renormalizacao tem a sua prépria
base fisica intrinseca e nao é trazida a tona apenas pela necessidade de expurgar infinitos,
pois mesmo em teorias finitas pode ser necessdria a renormalizacao de quantidades fisi-
cas. Como um exemplo, podemos considerar o caso de um elétron se movendo no interior
de um sélido. Devido a interacao do elétron com a estrutura interna do sélido a massa
efetiva do elétron m*, a qual determina a sua resposta a uma forca externa aplicada, é
certamente diferente da massa do elétron m medida fora do sélido. A massa do elétron é
mudada (renormalizada) de m para m* pela interagao do elétron com a estrutura interna
do sélido.

A implementacao sistemdtica da reparametrizacao em TQC, a teoria da renorma-
lizacdo, é uma prescricao através da qual, apés um nimero finito de redefinicoes dos
pardmetros livres da densidade de Lagrangeano, podemos tornar a teoria finita a qual-
quer ordem da expansao perturbativa. Existe uma grande variedade de prescrigoes de
renormalizacao na literatura. Todas utilizam, essencialmente, os mesmos argumentos fisi-
cos. A idéia geral é a existéncia de um conjunto de parametros fisicos nus, que podem
ser quantidades tais como as constantes de acoplamento e massas. No entanto esses pa-
rametros nus nao sao mensuraveis. As divergéncias desses pardmetros sao escolhidas de
forma a cancelar aquelas originadas nos diagramas de Feynman devido ao comportamento
dos propagadores em valores altos para os momentos. Apdés estas divergéncias terem sido
absorvidas pelos parametros nus, o que resta sao os parametros fisicos renormalizados, ou
vestidos, que sao, por sua vez, finitos e mensurdveis. Para que o processo de renormaliza-
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¢ao possa ser efetuado é necessdrio em passos intermedidrios a manipulagao de integrais
de Feynman divergentes, etapa ja cumprida nos capitulos precedentes. Vamos entao re-
tomar as expressoes para as amplitudes, agora livres dos termos ambiguos, e efetuar a
reparametrizacao da teoria ao nivel um lago e mostrar entao que isto nos permite eliminar
consistente e sistematicamente as divergéncias remanescentes.

Na segao 4.5, obtivemos o propagador fermionico corrigido, eq.(2.36), levando em con-
sideracao a sua propagagao na presenca de interacao. Uma das consequéncias matemadticas
da correcao do propagador foi que o polo nele contido, o qual define a massa fisica da
particula, foi deslocado de m para m + X (j = 0). Porém, a fungao de Green X (/) , cons-
truida ao nivel um loop com o auxilio das regras de Feynman, definida na equagao (2.25),
¢é divergente. Isto implica que a massa m que aparece na densidade de Lagrangeano,
equagao (2.21), nao é de fato a massa fisica, mas sim um parametro divergente que pre-
cisa ser reinterpretado. O mesmo ocorre com os pardmetros e e £ e com a normalizagao
dos campos 1 e A,,.

Para dar infcio ao processo de renormalizacao da EDQ ao nivel de um laco fagamos
primeiramente as seguintes redefini¢oes nos pardmetros da densidade de Lagrangeano

m — m07
e — €,
£ — &, (6.9)
/éb B ¢07
A, — Ag,
de modo que o indice 0 esteja associado aos pardmetros nus (divergentes) e os para-
metros sem indices venham a representar as quantidades fisicas mensuraveis. Estes sao
usualmente chamados de pardmetros renormalizados. Feitas estas redefini¢oes, podemos
escrever a densidade de Lagrangeano como:

- - 1 1
£ =iy (Ot e ) ¥ = mot™u” = 3 (9u) = 0,40)" = 50 (BuA™)". (6.10)
0
Fagamos entao as parametrizacoes
Zm
Z,
= — _¢, 6.12
T 27 (6.12)
ZA
_ zA 1
& = 7 (6.13)

W= 2, (6.14)
AL = \Z4A,. (6.15)

Os fatores Z,,, Z., Z¢, Za € Zy sao inseridos com o intuito de que fique explicito na
densidade de Lagrangeano o que é de cardter divergente e o que ¢ finito, como veremos
a seguir estes pardmetros podem ser escritos em termos dos objetos divergentes que nao
foram eliminados apds a imposicao das relacoes de consisténcia.

A Lagrangeana pode ser escrita como a soma de uma parte fisica com outra divergente,
esta tltima denominada Lagrangeana dos contratermos. Ou seja,
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L= Lf’LS + L.

Assim sendo, com base nas consideracoes prévias, temos que

£ = T~ mipn — A = 1 (0pA, — 0, A,) = 5 (0,4

+i(Zy = V) 0P = m (Z = 1) ) — e (Ze — 1) )
1

1
3 (Za =D 0,4~ 0.4, - 5 (Ze = 1) (0,47 (6.16)
onde ]
Lpis = Didhs = i = AV = 1 (A = 04" = 3 (O (67
e
Lo=i(Zy = 1) —m (Zn — 1) — e(Ze = 1) YA
1 1
= D)0, - 0.4, - o (Ze - 1) (0,47 (6.18)
A etapa seguinte consiste em escrever os parametros Z’s impostos na densidade de

Lagrangeano em termos de propriedades das amplitudes IV}, A, (7, 7) e T (). Para

isso, facamos

L = Gidt—mgi— e — i (O = 0,4, = 52 L (9, 4my?
+ (a1) {_i (auAl/ - 8,,Au)2}
+ (az) (El_a@b)
+ (as) (—1/)_77“/1)
+ (a4) [—ep Ar)]
(05) [~ 3¢ @) (6.19)

Agora procedemos a identificacao dos contratermos. O primeiro deles deverd cancelar
a divergéncia do diagrama da auto-energia do féton. Para esta amplitude, a partir das
equagoes (2.29) e (5.6), escrevemos

W (p) = (0" G — pupo) T (p°) (6.20)
onde: A
() = — 26 [ (m2)] + T 7). (6:21
A parte finita definida acima possui a propriedade:
I/ (p* = 0) = 0. (6.22)
Entao,
1 1
(Za=1) | =5 (OuAs — a,,AM)ﬂ =+ (ay) [_Z (0,4, — 9,A,) (6.23)
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e observando a amplitude TX/V temos que

Zy=1- 4?62 [T1og (m?)] - (6.24)

O segundo e o terceiro contratermos deverao cancelar as estruturas divergentes asso-
ciadas a auto-energia do elétron. Para identificarmos adequadamente este contratermo,
consideramos a forma explicita para a funcao de Green da auto-energia do elétron expressa
em (5.10)

(4m)”

SV (p) = (—ie)? {(—p/+ Am) Liog (m?) + (5 — 4m) Z, (p*; 0;m*; m?)]

D) (m— m2) (6 — 1) 2oy Yo (p% 05m?m?)
6= ) = 61 0 ) U
+(E-1) (4;)2 [(if —m) Zo (p*; 0;m*;m?)] } (6.25)

Facamos entao a seguinte compactacao

2 (p) = Ap*) +¢B (p*) + (€= 1) [C (") + 9D (»°)] (6.26)
na qual identificamos

?

(47)”

A (p2) = —4me? [Ik,g (m2) — Zo (p2; O;mQ;mQ)} , (6.27)
(47)°

O primeiro termo, de ambos A (p?) e C (p?), contém a divergéncia ultravioleta. No en-
tanto, os outros sao finitos e possuem as propriedades

C (p*) = —me® |:Ilog (m?) — Z (p2;0;m2;m2)} ,

Apin (p° =0) = Cpin (p° =0) = 0. (6.28)

Agora, para a parte linear de (6.26) temos

B (p*) = +e* lllog (m?) — (4;)2 Zo (pQ;O;mz;mQ)} (6.29)

D (p2) = +¢? {Ilog (m2) — ! 2 (pQ;O;mZ;m2)}

(4)°
+e? (p? —m?) [(4;)25/1 (p Sn;” 1 )} . (6.30)

Podemos notar que a parte finita de B (p?) possui a propriedade B, (p* = 0) = 0. Porém,
a parte finita de D (p?) nao se anula em p? = 0,
1 e

Dyin (p* =0) = T2 an)

(6.31)
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Efetuada a organizacgao, a parte finita adquire a propriedade:

1
Efjn(p> |p:0: 0
az}jn(p) _ 7 82
oy lp=0= S 2

Deste modo, para o segundo contratermo temos

i(Zy = 1)) =i (az) (V) ,
¥ (p)

o | 1]

= —je? [[log (mz) — ﬁZg (O;O;mQ;mQ)]

—ie2 (6 —1) [Ilog (m*) -

e, consequentemente

i(Zy—1) = iagzill—

?

(4m)”

Zy (O; 0; m?; m2)]
.2
2 (e 1) | L&
vie(c-)| 2%2],
de modo que
1

— 7 O;O;mz;m2}
(47T)2 0( )

_e-1)e [z () =

Z, = 1-¢ [zlog (m?) —

1

4r)®

2 (4m)”

Para o terceiro contratermo identificamos

—m(Zy — 1)) = —m (az) (Y9) ,

ou seja,

Y (0) = —4me? [Ibg (m2) _ ! 520 (O;O;m2;m2)]

(4m)?
— (6 — 1) me? {Ilog (mz) —

?

(4m)”

Zq (0; 0;m2;m2)] :

de modo que

L
(4m)*
—(E-1)¢€ [Ilog (m?) —

a; = —4é? [[log (m2) — Z0 (O;O;mZ;m2)1
7

(4)?

Z (0;0;m2;m2)] :

Zpy = 1—4é° [Ilog (mz) _ ! 520 (0;0;m2;m2)]

(4m)?
-1 [I (m?) -

! 520 (0; O;mQ;mQ)} .

47r)

93

Zy (O;O;m2;m2)+z ! ]

(6.32)

(6.33)

(6.34)

(6.35)

(6.36)

(6.37)

(6.38)



Para obtermos o quarto contratermo, o qual leva ao cancelamento da divergéncia
oriunda da fungao de Green associada a interacgao elétron-féton seria necessario um estudo
detalhado das funcoes Zy, Yi, &,.ms Mom € Onm 1O que diz respeito aos seus comportamentos
em u? — 0. Para as fungoes Z, e Y}, este estudo foi feito explicitamente (ver apéndice
D), devido ao fato de a integragdo no parametro de Feynman poder ser completada. J&
para as as fungoes &,,,.,, 7,m€ Tnm, as dificuldades sao relativamente maiores ja que as
integracoes nos parametros de Feynman nao sao facilmente completadas.

Uma andlise superficial revela a possibilidade de divergéncias no limite infravermelho
para a funcao o,,,, a qual é essencialmente a derivada ¢,,,,,, por esta conter um polindémio
quadrético em p?. De qualquer forma, a renormalizacio pode ser levada a diante para
uma escolha conveniente para o pardmetro de gauge ja que este é arbitrario. Como tal,
adotando & = 1 (calibre de Feynman), nos livramos do problema de possivel divergéncia
infravermelha, ji que com esta fixacao do calibre eliminamos Aj, a qual é justamente a
parte que contém a funcao possivelmente problemética no limite infravermelho, a fungao
Onm- Podemos perceber isso observando as expressoes (5.13) e (5.14) . Assim sendo,
seguindo o mesmo procedimento de anteriormente, escrevemos a expressao para a fungao
de vértice na forma:

Ay(pra) = —e* {7, [Tiog (m?) + AT (0,0)] +
+ [Af™ (p,q) — 7, AT (0,0)] }, (6.39)

onde %Afi" (0,0) € o valor da parte finita de A, (p,q) tomado a momentos p = g = 0.
Com isso, temos que

—e(Ze = 1) pftp = —e (as) YA, (6.40)
e
(Z. — 1) = —€” [Liog (m?) + A7 (0,0)] (6.41)
de modo que
Z,=1— € [Log (m*) + AV (0,0)] . (6.42)
Finalmente, para obtermos o contratermo associado ao parametro de calibre, identifi-
camos . .
~5¢ (L= 1) (0,4 = —5¢ (a5) (0,4°)" (6.43)

O termo de calibre envolve a presenca da derivada do campo vetorial fotonico, similar-
mente ao termo de Maxwell. Desta forma, ele deve contribuir também para a auto-energia
do féton, assim sendo, considerando as equagoes (6.20), (6.21) e (6.22), obtemos que

4e?
Zé:ZAzl—? |: log (mz)] . (644)

Obtidos os contratermos para cada termo na densidade de Lagrangeano, podemos es-
crever uma nova expressao para este ultimo levando em consideragao uma forma explicita
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para os contratermos. Entao,

1
2
—ie? [Log (mZ) — %ZO (O; 0; m?; mQ)] an

(4m)
(4;)220 (0; 0;m?; mQ)} vy
+e® [Liog (m?) + AT (0,0)] Y Arp

2

+% [Tog (m2)] (0,4, — 0,A,,)?

2e? ) 02
+¥ [Ilog (m )] (@LA ) .

L = Pidhp —miprp — e pap — 411 (0,4, — 9,A,)° (9,A")°

+4me? [Ilog (mz) —
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Capitulo 7

Conclusoes

No presente trabalho consideramos o estudo da ED(Q em solucao perturbativa ao nivel
um laco. Depois de escrever a densidade de Lagrangeano para a teoria e obter as regras
de Feynman, especificamos trés processos fisicos bdsicos pertinentes a teoria, sao eles:
a auto-energia do elétron, a auto-energia do féton e a fungao de vértice da interagao
elétron-féton.

Para cada um dos processos fisicos identificamos uma funcao de Green de cardter
divergente, o que foi revelado através da contagem de poténcias do momento de integragao
k. Desta forma, tornou-se necessdrio construir uma interpretacao consistente para as
amplitudes contendo tais divergéncias. Para tratarmos de tal problema, passamos por
duas etapas. A primeira delas consistiu no tratamento das integrais de Feynman de
uma forma consistente (cap. 4), papel este desempenhado pela estratégia adotada para
manipulacoes e cdlculos denominada como Regulariza¢ao Implicita.

Este método tem uma caracteristica importante de nao ser realizado de fato o calculo
das integrais de Feynman divergentes, estas sao separadas das integrais finitas e orga-
nizadas em termos de um conjunto de objetos bédsicos, aqueles definidos em (4.4)-(4.8).
E possivel evitar, deste modo, as modificacdes usuais das amplitudes por distribuicées
regularizadoras.

Além disso, nos deparamos com dois tipos diferentes de divergéncias: a ultravioleta
e a infravermelha. Estas estao associadas, respectivamente, a valores altos de momento
(k — 00), e a regidao de pequenos valores dos momentos (kK — 0). A possivel presenca
deste tltimo tipo de divergéncias estd associada ao propagador do féton estar presente
nas integrais, o qual contém um polo em valor nulo para 0 momentum do féton (k =
0). As divergéncias infravermelha e ultravioleta foram tratadas separadamente de modo
natural dentro da estratégia que adotamos. No entanto, no resultado dos cédlculos para
as amplitudes percebemos a presenga de termos potencialmente ambiguos. Estes termos,
comprometeriam o poder de predicao da teoria, pois dependem de escolhas arbitrérias,
porém, através de argumentos de simetria, é possivel encontrar um modo de eliminar
tais termos de forma consistente e sistemadtica. Isto porque na construgao da densidade
de Lagrangeano da eletrodinamica quantica (cap. 2), impomos que a teoria do elétron
livre de Dirac fosse invariante frente a uma transformagao local (ou de gauge), o que
tem como uma implicagao a existéncia de uma corrente vetorial conservada. Este fato
estabelece propriedades bem definidas para as amplitudes do célculo perturbativo que sao
as identidades de Ward. A manutencao das simetrias no célculo perturbativo passa pela
preservacao das identidades de Ward.
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No entanto, ao calcularmos explicitamente a funcao de Green para a polarizacao do
vacuo, percebemos que esta contém termos que violam a invaridncia de calibre. Com
base nisso, percebemos que a linica maneira de preservar as simetrias é a imposicao das
relacoes de conmsisténcia, as quais implicam na anulacao dos objetos divergentes [1, A e
V. Como resultado destas propriedades para as integrais de Feynman divergentes todos
os termos ambiguos sao eliminados automaticamente.

Ap6s esta etapa que produz amplitudes livres de violacoes de simetrias e de ambigui-
dades, consequéncia da estratégia adotada para o tratamento das amplitudes divergentes
resta ainda a presenca da quantidade divergente bésica Ij,s. A eliminacao desta quanti-
dade das amplitudes fisicas somente pode ser feita através da reparametrizacao da teoria
ou renormalizacao. Este procedimento consiste em absorver os infinitos remanescentes,
ou seja, aqueles objetos divergentes que nao puderam ser eliminados através das relagoes
de consisténcia. Para o caso da EDQ), o tinico objeto que resiste a estas relacoes é o objeto
Liog. Procedemos entao a renormalizacao da EDQ ao nfvel de um laco produzindo entao
amplitudes (renormalizadas) livres de infinitos.

Embora a renormalizacao da EDQ ao nivel um lago nao represente uma novidade no
contexto de TQC, o procedimento utilizado para tal apresenta vantagens inegdveis frente
aos procedimentos tradicionais, pois nao fazemos o uso de uma regularizagao de fato, por
assim dizer. Dito de outro modo, a forma com a qual lidamos com os objetos divergentes
que surgem na EDQ é ditada pelo préprio conjunto de simetrias contido na teoria. Além
disso, as amplitudes nao sao modificadas em momento algum em relagao ao modo como
surgem das regras de Feynman. O método aplicado aqui, nao parece ter limitagoes de
aplicabilidade de natureza alguma, podendo ser aplicado em quaisquer dimensoes espaco-
temporais e para quaisquer teorias e modelos, diferentemente dos métodos tradicionais
de regularizacao, os quais sao, em sua maioria, relativamente restritos com respeito a sua
aplicabilidade.

As conclusoes que retiramos no que diz respeito a consisténcia do método para a EDQ
sao transparentes quanto a ambiguidades, relacoes de simetria e divergéncias ultraviole-
tas, que sao as questoes cruciais envolvidas. Quanto as questoes relacionadas & presenca
de divergéncias infravermelhas nas amplitudes, infelizmente nao foi possivel com os estu-
dos realizados fornecer uma conclusao clara e definitiva. Torna-se necessdrio para tal um
estudo mais detalhado de algumas fungoes finitas (no regime ultravioleta) a fim de que
possamos retirar conclusoes definitivas (&,,,,, 7,m€ Onm Para os casos em que n e/ou m
sao nulos). Este aspecto, entretanto, refere-se a caracteristicas da teoria das interagoes
eletromagnéticas e nao a consisténcia do método aplicado na investigacao efetuada no
presente trabalho. Deixamos este aspecto como perspectiva para estudos futuros. Investi-
gacoes neste sentido estao atualmente em andamento, assim como a aplicacao do método
em outros cendrios, como aquele relacionado a questao da divergéncia no problema da
constante cosmoldgica.
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Apéndice A
Algebra das matrizes de Dirac

No contexto da mecanica quéntica relativistica surgem naturalmente, associadas as
particulas de spin semi-inteiro, as chamadas matrizes de Dirac. Estas obedecem a uma
dlgebra nao-comutativa de Clifford, e estao presentes na Lagrangeana, nas fungoes de
Green e, consequentemente, nas amplitudes fisicas perturbativas. Deste modo, se mostra
necessario o conhecimento da dlgebra obedecida por tais matrizes, assim como, o desen-
volvimento de certas identidades relevantes envolvendo estas a fim de realizar manipu-
lacoes convenientes nas expressoes para as amplitudes que sao construidas a partir das
regras de Feynman. Neste apéndice iremos detalhar algumas das propriedades e identi-
dades resultantes da dlgebra das matrizes de Dirac que se mostram fundamentais para o
nossos objetivos neste trabalho.

Iniciamos pela definicao das matrizes que formam o conjunto das matrizes de Dirac.
Estas sao 4 matrizes 7, 4 x 4 que obedecem a dlgebra nao comutativa de Clifford:

(", Y} =+t = 2071, (A.1)

onde onde I ¢ a matriz identidade 4 x 4, e g" € o tensor métrico do espago de Minkowski,
dado por:

1 0 0 0
w [0 -1 0 o0
=10 0 -1 0

00 0 -1

Podemos definir também uma matriz que possui a propriedade de anticomutar com
todas as matrizes v, esta ¢ a matriz 5 definida por:

1
77 = = pEwes? VY, (A.2)
onde "**% ¢ o tensor totalmente antissimétrico de quatro indices de Levi-Civita.

Consideremos entao uma representacao para as matrizes v = (7%, %, 42, 7?). Podemos
adotar

10 0 0 0 0 01
o o1 0 o o0 10
T“loo -1 0o |° T o —100 |
00 0 -1 1 0 0 0
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0 00 — 0 01 O
9 0 0 ¢ O 3 0 00 -1
Tl o io o0 |’ T =100 0 |
— 0 0 0 0 1.0 O
e consequentemente a matriz 75 serd dada por:
0 001
0010
5 _
Tl 1000 (4.4)
0100
E interessante ressaltarmos as seguintes propriedades:
Yy, = 41, (A.5)
VY = =27, (A.6)
VP =1, (A7)
® = =y, (A-8)
Yuoap" =0, (A.9)
VOap = =i (OvaVs = 0usVa — apru?"Y’) (A.10)
onde: )
1
Oap = 5 (VaVs = V57a) (A.11)
A contracao de matrizes 7 com quadrivetores, representada por:
A = Au7M7 (A12)
leva a identidades tais como:
AB+BA = 2A4.B, (A.13)
YA+ Ay, = 24, (A.14)
Y APy, = 4A-B, (A.15)
Vv, = 24, (A.16)
e
VuABGY, = 20 BA. (A.17)

Para concluirmos este apéndice vamos considerar os tracos das matrizes de Dirac.
Estes surgem quando estamos analizando as fungoes de Green puramente fermiénicas. Os
tragos sao dados por:

Tr(y,) = 0, (A.18)
Tr(v,7,) = 40, (A.19)

Tr (v,ms) = 0, (A.20)
Tr (V7 YaY8) = 4(0was — 0uabup + 6u30ua) , (A.21)
Tr (v, sYav8) = O, (A.22)



a matriz 5 nao aparece em nenhuma fungao de Green associada aos processos fisicos que
nos propomos a estudar neste trabalho. No entanto, apenas com o intuito de comple-
mentar o estudo das matrizes de Dirac, apresentamos alguns tracos envolvendo a matriz

Vs

Tr(vs) = 0, (A.23)

Tr(vs7,) = 0, (A.24)
Tr(vs7%7%) = 0, (A.25)

Tr (vs%%a7s) = 0, (A.26)
Tr (Ys7,%07p%0) = 4up0s (A.27)
Tr (V57,0 7aY87,) = 0, (A.28)

Os resultados apresentados neste apéndice sao nesessarios e suficientes no que diz

respeito a manipulacoes algébricas das matrizes de Dirac no desenvolver do presente tra-
balho.
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Apéndice B
Parametrizacao de Feynman

No capitulo (4) escreve-se as fungoes de Green associadas as amplitudes fisicas como
uma cobinagao de integrais de Feynman. Estas integrais podem ser definidas de um modo

geral por :
d*k k°KP.. kP
1) = B.1
) /(2#)4 Eipom (B

onde definimos

B = [(k+k)?—m?] [(k+k)” —md] .. [(k+ k)" —m2].
= ayas...a, (B.2)

Através da contagem das poténcias do momento de integracao k, é facil perceber se
uma integral é finita ou divergente. Para esta tltima mostra-se necessdrio a adogao de
um método consistente para seu tratamento e eventual manipulacao, conforme foi feito
no capitulo (5). Porém as integrais finitas no regime ultravioleta, podem ser integradas
usando-se métodos usuais de integracao. O objetivo deste apéndice consiste em explicitar,
e consequentemente esclarecer, a primeira parte da solucao destas integrais finitas, que é
a Parametrizacao de Feynman.

Tal estratégia consiste em reescrever os integrandos, iniciando com uma parametriza-
¢ao do denominador. Para isso, notamos que

1 o0 00
H— = (—Z)n/ dzy exp (iz1aq) .. / dz, exp (izpay)

n 1 n
= / dzi.. / dzn/ —exp( zjaj> (1—— zj>
Jj=1 U] 1

Fazendo entao a mudanca de varidvel z; = vx;, obtem-se

n 1 1 1 00 n -

H — = (—z)"/ dxl.../ dxn/ dvv" L exp <iv2xjaj> ) (1 - Z%)

i1 Y 0 0 0 j=1 Jj=1
> 1%‘)

n )
xja])

Apartir desta parametrizagao podemos obter outras que levem em consideragao a

possibilidade de aparecerem propagadores repetidos nos denominadores, isto é, aj’ com
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m > 1. Para isso basta derivar a expressao (B.4) com relacdo a algum dos parametros
a;s. Desta forma teremos:

(B.5)

1 = 1
—H—:n! dry... | dz,
X aj

2
i

)

Usando estas relacoes, e outras que podem ser obtidas através de sucessivas aplicacoes
do operador derivada, podemos construir uma lista de identidades que sao necessérias
para procedermos a parametrizacao das integrais finitas que surgem ao longo do presente
trabalho. Esta lista é formada pelas relacoes:

1 ! d
1 / : (B.6)
ab 0 b—a)z+a]
1 (1 —2)dz
— =9 T B.7
a?b / [(b—a)z + a)’ (B.7)
1 (1—2)%d
T — 3/ Z : g (B8)
a3b o [(b—a)z+a]*

1 )3
R 4/ 1 =z)dz (B.9)
a*b 0 b—az+a]
1 ! - d
— = 2/ dz/ Y -, (B.10)
abc 0 o [(c—a)z+ (b—a)y+a

o[ [T o

a’be [(c—a)z+ (b—a)y+ a

- 12/ dz/ (L—y—2)dy (B.12)

[(c—a)z+ (b—a)y +a]’’

adbe

Afim de ilustrar a técnica de parametrizacao, consideremos a terceira integral da ex-
pressao (4.18), a qual denominaremos ¢, esta ¢ dada por:

a d4k (k% + 2kll ' k)
o= . ] ' B.13
/ (2m)" (k? — m?2) [(k: + k)" — mz} [(kz + ko) — mﬂ ( )

Percebe-se que o denominador tem a forma abc, assim sendo, utilizamos a parametrizacao:

1-z d
abc / dz/ [(c—a)z4+ (b—a)y+al® (B.14)
Onde identificamos:
a = (K*-m?)), (B.15)
b o= [(k+k)"—m?, (B.16)
c = [(k+ ky)® — m?] . (B.17)
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Entao,
(c—a)z+(b—a)y+a
= {[(k+k)? —m?*] — (K> —m?)} 2
{0+ k) =] — (= )}y (52— )
= K+ (2ko -k +k3) 2+ (2ky -k + k) y —m?
= (k+koz + kyy)? — k222 — k2% — 2ky - kozy + K22 4 K2y — m?
= (k+hoz+ k) + k201 —2)+ky (1 —y) — 2k - kyzy — m?
= k”+ H?, (B.18)

onde definiu-se:
K = (k+ koz + k1y) (B.19)

H? = Ez(1—2)+ Kyl —y)— 2k - kyzy — m?

Q(y,72). (B.20)
E importante notar que:
% = ki (1 —2y) — 2k, - ko2, (B.21)
Y

Considerando-se as expressoes (B.19) e (B.21) deve-se efetuar ent@o o shift no numerador,
assim,
(kT4 2ki - k) = [k +2ky - (K — koz — ky)]
= 2ky -k + k] — 2k - koz — 2Ky
= 2k -k + K (1 —2y) — 2k - ko2
9Q (y, 2)
= 2k K+ ———= B.22
1 + dy ( )

Feitas estas redefinigoes, I§ pode ser escrita como:

! 1200 (y, 2) / d*K 1
I =2/ d —=d
2 /0 ZA 8y Y (27T)4 [k/Q + H2]3

1 1—2z d4k,/ k’/
4k d d = . B.23
+ 1/0 2/0 Z// (2n)* [ + H?PP ( )

Devido ao cardter par da distribuicao regularizadora, conserva-se apenas os termos no
numerador com poténcias pares nos momentos de integracao, assim

(2 +2ks - k) = %z’z), (B.24)

e finalmente, podemos reescrever 1§ como

1 1-2 aQ (y Z) d4]€, 1
Iy =21 d —d : B.25
? /0 Z/o Ay y/ (2m)* [k + H2P? (B.25)

Feita a parametrizacao de Feynman, o passo seguinte para a solucao das integrais
finitas é o da integracao no momento do loop k, e para isso utilizamos a integragao

dimensional.
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Apéndice C
Integracao Dimensional

No apéndice anterior consideramos a parametrizacao de Feynman, a qual é o primeiro
passo para a solucao das integrais finitas que surgem na anélise das fungoes de Green
presentes neste estudo. Para obtermos a solugao final destas integrais devemos efetuar a
integracao dimensional.

Feita a parametrizacao de Feynman, deixamos as integrais com uma forma do tipo

/ Ak (1, ky, koky, k2, kukyka, )
@2m)t [k +2Q -k — H?"

(C.1)

Nao apresentaremos aqui a dedugao do resultado para estas integrais, porém sabemos que
o resultado para o conjunto das integrais definidas em (C.1) podem ser obtidas através da
manipulagao algébrica do resultado de uma unica integral (para mais detalhes consultar
[25]). Esta ¢ dada por

Ak 1 o o — w)
/ (277')2‘” <k2 + 2@ k- H2)a - (47‘(’)‘” P(Oé)[—@z . Hz]a,wa (CQ)

A partir deste resultado podemos obter a solucao para as integrais que aparecem em
(??7), como mencionado anteriormente. Por exemplo, se desejamos calcular:

d*k k
I, = - :
. / (2m)2 (k2 4 2Q - k — H?)~’ (C.3)
derivamos ambos os lados da equagao (C.2) em relagdo ao momento externo (), e obtemos
/ d*k k. i MNa—w+1)Q, (C.4)
(2m)4 (k2 +2Q - k — H2)otl — (4m)* Do+ 1)[—Q2 — H2]o-w+l’ ‘

Redefinindo o/ = o + 1, uma vez que « é arbitrério, temos

Ak k,, —i [Na—w)Q,
/ ( (C.5)

2m)% (k2 +2Q -k — H2)*  (4m)~ [(o)[-Q2 — H2]o—="

Aplicando este mesmo procedimento de forma sucessiva podemos obter todas as outras
solugoes necessdrias para os cdlculos das integrais que surgem na avaliacao das fungoes
de Green. Assim sendo, apresentamos a seguir alguns resultados em uma forma genérica
necessarios para o cdlculo das fungoes consideradas neste trabalho.

dek‘ 1 B i F(Oé . LU)
/ (27r)2w (k‘2 +20Q -k — H2)a - (47r)“’ F(a)[_QQ — HQ]O‘*W’ (C.G)
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Ak kM - —1 F(a — M)QM
/ (2m)4 (k2 +2Q -k — H2)>  (47)* ['(a)[—Q? — HZ]o—w’ (C.7)
/ 2k ok, L { QQL—-w)
er= (1 2Q- k1P (e [T(a)[ @~ B
1 MNa—w-—1)
d*k k? B i QT (a — w)
/ (2m)2 (K +2Q -k — H?)* ((47T)°”> [F(Oé)[—Qz — e
wlao —w—1)
T(a)[-Q% — H2]a—w—11 7 (C.9)
/ A2k kKo _ i { Q,.Q,Q.T (o — w)
e (P 1 2Q -k~ () Do)~ ~ A7) =
1 MNa—w-1)
+ 2 (5#4/@0& + 5/404@1/ + 5(1qu) F(Oé)[—QQ _ H2]a—w—1:| 5 (ClO)
/ d*k Kk i [ Q*Q.I'(a — w) N
Gy (2120 k— I~ (i) |T()[-Q2 — B2
2w+ 2)QuT(a —w — 1)
- F(a)[_Q2 _ H2]a—w—1 :| ’ (Cll)
/ Pk kukvkoks i {QpQuQanF(a — w)
2m)* (k2 +2Q -k — H*)>  (4m)* | T'(a)[—-Q% — H?]>—v
(0,000 + 0,0QuQs + 5,6QuQ0 + 0,00+
MNa—w-—1)
+5V5QuQa + 5aﬂQuQu) F(a)[—@2 — H?]a—w—l +
1 Noa—w-—2)
+ 3O+ Do + ) H2]a_w_2} (1)
/ a2k K2koks L { Q*QuQla=w)
Crp P +2Q k) () |T(a)-Q— A7
i % ((2w + 4)QQQ5 + (SaﬁQQ) F(Oé — W — 1) n
(o) @ — B2
12w+ 2)dasT (a0 — w — 2)
- g e (€49)
/ d*k k* _ [ QT (a — w) N
G (2420 k=B (dn) |T(0) Q2 — ™
N (2w +2)Q* T (v —w — 1)
F(a) @ — 7o
N w(w+1)lﬂ(a—w—2)} | (C.14)
N)-Q* -
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E interessante notar que dos resultados anteriores decorrem as seguintes propriedades:

2)/ éQ;)IZf(kQ)ka = zero, (C.15)
.. dek, o Jap dek,
i) / ahoka () = 52 / S8, (C.16)
d4k’ 1 d2wl€
) / Wkakgkukyf(k2) = m (9089w + Jan9sv + Jar9su) / Wk4f<k2)-
(C.17)

Os resultados deduzidos acima sao suficientes para a solucao de todas as integrais de
Feynman consideradas no presente trabalho.
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Apéndice D

Analise infravermelha das fungoes 7,
€ Yk

Com a aplicagao do procedimento sugerido para o tratamento das integrais de Feynman
que contém o propagador do féton, a presenca ou nao de divergéncia infravermelha pode
ser evidenciada no estudo do limite x? — 0 de certas funcoes usadas para parametrizar a
parte finita (no regime ultravioleta) resultante das integrais de Feynman.

Facamos aqui a andlise das fungoes Z; e Y no regime infravermelho. Comegando pela
funcao Zx, a qual é definida no caso geral por

1 201 2 2N, .2
Z. (m%;m%;q2;)\2) :/ 2 1n {q ( @)zt (my —mj) 2 ml} dz. (D.1)
0

—)\2
Para o caso em particular que estamos interesados, temos que m3 = M =m?e m? =
p? — 0. Neste caso, temos que Zj, se resume a

1

O CALEE VALY PR

lim 7 (11?:m?; ¢*;m?) = lim
L, k (1% m? g% m?) ——

u?=0 Jo

Podemos escrever a equagao anterior da seguinte forma

1 2 2
1— _
lim Zj, (3% m?; g% m?) :/ Fln {q ( 2)22—1- m z} " (D.3)
,LLQHU 0 —m

de modo que

1 1 2 2 .2
lim Zy (0% m® ¢ m?) = /z’“lnzdz+/ dzzkln[ e m)z} dz
0 0

u2—0 —m2

= —W_;l)Q + fi (6% m?), (D.4)

onde fi (¢%;m?) € RVq> <m?> Ak > 0. A funcao fi (¢>; m?) pode ser calculada analiti-
camente, resultando em

2 (=) R fm? ko
fi (g*m?) = %ﬂln <%) t2 §'<1/3——J)' <_2 - 1) gix (¢sm*),  (D.5)

J=0 d
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onde g; 1. (¢*; m?) ¢ definida por

s(@m?) = —(5) m(E)-— (5 -1) m(5 -1
9iw (a*m?) k:+1(q2> n(fﬂ) k+1<q2 ) n(q2 )
1 m2)k+1 (m2 )k‘+1
- - =1 . D.6
(= " (D.6)

2
(k+1)
Portanto, verificamos explicitamente o fato de nao haver divergéncia infravermelha
associada a fungao Z.
Passamos entao para a andlise da funcao Y} no limite infravermelho. Esta é definida,
para o caso em questao, como

! (1 - 2)dz
li Y, 2,02, 2.002) — (2 li / Z( ) D.7
Jm i s gtim) = (o) i f it g2 e O

Esta integral pode expressa da forma

211 - 2)dz
(1 —z2) —m?

1
lim Y (,u2;m2;q2;m2) = (—mz)/ [
0

p2—0

(D.8)

Devido ao comportamento funcional do integrando separamos a andlise de Y, em dois
casos: k=0 e k > 0. Para o primeiro caso, temos

! 1—2)dz
l. Y 2. 2. 2. 2 — (_ 2 / ( D.g
;ﬂl?o o(u,m,q,m) ( m) o 221 —2) —m?] (D.9)
ou, simplificando algebricamente
2 (1= 2)dz
lim Yo (4% m? q%m?) = = / 4 =z)dz D.10
M%Elo 0(“’m7Q7m) 2 Jo z(z+a) ( )

onde o = ’;—; — 1 > 0. Nesta tltima integral ji percebemos a presenca da divergéncia
infravermelha devido ao polo do integrando em z = 0 estar contido na regiao de integragao.
A integral acima pode ser trivialmente calculada de modo a obtermos explicitamente o
valor

1 14+«
. 2. 2. 2, 2 _ 3
L};gloYo(u,m,q,m) = T fa [}E%lnH(aJrl)ln( ” )}

m? , m? m?

Para o segundo caso, k > 0, temos

1 k=101 — 2)dz
1.Y2.2.2.2:_2/Z(
“21210 I{:>0(Namaq’m) ( m) 0 [q2(1—z)—m2]
2 1 k-1 _
ﬂ/ £l - z)de (D.12)
@ Jo (2 + )

E fécil observar que para este caso nio teremos problema de divergéncia devido ao simples
fato de o integrando nao desenvolver polos no intervalo de integracao, ja que o > 0. No
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entanto, ¢ interessante colocar o resultado explicito de Y;~o no limite ;2 — 0, sendo este
. 2.2, 2. 2
121Hl Yvk>0 (,u ymesgsm )
u*—0

- T&—n“%ﬁlka+nm(l+a>—q

(07

mi e~ (DR - ]
YL PG D-1- (g [arer™ -] -}

2 2 2\ k-1 2 2
- e () () -
q q q ms —q
m? g~ (DT R m? g\
2= -DHE—1=)!

) () e
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