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Resumo

Neste trabalho investigamos os efeitos de uma possivel violacao da simetria de
Lorentz (VSL) sobre o fenomeno da deflexao gravitacional da luz. Apds uma breve re-
visao do processo de espalhamento gravitacional da luz no contexto da eletrodinamica
de Maxwell, reconsideramos o processo em questao a luz de uma eletrodinamica com
VSL, a saber, a teoria de Carroll-Field-Jackiw. Nesse contexto, derivamos o angulo de
deflexao gravitacional da luz e obtivemos uma contribuicao relacionada ao vetor que
realiza a VSL. Além disso, constatamos que o angulo de deflexao gravitacional da luz,
na presenca da VSL, exibe uma dependéncia explicita em termos da frequéncia da luz
espalhada. Comparando os nossos resultados tedricos com as medidas experimentais
mais recentes podemos estabelecer um limite superior para o vetor de fundo, a saber,
O(v*) < 107'® GeV. Em vista da existéncia de limites superiores mais estringentes,
concluimos que os efeitos de uma possivel VSL nao se manifestaria nos experimentos

atuais de deflexao gravitacional da luz.

Palavras-Chave: Deflexao gravitacional da luz; Violagao da simetria de Lorentz;

Carroll-Field-Jackiw.

iv



Abstract

In this work we investigate the effects of a possible Lorentz symmetry violation
(LSV) on the phenomenon of gravitational light deflection. After a brief review about
the gravitational scattering of light in the context of Maxwell electrodynamics, we
reconsider the same process in the light of an electrodynamics with LSV, the Carroll-
Field-Jackiw theory. In this context, we compute the angle of the gravitational light
bending and, as a result, we obtain a contribution related with the LSV vector. Besi-
des, we observed that the deflection angle, in the presence of LSV, exhibits an explicit
dependence in the frequency of the light scattered. Comparing our theoretical results
with the most recent experimental measurements we found an upper bound to the
background vector, namely, O(v*) < 107'® GeV. In view of more stringent limits, we
conclude that effects of a possible LSV would not manifest itself in the present experi-

ments of gravitational light deflection.
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Introducao

Desde a formulacao da teoria da relatividade geral (RG) de Einstein, em 1915,
a nossa compreensao sobre a interagao gravitacional estd intimamente relacionada a
geometria do espago-tempo [1]. Desse modo, esta geometria pode ser determinada, se-
gundo as equagoes da RG, em termos da distribuicdo de matéria e energia [2-4]. Essa
conexao entre gravitagao e geometria conduz a uma das caracteristicas mais interessan-
tes da interagao gravitacional: a sua universalidade. De fato, como as trajetorias das
particulas classicas sao geodésicas do espago-tempo, toda e qualquer particula sente os
efeitos da gravitagao devido a alteracao da prépria estrutura do espago-tempo.

Um século apds a sua formulagao, a teoria de Einstein se estabeleceu como um
dos pilares da fisica moderna, passando por todas a verificacoes experimentais e tendo
todas as suas previsoes confirmadas [5], como é o caso dos assim chamados testes
classicos da RG: deflexao gravitacional da luz, precessao do periélio de Mercurio e
redshift gravitacional. Inclusive, vale destacar a recente confirmacao experimental das
ondas gravitacionais, previstas pela RG ha um século [6]. Além disso, a teoria da RG
tem sido utilizada como um paradigma para a compreensao tedrica da estrutura do
Universo em larga escala [7].

Dentre os testes classicos da RG mencionados no paragrafo anterior, destacamos
o desvio gravitacional da luz. Esse fenomeno merece atencao, nao somente por ser
uma das mais belas e surpreendentes previsoes da RG, mas também pela incrivel con-
cordancia entre a previsao tedrica e os resultados experimentais. De fato, a deflexao
gravitacional da luz é obtida como consequéncia direta do aspecto universal da gravita-
¢ao. Em outras palavras, as equacoes de campo da RG indicam que um corpo massivo
pode curvar o espaco-tempo, de modo que as geodésicas que determinam a propagacao
da luz implicam em trajetorias curvilineas para os raios luminosos.

Como é bem sabido, a primeira observagao experimental da deflexao gravitacional
da luz ocorreu em 1919. Sem duvida pode-se dizer que a comprovagao desse fenomeno
foi fundamental para a aceitacao da teoria de Einstein, pois, até 1915, nao existia
nenhum indicativo da sua ocorréncia. Em 1919, Eddington e Dyson organizaram duas

expedigoes separadas, uma em Sobral (no Brasil) e a outra na IlTha do Principe (na costa



atlantica da Africa), com o0 objetivo de observar esse fenomeno durante o eclipse de 29 de
maio daquele ano [8]. Os resultados relatados pelas expedicoes realizadas no Brasil e na
costa da Africa correspondem, respectivamente, a deflexdes de 1.9840.16" e 1.6140.40",
concordando razoavelmente com a previsao de Einstein. Nas décadas subsequentes
uma série de experimentos foram realizados, confirmando a ocorréncia do fenomeno.
No entanto, a precisao experimental nao amentou de forma consideravel até 1976, com
o advento dos interferdmetros de bases extensas [9]. As medidas experimentais obtidas
com a técnica de interferometria de bases extensas apresentam resultados com precisao
até a quarta casa decimal [10].

Levando em conta que a gravitacao de Einstein é uma teoria puramente geométrica,
uma vez determinada a geometria em termos da distribuicao de matéria e energia, o
efeito da interagao gravitacional sobre as particulas classicas se da, essencialmente, pela
determinacao das geodésicas num espago-tempo curvo e pela especificacoes das condi-
¢oes iniciais das particulas. Nesse contexto, particulas sujeitas as mesmas condicoes
iniciais irao percorrer as mesmas trajetérias no espaco-tempo, independente das suas
caracteristicas individuais. Do ponto de vista classico este resultado é completamente
coerente, uma vez que as particulas classicas sao tratadas como puntiformes e sem
estruturas internas. No entanto, quando analisamos os efeitos da gravitagao sobre as
particulas em um nivel mais elementar, a situacao torna-se distinta: agora as particulas
sao descritas por campos quanticos e a suas estruturas internas podem ser relevantes
para a interagao gravitacional [11]. Portanto, em um nivel mais fundamental, os efei-
tos da mecanica quantica devem, de alguma forma, ser incorporados na descricao da
interacao entre a gravitacao e as outras particulas da natureza.

No que tange a questao levantada no final do paragrafo anterior, estamos diante de
um problema, pois, até o presente momento, nao temos uma teoria de gravitagao quan-
tica completamente satisfatéria [12-14]. No entanto, esse fato ndo é um impedimento
para avancarmos nessa dire¢ao. Embora nao tenhamos uma teoria quantica da gravita-
¢ao, podemos analisar o problema do ponto de vista de uma teoria semi-classica, onde
a gravitacao é considerada como um campo classico e as outras particulas sao descritas
como campos quanticos. No contexto das teorias semi-classicas, destacamos a teoria
da RG linearizada [15]. Nesse quadro a gravidade é descrita por um campo tensorial
simétrico de rank-2 que representa uma pequena perturbagao em torno da métrica de
Minkowski.

A teoria da RG linearizada pode ser vista sob duas perspectivas distintas: i) como
uma simples aproximagao de campo fraco da teoria de Einstein; ii) como uma teoria
de calibre, definida em um plano de fundo minkowskiano, para um campo tensorial
de rank-2. Do ponto de vista da segunda opcao, podemos utilizar ferramentas usu-
ais da teoria quantica de campos a fim de incorporarmos os aspectos microscopicos

na interagao gravitacional, contudo, essa discussao s6 ocorre de forma bem definida



em diagramas de Feynman ao nivel de arvore, pois a teoria da RG linearizada nao é
renormalizavel.

A anélise da agao da gravitacao sobre particulas quanticas mostra que a estrutura
interna dessas particulas é de fato relevante para o resultado [16-20]. Nesse contexto,
a secao de choque associada ao espalhamento de particulas devida ao campo gravita-
cional exibe uma dependéncia clara em relagao ao spin das particulas. Além disso, o
estudo da gravitacao ao nivel de drvore abre alas para a exploragao de novos dominios
da fisica [21]. Por exemplo, combinando os resultados experimentais acerca da deflexao
gravitacional da luz com a andlise ao nivel de arvore do problema, Accioly e colabora-
dores obtiveram um limite superior para a massa do féton na teoria de Proca [22-24].
Outras investigacoes também foram conduzidas no ambito das teorias de gravitacao
com derivadas de ordem superior [25-27]. No tltimo caso, os resultados experimentais
para o angulo de deflexao gravitacional da luz foram utilizados a fim de se determinar
um limite inferior para o parametro livre associado ao setor wa dessa teoria.

Discutimos agora o segundo tépico explorado ao longo desta dissertacao: a violagao
da simetria de Lorentz (VSL). Se, por um lado, a simetria de Lorentz constitui um dos
pilares da fisica moderna, por outro, a sua violagao parece ser um ingrediente chave
para a construcao de uma fisica ainda mais fundamental incluindo efeitos da escala
de Planck e da gravitacao quantica [28]. A compreensao da fisica na escala de Planck
permanece como um dos maiores desafios da fisica moderna. Parte da dificuldade em
explorar a fisica nesta escala se deve ao fato de que os experimentos atuais nao permitem
o acesso desta escala de energia. Entretanto, apesar da falta de experimentos diretos na
escala de Planck, as teorias que supostamente descrevem a fisica nessa escala de energia
podem servir como uma ponte entre os experimentos realizados em escalas acessiveis
e a fisica da escala de Planck. Embora nao possamos testar essas teorias no regime
planckiano, o regime de baixas energias pode nos trazer assinaturas da natureza na
escala de Planck, tais como a VSL [29,30].

Nas ultimas duas décadas o estudo a VSL tem inspirado o aparecimento interessan-
tes trabalhos na literatura, destacando a contribuicao de A. Kostelecky e colaboradores.
O chamado Modelo Padrao Estendido proposto por Colladay e Kostelecky, em 1998,
generaliza o Modelo Padrao da fisica de particulas com a inclusao de possiveis efeitos
da VSL [31]. A ideia é que o Modelo Padrao Estendido corresponda ao regime de
baixas energias de uma teoria valida na escala de Planck, sendo que a VSL representa
uma forma de assinatura dessa fisica mais fundamental. Desse modo, a possibilidade
de deteccao experimental da VSL representa a possibilidade de sinais experimentais da
escala de Planck.

O Modelo Padrao Estendido foi construido sobre duas hipdteses simples: i) inva-
riancia pela simetria de calibre SU(3) x SU(2) x U(1) do Modelo Padrao usual; ii)

covariancia por transformacoes de Lorentz do ponto de vista dos observadores. Além



disso, como as simetrias de Lorentz e C'PT estao intimamente relacionadas [32], a
quebra da simetria de Lorentz também abre o caminho para a violagao da invariancia
CPT. De fato, o Modelo Padrao Estendido também inclui ambos os setores C'PT par
e C'PT impar.

Além do Modelo Padrao Estendido, outras teorias efetivas também trazem a VSL
como assinatura de uma fisica da escala de Planck. A eletrodindamica de Myers e
Pospelov [33], por exemplo, incorpora a VSL como sendo um efeito remanescente das
correcoes provenientes da gravidade quantica. Nessa teoria, a VSL aparece como um
vetor de fundo utilizado para formar um operador com dimensao cinco. Além disso, a
eletrodinamica de Myers e Pospelov também inclui contribuigoes de derivadas superi-
ores no seu propagador.

Ao lado de todo o desenvolvimento tedrico realizado na area de VSL, um enorme
esfor¢o também foi direcionado no estudo da fenomenologia e na busca por sinais ex-
perimentais dessa quebra de simetria [34,35]. Nas tltimas duas décadas uma série
de estudos foram realizados em diversas areas da fisica a fim de se encontrar tracos
fenomenolégicos e experimentais da VSL, por exemplo: buscas por sinais da VLS na
astrofisica [36]; corregoes ligadas ao efeito Casimir [37]; corregoes ao espectro do hi-
drogénio [38-41]; contribui¢bes ao momento de dipolo elétrico e magnético [42-46];
efeitos sobre os processos elementares da eletrodinamica quantica [47-51]; limites ex-
perimentais a partir de experimentos de comparacao entre relégios de alta precisao [52];
efeitos sobre a fisica dos gamma ray bursts [53]; efeitos sobre a fisica de neutrinos e
de outras particulas elementares [54-57]; testes da invariancia de Lorentz na fisica de
raios cosmicos ultra-energéticos [58]; correcoes a dinamica orbital planetaria [59]; busca
por sinais da VSL na recente descoberta das ondas gravitacionais [60]; dentre outras
investigacoes.

Neste trabalho pretendemos trazer nossa singela contribuicao a literatura de VSL,
investigando o efeito da VSL no fenomeno de deflexao gravitacional da luz. A fim de
implementarmos essa tarefa precisamos escolher um modelo especifico que incorpore
a VSL no estudo tedrico da deflexao gravitacional da luz, para isso, escolhemos a
eletrodinamica de Carroll-Field-Jackiw (CFJ) [61]. Desse modo, em uma analise ao
nivel de arvore para o espalhamento da luz por um campo gravitacional, descrevemos
a propagacao da luz por um campo de CFJ e analisamos o seu efeito sobre o angulo
de deflexao gravitacional da luz.

A teoria de CFJ incorpora a quebra da simetria de Lorentz através da inclusao de
um vetor de fundo utilizado para formar um termo topolégico do tipo Chern-Simons.
Além da quebra da simetria de Lorentz, a teoria de CFJ também realiza a violagao
da invariancia C'PT. Inicialmente a eletrodinamica de CFJ foi proposta como uma
teoria independente das outras interagoes e com a propriedade de descrever um “féton”

cujo propagador livre apresenta um polo nao trivial. No entanto, com a proposta



do Modelo Padrao Estendido de Colladay e Kostelecky, a teoria CFJ passou a ser
entendida como o setor eletromagnético de um modelo mais amplo, incorporando novas
forma de quebra da simetria de Lorentz e incluindo outras interagoes. Desde a sua
proposta original, a eletrodinamica de CFJ tem sido alvo de uma séries de trabalhos de
pesquisa, seja na busca de limites experimentais e de efeitos fenomenoldgicos, quanto
em questoes de consisténcia tedrica no que diz respeito ao estudo de estabilidade,
causalidade, unitariedade, dentre outras caracteristicas que buscamos em uma boa
teoria quantica de campos [62-64].

Esta dissertacao estda organizada da seguinte forma: No capitulo [1| revisamos os
principais aspectos sobre a teoria linearizada da gravitagao; no capitulo [2] analisamos o
processo de espalhamento da luz por um campo gravitacional segundo uma abordagem
semi-cldssica do problema; no capitulo[3|revisamos o modelo de CFJ e os seus principais
aspectos cldssicos; no capitulo [4 discutimos o efeito da violagao da simetria de Lorentz
no fenomeno de espalhamento gravitacional da luz e a sua consequéncia para o angulo
de deflexao; ao final dessa dissertacao apresentamos as nossas conclusoes e organizamos
dois apéndices com alguns detalhes técnicos omitidos ao longo do texto.

Ao longo deste trabalho utilizamos unidades naturais em que ¢ = A = 1 e conside-

ramos a métrica de Minkowski como sendo 7, = diag(+, —, —, —).



Capitulo

Teoria da gravitacao linearizada

No estagio atual da nossa compreensao acerca da interacao gravitacional, inter-
pretamos a gravitacao como sendo uma teoria que descreve a dinamica da propria
geometria do espaco-tempo; e a teoria que cumpre esse papel é a Relatividade Geral
(RG) |2-4]. Se, por um lado, a teoria da RG possui excelentes resultados quando con-
frontada com as observagoes experimentais macroscopicas [5], por outro, a RG possui
sérios problemas quando buscamos aplicé-la ao mundo microscépico [11].

Primeiramente, devido a escassez de testes microscopicos, nao ha nenhuma garantia
de validade da RG nessa escala. Em segundo lugar, em escalas microscépicas esperamos
que a gravitacao sofra efeitos de natureza quantica, no entanto, a RG nao apresenta
nenhum esquema natural de quantizacao e, além disso, qualquer tentativa de quantiza-
la conduz a resultados altamente divergentes e nao renormalizaveis. Finalmente, a RG
nao se adéqua a nenhum esquema de unificagao com as outras interacoes fundamentais.

Atualmente exitem diversas tentativas de se contornar o problema da quantizagao
da gravitagao [12], e.g. teorias de cordas, loop quantum gravity, teorias efetivas de gra-
vitagao quantica, teorias de gravitagao de ordem superior, dentre outras. No entanto,
dentre as alternativas mencionadas acima, somente as teorias de cordas apresentam um
esquema consistente para a questao da unificacao das interagoes fundamentais.

Entretanto, apesar dos problemas mencionados acima, ainda podemos extrair pro-
priedades microscépicas interessantes no contexto de teoria da RG linearizada. Nesse
viés o campo gravitacional é descrito por um campo tensorial simétrico e de rank-2 que
representa uma pequena perturbagao em torno da métrica de Minkowski. A teoria da
RG linearizada pode ser vista sob duas perspectivas distintas: i) como uma aproxima-
¢ao de campo fraco obtida a partir de uma teoria mais fundamental; ii) como uma teoria
de calibre para um campo tensorial definida sobre um espago-tempo minkowskiano.

Neste capitulo abordaremos os principais aspectos da teoria linearizada da gravi-
tagao. Comecaremos por uma breve discussao sobre os objetos geométricos presentes

nessa discussao, em seguida abordaremos os aspectos dinamicos da teoria linearizada.



Discutiremos também alguns aspectos quanticos da teoria linearizada da gravitacao e

finalizaremos com uma solugao particular das equacoes de campo.

1.1 Elementos geométricos da gravitacao linearizada

Conforme anunciado acima, a teoria da gravitacao linearizada ¢é definida a partir
de pequenas perturbacoes em torno de um espaco-tempo minkowskiano. Consideremos
entao uma métrica pseudo-riemanniana, g¢,,, definida sobre o espaco-tempo. Vamos
considerar a aproximagao em que a métrica do espago-tempo pode ser expressa como

a métrica de Minkowski mais uma pequena perturbacao, isto é
Guw = M + Ehyy |5 || < 1, (1.1)

onde h,, ¢ um campo tensorial simétrico que representa as flutuacoes em torno da
métrica de Minkowski e definimos a constante de Einstein como sendo k = V327G
(onde G é a constante universal da gravitagao). Utilizando a equacdo g,.g% = o,

podemos obter a seguinte expansao para a métrica inversa
g =" — kR + KRR 4 O(KP). (1.2)

Ressaltamos que nessa aproximacao, as operacgoes de abaixamento e levantamento de
indices sao realizadas pela atuacao da propria métrica de Minkowski e sua inversa,
respectivamente.

Podemos, agora, calcular outros objetos geométricos que sao relevantes para a teoria
da RG. Comecemos pelos simbolos de Christoffel, cujas componentes podem ser escritas

COo1mo

@ 1 a
F/,LV = ég A(auguz\ + aygu)\ - a/\g/u/)~ (13)

Levando em conta a aproximacao de campo fraco, podemos reescrever a equacao acima

da seguinte forma
a K a a a K:Q a 3
F,uu - §(auhy + &zhu o 8 h/w) o ?h (aﬂh'/)\ + thlﬁ)\ o 8>\hlﬂ/) + O(K’ ) (1'4)

A fim de simplificarmos os passos que se seguem, definamos a notacao I‘(")Z‘,, para de-
signarmos a contribuicao de ordem k™ ao simbolo de Christoffel. Desse modo, podemos

reescrever a expresséo acima na forma

re, =T 4+ 2T+ 0k, (1.5)



onde

a 1 a a fe!
F(l)uu = §<a/~lh1/ + al/h‘u -0 h,ul/); (16)

1
P, = =5h™ @b + Oyhys — Oahyw) (17)

Passemos agora ao tensor de curvatura de Riemann, o qual pode ser escrito em termos

dos simbolos de Cristoffel a partir da seguinte expressao
R 5 = 0alty — 010, +Th Ty — DT, (1.8)

Levando em conta a notagao introduzida acima, bem como a aproximacao de campo

fraco, podemos escrever

R, 5= k0T 4 k20,0 4 2T PO (a4 B) + O(kP). (1.9)

A partir do tensor de curvatura de Riemann podemos escrever mais duas quantidades
de interesse: o tensor de Ricci, R,,, € 0 escalar de curvatura, R. Vejamos primeiro o

caso do tensor de Ricci, o qual é definido como sendo
_ pH
R,o = R",,,. (1.10)
Consequentemente, levando em conta a aproximacao de campo fraco, podemos escrever

Ryo = k0, T8 — k9, Tk + k2 0,T0  — 1?9, 1 Ok +
+ 2D PO 2O PO 0(k?). (1.11)

rva

Finalmente, o escalar de curvatura é definido como sendo o traco do tensor de Ricci,

isto é
R=¢""R,,. (1.12)

Utilizando a defini¢ao acima combinada com a aproximacao de campo fraco, teremos

R = (n"* — kh** 4+ -- - )R,,, portanto, podemos escrever o escalar de curvatura como

R=rn 0,00k — kyeo, 008 — k2h 0,08 4 k2 hreg, W8 4+ (1.13)
+ KJ2 auF(Z);’ﬁu - /€2 nuaaﬂr(Z)/ja + HQ nua F(Ul;)\r(l)’);u . /i2 nua F(Ul[’;)\r(l)k + 0(53).

ra

De posse do elementos acima, estamos quase prontos para estudarmos a dinamica da



gravitagao linearizada. Afim de completarmos a nossa lista de elementos geométricos,
vamos computar a quantidade /—g, onde g = det(g,,), na aproximacao de campo
fraco. Recordemos, inicialmente, que dado um tensor M,, definido sobre o espaco-
tempo quadridimensional, podemos calcular o determinante associado a sua represen-

tagao matricial a partir da seguinte expressao

1
det(M,,) = 176“”a56A0P7A4pAA4;0A4;pA4¢V, (1.14)

0123 — 1). Desse modo, para o tensor mé-

onde €48 ¢ o sfmbolo de Levi-Civita (com e
trico podemos escrever o seu determinante (j& levando em consideracao a aproximagao
de campo fraco) como sendo dado por

1 vaf Ao
g= Eéu 56)\ p’ygu)\gyagapgﬁ'y;

1 vafB Ao
g = ZGM BGA Pw(nlﬁ\ + Iihuk)(nua + lihyg>(77ap + /{hozp)(nﬁ'y —+ ’ihﬁ'y);

1 K K
9= Edwaﬁeuuaﬁ + Eem/aﬁg\yaﬁhﬂ)\ - Ee‘uyaﬁqwaﬁhug_’_

K K
+ _Gwaﬁ%l/pﬁhap + Egumﬁewa’vhav +0(k%).

Apoés algumas simples redefinicbes de indices mudos, podemos observar que os quatro
termos de ordem k correspondem exatamente ao mesmo termo, portanto, podemos

rescrever a equacao acima na forma

1 ra K 14e%
g = Ee“ Be wap + ge“ Be,\yaghu)‘ + O(K?). (1.15)

Recordando as seguintes identidades para o simbolo de Levi-Civita

e s = —4 e ey 05 = =354, (1.16)

obtemos
—g=1+rh+0O(x%, (1.17)

onde utilizamos a defini¢ao h = h,*. Extraindo a raiz da equagdao acima, obtemos a

quantidade desejada

V=g = 1+gh+0(,§2). (1.18)

De posse de todos os elementos geométricos necessarios, podemos partir agora para o

estudo da dinamica da RG linearizada.



1.2 Dinamica gravitacional na teoria linearizada da
Relatividade Geral

Iniciaremos o nosso estudo a partir da teoria da RG completa, isto é, levando em
conta uma métrica pseudo-riemanniana, g, arbitrdria. Consideremos entao a agao de
Einstein-Hilbert (EH), definida por

2
Spy = - /d4x\/—gR. (1.19)

A acao de EH definida acima, na sua forma completa, d4 origem as famigeradas equa-

¢oes de Einstein (no vacuo) da RG, a saber
G =0, (1.20)

onde G, = RW—%gWR ¢ o tensor de Einstein. Essencialmente a equacao acima
descreve a dinamica da geometria do espago tempo. Podemos ainda adicional um setor
de matériaﬂ na lagrangiana acima, de modo que a lagrangiana completa (geometria +

setor de matéria) pode ser escrita como
4 2

onde Sy = f d*x\/—gLins, sendo L;,; a lagrangiana que descreve a interacao entre
o setor de matéria e a gravitacao. A presenca do setor de matéria na acao completa
introduz um termo de fonte nas equacoes de campo, nesse caso a equagoes de Einstein

ficam reescritas como

/€2

G/.Ll/ = _ZT/J,II’ (122)

onde

2 0Su
V=99’

é o tensor de energia-momentum associado ao setor de matéria.

T,, = (1.23)

No entanto, nesse trabalho estamos interessado em lidar com a dinamica da gra-
vitagao na sua aproximacao de campo fraco, portanto, aplicaremos essa aproximacao
a acao de EH. Por um instante nao vamos levar em conta a estrutura de indices dos

elementos geométricos definidos na secao anterior, de modo que podemos escrever, sem

1Com “setor de matéria” estamos nos referindo & qualquer campo que se acopla com a gravitacao.
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nenhum prejuizo, a seguinte expressao
V—gR ~ (1 + gh + - ) (n orW 4 g2 hor® 4 x2or® 4+ 2r0rd 4 ... ) (1.24)

Efetuando as multiplicacoes na expressao acima e mantendo somente termos até ordem

K2, obtemos o seguinte resultadd?]
2
V=gR ~ kTD 4+ 2 ar® 4+ 2 L oT® 4 2T 4 %h oW + O(x*). (1.25)

Observe, entretanto, que podemos omitir a contribuicao dos dois primeiros termos da
expressao acima na acao de EH. Desse modo, retornando com a estrutura de indices
correta, podemos escrever a acao de EH na aproximacao de campo fraco como sendo

dada por
Spn = / d*z <h n" 0,0k — hyeo, Ok —2pr9,TMK 4+
+ 20709, Wn e P 2n”aF(I)ZAF(1)ﬁa) . (1.26)

Utilizando a expressdo para os simbolos de Christoffel apresentada na equagao (|1.6))
e realizando algumas integragoes por partes, obtemos a seguinte expressao (apos al-
guma integragoes por partes) para a acao de EH correspondente a dindmica linear da

gravitacao
1 1
SEH = /d4x<§aﬂhl/aauhua - iaﬂhauh + 8MhthlW - auhwé”hua) ‘ (127)

A agao acima, também conhecida como Einstein-Hilbert-Fierz-Pauli, descreve a dina-
mica linear da gravitacao em termos das flutuagoes em torno da métrica de Minkowski.
Desse modo, podemos interpretar a gravitacao linearizada como sendo uma teoria que
descreve um campo tensorial de rank-2 em um plano de fundo minkowskiano.
Utilizando a acao linearizada apresentada acima, podemos calcular as equacoes de
movimento para o campo tensorial h,,,. Tomando a variacao funcional com respeito ao

campo h,,,, obtemos

0SEH
dhrv

Por outro lado, utilizando as equacgoes (1.1}, (1.6), (1.11)) e (1.13)), podemos verificar

2Note que a partir de ordem 3 os termos contribuem somente para a dindmica nio-linear da teoria.

= —DOh,, — 0,0,h + 0,0%haw + 0,0%hay + 1 (Oh — 0a0sh™).  (1.28)

11



que
G = g(Dhu,ﬂtau&,h—a,ﬁo‘hm—8,,8%“&—nw,(Dh—aaaﬁh“ﬁ)) +O(K2).  (1.29)

Comparando as duas ultimas expressoes, obtemos

o _E5SEH
H 9 Shay

+ O(K?). (1.30)

Por outro lado, para que a equacao de movimento obtida a partir da acao linearizada,

isto é

)
dhwv

(SEH + SM) =0, (1.31)

seja consistente com a linearizacao das equacoes de Einstein na presenca de fontes

externas, Eq. (1.22), devemos ter

2
K
0(52) . —ZTMV.

_ K05ku
2 ohmv

(1.32)

Desse modo, o tensor de energia-momentum deve se relacionar com a agao correspon-

dente ao setor de matéria da seguinte forma

oSy K 2 _ 4 an 2
S = _§Tw +0(k°) = Sy = /d x(—gh“ T+ O(k%) ). (1.33)

Segue diretamente a partir da expressao acima que a lagrangiana que descreve a inte-

racao gravitagao-matéria, na aproximagao linear da gravitacao, pode ser escrita como
Ko
Lint = —§h Ty (1.34)

Juntando o setor de interagao com matéria ao setor puramente gravitacional, podemos

reescrever a agao completa da gravitagao lineariza como sendo dada por
S = /d4[17 (%Guh”a(?“hm — %@h@“h + 0,h0, W — 0,h" 0" hyo — gh’“’Tw) .(1.35)
Em termos lagrangianos podemos escrever
L= %%h”o‘@“hm — %@h@“h + 0,h0, W — 0,h" 0" hyo — gh“”TW. (1.36)

A equagao de movimento para a gravitagao linear na presenca de fontes pode, entao,

12



ser escrita na forma

K

Ohyy + 0,000 — 0,0%hay — 0,0y + N (0,05h* — Oh) = _ET‘”' (1.37)

A teoria da RG é covariante por transformacoes gerais de coordenadas, de modo

que a acao de EH deve permanecer invariante por transformagoes na métrica da forma

P ox® 0x°
() = G 0) = 50 2 (). (1.38)

Consideremos transformagoes infinitesimais z'# = x* 4+ k&*, onde ||k&#|| < 1. Nesse
caso, podemos escrever
oz’ oz®

— _ Sa lo" 2
e = 0k + KOE! = e =0y — k0, + O(K7). (1.39)

Utilizando as equagoes acima e lembrando que g, = N + Khw (9, = Nw + KR,,),

obtemos a correspondente transformacao para o campo h,,
Py — h;w = hy — 06 — 06, (1.40)

A transformacao acima define uma transformacao de calibre para o campo gravita-
cional. Nao é dificil de demostrar que a acao de EH linearizada é invariante pela

transformacao acima, isto é
5£hm/ - _a,u,gz/ - ayfp = 5§SEH =0. (141)

Para que a acao completa (gravitacao + setor de matéria) também seja invariante pela
transformacao de calibre acima, o tensor de energia-momentum deve ser conservado,

ou seja
6§SM =0 = 8MT“” = 0. (142)

A simetria de calibre exibida acima pode ser utilizada a nosso favor para simpli-
ficarmos a equacao ((1.37). Primeiramente, notemos que tomando o trago da equacao
(1.37)), obtemos

Oh — 9,95h% = ZT. (1.43)

onde T' = n*T,,,. Utilizando a equacao acima em (|1.37) e, rearranjando os termos
o ] ) )

obtemos a seguinte equacao

k(1
Dh,uu - (a,uaafycw + auaafyau) = 5 (gnuuT - T,uu) ) (144>

13



onde v, = hy, — %mwh. Utilizando a transformagao de calibre ((1.40]), vemos que
Yy > O, = Oy — B, (1.45)

Portanto, podemos escolher &, = %8“7,“, de modo a obtemos 9"y, = 0, assim, po-
demos zerar os termos dependentes de 7, na equagao (1.37). A escolha 07, =0 é
conhecida como condicao de calibre de de-Donder e a equagao de campo que descreve

a dinamica gravitacional nesse caso ¢ dada por

k{1
Dh/“/ = 5 (577#”’7—‘ — Tu,j) . (146)

Adiante voltaremos a essa equacao e desenvolveremos a sua solugao para o caso de
fontes massivas e pontuais. E importante notar que, na aproximacao de campo fraco,

T, representa o tensor de energia-momentum da relatividade restrita.

1.3 Aspectos quanticos da gravitacao linearizada:

unitariedade e renomalizabilidade

Conforme mencionamos no inicio desse capitulo, a tentativa de se construir uma
teoria quantica da gravitacao a partir da RG nao é completamente consistente devido a
resultados divergentes. Nesta secao investigaremos alguns aspectos quanticos da teoria
da gravitacao linearizada e mostraremos que, apesar de constituir uma teoria unitaria,
a teoria da gravitacao linearizada é nao-renormalizavel.

Comecemos a nossa discussao pela analise da unitariedade ao nivel de arvore. Essa
analise pode ser realizada de forma simples por meio de uma prescricao bastante usual

constituida dos seguintes passos [65]:

e Reescrever a lagrangiana livre da teoria na forma campo-operador-campo, isto é
1
L= §h0h; (1.47)

e Reescrever o operador acima no espaco de Fourier e calcular o operador inverso
O~ (k);

e Saturar o operador inverso, O7'(k), com correntes externas conservadas (tensor

energia-momentum) a fim de obter o chamado propagador saturado, PS(k);

e Analisar o sinal do residuo do PS(k) nos seus polos: se o resultado for positivo a
teoria é unitaria; se o resultado for negativo a teoria é nao-unitaria; se o residuo

for nulo entao nao ha propagacao;

14



Primeiramente, como a agao da gravitacao linearizada é invariante por transforma-
coes de calibre d¢h,, = —0,&, — 0,§,, devemos fixar um calibre para que o operador

O seja inversivel. Considerando o calibre de de-Donder, vamos adicionar o termo de
1
2X
que a lagrangiana livre da teoria linearizada da gravitagao pode ser reescrita na forma

fixagdo de calibre £y, = 55(9,7*)?* & lagrangiana da gravitagao linearizada, de modo

1 1 1
L= S0P e = S0+ OO — OH D by + 3 (DA™ (148)

Apoés alguma integracoes por partes e realizando algumas manipulagoes algébricas a fim
de evidenciar as simetrias nas trocas p <> v, o <> 8 e uv <> af, podemos reescrever a

lagrangiana acima na forma

L =

hpw [ 1 — — — O+

2 2 2 2

1 1
uv, af uv o af af Qu Qv
+ (1 — —4)\)77 n*’0 — (1 — —2>\> (n 0%0” +n*o*0 ) hag- (1.49)

Comparando a equacgao acima com a forma bilinear £ = %huyou”’aﬂho{/g, obtemos a

seguinte expressao para o operador de onda

(1.50)

O,Lw,aﬁ _ <1 B i) nﬂaﬁl/aﬁ + nuﬁal/@a + nuﬂauaa + 77'/&8“86_’_
2\ 2

pag v ol
" ;rnn D+(

1 1
_ woabe (1 waanB | af oy
1 4)\)7} n (1 2)\) (77 0%0” +n*"o"o )

Realizando a passagem do operador de onda para o espaco de Fourier (seguindo a

prescricao simples 0,, — —ik, ), obtemos a seguinte expressao

1\ kK 4 PRV ES 4 Bhike 4 ok kP
_)’7 + atl 7 + (1.51)

(' :

nten’ 4 prentt 1 5,2 1 B af
B2 (1= = Vo2 + (1 — — ) (kKB + noBRrk) |
+ 2 o) 3 (n n )

A fim de inverter o operador de onda acima vamos reescrevé-lo em uma base mais
conveniente, a dos operadores de Barnes-Rivers. Nessa base podemos reescrever o

operador de onda da seguinte forma[]

2
(O(k))yef = {kz P@ %Pﬂ) n (% B 2) K2 plo-)

k2 k‘2 pv,af
+ 5 PO+ \/f—/\ (PO=ws) 4 plO=sw)) } . (1.52)

3Veja o apéndice |A| para uma breve revisdo sobre os operadores de Barnes-Rivers.
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Nessa base de operadores a inversao é imediata e o resultado obtido é o seguinte

(O~ () = {i P L 2 pm L po-s,

k2 k2 2k2
AN 3 V3 ol
A P(O—w) v P(O—ws) P(O—sw) ) 1.

- (k2 2k2) % | - ) (1.53)

Contraindo a expressao acima com fontes externas conservadas (tensor de energia-

momentum), obtemos o seguinte resultado para o propagador saturado

1 1
PS(k) = T" (O (k) ypap TP = 5 (TWT“” - §T2>. (1.54)

Supondo que o termo entre parénteses nao introduza nenhum polo ao propagador sa-

turado, precisamos nos preocupar somente com o residuo em k? = 0. De fato, obtemos

1
Res(PS(k))|r2—0 = | T, T — =T (1.55)
2 k2=0
E possivel demostrar que (T T — %TQ) lk2—0 > 0 , portanto
Res(PS(k))|x2=0 > 0. (1.56)

Concluimos, portanto, que o campo tensorial h,, contempla uma descrigao, unitaria
ao nivel de arvore, de uma particula sem massa e helicidade +2.

Vejamos agora a questao da renormalizabilidade da gravitacao linearizada. Consi-
deremos entao a lagrangiana de interagao entre a gravitagao e o setor de matéria, a

saber
Ko

Vamos analisar a questao da renormalizabilidade a partir do grau de divergéncia super-
ficial em um grafico de Feynman arbitrario. Em primeiro lugar, o propagador associado

ao campo h,, se comporta, no regime UV, da seguinte forma

1
Portanto contribuem para o grau de divergéncia superficial com um fator do tipo 21},
onde [, denota o numero de linhas internas associadas ao campo h,, em um dado
grafico de Feynman. O tensor de energia-momentum pode trazer contribuicoes tanto
de setores bosonicos como de setores fermionicos. Vamos assumir que os setores boso-

nicos e fermionicos possuem os propagadores nas suas formas usuais, respectivamente

4Para uma demonstracdo desse fato veja o apéndice B da referéncia [27].
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comportando-se como

(béson-béson) ~ e (férmion-férmion) ~ T (1.59)

k2
Desse modo a contribuicao do setor de matéria para o grau de divergéncia superficial
associado a um grafico de Feynman arbitrario ¢ da forma 21, + 31, onde I, e Iy repre-
sentam, respectivamente, o nimero de linhas internas bosonicas e fermionicas. Tendo
em mente que os termos cinéticos bosonicos apresentam, tipicamente, duas derivadas
e que os termos cinéticos fermionicos, usualmente, possuem apenas uma derivada do
campo, o acoplamento entre a gravitacao e os setores de matéria traz a contribuicao
da quantidade 2V; 4 V; para o grau de divergéncia superficial da teoria, onde V; e V;
representam, respectivamente, o nimero de vértices bosonicos e fermionicos em uma
dado grafico. Lembrando que devemos descontar do grau de divergéncia superficial
total a quantidade 4(V — 1), onde V' =V} + V} é o nimero total de vértices, devido
as integracoes realizadas sobre as deltas de conservacao de momentum. Finalmente,
podemos escrever o grau de divergéncia superficial da teoria de gravitacao linearizada

como sendo
0=20+ 2L, + 31+ 2V, + V; —4(V, + V; — 1). (1.60)

Por outro lado, consideracoes topoldgicas nos revelam as seguintes relacoes

21, + Ey, :Vf—i—‘/b, (161)
20, + By, = 2V, (1.62)
21y + By = 2V, (163)

onde E}, E, e E; representam, respectivamente, nimero de linhas internas associadas
ao campo h,,,, aos campos bosonicos e aos campos fermionicos. Utilizando as relagoes
topoldgicas acima, podemos reescrever o grau de divergéncia superficial da seguinte

forma
3
0 =4— (Eh+Eb+§Ef) + Vo + V5. (1.64)

Conforme podemos observar na expressao acima, o grau de divergéncia superficial asso-
ciado a um grafico de Feynman arbitrario advindo da teoria linearizada da gravitagao
possui um comportamento crescente com o nimero de vértices contidos nesse grafico,

o que indica claramente a nao-renormalizabilidade da teoria.
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1.4 Campo gravitacional para uma fonte puntiforme

Nessa secao trabalharemos na obtencao de uma solucao das equagoes de campo
da teoria linearizada da gravitacao correspondente a uma massa pontual localizada na
origem do sistema de coordenadas adotado. Relembrando do resultado obtido no final
da se¢ao [1.2] podemos escrever as equagoes de campo da gravitagdo linearizada, no

calibre de de-Donder, da seguinte forma

Ohy, = g ("SVT - TW> . (1.65)

Consideremos a situacao em que o tensor de energia-momentum descreve uma fonte de

massa M localizada na origem do sistema de coordenada, isto é T}, = 1,00 M 6(Z)

Substituindo o tensor energia-momentum na equagao acima, obtemos

T .
= 5 (22 o 3(0) (166

Como estamos interessados em solugoes estaticas, podemos escrever

KM (N S
- Vzh’,uu = S (% - momo) o(7). (1.67)

Escrevendo h,,(Z) e (Z) na representagao de Fourier, isto é

1 R 1
P () = e / Bz h, (ke T e §(F) = ik / e T, (1.68)

nos permite reescrever a equacgao (|1.67)) no espago de Fourier da seguinte forma

Sor kM y

B2 Ry (k) = == (% - monyo). (1.69)
Portanto, ainda no espago de Fourier, obtemos a seguinte solugao para o campo gravi-
tacional v

= - K

hyu (k) = e (mw - 2momo>- (1.70)

Substituindo o resultado acima na primeira equacao em ((1.68]), e levando em conta a

seguinte integral

1 . e—zk~:?:‘ 1
Pk —=— = , 1.71
(2m)3 / B2 4n|T| (L.7)

obtemos o seguinte resultado para o campo 5, no espaco das coordenadas de posigao

- kM
hNV(’x) = W <77w/ - 277#0771/0) . (172)
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Capitulo

Deflexao gravitacional da luz: Uma

abordagem ao nivel de arvore

Uma das previsoes mais surpreendentes da relatividade geral é o desvio gravitacional
da luz. De acordo com a teoria de Einstein, um corpo de massa M deve curvar o espaco-
tempo de tal forma que, ao passar por uma regiao préxima do corpo massivo, a luz

deve sofrer uma deflexdo de um angulo dado porf]

4GM

by = —— (2.1)

onde G é a constante universal de Newton e b é o parametro de impacto do processo

(veja a Figura[2.1)).

0p

Figura 2.1: Esquema gréfico da deflexao gravitacional da luz.

Até a formulagao da teoria de Einstein, nenhuma observacao deste fenomeno havia
ocorrido, no entanto, motivadas pela previsao da relatividade geral iniciaram-se expe-
digoes experimentais para a busca de tal deflexao e, de fato, o fendomeno foi observado
experimentalmente pela primeira vez em 1919 [§]. Desde entao uma série de experi-

mentos tém sido realizados a fim de aumentar a precisao das medidas do angulo de

L Aqui est4 implicito que o corpo de massa M deve possuir simetria esférica, caso contrario o angulo
de deflexao pode sofrer alteragoes.
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deflexao gravitacional da luz [10].

No ambito da relatividade geral o angulo de espalhamento pode ser obtido pelo cal-
culo das geodésicas do tipo-luz para a métrica de Schwarzschild. Nesse contexto, par-
ticulas sujeitas as mesmas condigoes iniciais seguem as mesmas geodésicas no espaco-
tempo, independente das caracteristicas especificas de cada particula. No entanto,
podemos considerar a linearizagao das equagoes de Einstein e tratar a gravitagao como
uma teoria de campos e, portanto, podemos utilizar o ferramental da teoria quéantica
de campos para investigar o espalhamento foton-graviton em uma abordagem semi-
classica do problemaﬂ Nesse caso, a estrutura interna do féton passa a ser relevante
para a interacdo gravitacional [16-20].

Tendo em mente que a estrutura interna das particulas pode ser relevante para
a interacao gravitacional, podemos utilizar as medidas experimentais do angulo de
deflexdo da luz para explorar novos dominios da fisica tedrica [21]. Por exemplo,
Accioly e colaboradores utilizaram os resultados experimentais acerca do espalhamento
gravitacional da luz para impor um limite superior para a massa do foton na teoria de
Proca [22-24]. Outras investigagdes também foram realizadas no contexto de teorias
de gravitagao com derivadas superiores. No ultimo caso, os limites experimentais para
o angulo do espalhamento féton-graviton foram utilizados para estabelecer um limite
inferior para um dos parametros livres da teoria [25-27].

No presente capitulo consideramos uma abordagem ao nivel de arvore para o estudo
da deflexdo da luz devido a interacdo com um campo gravitacional externo. A fim de

tornarmos a discussao mais diddtica, essa sera dividida em trés etapas:

e Iniciamos a discussao pelo estabelecimento do cendrio de interacao entre o féton

e o campo gravitacional externo.

e Na sequéncia, computamos a amplitude de Feynman e a secao de choque dife-
rencial (ndo-polarizada) associada ao processo de espalhamento do féton por um

campo gravitacional externo.

e Finalmente, calculamos o angulo de deflexao gravitacional da luz.

2.1 A interacao do f6ton com o campo gravitacional

No capitulo anterior mencionamos que a lagrangiana que descreve a interacao entre
o campo gravitacional e os outros campos, que nao possuem origem gravitacional, pode

ser escrita da seguinte forma

Ko
Lint = _§h” T,ul/a (22>

2Com a terminologia semi-classica entendemos que o féton deve ser tratado como uma particula
quantica, enquanto a interagao gravitacional age como um campo classico externo.
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onde T}, representa o tensor de energia-momentum associado aos campos de matéria no
espaco de Minkowski. Estamos aqui interessados em estudar a interagao entre o campo
gravitacional e a luz, essa ultima descrita pelo campo de Maxwell. Primeiramente,

recordemos que o tensor de energia-momentum de Maxwell pode ser escrito como

1
T = ZUW’FO%B — F,%FLa, (2.3)
onde F,, = d,A, — 0,A,. Utilizando o tensor de energia-momentum acima, podemos
escrever a lagrangiana que descreve a interacao entre o féton e o campo gravitacional

na seguinte forma

Ko w 1 2 a
Lint = _§hﬂ (ZnuuFaﬁ B F,u Fuoz)~ (24)

Apoés algumas manipulagoes algébricas, podemos reescrever a equacao acima da se-

guinte forma
K
Lz’nt - _Zh (n,uunaﬁn)\cr — Nuavpre — nuﬁnuan)\o) — N N\Nao — naﬁnyAnua+
= NapMuXNuo + NvapANuo + MvsTNurNac + Nua Ao + nuﬂnl/)\naa) aAAaaaAﬁ. (25)

A fim de computarmos o vértice associado com a interagao féton—grévitonﬂ consi-

deremos as representacgoes de Fourier a seguir

« . d4p 1o —ip-x
(o) = | S A e, (2.6)
B(r) — d4q 18(q) e~ 0
W) = [ G e, 2.7
hH (x) :/%ﬁ’“’(lﬂ) e~k (2.8)

Observe que estamos definindo o vértice de interagao com todas as particulas “en-

trando” no ponto de interagao, de acordo com a figura 2.2l Levando em consideragao

3Estando ciente de que nfo temos uma teoria completa da gravitacdo quantica, o uso da palavra
“graviton” pode ser considerado um abuso de linguagem. Entretanto, no contexto de uma teoria
efetiva, associamos o termo graviton a particula descrita ao nivel de arvore pelo campo tensorial h,,,.
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as expressoes acima e substituindo-as na equagao ([2.5]), obtemos

1 d'k d'p d'q s, Fer s 7
Cint = _5/ (2m)4(2m)4(2m)4 WA ()4 () X

KR
X {_ 5 (p q (nlwnaﬁ — Nualvp — 77#5771/01) ~ NuwPpla + NuaPpdv+

+ NvaPpqu + NvsPulda + NupPrla — NapPuqv — 77016P1/Qu> } efi(p+q+k)-m. (29>

Figura 2.2: Vértice da interacao féton-graviton.

Por outro lado, a fungao de vértice, V,, o5(p, ), esté relacionada com a lagrangiana

de interacao a partir da seguinte equagao

WY () Viap (0, ) A% (p) AP (q) e~ @RIz (2.10)

1/ d*k d*p dq

Lt =75 | i) @n)

Comparando as equagcoes (2.9)) e (2.10) obtemos a seguinte expressao para o tri-vértice

de interagao féton-graviton

K
Viwas(p,q) = =5 (p q (MuwNap — NMuallvp — MupTva) — MuwPpdat

+ NuaPsqv + NvaPpqL + NPl + NusPvqa — NapPuqv — Uaﬁ%%) . (2-11>

2.2 Espalhamento gravitacional da luz

O objetivo desse capitulo consiste no calculo do angulo de deflexao gravitacional
da luz por meio do ferramental usual dos processos de espalhamentos da fisica de altas
energias. Comecamos pelo computo da amplitude de Feynman associada ao processo
de espalhamento representado na figura [2.2]

Primeiramente, a amplitude M,s associada com o processo de espalhamento gravi-

tacional da luz é definida por
Mag = 2" (k) Vs (D, —q), (2.12)
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R

Figura 2.3: Grafico de Feynman associado com o processo de deflexao gravitacional da
luz.

a,r

onde iLm, representa um campo gravitacional externo e V), o5(p, —¢q) é o vértice associ-
ado ao processdl] Utilizando as equagdes (L.70) e (2.11)), obtemos

K2M

Mg =725 (p ~q (20a0Mp0 = ") + Do + 2P0d0"as — 2Ma0Psd0 — 277ﬁ0p0(1a) -(2.13)

De acordo com a notagao aqui utilizada, o momentum do féton “entrando” no vértice de
interagao ¢ dado por p* = (p°, p), enquanto o momentum do féton “saindo” do vértice
é denotado por ¢* = (¢°, ). Entretanto, como estamos considerando o graviton como
campo externo, esse nao transfere energia para o féton, logo, devemos ter p° = ¢° = E.

Além disso, lembrando que p?> = ¢* = 0 para o féton de Maxwell on-shell, temos

|7’ = |¢| = E. Desse modo, podemos reescrever a expressao acima da seguinte forma
k2 M 5 L L
Mop = e 2p - qnaonso + Psda + (B + 0 §)Nap — 2E(Maops + Nsoda) |- (2.14)

Tomando a base de vetores de polarizacao dos fétons incidentes e espalhados, res-
pectivamente, como sendo {€2(p)},—12 € {€7(¢)}—12, podemos definir o elemento de
matriz

M, = Mas €(p)el (q), (2.15)

(s

associado com a amplitude de Feynman relacionada ao processo de espalhamento do
foton devido a um campo gravitacional externo. Em geral, podemos restringir os vetores

de polarizacao do féton de Maxwell a um subespaco contido no setor puramente espacial

4No vértice acima estamos utilizando seguinte notacdo: p representa o momentum do féton “en-
trando” no vértice, enquanto g denota o momentum do féton “saindo” do vértice, por isso o sinal
contrario do momentum q.
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do espago-tempo de Minkowski e, portanto, podemos escrever

e(p) = (0,&(p)) e enlq)=(0,&(q)). (2.16)

Utilizando as equagoes (2.14)), (2.15) e (2.16)), obtemos a seguinte expressao para o

elemento de matriz M,

K2M

Mrr’ = =
4k?

(<q ) (- erla) + (B + 5 0) er(p) - erf<q>). (2.17)

As medidas tipicas de deflexao gravitacional da luz é realizada com feixes nao-polarizados,
portanto, estamos interessados na obtenc¢ao da secao de choque diferencial nao-polarizada
associada ao processo de espalhamento em questao. De fato, a secao de choque diferen-
cial nao-polarizada esté relacionada com a amplitude de Feynman a partir da seguinte

equacao

do _

ds?

DN | —

(471_(_)2 Z ’Mrr”2- (218)

ror/=1
Observe que a expressao acima pode ser reescrita da seguinte forma

do

1 1
dQ 2 (4m)

2tlr(fJ\/[JrJ\/[), (2.19)

onde M é a matriz cujos elementos sao definidos por M,.,., isto é

My M
M= TR (2.20)
My My,
A partir deste ponto vamos escolher um sistema de coordenadas conveniente para

realizarmos os calculos. Escolhamos a parte espacial do momentum do fé6ton “entrando”

no vértice como estando alinhado ao longo do eixo z, ou seja
p=FEZ. (2.21)

Sabemos que a base de vetores de polarizacao associada com o féton de Maxwell deve
estar restrita ao plano transverso a direcao de propagacao do féton, portanto, podemos

escolher

ap)=2 e & =49 (2.22)

Por outro lado, para o féton espalhado, podemos escrever a parte espacial do momentum
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como sendo
¢= E(sinfcos¢pi +sinfsingpy + cosh z), (2.23)

onde 0 e ¢ representam, respectivamente, o angulo polar e o angulo azimutal. Com
a parametrizacao dada acima, podemos escrever a base de vetores de polarizacao do

foton espalhado da seguinte forma

€1(q) = cosfcospT + cosfsingy —sinfz e é(q) = —sing +cospy. (2.24)

Utilizando as expressoes (2.17)), (2.20)), (2.21)), (2.22)), (2.23)) e (2.24)), obtemos

/€2

M
M= —""—F?cos?(6/2
. </><

cos ¢ —sin ¢> ' (2.25)

sing coso

A conservagao do momentum no processo de espalhamento implica na seguinte igual-

dade
k=q—p. (2.26)

onde k£ é o momentum carregado pelo campo gravitacional externo. Utilizando esta

equacao, podemos ainda escrever

—

kE?=p%+q% —2p-§=4E%sin*(6/2). (2.27)

Portanto, podemos reescrever a equagao (2.25)) da seguinte forma

B K2 M cos¢ —sing
M= _8tan2(9/2) (sjnqb COS¢ ) ’ (2'28)

Utilizando a expressao acima, obtemos a seguinte expressao para a secao de choque
diferencial nao-polarizada

do G?M?

—= = e (2.29)

dQ  tan*(0/2)
onde utilizamos a definicao kK = v327(G. Por fim, em um processo de espalhamento
da luz por um campo gravitacional externo, esperamos que o angulo de deflexao da luz
seja muito pequeno. Nesse regime podemos considerar a aproximagao tan(/2) = g e,
portanto, reescrever a secao de choque diferencial da seguinte forma

do  (4GM)?

m = T, para 0 < 1. (230)
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2.3 Angulo de deflexao gravitacional da luz

Nesse ponto estamos com todos o ingredientes necessarios para o calculo do angulo
de deflexao gravitacional da luz seguindo uma abordagem via teoria de campos. Vamos,
entao, ao calculo desejado!

Por um lado, podemos relacionar a secao de choque diferencial, angulo de espalha-

mento 6 e o parametro de impacto b, a partir da seguinte equagao

do b db

— = (2.31)

ds) 0 do
Por outro lado, na segdo anterior deduzimos a equagao (2.30)), que nos fornece uma
expressao para a secao de choque deferencial nao-polarizada associada com o processo
de espalhamento gravitacional da luz. Comparando as equagoes ([2.30)) e (2.31]), obtemos

a seguinte equacao diferencial

bdb (4GM)?
——— = 2.32
6 do 04 ( )
Integrando a equagao acima, obtemos o seguinte resultado
(4GM)?
V= +C (2.33)

onde C' representa uma constante de integragao. Afim de determinarmos a constante
de integragao, vamos comparar a equac¢ao acima com o angulo de deflexao obtida pela

abordagem classica da RG, ou seja, com o angulo de Einstein

_4MG

Or 2

(2.34)

Comparando as duas ultima expressoes, nao ¢ dificil concluir que para que o resultado
obtido via teoria de campos retorne, quando f < 1, ao resultado da abordagem cléassica,
devemos fazer C' = 0. Portanto, finalizamos a nossa discussao com a seguinte expressao
para o angulo de deflexao gravitacional obtido pela abordagem ao nivel de arvore
(quando 0 < 1)

f=-—"" =g (2.35)
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Capitulo

A eletrodinamica de Carroll-Field-Jackiw

A simetria de Lorentz e a invariancia C'PT estao entre os principais pilares da
fisica moderna. De fato, a teoria quantica de campos foi construida com o objetivo
de incorporar essas simetrias nos processos de altas energias. Um dos maiores triunfos
da teoria quantica de campos, o Modelo Padrao da fisica de particulas elementares,
possui a simetria de Lorentz e a invariancia C'PT no seu cerne. No entanto, existem
indicativos de que devemos ir além do Modelo Padrao de fisica de particulas. Algumas
teorias que vislumbram a fisica além do Modelo Padrao, e.g. teorias de cordas [29],
podem acarretar na VSL e quebra da invariancia C'PT'. Portanto, a possivel detecgao
de tracos da quebra das simetrias de Lorentz e C'PT podem indicar o caminho para
uma nova fisica além do Modelo Padrao.

Na década de 1990, Kostelecky e colaboradores deram inicio a um programa de
pesquisa por teorias efetivas que apresentam VSL. Em especial, destacamos o Modelo
Padrao Estendido, que incorpora a VSL e quebra da invariancia C'PT, mas deixa
intacta a simetria de calibre SU(3) x SU(2) x U(1) do Modelo Padrao usual [31].

No ambito da teorias efetivas, podemos analisar os setores do Modelo Padrao mi-
nimamente estendido de forma isolada. Nesse trabalho focaremos no seu setor eletro-
magnético. Em geral, o setor eletromagnético apresenta um setor C'PT par e outro
CPT impar, aqui estamos interessados somente no segundo. Embora o setor eletro-
magnético e C'PT impar seja um subsetor do Modelo Padrao minimamente estendido,
quando analisado de forma isolada, esse setor é conhecido como eletrodinamica de
Carroll-Field-Jackiw (CFJ) [61].

A eletrodinamica de CFJ foi originalmente concebida em 1990 com a proposta
de introduzir um termo na lagrangiana de Maxwell invariante pela transformagoes de
calibre do eletromagnetismo (em D = 3 4+ 1) e capaz de produzir polos nao triviais
no propagador. Para que o termo adicional mantenha a lagrangiana invariante por
transformagoes de calibre do grupo U(1), se faz necessiria a introdugao de um vetor

de fundo, v*, para formar o termo do tipo Chern-Simons. Entretanto, a introducao de
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um vetor de fundo na teoria realiza a quebra da simetria de Lorentz, enquanto o termo

topoldgico viola a invariancia C'PT'.

3.1 A dinamica da eletrodinamica de CFJ

Comecamos o nosso estudo da eletrodinamica de CFJ a partir da sua dinamica,

cuja lagrangiana é definida por [61]

1 1 e
L= —ZFIEV - §€’u ’BUMAVOQAB, (31)
ou de forma equivalente
1 1 -
L= —Zij - §UMAVF“ : (3.2)

onde F,, = 0,A, — 0,A, ¢é o tensor de Maxwell, Fr = %e’“’aﬂFaﬂ ¢ oseudual e v, é
um vetor de fundo com dimensao canonica de massa igual a 1.

Considerando a transformacao de calibre usual da eletrodinamica, isto ¢ A,
A, = A, + 0, obtemos a seguinte expressao para a variacao da lagrangiana de CFJ

segundo essa transformacao de calibre
1 uv 1 [y 1 [V
55,5 = —§F 5§wa - §UMF (SgAl, — §UMAV55F . (33)
No entanto, a transformacao de calibre acima implica nos seguintes resultados
0eA, = 0,6,  0:FL,=0 e 5™ =0, (3.4)

portanto, a menos de divergéncias totais, a equacao (3.3|) pode ser reescrita da seguinte

forma
1 .
0L = —55 Ouu, FM. (3.5)

Para que a variacao funcional de £ seja nula de forma independente do parametro &, a

seguinte equacao deve ser satisfeita
O, F" =0 = (9,0, — d,v,)F" = 0. (3.6)

A maneira mais simples da equacao acima ser satisfeita, de forma independente de
qualquer especificidade do campo A, reside na escolha do vetor de fundo como sendo,
em certo sentido, uma constante fundamental da natureza. Essa escolha, no entanto,

possui consequéncias conceituais profundas: a escolha de um vetor constante v, com a
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componente temporal nao trivial, v° # 0, quebra a invaridncia por transformacoes de
boost; enquanto a escolha de um vetor de fundo com parte espacial nio nula, 7 # 0,
destréi a invariancia por rotagoes espaciais, isto €, ocorre a quebra a isotropia espacial.
Em suma, a existéncia de um vetor de fundo constante realiza a quebra da simetria
de Lorentz. E valido observar que a escolha v, = 0,0, onde ¢ = ¢(x) é uma funcao
escalar suave, também satisfaz a condi¢ao acima, no entanto, nessa dissertacao iremos
nos restringir ao caso em que v, ¢ um vetor de fundo constante.

Como até os dias atuais nao houve nenhuma evidéncia experimental da VSL, de-
vemos assumir que os componentes, tanto no setor temporal quanto no setor espacial,
possuem valores muito pequenos quando comparados as escalas tipicas de energia dos
experimentos realizados até entao. No trabalho original de Carroll, Field e Jackiw os
autores obtiveram limites experimentais para a escala de intensidade do vetor de fundo.
De fato, com base em experimentos geomagnéticos o limite superior de < 10726 GeV
foi obtido, enquanto, com base em dados astrofisicos, o limite superior encontrado foi
<1072 GeV [61].

As equacgoes de campo da eletrodinamica de CFJ na presenca de uma corrente

externa, J”, podem ser escritas da seguinte forma
O FM = v, F™ 4 J, (3.7)
enquanto as equacoes homogéneas permanecem inalteradas, ou seja
0, F" = 0. (3.8)

De forma mais explicita as equacoes de campo podem ser reescritas como

V-E = p—17-B, (3.92)

V-B = 0, (3.9b)
HWB+VXE = 0, (3.9¢)
~E+VxB = J—vB+7xE. (3.9d)

Como as equacoes de campo podem ser escritas sem a dependéncia explicita do campo
de calibre A, podemos concluir de forma direta que as equagoes de campo sao inva-
riantes pela transformacao de calibre mencionada anteriormente. Adicionalmente, nao
¢ dificil notar que recuperamos as equacoes de Maxwell quando v, = 0, assim como

deveria-se esperar.
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3.2 Tensor de energia-momentum

Nos capitulos anteriores mencionamos que a interacao do setor de matéria com o
campo gravitacional deve ser implementada a partir do acoplamento entre o campo
h,. € o tensor de energia-momentum associando ao campo de matéria. Por outro lado,
no capitulo [4 estudaremos a interacao entre o campo de CFJ e a gravitacao, portanto,
precisamos calcular uma expressao para o tensor de energia-momentum no contexto da
eletrodinamica de CFJ.

O objetivo desta secao é, justamente, derivar uma expressao para o tensor de
energia-momentum a partir de uma serie de manipulacoes das equacoes de movimento
que conduzem a uma equacao de continuidade. Primeiramente, multiplicando a equa-
cao (3.7) por F'*, e utilizando a regra de Leibniz para as derivadas, obtemos a seguinte

equacao
O (F, FM) — 0,F° F" = quO‘VF‘“’ + FJ. (3.10)

Utilizando a identidade de Bianchi podemos escrever, apds algumas manipulacoes al-

gébricas, a seguinte igualdade
o pv 1 po 2
0, F™ = S0,(1" F2,). (3.11)
Além disso, recordando a identidade F “VF MY — }Ln“aFg ,\F oA obtemos
a Ty 1 a Tpy
v, O = éﬁu(v FrA,). (3.12)

Substituindo as equagoes (3.11)) e (3.12) na equagao (3.10]), podemos escrever a seguinte

equacao de conservagao

1 1 -
O (anFgﬁ — FHYEY + iv"F“O‘Aa) = f, (3.13)
onde f¥ = —F" J* é a expressao covariante para a densidade forca de Lorentz. Lem-

brando que o tensor de energia-momentum estd, usualmente, relacionando com a forga

de Lorentz a partir da equacao de continuidade
8, T" = fv, (3.14)

podemos identificar o tensor de energia-momentum da eletrodinamica de CFJ com o

termo entre parenteses na equacao (3.13)), isto é

1 1 -
T = D0y — FYFYy + S0 Fr A, (3.15)
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Observe que a expressao acima se reduz ao tensor de energia-momentum de Maxwell no
caso em que v* = 0. Apesar do termo de CFJ ser de natureza topoldgica e, portanto,
nao se acoplar com a métrica do espago-tempo, o mesmo contribui para a expressao
do tensor de energia-momentum como uma forma de “agente externo”. Note que a
presenca desse termo adicional é imprescindivel para garantir a equacao de conservagao
0, " = 0 na auséncia de correntes externas.

Podemos ainda observar que o tensor de energia-momentum obtido acima nao é

invariante por transformagoes de calibre, de fato temos
i v 1 v pa
T = TH 4 3V Fr0,¢&, (3.16)

onde T"" representa o tensor de energia-momentum associado ao campo A;A. No en-
tanto, pode-se verificar que os observaveis fisicos que podem ser calculados a partir
desse tensor (e.g. energia, momentum e etc) nao dependem da escolha de calibre.
Antes de finalizarmos a nossa discussao sobre o tensor de energia-momentum, con-
sideramos alguns aspectos concernentes ao setor correspondente a densidade de energia
do campo de CFJ. Lembrando que a densidade de energia, u, corresponde ao compo-

nente 7%, podemos escrever
KL A (3.17)

O termo %vog - Ana expressao acima viola a garantia de positividade da energia, por-
tanto, a quebra da simetria de Lorentz pode causar a instabilidade do campo de CFJ.
Mais adiante nesse capitulo voltaremos a discussao sobre a estabilidade da eletrodina-
mica de CFJ.

3.3 Solucoes classicas e modos de propagacao

Nesta secao estudamos as solucoes de ondas planas e os modos de propagacao
associados com as equagoes de CFJ no vécuo, para isso, examinamos as equagoes de
CFJ em termos dos campos E e B. Nas auséncia de fontes externas, podemos reescrever
as equacoes da seguinte forma

V-E = —#-B, (3.18a)

V-B = 0, (3.18b)
OB+VXE = 0, (3.18¢)
—WE+VXxB = —uwB+uxE. (3.18d)
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Utilizando o ansatz usual de solucoes na forma de ondas planas, ou seja

— o 7o

E(Z,1) = Ege "@F3) ¢ B(Zt) = Bye (@), (3.19)

podemos reescrever o conjunto de equacoes acima no espago dos momenta, a saber

ik-Ey = —- By, (3.20a)
k-By = 0, (3.20b)
wBy = k x Ej, (3.20¢)
iwEy + ik x By = —vyBy+ 7 x Ej. (3.20d)

Utilizando a equagao (3.20d]), podemos escrever By = %IZ x Ey e, portanto, podemos

eliminar o campo magnético das equagoes (3.20al) e (13.20d|), desse modo, obtemos as

seguintes equagoes

— E U —
(k+i X”) By =0, (3.21a)
w
k- By =0, (3.21D)
2\ = Qe o=~ (- H
m(1 - —2>E0+ (k- Bo)k + (—k —17) x Ey = 0. (3.21¢)
w w w

A equacao nos indica que as oscilagoes do campo elétrico se dao sobre um plano
ortogonal a direcao definida pelo vetor k+ @% do campo, enquanto a equacao (3.21b))
nos diz que o campo magnético oscila em um plano ortogonal ao plano de propagacao.
Além disso, de acordo com a equacgao , 0S campos E e B sio ortogonais entre

si. A equagao ([3.21¢)) pode ser reescrita na seguinte forma
RiE} =0, (3.22)
onde Eé denota a i-ésima componente do campo elétrico e R;; foi definido como sendo
Rij = i(w? — k)0 + iksk; — eiju(voky — wi). (3.23)

Colocando os R;;’s como os elementos de uma matriz R, obtemos

i(w2 — ];% — Eg) iE1E2 — U()Eg + w173 iE1E3 + UQEQ — wﬁg
R = Z'lgllgg + 1}0];3’3 — w173 i(w2 — E% — Eg) Z.Eglgg - U()El + wz_;’l . (324)
7;];1];3 — U()EQ + w172 Z’EQEE} + UoEl - wﬁl i(w2 — Ef — E%)

Para que a equagao ((3.22) admita solugdes nao triviais, o determinante da matriz acima
deve ser nulo; portanto; podemos obter os modos de propagacao da teoria de CFJ a

partir das raizes do determinante de R. Calculando o determinante da matriz acima
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e impondo a sua trivialidade, obtemos, apds uma séries de manipulagoes algébricas, o

seguinte resultado
E*— (v- k) +v*k* = 0. (3.25)

A equagao acima representa a relagao de dispersao para a eletrodinamica de CFJ e suas
solugoes w = w(E) determinam os modos de propagagao dessa teoria. Como a equagao
acima é polinomial de quarto grau, existe a possibilidade de obtermos dois ou mais
modos de propagacao. Mais adiante voltaremos a equacao acima quando analisarmos
a consisténcia das solugoes classicas segundo os critérios de estabilidade e causalidade.

Vejamos, agora, alguns pontos acerca dos graus de polarizagao na eletrodinamica de
CFJ. Para isso, reconsideremos a equacao (3.7) na auséncia de fontes externa e escrita

em termos do vetor A*, a saber
OA" — 0"0,A” + e“”aﬁv,,(?aAg = 0. (3.26)
No espaco de Fourier a equacao acima pode ser reescrita como segue
K2AR(K) — KMk, AY (k) + i P, ko Ag(k) = 0, (3.27)

onde A*(k) representa a transformada de Fourier do campo A*(z). Consideremos a

seguinte expansao do vetor A*(k)

At (k) = ag(k)k* 4+ ar(k)EH (). (3.28)

onde os vetores k*, &', &4 e &€& formam uma base do espago de Minkowski e sao definidos

por

-

k= (K k) = (w, k), (3.29)

k)= (0,&(k),  (r=12.3), (3.30)

sendo que os tri-vetores {&(k), & (k), &(k)} formam um conjunto de vetores ortonor-
mais e escolhemos 53(/{) na direcao do tri-momentum, isto é f;(k) =k = %
Inicialmente, observemos que com a escolha de calibre adequada podemos fazer

aog(k) = 0 e, portanto, ndao ha grau de liberdade fisico ao longo da dire¢ao k*. Substi-
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tuindo a expressao (3.28)) na equacgao ((3.27]), obtemos

2
as(k) (IFIR" + K265 + ie v, ko) + D anlk) (K€ + i 0,p,6,5) = 0. (3.31)
r=1

Singularizando a equagao acima para p = 0, obtemos o seguinte resultado

az(k) = v (a1 (k)ve — az(k)vy), (3.32)

w

onde utilizamos 51 X 52 = 53 (e suas permutagoes ciclicas) e definimos a notagao v, =
7-&. A equacdo acima nos fornece uma vinculo entre as(k) e os coeficientes ay (k)
e az(k). Esse vinculo indica que o grau de liberdade ao longo da diregao &4 nao é
independente dos demais graus de liberdade fisicos. Podemos, entao, utilizar o vinculo
acima a fim de eliminar a dependéncia de a3(k) na expansao do campo Ar. Nesse caso,

podemos reescrever a equacao (3.28) da seguinte forma
1 Y v
A0 = an(h)(00) + 12610 ) + aa(0)(500) - 122600 )
= ar(k)eY (k) + az(k)es (K), (3.33)
onde definimos os novos vetores de polarizacao
Y v
er(k) =&'(k) + Zf&’f(k‘) e ey(k) =& (k) - Zifg”(k)- (3.34)

Os novos vetores de polarizagao, €4 (k) e €5(k), possuem uma grande vantagem sobre
os vetores antigos: esse novo conjunto de vetores de polarizacao exibe de forma clara
quais sao os graus de liberdade fisicos da teoria de CFJ. Para a discussao que vem a

seguir, convem utilizar a seguinte notagao condensada

er(k) = &(k) +ix&5(k),  (r=12), (3.35)

onde definimos x; = 2 e xyo = —%. Observe que podemos reescrever a equagao acima

da seguinte forma

_ 1 X en )
() = VTH R (—m P8+ i )
=1+ x2 <cos or&H (k) + isin @{g(k)) , (3.36)

onde ¢, = arctan(x,). Escrevendo os senos e cossenos em termos de exponenciais,
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obtemos o seguinte resultado

cb() = Y (@) 4 G + ) - ) ). (33)
Note que a VSL traz fatores da fase para os vetores de polarizacao do campos de CFJ.
Levando em conta que essas fazes dependem explicitamente de w, a possibilidade de
existir mais de um modo de propagacao como solucao da relacao de dispersao ([3.25)) nos
conduz a existéncia multiplos conjuntos de vetores de polarizagao, cada um correspon-
dendo a um modo de propagacao diferente. Esse fenomeno caracteriza a propriedade
de bi-refringéncia do vacuo, presente na teoria de CFJ. Pode-se observar que no caso
em que a simetria de Lorentz é restaurada, isto é v* = 0, os fatores de fase acabam por

desaparecer, eliminando, assim, a bi-refringéncia do vécuo.

3.4 Consisténcia das solugoes classicas: estabilidade

e causalidade

O objetivo dessa secao € a investigagao da consisténcia das solugoes classicas, obtidas
acima, de acordo com os critérios de estabilidade e causalidade [62/64]66]. Antes de
investigarmos a estabilidade e a causalidade da teoria de CFJ, vamos estabelecer a
estratégia aqui utilizada. No que diz respeito a estabilidade das solugoes, precisamos
averiguar se os modos de propagacao exibem frequéncia imaginarias, se isso ocorrer,
dizemos que o modo é instavel, caso contrario, a estabilidade estara garantida. Com
relacao a causalidade, precisamos analisar a velocidade de grupo e a chamada velocidade
de frente [67], ambas podem ser obtida a partir da relacdo de dispersao (3.25). A

velocidade de grupo é definida por

ow(k
Vgrupo = —(~ >7 (3.38)
0|k|
enquanto as velocidades de fase e de frente sao, respectivamente, definidas por
w .
Viase = = e Virente = 1M Ve (3.39)
k| || =00

Com esse elementos em maos, dizemos que a teoria é causal se as seguintes condicoes

forem satisfeitas simultaneamente [62}63,(66]
Vorupo < 1 e Virente = 1. (3.40)

No que segue abaixo, aplicamos os critérios acima a fim de analisarmos a estabili-

dade e causalidade da teria de CFJ. Como a obtencao das solugoes exatas w = w(k) nao
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é uma tarefa simples para um vetor v* arbitrario, vamos analisar dois casos distintos

para o vetor que realiza a quebra da simetria de Lorentz.

3.4.1 Caso 1 - Vetor de fundo tipo-tempo (v # 0 e v = 0)

No caso em que o vetor de fundo apresenta somente a componente temporal, pode-

mos escrever a equagao de dispersao para a eletrodinamica de CFJ da seguinte forma
(W —k2)? — 2 + W —k?) =0. (3.41)

A equacao acima apresenta duas solucoes para w?, a saber
w2 = |k | (k| £ ). (3.42)

Primeiramente vamos analisar a questao estabilidade dos modos de propagacao. Con-
forme podemos observar, a equacao acima apresenta dois modos de propagacao e, por-
tanto, precisaremos analisar a estabilidade de cada um deles. Consideremos primeiro

o sinal positivo na equagao acima, nesse caso temos
) R
wy = |k ([k]+ o). (3.43)
Suponhamos que vy > 0, nesse caso, a equacao acima nos conduz ao seguinte resultado
2 _
>0 = wi >0 = Im(wy)=0. (3.44)

Portanto, o modo w; (k) é estdvel quando vy > 0. Se ao invés da hipdtese vy > 0,
tivéssemos adotado vy < 0, a estabilidade nao poderia ser garantida no setor infra-
vermelho da teoria. Utilizando um argumento analogo, nao é dificil concluir que o
modo de propagacao w_(k) é estavel se a hipdtese vy < 0 for satisfeita e, além disso,
no caso vg > 0 teremos instabilidade no setor infravermelho. Podemos entao concluir
que a estabilidade nao pode ser garantida para os dois modos de propagagao de forma
simultanealll

Vejamos agora a questao da causalidade da teoria de CFJ. Utilizando a equagao

(3.43)), obtemos a seguinte expressao para a velocidade de grupo

L 2k £

Vgrupo - - -
24/ K 2 £ vo| ¥ |

IEstamos excluindo o caso vy = 0, pois nesse caso retornarfamos a eletrodindmica de Maxwell.

(3.45)
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Adicionalmente, obtemos a seguinte expressao para a velocidade de frente

1/2
Vi e = lim (1i @) ~ 1. (3.46)

B |00 |k |

Uma inspecao cuidadosa na velocidade de grupo, nos permite concluir que v;trupo <1

grupo
de propagagao wy (k) é causal quando vy < 0, enquanto o modo w_ (k) possui causa-

se vg < 0, enquanto v < 1 se vy > 0. Portanto, podemos inferir que o modo

lidade garantida somente se vy > 0. Assim, os dois modos também nao podem ser

simultaneamente causais. A tabela abaixo sintetiza os resultados aqui obtidos

Modo de propagacao Estabilidade Causalidade
w4 (k) vy >0 vp < 0
w_ (k) vy < 0 vg > 0

Tabela 3.1: Sintese sobre a estabilidade e causalidade dos modos de propagacao.

Conforme podemos observar na tabela acima, nao existe nenhuma possibilidade
de consisténcia das solugoes cléssicas no caso em que o vetor de fundo é puramente

tipo-tempo.

3.4.2 Caso 2 - Vetor de fundo tipo espago (vg =0 e U # 0)

Consideremos agora o caso em que o vetor de fundo é puramente espacial, isto é
vg = 0 e U # 0, nesse caso a equacao relagao de dispersao de CFJ pode ser ser colocada
na forma

(W? — k22— |72k |? cos® drp — |7 2(w? — K 2) =0, (3.47)

onde ¢y, representa o angulo entre os vetores k e U. Resolvendo a equagao acima para

w?, obtemos

=2 2|k |2 Al 12 cos? .
= Ty 2kE i\/1+—| P oo ) (3.48)

2 iy cils

Apesar de termos dois modos de propagacao, nao é dificil concluir, a partir da expressao
acima, que os dois modos satisfazem a condigao w4 (k) > 0. Portanto, no caso em que
o vetor de fundo possui apenas o setor trivial, ambos dos modos de propagacao sao
estaveis.

Com relacao a causalidade, a analise é um pouco mais complexa do que no caso

anterior. Primeiramente, consideremos a velocidade de frente. Nesse caso obtemos

1/2

=2 =2 Al 12 cos?
Voo = B (14 125 o 7] \/1+ Lt (3.49)
IR |00 2|k12 2|k|? |0
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Por outro lado, a velocidade de grupo é dada por

. ~1/2
vi _ k] 1+

grupo — =
7] \/1—1—4% cos? Py

cos? ¢y, 1 k]2 1 Ik |2
id —+ ==+ =4[ 1+4== cos? P, . (3.50
M) T (3:50)

Embora nao seja evidente a partir da expressao acima, pode-se verificar, com auxilio
de software de manipulacao algébrica, que a velocidade de grupo satisfaz a condicao

v < 1 para todo o espago dos parametros || e ¢y,. Portanto, o dois modos de

grupo
propagacao respeitam causalidade.
Em suma, no caso em que o vetor de fundo é puramente do tipo espaco, isto é vy = 0
e U # 0, os dois modos satisfazem aos critérios necessarios para garantir a estabilidade

e causalidade da teoria.
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Capitulo

Deflexao gravitacional da luz na presenca de

violacao da simetria de Lorentz

Nos capitulos anteriores foram discutidos, essencialmente, dois assuntos distintos:
a deflexao gravitacional da luz e a VSL na eletrodinamica. O objetivo desse capitulo
¢ explorar a uniao desses dois topicos. Conforme foi mencionado no inicio do capitulo
Bl a busca por efeitos da VSL em situagoes experimentais de baixas energias pode nos
dar alguns indicativos de uma nova fisica de altas energias.

Neste capitulo investigamos o efeito da VSL e a quebra da invariancia C'PT no
processo de deflexao gravitacional da luz. A violacao dessas simetrias pode ser im-
plementada pelo acoplamento da luz com um vetor de fundo constante. Do ponto de
vista da teoria de campos, isso pode ser realizado pela eletrodinamica de CFJ, onde
um termo topolégico tipo Chern-Simons acopla o campo A, com um vetor de fundo.

A fim de investigarmos os tragos da VSL no processo de deflexao gravitacional da
luz, langamos mao das mesmas ferramentas tedricas do capitulo2l A analise teoria com
processo de espalhamento da luz (descrita pela eletrodinamica de CFJ) por um campo
gravitacional externo (descrito pela teoria linearizada de Einstein-Hilbert), revela que
o angulo de deflexao gravitacional da luz passa a depender explicitamente do vetor de
fundo que realiza a quebra da simetria de Lorentz. Desse modo, podemos comparar a
previsao tedrica com os dados experimentais, tendo como objetivo a procura por sinais

da existéncia do vetor de fundo nesse processo.

4.1 Interacao do campo de CFJ com a gravitacao

A analise tedrica do efeito da VSL no processo de espalhamento da luz por um campo
gravitacional externo passa pelos mesmos passos realizados no capitulo [2 sao eles:
estabelecimento da lagrangiana de interagao e o calculo do vértice; calculo da amplitude

e secao de choque diferencial associada ao processo de espalhamento; determinagao do
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angulo de deflexao gravitacional da luz. Na presente secao estamos interessados nos
dois primeiros itens da lista acima, a lagrangiana e o vértice de interacao.

Conforme foi mencionado no capitulo [T a lagrangiana de interagdo entre a gra-
vitacao e o setor de matéria pode se obtida a partir do acoplamento entre o campo

gravitacional h*” e o tensor de energia-momentum, T,,,, associado ao setor de matéria,

j )
ou seja

K v
Lint == _§hﬂ ij. (41)

Substituindo na equagdo acima a expressao obtida no capitulo [3] para o tensor de
energia-momentum no contexto da eletrodinamica de CFJ, equagao (3.15)), obtemos a

seguinte lagrangiana de interacao

KW 1 a 1 [ «
Lint = —§h“ (Z%Ffa - FMOCFV + §UuFuaA ) (4'2)

Apoés algumas manipulagoes algébricas, podemos reescrever a equacgao acima da se-

guinte forma

K 4
Lint = _Zhu ((%uﬁa,@mo — Nualvptre — Wﬁ%ama) — NN Nlas — 7704677;1)\771/0+

— NapNuANue + NvalBA e + Moo + Nua N \ve + nuﬁnu)\naa> 8)\AaaUAI8+

- %W(Uuemﬁ — Vyeuras) (AP AP — 9P A~ AP). (4.3)

A fim de obtermos a funcao de vértice consideremos as equagoes (2.6, (2.7) e (2.8), as
quais expressam os campos evolvidos na lagrangiana de interacao em termos das suas
respectivas transformadas de Fourier. Utilizando (2.6)), (2.7) e (2.8), obtemos

d4k; d4p dq <
Z | i W02

X { 2 (p q (n,ul/naﬁ Npallvp — n,uﬂnua) — NuwPpYa + nuapBQV"i_

+ NvaPpqp + NvpPrle + NusPvda — NapPudy — naﬁpuq,u,_’_

1 W ,
+ 5 (Emrapty = Oxvapt) (07 — qA)) } el (4.4)
Lembrando que a funcao de vértice e a lagrangiana de interagao estao relacionados pela

equacao abaixo

d4k d4 d*q - ' @
Lint = —5 Z / p i(2 1 (R)e (D)) (@) Via(p, @) PHHI e (4.5)

(27)
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podemos escrever a seguinte expressao para o vértice da interacao entre o campo de

CFJ e o campo gravitacional

K
Viwas(:q) = —3 (p ¢ (MuMaB — Mpallvs — MuaMva) — MuwPBqa + NuaPsy + MwaPsdut+

i
+ 1vgPpda + MusPoa = NasPuly = NasPuln + 5 (€urasty = ExvasUy) (P — qA)) . (4.6)

Vale lembrar que a equagao acima foi determinada com a convencao de que os momenta

de todas as particulas estao “entrando” no vértice (vide figura [2.2)).

4.2 Espalhamento gravitacional da luz na teoria de
CFJ

Comecemos pelo calculo da amplitude de Feynman associada ao processo de espa-
lhamento gravitacional da luz. Essencialmente, esse espalhamento consiste no mesmo
tipo de processo considerado no capitulo [2, com a excegao que que o vértice utilizado
no calculo da amplitude de Feynman associada ao diagrama representado na figura
deve ser substituindo pela equagao (4.6)). Recordando alguns pontos centrais, a ampli-
tude de Feynman associado ao espalhamento gravitacional da luz pode ser escrita na

forma

Mg = 1 (E)V,mas(p, —q), (4.7)

onde BW(E) representa o campo gravitacional externo dado pela equacao ((1.70) e
Viwap(p, —q) diz respeito ao vértice da interacdo entre o campo de CFJ e o campo
gravitaciona]ﬂ. Combinando as equagoes ((1.70]) e , obtemos a seguinte expressao

para a amplitude de Feynman

K2M
Ma,B = 4];2 p-q (27711077,30 - 77&5) +p5qa + 2p0q077a5 — 277a0P5Q0 _ 2nﬂ0p0(Ja+
7 . . i
+ gfanre [200(* %P7 + 0™°¢7) + (p* + )07 ] ) (4.8)

De acordo com a notacao aqui empregada, p* = (p°, p) é o momentum da particula de
CFJ “entrando” no vértice, enquanto ¢* = (¢°, §) representa o momentum do particula
“saindo” apos a interacao. Como estamos considerando o campo gravitacional como
um agente externo, podemos desprezar a transferéncia de energia entre o campo de

CFJ e o campo gravitacional, desse modo, podemos escrever p° = ¢° = E. Com base

Do mesmo modo que foi feito no capitulo utilizamos o sinal contrario para momentum da
particula saindo do vértice.
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nessas consideragoes, podemos reescrever a amplitude de Feynman da seguinte forma

KEM Lo
Map = 7775 (2p *qMa0Mgo + Pada + (B + 5+ )0as — 2E(Naops + 1s00e)+

i
+ gEasre 200”7 + °¢7) + (P + ¢ )07 ] ) : (4.9)

Assim como fizemos no capitulo , definimos os elementos de matriz M,,» como sendo

Mrr’ = Maﬁe’?‘é (p)eﬁ (Q)7 (410)

/r./

onde £%(p) e sf, (q) representam, respectivamente, as polarizagoes do campo de CFJ

antes e depois da intera(;é(ﬂ Combinando as equagoes (4.9) e (4.10)), obtemos a seguinte

expressao

K2M (. Lo S, .
Myt = —=—( (7~ & ()7 &(p)) = (B + 7 7) &(p) - & (q)+
Z’ — — — — —
- § (Wl @)+ 259) - (o) x E(a) ). (4.11)
Vamos agora ao cédlculo dos elementos de matriz M,,.. Para tanto, vamos adotar
um sistema de coordenadas em que vetor de fundo encontra-se alinhado ao longo do

eixo-z, isto é
U= |v]z. (4.12)

Nesse sistema de coordenadas podemos escrever a parte espacial dos momentum da

particula “entrando” no vértice como sendo
P = |P|(sin b, cos ¢, + sin b, sin ¢, 7 + cos 6,2), (4.13)

onde 6, representa o angulo entre o momentum p e o vetor ¥, enquanto ¢, corresponde
ao angulo entre o eixo x e a projecao do vetor p'sobre o plano zy. Antes de escrevermos
os vetores de polarizacao propriamente ditos, convém definir os vetores é(p) e é(p)
que formam uma base do espaco definido pelo plano transverso ao momentum p, a

saber

£1(p) = cos 0, cos ¢, & + cos B, sin ¢, § — sin 6,2, (4.14)

& (p) = — sin ¢,d + cos ¢, 4. (4.15)

2Vide capitulo
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Relembrando dos resultados obtidos na segao 3.3 podemos escrever os vetores de pola-

rizacao associados a particula de CFJ, “entrando” no vértice da interagao, como sendo

dados por

. - . - | V] sin 6, .

alp)=&ap) e &) =60 +i—F—p (4.16)
De forma anéloga, para a particula de CFJ “saindo” do vértice temos

¢ =|q|(siné, cos ¢, + sin O, sin ¢,y + cos 0,2), (4.17)

e os seguinte vetores de polarizagao

. - . - |¥]sinb, .

gilg) =&(q) e 2(0) = &g +i—F—1¢, (4.18)

—

onde definimos os vetores é(q) e é(q) de forma andloga aos vetores gl(p) e &(p),

bastando realizar as substituicoes 0, — 0, ¢ ¢, — ¢q.

Utilizando o conjunto de equacgoes de (4.12)) até (4.18]), junto com a equagao (4.11)),

podemos calcular todos os elementos de matriz M,,.. No entanto, a fim de nao so-
brecarregar o texto com equagoes muito extensas, reservamos o apéndice |B| para as
expressoes explicitas dos elementos de matriz M,,,, enquanto aqui exibimos apenas os
resultados mais relevantes.

Em primeiro lugar, recordemos que a secao de choque diferencial nao polarizada

estd relacionada com a amplitude de Feynman a partir da equagao

do
dQ

—_

Str(MTM), (4.19)

=1
rr! 2( )

[\.')

'rr’ 1

onde M é a matriz cujos elementos sao definidos por M,.,., isto é

M (M Maz) (4.20)
MZI M22

De modo geral, podemos decompor a matriz M de acordo com a ordem de contribuicao

do vetor de fundo, isto é
M = MO 4 MO £ M) 4. (4.21)

onde M representa a contribuicio para a matriz M que nao depende do vetor de
fundo, M) representa a contribuicio que depende somente da primeira poténcia dos

componentes do vetor de fundo e assim por diante. Utilizando a decomposicao acima,
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podemos escrever

tr(MIM) = tr(MOTMO) 4 tr(MOTMO 4 M@ M)
+ e (MM 4 MOIMO  MOTMD) 4 9. (4.22)

Utilizando o contetdo do apéndice [B] obtemos os seguintes resultados

2
K2M

4k2

2
tr(MOTM@) = ( ){ ((E2+ 1D'||q'| cos B, cos B,) cos(p,—dy)+|D||7] sin b, sin 0q>

+ ((E2 cos O, + |P||q| cos 0,)* + (E* cos b, + |F]|7] cos 9,,)2> sin®(6, — 0,) +

2
+ | (17117 |+ E? cos 8, cos 8,) cos(¢, — )+ E* sin 8, sin Qq) }, (4.23)
tr(MPTMO 4 MOTM®) =0, (4.24)

e
tr(MOIMO + MOTMO L MOTMP)) = 9(?). (4.25)

Aqui estamos interessados somente nas contribui¢oes de ordem mais baixa do vetor de
fundo, portanto, nao estamos nos preocupando com a expressao explicita para o termo
de ordem O(v?). A principio, poderfamos pensar que o termo de ordem mais baixa
no vetor de fundo seria o termo de ordem O(v?), no entanto, quando substituirmos a
relacao de dispersao da teoria de CFJ, veremos que aparecem contribuicoes de ordem
O(v) no termo tr(MOTMO®) e, portanto, esse serd o termo de ordem mais baixa no
vetor de fundo. Utilizando as expressoes acima, junto com a equagao , obtemos

a seguinte expressao para a secao de choque diferencial nao-polarizada

2

do 1 1 (k2MY - i
( ){<(E2+\p|lq|COSHPCOSGQ)COS(qu—qu)HpHq\smﬁpsqu)

a0 - 5(47r)2 AR 2

- ((E2 cos O, + |7]|7] cos 0,)* + (E? cos b, + ||| 7| cos Hp)2> sin®(0, — 0,) +
2
+ ((|ﬁ||cf|—|—E2 cos B, cos ) cos(¢, — ¢,)+ E* sin 6, sin Gq) } +0(?). (4.26)

Antes de considerarmos, de fato, a relacao de dispersao da eletrodinamica de CFJ,
ainda podemos fazer algumas consideragoes sobre a relagao entre a energia e o momen-
tum da particula de CFJ. Se estivéssemos considerando a eletrodinamica de Maxwell,
a relagao entre energia e momentum seria da forma FE = |p'|, no entanto, na eletrodina-

mica de CFJ esperamos que essa relacao sofra uma pequena alteracao devido ao vetor
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de fundo. Desse modo, podemos escrever

Pl =1+4df,)E, onde [0f,| < 1. (4.27)
De forma similar, podemos escrever a equagao

|7l=1+4df)E, onde [0f,| < 1. (4.28)

para a particula de CFJ “saindo” do vértice. Conforme veremos adiante por meio da
relacao de dispersao da eletrodinamica de CFJ, 6 f, e 0 f, trarao contribuicoes de ordem
O(v) e, portanto, podemos desprezar os termos de quadréticos em ¢ f, e 0 f, pela mesma
razao que descartamos os termos O(v?). Substituindo as expressoes acima em e

mantendo somente os termos até ordem O(v), obtemos

dQ 2 (4m)?

do 1 1 (KEMN\*(1+6f,+0f, y
4k? 2

X (cos(% + ¢y) + 2 cos(¢p, — dg)(1 + sin b, sin Hq)) 2 (4.29)
Seja 6 o angulo entre os vetores p e ¢. Por um lado, podemos escrever a equagao
p-§=cos, (4.30)
por outro lado, temos
P+ =sinf,sinb, cos(¢, — ¢,) + cos b, cosb,. (4.31)
Comparando as duas ultimas expressoes, obtemos
cos ) = sin 6, sin 0, cos(¢, — ¢,) + cos b, cos b,,. (4.32)

Com boa aproximacao podemos fazer ¢, ~ ¢, e, portanto, cos(¢, — ¢,) ~ 1. Nesse

regime, a equacao acima nos conduz ao seguinte resultado
cosf = sin 6, sin 0, + cosb,cosb, = 0 ~6,—40,. (4.33)

Lancando mao da conservagao do momentum, isto é k = ¢ — p, podemos escrever a

seguinte expressao
k2 =4F%(1+ 0f, + 0f,) sin?(6/2). (4.34)

Substituindo a expressao acima na equacao (4.29) e mantendo somente os termos de
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ordem mais baixa em v, obtemos a seguinte expressao para a secao de choque diferencial

do GM )\ 2 + cos 6 + cos(0 + 26,,) + 2sin 6, sin(6 + 6,,)
—=—] (149 o i L L 4.35
dQ ( 4 ) (L+0fp+ fq)( sin®(0/2) )’ (4.35)

onde utilizamos a definicao kK = v/327rG. No regime em que o angulo de espalhamento
é muito pequeno, podemos reescrever a secao de choque diferencial da seguinte forma
do o1 4+0f, +0f,

o <4GM) 94 )

1. 4.
= 0 < (4.36)

4.3 Angulo de deflexao gravitacional da luz

Finalmente podemos calcular uma expressao para o angulo de espalhamento da luz
para a eletrodinamica de CFJ. Por um lado, podemos relacionar a secao de choque
diferencial com o angulo de espalhamento 6 e o parametro de impacto b, por meio da
seguinte equacao

do b db

Por outro lado, na secao anterior deduzimos uma expressao para a secao de choque
diferencial. Comparando as equagoes (4.36]) e (4.37), obtemos a seguinte equagao dife-

rencial

b db 2 14+0f, +4f,
——— =4GM)" ———————=, 4.
aag = “4GM) o (4.38)
Realizando a integragao da equacao acima, obtemos
4G M)?
v = (T)(1+5fp+5fq)+0(v), (4.39)

onde C'(v) é uma constante de integragao. Observe que C'(v) é uma constante no sentido
de nao depender de 6 e b, no entanto, a constante de integracao pode depender do vetor
de fundo. Em geral, nao podemos determinar a dependéncia explicita da constante de
integracao em termos do vetor de fundo, no entanto, como veremos abaixo, podemos
descartar a sua contribuicao sem nenhum prejuizo para o resultado. Em primeiro lugar,

observe que podemos reescrever a equacao acima da seguinte forma

_ 4AGM dfp+4f, 9 <o
0 = b2—0(v)<1+ 5 >+O(6fp,5fq). (4.40)

No caso em que a simetria de Lorentz é restaurada, v = 0, devemos ter df, = 0f, =0
e a expressao acima dever retornar ao angulo de Einstein, portanto, devemos impor a
condigao C'(0) = 0 sobre a constante de integracdo. No entanto, aqui estamos conside-
rando possibilidade de VSL e, portanto, v # 0. Contudo, como nao ha nenhum indicio

experimental da VSL, podemos supor que o vetor de fundo esteja préximo do vetor
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nulo. Como nao ha nenhuma razao para esperarmos variagoes abruptas na expressao
para a constante de integracao em termos do vetor de fundo, também podemos supor
que esta ultima esteja préoxima do zero. Lembrando, ainda, que o parametro de im-
pacto deve ser da ordem de medidas astronomicas, podemos considerar sem nenhum
dano ao resultado a aproximacao b* — C'(v) &~ b%. Desse modo, chegamos ao seguinte

resultado para o angulo de deflexao gravitacional da luz no contexto da eletrodinamica
de CFJ

6= (1 + 5]3’—‘2“;"0‘1) O + O(v?), (4.41)

onde 0y 4GM ¢ o angulo de Einstein.
Voltaremos, agora, a nossa atencao para a determinacao das quantidades d f, e d f,.
Recordemos a relacao de dispersao para a particula de CFJ “entrando” no vértice de

interacao, a saber
pt—(p-v)? +v*p? =0. (4.42)

Lembrando da expressao |p| = (14 df,)E, podemos reescrever a equagao acima de

forma aproximada

2 02 7l?
(@ |U|cosﬁpv> +2< —U0|U|C0 5 Op + Ly cos 9p”>5fp+

E E E? E? E?
v? U2 2 3
+ ﬁ—l—ﬁcos Opw —4 |0f; +0(f;) = 0. (4.43)

Resolvendo a equagao acima e considerando v/E < 1, obtemos

v —|U]cosb, v?
0y =0 0 (). (4.44)

A ambiguidade de sinais na equagao acima esta relacionada com o fenémeno da birre-
fringéncia do vacuo na eletrodinamica de CFJ. De forma similar, para a particula de

momentum ¢, obtemos

v — |[U]cos b, v?
6f, ==+ 5F +0 7 ) (4.45)

Utilizando as expressoes acima, obtemos

. vo—|U | cos O v? . vo— || cos v?

Suponhamos, por um instante, que a interagao gravitacional tenha sido “desligada’”.

47



Nesse caso, como nao ocorre nenhuma interacao adicional, esperamos que a particula
de CFJ no estado in possua o mesmo momentum da particula no estado out. Desse
modo, se a particula in corresponde ao modo de propagagao |p|y (ou |p|_), entdo,
a particula no estado out deve corresponder ao modo |¢'|;+ (ou |7]-), com 6, = 6,.
Retornando com a interacao gravitacional e supondo que a transicao entre os regimes
interagente e livre ocorra de forma suave, podemos concluir que: se a particula de
CFJ no estado in corresponde ao modo de propagacao |p'|; (ou |p'|-), entdo, apds a
interagao com a gravitacdo, a particula deve corresponder ao modo ||+ (ou |¢]-).

Levando em conta as consideracoes acima e utilizando as equacoes e (4.45),
obtemos

1
0 =0y [1 + 15 (21}0 — |¥'|(cos 8, + cos 0q)>} + 0(v?). (4.47)

Finalmente, como o angulo de deflexao gravitacional da luz é # < 1, podemos consi-

derar a aproximacao 0, ~ 0, e, entao, reescrever a expressao acima da seguinte forma

0 = O ll L <v0 — |#] cos goﬂ + 0(v?), (4.48)

2F
onde definimos ¢ = 6,(~ 6,).

A equagao (4.48) nos fornece uma expressao tedrica para o angulo de deflexao gra-
vitacional da luz em um cenério com VSL. Conforme o esperado, o angulo de deflexao
depende do vetor de fundo que realiza a quebra da simetria de Lorentz e, consistente-
mente, recuperamos o angulo de Einstein no limite em que v = 0. Observemos ainda
que a luz possui um comportamento dispersivo ao interagir com a gravitagao, isto é, o
angulo de espalhamento depende da energia do féton. Nesse caso dizemos que ocorre

o fenoémeno de arco-iris gravitacional |68].

4.4 Comparagao com resultados experimentais

Usualmente o resultado experimental para o angulo de deflexao gravitacional da luz

é apresentado da seguinte forma

1
Bexp = %GE, (4.49)

onde v representa o chamado parametro de deflexao. Observe que a equagao acima

pode ser reescrita da seguinte forma

=, (4.50)

Portanto, o desvio da unidade do parametro de deflexao, v — 1, essencialmente mede

o desvio do resultado experimental em relacao ao angulo de Einstein. Supondo que
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esse desvio se dé pela necessidade de incluir correcoes devido a uma possivel VSL,

concluimos que
=112 5 |~ [7] (1.51)
— 1| = — |vg — |U]| cos | , .
g oy |0 ¥

onde utilizamos F = 27v, sendo v a frequéncia da particula de CFJ.
Na tabela abaixo apresentamos os resultados experimentais obtidos por Fomalont

et.al. relacionando v — 1 com a frequéncia de ondas de radio [10].

Frequéncia do féton (v) (y—1) x 107
43 GHz - Livre de efeitos de corona —2.4
43 GHz —-1.0
43 GHz - Outubro de 2005 —3.2
23 GHz - Outubro de 2005 —-2.0

Tabela 4.1: Resultados experimentais obtidos por Fomalont et.al..

Vamos analisar os resultados em trés situacoes distintas, na primeira consideramos
|0'] = 0, em seguida fazemos vy = 0 e finalmente consideramos a situagdo em que vy # 0
e |v] # 0.

4.4.1 Caso 1 - Vetor de fundo puramente temporal (vy # 0 e
v =0):

Nesse caso o angulo de deflexao pode ser escrito da seguinte forma

_ o
H—HE(li 2E), (4.52)

e a inequagao (4.51]) pode ser recolocada da seguinte maneira

|vo]
-1 > —. 4.
=1> 5" (4.53)

Combinando a inequagao acima com os dados da tabela [4.1, podemos obter limites

superiores experimentais para o parametro vg, conforme exposto na tabela [4.2]

Frequéncia do féton (v) (y—1)x10~* Limite superior para v
43 GHz - Livre de efeitos de corona ~ —2.4 6.79 x 1077 eV
43 GHz —-1.0 2.83 x 107 eV
43 GHz - Outubro de 2005 —3.2 9.06 x 1072 eV
23 GHz - Outubro de 2005 —-2.0 3.02 x 107 eV

Tabela 4.2: Limites superiores experimentais para o parametro vy.
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4.4.2 Caso 2 - Vetor de fundo puramente espacial (vy = 0 e
U #0):

No caso em que o vetor de fundo é puramente espacial podemos reescrever o angulo

de deflexdo como sendo
=20 1:|:L|17|cos (4.54)

A inequagao (4.51)) pode ser reescrita como segue

=1 > 5|7 cosel (4.55)
— — ||| cos ¢|. .
7 ~ 2y v

Com base nos resultados experimentais expostos na tabela podemos determinar
regides no espaco dos parametros |U'| e ¢ em que a inequagao acima é satisfeita. Nas

figuras abaixo plotamos tais regioes.

3.0p 1 3.0n

2,50 1 2.50
2,01 9 2.0f
L ?1s
1.0f 1.0
0.5F 9 0.5F
0.0t . . . J 0.0t . . . J
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
[px10~%eV [p|x10~%eV
3.0f
2.5
2.0
# 15[ ¢1s
1.0
0.5}
5 . . . J 0.0H . . . J
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
[9x10~%V [px10~%V

Figura 4.1: Regides em que a inequagao (4.55]) é satisfeita (regides preenchidas). Nos
graficos acima foram utilizados (da esquerda para direita e de cima para baixo): v = 43
GHze|y—1 =24x10% v =43 GHz e |y — 1] = 1.0x 107% v = 43 GHz e
[y —=1=32x10"% v=23GHze |y -1 =2.0x 1074

Y

Como podemos observar nas figuras acima, uma vez especificados os parametros
v e v, existem regioes densas no espago dos parametros em que a VSL nao entra em

contradicao com os resultados experimentais.
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4.4.3 Caso 3 - Vetor de fundo com setores temporal e espacial
(vo #0 e U # 0):

Finalmente, consideramos o caso em que o vetor de fundo possui setores temporal

e espacial nao triviais. Nesse caso o angulo de deflexao pode ser escrito como

L.
0 = 0Og <1 + ﬁ]v | cos 90), (4.56)

A inequagao (4.51)) pode ser reescrita como segue

1
— 1| = —|vg — |U] cos |. 4.57
=112 5 — (7] cos (457
Novamente podemos utilizar os resultados experimentais expostos na tabela para
determinar regides no espago dos parametros vy, || e ¢ em que a inequagao acima é

satisfeita.

10

v x 107%V |5

20

Figura 4.2: Regiao em que a inequacao é satisfeita (regioes preenchidas). Foram
utilizados (da esquerda para direita e de cima para baixo): v = 43 GHz e |y — 1| =
24x 1074 v =43GHze |y -1 =10x 1074 v =43 GHz e |y — 1| = 3.2 x 1074
v=23GHze|y—1]=20x 107"
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Conforme podemos observar na figura 4.2, nesse caso também existem regioes densas
em que a VSL é compativel com as observacoes experimentais para o angulo de deflexao

gravitacional da luz.
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Consideracoes finais

Embora ainda nao tenhamos acesso experimental a fisica da escala de Planck, nas
ultimas décadas muitos trabalhos de pesquisa tedrica tém sido direcionado a exploragao
da fisica nessa escala de energia. Contudo, na era dos experimentos de alta precisao
podemos esperar por assinaturas da fisica planckiana em experimentos realizados em
escalas de energia atualmente acessiveis [69]. Assim, destacamos a importancia do papel
das teorias efetivas na busca de tragos da fisica na escala de Planck em experimentos de
baixas energia. Essas teorias efetivas podem ser entendidas como um limite de baixas
energias de uma teoria mais fundamental, e.g. das teorias de cordas. Desse modo, se
os experimentos de alta precisao forem capazes de apontar na diregao de alguma teoria
efetiva, esses experimentos estarao também apontando na dire¢cao de alguma fisica da
escala de Planck.

Dentre os diversos experimentos de alta precisao existentes até o momento, focamos
a nossa atengao naqueles relacionados ao fenomeno de deflexdo gravitacional da luz.
Podemos nos indagar sobre a razao dessa escolha. De fato, a escolha de um experimento
ligado a teoria da RG se justifica por essa ser uma das mais bem estabelecidas teorias
da fisica moderna e, em particular, a escolha do fenomeno da deflexao gravitacional
da luz estd amparada no fato do fenomeno da deflexdao gravitacional da luz produzir o
resultado com a melhor concordancia entre a teoria e o experimento dentre os testes
classicos da RG.

Escolhemos analisar os efeitos da violagao da simetria de Lorentz sobre a deflexao
gravitacional da luz. Embora a simetria de Lorentz seja um dos principais pilares
da fisica moderna, a sua violacao parece ser necessaria em uma teoria fisica mais
fundamental. Nesse sentido, o Modelo Padrao Estendido de Colladay e Kostelecky
[31] cumpre o papel de uma teoria efetiva que emerge como um limite de uma teoria
mais fundamental. Como estamos interessados nos efeitos da VSL sobre a deflexao
gravitacional da luz, analisamos somente o setor eletromagnético do Modelo Padrao
Estendido, esse setor também é conhecido como eletrodinamica de CFJ.

Em uma anélise a nivel de arvore, consideramos o processo de espalhamento da par-

ticula de CFJ por um campo gravitacional externo. Vale ressaltar que esse formalismo
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foi essencial para a inclusao da estrutura microscopica da particula de CFJ. Essa abor-
dagem nos conduziu a uma expressao tedrica para o angulo de deflexao gravitacional da
luz em um cenario com violagao da simetria de Lorentz. Essa expressao para o angulo
de deflexao possui ao menos duas caracteristicas marcantes: i) traz explicitamente a
assinatura da quebra da simetria de Lorentz; ii) dependéncia explicita da energia da
particula de CFJ.

O primeiro ponto destacado acima corresponde exatamente ao que foi proposto
nesse trabalho, isto é, a busca pelos efeitos da VSL no experimento deflexao gravitaci-
onal da luz. A fim de buscarmos por assinaturas experimentais da VSL, relacionamos
os seus tragos tedricos com o parametro pés-newtoniano vy (parametro de deflexao).
Comparando o resultado obtido teoricamente com os resultados experimentais devidos
a Fomalont et.al., podemos estabelecer limites experimentais para o vetor de fundo
que realiza a VSL. A anélise dos resultados foi dividida em trés casos de interesse.
No primeiro caso foi considerado que o vetor de fundo possui somente o componente
temporal. Nesse caso verifica-se que nao ha conflitos com os resultados experimentais
desde que o vetor de fundo seja vy < 107%eV(~ 107¥ GeV). No segundo caso foi
considerado o vetor de fundo como sendo puramente espacial. Como nessa situagao o
angulo de deflexao depende de dois parametros, a saber || e ¢, podemos determinar
regioes no espago dos parametros || e ¢ em que a violagao da simetria de Lorentz nao
entra em conflito com os resultados observacionais do angulo de deflexao gravitacional
da luz. Conforme podemos observar na figura para valores de |v/| da ordem de
1078 eV(~ 107" GeV), ou superiores, a violagao da simetria de Lorentz é compativel
com os resultados experimentais somente se o angulo entre o momentum do féton e o
vetor de fundo estiver préximo do valor 7/2. Por outro lado, para valores de |¢/| abaixo
de 1078 eV a violacdo de simetria de Lorentz devido a um vetor de fundo puramente es-
pacial é completamente compativel com os resultados experimentais atuais. No terceiro
e ultimo caso, contemplou-se a situacao em que o vetor de fundo possui os dois setores,
temporal e espacial, nao triviais. Nesse caso a andlise dos resultados ¢ um pouco mais
complicada devido a dependéncia de trés parametros (vg, |U] e ). Na figura |4.2| verifi-
camos a existéncia de regides tridimensionais no espago dos parametros v, || e ¢ em
que a violagao da simetria de Lorentz nao contradiz as observacoes experimentais. Em
especial, para valores de vy e || abaixo da ordem 1078 eV (~ 10717 GeV), a violagao da
simetria de Lorentz nao produz efeitos detectaveis nos experimentos atuas de deflexao
gravitacional da luz.

Com relagao ao segundo ponto destacado acima — a dependéncia do angulo de de-
flexao em relagao a energia da particula de CFJ — podemos também tracar alguns
comentarios relevantes. Em primeiro lugar, essa dependéncia descreve um compor-
tamento dispersivo do angulo de espalhamento, caracterizando o que chamamos de

arco-iris gravitacional. Os arco-iris gravitacionais consistem basicamente na decompo-
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sicao espectral da luz devido a interacao com um campo gravitacional externo. Esse
fenomeno tedrico aparece também em outras situacoes fisicas, por exemplo: no es-
palhamento gravitacional do féton massivo da eletrodinamica de Proca; na deflexao
gravitacional da luz no contexto da teoria de gravitacao de ordem superior. Embora
ainda nao tenhamos precisao experimental suficiente para a observacao desse fenomeno,
vale ressaltar a importancia do desenvolvimento tedrico nesse sentido, pois, tendo em
mente o rapido avango tecnoldgico das ultimas décadas, podemos esperar a sua detecgao
em um futuro nao tao distante.

Conforme mencionado acima, comparando a expressao tedrica para o angulo de
deflexao gravitacional da luz na presenca de VSL com os resultados experimentais
atuais, estabelecemos um limite superior da ordem de 107!® GeV para os componentes
do vetor de fundo. No entanto, esse limite ainda estd muito acima do valor obtido
a partir de observagoes relacionadas a radiacdo césmica de fundo (CMB), a saber
~ 107 GeV [34]. Desso modo, podemos concluir que a observagao de assinaturas
da VSL ainda estao experimentalmente distantes no que diz respeito ao fenomeno de
deflexao gravitacional da luz. Finalizando, informamos que os principais resultados

apresentados nesta dissertacao se encontram na referéncia [70].

25



Apéndice

Operadores de Barnes-Rivers

O céalculo do operador de onda inverso associado com a teoria linearizada da gravi-
tacao pode ser, em geral, um trabalho arduo, no entanto, encolhendo uma base conve-
niente de operadores diferenciais esse calculo pode ser consideravelmente simplificado.

Comecemos pelos operadores de projecao longitudinal e transverso, respectivamente

definidos por

HW = N — ?V € W = 7 (Al)

Os operadores de projecao definidos acima satisfazem as seguintes relacoes de idempo-

téncia e ortogonalidade

0,0, =40, w,w,”=w", 0, w,)”=w,"0,"=0. (A.2)

I3 b Fa I3

Os operadores de Barnes-Rivers em 3 4+ 1 dimensoes sao definidos por [71]

2 1 1
Pyoiap = 5(Ouabus + 0us8u0) — 50uba, (A.3)
1
1
P = 5 uavs + Oupua + Ouats + Ouptya), (A.4)
0—s 1
P;Eu,oz,bz = 50/11/00[67 (A5)
0—w
PAEV,OAB) = WuwlWagp, (AG)
0—sw 1
P;EI/,Oz,B : = ﬁeul/waﬁa (A?)
P(O—ws) = L 0 (A 8)
uv,af \/gwlw af- .

Os quatro primeiros operadores de Barnes-Rivers sao, de fato, projetores. No referencial
de repouso de um campo tensorial massivo os quatro primeiros operadores definidos

acima projetam o campo tensorial sobre suas as componentes de spin-2, spin-1 e duas
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componentes de spin-0. Os dois iltimos, denominados operadores de transicao, sao
necessarios para garantir a completeza do conjunto de operadores de Barnes-Rivers.
O operador identidade no setor de tensores simétricos de rank-2 pode ser escrito

em termos dos operadores de Barnes-Rivers, a saber

 Nuag T Mvallug  5(2) 1) (0—s) (0—w)
]-/u/,ocﬂ - 2 - Puu,oz,é’ + Ppl/,aﬁ + P,uzl,aﬁ + Puy,a,@ : (Ag)

A tarefa de expandir um dado operador de onda em termos dos operadores de Barnes-
Rivers pode ser consideravelmente simplificada se considerarmos as seguintes identida-

des

Mg = [3P<O—S> +V/3(PO-sw) 4 pO-ws)y 4 P<0—W>} , (A.10)
uv,af
1 (1) (0-w)
ﬁ (T],uozkukﬁ + nuakukﬁ + nuﬁkyka + nyﬁk#ka) = [2P +4P ],u,v,aﬁ , (All)
1
3 (Nuvkaks + Nagkyky,) = [V3(PO—sw) 4 pO-ws) 4 2P<°*w>} . (A.12)
v,
1 (0-w) A
ﬁk‘ukukakﬂ =P, 5. (A.13)

Antes de finalizarmos a nossa discussao sobre os operadores de Barnes-Rivers, vamos
considerar uma férmula simples que permite a inversao do operador de onda. Em geral,
o operador de onda pode ser expandido em termos da base de operadores de Barnes-

Rivers, a saber
O = 2,P? + 2, PY 4+ 2, PO~ 4 2, PO~ 4 g POsW) g POw8) (A 14)

Por outro lado, o operador inverso O~! também pode ser expandido em termos da base

de operadores de Barnes-Rivers, isto é
07" = o P® 4y, PV 4y, PO 44y, PO 4y, PO oy, PO (AL15)

A relagao entre os coeficientes x’s e os coeficientes y’s pode ser diretamente obtida
com auxilio da tabela multiplicativa abaixo e lembrando que o operador inverso deve

satisfazer a seguinte relacao

(Oil)uy,/\ao)\a,aﬁ = 1#1/,&,8- <A16)
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Considerando a relagao acima, obtemos o seguinte conjunto de equacoes algébricas

(

TsYs + LwsYsw = 17
Twlw T TswlYws = 17
TsYws T TwsYuw = 07 (A17>

TwYsw T TswlYs = 07

| T1Y1 = Tays = 1.

Resolvendo o conjunto de equacoes acima para os y’s, obtemos a seguinte expressao

para o operador de onda inverso

Ofl — lp@) + ip(l) + wa(O—s) + ISP(O_w) B xswP(O—sw) - waP(O—ws)
o X1 Tywls — Lswlws

. (A18)

p@  p@  pl-s)  pl-w) pO-sw) p0-ws)
P® [ P® 0 0 0 0 0
e R 0 0 0
po= 0 0 PO 0 pO= 0
pO=w |0 0 0 pl—w) 0 PO
P(O—sw) 0 0 0 P(O—sw) 0 P(O—s)
P(O—ws) 0 0 P(O—ws) 0 P(O—w) 0

Tabela A.1: Tabela multiplicativa dos operadores de Barnes-Rivers.

o8



Apéndice B

Elementos de matriz M.,

Neste apéndice apresentamos as expressoes correspondentes ao elementos de matriz
M,,.. Primeiramente, a fim de facilitarmos o enquadramento das equagoes, vamos

decompor o elemento de matriz M,,» da seguinte forma
My = MO + MY 4 M) + m), (B.1)

0 =~ -
onde o termo MS,J nao traz nenhuma contribuicao do vetor de fundo e os termos

M(”)

rr’)

2 3
Mff;/) e M,(f;,) trazem, respectivamente, as contribuicoes de primeira, segunda e
terceira ordem no vetor de fundo. Abaixo apresentamos a lista completa com todas as

contribui¢oes nao-nulas para os elementos de matriz M, :

Contribuicoes de ordem zero:

M
jv[gq) = _ZEQ ((]ﬁH(ﬂ + E? cos 0, cos 0,) cos(¢, — ¢,) + E? sin 0, sin 9q>; (B.2)
K2M L )
Mgg) = _ﬁﬂp 171 cos O, + E? cos 0,) sin(¢, — ¢,); (B.3)
K2M L .
Mé?) = 12 (1711q| cos 0, + E* cos ) sin(¢y, — ¢y); (B.4)

M o o )
Mgg) = _ e ((E2 + |P||q| cos 8, cos b,) cos(p, — ¢g) + ||| ] sin b, sin Hq); (B.5)

29



Contribuicoes de ordem O(v):

Ii2

v _ KM o L .
M = 232122 {(vo cos 0, cos 0, (|p| sin” 6, + |7 | sin? Hq)) sin ¢+

- <2E 7] cos 0, sin 0, + vo(|p| cos B, + |7| cos ,) cos 6, sin 6q> sin ¢+

— (2E|17| cos 0, cos 0, + vo(|p'| cos b, + |7| cos 6’,1)) COs ¢, sin qbq] ; (B.6)

K2M

32k 2

Mg) = —i [|]7|vo oS ¢y, €08 Py + |7 |vg cos b, cos b, cos ¢, cos g+
+2E |U](3 — 2 cos(26,)) cos 0, cos ¢, cos ¢, + |¢'|vg sin ¢, sin ¢+

+ (]ﬁ\vo sin 6, + 16 |7 | sin2(9p/2)) sin ¢, sin (bq} ; (B.7)

2
v KM
32k?

[(2|ﬁ|v0 + 16 E |U] cos 9p> sin @, sin 6,4
- (2|(j|vo sin 0, + 16 E |7 | cos 0, sin? 6p> cos 0, cos ¢+
- (4E|17\ + 2|p'|vg cos 0, — 2| | cos B, sin 9q> sin 6, cos ¢, +
+2 <|(j'|vo cos 0, cos O, — 2E |U|(1 — 2 cos(26,)) cos 0q> sin ¢, sin gbq] ; (B.8)
KM
My = z%{QE |U| (sin 6, cos 6, + 2[cos(20,) — cos(26,)] sin(¢p, — gbq)> +

+ vo(|p’| cos B, + || cos b)) sinQPCOSQq}; (B.9)

Contribuigoes de ordem O(v?):

02 /ﬁ}2M 2?]0‘17’
M§2 )= {

(|q_'| cos B, cos 0, — || sin? 0p) sin® 6, sin ¢, cos 0, +

C64kz| B
_ <2|17|2 + %ﬂm cos b, + |q| cos 9q)) cos 6, sin(26,) sin ¢, +
2 || =
+ (% +4\17]26089p) sin® 0, cos¢psin¢q}; (B.10)

60



2M : 29
Mgf) = %{2]6\2(&1& 6, sin ¢, + cos 8, cos ¢, sin ¢, )+
177w

E
|q]|7 v , o : o _
+ €os ¢, sin ¢, + cos 0, sin 0, sin ¢, — sin O, cos ¢, sin b, sin ¢, | ¢;

(sind, + cos 6, cos ¢ ) cos b, sin ¢, + (B.11)

E

(B.12)

M
Mgf) = 24122 {4|17|2(4 sin® §, sin” 6, + sin” 6, — sin §,) cos B, cos B, +

+ 4|7 [*(sin® 0, — 2 cos(26,,) sin” 6, sin ¢, sin ¢, + 8|77|? sin(26,) sin 6, cos 0,+

91515
+ % <(sin 0, —cos 0, cos ¢,) sin(26,) —2(sin” 6, +sin” 6, cos 0, sin ¢, sin qbq) +
20115 w0 (i 2 g Lo - 2 : .
+ — 5 2(sin® 0, +sin” §,) cos 6, cos ¢, cos ¢, — (sin(26,)+2 cos” 0, cos ¢,,) sin b, | ¢;

Contribuigoes de ordem O(v?):

M (2|73
M) =52 [7] sin? 6, sin 0, (sin 6, cos ¢, sin ¢, — cos O, sin ¢, )+ B.13
22 e p S Ug q p q q P
510 (131 cos 0, + || cos 6,) sin® 6, sin 0, s in g 0,) %
+ i3 (|p'| cos 6, + || cos B,) sin® 6, sin 6, sin ¢,(cos ¢, sin B, — cos b,) ¢;
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