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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo detalhado de um modelo de unificação da

matéria e energia escuras baseado em uma extensão da Lagrangiana de Born-Infeld para

um campo escalar. Mostramos que este modelo apresenta algumas vantagens em relação a

outras propostas de unificação. Por exemplo, sua velocidade do som pode se anular tanto

na configuração em que o campo escalar representa a matéria escura quanto naquela em

que ele atua como constante cosmológica. Além disso, o valor máximo da velocidade

do som pode ser bem inferior ao da velocidade da luz e pode ocorrer antes do ińıcio da

expansão acelerada do Universo. Investigamos a dinâmica das soluções espacialmente ho-

mogêneas e verificamos que a Cosmologia de de Sitter é um atrator para grande parte das

configurações iniciais, especialmente para as que representam um Universo com pequena

curvatura. Finalmente, comparamos as previsões teóricas do modelo no caso plano com

dados de Supernova do tipo Ia. Verificamos que ele é compat́ıvel com estes dados para

um amplo intervalo de valores de seus parâmetros.
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Abstract

In this work we present a detailed study of a dark energy and dark matter unification

model based on an extension of the Born-Infeld Lagrangian for a scalar field. We show

that this model has some advantages over other unification proposals. For example, its

sound velocity can vanish both in the configuration where the scalar field behaves as dark

matter as well as when it acts as a cosmological constant. Furthermore, the maximum

sound velocity can be smaller than the speed of light and it can be attained before the

acceleration starts. We investigate the dynamics of spatially homogeneous solutions and

verify that the de Sitter cosmology is an attractor for most of the initial configurations,

especially those representing a Universe with small curvature. Finally, we compare the

theoretical predictions of this model for the flat case with type Ia Supernovae data. We

verify that the model is consistent with this data for a wide range of parameter values.
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3.2.4 Dinâmica de soluções espacialmente homogêneas . . . . . . . . . . . 38
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Caṕıtulo 1

Introdução

Um dos grandes desafios da Cosmologia atual é compreender a natureza da matéria es-

cura e da energia escura. No contexto da teoria da Relatividade Geral, estas componentes

são necessárias para explicar dois fenômenos distintos: a dinâmica das estruturas desde

escalas galácticas até as maiores escalas observadas e a expansão acelerada do Universo,

respectivamente. Apesar de haver alguns candidatos a matéria escura propostos pela f́ısica

de part́ıculas, ainda não há evidências experimentais de que estas part́ıculas existam. A

existência de uma constante cosmológica positiva nas equações de Einstein é a explicação

mais antiga e simples para a expansão acelerada. Entretanto, se a constante cosmológica

for associada à energia do vácuo, surge uma discrepância de aproximadamente 120 ordens

de grandeza entre o valor teórico obtido no contexto da teoria quântica de campos e o va-

lor observado. Muitos outros modelos de energia escura têm sido propostos, notadamente

os baseados em campos escalares. O fato de termos duas componentes cuja natureza é

desconhecida nos leva a indagar se seria posśıvel descrever a fenomenologia associada a

elas a partir de uma única componente. Esta idéia levou à proposta da unificação da

matéria e energia escuras, onde um único componente seria responsável pela formação de

estruturas e pela expansão acelerada do Universo.

Neste trabalho estudamos um modelo que se propõe a unificar estas duas compo-

nentes em um cenário conhecido como quartessência. Este modelo é descrito por uma

Lagrangiana com termo cinético não canônico para um campo escalar. Em particular, a
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Lagrangiana é dada pela raiz quadrada de um polinômio quadrático do termo cinético do

campo escalar e pode ser pensada como uma generalização da Lagrangiana de Born-Infeld.

Por causa disto, este modelo é chamado de Born-Infeld Estendido.

Uma motivação para a escolha do modelo de Born-Infeld Estendido se deve ao fato

de que, ao contrário de outros candidatos à quartessência, sua velocidade do som pode

se anular próximo do estado de constante cosmológica. Isto poderia evitar os problemas

relacionados à formação de estruturas presentes em outros modelos de quartessência.

Um estudo detalhado do modelo de Born-Infeld Estendido foi realizado nesta dis-

sertação, sendo que primeiramente mostrou-se que a dinâmica dada pela Lagrangiana é

equivalente àquela de um fluido perfeito. Obtivemos a equação de estado e investigamos

suas propriedades. Observamos o comportamento da velocidade do som, uma quantidade

fundamental associada à evolução das perturbações de densidade. Esta quantidade foi

analisada em função dos parâmetros do modelo e, desta forma, foi posśıvel verificar que

de fato ela pode assumir um valor muito pequeno na época da formação de estruturas,

o que é desejável e representa uma vantagem em relação a outros modelos. Estudamos

a aceleração do Universo e a relacionamos com a velocidade do som. Verificamos que

a velocidade do som pode atingir o seu valor máximo antes ou depois que a expansão

começa a acelerar, dependendo do valor de um parâmetro do modelo. Além disso, quanto

mais cedo a velocidade do som atingir o seu máximo, menor será esse valor.

Feito isso, dedicamos nossa atenção à dinâmica do modelo para configurações espaci-

almente homogêneas e isotrópicas, uma vez que as observações atuais indicam que o nosso

Universo é homogêneo e isotrópico em grandes escalas. Constrúımos alguns diagramas

de fase e determinamos várias trajetórias. Verificamos que o estado que representa a

configuração de constante cosmológica é um atrator para uma boa parte das soluções em

expansão.

Para finalizar o estudo deste modelo, comparamos as suas previsões teóricas para

o caso de um Universo plano com dados observacionais recentes de Supernova do tipo

Ia. Para tal, determinamos o parâmetro de Hubble e a distância de luminosidade neste

modelo. Posteriormente, fizemos uma análise estat́ıstica usando dois códigos distintos que

desenvolvemos (um em Fortran e outro usando o aplicativo Mathematica) para limitar os
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parâmetros do modelo. Verificamos que o modelo de Born-Infeld Estendido é compativel

com estes dados observacionais, porém eles não limitam significativamente os parâmetros

do modelo.

Esta dissertação está estruturada da seguinte maneira: no Caṕıtulo 2 fazemos uma

revisão sobre os cenários da quartessência e da k-essência, apresentando suas propriedades

e seus problemas e citando alguns candidatos. No Caṕıtulo 3, que é inteiramente original,

apresentamos o estudo detalhado do modelo de Born-Infeld Estendido descrito anterior-

mente relativo à equação de estado, velocidade do som, aceleração e dinâmica das soluções

espacialmente homogêneas. No Caṕıtulo 4 fazemos uma breve revisão sobre a utilização

de Supernovas do tipo Ia para limitar os parâmetros do modelo e sobre a análise estat́ıstica

utilizada para isso. Discutimos a dedução da distância de luminosidade e obtemos esta

quantidade para o modelo de Born-Infeld Estendido. Confrontamos pela primeira vez este

modelo com os dados de Supernovas do tipo Ia, obtendo assim os contornos de confiança

para os parâmetros de interesse e discutimos os resultados. No Caṕıtulo 5 apresentamos

as conclusões e comentamos os resultados, além de indicar as perspectivas futuras para

a continuidade deste trabalho. Finalmente, no Apêndice A revisamos o formalismo 1 + 3

covariante da Relatividade Geral e apresentamos algumas equações importantes que serão

usadas ao longo desta dissertação. Também discutimos o caso particular de um Universo

homogêneo e isotrópico e apresentamos as relações relevantes que serão utilizadas quando

considerarmos tal caso.
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Caṕıtulo 2

Conteúdo material do Universo e

quartessência

2.1 Matéria e energia escuras

Existem atualmente modelos cosmológicos que explicam de forma bastante satisfatória

a história do Universo, pelo menos da nucleosśıntese primordial em diante. Esses modelos

reproduzem com precisão diversas propriedades observadas do Universo, como a radiação

cósmica de fundo em microondas, a abundância de elementos leves e a estrutura em

grande escala. Entretanto, geralmente é assumida nesses modelos a existência de dois

componentes desconhecidos que dominam a dinâmica do Universo: a matéria escura e

a energia escura. A seguir, faremos uma breve revisão sobre estes dois componentes,

discutindo suas evidências observacionais e apresentando alguns candidatos para eles.

2.1.1 Matéria escura

A evidência mais direta da existência de matéria escura em escalas galáticas foi des-

coberta na década de 1970 por Rubin e provém das medidas das curvas de rotação das

galáxias espirais, que fornecem a velocidade de rotação de estrelas e gás em função da
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distância ao centro galáctico [1]. O fato de a velocidade ser aproximadamente constante

a grandes distâncias do centro galáctico implica na existência de um halo com massa

M(r) ∝ r e densidade ρ ∝ 1/r2, onde r é a distância ao centro galáctico. No entanto,

não há sinal de matéria viśıvel em nenhum comprimento de onda que apresente estas

caracteŕısticas.

Na escala de aglomerados de galáxias, a primeira evidência da matéria escura surgiu

em 1933, quando Zwicky e colaboradores [2] inferiram, a partir de medidas da dispersão de

velocidades das galáxias no aglomerado de Coma, uma razão massa-luminosidade (M/L)

superior a das estrelas em duas ordens de magnitude. O mesmo resultado foi obtido para

outros aglomerados estudados. Portanto, a maior parte da massa dos aglomerados não

pode estar sob a forma de estrelas, ou seja, a matéria luminosa é insuficiente para explicar

os movimentos das galáxias nos aglomerados.

Além da dispersão de velocidades, há vários outros métodos complementares para

estimar a massa de aglomerados de galáxias. Por exemplo, podemos utilizar o efeito de

lente gravitacional, onde a distorção de imagens de objetos distantes devido à presença

de um aglomerado na linha de visada entre o observador e o objeto está relacionada

com o poço de potencial gravitacional e, conseqüentemente, com a massa do aglomerado.

Também podemos utilizar o espectro na faixa de raios-x da radiação emitida pelo gás

rarefeito que permeia o aglomerado para determinar a sua temperatura. A partir desta e

supondo que o gás está em equiĺıbrio hidrostático é posśıvel obter o potencial gravitacional

que segura este gás e assim determinar o massa do aglomerado. Esta também pode ser

inferida através do efeito Sunyaev-Zel’dovich, no qual a radiação cósmica de fundo em

microondas tem seu espectro distorcido por elétrons através de espalhamento Compton

inverso.

Estas estimativas da massa obtidas através de diversos observáveis são consistentes

entre si. Juntamente com observações da aglomeração da matéria em grandes escalas, esses

resultados indicam que a densidade total da matéria corresponde a aproximadamente 25%

da densidade de energia do Universo.

Todas as medidas de massa baseadas na dinâmica, desde a escala galáctica até a

estrutura em grande escala do Universo, resultam em valores muito maiores do que a
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massa inferida através de sua distribuição luminosa. A maior parte da matéria do Universo

é escura, ou seja, não é detectada em nenhum comprimento de onda.

Até aqui discutimos evidências da existência de matéria escura. Em prinćıpio, esta

poderia ser composta por matéria ordinária formando objetos frios que não emitem luz.

No entanto, existe outro conjunto de evidências que indicam que a matéria escura não

pode ser bariônica.

A primeira delas vem da observação da abundância de elementos leves no Universo.

Cálculos da nucleosśıntese primordial prevêem esta abundância em função da densidade

de bárions. Comparados com os dados observacionais estes resultados mostram que apro-

ximadamente 4% da densidade de energia do Universo corresponde a matéria bariônica.

Como a densidade de matéria corresponde a cerca de 25% da densidade de energia do

Universo, chegamos à conclusão de que a maior parte da matéria escura do Universo deve

ser não bariônica.

Outra evidência provém do aglomerado da Bala (formado pela colisão de dois aglo-

merados de galáxias ocorrida há cerca de 150 milhões de anos) e de outros aglomerados

que sofreram colisão recente, onde as galáxias, o gás e a matéria escura se comportam

de forma distinta, o que permite estudá-los separadamente. As galáxias dos aglomerados

se cruzam sem sofrer colisões. Os gases dos dois aglomerados, que representam a maior

parte da matéria bariônica destes, interagem fazendo com que se concentrem na região da

colisão. Já a matéria escura, que é detectada através do fenômeno de lente gravitacional,

se concentra nas regiões próximas das galáxias. Isto indica que a matéria escura não segue

a distribuição da maior parte da matéria bariônica, ou seja, apesar de estar dispersa em

todo o aglomerado, ela não sofre colisões, ao contrário de um gás ordinário.

Uma terceira evidência do fato da matéria escura não ser bariônica é proporcionada

pela distribuição de matéria em grandes escalas. Antes do desacoplamento entre matéria

e radiação, as flutuações na componente bariônica não evoluem, uma vez que a matéria

bariônica interage fortemente com a radiação. Já as perturbações de matéria escura

podem evoluir na era dominada pela matéria e começar a formar estruturas. Após o

desacoplamento, as perturbações na matéria bariônica são induzidas pelas flutuações da

matéria escura. Em razão disso, a matéria escura é a principal responsável pela formação
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das primeiras estruturas em grandes escalas. Sem ela, as flutuações seriam muito menores

pois, no momento do desacoplamento, δρ/ρ para a matéria bariônica era da ordem de 10−5

e não teria havido tempo suficiente para produzir as estruturas em grande escala que são

observadas hoje.

Outra medida das abundâncias de matéria bariônica e não bariônica pode ser obtida

através da análise de espectro das flutuações da radiação cósmica de fundo em microondas.

Novamente, a conclusão é de que a matéria escura não bariônica é necessária para explicar

o espectro observado.

Existem na literatura muitos candidatos a matéria escura. Os áxions [3], introduzidos

na f́ısica de part́ıculas para resolver o problema da violação da simetria CP (conjugação de

carga e paridade), são geralmente discutidos como candidatos a matéria escura pois eles

devem interagir fracamente com as part́ıculas ordinárias (bariônicas). Entretanto, a maior

classe de candidatos, constitúıda por dezenas de part́ıculas sugeridas, é a classe de WIMP,

que equivale à abreviatura em inglês de part́ıculas massivas que interagem fracamente. O

WIMP mais popular é o neutralino previsto pela supersimetria [4, 5]. Apesar de todos

estes e outros candidatos haverem sido propostos para a matéria escura, ainda não há

nenhuma evidência experimental de que tais part́ıculas existam. Para uma revisão sobre

candidatos a matéria escura veja [6].

Outra importante classificação é entre a matéria escura “fria” e “quente”. Um can-

didato a matéria escura é chamado “quente” se, na época da formação de galáxias, ele

se move com velocidades relativ́ısticas e “frio” se, nesta mesma época, ele se move com

velocidades não relativ́ısticas. A matéria escura quente não pode se aglomerar em escalas

de galáxias até que ela se resfrie e tenha velocidades não relativ́ısticas. Assim, ela geraria

um espectro de flutuações diferente da matéria escura fria. Observações da estrutura em

grandes escalas mostram que a maior parte ou a totalidade da matéria escura deve ser

fria.

2.1.2 Energia escura

Há uma década atrás, análises da relação entre o desvio para o vermelho e a lumino-
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sidade de Supernovas distantes do tipo Ia [7, 8] indicaram que a expansão do Universo é

atualmente acelerada. Esta aceleração fornece fortes evidências para a existência de uma

componente de energia escura com pressão negativa.

Além de explicar a expansão acelerada do Universo, a existência da energia escura é

necessária para conciliar as medidas da geometria do espaço com a quantidade total de

matéria no Universo. Medidas da radiação cósmica de fundo em microondas, mais espe-

cificamente da localização do pico do espectro das anisotropias de temperatura, indicam,

com uma precisão melhor do que 10%, que a geometria do universo é aproximadamente

plana. Dessa forma, a densidade de energia do Universo deve ser aproximadamente igual

à densidade de energia cŕıtica. Conforme a discussão da seção anterior, existe um con-

junto de evidências complementares que indicam que a quantidade total de matéria no

Universo, incluindo tanto bárions quanto a matéria escura, representa aproximadamente

25% da densidade de energia cŕıtica do Universo. Isto implica na existência de uma forma

adicional de energia que corresponde aos outros 75% da densidade de energia cŕıtica.

Outras evidências da existência da energia escura foram sugeridas por uma série de

observações astrof́ısicas, que incluem a abundância de aglomerados de galáxias em função

do desvio para o vermelho, a evolução das estruturas em grande escala e uma combinação

de outros observáveis que dependem dos parâmetros cosmológicos, inclusive da densidade

de energia escura.

Apesar das evidências indicarem a existência da energia escura, a sua natureza f́ısica

ainda é desconhecida. Sabe-se somente que ela possui pressão negativa e que não interage

através de outras forças fundamentais a não ser a gravidade. A candidata mais tradici-

onal e simples para a energia escura é a constante cosmológica Λ proposta por Einstein.

Uma constante cosmológica, cuja pressão negativa causa a aceleração da expansão do

universo, poderia ser responsável por 75% da densidade de energia faltante, sem interferir

significativamente na formação de galáxias. A origem f́ısica da constante cosmológica

pode ser a energia do vácuo da f́ısica de part́ıculas. Entretanto, estimativas heuŕısticas

do valor da densidade de energia do vácuo baseadas em uma escala de corte escolhida

como sendo a escala de Planck estão em total desacordo com os valores inferidos a par-

tir de dados observacionais. Mais especificamente, a densidade de energia da constante
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cosmológica observada é aproximadamente 120 ordens de grandeza menor do que a densi-

dade de energia do vácuo. Este problema é chamado problema da constante cosmológica.

Outro problema relacionado à constante cosmológica consiste no fato de as densidades de

energia da matéria escura e da energia escura serem comparáveis no tempo atual. Se a

energia escura for realmente uma constante cosmológica, só há um curto peŕıodo de tempo

na evolução do Universo em que elas são comparáveis, então porque isto está acontecendo

atualmente, ou seja, no peŕıodo em que podemos observá-la? Este problema é chamado

problema da coincidência cósmica.

O modelo que representa o conteúdo material do Universo mais utilizado é o chamado

ΛCDM, que denota um Universo composto de matéria escura fria e constante cosmológica.

Este modelo explica de forma satisfatória as observações da radiação cósmica de fundo

em microondas, bem como as observações de Supernovas do tipo Ia e da estrutura em

grandes escalas, entre outras.

Apesar da constante cosmológica ser a hipótese mais simples para a energia escura, os

problemas mencionados acima levaram à procura por alternativas para a sua natureza.

Vários outros candidatos a energia escura têm sido propostos e, entre estes, os modelos

com campo escalar são uma subclasse importante e popular. A caracteŕıstica básica

desses modelos é a pressão negativa, que, segundo as equações da Relatividade Geral,

causa a expansão acelerada do Universo. Uma segunda caracteŕıstica compartilhada pela

maioria desses modelos é que as perturbações de densidade do campo escalar não afetam

o processo de formação de estruturas.

Um desses cenários é conhecido como quintessência [9, 10, 11, 12] e descreve um campo

escalar φ com uma Lagrangiana padrão L = X −V (φ) onde X = 1
2
gαβφ;αφ;β corresponde

ao termo cinético. Outra proposta consiste em campos escalares fantasmagóricos [13, 14],

que possuem o termo cinético com sinal invertido. Também existe uma possibilidade mais

geral, conhecida como k-essência [9, 15] que corresponde a uma teoria de campo escalar

descrita por uma Lagrangiana com termo cinético não linear em X. Uma lista com vários

modelos de energia escura pode ser encontrada em [16].

Outra possibilidade é considerar que o campo escalar que atua como energia escura

seja também o responsável pela matéria escura. Como não temos muito conhecimento
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sobre a natureza destas componentes, esta possibilidade de unificação vai de encontro

com a busca da f́ısica pela simplicidade. Para que isso ocorra, o campo responsável

pela quartessência deve ter pressão negativa em grandes escalas e pressão despreźıvel

em pequenas escalas. Este cenário é chamado de quartessência e entre as suas posśıveis

implementações estão modelos no qual a unificação é feita através de uma equação de

estado efetiva com motivação fenomenológica, como o gás de Chaplygin generalizado, e

modelos de campo escalar com termo cinético não canônico, como a k-essência puramente

cinética. A seguir faremos uma revisão destes modelos, apresentando as suas vantagens e

também os problemas que eles podem apresentar. Para uma breve revisão sobre modelos

de unificação da matéria escura usando cosmologias com campo escalar, veja [17].

2.2 K-essência

A k-essência (k de “kinetic”) é uma teoria descrita por uma Lagrangiana com termo

cinético não canônico [9]. Em sua forma mais comum, a Lagrangiana é do tipo

L(X, φ) = V (φ)F (X), (2.1)

onde

X =
1

2
gαβφ,αφ,β (2.2)

é termo cinético.

Há muito tempo teorias descritas por ações com termos cinéticos não canônicos atraem

um interesse considerável. A primeira teoria deste tipo foi introduzida por M. Born e L.

Infeld em 1934 para evitar a auto-energia infinita do elétron [18]. Alguns anos depois,

em 1939 e 1952, tais teorias foram estudadas por W. Heisenberg em conexão com a f́ısica

de raios cósmicos [19] e produção de mésons [20], respectivamente. As idéias de Born e

Infeld também foram desenvolvidas por P. Dirac [21] em 1962. Os termos cinéticos não

canônicos também são comuns na teoria de cordas [22, 23], onde surgem correções de mais

alta ordem em X na ação efetiva para um campo escalar.

Na Cosmologia, tais teorias foram primeiramente estudadas no contexto da k-inflação
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[9] e após como um modelo para a energia escura [15, 24, 25, 26] e para a unificação da

matéria e energia escuras [27, 28, 29, 30].

A introdução de termos cinéticos não canônicos pode levar ao surgimento de uma nova

dinâmica que não era posśıvel de ser atingida anteriormente na quintessência. Em [31] são

apresentadas algumas correspondências entre os modelos de k-essência e de quintessência

e demonstra-se que todos os modelos de quintessência podem ser vistos como gerados por

funções F (X) apropriadas, desde que o potencial em função do tempo cosmológico seja o

mesmo em ambos os casos.

Assim como a quintessência, a k-essência pode explicar satisfatoriamente o problema

da coincidência cósmica, pois apresenta soluções que seguem a equação de estado do tipo

dominante de matéria até a época em que a matéria sem pressão (poeira) domina, onde

a k-essência começa a evoluir para um comportamento do tipo constante cosmológica

[15, 32]. Entretanto, a k-essência pode resolver este problema de uma forma genérica

(independente do potencial escolhido) e de forma menos dependente das condições iniciais

que a quintessência.

Uma caracteŕıstica deste modelo, que será mostrada adiante, é que a pressão negativa,

necessária para explicar a expansão acelerada, resulta dos termos cinéticos não canônicos

[24]. Outra caracteŕıstica interessante dos modelos de k-essência é que eles podem produzir

uma componente de energia escura com velocidade do som menor do que a velocidade

da luz. Além disso, modelos de k-essência podem ser distinguidos observacionalmente

de modelos de quintessência, para os quais a velocidade do som é exatamente igual à

velocidade da luz [29].

Uma grande variedade de formas para L(X, φ) tem sido considerada na literatura. A

mais comum, como já foi dito, é a que tem a forma L(X, φ) = V (φ)F (X). Por exemplo,

em [15, 25, 33] estuda-se casos com V (φ) = 1/φ2. Já para o caso de táquions, tem-se

F (X) = −
√

1− 2X e V (φ) = V0(1 + φ/φ0) exp(−φ/φ0), onde φ representa o condensado

de táquions [26]. Em [34] investiga-se Lagrangianas do tipo L = F (X) − V (φ). Outra

forma bastante estudada consiste no modelo de k-essência que possui somente a parte

cinética, ou seja, V (φ) é constante. Este modelo foi o primeiro a ser investigado em [9],

quando a k-inflação foi proposta. Posteriormente, em [29] mostrou-se que este tipo de
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k-essência, chamada k-essência puramente cinética, também pode unificar a matéria e

a energia escuras desde que algumas condições sobre a forma funcional da Lagrangiana

sejam satisfeitas. Este modelo particular será discutido em detalhes na seção 2.4.

A seguir introduziremos o formalismo geral para a k-essência e determinaremos o

tensor de energia-momentum, o parâmetro da equação de estado e a velocidade do som.

2.2.1 Tensor de energia-momentum e equação de estado para a

k-essência

Suponha que o campo escalar φ da k-essência esteja acoplado minimamente com o

campo gravitacional gαβ. Então, a ação da k-essência é dada por

Sk(φ, gαβ) =

∫
d4x

√
−gL(X,φ), (2.3)

onde X é o termo cinético canônico e g é o determinante da métrica.

A variação da ação (2.3) em relação a gαβ dá o tensor de energia-momentum para o

campo escalar da k-essência

Tαβ :=
2√
−g

δSk

δgαβ
= −gαβL+ LXφ,αφ,β, (2.4)

onde LX := ∂L/∂X.

Usando o formalismo 1+3 covariante da Relatividade Geral apresentado no Apêndice

A, qualquer tensor de energia-momentum pode ser decomposto em termos de seus parâmetros

dinâmicos ρ, p, qα e παβ, definidos por (A.32)-(A.35), através da escolha de um referencial

particular representado por um observador dotado de um campo de 4-velocidade, levando

à decomposição dada por (A.30). No referencial comovente com o gradiente do campo, a

4-velocidade é definida pelo vetor normalizado

uα :=
φ,α√
2‖X‖

. (2.5)

Para o tensor energia-momentum da k-essência (2.4), os parâmetros dinâmicos são

ρ = −L+ 2LXX, p = L, qα = 0, παβ = 0 (2.6)
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e o tensor de energia-momentum (2.4) fica equivalente àquele de um fluido perfeito (A.36).

Assim, o parâmetro da equação de estado, definido como

w :=
p

ρ
, (2.7)

é dado para a k-essência por

w =
L

2XLX − L
. (2.8)

A velocidade do som, que é uma quantidade fundamental para o crescimento das

perturbações de densidade, no caso da k-essência é dada por [35]

c2
s :=

(∂p/∂X)

(∂ρ/∂X)
=

LX

L+ 2XLXX

. (2.9)

2.3 Quartessência

Como ainda não há evidências observacionais conclusivas quanto à natureza da energia

e matéria escuras, é interessante investigar a possibilidade de descrever a fenomenologia

associada a elas através de um único componente material, que seria responsável pela

expansão acelerada e pela aglomeração da matéria em pequenas escalas. Como só há

uma componente escura além de bárions, fótons e neutrinos, a componente material que

implementa a unificação é chamada quartessência ou também matéria escura unificada

[36].

A implementação deste cenário pode ser feita, por exemplo, através de um fluido com

uma equação de estado efetiva que possua uma motivação fenomenológica ou obtida a

partir de um modelo com campo escalar, como a k-essência puramente cinética, que será

tratada na seção 2.4.

Para ser um candidato a quartessência, um modelo deve apresentar uma equação de

estado que satisfaça algumas condições. Considerando que o Universo é descrito pelo

modelo de Friedmann, para haver expansão acelerada, a densidade e a pressão médias

atuais, segundo a equação (A.81), devem satisfazer a relação

ρ + 3p < 0. (2.10)
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Figura 2.1: Equação de estado para um modelo de quartessência com p = −1
ρ
. A linha

tracejada representa a equação de estado do vácuo, onde pv = −ρv. O ponto corresponde

a ρ = ρv.

Por outro lado, para que as estruturas que observamos hoje em grandes escalas tenham

sido formadas, a matéria deve ser não relativ́ıstica

ρ �| p | . (2.11)

Estas duas condições não estão em contradição, já que as observações mostram que

a densidade média é diferente em diferentes épocas e diferentes escalas. Elas podem ser

compat́ıveis se p for negativa e se for uma função monotonicamente crescente de ρ. Dessa

forma, a quartessência atuaria como matéria escura fria em tempos mais remotos e em

regiões de alta densidade atualmente e como energia escura no Universo atual (e futuro)

e em regiões de baixa densidade. Essa propriedade da equação de estado é mostrada na

Figura 2.1.

Uma caracteŕıstica muito interessante da quartessência para o caso geral de um fluido

perfeito é que, a partir da equação de conservação da energia (A.70)

(ρ + p) θ = −ρ̇, (2.12)

onde θ = 3ȧ/a e a é o fator de escala, segue que, enquanto θ é positivo e não divergente

e (ρ + p) > 0, a evolução dada por esta equação faz com que ρ diminua com o tempo.

Com isso, pelo comportamento da equação de estado da quartessência, que pode ser visto
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na Figura 2.1, notamos que a pressão se aproxima cada vez mais do estado p = −ρ.

Então (p + ρ) se aproxima de zero de modo que ρ̇ tende a zero. No limite assintótico

(p + ρ) → 0 enquanto ρ → ρv, que corresponde ao valor mı́nimo para a densidade de

energia. O subscrito v se refere ao vácuo, uma vez que pv = −ρv corresponde à equação

de estado do vácuo (que na Figura 2.1 é representado por um ponto). Como conseqüência

disto, não é posśıvel passar de um estado com (ρ + p) > 0 para outro com (ρ + p) < 0,

pois a densidade de energia “congela” quando nos aproximamos do estado com pv = −ρv.

Podemos pensar esta situação como se existisse uma barreira do vácuo que não pode

ser transposta. Em particular, em um Universo homogêneo em expansão, ρv é o limite

assintótico para a →∞.

A partir da equação (2.12) também é posśıvel verificar que, em regiões em contração,

onde θ < 0 e ρ̇ > 0, quanto mais ρ aumenta, mais a fração |p/ρ| se aproxima de zero.

Em um Universo homogêneo em contração, |p/ρ| → 0 quando a → 0. Isto representa o

comportamento de matéria escura fria ou poeira.

Se inicialmente (ρ + p) > 0 ou, equivalentemente, ρ > ρv, então o parâmetro da

equação de estado, definido pela equação (2.7), pode variar no intervalo −1 < w < 0.

2.3.1 Flutuações e quartessência adiabática e não adiabática

Agora vamos discutir alguns aspectos sobre formação de estruturas em modelos de

quartessência.

A formação de estruturas está relacionada a dois processos. O primeiro é conseqüência

da mudança de geodésicas devido à flutuações locais de densidade. Em outras palavras,

a matéria segue o campo gravitacional local. O segundo processo está relacionado ao

desvio da trajetória do elemento de fluido em relação à geodésica devido à presença de

um gradiente de pressão, o que é descrito pela equação de Euler (A.71), que foi deduzida

no Apêndice A. Esta equação pode ser escrita como

aγ =
p,αhα

γ

(ρ + p)
. (2.13)

No caso adiabático, ou seja, quando a entropia não varia, a quantidade p,γ pode ser
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escrita, utilizando a definição dada por (A.74), como

p,γ =
∂p

∂ρ
ρ,γ = c2

s ρ,γ (2.14)

e, portanto, está associada com perturbações na densidade de energia. Substituindo

a equação (2.14) em (2.13), podemos notar que as perturbações de densidade (ρ,γ 6=

0) causam desvios na trajetórias, através de aγ. Assim, para uma dada flutuação na

densidade ρ,γ, c2
s quantifica quanto será o desvio da trajetória em relação à geodésica.

De fato, a evolução das perturbações no regime linear é governada por um termo

relacionado ao campo gravitacional local e por outro relacionado à velocidade do som ao

quadrado [37, 38, 39, 40]. Para que uma solução seja mecanicamente estável, devemos ter

c2
s > 0. Para o caso adiabático, o fato de p ser uma função monotonicamente crescente

de ρ na equação de estado da quartessência implica que c2
s > 0 pois ∂p/∂ρ > 0.

Em modelos onde a matéria escura e a energia escura são componentes separadas, a

matéria escura possui c2
s = 0, uma vez que sua pressão é nula. Já a energia escura, em

geral apresenta flutuações apenas em grandes escalas. No caso em que a energia escura

corresponde a uma constante cosmológica, c2
s = 0 pois o gradiente de pressão é nulo.

Dessa forma, o fluido que tem pressão relevante é diferente daquele que se aglomera e é

responsável pela formação de estruturas, que tem c2
s = 0. Assim, c2

s não é uma quantidade

muito importante em modelos onde matéria e energia escuras são componentes separadas.

A situação é diferente em modelos de quartessência, pois o mesmo fluido que possui

pressão não nula é responsável pela formação de estruturas, já que também se aglomera.

Se há formação de estruturas, há um gradiente de densidade que, através da equação

(2.14), está relacionado ao gradiente de pressão. Assim, c2
s é, em geral, não nula e tem

um papel fundamental na formação de estruturas em modelos de quartessência.

Alguns estudos mostraram que, para diversos modelos de quartessência, a velocidade

do som acarreta em oscilações e supressões no espectro de potências das flutuações de

densidade, o que inviabilizaria estes modelos frente aos dados observacionais [41, 42, 43].

Entretanto, esta situação pode mudar se considerarmos o caso não adibático, no qual p

também depende da entropia s, ou seja, p = p(ρ, s). Nesse caso c2
s pode ser escrita como

c2
s =

∂p
∂ρ

ρ̇ + ∂p
∂s

ṡ

ρ̇
(2.15)
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e pode ser nula se os termos no numerador se cancelarem. Em [42] mostra-se que se a

condição inicial for c2
s = 0, então isso se manterá durante toda a evolução linear. Nesse

caso, o espectro de potências resultante é semelhante ao obtido com o modelo ΛCDM e

os modelos de quartessência voltam a ser compat́ıveis com os dados observacionais. No

entanto, é preciso acrescentar um novo grau de liberdade ao modelo, a entropia, e uma

condição inicial um tanto peculiar.

No caso não adiabático, a equação de estado não precisa ter a pressão como uma função

crescente da densidade de energia, ou seja ∂p/∂ρ > 0. As únicas condições impostas para

haver comportamento de quartessência é que ∂w/∂ρ > 0 e que |p/ρ| → 0 quando ρ →∞.

Vamos apresentar agora alguns modelos de quartessência e discutir suas propriedades

à luz das considerações acima.

2.3.2 Quartessência convexa

Em modelos de quartessência cuja equação de estado é convexa, temos no caso adiabático

que
dc2

s

dρ
=

d2p

dρ2
< 0. (2.16)

Esta condição implica que c2
s é uma função decrescente de ρ e, portanto, seu valor

máximo ocorre quando ρ atinge seu valor mı́nimo, que é ρv.

Neste caso, a época de expansão acelerada, onde ρ é próxima a ρv, é também um

peŕıodo com velocidade do som adiabática alta, o que, conforme a discussão anterior,

causa problemas com perturbações.

A seguir, apresentaremos alguns modelos de quartessência convexa encontrados na

literatura.

Gás de Chaplygin generalizado

O candidato mais popular a quartessência é um fluido com uma equação de estado do

tipo lei de potência inversa

p = −M4(α+1)

ρα
, (2.17)
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que ficou conhecido como gás de Chaplygin generalizado [27, 28, 44, 45, 46]. Em (2.17),

M tem dimensão de massa e α é um parâmetro adimensional. Este modelo é uma ge-

neralização do gás de Chaplygin, que foi proposto em [44] como um candidato à energia

escura e tem a equação de estado (2.17) com α = 1. O caso α = 0 reduz este modelo ao

modelo ΛCDM, pelo menos para a métrica homogênea e flutuações de primeira ordem.

Em [27, 46] mostrou-se que este fluido poderia naturalmente unificar a matéria escura e

a energia escura.

Resolvendo a equação de conservação de energia (A.82) para o Universo homogêneo e

isotrópico, obtemos que a densidade é dada por

ρ = ρ0

[
(1− A)

(a0

a

)3(α+1)

+ A

] 1
α+1

, (2.18)

onde A =
(

M4

ρ0

)α+1

e o subscrito 0 se refere a valores atuais.

Como esperado, para a
a0
� 1 temos

ρ ∝ 1

a3
, (2.19)

que corresponde ao comportamento caracteŕıstico de Universo dominado pela matéria. Já

para a
a0
� 1

p = −ρ = −M4 (2.20)

e o fluido se comporta como uma constante cosmológica. A equação (2.18) mostra que o

gás de Chaplygin generalizado interpola entre a matéria escura fria e a energia escura à

medida que a densidade de energia do Universo varia.

O valor mı́nimo para a densidade, que é ρv = M4, e o intervalo permitido para os

valores de ρ0, dado por ρv < ρ0 < ∞, impõem restrições no parâmetro A, que deve

satisfazer 0 < A < 1 (A = 0 para o caso em que o fluido se comporta como matéria escura

fria e A = 1 para o caso em que o fluido atua como constante cosmológica).

Para este modelo, a velocidade do som adiabática, dada por (A.74), é

c2
s = −αw. (2.21)

Por se tratar de um modelo de quartessência convexa, esta quantidade possui um valor

máximo, que é obtido para w = −1, ou seja, para ρ = ρv. Então, para evitar propagação
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de sinais com velocidades superirores à da luz, impomos o limite superior α 6 1. Exigindo

a estabilidade das perturbações adiabáticas implica que ∂p
∂ρ

> 0 e o limite inferior α > 0 é

obtido. O gás de Chaplygin original, com α = 1 é o caso extremo, onde a velocidade do

som é igual à velocidade da luz.

Para o caso não adiabático, onde as perturbações de entropia são permitidas, os limites

para α discutidos acima não são mais válidos. O único requerimento será α > −1, já que

a quartessência deve ter w ' 0 para ρ →∞.

Até aqui, introduzimos o modelo de gás de Chaplygin generalizado de um ponto de

vista fenomenológico. Mas existem algumas motivações teóricas que levam à mesma

equação de estado. Do ponto de vista da teoria de campos, algumas motivações são

discutidas em [27, 28, 44]. A equação de estado do gás de Chaplygin pode ser obtida

a partir de uma descrição hidrodinâmica de um campo escalar com a Lagrangiana de

Born-Infeld (que será vista no próximo caṕıtulo) [47]. O gás de Chaplygin também pode

ser associado a um táquion com potencial constante [48]. Já a equação de estado do gás

de Chaplygin generalizado pode ser obtida a partir de um um modelo de k-essência [28].

Várias previsões teóricas deste modelo foram testadas usando dados observacionais.

Mostrou-se que para um grande intervalo de parâmetros este modelo é consistente com os

dados observacionais [36, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56]. Também verificou-se que o gás de

Chaplygin (α = 1) é descartado como candidato para a energia escura assim como para

unificar a matéria escura [56, 57, 58].

Considerando-se perturbações adiabáticas, foi mostrado em [41] que, a menos que α

seja muito próximo de zero (que corresponde ao limite que reduz o modelo ao modelo

ΛCDM), o espectro de potências da matéria apresenta instabilidades e oscilações. Este

problema pode ser evitado se permitirmos perturbações de entropia, de tal forma que a

velocidade do som, dada por (2.15), possa se anular. Dessa forma, o modelo volta a ser

consistente com os dados observacionais [42].

Quartessência exponencial

Se a forma da equação de estado for mais ı́ngreme, a velocidade do som adiabática, que

está relacionada com a inclinação da curva p = p(ρ), pode ter um valor alto somente em
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um pequeno intervalo de ρ. Com esta motivação, em [43] foi proposto um novo modelo

de quartessência, chamado quartessência exponencial, cuja equação de estado é dada por

p = −M4 exp
(
− αρ

M4

)
, (2.22)

onde, novamente, M tem dimensão de massa e α é um parâmetro adimensional. O caso

α = 0 corresponde ao modelo ΛCDM.

Nesse caso, c2
s também será uma função exponencial, que decai rapidamente para

valores grandes de ρ. Dessa forma, a velocidade do som terá valores altos somente para

densidades de energia próximas a ρv, onde ela é máxima.

Também em [43], mostrou-se que este modelo sofre dos mesmos problemas do gás de

Chaplygin generalizado e que a introdução de perturbações não adiabáticas pode resolvê-

los.

Quartessência logaŕıtmica

Motivado pelos resultados observacionais para o gás de Chaplygin generalizado, que mos-

tram que α deve ser próxima de zero [41], ou seja, que a equação de estado é uma lei

de potência muito suave, em [43] foi proposto uma nova equação de estado para a quar-

tessência,

p = − M4[
ln
(

ρ
M4

)]α , (2.23)

na tentativa de obter um modelo cujos parâmetros estivessem em um intervalo mais abran-

gente, distinto daquele do modelo ΛCDM. Este modelo é conhecido como quartessência

logaŕıtmica.

Como o modelo anterior, a quartessência logaŕıtmica apresenta os mesmos problemas

do gás de Chaplygin generalizado e perturbações adiabáticas podem solucioná-los.

A raiz dos problemas deste modelo e dos outros dois discutidos acima, cujas equações

de estado são convexas, está no fato de que a velocidade do som adiabática é máxima no

estado de densidade mı́nima. Dessa forma, a época de expansão acelerada coincide com

o peŕıodo em que a velocidade do som adiabática é alta, o que causa oscilações e outros

problemas com o espectro de potências, como mencionado na seção 2.3.1.
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2.3.3 Quartessência do tipo degrau

Os modelos convexos discutidos acima apresentam a desvantagem de possuir velo-

cidade do som adiabática máxima no estado de densidade mı́nima, o que pode causar

oscilações e outros problemas com o espectro de potências. Na tentativa de evitar estes

problemas, em [59] foram discutidos modelos nos quais a concavidade da equação de es-

tado varia de tal forma que a velocidade do som adiabática é despreźıvel em ρ ' ρv. Este

modelo foi chamado de quartessência do tipo degrau. Um exemplo de equação de estado

é dada por

p = −M4

(
1

1 + exp
[
β
(

ρ
M4 − 1

σ

)]) (2.24)

e está representada na Figura 2.2.

Nesse caso, há três parâmetros livres: M está relacionado com ρv = −M4, σ está

relacionado com o valor de ρ no momento da transição do regime p ' 0 para p ' −M4

(ρtrans = M4/σ) e β controla o valor máximo da velocidade do som. Em [59] também

mostrou-se que este modelo é compat́ıvel com um grande conjunto de dados observacionais

se a transição entre os dois estados assintóticos tivesse ocorrido em um alto desvio para o

vermelho (z > 38), o que o torna novamente indistingǘıvel do modelo ΛCDM na prática.

Outra forma de resolver os problemas discutidos acima é introduzir modelos baseados

em Lagrangianas do tipo k-essência, o que será discutido a seguir e em todo o Caṕıtulo

3.

2.4 Quartessência a partir de k-essência puramente

cinética

A k-essência puramente cinética é uma classe da k-essência na qual a Lagrangiana não

depende explicitamente do campo escalar, ou seja,

L = F (X). (2.25)
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Figura 2.2: Equação de estado para quartessência tipo degrau com β = 3 e σ = 0, 4. A

linha tracejada corresponde a p = −ρ.

Assim, pode-se considerar o termo potencial como constante.

Como ρ e p, dadas por (2.6), serão funções somente de X, uma vez que V (φ) é

constante, uma dessas relações pode ser invertida para obter p = p(ρ). Isto mostra que

a dinâmica dada por qualquer Lagrangiana puramente cinética é equivalente àquela de

um fluido perfeito, tanto em seu tensor de energia-momentum, como mostrado na seção

2.2.1, quanto na equação de estado.

Em [29] mostrou-se que modelos de k-essência puramente cinética com um extremo

local na Lagrangiana apresentam uma densidade de energia que é uma soma de uma

componente de poeira não relativ́ıstica com equação de estado w = 0 e uma componente

do tipo constante cosmológica, com w = −1, ou seja,

ρ = ρ0 + ρ1

(a0

a

)3

. (2.26)

Outra caracteŕıstica deste modelo é que ele produz velocidades do som baixas, c2
s � 1,

permitindo que o componente de poeira se aglomere como matéria escura.

Assim, a k-essência puramente cinética produz a unificação da energia escura e da

matéria escura, ou seja, é um modelo de quartessência. Esta unificação é feita através de

uma equação de estado idêntica à da matéria escura mais uma constante cosmológica, mas
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com caracteŕısticas distintas dos modelos anteriores de quartessência, como velocidade do

som pequena em todas as épocas. Esta última propriedade evita os problemas associados

ao gás de Chaplygin generalizado, que foram discutidos anteriormente. Entretanto, este

modelo apresenta uma desvantagem: para que a evolução da matéria escura seja um

fenômeno transitório, os parâmetros do modelo devem ser finamente ajustados.

Outros modelos de k-essência puramente cinética foram propostos na literatura como

unificadores de matéria escura e energia escura, como, por exemplo, em [33]. Em [30]

foi proposto um modelo com estas caracteŕısticas baseado em uma extensão da ação de

Born-Infeld para um campo escalar, cuja Lagrangiana é dada por

L = −
√

αX2 + βX + γ. (2.27)

Este modelo é chamado de Born-Infeld Estendido. Ele apresenta propriedades bastante

interessantes e, para γ = 0, mostrou-se compat́ıvel com dados observacionais [30].

Este modelo será o objeto de estudo desta dissertação e será discutido em detalhes no

caṕıtulo a seguir.

24



Caṕıtulo 3

O modelo de Born-Infeld Estendido

e a sua dinâmica em um Universo

homogêneo

3.1 Lagrangiana de Born-Infeld estendida

No caṕıtulo anterior vimos que o gás de Chaplygin é um modelo de quartessência

muito estudado. Ele pode ser descrito através da Lagrangiana de Born-Infeld [47]

LBI = −
√

βX + γ, (3.1)

onde X = 1
2
gµνφ,µφ,ν é o termo cinético e β e γ são constantes.

Como o tensor energia-momentum obtido a partir desta Lagrangiana é equivalente ao

de um fluido perfeito, a densidade de energia e a pressão são

ρ =
γ√

βX + γ
, (3.2)

p = −
√

βX + γ, (3.3)

e foram obtidas a partir de (2.6). Dessa forma, a equação de estado é

p = −γ

ρ
(3.4)
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e é equivalente à expressão (2.17) com α = 1.

Entretanto, este modelo foi descartado por observações [56, 57, 58]. Uma generalização

da Lagrangiana de Born-Infeld foi proposta em [28] e leva ao chamado gás de Chaplygin

generalizado [27, 28, 45, 46]. Entretanto, este modelo apresenta os mesmos problemas que

o próprio gás de Chaplygin [41].

Alguns aspectos que mostram que o modelo de Born-Infeld é um candidato a unificação

da matéria escura com a energia escura motivaram a procura por outros modelos que

ainda mantenham a sua simplicidade e ao mesmo tempo poderiam evitar seus problemas.

Um exemplo, que já foi mencionado no caṕıtulo anterior, é dado pela Lagrangiana de

Born-Infeld estendida, que foi proposta em [30] e é dada por

L = −
√

αX2 + βX + γ. (3.5)

Este modelo é chamado de Born-Infeld Estendido.

O caso particular da Lagrangiana (3.5) com γ = 0 leva ao chamado modelo de Milne-

Born-Infeld e foi estudado em detalhes em [30]. Este modelo foi assim chamado porque

permite uma solução que representa um Universo vazio (ρ = 0) em expansão, que é

chamada de solução de Milne. A sua equação de estado depende efetivamente de um só

parâmetro livre. Foi mostrado que este modelo é consistente com dados de SnIa e que

ele fornece um ajuste aos dados tão bom quanto o modelo ΛCDM supondo um Universo

plano.

Para que L seja definida em um intervalo finito de X, exigimos que α seja negativo e

que β2 > 4αγ. Assim, X é definido entre as duas ráızes de (3.5), dadas por

Xmin = − β

2α
+

√
β2 − 4αγ

2α
, (3.6)

Xmax = − β

2α
−
√

β2 − 4αγ

2α
. (3.7)

O modelo de Born-Infeld Estendido é um modelo de k-essência puramente cinética

pois a Lagrangiana que o descreve apresenta termo cinético não canônico e não depende

explicitamente do potencial. Além disso, a Lagrangiana apresenta um extremo, devido

à exigência de que ela seja definida entre um valor máximo e um valor mı́nimo. Dessa

forma, usaremos os resultados das seções 2.2 e 2.4 para descrevê-lo.
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O tensor energia-momentum é dado por (2.4). Escolhendo o referencial comovente com

o gradiente do campo, onde a 4-velocidade é dada por (2.5), o tensor energia-momentum

é equivalente àquele de um fluido perfeito. A densidade de energia e a pressão, dadas por

(2.6), para este modelo serão

ρ = −L+
X(β + 2αX)

L
, (3.8)

p = L. (3.9)

Além disso, como ρ e p são dados em função somente de X, uma dessas expressões pode

ser invertida para obter p = p(ρ) e a dinâmica deste modelo será equivalente à de um

fluido perfeito.

A equação de movimento para o campo escalar é obtida variando-se a ação (2.3) para

a Lagrangiana (3.5) em relação a φ, o que leva a(
(β + 2αX)

2L
φ,µ

)
;µ

= 0. (3.10)

Uma solução particular de (3.10) para a dinâmica do campo escalar é dada por um

valor constante de X,

Xv := − β

2α
. (3.11)

Assim, de (3.8) e (3.9) temos

ρv = −L e pv = L → ρv = −pv.

e o tensor de energia-momentum, dado por (2.4), se torna identicamente igual à distri-

buição de energia de uma constante cosmológica. Chamamos tal configuração de estado

fundamental ou vácuo ou também de estado de de Sitter [30].

A equação (3.10) também permite a solução trivial φ,µ = 0, que corresponde a outro

estado de vácuo. Nesse caso Xe = 0 e de (3.8) e (3.9) temos

ρe = −L e pe = L → ρe = −pe.

Entretanto, esta configuração de vácuo é diferente do vácuo caracterizado pelo estado

fundamental. No estado fundamental temos um vácuo “dinâmico”, pois Xv 6= 0, enquanto

que a configuração com Xe = 0 representa um vácuo “estático”, já que φ é igual a uma

27



constante. Veremos adiante que, dependendo das considerações sobre os sinais de α, β e

γ de (3.5), o vácuo relevante fisicamente é o dado pelo estado fundamental (3.11) ou pelo

estado com Xe = 0.

Note que, próximo das ráızes de L, (3.6) e (3.7), o campo escalar atua como matéria

sem pressão devido à (3.9). A presença de L no denominador de (3.8) mostra que,

quando este é muito pequeno, a pressão é igualmente pequena e a densidade de energia é

muito grande. Dessa forma, o campo escalar se comporta como poeira em regiões de alta

densidade.

Como veremos adiante, o intervalo relevante de X para que o campo escalar exiba

comportamento de quartessência é Xmax > X > Xv(Xe). Nesse caso, temos a possibili-

dade de uma componente de matéria-energia que interpola entre poeira, próximo a Xmax,

e uma configuração do tipo constante cosmológica, no estado de vácuo (que será dado por

Xv ou Xe dependendo do caso em consideração).

É interessante notar que se a evolução do campo escalar iniciar em algum valor de

X contido neste intervalo, então a dinâmica não permitirá que X saia dele. O intervalo

Xv(Xe) > X > Xmin corresponde ao comportamento fantasmagórico, pois (ρ+p) < 0. No

entanto, modelos de k-essência fantasmagóricos possuem uma série de problemas, como,

por exemplo, instabilidades [60].

Investigaremos o modelo de Born-Infeld Estendido como quartessência de forma deta-

lhada nas próximas seções. Nossa análise se dividirá em duas partes, baseada no sinal de

β em (3.5).

3.2 Modelo de Born-Infeld Estendido com β > 0 -

Caso 1

Nesta seção nos restringiremos ao caso em que o sinal de β na Lagrangiana (3.5) é

positivo. Como já exigimos que o sinal de α fosse negativo, podemos escrever α = −|α|.
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O sinal de γ é arbitrário. Dessa forma, a Lagrangiana (3.5) é dada por

L = −
√
−|α|X2 + |β|X + γ. (3.12)

É mais conveniente escrever a Lagrangiana acima em termos de variáveis adimensio-

nais. Definindo

A :=
√
|α|, Σ2 := β

|α| , Γ := γ|α|
β2 e W := X

Σ2 ,

podemos reescrever a Lagrangiana (3.12) como

L = −AΣ2
√

W (1−W ) + Γ. (3.13)

Para este caso, o espectro de valores admisśıveis para W está contido no intervalo

Wmin := 1
2
−

√
1+4Γ
2

< W < 1
2

+
√

1+4Γ
2

=: Wmax.

O estado fundamental, definido por (3.11), corresponde a Wv = 1/2. Vemos que o sinal

de Γ é determinado pelo sinal de γ e que este parâmetro deve satisfazer a Γ > −1/4.

Apresentamos na Figura 3.1 o comportamento da Lagrangiana (3.13) para três valores

de Γ. Conforme a discussão da seção anterior, o intervalo Wmax > W > Wv é o que

corresponde ao comportamento de quartessência para o Caso 1 deste modelo. Dependendo

do valor de Γ, o estado de vácuo We também pode existir. Entretanto ele nunca é atingido

pois há uma barreira do vácuo em Wv, que é atingido primeiro. No Caso 2, que será visto

adiante, ocorre o contrário: We é atingido antes que Wv e, portanto, este é o estado de

vácuo relevante.

3.2.1 Equação de estado

Para determinarmos a equação de estado é preciso calcular a densidade de energia e

a pressão. A densidade de energia pode ser escrita, a partir de (3.8) como

ρ =
AΣ2(W 2 + Γ)√
W (1−W ) + Γ

. (3.14)
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Figura 3.1: Dependência da Lagrangiana do modelo de Born-Infeld Estendido com β > 0

em relação a Γ.

É mais conveniente definir a quantidade adimensional

ρ′ :=
ρ

AΣ2
=

(W 2 + Γ)√
W (1−W ) + Γ

. (3.15)

Da mesma forma, a pressão pode ser escrita a partir de (3.9) como

p = −AΣ2
√

W (1−W ) + Γ, (3.16)

ou, na sua forma adimensional

p′ :=
p

AΣ2
= −

√
W (1−W ) + Γ. (3.17)

Como ρ e p são funções somente de W , podemos inverter uma delas para encontrar

p′ = p′(ρ′). Entretanto, esta expressão é um tanto complicada e é mais conveniente
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escrever ρ′ em função de p′:

ρ′ = −1− 2p′2 + 4Γ +
√

1− 4p′2 + 4Γ

2p′
. (3.18)

Note que, para o limite p′ � 1, p′ ∝ −1/ρ′ e o campo escalar se comporta como gás

de Chaplygin, de acordo com a equação (3.4).

A densidade de energia e a pressão no estado fundamental são dadas por

ρ′v =
1

2

√
1 + 4Γ = −p′v. (3.19)

Na Figura 3.2 mostramos p′ em função de ρ′ no intervalo Wmax > W > Wv, para vários

valores de Γ. Já na Figura 3.3, apresentamos um gráfico da equação de estado para este

mesmo intervalo, porém ρ e p estão normalizadas em relação a ρMBI e pMBI do modelo de

Milne-Born-Infeld [30], respectivamente, que corresponde a Γ = 0. Em ambas as figuras

notamos que a equação de estado apresenta o comportamento t́ıpico de quartessência.

Além disso, a curva é mais abrupta para valores altos de Γ. Esta última propriedade

também se manifestará no comportamento da velocidade do som ao quadrado que será

estudada na seção subseqüente.

3.2.2 Velocidade do som

Uma quantidade importante que controla a evolução das perturbações de densidade

e, em particular, a sua estabilidade é a velocidade do som, definida pela equação (A.72).

No caso em que p é função só de ρ, ou seja, para o caso adiabático, esta quantidade é

dada pela equação (A.74) e pode ser escrita como1

c2
s =

∂p

∂ρ
=

(∂p/∂X)

(∂ρ/∂X)
=

(∂p′/∂W )

(∂ρ′/∂W )
, (3.20)

que para este caso do modelo fica

c2
s =

(W 2 −W − Γ)(2W − 1)

2W 3 − 3W 2 − 6ΓW + Γ
. (3.21)

1Mesmo no caso em que a Lagrangiana depende explicitamente de φ e X e no qual não podemos

escrever p como função só de ρ (caso não adiabático), a velocidade do som ainda é dada pelo lado direito

da equação (3.20) [35].
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Figura 3.2: Equação de estado para o modelo Born-Infeld Estendido com β > 0 para

vários valores de Γ. A linha tracejada representa a equação de estado para o vácuo.
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Figura 3.3: Equação de estado para o modelo Born-Infeld Estendido com β > 0 onde p

e ρ são normalizadas por p e ρ do modelo Milne-Born-Infeld para vários valores de Γ:

Γ = −0, 249 (azul), Γ = −0, 12 (vermelho), Γ = 0 (verde), Γ = 1 (laranja) e Γ = 10

(rosa). A linha tracejada mostra a equação de estado para o vácuo.

A Figura 3.4, mostra a velocidade do som ao quadrado c2
s em função de W no intervalo

Wmax > W > Wv, ou seja, da poeira para o estado de de Sitter. Verificamos que,

neste intervalo, c2
s é sempre positiva, independentemente do valor de Γ (desde que este

obviamente respeite a condição Γ > −1/4). Também podemos notar que nos extremos

deste intervalo c2
s = 0.

O fato de c2
s ser positiva no intervalo Wmax > W > Wv implica que o fluido é me-

canicamente estável neste intervalo, uma vez que ∂p′/∂ρ′ > 0. É interessante notar que

no intervalo W < Wv, que corresponde ao comportamento fantasmagórico, o fluido é

mecanicamente instável.

O valor máximo de c2
s é dado por

c2
smax =

−
√

Γ(1 + 4Γ)
(
1 + 8Γ + 4

√
Γ(1 + 4Γ)

)1/3
(
−1 +

(
1 + 8Γ + 4

√
Γ(1 + 4Γ)

)1/3
)

6Γ

+

(
1−

(
1 + 8Γ + 4

√
Γ(1 + 4Γ)

)1/3

+
(
1 + 8Γ + 4

√
Γ(1 + 4Γ)

)2/3
)

3
(3.22)

33



0 1 2 3 4
0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

W

CS
2

Figura 3.4: Velocidade do som ao quadrado c2
s em função de W no intervalo Wmax > W >

Wv, para os seguintes valores de Γ : −0, 245 ; −0, 12 ; 0 ; 0, 05 ; 1 e 10 (da curva inferior

à superior, onde a curva tracejada representa Γ = 0).

e ocorre em

Ws =
1

4
+

1

4
(
1 + 8Γ + 4

√
Γ + 4Γ2

)1/3
+

1

4

(
1 + 8Γ + 4

√
Γ + 4Γ2

)1/3

. (3.23)

Na Figura 3.5 mostramos o comportamento de c2
smax em função de Γ. Verificamos

também que, a partir de (3.22), c2
smax → 1/3 quando Γ →∞.

Mostramos a velocidade do som ao quadrado em função da densidade de energia

adimensional na Figura 3.6. É interessante apontar algumas caracteŕısticas deste modelo

relacionadas à velocidade do som. A mais importante é que, próximo ao estado de de

Sitter (estado fundamental), a partir do qual todas as curvas iniciam, a velocidade do som

é zero, independentemente do valor de Γ. Uma velocidade do som grande em um modelo

é indesejada pois produz oscilações fortes no espectro da matéria fazendo com que este

modelo seja incompat́ıvel com os dados atuais, como mencionado na seção 2.3.1. De acordo

com as evidências de expansão acelerada, o Universo está atualmente se aproximando

deste estado de de Sitter, então, é de se esperar que a velocidade do som no tempo

atual derivada de um modelo que queira explicar tal fenômeno seja pequena, para evitar

problemas relacionados à formação de estruturas. Isto está em contraste com a maioria
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Figura 3.5: Velocidade do som ao quadrado máxima c2
smax em função de Γ.

dos modelos de quartessência estudados na literatura, onde a velocidade do som máxima

é atingida precisamente no estado de de Sitter (veja seção 2.3.2 onde a quartessência

convexa é discutida).

O modelo Born-Infeld Estendido pode evitar este problema uma vez que a velocidade

do som é significativa somente em um intervalo limitado de densidades de energia. Além

disso, como era de se esperar, a velocidade do som se aproxima de zero no estado tipo

poeira. Devido a estas caracteŕısticas, que podem ser vistas na Figura 3.6, neste modelo

existe a possibilidade interessante de a velocidade do som atingir seu valor máximo depois

do ińıcio da aceleração da expansão, o que será discutido na seção 3.2.3.

Velocidade do som e o parâmetro da equação de estado

É útil ver como a velocidade do som evolui como função do parâmetro da equação de

estado w, definida pela equação (2.7). Ambos c2
s e w aparecem nas equções de evolução de

perturbações na representação de fluido [37, 38, 39, 40, 41]. A relação c2
s×w é importante

pois permite realizar comparações deste modelo com outros modelos de quartessência.

Para este caso, temos

w = −W (1−W ) + Γ

W 2 + Γ
, (3.24)
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Figura 3.6: Velocidade do som ao quadrado c2
s em função de ρ′ para os seguintes valores de

Γ (de baixo para cima): −0, 24 ;−0, 12 ; 0 ; 0, 3 ; 1 e 10, onde a curva tracejada representa

Γ = 0.

de tal forma que podemos escrever c2
s como

c2
s =

w
(
−1 + w + 4Γ (−1 + w + 2w2)− 2w

√
1− 4Γ (−1 + w2)

)
1− 3w + 4Γ(1− 2w)2(1 + w)

. (3.25)

Na Figura 3.7 apresentamos c2
s como função de w para vários valores de Γ. Observamos

que quanto mais negativos forem os valores de w quando ocorre o máximo da velocidade

do som, maior é o valor de c2
smax. É importante ressaltar que, de acordo com a equação de

Raychaudhuri para o caso homogêneo (A.81), em w = −1/3 a aceleração muda de sinal.

Note que, no caso com Γ = 0, que corresponde ao modelo de Milne-Born-Infeld, o valor

máximo da velocidade ocorre em w = −1/3.

3.2.3 A aceleração do Universo

De acordo com a equação de Raychaudhuri para o caso homogêneo (A.81), a aceleração

do Universo é controlada pela densidade de energia e pela pressão. Usando as definições

de ρ′ e p′ dadas por (3.15) e (3.17), respectivamente, a equação de Raychaudhuri é dada
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Figura 3.7: Velocidade do som ao quadrado c2
s em função do parâmetro da equação de

estado w para os seguintes valores de Γ (de baixo para cima): −0, 249 ;−0, 12 ; 0 ; 0, 1 ; 1

e 10, onde a curva tracejada representa Γ = 0.

para o Caso 1 do modelo por

ä

a
= −1

6

(
4W 2 − 3W − 2Γ√

W −W 2 + Γ

)
. (3.26)

Começando com W próximo a Wmax, ou seja, em um Universo dominado pela matéria,

e indo em direção a Wv, vemos que a aceleração troca de sinal em

Wa =
1

8
(3 +

√
9 + 3Γ) (3.27)

Apresentamos na Figura 3.8 Wa em função de Γ.

Se o campo escalar for o componente dominante da densidade de energia cosmológica,

o Universo começará a acelerar quando W for próximo de Wa. Portanto, ao longo da

transição entre um estado no qual a quartessência se comporta como poeira e outro no

qual se comporta como vácuo, a expansão começa a acelerar, como esperado.

A Figura 3.9 mostra uma comparação entre Ws, valor no qual c2
s é máximo, e Wa, valor

no qual a expansão começa a acelerar. Notamos que Wa = Ws para Γ = 0. Para Γ < 0,

Wa é menor do que Ws, indicando que c2
s atinge o seu valor máximo antes que a expansão

comece a acelerar. Entretanto, quando a aceleração inicia, o valor de c2
smax é pequeno.

Isto pode ser visto nas Figuras 3.7 e 3.10. Esta última figura mostra o comportamento
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Figura 3.8: Wa em função de Γ.

de c2
smax e de c2

s no momento em que há troca de sinal da aceleração (Wa) em relação a

Γ. O contrário acontece para Γ > 0, onde a aceleração inicia antes de c2
s atingir seu valor

máximo. Porém, como é mostrado nas Figuras 3.7 e 3.10, tanto o valor de c2
s no momento

em que a expansão começa a acelerar quanto o valor de c2
smax são altos nesta região de Γ

e aumentam seu valor quando este também aumenta. De (3.21) e (3.8) verificamos que

c2
s(Wa) → 1/5 quando Γ → ∞, enquanto que, como visto anteriormente, c2

smax → 1/3

neste mesmo limite de Γ.

3.2.4 Dinâmica de soluções espacialmente homogêneas

Vamos agora focar nossa atenção na dinâmica do modelo para configurações espacial-

mente homogêneas e isotrópicas. Neste caso, como discutido no Apêndice A, a dinâmica

é determinada pela equação de Raychaudhuri (A.80) e pela equação de conservação de

energia (A.70). Por simplicidade, consideramos um Universo composto somente pelo

campo escalar (bárions serão adicionados no próximo caṕıtulo) e escolhemos um sistema

de unidades no qual 8πG = 1. Estas considerações também serão usadas nas próximas

seções.

38



-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

G

W

Wa

Ws

Figura 3.9: Wa e Ws em função de Γ. Ambos são iguais para Γ = 0.
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Figura 3.10: c2
s(Wa) e c2

smax em função de Γ.
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Combinando as equações (A.80) e (A.70), obtemos o sistema dinâmico:

dρ′

dt
= F (ρ′, θ) ,

dθ

dt
= G(ρ′, θ), (3.28)

com

F = − (ρ′ + p′) θ = −θ
W (2W − 1)√
W −W 2 + Γ

, (3.29)

G = −1

3
θ2 − 1

2
(ρ′ + 3p′) = −1

3
θ2 +

1

2

3W − 4W 2 + 2Γ√
W −W 2 + Γ

, (3.30)

onde usamos as equações (3.15) e (3.17) para escrever ρ′ e p′ em função de W e para obter

W (ρ′, Γ) invertemos a equação (3.15).

Encontramos os pontos estacionários P (ρ′, θ) do sistema dinâmico (3.28)-(3.30). Dois

deles correspondem ao estado fundamental Wv

P1 = (ρ′v,
√

3ρ′v) , P2 = (ρ′v,−
√

3ρ′v) , (3.31)

e outro corresponde a θ = 0

P3 =

(
3

4

√
3

2
+ 8Γ +

1

2

√
9 + 32Γ, 0

)
, (3.32)

onde ρ′v é dado pela equação (3.19). Considerando o comportamento do sistema na vizi-

nhança destes pontos verificamos que P1 e P2 são nós (estável e instável, respectivamente),

enquanto que P3 é um ponto de sela.

Nas Figuras 3.11 e 3.12 mostramos os diagramas de fase deste sistema no plano (ρ′, θ),

bem como algumas trajetórias para valores de Γ distintos. A partir desta figura, podemos

ver facilmente que qualquer trajetória que inicie com uma densidade menor do que a do

estado fundamental permanecerá com ρ′ 6 ρ′v. Inversamente, trajetórias que iniciam com

ρ′ > ρ′v, estão limitadas a ter ρ′ > ρ′v. É simples ver, a partir da equação de Friedmann

(A.84), que a solução para o caso plano (k = 0) é ρ = θ2/3, a qual está representada na

Figura 3.11 pela trajetória tracejada. Para o modelo de Milne-Born-Infeld estudado em

[30], verificou-se que há uma trajetória que representa a solução de Milne, ou seja, com

densidade de energia nula e expansão não nula.

A partir de agora, iremos nos concentrar no lado direito dos diagramas de fase das

Figuras 3.11 e 3.12, referente a soluções em expansão. Como uma geometria aproximada-

mente plana é favorecida pelas atuais observações astrof́ısicas, iremos considerar somente
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trajetórias próximas de k = 0. Da figura, claramente notamos que estas trajetórias termi-

nam no estado fundamental P1. Em outras palavras, a solução de de Sitter é um atrator

para as trajetórias de interesse cosmológico.
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Figura 3.11: Diagramas de fase para o Caso 1 para vários valores de Γ.

3.3 Modelo de Born-Infeld Estendido com β < 0 -

Caso 2

Nesta seção faremos o mesmo estudo que foi feito para o caso com β > 0, porém nos
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Figura 3.12: Diagramas de fase para o Caso 1 para vários valores de Γ.

restringiremos ao caso em que o sinal de β na Lagrangiana (3.5) é negativo. O sinal de α

continua negativo e podemos escrever

α = −|α|, β = −|β|

O sinal de γ é arbritário. Assim, a Lagrangiana (3.5) é dada por

L = −
√
−|α|X2 − |β|X + γ. (3.33)

Como no caso anterior, é mais conveniente escrever a Lagrangiana acima em termos

de variáveis adimensionais. Definimos

A :=
√
|α|, Σ2 := |β|

|α| , Γ := γ|α|
|β|2 e W := X

Σ2

e a Lagrangiana (3.33) pode ser reescrita como

L = −AΣ2
√

W (−1−W ) + Γ. (3.34)

Para este caso, o espectro de valores admisśıveis para W está contido no intervalo

Wmin := −1
2
−

√
1+4Γ
2

< W < −1
2

+
√

1+4Γ
2

:= Wmax.

O estado fundamental corresponde a Wv = −1/2 e o novo estado de vácuo corresponde a

We = 0. Novamente, temos a restrição Γ > −1/4.
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Apresentamos na Figura 3.13 o comportamento da Lagrangiana (3.34) para três valores

de Γ. O vácuo We = 0 é o vácuo relevante porque, iniciando em um estado de poeira

(Wmax), ele é o primeiro a ser atingido. Além disso, precisamos ter W > 0, visto que

W é proporcional φ,αφ,α e que o gradiente do campo normalizado é interpretado como

uma 4-velocidade (veja a equação 2.5). Em virtude disto, só consideraremos o caso com

Γ positivos. Portanto, para que o campo escalar se comporte como quartessência W deve

estar contido no intervalo Wmax > W > We e Γ deve ser positivo.

Wv
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(c) Γ = −0.1

Figura 3.13: Dependência da Lagrangiana do modelo de Born-Infeld Estendido com β < 0

em relação a Γ.

3.3.1 Equação de estado
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A densidade de energia adimensional pode ser escrita, a partir de (3.8), como

ρ′ :=
ρ

AΣ2
=

(W 2 + Γ)√
W (−1−W ) + Γ

. (3.35)

Da mesma forma, a partir de (3.9), a pressão adimensional pode ser escrita como

p′ :=
p

AΣ2
= −

√
W (−1−W ) + Γ. (3.36)

Note as diferenças de sinal nas expressões acima em relação às apresentadas em (3.15)

e (3.17).

Com isso, já podemos determinar a equação de estado, que, por simplicidade será

escrita na forma ρ′(p′)

ρ′ =
−1 + 2p′2 − 4Γ +

√
1− 4p′2 + 4Γ

2p′
. (3.37)

Novamente, obtemos o limite de gás de Chaplygin p′ ∝ −1/ρ′ para p′ � 1. (veja

equação 3.4).

A densidade de energia e pressão no estado fundamental serão dadas agora por

ρ′v =
1

2

√
1 + 4Γ = −p′v, (3.38)

e para o estado de vácuo com We = 0 são dadas por

ρ′e =
√

Γ = −p′e. (3.39)

No entanto, como discutido na seção anterior, We será o vácuo f́ısico atingido.

Na Figura 3.14 mostramos p′ em função de ρ′ no intervalo Wmax > W > 0, para vários

valores positivos de Γ. Como no caso com β > 0, a curva que representa a equação de

estado tem uma forma mais abrupta para valores altos de Γ. A diferença em relação ao

caso anterior é a inclinação com a qual a curva atinge a reta tracejada. Isto será refletido

no comportamento de c2
s, que será estudado na próxima seção.

3.3.2 Velocidade do som
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Figura 3.14: Equação de estado para o modelo Born-Infeld Estendido com β < 0 para

os seguintes valores de Γ (da curva superior à inferior): 0, 1 ; 1 ; 10 ; 100. A reta tracejada

representa a equação de estado para o vácuo.

De acordo com a equação (3.20) discutida na seção 3.2.2, a velocidade do som ao

quadrado é dada neste caso por

c2
s =

(W 2 + W − Γ)(2W + 1)

2W 3 + 3W 2 − 6ΓW − Γ
(3.40)

Na Figura 3.15 mostramos c2
s em função de W no intervalo Wmax > W > We, ou

seja, da poeira para o estado de de Sitter, para valores de Γ positivos. Verificamos que,

neste intervalo, c2
s é sempre positiva, independentemente do valor de Γ. Para Wmax, c2

s

é sempre nula, independente de Γ. Entretanto, no outro extremo do intervalo, em We,

c2
s = 1, atingindo seu valor máximo. Isto pode ser visto a partir do comportamento da

curva p′ × ρ′ da Figura 3.14, onde a derivada de p′ em relação a ρ′ é máxima quando

o estado de vácuo We (linha tracejada) é atingido. Assim vemos que este novo estado

de vácuo apresenta propriedades qualitativamente distintas do vácuo que caracteriza o

estado fundamental do caso anterior.

Portanto, o valor máximo de c2
s agora é 1 e ocorre em We = 0. Esta é uma importante

desvantagem do modelo, mas é interessante relacionar isto com Wa, no qual a expansão

acelerada inicia. Os pontos na Figura 3.15 indicam o valor de Wa para cada valor de Γ.
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Figura 3.15: Velocidade do som ao quadrado c2
s em função de W para os seguintes valores

de Γ : 0 ; 0, 5 ; 1 ; 10 ; 100 (da esquerda para a direita).

Vemos que a expansão começa a acelerar antes de c2
s atingir o seu valor máximo.

Na Figura 3.16 mostramos c2
s em função de ρ′ no intervalo Wmax > W > We, para

Γ positivos distintos. Vemos que quando ρ′ se aproxima de ρ′e =
√

Γ, c2
s se aproxima de

1. Seguindo a interpretação da figura anterior, isto provém do comportamento da curva

p′ × ρ′ na Figura 3.14, onde a derivada de p′ em relação a ρ′ é máxima quando o estado

de vácuo onde We (linha tracejada) é atingido. Este comportamento no qual c2
smax ocorre

em p = −ρ é t́ıpico de modelos de quartessência convexa [43], que foi discutida na seção

2.3.2.

Velocidade do som e o parâmetro da equação de estado

Novamente estudaremos como a velocidade do som ao quadrado c2
s evolui como função do

parâmetro da equação de estado w. Para este caso, o parâmetro da equação de estado é

dado por

w = −W (−1−W ) + Γ

W 2 + Γ
, (3.41)

de tal forma que podemos escrever c2
s como

c2
s =

w
(
−1 + w + 4Γ (−1 + w + 2w2) + 2w

√
1− 4Γ (−1 + w2)

)
1− 3w + 4Γ(1− 2w)2(1 + w)

(3.42)
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Figura 3.16: Velocidade do som ao quadrado c2
s em função de ρ′ para os seguintes valores

de Γ : 0, 1 ; 1 ; 10 ; 100 (da esquerda para a direita).

Apresentamos na Figura 3.17, um gráfico de c2
s como função de w para vários valores de

Γ. O comportamento de c2
s em relação a w é claramente distinto daquele do caso anterior

e reflete o fato de que o caso com β < 0 é quartessência do tipo convexa. Notamos que

no limite Γ → 0, a curva é idêntica à do gás de Chaplygin.

3.3.3 A aceleração do Universo

Da mesma forma que para o Caso 1, determinamos a aceleração do Universo através

da equação de Raychaudhuri para o caso homogêneo (A.81), para verificar quando esta

troca de sinal. Obtemos para o Caso 2

ä

a
= −1

6

(
4W 2 + 3W − 2Γ√
−W −W 2 + Γ

)
. (3.43)

Começando com W próximo a Wmax, ou seja, em um Universo dominado pela matéria,

e indo em direção a We, vemos que a aceleração troca de sinal em

Wa =
1

8
(−3 +

√
9 + 3Γ). (3.44)
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Figura 3.17: Velocidade do som ao quadrado c2
s em função do parâmetro da equação de

estado w para os seguintes valores de Γ (da curva inferior à superior): 0, 1 ; 1 ; 10.
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Figura 3.18: Wa em função de Γ.
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Figura 3.19: c2
s(Wa) em função de Γ.

Vemos na Figura 3.18 o comportamento de Wa em função de Γ no intervalo permitido

para Γ neste caso. Se o campo escalar for o componente dominante da densidade de energia

cosmológica, o Universo começará a acelerar quando W é próximo de Wa. Portanto, ao

longo da transição de um Universo com poeira para um Universo de de Sitter, a expansão

começa a acelerar, como esperado.

Na Figurar 3.19 mostramos c2
s em Wa, onde há troca de sinal da aceleração, em função

de Γ. Verificamos que para Γ →∞, c2
s(Wa) → 1/5, enquanto que no limite Γ → 0 temos

c2
s(Wa) → 1/3.

3.3.4 Dinâmica de soluções espacialmente homogêneas

O sistema dinâmico obtido combinando-se as equações (A.80) e (A.70) para este caso

é
dρ′

dt
= F (ρ′, θ) ,

dθ

dt
= G(ρ′, θ) , (3.45)

com

F = −θ
W (2W + 1)√
−W −W 2 + Γ

, (3.46)

G = −1

3
θ2 +

1

2

3W + 4W 2 − 2Γ√
−W −W 2 + Γ

. (3.47)
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Para obter W = W (ρ′, Γ) invertemos a equação (3.35).

Encontramos os pontos estacionários P (ρ′, θ), sendo que dois deles correspondem ao

estado de vácuo We,

P1 = (ρ′e,
√

3ρ′e) , P2 = (ρ′e,−
√

3ρ′e) , (3.48)

e um corresponde a θ = 0

P3 =

(
3

4

√
3

2
+ 8Γ− 1

2

√
9 + 32Γ, 0

)
(3.49)

onde ρ′e é dado pela equação (3.39). Considerando o comportamento do sistema na vi-

zinhança destes pontos vemos que P1 e P2 são nós (estável e instável, respectivamente),

enquanto que P3 é um ponto de sela.

Na Figura 3.20 mostramos os diagramas de fase deste sistema no plano (ρ′, θ), bem

como algumas trajetórias para valores de Γ positivos distintos. A partir desta figura,

podemos ver facilmente que qualquer trajetória que inicie com uma densidade maior do

que a do estado com We permanecerá com ρ′ > ρ′e. Novamente, a solução da equação de

Friedmann para o caso plano (k = 0) está representada pela trajetória tracejada.

Como no caso anterior, iremos nos concentrar no lado direito dos diagramas de fase

da Figura 3.20, referente a soluções que apresentam expansão. As trajetórias próximas

da solução com k = 0, que é favorecida pelas observações astrof́ısicas, terminam sempre

no estado com We, representado por P1. Em outras palavras, a solução de de Sitter é um

atrator para as trajetórias de interesse cosmológico.
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Figura 3.20: Diagramas de fase para o Caso 2 para diferentes valores de Γ.
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Caṕıtulo 4

Limites observacionais a partir

Supernovas do tipo Ia no modelo de

Born-Infeld Estendido

Vários modelos para a energia escura e para a unificação da matéria e energia escuras

foram citados nos caṕıtulos anteriores. Cada um destes modelos apresenta uma forma

espećıfica para o parâmetro de Hubble em função do desvio para o vermelho, H(z), o que

leva a diferentes expressões para a distância de luminosidade. Portanto, a determinação

da distância de luminosidade, dL, pode ser utilizada para testar a compatibilidade desses

modelos com os dados observacionais e também para fazer uma discriminação entre eles.

Para determinar observacionalmente a distância de luminosidade são necessários in-

dicadores de distância: objetos astronômicos para os quais é posśıvel determinar a sua

luminosidade absoluta. Um indicador de distância muito utilizado são as Supernovas do

tipo Ia (SnIa). Estes objetos podem ser observados a altos desvios para o vermelho e são

tão luminosos quanto as próprias galáxias que os hospedam. Além disto, as SnIa são velas

padronizáveis e possuem propriedades bastante homogêneas.

Neste caṕıtulo obteremos a expressão da distância de luminosidade do modelo de Born-

Infeld Estendido para compará-la com as distâncias de luminosidades inferidas a partir de

observações atuais de SnIa e, dessa forma, poder impor limites sobre os parâmetros deste
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modelo. Também apresentaremos a análise estat́ıstica utilizada para limitar os parâmetros

e construir os seus intervalos de confiança. Finalmente discutiremos os resultados obtidos

com esta análise.

4.1 Propagação da luz e o desvio para o vermelho

Nesta seção apresentaremos algumas propriedades da propagação da luz, definiremos

o desvio para o vermelho em função do fator de escala e faremos uma conexão entre

observável e modelo.

Considere um objeto cosmológico que emite um sinal luminoso no instante te que é

detectado por um observador em um instante de tempo t0 posterior. Escolhendo a posição

do observador como a origem do sistema de coordenadas da métrica (A.75) e notando que

fótons seguem geodésicas nulas (ds = 0), a trajetória dos fótons será radial, o que nos

permite escrever ∫ t0

te

dt

a(t)
=

∫ re

0

dr√
1− kr2

= f(re), (4.1)

onde

f(re) =


arcsen(

√
kre)√

k
, se k > 0

re, se k = 0
arcsenh(

√
kre)√

k
, se k < 0

(4.2)

Consideraremos t0 como o tempo atual medido pelo observador. Todas as quantidades

que possuirem o subscrito 0 são medidas para este tempo.

Um sinal luminoso emitido em te +∆te será detectado em t0 +∆t0 e, a partir de (4.1),

podemos escrever ∫ t0+∆t0

te+∆te

dt

a(t)
=

∫ re

0

dr√
1− kr2

, (4.3)

uma vez que a coordenada r não muda, pois é uma coordenada comovente.

Subtraindo a equação (4.1) de (4.3) temos∫ t0+∆t0

te+∆te

dt

a(t)
−
∫ t0

te

dt

a(t)
= 0 →

∫ te+∆te

te

dt

a(t)
=

∫ t0+∆t0

t0

dt

a(t)
. (4.4)
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Se ∆t for o peŕıodo t́ıpico de um sinal de luz, ou seja, o tempo entre duas cristas con-

secutivas da onda, que é da ordem de 10−14s e notando que a(t) não muda durante este

intervalo ∆t, a relação (4.4) leva a [61]

∆t0
∆te

=
a(t0)

a(te)
. (4.5)

Sabendo que a frequência é inversamente proporcional ao peŕıodo, podemos usar (4.5)

para relacionar a frequência ν0 observada com a frequência emitida νe da seguinte forma

ν0

νe

=
∆te
∆t0

=
a(te)

a(t0)
. (4.6)

O desvio para o vermelho z é definido por

ze :=
λ0 − λe

λe

, (4.7)

onde o subscrito e foi colocado para indicar que este desvio para o vermelho refere-se

à fonte luminosa que emite o sinal no tempo te. Como o comprimento de onda λ é

inversamente proporcional à frequência ν, podemos reescrevê-lo como

ze =
a(t0)

a(te)
− 1. (4.8)

Para um tempo arbitrário t, teremos

z =
a(t0)

a(t)
− 1. (4.9)

Como o desvio para o vermelho é uma quantidade f́ısica que pode ser medida obser-

vacionalmente, esta equação nos dá uma relação entre um parâmetro modelo, através de

a(t), e um observável.

4.2 Distância de luminosidade

Considere um objeto com uma luminosidade absoluta L (energia emitida por unidade

de tempo). Considere também um observador situado a uma distância d deste objeto.
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Então, se a emissão de radiação é isotrópica, o fluxo de energia F (energia por unidade

de tempo por unidade de área) detectado pelo observador, será

F =
L

4πd2
. (4.10)

Em um Universo Euclidiano estático, não há ambigüidade na definição da distância d. No

entanto, na Relatividade Geral não há uma definição uńıvoca de distância finita. Em geral,

apenas distâncias infinitesimais são definidas de forma covariante. Entretanto, podemos

definir distâncias adequadas a cada processo de medida. Se este processo envolver velas

padrão, então é apropriado definir a distância de luminosidade, dL, a partir da relação

(4.10), como

dL :=

√
L

4πF
. (4.11)

Dado um objeto com luminosidade L no tempo te, o fluxo integrado em uma casca

esférica de raio re centrada neste objeto, será dado por

L′ = AF, (4.12)

onde A é a área da casca esférica e F o fluxo medido pelo observador situado à distância

re no tempo te.

Em um Universo em expansão, cujo elemento de linha é dado por (A.75), a área é

A(t0) =

∫ 2π

0

∫ π

0

a2(t0)r
2
e senθ dθ dφ = 4πa2(t0)r

2
e . (4.13)

Dessa forma, a equação (4.12) fica

L′ = 4πa2(t0)r
2
eF. (4.14)

Agora vamos comparar L′ e L para poder encontrar uma expressão para a distância

de luminosidade em um Universo em expansão.

Da definição de luminosidade temos

L =
dEe

dte
=

d (Nεe)

dte
, (4.15)
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onde N é o número de fótons e ε é a energia de cada fóton1, dada por ε = hν. Como o

número de fótons é conservado, podemos escrever L′ como

L′ =
dE0

dt0
=

d (Nε0)

dt0
. (4.16)

Assim, conectando εe a ε0 e dte a dt0, segundo as equações (4.5) e (4.6) obtemos

L′ =

(
a(te)

a(t0)

)2

L. (4.17)

Isto significa que a luminosidade L′ inferida a partir do fluxo F medido pelo observador,

sofre uma redução de um fator (a(te)/a(t0))
2 em relação à luminosidade emitida, já que

a(te) < a(t0). Este fator, pode ser escrito como (1 + z)−2, a partir de (4.8).

Então, da definição de dL (4.11) e utilizando as equações (4.14) e (4.17), encontramos

que a distância de luminosidade em um Universo em expansão é dada por

dL(z) = a(t0)(1 + z)re. (4.18)

Entretanto, a distância de luminosidade dL(z) deve ser escrita somente em termos de

quantidades observáveis independentemente do sistema de coordenadas. Assim, é preciso

reescrever o termo a(t0)re. Para isso usaremos o resultado obtido anteriormente para os

fótons que viajam em geodésicas nulas radiais, dado por (4.1) e (4.2). Podemos reescrever

a integral à esquerda de (4.1), que será denotada por χ, como

χ :=

∫ t0

te

dt

a(t)
=

1

a(t0)

∫ z

0

dz′

H(z′)
(4.19)

onde usamos a relação entre a e z dada por (4.9) e a definição H := ȧ/a. A quantidade

χ é chamada distância própria.

Dessa forma, de (4.1) e (4.2)

χ = f(re) →
√

kre = senk

(√
kχ
)

, (4.20)

onde

senk(x) =


sen(x), se k > 0

x, se k = 0

senh(x), se k < 0

(4.21)

1Esta é uma visão simplificada pois pressupõe que todos os fótons emitidos possuem a mesma energia,

quando sabemos que eles apresentam um espectro de energia. Entretanto, o mesmo argumento poderia

ser usado no caso de uma distribuição, sem alterar os resultados.
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Para expressar k em termos de quantidades observáveis, recorremos à equação de

Friedmann (A.84). Usando o resultado (A.86) aplicado para t = t0 obtemos

√
k = a(t0)H0

√
Ω0 − 1, (4.22)

onde H0 é a constante de Hubble e Ω0 é o parâmetro de densidade atual.

De (4.20) e (4.22) podemos escrever

a(t0)re =
1

H0

√
Ω0 − 1

senk

(
H0

√
Ω0 − 1

∫ z

0

dz′

H(z′)

)
. (4.23)

Finalmente, a distância de luminosidade será dada por

dL(z) = (1 + z)
1

H0

√
Ω0 − 1

senk

(
H0

√
Ω0 − 1

∫ z

0

dz′

H(z′)

)
(4.24)

e fica expressa somente em função de quantidades f́ısicas independentes do sistema de

coordenadas e que podem ser, em prinćıpio, medidas observacionalmente.

Para determinar completamente a distância de luminosidade a partir de um modelo

teórico é preciso calcular o parâmetro de Hubble H(z) previsto por este. Com o aux́ılio

da equação (4.9) podemos passar da variável z para a variável a. Assim, determinar H(z)

é equivalente a determinar H(a), o que pode ser feito a partir da equação de Friedmann

(A.84), que no caso de múltiplas componentes é escrita como

H2(a) =
8πG

3

∑
i

ρi −
k

a2
= H2

0

(∑
i

Ωi0
ρi

ρi0

+ Ωk0a
−2

)
, (4.25)

onde

Ωi =
ρi

ρcrit

=
8πG

3H2
ρi e Ωk0 = − k

H2
0

. (4.26)

O subscrito i representa cada componente que contribui para a densidade de energia.

A densidade de energia em função do fator de escala, ρ(a), pode ser obtida a partir da

equação da conservação de energia (A.82). Por exemplo, para a radiação temos

ρr

ρr0

=

(
a

a0

)−4

(4.27)

e para bárions
ρb

ρb0

=

(
a

a0

)−3

. (4.28)
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A densidade de outra componente com equação de estado genérica será denotada por ρx

para diferenciá-la das densidades de energia das outras componentes. Definimos

gx(a) :=
ρx

ρx0

, (4.29)

e notamos que além do fator de escala, gx também depende de outros parâmetros do

modelo considerado para esta componente.

A contribuição da radiação para o parâmetro de Hubble (4.25) é despreźıvel para

os desvios para o vermelho t́ıpicos de SnIa. Portanto, neste trabalho não incluiremos a

contribuição da radiação e consideraremos apenas as contribuições da quartessência de de

bárions.

Dessa forma, podemos reescrever o parâmetro de Hubble (4.25) como

H(a) = H0

√
Ωx0 gx(a) + Ωb0 a−3 + Ωk0 a−2, (4.30)

ou, usando a equação (4.9)

H(z) = H0

√
Ωx0 gx(z) + Ωb0 (1 + z)3 + Ωk0 (1 + z)2, (4.31)

onde

Ωk0 = 1− Ω0 = 1− Ωx0 − Ωb0. (4.32)

Com isso determinamos completamente a distância de luminosidade prevista por um

dado modelo teórico e, portanto, podemos compará-la com a distância de luminosidade

observada para testar a consistência entre este modelo e as observações.

Entretanto, observacionalmente não se mede a distância de luminosidade diretamente.

Ela é obtida a partir da magnitude aparente m medida e da magnitude absoluta M

inferida. A magnitude absoluta é uma medida do brilho de um objeto astronômico e é

definida como a magnitude aparente que este objeto teria se fosse visto a uma distância

de 10 pc.

A diferença entre a magnitude aparente e a magnitude absoluta, que é chamada módulo

de distância, é dada por

µ := m−M = −2, 5 log10

[
F (dL)

F (10pc)

]
. (4.33)
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Mas,

F (dL)

F (10pc)
=

L
4πd2

L

L
4π(10pc)2

=

(
10pc

dL

)2

. (4.34)

Desta forma, o módulo de distância pode ser reescrito como

µ = 5 log10

(
dL

10pc

)
= 5 log10

(
dL

Mpc

)
+ 25. (4.35)

4.3 Supernovas do tipo Ia

As Supernovas do tipo Ia são causadas por explosões termonucleares de uma anã

branca e são caracterizadas pela ausência de hidrogênio em seu espectro. Elas ocorrem

em anãs brancas que fazem parte de sistemas binários, no qual há transferência de massa

da companheira, que preenche seu lóbulo de Roche2 devido à expansão das camadas

superiores ao longo de sua evolução, para a anã branca. Quando a anã branca atinge

a massa limite de Schenberg-Chandrasekhar (1, 4M�), a pressão de degenerescência dos

elétrons não é suficiente para suportar a gravidade, o que leva ao colapso e à subseqüente

expulsão das camadas externas em uma explosão que constitui a Supernova. A curva de

luz, que é a variação da magnitude em função do tempo, apresenta um rápido aumento

de até 9 magnitudes em um intervalo de tempo da ordem de dias e depois decai 3 ou 4

magnitudes em algumas semanas.

Esse tipo de Supernova pode proporcionar bons indicadores de distância para a Cos-

mologia devido ao seu caráter de vela padronizável. Por um lado, suas propriedades são

bastante homogêneas e sua magnitude máxima é muito semelhante. Por outro lado, apli-

cando um fator de correção, as suas curvas de luz coincidem, dentro de suas margens de

erro. De fato, em [7] verificou-se, para SnIa próximas, que existe uma dependência de

um fator de esticamento na luminosidade absoluta da SnIa. As curvas de luz mais lar-

gas, que decrescem vagarosamente, correspondem a SnIa mais brilhantes, enquanto que

as curvas de luz mais estreitas e que decrescem rapidamente, correspondem a SnIa mais

2O lóbulo de Roche delimita o volume em volta de um objeto dentro do qual a matéria está gravita-

cionalmente ligada a ele.
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fracas. Mostou-se que contraindo as curvas de luz mais amplas enquanto o pico de lumi-

nosidade é reduzido e esticando curvas de luz mais estreitas enquanto aumenta-se o pico

de luminosidade faz com que estas curvas fiquem iguais. Além do fator de esticamento,

são levados em conta a extinção na radiação emitida provocada pelo meio intergaláctico

e outras correções. Através deste processo, o pico de magnitude pode ser normalizado,

tornando as SnIa velas padrão.

Uma dificuldade em usar SnIa é o problema da sua detecção, pois são eventos muito

raros. Por exemplo, em galáxias espirais massivas, ocorrem à uma taxa aproximada de

uma a cada 100 anos. Então, é importante desenvolver estratégias eficientes de busca

por estes objetos. O método usado pelos projetos de busca de SnIa consiste em observar

regiões do céu em dois momentos diferentes e subtrair as imagens. Uma vez que é desco-

berto uma SnIa, sua curva de luz é medida, assim como seu desvio para o vermelho ou o

de sua galáxia hospedeira.

4.4 Estimativa dos parâmetros e intervalos de con-

fiança para dados de Supernova do tipo Ia

Considere um conjunto de dados de N Supernovas contendo medidas dos módulos de

distância µobs,i (i = 1, ..., N), suas incertezas estimadas σi e os desvios para o vermelho

zi. Denotando µt,i como o módulo de distância teórico previsto por um dado modelo e

dado pela equação (4.35), que depende do desvio para o vermelho z e de um conjunto de

M parâmetros θ=(θ1,...,θM), cujos valores são desconhecidos.

Supondo que as medidas µobs,i para cada zi são independentes e que obedecem a uma

distribuição gaussiana, a função verossimilhança L(θ) é dada pela função densidade de

probabilidade conjunta, ou seja, pelo produto de N gaussianas [62]

L(θ) =
N∏

i=1

1√
2πσ2

i

exp

(
−(µobs,i(zi)− µt,i(zi, θ))2

2σ2
i

)
. (4.36)

Tomando o logaŕıtmo da função verossimilhança acima e ignorando os termos aditivos
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que não dependem dos parâmetros, temos

log L(θ) = −1

2

N∑
i=1

(µobs,i(zi)− µt,i(zi, θ))2

σ2
i

. (4.37)

Para estimar os valores dos parâmetros que fornecem o melhor ajuste para os dados,

denotados por θ̂, devemos maximizar a função L(θ), o que é equivalente a minimizar a

quantidade

χ2 := −2 log L(θ) =
N∑

i=1

(µobs,i(zi)− µt,i(zi, θ))2

σ2
i

. (4.38)

Geralmente utiliza-se o χ2 dividido pelo número de graus de liberdade nl (o número de

dados observados N menos o número de parâmetros independentes ν) como uma medida

da concordância entre o modelo e os dados. Se este valor for próximo da unidade, então

o ajuste é considerado bom e os dados consistentes com o modelo. Se χ2/nl for muito

menor do que um, então o ajuste é melhor do que o esperado dados os erros medidos.

Isto não pode ser usado como uma evidência contrária ao modelo que está sendo testado,

mas pode indicar que os erros foram superestimados. Se χ2/nl for muito maior do que

um, então há razões para duvidar que este modelo é um bom candidato para explicar os

dados.

Tendo considerado acima a estimativa dos parâmetros θ que melhor ajustam os dados,

vamos agora discutir como determinar os intervalos de confiança que definem uma região

no espaço de parâmetros em torno de θ̂ com uma dada probabilidade de ocorrerem.

Para isso é preciso determinar a densidade de probabilidade para os parâmetros θ,

chamada p(θ). Considerando a hipótese de que esta densidadade de probabilidade é

proporcional à função verossimilhança L(θ) [62], temos que

p(θ) =
L(θ)∫

L(θ′)dθ′ , (4.39)

onde a L(θ) foi normalizada para que p(θ) possa, de fato, ser associada a uma distribuição

de probabilidades.

Para fins demonstrativos, consideraremos inicialmente o caso em que há somente um

parâmetro livre, θ. Poderemos generalizar este caso para uma situação em que há mais

parâmetros e isto será feito posteriormente.
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Figura 4.1: Função densidade de probabilidade p(θ). A área preenchida corresponde a

valores de θ cuja probabilidade é dada pelo ńıvel de confiança C.

A probabilidade de encontrarmos o parâmetro θ no intervalo [θ̃, θ̃ + dθ̃] é dada por

P (θ̃ 6 θ 6 θ̃ + dθ̃) = p(θ̃)dθ̃. (4.40)

Dessa forma, a probabilidade de θ estar no intervalo [θa, θb] é

P (θa 6 θ 6 θb) =

∫ θb

θa

p(θ)dθ. (4.41)

O ńıvel de confiança C de um intervalo de confiança determina a probabilidade de que

este intervalo contenha o valor verdadeiro do parâmetro θ. De acordo com a expressão

(4.41), podemos associá-lo à área abaixo da curva p(θ), como pode ser visto na Figura

4.1. Dado um ńıvel de confiança, determina-se a altura h que intercepta a curva em θa

e θb, de tal forma que a área abaixo da curva p(θ) no intervalo [θa, θb] seja equivalente à

probabilidade desejada. Por exemplo, a escolha do ńıvel C = 0, 95 significa que o intervalo

de confiança [θa, θb] cobre 95% da área total sob a curva p(θ).

A função verossimilhança, dada por (4.36), pode ser escrita como

L(θ) =

[
N∏

i=1

1√
2πσ2

i

]
exp

(
−χ2

2

)
, (4.42)

sendo que o termo multiplicativo fora da exponencial não depende dos parâmetros. Então,

diferenças do χ2 em relação ao seu valor mı́nimo χ2
min correspondem a diferentes proba-

bilidades, ou diferentes ńıveis de confiança.
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Figura 4.2: Função densidade de probabilidade p(θ) para o caso gaussiano. A área pre-

enchida corresponde a valores de θ cuja probabilidade é dada pelo ńıvel de confiança

C.

Para o caso em que a função verossimilhança L(θ) e, conseqüentemente, a função den-

sidade de probabilidade p(θ) são gaussianas no parâmetro θ (Figura 4.2), a determinação

dos intervalos de confiança é bastante simples. Nesse caso, a função p(θ) é simétrica e θa

e θb podem ser expressos em termos de θ̂ ± nσθ̂, onde σθ̂ é o desvio padrão e dá a meia

largura da gaussiana a uma altura h = 1/e e n é um número inteiro.

A relação entre os ńıveis de confiança e a quantidade nσθ̂ para o caso gaussiano é conhe-

cida [63] e encontra-se na Tabela 4.1 para alguns valores de n. Nesta tabela encontram-se

também os valores de ∆χ2 em função dos ńıveis de confiança C e do número de parâmetros

livres ν. Por exemplo, para o caso unidimensional, onde ν = 1, o intervalo de confiança

que representa o ńıvel de confiança 68, 27% é aquele dado para os valores de θ nos quais

o ∆χ2 = χ2 − χ2
min = 1.

Para generalizar estes resultados para o caso com M parâmetros θ, devemos encon-

trar um intervalo de confiança M -dimensional [θa, θb], constrúıdo de tal forma que repre-

sente a probabilidade (determinada pelo ńıvel de confiança escolhido) de encontrarmos os

parâmetros dentro de uma dada região do espaço de parâmetros. Isto define uma região

de confiança no espaço de parâmetros M -dimensional para um dado ńıvel de confiança.

Como no caso unidimensional, esta região pode ser delimitada encontrando-se os valo-
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res de θ nos quais o χ2 difere de seu valor mı́nimo χ2
min por uma quantidade fixa, ou

seja, ∆χ2 = A, onde A é uma constante. Assim, todos os pontos contidos nessa região

representam valores de θ nos quais ∆χ2 6 A.

Suponha que estamos interessados em regiões de confiança para um subconjunto de ν

parâmetros, onde ν < M . Neste caso, as regiões são obtidas através da marginalização da

função densidade de probabilidade p(θ) sobre os outros M − ν parâmetros. Isto equivale

a integrar a função p(θ) sobre os M −ν parâmetros3. A partir de (4.39) e (4.42) podemos

escrever a função densidade de probabilidade marginalizada p̃(θ) como

p̃(θ) =

∫
...
∫

e−
χ2

2 dθν+1 ... dθM∫ ∫
...
∫

e−
χ2

2 dθ1 dθ2 ... dθM

. (4.43)

Para o caso em que p(θ) é gaussiana nos parâmetros θ, a relação entre o ∆χ2 e os

graus de liberdade ν (que representam os ν parâmetros livres) é dada na Tabela 4.1.

∆χ2

C ν = 1 ν = 2 ν = 3

1σθ̂ 0, 6827 1, 0 2, 3 3, 53

2σθ̂ 0, 9544 4, 0 6, 17 8, 02

3σθ̂ 0, 9973 9, 0 11, 8 14, 2

Tabela 4.1: ∆χ2 em função dos ńıveis de confiança C e dos graus de liberdade ν.

Na seção a seguir utilizaremos o tratamento estat́ıstico definido até aqui para obter

limites observacionais a partir de SnIa nos parâmetros do modelo de Born-Infeld Esten-

dido.

4.5 O parâmetro de Hubble para o modelo de Born-

Infeld Estendido

3Não consideraremos aqui a utilização de informações a priori sobre os parâmetros, como pode ser

feito segundo a estat́ıstica Bayesiana, pois este não é o escopo desta seção.
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Como discutido no caṕıtulo anterior, o modelo Born-Infeld Estendido é um modelo

de unificação (quartessência) de matéria e energia escuras que pode ser interessante para

descrever o conteúdo material do Universo, pois fornece uma explicação para a expansão

acelerada, bem como para a formação de estruturas. Além disto, ele apresenta algumas

vantagens em relação a outros modelos de quartessência, como baixa velocidade do som.

Nesta seção determinaremos, para os dois casos do modelo estudado, o parâmetro

de Hubble H(a) que será usado para calcular o módulo de distância µt. Na seção 4.6

utilizaremos os módulos de distância determinados pelas observações de um conjunto de

SnIa, para impor v́ınculos nos parâmetros Γ e W0.

4.5.1 Caso 1

Concentraremos nossa atenção no intervalo Wmax > W > Wv, que é o intervalo que

tem sentido f́ısico para este caso, onde o modelo se comporta como quartessência. Além

disso, a dinâmica do modelo, estudada no caṕıtulo anterior, nunca permite sair deste

intervalo.

Para determinar a evolução do parâmetro de Hubble, a densidade de energia deve

ser escrita em função do fator de escala. Para tanto, é preciso resolver a equação de

conservação de energia (A.82), que é convenientemente expressa em termos de W . Usando

a equação (3.15) obtemos,

−3
ȧ

a
=

(
−3W 2 + 2W 3 + Γ− 6WΓ

2W (−1 + 2W ) (−W + W 2 − Γ)

)
Ẇ

=

(
1

2W
+

2

−1 + 2W
+

1− 2W

2 (−W + W 2 − Γ)

)
Ẇ . (4.44)

Integrando esta equação, obtemos

a−3 =

√
W (2W − 1)C1√
W −W 2 + Γ

(4.45)

onde C1 é uma constante de integração.

Considerando a(t0) = 1, podemos escrever esta constante em termos de W0 = W (a =

1), através de

C1 =

√
W0(2W0 − 1)√
W0 −W 2

0 + Γ
. (4.46)
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Note que a escolha do valor de a(t0) é arbitrária, pois, como discutido anteriormente, os

resultados independem desta escala. Neste trabalho escolhemos a(t0) = 1 para simplificar

as expressões.

A partir das equações (4.45) e (4.46) temos o fator de escala a expresso em termos de

W , W0 e Γ. Portanto, invertendo em relação a W , é posśıvel obter

W = W (a, W0, Γ) (4.47)

e então escrever, através da expressão (3.15), a densidade de energia como

ρ′ = ρ′(a, W0, Γ). (4.48)

Essas expressões foram obtidas com o aux́ılio do aplicativo Mathematica [64] e, por

serem expressões muito longas, não serão aqui reproduzidas.

Com o intuito de otimizar o tempo de cálculo e verificar o comportamento de ρ′ em

seus limites e também para eliminar posśıveis erros numéricos devido a indeterminações,

calculamos os limites de ρ′ para a → 0 e a →∞ e seus respectivos intervalos de validade.

O procedimento para isso será descrito abaixo.

No limite a → 0 (ou W → Wmax), obtemos a seguinte aproximação para a densidade

de enegia

ρ′a→0 =
C1

√√
1 + 4Γ + 1√
2a3

− 3a3

4
√

2C1

(
1 +

√
1 + 4Γ

) 3
2
, (4.49)

onde consideramos somente os dois termos dominantes (de mais baixa ordem). A cons-

tante C1 é dada pela equação (4.46). Note que, para o primeiro termo, a dependência de

ρ′ com o fator de escala é a mesma que para a matéria escura, ou seja, ρ′ ∝ a−3. Isto está

de acordo com a idéia de quartessência, apresentada no cáṕıtulo anterior.

Para verificar quando a aproximação é válida, determinamos qual a contribuição do

segundo termo em relação ao primeiro. Definindo ε como a razão entre o segundo termo

e o primeiro, podemos quantificar isso. Se ε for pequeno significa que a contribuição do

segundo termo é pequena e, conseqüentemente, as contribuições dos termos de mais alta

ordem também serão. Dado um valor de ε podemos determinar o fator de escala at para o

qual a condição acima é satisfeita, ou seja, quando o segundo termo é ε vezes o primeiro.
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Desta forma,

at =

(
4 C2

1 ε

3
(
1 +

√
1 + 4Γ

)) 1
6

(4.50)

e a aproximação é válida para a . at.

Para verificar se a aproximação é boa, calculamos a diferença entre as expressões

completa (ρ′) e aproximada (ρ′a→0) através de

∆ρ′ =
|ρ′ − ρ′a→0|

ρ′
. (4.51)

Nos nossos cálculos usamos ε = 10−4, o que leva a um ∆ρ′ ∼ 10−4. O valor exato de ∆ρ′

depende do valor de Γ e W0 escolhidos.

Já no limite a →∞ (ou W → Wv) obtemos

ρ′a→∞ =

√
1

4
+ Γ +

C1√
2a3

, (4.52)

que, segundo o procedimento descrito acima, é válido para a & ati, onde ati é dado por

ati =

( √
2C1

ε
√

1 + 4Γ

) 1
3

. (4.53)

Usando ε = 10−4 encontramos que ∆ρ′ ∼ 10−6. Novamente, o valor exato de ∆ρ′ depende

do valor de Γ e W0 escolhidos.

Na Figura 4.3 mostramos as curvas ρ′(a), ρ′a→∞(a) e ρ′a→0(a). No limite de a → ∞

ρ′(a) é uma constante, o que está de acordo com o fato de o campo escalar se comportar

como uma constante cosmológica. Para a → 0, a inclinação da curva é de −3 e está

de acordo com o fato de o Universo ser dominado pela matéria neste peŕıodo. Também

vemos que para valores de a muito pequenos, a curva ρ′(a) não corresponde ao valor exato

esperado para a → 0 devido às limitações do cálculo numérico em lidar com alguns tipos

de limites que ficam indeterminados, mas que podem ser calculados analiticamente. Por

causa disto e para otimizar o tempo de cálculo, usaremos neste trabalho as aproximações

ρ′a→0(a) para a < at e ρ′a→∞(a) para a > ati. Para at < a < ati, usaremos a expressão

completa para ρ′(a).

Tendo já definido a densidade de energia em função do fator de escala, podemos agora

determinar o parâmetro de Hubble.
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Figura 4.3: A curva sólida representa ρ′ exato e as curvas tracejadas representam os

limites para a → 0 (verde) e a →∞ (laranja) para o caso em que Γ = 1, 2 e W0 = 0, 54.

A densidade de energia do campo escalar ρ′ será denotada a partir de agora por ρ′es,

para diferenciá-la das densidades de energia das outras componentes que serão introduzi-

das no cálculo do parâmetro de Hubble, como bárions.

Definindo
ρ′es
ρ′es0

:= g(a, Γ, W0), (4.54)

podemos reescrever (4.30) como

H(a) = H0

√
Ωes0 g(a, Γ, W0) + Ωb0 a−3 + Ωk0 a−2, (4.55)

onde

Ωk0 = 1− Ωes0 − Ωb0. (4.56)

A equação (4.55) pode ser escrita em função do desvio para o vermelho z usando (4.9).

Substituindo H(z) em (4.24) temos

dL(z) =
(1 + z)

H0

√
Ω0 − 1

senk

(√
Ω0 − 1

∫ z

0

dz′√
Ωes0 g(z, Γ, W0) + Ωb0 (1 + z)3 + Ωk0 (1 + z)2

)
.

(4.57)

Resolvendo a integral, encontramos a distância de luminosidade teórica e logo o módulo

de distância (4.35) que será usado para confrontar este modelo com as observações de

SnIa nas próximas seções.
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4.5.2 Caso 2

Para poder comparar as previsões teóricas do modelo para o caso com β < 0 com os

dados observacionais, vamos seguir o mesmo procedimento descrito acima para o Caso 1.

Primeiramente, vamos determinar o parâmetro de Hubble. A equação equivalente à

(4.44) será

−3
ȧ

a
= −

(
−3W 2 − 2W 3 + Γ + 6WΓ

2 (W + 2W 2) (W + W 2 − Γ)

)
Ẇ

=

(
1

2W
+

2

1 + 2W
+

−1− 2W

2 (W + W 2 − Γ)

)
Ẇ . (4.58)

Integrando a equação acima, obtemos

a−3 =

√
W (2W + 1)C2√

W (−1−W ) + Γ
(4.59)

onde C2 é uma constante de integração. Através da escolha a(t0) = 1 podemos escrevê-la

em termos de W0 = W (a = 1) através de

C2 =

√
W0(2W0 + 1)√
−W0 −W 2

0 + Γ
. (4.60)

Assim, novamente temos o fator de escala a expresso em termos de W , W0 e Γ e com

isso é posśıvel obter W = W (a, W0, Γ) e conseqüentemente ρ′es = ρ′es(a, W0, Γ). Essas

expressões foram obtidas com o aux́ılio do aplicativo Mathematica e também não serão

reproduzidas, devido ao seu grande tamanho.

Analogamente ao Caso 1, obtemos a seguinte aproximação para a densidade de enegia

no limite em que a → 0 (ou W → Wmax)

ρ′a→0 =
C2

√√
1 + 4Γ− 1√
2a3

− 3a3

4
√

2C2

(
−1 +

√
1 + 4Γ

) 3
2
, (4.61)

onde C2 é dado pela equação (4.60). Novamente, em primeira ordem ρ′ escalona com a

da mesma forma que a matéria escura. Segundo o procedimento descrito para o Caso 1,

a aproximação acima somente é válida para a < at, onde at é dado por

at =

(
4 C2

2 ε

3
(
−1 +

√
1 + 4Γ

)) 1
6

, (4.62)
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Figura 4.4: A curva sólida representa ρ′ exato e as curvas tracejadas representam os

limites para a → 0 e a →∞ para o caso em que Γ = 3 e W0 = 1.

Em nossos cálculos usamos ε = 10−5, que resulta em um ∆ρ′ ∼ 10−3.

Já no limite a →∞ (ou W → We) temos que

ρ′a→0 =
√

Γ +
C2

2

√
Γ

2a6
, (4.63)

que é válido somente para a > ati, onde ati é dado por

ati =

(
C2

2ε

) 1
6

. (4.64)

Usando ε = 10−4 encontramos que ∆ρ′ ∼ 10−6. Os valores exatos de ∆ρ′ dependem de Γ

e W0.

Na Figura 4.4 mostramos as curvas ρ′(a), ρ′a→∞(a) e ρ′a→0(a). O comportamento da

curva completa e dos limites é semelhante ao do caso anterior. Verificamos novamente

que para valores de a muito pequenos, a curva completa se afasta do limite correto e

apresenta muito rúıdo, devido aos problemas numéricos mencionados anteriormente. Por

causa disto e para otimizar o tempo de cálculo, usaremos neste trabalho as aproximações

ρ′a→0(a) para a < at e ρ′a→∞(a) para a > ati. Para at < a < ati, usaremos a expressão

completa para ρ′(a).

O parâmetro de Hubble será dado neste caso por

H(a) = H0

√
Ωes0 f(a, Γ, W0) + Ωb0 a−3 + Ωk0 a−2, (4.65)
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onde

f(a, Γ, W0) =
ρ′es
ρ′es0

. (4.66)

Obviamente, esta função é diferente da função g do caso anterior, devido ao fato de ρ′es

ser diferente.

Novamente, a equação (4.65) pode ser escrita em função do desvio para o vermelho

z usando (4.9). Substituindo H(z) em (4.24) encontramos a distância de luminosidade

teórica para o Caso 2 do modelo.

4.6 Limites de Supernovas do tipo Ia no modelo de

Born-Infeld Estendido

Para obter os limites observacionais de SnIa sobre os parâmetros do nosso modelo

usamos o último conjunto de dados da amostra Gold compilado por Riess et al em [65].

Esta amostra contém 182 SnIa, com z > 0.0233.

Uma vez que as observações das anisotropias da radiação cósmica de fundo em mi-

croondas indicam que o Universo é aproximadamente plano [66, 67], na análise a seguir

consideraremos o caso com curvatura nula, ou seja, Ωk = 0.

A fração de bárions Ωb pode ser determinada a partir da abundância observada de

elementos leves combinada com cálculos da nucleosśıntese primordial [68], o que fornece

um valor da combinação Ωbh
2. Estudos atuais resultam em Ωbh

2 = 0, 0214 ± 0, 0018

[69, 70]. Este resultado é independente dos modelos de matéria e energia escuras4 e é

compat́ıvel com os dados da radiação cósmica de fundo e da estrutura em grandes escalas.

Combinando isto com o resultado obtido pelo Hubble Space Telescope key project [71],

h = 0, 72 ± 0, 08, obtém-se que Ωb = 0, 04. Note que o impacto de Ωb em H(a) já é

muito pequeno (∼ 4% da densidade de energia total) e, portanto, pequenas variações

desse valor não causarão diferenças percept́ıveis nos limites de SnIa. Portanto, na nossa

análise, fixaremos Ωb no valor citado acima.

4Desde que a energia escura e a matéria escura sejam despreźıveis frente à radiação no Universo

primordial, o que é bastante natural.
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Dessa forma, os únicos parâmetros do modelo de Born-Infeld Estendido que restaram

após estas considerações são H0, Γ e W0. Entretanto, não estamos interessados em obter

limites para o parâmetro H0. De acordo com a discussão da seção 4.4, devemos então

marginalizar sobre este parâmetro, o que será feito a seguir. Assim, nos concentraremos

somente nos parâmetros Γ e W0.

4.6.1 Marginalização anaĺıtica em H0

Nesta seção apresentaremos o método para marginalizar sobre o parâmetro H0, mos-

trando que esta marginalização pode ser feita de forma anaĺıtica.

Partindo da distância de luminosidade escrita na forma

dL =
c

H0

DL (4.67)

e podemos reescrever o módulo de distância, dado pela equação (4.35), como

µt = µ∗t + 5 log

(
h∗

h

)
, (4.68)

onde

µ∗t = 5 logDL + 5 log

(
h

h∗

)
+ 42, 384 (4.69)

e h := H0/(100kms−1Mpc−1). As quantidades denotadas por (*) indicam que foram

calculadas para um dado h fixo. No nosso trabalho usamos h∗ = 0, 65. Entretanto,

com a marginalização no parâmetro de Hubble todos os resultados obtidos se tornam

independentes da escolha de h∗.

Substituindo (4.68) na definição de χ2 dada por (4.38), obtemos [72]

χ2 = χ2
∗ − 2C1x + C2x

2, (4.70)

onde x = 5 log(h/h∗) e

χ2
∗ =

N∑
i=1

(
µ∗t,i − µobs,i

)2
σ2

i

, C1 =
N∑

i=1

(
µ∗t,i − µobs,i

)
σ2

i

, C2 =
N∑

i=1

1

σ2
i

. (4.71)
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A função densidade de probabilidade marginalizada p̃(θ) dada pela equação (4.43),

para o caso da marginalização no parâmetro h, é escrita (a menos de termos constantes

provenientes da normalização) como

p̃(θ) ∝
∫ ∞

−∞
exp

(
−χ2

2

)
dh =

∫ ∞

−∞
exp

{
−1

2

[
χ2
∗ − 10 log

(
h

h∗

)
C1 + 25 log2

(
h

h∗

)
C2

]}
dh

(4.72)

Esta integração pode ser feita analiticamente, reduzindo o tempo de cálculo. Como

resultado, obtemos para p̃(θ) uma função com a mesma forma funcional de p(θ), ou seja

p̃(θ) ∝ exp

(
− χ̃2

2

)
, (4.73)

onde χ̃2 é dado por

χ̃2 = χ2
∗ −

C1

C2

(
C1 +

2

5
ln 10

)
. (4.74)

De acordo com a expressão (4.39), p̃(θ) é proporcional à função verossimilhança.

Assim, conforme a discussão da seção 4.4, para determinar o melhor ajuste para os

parâmetros W0 e Γ e as regiões de confiança no espaço desses parâmetros é necessário

maximizar esta função. Isto é equivalente a minimizar χ̃2.

4.6.2 Confrontamento do modelo de Born-Infeld Estendido com

dados de SnIa

Vamos agora utilizar o método discutido acima e nas seções 4.2 e 4.4, juntamente

com os resultados obtidos na seção 4.5 para o modelo de Born-Infeld Estendido, para

verificar se este modelo é consistente com os dados de SnIa e para impor limites nos seus

parâmetros.

Para começar devemos minimizar o χ̃2, processo este que pode ser um tanto demorado,

uma vez que envolve somatórios e integrais. Para otimizar o tempo de processamento,

calculamos uma grade com os valores de χ̃2, ou seja, um conjunto de valores de χ̃2 para

um certo intervalo de de W0 e Γ. Após, interpolamos os valores de χ̃2 e minimizamos

para encontrar o χ̃2
min. Calculamos esta grade por dois métodos distintos: no primeiro
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utilizamos um código desenvolvido em Fortran e no segundo utilizamos o aplicativo Mathe-

matica. Comparamos os resultados dos dois métodos e verificamos que eles coincidem. A

interpolação e a minimização foram feitas usando o aplicativo Mathematica.

Efetuando a minimização obtemos, para o Caso 1, que χ̃2
1min = 157, 6, de modo que

χ̃2
1min/nl = 0, 875. Para o Caso 2, obtemos χ̃2

2min = 156, 9 e χ̃2
2min/nl = 0, 871. Conclui-

mos, portanto, que os dois casos do modelo são compat́ıveis com os dados de SnIa.

Ao minimizarmos o χ̃2, verificamos que χ̃2
min é degenerado, ou seja, uma combinação de

valores de Γ e W0 fornece valores muito semelhantes para essa quantidade. Isso significa

qua a função verossimilhança e, conseqüentemente, a função densidade de probabilidade

não possuem um pico bem definido, se estendendo e não se anulando para grandes valores

dos parâmetros. Desta maneira não é posśıvel normalizá-las e relacioná-las rigorosamente

com probabilidades.

Para construir as regiões de confiança, seguimos o procedimento apresentado na seção

4.4 e fixamos alguns valores de ∆χ̃2. Entretanto, não podemos relacionar o ∆χ̃2 com

probabilidades da mesma forma que no caso gaussiano, representado na Tabela 4.1. Isso

porque a função densidade de probabilidade p(θ) para o nosso modelo, que após as consi-

derações acima se reduz a p̃(Γ, W0), não é gaussiana nos parâmetros Γ e W0 para ambos

os casos 1 e 2, como pode ser inferido pela ausência de um pico bem definido. Então, se

quiséssemos determinar a probabilidade associada a uma dada região de confiança (para

um ńıvel de confiança C) seria preciso integrar a função p̃(Γ, W0) para encontrar os limites

do intervalo para cada parâmetro, de tal forma que eles forneçam a probabilidade dese-

jada. Para isso, de acordo com (4.39), a função verossimilhança deve ser normalizável.

No entanto, como dito acima, p̃(Γ, W0) não pode ser normalizada. Como estamos interes-

sados em saber como os dados de SnIa da amostra considerada limitam os parâmetros do

nosso modelo, fixaremos valores de ∆χ̃2 para determinar regiões de confiança, mesmo que

estas não estejam estritamente relacionadas com as probabilidades e os ńıveis de confiança

conhecidos.

Para construir as regiões de confiança usamos o aplicativo Mathematica. Nas Figuras

4.5 e 4.6, apresentamos os resultados obtidos para o Caso 1 e 2, respectivamente. A região

interna corresponde a ∆χ̃2 = 2, 3 e a externa ∆χ̃2 = 6, 17. No caso gaussiano esses valores
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Figura 4.5: Contorno de confiança para ∆χ̃2 = 2, 3 (interna) e ∆χ̃2 = 6, 17 (externa) para

o Caso 1.

correspondem aos ńıveis 1σ e 2σ. Como esperado, vemos claramente que os contornos de

confiança não são elipses e nem são limitados, ou seja, p̃(Γ, W0) não é gaussiana. A forma

dos contornos reflete a degenerescência em Γ e W0. Além disso, o intervalo permitido para

W0 aumenta com Γ. Portanto, W0 é melhor determinado quanto menor for o Γ. Quase

todo o intervalo de Γ é permitido e apenas valores assintoticamente próximos do mı́nimo

(Γ = −1/4 e Γ = 0, para os casos 1 e 2, respectivamente) são exclúıdos.

Caso introduźıssemos outros observáveis, podeŕıamos quebrar a degenerescência e limi-

tar mais a função verossimilhança de tal forma que a normalização fosse posśıvel. Assim,

podeŕıamos fazer uma análise estat́ıstica mais rigorosa e limitar melhor os parâmetros do

modelo.
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Figura 4.6: Contorno de confiança para ∆χ̃2 = 2, 3 (interna) e ∆χ̃2 = 6, 17 (externa) para

o Caso 2.
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Caṕıtulo 5

Conclusões e perspectivas futuras

Motivados pela busca de um modelo viável de unificação da matéria e energia escuras,

neste trabalho fizemos um estudo detalhado de um modelo baseado em uma extensão

da Lagrangiana de Born-Infeld para um campo escalar. Este modelo, apresenta pro-

priedades interessantes e pode evitar alguns problemas presentes em outros modelos de

quartessência.

Dividimos o estudo em duas partes de acordo com as duas classes da Lagrangiana de

Born-Infeld estendida. Mostramos que, em ambos os casos, o modelo pode ser descrito

em termos de um fluido perfeito. Obtivemos a sua equação de estado e estudamos o com-

portamento da velocidade som em relação a diversos parâmetros do modelo. Verificamos

que ela é muito pequena no regime no qual a quartessência se comporta como matéria

escura. No estado com configuração de constante cosmológica, a velocidade do som é

nula para o primeiro caso e igual à velocidade da luz para o segundo. Esta propriedade

representa uma desvantagem da segunda classe em relação à primeira, pois a velocidade

do som poderia ser alta no Universo atual causando problemas com a formação de estru-

turas. Para verificar o impacto da velocidade do som no Universo tardio, relacionamos o

momento em que a velocidade do som atinge o seu valor máximo com o momento no qual

a expansão começa a acelerar. Para a primeira classe, verificamos que a velocidade do

som pode atingir o seu máximo antes ou depois da aceleração da expansão, dependendo

do valor do parâmetro Γ. Além disso, quanto mais cedo a velocidade do som atingir o
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seu máximo, menor será esse valor. A maior velocidade do som posśıvel para essa classe é

c2
s = 1/3 e ocorre para Γ →∞. Para a segunda classe verificamos que a expansão começa

a acelerar sempre antes de a velocidade do som atingir seu valor máximo.

Para ambas as classes investigamos a dinâmica das soluções espacialmente homogêneas,

através da determinação dos pontos estacionários e da construção de diagramas de fase.

Verificamos que o estado no qual a quartessência se comporta como constante cosmológica

é um atrator para as soluções em expansão, em um Universo com pequena curvatura.

Finalmente confrontamos as previsões teóricas deste modelo para o caso de um Uni-

verso plano com dados observacionais recentes de Supernovas do tipo Ia. Para isso, obti-

vemos o parâmetro de Hubble e a distância de luminosidade para o modelo de Born-Infeld

Estendido. Verificamos que as duas classes são compat́ıveis com os dados observacionais,

porém estes não permitem limitar significativamente os parâmetros do modelo. A inclusão

de novos observáveis, como a escala acústica medida na radiação cósmica de fundo e na

estrutura em grande escala, permitirá obter limites mais fortes sobre estes parâmetros.

Isto será realizado como uma continuação deste trabalho.

Outro aspecto fundamental que deve ser estudado é o comportamento desse modelo

em relação à formação de estruturas. Isto permitirá investigar se ele apresenta os mesmos

problemas encontrados em outros modelos de quartessência adiabática. Só então podere-

mos verificar se este modelo constitui uma possibilidade competitiva para implementar a

unificação entre matéria e energia escuras.
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Apêndice A

Decomposição 1+3 covariante da

Relatividade Geral

Neste apêndice revisaremos o formalismo 1 + 3 covariante da Relatividade Geral e

apresentaremos algumas equações importantes que serão usadas nesta dissertação. Em

especial, na seção A.1.2 discutiremos o caso particular de um Universo homogêneo e

isotrópico e apresentaremos as relações relevantes que serão utilizadas quando considerar-

mos tal caso.

A.1 O tensor energia-momentum e as equações de

movimento

Um modelo cosmológico é definido através da especificação de:

• uma geometria do espaço-tempo representada pela métrica gαβ(xk) e que deve ter

propriedades compat́ıveis com os resultados das observações astronômicas do Uni-

verso;

• um conteúdo material e seu comportamento f́ısico, representados pelo tensor de
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energia-momentum, equação de estado do fluido ou Lagrangiana associada às com-

ponentes de matéria e

• interação da geometria e da matéria, ou seja, como a matéria determina a geometria,

que, por sua vez, determina o movimento da matéria. Supomos isso através das

equações de Einstein 1:

Gαβ := Rαβ −
1

2
Rgαβ = 8πG Tαβ, (A.1)

onde Tαβ é o tensor de energia-momentum e Rαβ := Rγ
αγβ e R := Rα

α são, respectiva-

mente, o tensor e o escalar de Ricci, obtidos através de contrações do tensor de curvatura

de Riemann Rαβγδ. Como será visto adiante, as identidades de Bianchi garantem a con-

servação local da energia-momentum total, isto é, de todas as componentes materiais

combinadas2

Gαβ
;β = 0 → Tαβ

;β = 0. (A.2)

As escolhas mais usuais para a descrição da matéria em um modelo cosmológico en-

volvem a combinação de

• um fluido com uma equação de estado motivada fisicamente;

• uma mistura de fluidos, geralmente com 4-velocidades diferentes;

• um conjunto de part́ıculas representada por uma descrição a partir da teoria cinética;

• um campo escalar φ, com um dado potencial V (φ);

• um campo eletromagnético descrito pela ação de Maxwell.

As considerações acima juntas determinam a evolução dinâmica do modelo. Esta

descrição deve ser suficiente para determinar as relações observacionais previstas pelo

modelo, que podem ser comparadas com observações astronômicas. Isto determina as

soluções que podem ser consideradas como modelos cosmológicos viáveis para descrever

o Universo real.

1Neste trabalho, a menos que seja indicado, usaremos c = 1.
2O ponto e v́ırgula ; denota a derivada covariante.
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O principal objetivo desta seção é introduzir as relações gerais válidas que serão usadas

nesse trabalho, decompor o tensor de energia-momento em termos de seus componentes

irredut́ıveis e obter as equações de evolução dos parâmetros cinemáticos de interesse.

A.1.1 Decomposição 1+3 covariante da Relatividade Geral

Um espaço-tempo pode ser descrito por vários formalismos distintos. O formalismo

mais usual é aquele em que o espaço-tempo é descrito por uma métrica gαβ(xk) em um

dado sistema de coordenadas, com suas propriedades diferenciais dadas pelos śımbolos

de Christoffel. Neste trabalho usaremos outro formalismo, que foi introduzido por Eh-

lers, Hawking e Ellis [73, 74, 75] e que resultou em uma descrição covariante dos campos

gravitacionais e de matéria, onde a métrica não aparece explicitamente. Com este for-

malismo, o espaço-tempo é descrito por um conjunto de variáveis definidas a partir de

uma decomposição espaço-temporal covariante, chamado decomposição 1 + 3 covariante

da Relatividade Geral.

Nesse formalismo, as equações de Einstein são separadas em equações de evolução

e equações de v́ınculo envolvendo apenas derivadas espaciais [76]. Essas equações são

provenientes das identidades de Ricci e de Bianchi, com as equações de Einstein sendo

incorporadas algebricamente pela substituição do tensor de Einstein pelo tensor energia-

momentum. Em vez de equações para a métrica, temos equações para os parâmetros

cinemáticos (aceleração, expansão, cisalhamento e vorticidade) e dinâmicos (densidade,

pressão, tensão anisotrópica e fluxo de energia), e para as partes elétrica e magnética do

tensor de Weyl.

Uma das vantagens desta descrição é que todas as quantidades têm uma interpretação

f́ısica ou geométrica direta, o que permite ter uma intuição maior sobre a dinâmica do

sistema e facilita a analogia com a f́ısica newtoniana. Entre suas várias aplicações cos-

mológicas estão a teoria de perturbação linear, incluindo a análise das anisotropias da

radiação cósmica de fundo (como usado no código CAMB [77]), o estudo de ondas gravi-

tacionais [78], a análise de limites na anisotropia e heterogeneidade do Universo [79, 80, 81]

e o estudo da formação de estruturas no regime não linear das perturbações de densidade
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[82, 83, 84, 85].

Nesta seção seguiremos os passos das referências [76, 75, 86, 87].

A seguir vamos definir a 4-velocidade média da matéria e o tensor de projeção, que

serão necessários para a decomposição covariante e conseqüente obtenção das quantidades

cinemáticas.

4-velocidade média da matéria e o tensor de projeção

Em um espaço-tempo, dado um observador, definimos seu campo de velocidades como

uα =
dxα

dτ
, uαuα = 1, (A.3)

onde τ é o tempo próprio medido ao longo das linhas de universo. Em cada ponto xα

deste espaço-tempo, uα determina um sub-espaço tri-dimensional constitúıdo de vetores

ortogonais a ele.

Portanto, para um determinado observador, definido pelo seu campo de velocidades,

todas as quantidades f́ısicas podem ser decompostas em escalares e tensores projetados.

O sub-espaço H, também chamado espaço de repouso, é determinado pelo conjunto de ve-

tores ortogonais a uα e constitui um referencial inercial para o observador correspondente.

A componente de um tensor no espaço de repouso instantâneo de uα é obtida através do

tensor de projeção [76]

hαβ = gαβ − uαuβ. (A.4)

É fácil verificar que ele possui propriedades de um projetor no triespaço ortogonal a uα:

hα
γh

γ
β = hα

β, hα
α = 3, hαβuβ = 0. (A.5)

Este tensor é efetivamente a métrica espacial para observadores se movendo com 4-

velocidade uα. Mais precisamente, a equação (A.4) nos permite escrever o elemento

infinitesimal de linha como:

ds2 = gαβdxαdxβ = hαβdxαdxβ + uαuβdxαdxβ. (A.6)

Isso mostra como um observador se movendo com uα em um ponto xα designa para o

ponto xα + dxα uma separação espacial dl = (hαβdxαdxβ)1/2 e uma separação temporal
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dt = uαdxα em relação a ele. Assim, qualquer tensor pode ser decomposto em suas

partes espaciais e temporais utilizando as suas projeções sobre uα e hαβ. Quando uα é

escolhido como a velocidade média de um elemento de fluido no Universo, esta separação

adquire um caráter invariante. Ou seja, a existência de uma 4-velocidade única em cada

ponto significa que todas as quantidades f́ısicas podem ser separadas univocamente em

componentes espaciais e temporais.

Antes de obter os parâmetros cinemáticos, vamos definir algumas quantidades impor-

tantes na decomposição 1 + 3. Uma delas é o tensor de Levi-Civita projetado, definido a

partir do tensor totalmente anti-simétrico de Levi-Civita εδαβγ através de

εαβγ =
√
−gεδαβγ uδ, (A.7)

que define o elemento de tri-volume das superf́ıcies ortogonais a uα e tem um papel

análogo ao śımbolo de Levi-Civita no espaço euclidiano tridimensional. Em A.7, g é o

determinante da métrica.

Outra quantidade relevante é a derivada temporal covariante ao longo das linhas de

universo fundamentais

Ṫαβ
γδ := Tαβ

γδ;σ uσ. (A.8)

Também podemos definir a divergência e o rotacional espaciais covariantes de um vetor

div V := V α
;β hβ

α = V α
;α + V̇ αuα (A.9)

(rot V )α := εαβγ V γ
;δ hδβ = −εαβγ V β;γ (A.10)

e de um tensor de segunda ordem

(div S)α := Sγδ
;β hβ

δ hα
γ (A.11)

(rot S)αβ := εγδ(α Sβ)
δ
;µ hµγ = −Sµ

γ;δ εγδ(α hµ
β). (A.12)

onde usou-se a notação

X(αβ) =
1

2
(Xαβ + Xβα) (A.13)

para denotar a parte simétrica de um tensor. De maneira análoga, usamos

X[αβ] =
1

2
(Xαβ −Xβα) (A.14)
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para denotar a parte anti-simétrica de um tensor.

Usamos 〈〉 para denotar projeções ortogonais de vetores e partes de tensores sem traço

e simétricas projetadas ortogonalmente

v〈α〉 := hα
β vβ, X〈αβ〉 :=

[
h(α

γ hβ)
δ −

1

3
hαβ hγδ

]
Xγδ. (A.15)

Portanto, qualquer tensor X〈αβ〉 é simétrico, sem traço e pertence ao espaço de repouso,

ou seja,

T 〈αβ〉 = T (αβ), T 〈α
β〉 = 0, T 〈αβ〉uβ = 0. (A.16)

Quantidades Cinemáticas

A decomposição ortogonal da derivada covariante de uα é dada por

uα;β = vαβ + aαuβ (A.17)

onde vαβ = hγ
α hδ

β uγ;δ e aα := u̇α = uβ uα;β (veja a definição A.8).

O vetor aα é o chamado vetor de aceleração e representa os efeitos de forças não

gravitacionais, ou seja, se anula quando uma part́ıcula se move somente sob a influência

de forças inerciais e gravitacionais (veja a equação de Euler A.71).

O tensor vαβ é a parte espacial do gradiente de velocidade e representa as velocidades

relativas às part́ıculas vizinhas.

Podemos agora separar o tensor vαβ acima em suas partes irredut́ıveis, definidas por

suas propriedades de simetria. Este tensor pode ser decomposto em suas partes simétrica

e anti-simétrica da seguinte forma:

vαβ = θαβ + ωαβ (A.18)

onde θαβ = v(αβ), ωαβ = v[αβ], θαβ uβ = 0 e ωαβ uβ = 0. O tensor ωαβ é chamado tensor de

vorticidade e descreve a rotação da matéria em relação a um referencial não rotacional.

Podemos separar θαβ em uma parte isotrópica (proporcional à matriz identidade) e outra

parte sem traço através de

θαβ = σαβ +
1

3
θ hαβ (A.19)
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onde o traço θ = uα
;α é a taxa de expansão (volumétrica) do fluido e σαβ = θ〈αβ〉 = u〈α;β〉 é

a parte simétrica e sem traço, chamada de tensor de cisalhamento (σαβ = σ(αβ), σαβuβ = 0,

σα
α = 0) e descreve a taxa de distorção do fluxo de matéria.

O significado destas quantidades pode ficar mais claro a partir da equação de evolução

para um vetor de posição relativo

ηα
⊥ = hα

βηβ, (A.20)

onde ηα é o vetor de desvio da famı́lia de linhas de universo fundamentais, ou seja, obedece

à relação

ηα
;β uβ = uα

;β ηβ. (A.21)

Escrevendo

ηα
⊥ = δl eα, eαeα = 1, (A.22)

onde eα representa uma dada direção e substituindo em (A.21), encontramos que a

distância relativa δl obedece à equação

(δl).

δl
=

1

3
θ +

(
σαβ eα eβ

)
, (A.23)

que é conhecida como lei de Hubble generalizada e é válida mesmo que a expansão seja

anisotrópica. Já o vetor de direção relativa obedece à equação

ė〈α〉 =
(
σα

β −
(
σγδ eγ eδ

)
hα

β + wα
β

)
eβ, (A.24)

que dá a taxa observada na mudança da posição no céu de galáxias distantes.

A partir de (A.23) e (A.24), vemos que o efeito de θ sozinho é mudar o volume de um

elemento fluido sem alterar a orientação, isto é, representa expansão pura sem rotação

ou distorção. Podemos definir uma escala média de comprimento l ao longo da linha de

universo de uma part́ıcula através de

l̇

l
=

1

3
θ (A.25)

Assim, como θ está relacionado com a variação relativa do volume V̇ /V , então, de (A.25)

vemos que o volume do elemento de fluido varia com l3. A partir disso podemos definir o

parâmetro de Hubble H como

H :=
l̇

l
=

1

3
θ. (A.26)
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O efeito do tensor de cisalhamento é causar distorções, deixando, porém, o volume

invariante (já que σα
α = 0). A magnitude σ de σαβ é

σ2 =
1

2
σαβ σαβ > 0, (A.27)

e é positiva definida já que σαβ é simétrico e sem traço.

Já o efeito do tensor de vorticidade é mudar a orientação, preservando o volume e a

forma. O vetor vorticidade ωα é definido por

ωα =
1

2
εαβγ ωβγ → ωαβ = εαβγ ωγ (A.28)

e obedece a ωα uα = 0 e ωαβ ωα = 0. A magnitude ω da vorticidade é dada por

ω2 = ωα ωα =
1

2
ωαβ ωαβ > 0. (A.29)

Os escalares ω e σ se anulam se e somente se, respectivamente, o vetor vorticidade ou o

tensor de cisalhamento forem nulos.

Com isso, introduzimos os parâmetros cinemáticos de interesse, σ, ω e θ.

O tensor de energia-momentum

O tensor de energia-momentum Tαβ, assim como qualquer tensor simétrico de segunda

ordem, pode ser decomposto em relação a uα na seguinte forma

Tαβ = ρ uα uβ − p hαβ + qα uβ + qβ uα + παβ (A.30)

onde, por definição

qα uα = 0, πα
α = 0, παβ = π(αβ), παβ uβ = 0 (A.31)

e

ρ := Tαβ uα uβ, (A.32)

p := −1

3
Tαβ hαβ, (A.33)

qα := Tβγ uβhγα, (A.34)

παβ := T γδ hαγ hβδ + p hαβ = T〈αβ〉. (A.35)
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Nesse caso, ρ representa a densidade de energia (relativ́ıstica) total em relação a uα, p

é a pressão isotrópica, qα é o fluxo de energia relativa a uα e representa processos como

condução de calor e difusão e παβ é a pressão anisotrópica. Estes parâmetros são chamados

parâmetros dinâmicos.

Além disso, é necessário, no caso de uma descrição termodinâmica em que ρ, p e

a entropia s são as variáveis fundamentais, uma equação de estado que relacione estas

quantidades. Particular ênfase será dada a “fluidos perfeitos”, caracterizados por ter

somente pressão isotrópica (παβ = 0) e não apresentar fluxo de calor (qα = 0), ou seja,

quando pudermos escrever

Tαβ = ρ uα uβ − p hαβ (A.36)

Se supormos que p = 0, temos o caso mais simples que é chamado “poeira” ou “matéria

escura fria”. Em outros casos, temos que especificar uma equação de estado que determina

p a partir de ρ e outras variáveis termodinâmicas, como a entropia s.

O tensor de curvatura de Weyl

Na Relatividade Geral, a curvatura do espaço-tempo é representada pelo tensor de curva-

tura de Riemann Rαβγδ que, devido a suas propriedades de simetria, pode ser decomposto

em termos do tensor de Ricci Rαβ, do escalar de Ricci R e do tensor de Weyl Cαβγδ, que

é definido por

Cαβγδ := Rαβγδ −
(
gα[γRδ]β − gβ[γRδ]α

)
+

1

3
Rgα[γgδ]β. (A.37)

O tensor de Weyl Cαβγδ pode ser decomposto em relação a uα nos tensores

Eαβ = Cαµβνu
µuν , Hαβ =

1

2
ηαµ

ρσCρσβνu
µuν . (A.38)

que são simétricos e sem traço (Hαβhα
µhβ

ν = Hµν = H(µν), Hαβ uβ = 0 e Eαβhα
µhβ

ν = Eµν =

E(µν), Eαβ uβ = 0) e contêm toda a informação do tensor de Weyl.

Os tensores Eαβ e Hαβ são chamados, respectivamente, de parte elétrica e magnética

do tensor de Weyl, devido à analogia entre a sua definição e a definição covariante dos

campos elétricos e magnéticos a partir do tensor Fµν [86].
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O tensor de Ricci Rαβ é a parte do tensor de curvatura que é determinada localmente

pelo conteúdo de matéria, através da equação de Einstein (A.1). Já o tensor de Weyl

não é determinado localmente, pois devido às suas simetrias, ele não contribui para Rαβ

e portanto não aparece explicitamente nas equações de Einstein. Dessa forma, o tensor

de Weyl representa o campo gravitacional livre, ou seja, a parte do tensor de curvatura

cujo valor em um ponto não é determinado pela matéria nesse ponto. No vácuo, apenas

o tensor de Weyl por ser diferente de zero.

Identidades de Ricci

Agora vamos deduzir algumas equações úteis no formalismo 1 + 3 covariante da Relativi-

dade Geral, que resultam das equações de Einstein (A.1) e de identidades envolvendo o

tensor de curvatura.

O primeiro conjunto de equações é obtido a partir das identidades de Ricci

uα;β;γ − uα;γ;β = −Rαεβγu
ε. (A.39)

Multiplicando estas identidades por uγ e projetando no espaço de repouso obtemos

hα
µh

β
ν(uα;β) · − hα

µh
β

ν (aα;β − uα;γ uγ
;β) = −Rµενγu

εuγ, (A.40)

onde usou-se

uα;γ;β uγ = aα;β − uα;γ uγ
;β, (A.41)

e a relação (A.17). Substituindo esta relação em (A.40) obtemos

hα
µh

β
ν ˙vαβ + aµ aν − hα

µh
β

ν aα;β + vµγ vγ
ν = −Rµενγu

εuγ. (A.42)

Esta expressão contém toda a informação necessária para a obtenção da evolução dos

parâmetros cinemáticos, como será visto a seguir. Decompondo (A.42) em seu traço e

suas partes simétrica e anti-simétrica sem traço, e utilizando as equações de Einstein (A.1)

e a definição de Eαβ (A.38) obtemos as equações de evolução.

Contráındo a equação (A.42) nos ı́ndices µ e ν e após alguma manipulação, obtemos

θ̇ +
1

3
θ2 + 2(σ2 − ω2)− aα

;α = −Rµν uµ uν . (A.43)
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Das equações de Einstein e da definição do tensor energia-momentum (A.30), temos

Rµν uµ uν = 8πG
1

2
(ρ + 3p) . (A.44)

Assim, a equação (A.43) pode ser escrita como

θ̇ +
1

3
θ2 + 2(σ2 − ω2)− aα

;α +
1

2
8πG (ρ + 3p) = 0, (A.45)

que é conhecida como equação de Raychaudhuri.

Pegando a parte simétrica da equação (A.42), obtemos

σ̇〈αβ〉 − hα
µ hβ

ν a(α;β) + aµaν + ωµων + σµγσ
γ

ν +
2

3
θσµν +

+hµν

(
−1

3
ω2 − 2

3
σ2 +

1

3
aα

;α

)
− πµν

2
− Eµν = 0, (A.46)

que é chamada equação de evolução do cisalhamento.

E, finalmente, pegando a parte anti-simétrica a equação (A.42), obtemos

hα
µh

β
ν (ωαβ) · − 1

2
hα

µh
β

ν (aα;β − aβ;α) +
2

3
θ ωµν + σµγ ωγ

ν − σνγ ωγ
µ = 0 (A.47)

que é a equação de evolução de ωαβ. Multiplicando por εσµν obtemos

ω̇〈σ〉 +
2

3
θ ωρ − σρ

ν ων +
1

2
εαβρ aα;β = 0, (A.48)

que é a equação da propagação da vorticidade. Note que, se aα = 0 (que corresponde

ao caso de um fluido de matéria escura, como será visto adiante) e a vorticidade em um

tempo t0 for nula, então a vorticidade será nula em qualquer tempo.

As equações (A.45)-(A.47) são análogas às equações da dinâmica Newtoniana de fluidos

[75]. A equação de Raychaudhuri (A.45) é a equação básica da atração gravitacional e

identifica (ρ + 3p) como a densidade de massa gravitacional “ativa”. O fato de p atuar

como fonte de campo gravitacional é um efeito relativ́ıstico que contribui para o problema

do colapso gravitacional em Relatividade Geral. A equação (A.48) leva à conservação da

vorticidade. A equação (A.46) mostra como o termo de pressão anisotrópica παβ e a parte

elétrica do tensor de Weyl Eαβ induzem distorções em um fluxo de fluido. É interessante

notar que Eαβ possui uma analogia com as forças de maré no caso Newtoniano [86], que

são dadas pela parte sem traço do tensor φ,i,j

Eij := φ,i,j −
1

2
hijφ

,k
,k, (A.49)
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onde φ é o potencial gravitacional. Entretanto, a parte magnética do tensor de Weyl não

tem nenhum análogo newtoniano [75].

Há mais um conjunto de equações que podem ser obtidas a partir das identidades de

Ricci (A.39). Elas são chamadas de equações de v́ınculo para os parâmetros cinemáticos

e são obtidas fazendo-se projeções de (A.39) no espaço de repouso de uα.

Contraindo os ı́ndices α e β nas identidades de Ricci e projetando no espaço de repouso

encontramos

hγ
λ (uα

;α);γ − hγ
λ uα

;γ;α = −Rεγ uεhγ
λ. (A.50)

Usando a equação (A.17) obtemos

hγ
λ (uα

;α);γ =
1

3
θ,α hα

λ + hγ
λ (σα

γ + ωα
γ);α + aα (σλα + ωλα) . (A.51)

Substituindo esta expressão em (A.50) e usando a definição de θ = uα
;α chega-se a

2

3
θ,α hα

λ − (σα
γ + ωα

γ);α hα
λ − aα (σλα + ωλα) = −Rεγ uεhγ

λ. (A.52)

Mas, da definição do tensor de energia-momentum (A.30) e das equações de Einstein

Rεγ uεhγ
λ = qλ. (A.53)

Portanto, a primeira equação de v́ınculo é

2

3
θ,α hα

λ − (σα
γ + ωα

γ);α hα
λ − aα (σλα + ωλα) = −qλ. (A.54)

Passemos agora para a segunda relação de v́ınculo. Usando as identidade de Ricci

sucessivamente

− (Rαεβγ + Rβεγα + Rγεαβ) uε = (uα;β − uβ;α);γ + (uγ;α − uα;γ);β + (uβ;γ − uγ;β);α = 0,

(A.55)

vemos que

(uα;β − uβ;α);γ = 0. (A.56)

Usando a expressão (A.17) obtemos que

uα;β − uβ;α = 2ωαβ + aα uβ − aβ uα (A.57)
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Usando isso em (A.56) e multiplicando esta por ηαβγλuλ obtemos

ωα
;α + 2ωα aα = 0 (A.58)

que é a segunda equação de v́ınculo.

Finalmente, vamos determinar a terceira equação de v́ınculo. Multiplicando as iden-

tidades de Ricci por ηρ
γβεuε encontramos

2uα;β;γ ερ
γβ = −Rαµβγ uµ ερ

γβ. (A.59)

Usando a equação (A.17) podemos reescrever esta expressão como

1

3
θ,γ ερ

γ
α −

2

3
θ uα ωρ + 2aα ωρ + (σαβ + ωαβ);γ ερ

γβ = −1

2
Rαµβγu

µερ
γβ. (A.60)

Simetrizando em α e ρ obtemos

−2

3
θ u(α ωρ) + 2a(α ωρ) +

(
σβ(α − ωβ(α

)
;γ

ερ)
γβ = −1

2
Rβγµ(α ερ)

γβ uµ. (A.61)

Mas

Rβγµ(α ερ)
γβ uµ = 2Hαρ (A.62)

Então temos

−2

3
θ u(α ωρ) + 2a(α ωρ) +

(
σβ(α − ωβ(α

)
;γ

ερ)
γβ + Hαρ = 0, (A.63)

que é a terceira equação de v́ınculo.

As equações de propagação para os parâmetros cinemáticos (A.45)-(A.47) juntamente

com as equações de v́ınculo (A.54), (A.58) e (A.63) são totalmente equivalentes às iden-

tidades de Ricci (A.39) [75].

Identidade de Bianchi

O segundo conjunto de equações vem das identidades de Bianchi

Rαβ[γδ;ε] = 0. (A.64)

Contraindo esta equação uma segunda vez e usando a definição do tensor de Weyl, obtemos

Cαβγδ
;δ = Rγ[α;β] − 1

6
gγ[αR;β]. (A.65)
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Essas equações implicam nas identidades de Bianchi contráıdas

Rαβ
;α =

1

2
R;β ↔ Gαβ

;α = 0, (A.66)

que, pela equação de Einstein, são equivalentes à conservação do tensor de energia-

momentum

Tαβ
;α = 0. (A.67)

Projetando essa equação paralelamente a uα, obtemos

ρ̇ + (ρ + p) θ + qα
;α + q̇α uα − παβσαβ = 0, (A.68)

e projetando ortogonalmente a uα

(ρ + p) aγ + hα
γ

(
−p;α + q̇α + πβ

α;β

)
+ qα

(
4

3
θ hγα + σγα + ωγα

)
= 0 (A.69)

A equação (A.68) é expressão relativ́ıstica da conservação de energia e a equação

(A.69) é o equivalente da equação de Navier-Stokes. Para um fluido perfeito (qα = 0 e

παβ = 0), a equação (A.68) se reduz a

ρ̇ + (ρ + p) θ = 0, (A.70)

enquanto (A.69) leva à equação de Euler relativ́ıstica

(ρ + p) aγ − div p = 0, (A.71)

onde div p é dado por (A.9). Isto mostra que, no caso relativ́ıstico, (ρ + p) é a densidade

de massa inercial. No caso de um fluido sem pressão (poeira), temos que aγ = 0 e as

part́ıculas seguem geodésicas.

A velocidade do som é definida por

c2
s =

ṗ

ρ̇
(A.72)

e deve satisfazer a seguinte relação

0 6 c2
s 6 1, (A.73)

para manter a estabilidade local da matéria (limite inferior) e causalidade (limite superior).
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No caso adiabático, a velocidade do som é dada por

c2
s =

∂p

∂ρ
. (A.74)

Um terceiro conjunto de equações também pode ser obtido a partir das identidades

de Bianchi (A.65). Usando a decomposição de Rαβγδ em Rαβ e Cαβγδ e as equações de

Einstein, encontramos duas novas equações de propagação para Eαβ e Hαβ e duas equações

de v́ınculo. Essas quatro equações são análogas às equações de Maxwell e, por isso, são

conhecidas como equações quasi-maxwellianas. Estas equações mostram que, assim como

no eletromagnetismo, no vácuo também existe uma dualidade entre as partes elétrica e

magnética do tensor de Weyl. Como estas equações não serão utilizadas nas discussões

desta dissertação, não as reproduziremos aqui. Entretanto, elas podem ser encontradas,

por exemplo, em [75].

A.1.2 O modelo de Friedmann

Historicamente, quando o modelo de Friedmann foi proposto ele pressupunha, por sim-

plicidade, que o espaço-tempo podia ser fatiado em hipersuperf́ıcies de tempo constante,

onde cada hipersuperf́ıce possui curvatura constante. Em outras palavras, o Universo

é espacialmente homogêneo e isotrópico. Hoje, um vasto conjunto de observações com-

plementares, em uma ampla gama de comprimentos de onda, cobrindo vários processos

f́ısicos, indica que, de fato a métrica e o conteúdo material são homogêneos e isotrópicos.

O elemento de linha que representa este espaço-tempo, no sistema de coordenadas

comóveis (t, r, θ, φ), é dado por

ds2 = dt2 − a2(t)

[
dr2

1− kr2
+ r2(dθ2 + sen2θdφ2)

]
, (A.75)

onde a(t) é o fator de escala.

Podemos definir um observador adaptado às simetrias do espaço-tempo, associando a

ele uma 4-velocidade definida a partir do vetor de Killing dessa métrica,

uα = (1, 0, 0, 0). (A.76)

95



Nesse caso, o único parâmetro cinemático não nulo é θ.

Decompondo o tensor energia-momentum Tαβ em relação a esse campo de velocidades,

é posśıvel mostrar que ele é equivalente ao tensor energia-momentum de um fluido perfeito

(A.36), já que παβ e qα são nulos. Dessa forma, os únicos parâmetros dinâmicos que não

se anulam são ρ e p.

Os parâmetros ρ, p e θ devem ter o mesmo valor em todos os pontos, ou seja, suas

derivadas espaciais devem ser nulas

ρ,α hα
β = 0, p,α hα

β = 0, θ,α hα
β = 0. (A.77)

Como mostrado anteriormente em (A.25), podemos introduzir uma distância entre

observadores, que de agora em diante chamaremos de a ou fator de escala

ȧ

a
:=

1

3
θ. (A.78)

Dessa forma o volume do elemento de fluido varia com a3 e θ fornece a taxa de expansão

deste volume. Escolhemos t de tal forma que

ẋ = x;α uα =
∂x

∂t
. (A.79)

O tempo t é o tempo medido por um observador comovente com a expansão média e é

chamado de tempo cosmológico. Assim, a dinâmica vai ser inteiramente descrita por ρ(t),

p(t) e θ(t).

Para este modelo, as únicas equações de evolução que não são triviais são a equação

de Raychaudhuri (A.45)

θ̇ +
1

3
θ2 + 4πG (ρ + 3p) = 0 (A.80)

e a equação da conservação da energia, dada por (A.70). Em termos de a, estas equações

podem ser escritas, respectivamente, como

ä

a
= −4πG

3
(ρ + 3p), (A.81)

e

ρ̇ + 3
ȧ

a
(ρ + p) = 0. (A.82)
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As equações (A.81) e (A.82), juntamente com uma equação de estado p = p(ρ), de-

terminam completamente a evolução do Universo neste modelo. Combinando estas duas

equações obtemos
1

2

d

dt
(ȧ2) =

4πG

3

d

dt
(a2ρ). (A.83)

Esta equação pode ser facilmente integrada para obter a chamada equação de Friedmann

H2 :=

(
ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρ− k

a2
, (A.84)

onde k é uma constante de integração. Pode-se mostrar que k é a curvatura espacial

presente na métrica (A.75).

Resolvendo a equação de Friedmann podemos obter a evolção do fator de escala em

função do tempo se soubermos a dependência de ρ em relação ao fator de escala, o que

pode ser obtido através de (A.82).

Definindo o parâmetro de densidade como

Ω :=
8πG

3H2
ρ, (A.85)

podemos reescrever a equação de Friedmann como

(Ω− 1)a2H2 = k, (A.86)

o que mostra que a curvatura espacial é nula se Ω = 1.

Quando tivermos diversas componentes com densidades de energia ρi, teremos

ρ =
∑

i

ρi → Ω =
∑

i

Ωi =
8πG

3H2

∑
i

ρi. (A.87)

Definindo a densidade de energia cŕıtica como

ρcrit =
3H2

8πG
, (A.88)

de modo que

Ωi =
ρi

ρcrit

→ Ω =
∑

i

Ωi =
1

ρcrit

∑
i

ρi. (A.89)
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