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Resumo

Neste trabalho, consideramos o modelo da gravitagdo topologicamente massiva em (1-+2}-
D, levando em conta efeitos devido a tor¢do e a termos quadraticos na curvatura. Para
o tratamento pertubativo do problema, é necessdrio estendermos os operadores de spin
de Barnes-Rivers. O espectro de excitagdes € analisado em detalhes e a unitaridade em

“tree-level” ¢ discutida em alguns casos especiais.
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Abstract

We consider in this work the model for topologically massive gravity in (142)-D, taking
into account torsion eflects and adding up quadratic curvature terms. Envisaging a pertu-
bative analysis of the problem, we extend the class of Barnes-Rivers spin operators. The

spectrum of excitations is thoroughly analysed and the tree-level unitarity is discussed

in some special cases.
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Introducao

0.1 Gravitacao e Unificacao

Com o advento da Teoria da Relatividade Geral de Einstein, em 1915, um novo hori-
zonte abriu-se para o entendimento dos efeitos gravitacionais. Desde o seu surgimento,
intimeras tentativas foram feitas para colocd-la, juntamente com as outras teorias em
voga na época, num Unico modelo unificado, que descrevesse completamente todas as
propriedades, conhecidas ou nio, da matéria.

Logo, a fenomenologia da época mostrou que pontos fundamentais ainda néo haviam
sido sequer tocados, e o projeto de uma teoria unica foi um pouco eclipsado. Entretanto,
o desenvolvimento das teorias para o comportamento da matéria ao nivel microscépico foi
veloz e, com o advento da Mecinica Quantica, em pouco tempo definiu, em linhas gerais,
o cendrio onde deveria ser tentada a unificagdo. Contudo, um sério problema persistia:
a descricdo das teorias de gravitacdo e das teorias de campos se davam com formulacdes
bem distintas. Para contornar este problema, tentou-se, por um lado, o projeto de uma
abordagem de teoria de campo da gravitagdo; por outro, dar uma formulagio geométrica
as teorias para os demais campos de forcas conhecidos. Nenhum dos procedimentos deu
a solugdo desejada e, hoje em dia, as teorias para objetos estendidos {como cordas e
membranas) formuladas em 10 e 11 dimensdes, parecem ser as mais promissoras para a
resolugéo dos problemas da unificagdo.

Um procedimento alternativo e que, hoje se sabe, também nao resolveu o problema
{ao contrdrio, acrescentou-lhe novos aspectos), surge quando notamos o seguinte fato: a

matéria, em nivel microscépico, tem necessariamente dois parametros fundamentais: sua



massa e seu spifi. Entretanto, para a descrigdo dos efeitos gravitacionals, é necessario
somente o conthecimento da distribui¢do de matéria existente (distribuicio de energia).
Observando-se isto, surge a questdo: seria possivel estender a Teoria da Relatividade
Geral, de tal forma que a mesma acomodasse em sua formulagao o spin da matéria e,
assim, tivéssemos uma descri¢do da gravitagdo ja com os pardmetros relevantes para a
compreensdo microscépica da mesma? A resposta é sim, sendo a torgao do espago-tempo

0 objeto que permite esta generalizagao.

0.2 Torcao

0.2.1 Comentarios gerais

Em 1921, Eddington sugeriu a introdugio de uma conexdo ndo-simétrica,[1], e observou
que a mesma fazia com que paralelogramas infinitesimais fossem quebrados, isto é, nao
se fechassem. Elie Cartan, em 1922-25, comegou a trabalhar com conexdes cuja parte
anti-simétrica era ndo-nula,[2, 3], e provou que a mesma transforma-se como uni tensor, a
que ele denominou tensor de tor¢do. Cartan chegou a sugerir que o mesmo deveria estar
associado a algum tipo de momentum angular intrinseco da matéria, mas nio chegou
a desenvolver profundamente a idéia, ficando a mesma esquecida durante certo tempo.
Pouco depois, em 1925, surgia na Mecanica Quantica o conceito de spin (introduzido por
Goudsmit e Uhlenbeck,[4]), que representa um momentum angular intrinseco da matéria.
Anos apés, consolidado o conceito, o trabalho de Cartan foi retomado,[5, 6, 7], e se
mostrou que a tor¢ao do espago-tempo era gerada pela distribuicao da densidade de spin,
e que a mesma poderia interagir somente por contato, através de interagdes tipo spin-~
spin,[8]. Estas interacOes contribuiriam para o tensor de energia-momentum, que, por sua
vez, afetaria o campo gravitacional,[9, 10]. Com o passar do tempo, percebeu-se que o fato
de nio haver propagacao da tor¢do era uma prerrogativa muito mais devida as suposicoes
histéricas tomadas do que aos principios fundamentais da teoria. Assim, as suposigdes

iniciais foram levemente alteradas, de forma a permitir que houvesse propagagio da



tor¢cdo. Desta forma. um férmion pode interagir com outro a distancia também pelo
efeito da torgéo,[11]. Varios problemas novos decorrem desta situagdo, mas um dos mais
sérios (e que j4 afetava o modelo anterior) é o fato dos efeitos associados a tor¢io serem
tdo fracos que nenhuma evidéncia experimental pdde ainda ser achada com os recursos
tecnolégicos hoje conhecidos,[12, 13]. Como os resultados previstos em teorias com tor¢do
diferem dos resultados usuais s6 em situagdes extremas (como buracos negros e Big-Bang),
ou em escalas cosmoldgicas,[10], fica dificil dizer em definitivo se a generalizagio é valida
ou nao. A resposta provavelmente vira da comparagio dos modelos cosmologicos ou das

teorias de unificagao.

0.2.2 Teoria das conexoes com torc¢ao

Como mencionado anteriormente, o tensor de torgio, 7, *, é dado pela parte anti-simétrica

da conexao aﬁm,l”“v"., ou, mais precisamente, por:
A A A A
T =20 =T —Tu” . (0.1)

Definindo o tensor de contorcao,

1
pr’\: §(THVA+TAW— Ty'\“) , (0.2)

pode-se mostrar que a conexao mais geral possivel compativel com a métrica é dada por:
A fA A
P#V . pv} + K,uv b (03)

onde {3,} = 30**(Ougav + OvGua — Gaguw) € 0 simbolo de Christoffel, sendo g, o tensor

métrico.

Desta forma, a equagio de uma curva que autoparalelamente transporta seu vetor

tangente serd dada por:

2.7 dr¥ dr¥ da#H v
d*x 5 ,drfdx Ko zt dx _0 (0.4)

A+ == -0,
da? wlda do Y o dao




que somente coincide com a equagao usual de uma geodésica

d’z* |, da*dz”
+ {0 = =0, : (0.5)
da? B2 da da

se a parte sumétrica da contor¢ao for nula, ou seja K(W)’\ =0

Cabe, neste ponto, salientar que as equac¢bes de movimento de uma particula, em
geral, ndo coincidem com as equagdes das geodésicas, nem com as equagdes das curvas
autoparalelas, pols no primeiro caso a trajetdria das particulas-teste ndo seriam influen-
ciadas pela tor¢do, e no segundo todas as particulas seriam igualmente afetadas, de tal
forma que mesmo particulas sem spin seguiriam trajetérias que se desviariam de uma
geodésica.

Pode-se mostrar, seguindo-se o procedimento de Papapetrou,[14], usado na Relativi-
dade Geral, que as equagbes de movimento para uma particula tém a forma:

dp®

hac il a Y a _
5 e + Fe =0, (0.6)

onde p¥ é 0 quadrimomentum da particula, «” sua quadrivelocidade e £ um termo de
forga que aparece da interagdo do spin da particula com a geometria da variedade, sendo
nulo se a particula for escalar,[11]. No caso de particulas fermiénicas, é necessério se usar
o formalismo das vierbeins (ou tetradas) para se obter as equagbes de movimento.
Quando se estuda a dindmica dos campos gravitacional e de tor¢lo, as variagbes séo
feitas considerando-se estes campos independentes entre si. Neste caso, se considerarmos
somente a agio de Einstein-Hilbert, a torgdo nao apresenta dindmica, sendo necessario
acrescentarmos outros termos (poténcias da curvatura, por exemplo) para que isto se

realize.

0.3 Gravitagao em (1+42)-D

E de conhecimento geral que modelos de baixa dimensionalidade vém sendo usados exten-

sivamente em quase todas as areas da Fisica; desde a Mecénica Quéntica (onde modelos
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unidimensionais sdo usados para se introduzir conceitos de quantizacio de energia e tune-
lamento) até a Teoria de Campos (onde teorias bidimensionais s3o usadas para descrever
efeitos como quebra espontanea de simetria e sélitons), bem como na Mecanica Estatistica
(onde 0 modelo de Ising bidimensional é um sistema completamente solivel, apresentando
transigio de fase). Contudo, pouco interesse houve no passado em se desenvolver teorias
de gravitagdo em dimensbes mais baixas, talvez devido ao fato da teoria de Einstein nao
apresentar graus de liberdade dindmicos nesses casos. Mais recentemente, entretanto, o
interesse em tais teorias vem se consolidando, principalmente apds se notar que a falta
de um verdadeiro conteido dindmico ndo impossibilita o aparecimento de aplicactes in-
teressantes, como se mostra no caso das teorias de Yang-Mills em 2-D. Ao contririo,
gravitagdo em 3-D contém caracteristicas em comum com gravitagio em 4-D, tais como
efeitos topoldgicos globais nao-triviais. Além do mais, mostrou-se que a dindmica pode
aparecer se acrescentarmos termos tipo Chern-Simons,[15, 16|, ou de ordem superior na
curvatura (tipo escalar de curvatura ao quadrado ou Ricci ao quadrado). Descobriu-se,
também, que a gravitacdo de Einstein-Chern-Simons em 3-D é renormalizavel,[17, 18, 19],

0 que, pensou-se, poderia trazer alguma intuicido para resolver o problema em 4-D.

0.4 Tor¢cao em (1+42)-D

No presente trabalho, consideraremos a introducgio da tor¢do na gravitagio de Einstein-
Chern-Simons, bemn como de termos quadraticos no escalar de curvatura € no tensor de
Ricci, e analisaremos as conseqiiéncias disto sobre a teoria. Assim, no Capitulo 1, faremos
uma breve revisio das propriedades do tensor de curvatura, quando considerado o termo
de torcao. Logo em seguida, decomporemos o tensor de tor¢do em suas componentes
irredutiveis em (1+2)-D, e proporemos uma ac¢io para a descricio da dindmica. No
Capitulo 2, consideraremos uma generalizagao dos projetores de Barnes-Rivers em (1+2)-
D para acomodarmos os termos provenientes da tor¢do e de Chern-Simons, e escreveremos
a acao bilinear nos campos em termos dos mesmos. No Capitulo 3, encontraremos os

propagadores em “tree-level” dos campos e discutiremos as condigdes que devem ser



impostas sobre os pardmetros da agio para assegurarmos a unitaridade (em “tree-level”)
da teoria. Seguem-se as Conclusbes Gerais €, finalmente, inclui-se um Apéndice, onde é

resumida a dlgebra dos operadores de spin tipicos de (1+2) dimensGes.



Capitulo 1

A Acao e os Modos de Torcgao

Neste capitulo, veremos como ficam as propriedades algébricas do tensor de curvatura
(e dos tensores dele obtidos), quando levamos em consideragio uma conexdo com parte
anti-simétrica nao-nula, sendo a mesma dada pelo tensor de tor¢do. Em seguida, decom-
poremos a torgao em suas componentes irredutiveis sob SO(1,2), expressando o tensor
de Ricci e o escalar de curvatura em termos das mesmas. Uma vez de posse destas
expressoes, proporemos uma agao genérica para a descricdo da dindmica dos campos
gravitacional e de tor¢ao em (1+2)-D. Considerando a aproximagio de campo gravita-
cional fraco, e mantendo somente os termos bilineares nos campos, ji que nosso objeto
de andlise é o espectro de excitacdes, obteremos a primeira expressio da nossa acio.
Observando que o campo gravitacional tem as propriedades de um campo de gauge, ¢
necessario acrescentar um termo de “gauge fixing” i acdo, a fim de podermos proceder

a quantizagao do modelo.



1.1 Propriedades Algébricas de Ry, €
Tensores Oriundos dos Mesmos.
() tensor de curvatura, ’)’?,O,W'B , é definido em termos da conexao afim pela expressao:

.’Rcvanw}B = 20 F#]"ﬁ +2 P[ah‘ﬁ L (1.1)

Convém lembrar que, em teorias com uma conexao assimétrica, a conexdo mais geral

compativel com a métrica € dada por:
F,uuA: ;\;y]"kKnv/\ ) (12)

onde Qy} = %g*"(@ug,w + 8y gux — Oxg,) é a conexdo (ou simbolo) de Christoffel e K, *

o tensor de contor¢ao, dado por:

a1 A A A
K,'= E(TM + 7 - T, (1.3)
) A A =
sendo 7,," = 2 T',,;" o tensor de torgao.
Observe que a torgio é anti-simétrica nos dois primeiros indices, 7,,* = - 7,,% e

que, em conseqiéncia disto, a contor¢ao é anti-simétrica nos dois ultimos indices, K, =
_ K
T p A com K,u.u)\ — ik I{gu .

Substituindo (1.2) em (1.1), podemos escrever:
Rauw? = 2006 ({{,} + Kjpo®) + 2000} + KoY} + Kppp”), - (14)

ou seja, temos que:

Row? = Row®+ 084 Ku® — {1y K+ {8} K (1.5)
—(9u Kauﬁ + {E’U} Ka'}'ﬁ - ﬁ'f} KQUT

+ Koy? K" — Ku® Ko



— B B
onde Ra,u.uﬁ — 28[0{#,]1/} + 2{[0:|';r}{
torgao (é oportuno ressaltar a diferen¢a notactonal entre os dois tensores de curvatura:
Rau” € Raw”).

Somando e subtraindo o termo {7} K,,”? (e lembrando que {7} = {7,}) em (1.5),

rp},} é o tensor de Riemann usual das teorias sem

ficamos com:
Row” = Rop® + Do Kp® = D, Koo ® + Koy® K" — K, Ko7 (1.6)

sendo Dy K,,° =8, K,,° — {2} Ky ® — {2} K"+ {£,} K", a derivada covariante
usual das teorias sem tor¢do, isto é, a derivada covariante sob transformacoes gerais de
coordenadas com conexao de Christoffel.

A fim de se analisar as propriedades algébricas do tensor de curvatura, consideremos
o tensor de Riemann totalmente covariante nos quatro indices, Rauvg = gy Raw”, 0U

explicitamente,
Rauﬂﬁ = meﬁ + Do Ky — DuKOVB + Kcn'ﬁ KWT - Ku'rﬁ Ko? . (1-7)

Lembremo-nos que g,z tem as seguintes propriedades:

(8) Rapvs = —Rpavs = —Rappr = Ruase
(b) Ropvs = Rupay
(¢) Rapws + Ruopus + Ruwag =0 .
Temos, no nosso caso, com tor¢io, que:
(1) Rows = —Ruavs = —Rausy = Ryuapy »
(ii) Rapws = Rupap — 2DpKglay + 2D s = 2Ky Kigia” + 2Kjapys Kjup 7

(iii) Rapws + Ruaus + Ruvas = 3(DjaTyls + T ” Kiajys) -



Verifiquemos, também, como fica a identidade de Bianchi em presenga de torgio.

Neste caso,

DiRapws + DyRoavs + DaRynus = 3K Riappys + Kpip” Riaun)  (1.8)
= 3(Kpp” Raups + Kpns” Rapuy)
+6D[,\(Kahﬁ KMHT) .

Vejamos, agora, como se modifica a expressio para o tensor de Ricci, R, = g°P Raps =

Ragua :
Ryup = Ry + Do Kpy® = Dy Ko+ Koy K = Ky ® Ko7 (1.9)

Podemos facilmente observar, da expressdo acima, que o tensor de Ricci néo é simétrico

na troca de seus indices. Usando a propriedade (ii} de R,,.5, encontramos:
Ruv = Ry — 2D Ko+ 2D K, ® — 2K K197 +2 Koy ® K . (1.10)
O escalar de curvatura, R = ¢g**R,, assume a forma:
R=R+2D, K,** — K,*, K,/7 — K,,* K" . (1.11)

. Ha ap __ 1 Mo I T O apy __ e p : o
Observando que: K" = — K, ™ = S(7,K*+ 7%,/ — 7,%%) = 79,*  pois 7,#* = 0,

e definindo o trago t* = 7% ,#, podemos escrever:
Escrevendo K,,* K" explicitamente em termos da tor¢ao, obtém-se que

1
Kyy® Ko7 = _Z(QT‘maTW” + TyauT ) (1.13)

10



), substituindo-os no escalar de curvatura, conclui-se que:
_ 0 o 1 Yo 1 Ty
R =R+2D, —t,t° + 3 7rouT + 5 TowaT N (1.14)

Todas estas expressdes serdo de extrema utilidade ao longo deste trabalho.

1.2 Decomposicao do Tensor de Torcgao

O tensor de torcdo em (1+42)-D carrega consigo nove graus de liberdade, que podem ser
descritos em termos de: um escalar, proveniente de sua representagdo completamente
anti-simétrica; um trivetor, oriundo do trage da torcdo, e um tensor de segunda ordem,

simétrico e de traco nulo. Em termos deles, o tensor de torcdo fica expresso como:

1
Tafy = EagyP + §(gvﬁta - Q—,«atﬁ) + £apa XAT ) (1.15)

o i3 , - .
onde e,8, (€%°7) = | /geagy (S \/;) é o tensor covariante (contravariante) completamente

anti-simétrico em (1+2}-D, sendo €45, (€*°7) a densidade tensorial de Levi-Civita do
espago plano, e g,g a métrica do espaco-tempo.

Da definicdo do tensor de contorcao,
1 1
Kogy = 5(7’“137 + Tyag — Thya) = 5(37[0,57] + 27’753) , (1.16)

temos, usando a eq. (1.15),

1 1
Kapy = 5{3‘5&,67‘19 + 2[e4gap + §(gmﬁt'r — Gavls) + Evaa XAQ]} (1.17)
1
= 5[50:67‘19 + (gapty = Gavts) + 26401 X o] |

Assim, podemos agora expressar, através destas relagbes, o tensor de Ricci e o escalar
de curvatura em termos de ¢, t, € Xo5. Para 1sto vejamos primeiramente como ficam os

produtos K, % Ko7, “auT’™ € Ty 7™ em termos dos mesmos.

11



Antes, porém, lembremos que em (1+2)-D valem as seguintes relagdes para e,y

pA

Eaﬁ‘Yan\ —

o3
Eapy€ A =

Eapy £ =

Assim,

TrauT

da mesma forma,

TyuaT

SEGES) — EGASY + SAShSY — SAG40L + 1E35E — SLSHSD |

8582 — 838,

A
25}
6 .
- 1
R §(gmt., — Guyta) + €qan Xl\n] x
1
x[e"¥p + 5(9““#"’ — g*TY) 4+ 7 X, ¥
= 6% + 1t + 2Xs X8
1
T = [Ewﬂ‘p + S(Gauty = Gantu) + Eqpa Xha] X

2
1
X[g”“'“(p + 5(9#%? - g’“"’t“) +evR X, ﬂ]

= —6p? + %tat"‘ + Xop X8

O termo de contorgdo, por sua vez, 1é-se como segue:

a 4
Km Koy

1 1

= Z[gma‘%’ + 5(9’#7% — Gualy) + 2eapn X ] %
1

x[e®, o+ i(gavt" — g™t +2e7," X, 9

1 3 1 1 .
= 59;"/392 - Zguvvpﬂp - §Xpu99 + Z(tﬂtu = Guotat®)

1
5 (Enta X = 2507 X" = X7 X

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

Substituindo esta tltima expressdo juntamente com a eq.(1.17) na eq.(1.12), obtemos

i2



que o tensor de Ricci essume a seguinte forma:

1
R = R+ 5(5;‘”“})&@ + Duty + g Dat® + €% 00 Dy X*)) (1.22)

I | .
_Eg;w‘p + Zspu'yt w + Z(t;&tu - gnutat )

1 [0 L
=5 Enta X = et X",) + X, X,

Do mesmo modo, substituindo as expressdes para 7,,, 77" € 7.,,,7"** na eq.(1.14),

encontramos que o escalar de curvatura é dado por:
a 3 2 1 o a3
R =R + 2Dt — 5(,0 - Et“t + Xap X . (1.23)

Com isto, passemos ao estudo da dindmica destes campos.

1.3 A Acao em Presenca de Torgao

Consideremos, como ponto de partida para o estudo da dindmica dos campos gravitacio-

nal e de torgdo em {1+2)-D, a seguinte agao:
S = /d3$\,/§(01£1 + azﬁz + a3£3 + (14.64) ' (124)
sendo L1 =R, L2 =R?, L3 =R,R" e L4 0 termo de Chern-Simons, dado por:
vA o 2 o T
_£4 =" F,\g’o (8“_‘ Pp,, + g F,u'r ]._\yp ) y (125)

Antes de comegarmos a fazer nossas expansdes, notemos que, quando substituirmos

a eq.(1.23) na agao (1.24), obteremos o seguinte termo:

2a1v/GDat® = 2a1/G(8at® + Tap®t?) = 2a;,/9[0at" + 85(in \/g)t*]  (1.26)
= 20)[\/G8at® + Bu (VO] = 8a(2a1,/5t%) ,
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sendo 0 mesmo um termo de superficie e podendo, assim, ser desconsiderado na acio.
Em analogia com o caso quadridimensional, onde o campo gravitacional em geral ¢
fraco o suficiente a ponto de nao precisarmos considerar a forma exata de g, e podermos,
deste modo, considerar apenas uma pequena perturbagio em relagio ao espago plano,
faremos uso da expansio de campo fraco, e, assim, consideraremos a dinimica dos campos

num espago-tempo de Minkowski. Lembremos que, na aproximagao fraca, temos:

1 0 0
Guv = M + khy, , onde 7, é, no nosso caso, dada por: (n.)=]0 —1 0 ,
6 0 -1

e a inversa da métrica, g", serd g#" = p* — kh*v.

Nesta aproximacao, teremos que:

VG = [det(mu + khy)]7 = [det 9, (62 + k B ,)]7 = [det(n,0) det(5° + k h® )]}
= [det(5% +k h°,)]* = \/1+ k ho®, onde ho® éo0 trago de hy, . (1.27)

Expandindo /1 + k& h,® em série até a primeira ordem em & h,® , encontramos que:
k [+3
VE =143 ke (1.28)

Com estas expressoes em maos, vejamos como fica a agao em termos dos campos hqg,
@, to € X,p. Para isto, consideraremos somente os termos que contribuirdo bilinearmente
nos Campos.

A conexdo de Christoffel, considerando-se a aproximagio descrita acima, pode ser

escrita como:

k
{ﬁu} = Qm(aug'w =+ avgﬂ’r - a’rguV) = _z_nav(aphw + avhm - 3’}'}1#») (1.29)

b 20 B e

(ap h’au ‘|'"au h;&a - 3“}1#,,) ?
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¢, em particular, temos que:

k k
S} = {5 = Bllny3) = Bn(1 + 5 b = A5 ha®) = o, hee . (1a0)

Assim, o termo ,/ga, L, fica, a menos de uma divergéncia total, igual a:
3 2 1 a afl
VinLs = iR = JGulR(R) - S¢ — Stat® + Xas X (1.31)
k 3 1
= (1 + ‘§ ha“)al[R(h) — 51102 — §tata + XaﬁXaﬁ]

k 3 1
= Gl{R(h) + -2- haa R(h) — 51102 — Etata + XaﬁXaﬁ] .

Vemos, desta expressdo, que o escalar de curvatura contribui somente com termos algébricos
para os campos de torgdo, o que caracterizaria a tor¢io como campo auxiliar (ndo-
dinamico). Achemos, agora, R(R) + & h,® R(h) explicitamente em termos de hy,. Para

isto, usaremos as eqs.(1.29) e (1.30). Lembremos que R = g**R,, e, portanto,

R = ¢®0.{L} - 0.+ & HLY - 6 HAD (1.32)
= (- kh“”)[g(@aag B, + BaBy hy® — Olhy,) — gaﬁa;, ha®
2
+%3~, ho® (8, Ry + 8, b, — 87hy,)
k?

(G k% 40y hy® = Ry )(a BTy + 3, he” = Tha)]

Apds alguma algebra, encontramos:

k2
R = —k{Oh,® - 3,0;h) + I(zhﬂﬁahaﬁ + Ok 9%k, + 2R*0 8,05 k"
+28,h°P85 by — 8, ho® O hp? — 20,h°P0; kY — 4h*8,8, WV 5) , (1.33)

e, desta forma,

k2
R(Rh) + -';3 ha® R(h) = —k(Ohy® — 8,03h°%) + I(*zh“ﬁahaﬁ + 0ahP18%h g, (1.34)
~2 ho® O hgP + 2 hy® 80,077 + 283,05 b)Y + 20,h%P05 b, +
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—8, ho® 8" hs? —28,h°P85 h," — 48,8, b7 ) .

Tendo em mente que esta expressdo estd sujeita a uma integral sobre todo o espago-tempo,
faremos algumas integragdes por partes, de tal forma a agruparmos e simplificarmos o
niajior mimero de termos que for possivel. Desprezaremos os termos de superficie, que

aparecerao das integracdes devido a hipdtese de que os campos vao a zero no infinito,

Assim, obtemos:

k1 1

k
“he®R(h) = k(O ha® — 8,83h°7) + ?(ﬁhaﬁmhaﬁ — 3 ha® D hs”?

R(h) + 3
+ ha® 830,077 — h288,8, B 5) . (1.35)

Notando que —k(0 h,* — 8,05h*) = —8,[k(3* hg” — 33h*?)] também é um termo de

superficie, ficamos com

k k1

R(h) + 5 ha® R(R) = (5 LB e — h O hp® + ho® 830,k — h*29,8, h7 ) .
(1.36)
Temos, portanto:
k2
Vials = alo (Qh“ﬁmhaﬁ» ~1heo hs? + ho® 830, hP7 — h*P8,0, h7 )
3 1
~50" = Stat® + Xop X*7). (1.37)

Consideremos, agora, o segundo termo, ,/ga2£Lz (onde somente os termos que contri-

buem com partes bilineares nos campos serdo mostrados):
\/§a2£2 = \/§a2'R2 = ag[Rz + 4(3at°‘)2 + 43at°‘R] : (138)

mas,

R* = k(O h,® — 8,05h°%)(T h,” — 8,8;h7%) (1.39)
= k(O ho® Ohy7 — 20 hy* 8,05R™ + 8,050°°8,0;17°)
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40,t*R = ~k(O ho® — 0, 05h°) 1" . (1.40)

Agrupando os termos, e fazendo integra¢des por partes, obtemos:

VIl = ag[k®(ha® 0% hgP — 2 he® 000,077 + h*20,0,0,0:h™°)  (1.41)

+4k(t208, hg® — t20,8;0,hP7) — 4t%8,8,t°) .
Vejamos o proximo termo da agéo ,/gasLs:

VaasLls = /gasRagR = a3(RapR® + 8,150°t° + 8, Ko G K (1.42)
2RQ587KG’BT + 2Ra330t’6 + 28.,, KﬂgT 8"‘1:5) ;

Para escrevé-lo em funcdo de hag, ¢, ts € Xag, temos de usar a eq.(1.17) e o tensor

de Ricct na aproximagio fraca, que é dado por:
k
Rop = —E(Dhﬂg + 0,05 h, 7 — 8,8, h" 5 — 838, h",) . (1.43)

Assim,

2

k
RasR® = 5 (Ol + Badp by — 828y h7 5 — 830y h7a) X (1.44)
X (Dha’s -+ 308’6 haé - 8‘*65?1‘5‘3 — 6585}1'5‘*)
kz
= —Ai—(mhaﬁmhﬂﬁ + 20ha50%8° k)" — 40hag0°8,h"P + 0,85 h," 3%8” hs°

48,83 h.,” 0°8sh% 1 28,8, K" 58° 9589 + 20,8, b7 5 B 0sh°%) .
integrando por partes, obtemos:

k2
RogR%® = 7 (s [PRP — 2 h,® 0B30,h%Y — 2 h™ 3 00,0,k (1.45)

+2R%78,8,0505h%° + he® D2 hgP) .
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O termo 0., K57 0s K% serd:

1
8,, KaﬁT 3'5Ka’6'5 = Z[eag,,a""ga + (T}ﬂﬁmt,)f — 3Qtﬁ) + 26,),,5)‘3F)f XAQ] X (146)

x[27 D50 + (1P 3% — 0°tP) + 2705 X,.%] .
Efetuando o produto e integrando por partes, como nos outros ¢asos, acharemos:

1
0, Kap? K7 = - (2¢0¢ + 4pB, 03 X + 120k, + %0, 05t° (1.47)
—4e*Pt50;0, X0 +4XP0X,5 — 4 X35 0,8,X7) .

O préximo termo sera:

21!'?0(}33,),}'{0(’6')r = —g(DhQﬁ + 30(33 h,r'r —_ 3.&3., hTﬁ — 3}93_, h,"!c,) X (1.48)

x [0y + (AL, — 0%°) + 26720, X,°] .
Integrando por partes e simplificando, obtemos:

k
2R 30, K07 = 5 (£ 00 he® —t%0, 050,77 +26°P7 X ° 00,526 X, 8,050, h" ) .

(1.49)
Passando ao préximo termo,
2Rap0%t? == —k{(Dhop + 0,03 hyY — 0,0, b7 5 — 838, h7 4)8%t? | (1.50)
e fazendo a integragio, conseguimos:
IR 0°tP = (1700, hs® — 1°8,0;0,h%7) . (1.51)
Por fim, vejamos como fica 28, Kaz” 8% :
20, K" 8°t° = 0,t5[e*® 8,0 + (™87t — 8°t°) + 2724, X7, (1.52)
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que, apds as integracOes e simplificacdes, assume a forma:
20, Kap” 0% = t°0t, — t°0,05t° — 2683050, X,° . (1.53)

Agrupando todos os termos, e realizando integracdes por partes, bem como as opor-

tunas simplificacles, obtemos que:

kz
VIl = aa[Z(hﬂﬁGQh“ﬁ + ha® T hg? — 2 hy*0838,h% — 2 K3 08,0,h™
k
+2h%70,,0505h%) + 5 (3t°00, hs? — 3t°0,850,h%7 + 2¢°%7 X ° 018, hsg
1
-—26‘]'37 X-J,é 6&6565 h&g) - Z(Q(,OU(,O + 4(,08a85Xaﬁ + & Dﬁa -+ 5t&8a85t'3

+46*7130500 X,° + 4XP 0 X0 — 4 X% 5050, X7°)] . (1.54)

Temos, agora, de expressar 0 termo de Chern-Simons em fungdo dos campos hqg, ¥,

te © Xaog. Levando em conta as nossas consideragdes, podemos escrever que:

2
Vails = /aae®™ T,,7 (8, Tpp” + 3 Ter” Tsp7) (1.55)
= {5, 10u{05} + {5100 Kup” + Kyof 80u{55} + Koo® 00 Kpp?) -

Procedendo como antes, vejamos como fica cada termo.

kz
€18, 10:{0p) = I.s'ﬁ*ﬁ"f({;t,, B g+ 0y hy? — 0Phyy)(BaBy A7 g + 8Os h,° — 840 hys) ;

(1.56)
fazendo as integracdes e simplificando, obtemos:
kZ
€18 }8a{3s} = ?fam(h-r& D8ahsg — hy® 8a8cBs B ) - (1.57)
Passando ao termo seguinte,
k
L, }0a Kps® = (0,177 + 8% hy? — 0 hy) (1.58)

x [epﬁaaaﬁo + (??pﬁacrto - ??paaatﬁ) + 2605,\3‘] XA p] '
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Iniegrando e fazendo as simplificagbes, obtemos:

P V106 Kpp® = g(cpﬂ ho® — 00a0sh™F — X*POh,s (1.59)
—XP0,05 hy? + XP8,8, hY 5 + X*P830, hyY) .

Consideremos, agora, 0 termo:

k
€ Kyo Oo{ps} = Zeam[e’rop‘p + (ot = Mhypts) + 26000 X)X (1.60)
X (00, h7 g+ Oalg hp” — 0a0"hyg) .

Seguindo o procedimento padrdo feito até aqui, encontramos:

Lk
1 Kp?0a{ls} = 5 (90 ha® — 9005k + 2XPThag (1.61)

+2X Bg O hy T — 2X%8, oy h7g — 2X""535 ha7) .
O 1dltimo termo 1é-ge:

1
D1 Koy B0 Kpp” = 36 erpp + (Thoty — Thots) + 2epon X1 (1.62)

X[ €57 Oap + (03 0al” — 17 Oatp) + 2 € g 0 X™] .
Apods alguma dlgebra, integrando e simplificando, obtemos:
P K. .78, K,p° = %(—maat‘* + €585ty — 4ta05 X — 4™ X0 0, X55) . (1.63)
Agrupando todos os termos e simplificando, conseguimos finalmente a forma reduzida:

V9asly = “ﬁ*(hﬁ O, hsg — by’ 0,0.05 R 5) (1.64)

[
- %( 3XP0hog + 3XP0,05 hy” — 6X*08,0, hY g) +
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1
—7(200at" - P30, — AXPD 15 + 4¢PV X0 8, X45)] -

Assim, o setor de nossa agio quadrdtico nos campos do modelo assume a forma que

segue:

k* 1 1
S = /633;;;{@1[E(E,w"ﬁuhc,tfj — 5 ha® O hg® + ha® 830,h°7 — k20,0, 17 5)
3., 1 p
— 20 — Tt 4 XX
59 3 5 X
Fas[k?(ho® 0% hg? — 2 hy ® 0838,h%7 + h°P8,040,05h™) (1.65)
+4k(t208, hg® — t°8,850,hP7) — 4198,8,1°)
k? |
+a3[—;1—(h05|:|2h“’6 + ho® 0% hg” — 2 hy® 080,177 — 2 h® 300,09,
k
+2h%78,08,0505h°F) + 5(3t‘*|:|30 hs? — 3t%0,050,h% + 26%7 X% 08, hyp
1
—2¢P7 X% 0,050, h" 5) — 1(2(,0[399 + 490,05 X 4 t*Ot, + 5t78,05t°
+4e°P 5050, X, ° + 4X°P0X 05 — 4 X% 58,6,X7°)]
k2
+a4[—2—e“ﬁ"’(h,,,5 D@ahm — h—ya 603K65 hnﬁ)
k
——2-(3){0“51:;&mﬁ 4 3X89,05 h.,” — 6X°P5,8, A" 5)

1
- Z(?goaat“ — GQBTtﬁaat-r — 4X°’66cxtﬁ + 46‘:]{'61'r XET 3,_-,X5}3)]} .

Lembrando agora que o campo gravitacional linearizado, h,, , é um campo de gauge
com a seguinte liberdade de transformacdo, éh,, = 0,§, + 0,€, , sendo £, uma funcgéo
vetorial arbitrira, devemos acrescentar um termo de gauge-fixing & a¢io; no caso, ado-

tamos o termo de gauge-fixing de De Donder, dado por:
1
M, F% onde F, = 83(h°, — 553 h,?) . (1.66)

Assim,

AFF = \d5( R, — %52 h,")05(h%* - %n‘*ﬂ he™) . (1.67)
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Realizando o produto e integrando por partes, obtemos:
1
AFF® = M ho® 050,07 — h*P0s0, b7, — 1 he® 0 hg?) . (1.68)

Por motivos que s6 ficardo claros no Capitulo 3, acrescentaremos, também, um termo

de acoplamento entre 0 campo X, e o tensor de Ricci Riemanniano R, ,
afb -k af af ¥ afB ¥
a5 X P Rag = a5[—§(X Dhas + X¥0,05 h,” —2X°0,0, h74)] , (1.69)

Este termo é consistente com as simetrias do sistema e terd forte conseqiiéncia no
espectro dos modos de spin-2, como sera visto posteriormente.

Com isto, encontramos que nossa ag¢ao sera.

k? 1 1
S = /d3x{a1[5{§h“ﬁﬂhaﬁ 5 ha® O hs® + ha® 0:0,h7 — h708,0, W7 )

1 1
— 20 = Sl XagX ] 4 Mo 050,157 — KP3D, W~ 1 1o O hy?)

+aa[k?(he® D% hg® — 2 by ™ 0830, A5 + K83, 850,05 k™)
+4k(t200, hg” — t28,050,h°7) — 4t%8,0,t° (1.70)

2
+03[%(h0gD2h°’3 + ha® 0% hg® — 2 R, ® D80, P — 2 b 5 08,0,k

+2h%70,,0,0505%°) + g(3t“D3a hs” — 3t20a0p0, k7 + 2607 X, DB, has
~2¢*87 X 98,850, b 5) — i(%ﬂw + 490,05 X + t*0t , + 5t°8, 051"
+4€0 50580 X0 + 4XP0X 5 — 4 X 50,0, X))

+a4[%26a67(h16 O8ahss — by’ 0a0x05 h* g)

k
—E(SX“"Dh(,g + 3X%8,85 h,” — 6X*08,8, h" )

1

4
k

+05{_§(XGBD.’10,6 + X98,85 hy? — 2X 28,0, k" 5)]} -

(200, — €150t — 4X PO ts + 46 X°. 0, X55)]

Esta agao completa em seu setor quadratico sera o ponto-de-partida para ¢ que se
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discutird nos capitulos sucessivos, quando desenvolveremos todo um formalismo de ope-
radores de spin e derivaremos os propagadores de alguns modelos de gravitagdo em 3D,

discutindo a viabilidade dos mesmos como possiveis teorias fisicamente consistentes.
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Capitulo 2

Os Operadores de Spin da

Gravitacido em 3D.!

Neste capitulo, faremos uso dos operadores tensoriais de Barnes-Rivers,[20, 21] em sua
versdo (1+2)-D, [22], (bem como dos operadores que advirdo dos termos de torgio e de
Chern-Simons) para escrever a agido quadratica do capitulo anterior de uma forma em
que o propagador dos campos serd dado pelo inverso do operador tensorial que aparecerd

atuando num multiplete de campos tensoriais de “ranks” distintos.

2.1 Os Operadores de Spin

Sejam os operadores tensoriais de Barnes-Rivers em (1+42)-D:

P;Eifuﬁ = %(Bmgmﬁ + 0us6ua) — %gnuguﬁ )

Pls = %(gmwva + Oupwia + Guawus + Oupwpe)

P = S Oulas (2.1)
P;EE;? = Wwlag

!Veja também referéncia [23] para uma versio mais compacta do que é apresentado
neste e nos préximos capitulos.
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(0--sw) 1
P#'«ﬂﬁ = %gﬂvwaﬁ :
(0—ws) 1
pad - Ewm‘,g&g .
E os operadores:
Awr = €y 07, Byop = Mua 85 + NupOa € Dyog = Apadp + Aup0a (2.2)
que, juntamente com,
Spv,a,@ = Act_uguﬁ -+ Aﬁ#gya + Aaug,uﬁ + Algyg#a (23)
€
R#"-ﬂﬁ = Aﬂﬁwvﬁ + Aﬁpwva + Aakuﬂ + Aﬁyw,ug . (24)

iormam (a menos de operadores do tipo O;,;,8;,, onde O, ;, é um entre Ap, 840 € wy)
uma algebra fechada.
Lembremos que 6, e w,, sdo, respectivamente, os projetores transverso e longitudinal,

dados por:
8,0,

S (2.5)

Bur = Tpw — Wpy € Wy =

A dlgebra de todos estes operadores é apresentada no Apéndice desta tese.

2.2 A Acao em Termos dos Operadores de Spin

Para escrever a agio em termos destes operadores, devemos fazer sucessivas simetrizacoes
nos indices que 0s campos carregam. Por uma questdo de organizacio, faremos a sime-
trizagdo para cada um dos campos em separado e, posteriormente, consideraremos as
sumetrizagoes ditadas pelos produtos de campos nos termos quadraiticos.

Comecemos com o campo k.

Lon = Lg5 + Lipp + Lopn + Lapp + Lann (2.6)
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Lof+ Linn = Mha®850,h% — h°B950, b7, — % he® O h®) (2.7)

5, 1 1 1
kA (GH Dhag % ha® O g + 5 ho® 9p0, P — 00,8, W)

Apoés a simetrizacao, encontramos:

A

ok 0»1‘:' @ m _ (Kay+20)0 o) (0-w)
f’!}‘f + f’lhh = _h‘“ [ Pﬁuaﬁ — ADP prald —Z—P::w o P,uvaﬁ
\/_’\ s ws o
+ (Pﬁ?,aﬁ ) P e (28)
Lopn = agkz(hﬂa Imp hﬁﬁ -2h," 13636‘.,!13“’ + h"‘ﬁaaé‘g&,aah'“j) . (2.9)
Assim,
Loy = 5*’1””(4372 202 Py ke (2.10)
ask’ 27 aB a2y B o B
Lapn = i (hag°h™ + ho® 0% hg” — 2 ho® O0s0,R (2.11)
—2 h* 5 08,8,k + 2h*78,8,8305h%) |
e, portanto,
1 azk?? 3 s
Lom = 5 h*(Z5—Plllos + Sask® D Pl A0 (2.12)
a,;k afy p 6 afy R~
£'4hh = 2 ( h. 0o h‘jg — € h 8 8 85 ﬁ) . (213)
Apos simetrizar,
1 ask?0
Lapn = 5-‘11’””( 44 Snu,aﬁ)haﬁ : (2-14)
Agrupando todos os termos, obtemos:
1, ., k*a,0 a k202
Lwn = FA"{ 21 )P — AOPy s + (2.15)
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[(@1k® + 2X)0 — 8k%a;0? — 3a3k*0% __y
_ })y 5
2 Hina
A0 {0~w) \/§AD {0—sw) {G—ws) a4k2D @
_?P‘uv,aﬁ + _E)—_(Pptu,aﬁ + P;w,a,ﬁ ) + S#”aa.ﬁ}h’ s
Passemos agora ac campo escalar.
3a az0 1
Egow = JClﬁ,cx,o + £3fp§o = 99(_71 - 37)‘19 = '2_‘19(_30'1 - a3D)‘P -
A parte do campo vetorial fica:
Loy = Ly + Loyt + Lape + Ly
com
1
Ly = —ﬂfata = -t*(—a18ua — 1w )t%
2 2
o B 1 [+3
Loy = —4ayt 8a8gt = §tﬂ(—8agmw“0)t )
as 1 O
Loy = —f(tc, Ot + 5t%8,05t%) = 5:&“(‘%9#& — 33 0w )t°
e

s 1 24 1 [+ 7]
£4tt = ?Ga'@?tlgaat? = 5#“(?67;1,137”0 = :—)t#(EAna)ta .
Agrupando os termos. obtemos:

1 2a; + a30
Ly = ‘tp[_ _ 2&3

a
5 Bua — (a1 + 8220 + 3a30)w,, + ?4‘4;:&}?“'

O termo do campo tensorial de rank-2 (e tra¢o nulo) é dado a seguir:

Lxx = Lixx + Laxx + Laxx ,

1) 0—s)

(2.16)

(2.17)

(2.18)
(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

1 o) e
Lixx = a1 XX = §X#”(2alpﬁ}aﬁ+2a1P;y‘aﬁ+2a1P§y,aﬁ +2a, PO"¥h X008 | (2.24)
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1
Loxx = —asXP0Xop + a3 X000y X7 = 5 XP(~2030P,0 5 — 00F )

0—s) 1 O—w o
~a;OP0 0 §aampjv,aﬁ))x g (2.25)
a
Loxx = ~ase®® X% 0, Xop = ~XM(~ M5 Y Rag) X 2
AXX = —a4€ ¥ a<ré3 = 5 (_"2_ pred = _2_ ,uu,a,@) . (2 6)
Assim,
1 s
[-"XX = EX'UH[(Q(I] -— 2a3D)P£iLﬁ + (2(11 — a3D)P£L5 + (2(11 - a3D)P$,Qg
a3z 0—w a4 a4
+(2ay -- ?)P;Ev,cxﬁ) - _2—8#1',&6 - ?an,aﬁJX&ﬁ A (2.27)

Vejamos, agora, como ficam os termos mistos nos campos. Primeiramente, o termo

de hy,, com ¢, .

Lon = Loy + Lagn (2.28)
onde
1
Lop = 4kaz(t*08, hgP — t28,050,R"7) = -jt“(smgmeagap)h‘*ﬁ (2.29)
e
3kas 5 . 3 1 raf
[.‘.33;1 = 2 (f D@a hlg — ¢ (9(,(95611‘1 T) - §t“(3ka3D9053p)h°‘ . (230)
Juntando estes dois termos,
1 # af
[-"th = Et [(8(12 -+ 3(13)}‘6['9&38#]}), . (231)

Trabalhemos, agora, o termo de h,, com X, .

Lxn = Laxp+ Laxn + Lsxn , (2.32)
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Com

ka3

1
Lsxn = kaze™® X °00,hg; — kaze™ X, 00,050, h* 5 = §X“”’(——~DS vap)h®

2

3k64

Lixn = 5 (XPOhas + X¥0,05 b, — 2X%8,0, b7 )
= 5){*‘"’(—3;&.:“tu—"u,,‘,_,[,6 + 3kas 0P IR
e
k
Lsxn = gs(xaﬁﬂh,ﬁJrX“ﬁ@ 95 hy " —2X°P9,0, K 5)

= 5){#”( kasOPY, g + kasOPO IR0 .

Agrupando:

(0—s kas

1
L‘,Xh = §X'uy[_ (3&4 + GS)DP(yQﬁ + k(ga‘l + a5)Dva&ﬁ + —DSE‘VQﬁ]h o

2

Passemos, em seguida, aos termos de ¢ com ¢, e ¢ com X, .
a4 o _ 1 o
E:pt - [,4,91 = —?tpﬁat = “2*(,0(—(14305)t

&y 1 (4]
Lox = Lapx = —0300,05X% = 5 9(—2030w05) X 8.

O dltimo termo é:

Lix = Lax + Laux ,

onde

1
Lax = —-a3e™t30,05 X,° = §t#(—asAmaﬁ — a3 Aup0,) X7

1
[,41)( = a4Xa36“tﬁ = §tﬁ(—a4Bﬁ‘aﬁ)Xaﬁ :
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(2.36)
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(2.38)

(2.39)
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assim,

1
Lix = §t#["a3(A#aaﬁ + Apgta) — a‘!Bn,ﬂﬁ]Xaﬁ ' (2'42)

Podemos agora escrever a agao como:

L k2 a1 a3k2|32 1 (a1 k® + 2X)0 — 8k?a,002

/d3 Sh* {( 9 )P;Eu)aﬁ )‘Dp(ujaﬁ [ 9

3 0-s )‘D 01 V/_’\ 0—sw 0 ws) QD a
"§a3kQDQ]P;Eu,aﬁj T Ty ;Euaﬁ) (P;Euaﬁ : ua,@ ) S#U,aﬁ}h‘ ?

1 1 2a; + (13[] a4 a
‘+—"2‘(,9(-"3(11 - (13':])(,9 + 5?5'”[““—-'-—3—"—9#0 — (01 + 802[:' + 3(13':])&)”& + ?A#Q]t

1 E
+§X“"’[(2a1 — 2a3;0 )P(yaﬁ + (2a; — agEJ) Vaﬁ + (201 — a3 )Pﬁﬂ aﬁ) (2.43)

wy a a o 1 o

+(2a; — _)P;Egaﬁ) - "Qisnv,aﬁ 24 Ry ap) X7 + 5t*((8az + 3a5)k 00050, ]h>?

1 sk
_+_§Xpw [—k(304 + 05)DP(V ad + k(g(L; + 05)DP(3 Qﬁ) -+ ;3 DS‘“, Qﬁ]ha

1 1 1
+§99(-a48a)t°" -+ 5(,0(—2(13DWQ)3 )Xcr.ﬁ + it'ﬂ(—agDF’Qﬁ - a4B#'a5)X“‘9} .

Para concluirmos esta tarefa de nossa analise, podemos, finalmente, reescrever a agao

sob a forma:

1
S= / o(59TME) (2.44)
hes
Xoé
sendo ¥ o multiplete definido como: ¥ = , € o operador M tendo a estrutura
tﬂ
2
abaixo:
hh hX ht  hy
Xh XX Xt Xy
M= , (2.45)
th tX t typ
wh X ot pp
onde
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ka0 azk?D? (a1k? +2X)D — 8k?ay 02
b= (5t )PE L~ aoP 5 (2.46)
3 (0-s) AL (0-w) V2X0, o aw) | plo-ws) ask?0

_§a3k O ]P.u.u I 2 el 9 (P;w af ‘Pﬂv,aﬁ )+ TSF""“*B )
hX = Xh= " np? 3 ap=s) 4 Kas g 2.47
-—2 .ja4+a5) ,,aﬁ-l— ( G4+¢15) uaﬁ+T ura ( ' )

8as + 3a3)k0

Bt = _th = 092 ; as) BasBy | (2.48)
hp =ph=0, (2.49)

XX = (2(11 — 2&3 )P(zjaﬁ + (201 — 3 )P(v)aﬁ + (2(11 — ay )P;E?_,af@) (250)

0—w 7] 4
(2“1 - ?)P;Eu,aﬁ) - _Q'Snv,aﬁ - ?Ruv,aﬁ )

Xt = ‘123 Dyas + = 5 Buas (2.51)

tX =~ Dyas = 5 Buas ) (2.52)

Xp=pX = —a;0w,g , (2.53)

tt = —20‘1—;‘5‘:@% — (a1 + 86500 + 3a30)wyq + %Am , (2.54)
tp = —pt = %ap , (2.55)

wp = —~3a; — a0 . (2.56)

A conveniéncia de se pér a agao sob esta forma deve-se ao fato do propagagor dos
campos ser dado pelo operador inverso da matriz M considerada em blocos. Assim,
temos agora de elaborar uma forma de inverter a matriz em questdo. O fato das com-
ponentes da mesma serem operadores tensoriais complica um pouco o processo. Para

tal, apresentaremos no capitulo que se segue, o método que elaboramos para obtermos,

31



com auxilio dos operadores de spin, o conjunto de propagadores em presen¢a de torgdo

de forma geral e com base exclusivamente na 4lgebra apresentada no Apéndice.
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Capitulo 3

Propagadores e Espectro de

Excitacoes

Neste capitulo, realizaremos a inversdo do operador matricial apresentado no final do
capitulo anterior, encontrando, assim, os propagadores associados aos campos. Faremos

a analise dos mesmos para diversas situagdes, e verificaremos a unitaridade a “tree-level”

para alguns casos relevantes.

3.1 Técnica de Inversao com Operadores de Spin
O propagador dos campos, de forma genérica, é dado por:
< 0|T[¢a(z)ga(y)]]0 >=iM'5%(z ~ y) , (3.1)

onde o operador diferencial M~! é o inverso do operador M que aparece nos termos
quadraticos do Lagrangeano. No nosso caso, a forma de M é de uma matriz 4 x 4, e, a

fim de invertermos esta matriz, cujos elementos sio de natureza operatorial, teremos de

33



quebra-la em sub-blocos menores de mais facil manipulagido. Consideremos, entao,

A
M= ,onde A, B, C e D sdo sub-matrizes.

C D
Considerando que a matriz inversa M~} é dada por:

X Y
M= ,onde XY, Z e W também sio sub-matrizes,

z W

teremos a seguinte relagio:

A B X Y I 0
MM = = , (3.2)
C D z W 0 I
onde I é a matriz identidade.
Essa relacio da-nos que:
([ AX+Bz=1 X =(A-BD'C)
AY +BW =0 Y = -A"1BW
g = 4 (3.3)
CX+DZ=0 Z=-D1CX
CY+DW=1I W=(D-CA"'B)"!

.

onde (A — BD71CY! e (D — CA~'B)~! sao as inversas das matrizes A — BD71C e
D—CA'B, com A7' e D7} as inversas de A e D.

No nosso caso, é conveniente escrever A como sendo o termo kh, e a matriz D designa
a matriz 3 x 3 com os termos de tor¢do somente. Tal conveniéncia deve-se ao fato
de que, desta forma, poderemos considerar um nimero maior de casos particulares de
maneira mats direta, isolando completamente os efeitos da torgdo. Analogamente, para
invertermos a submatriz D, é conveniente tomarmos a matriz 2 x 2 com os termos X X,

Xt, tX e tt como sendc a matriz “A” e o termo de gy como sendo a matriz “D”. Assim,
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temos que nossos elementos da matriz M ! sio dados por:

-1

XX Xt Xo “Xh
Bh=|hh—(hX ht 0 )| tX # & th . (34
X pt e 0
. 1
Xh XX Xt Xy Xh
th |=-| tX # 1ty th |hh, (3.5)
oh X @t pp 0
e e —1
XX Xt Xy XX Xt Xy Xh
X & fp | = tX tt te |—| th (hh)‘l(hX ht hz,o) ,
X ot Pp pX gt o oh
(3.6)
XX Xt Xo¢
(f?)"i‘ ht E&)z—(hh)‘l(hx ht hnp) tX & fp |, (3.7)
X ot 7P
-1
XX Xt Xo XX Xt Xy
onde | ¢tX # tp =| tX tt tp | ¢édadapor:
X ot e eX ot gy
-1
XX Xt XX Xt Xy _
- - o (oX ot )| . 39)
tX it tX tp
_ XX Xt
(:,:JX Lpt):-(sﬂ‘:ﬁ) (an tpt) , (3.9)
T tX it
1 -1
XX Xt Xo
Yo = gogo—(an got) , (3.10)
tX  tt t
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~1

X XX Xt Xy
— | =~ pe (3.11)
to tX to
XX Xt
com o0s elementos da inversa de dados por:
tX it
— 1 -1
XX = [XX-xt@)"ex]
Xt = — () "tXX X, (3.12)

o= [tt—tX(XX)'lXt]hl,

tX = —(XX)'Xtit,

sendo, agora, (tftf)'I e (XX)_1 o operador inverso dos elementos t¢ ¢ X X de M. Os mes-
mos podem ser facilmente invertidos, usando-se a dlgebra operatorial dada no Apéndice.
De posse destas expressdes, encontramos, apés tedioso procedimento algébrico, a forma

explicita para os propagadores dos campos em consideragao.

3.2 Propagadores, Excitagoes e Unitaridade em “Tree-
level]”

Inicialmente, para irmos ganhando intuigdo dos efeitos provenientes da torcio, conside-
remos 0 ¢aso em que a; = ag = a5 = 0, e fagcamos, também, h = 0, isto é, desprezamos
as flutuagdes da métrica frente as flutuagbes da torgao.

Neste caso, o Lagrangeano reduz-se a:

. [
L= GBS 12X X))+ R 200, - 0, (319

+AX" P, t, — 4t X\* 3, X )
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¢ 6 campo componente ¢ passa a ser um campo auxiliar, dado por

w = —6—*a:3 t‘u (3.14)

Inserindo esta expressio do campo ¢ de volta no Lagrangeano, e usando o procedi-
mento descrito acima, obtemos que os propagadores no espa¢o dos momenta serdo dados
por:

PO o+ _(P“) + P (3.15)

uraB

. a4
< XX >pap=t | 53¢
s [2(a%—p2a3)
12¢f — p°a} (0—w) a4 S Lt
2120} + 5p%ad) #% T 8(af = pPad) M Bad )

. Gay
< Xt Zapp= — < tX > pas= 1 {Wwwa + (9@3 + 6'6,1,3 )] (316)
e
. 1 12(11 a4
t =i |y — L, M| 17
S Zpas { ay ¥4 12a2 + 5p2a§w‘“ 2q3 7 ] (3.17)

Desta expressdo, vemos que ocorre um pélo massivo, nao-taquidnico, no setor de
spin-2 do propagador < XX >; um pdlo taquiénico no setor longitudinal de < ¢ > e no
termo de “mixing” de X com f. Saturando os propagadores com as correntes conservadas
externas, temos que tanto < #f > como os termos mistos em X¢ ndo se acoplam com as
inesmas e, assim, podemos nos concentrar exclusivamente em < XX >.

Sabemos que, de forma geral, analisando-se a parte imagindria dos residuos dos pro-
pagadores saturados com as correntes externas compativeis com as simetrias da teoria,
podemos verificar a unitaridade em “tree-level” da mesma, e identificar que graus de
liberdade sdo dinamicos. Para isto, considereinos a corrente expandida em termos de

uma base completa:

Tuy = C1PuPu + C2PuPy + C3PuEL + CaPuPr + C5PuDo (3.18)

+C6DuEy + C7EuPy + CoELDY + CoELEL
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onde

by = (pO; ?): ﬁ.u = (pﬂa _?) €lu= (D* ?) : (319)

que satisfazem &s condigoes,

PP = (po)?+(F)#0, (3.20)
pust = puet =0
e
gt =—1. (3.21)

De acordo com a simetria da teoria {7, = 7,,) € com a condi¢do p,7"” = 0, a corrente
Jr {7 1

acima fica:
Tww = C1[puby — a{puby + Pupy) + 0235;:5»] (3.22)
+e3[Pucy + €upy — a{Pucs + €400 )] + Cotue, |
onde
pz
a=——. {3.23)
Pup”

A amplitude de transicio no espago dos momentos é o propagador saturado com as
correntes,

A =7 (wp) < X(—p)X(P) >mas T°(p) , (3.24)

e, devido ao vinculo p,+#” = 0, somente 0s projetores Pﬁ?aﬁ, Pﬁﬂ;}) e S, ap contribuirdo

para a amplitude, com

1
T"‘“’Pﬁ?aﬁraﬁ = coeficiente x {|7,,|* — 5 A (3.25)
_ _ 1
T'“”Pig,ang“ﬁ = coeficiente x (§ 7.2
e
T 8 as™™ = coeficiente x [—8ap?(a® — 1) Im(cjc1 )eya 56| . (3.26)
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Sendo

|T;w|2 = |Cg|2 y (327)
|Tp“|2 = |l$g|2 + ||::1|2;p4(1f12 — 1) + 2iIm(c}ce)p?(a® — 1) .

Para uma excitacio de massa nula, p? = 0, e para uma exitacio massiva no seu
referencial de repouso, p, = (m,0,0), 5, = (m,0,0) (0 que tornaa=1e a®*—1=0). As

2xpressdes acima em ambos os casos ficam dadas por:

1
7 pt mﬁr o8 — coeficiente X (5 |c9|2) , (3.28)
1
7o pl ,,GBT = coeficiente X (5 o)
e
Ttwsw,aﬁ’raﬁ =0. (3.29)

Assim, voltando ao nosso caso, temos que a amplitude sera:

. 2 fa;y2?
A: i "_£+ P (a4) ]|C9|2 , (330)

p? — (%)2 day 4a,

e a parte imaginaria do residuo da amplitude fica:

. ai .o aq 2
Im(resA) =Im | lim [p® - (=)’ |A]| = ~—[c|” . 3.31
(res ) =Tm | _lim ("= (22)14) = - o (331
Vemos, portanto, que para nao violarmos a unitaridade, o coeficiente associado ao escalar
de curvatura tem que satisfazer a a; < 0. O oposto do que é encontrado quando fazemos a
teorta de Einstein-Chern-Simons,[15], sem levarmos em consideracdo os efeitos de torgao.
Devemos justificar, conceitualmente, por que.

Consideremos agora 0 que acontece quando, ainda considerando a, = a3 = a5 = 0,
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incorporamos as flutuagdes da métrica. Neste caso, os propagadores ficario:

_ 8a;{4a? + 5a3p") o) + 2a + 8a; (0—s)
k2p2(4a? _ aipz)z pr.ab pz py,af k2p2{4a% _ Qa?lp?) wraB
4[da; + k*a(da? — 9aip?)] plo-w) 8+v/2a;
k2p?(daf — 9ajp?) "0 k%p2(4a] - 9alp?)
2(8a3 + aip?) s
k2p?(da} - afp?)? “"’“‘3} ’

< hh > e ap= ? [

(PO 4 plo-wsly (3.32)

pr.afB

[6as(4a3 + ap?) 6a4 W
< hX >upap= P P 3
S [k(%% gy et T Rlaer —gagpry aves (333
64/ 2 —ws 6
2fa42 P;_Egaﬁ = 201042 Spvas!
k(4af — 9azp?) " k{4a? — aip?)?
[6as(4a? + a2p?) 6ay 0
< th > Voo = P P )
wap= 1 l:k(éla% _ a3p2)2 uv,ad + k(4af _ Qaipz) uvaf (3 34)
_ 620 e bmas
k(4a? — 9a3p?)” #F k(4a? — a2p?)27H?
< XX > =1 2a,(day — 7"fl‘ﬁr)z)})(z) + Lp(l) 2a (0—s)
pal (4af - ajp?)? praB T ogg T #aB T ga? 9aZp? pv.af
16 e CE ),
S Vo ) .0 : .
2a,(12a2 + baZp?) #o8 T (4q2 — o2p2)2 M + SafR“ 8 (3.35)

6a a
: 2w#upa + Z:f’i(ganp!’ + BCWPF):I ! (336)
1

< Xt > == <tX o=t
ol o= {12(& + 5alp

a2p2

< Xpvu=<pX >,=1|— 4 ’ ‘

oo ? ot [ a1(12a] + 5aip?) e (3:37)
i 1 12a, a4

< tt > a— _-'_9 e T S & o 9 (i 4 H -
e 2[ @ 5T 1202 4 5aip? P 242 “} (3.38)
Ctp = — < ot =1 204 (3.39
A vEZu= e 12a2 + 5a3p? Pu -39)
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2(2a3 + a2p?)
a1(12a2 + 5a2p?)

<P >=1|— (3.40)

Vemos das expressbes acima que os propagadores tém as seguintes caracteristicas a

serem observadas:

(i) Existe um pélo duplo indesejavel em p* = (222)? no setor de spin-2 dos campos k, X

e de “mixing” entre eles.

2

(ii) Ocorre um modo massivo em p? = ( %31») no setor de spin-0 dos mesmos campos

acima mencionados.

(iii) Um pélo taquiénico aparece em p? = —(1—29;) no setor longitudinal dos campos X

ba
4
e t. O mesmo pélo aparece no campo escalar . Este pdlo nao contribui para o

residuo da amplitude, uma vez que as fontes sdo transversas.

Procuremos agora as restri¢oes que devemos impor sobre os parametros da teoria de
forma a obtermos uma matriz de residuos positivo-definidos definida no pdlo. Usando
o procedimento utilizado no caso anterior, obtemos o seguinte residuo dos propagadores

saturados no pélo p? = (24)2

3aq4
T2 o—
Im(resA) = fiim ( ™ ot ) &P § Pﬁu‘a‘g , {3.41)
pi-5y)? —%s _2q, o

onde 7 € a corrente externa associada ao campo gravitacional e ¢ a corrente associada
ao campo de torgdo de rank-2. Para garantirmos a positividade, devemos impor que
o parametro a; seja negativo, correspondendo assim a propagacao do pdlo massivo de
spin-0.

Vemos, portanto, que a inclusdo do tensor de tor¢do na teoria de Einstein-Chern-
Simons, via substitui¢do do simbolo de Christoffel pela conexdo de Cartan gera uma
teoria em que o propagador do setor de spin-2 contém polos de segunda ordem, levando

conseqientemente a violacao da unitaridade. Para contornar esta situagdo indesejavel,
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consideremos o efeito da introducdo do termo proveniente de considerarmos as # 0, e
convenientemente escolhamos as = —3a,4. Neste caso, ocorre o desacoplamento do termo
gravitacional usual das partes provenientes da tor¢do, e os propagadores ficam com a

forma:

=1 il (2) (1)
< hh > pprapf— 1 [2&264;02[2?2 — (%;)2] PHV,O,@ -+ p_z'P#V,Oﬁ —+ . p2 wv.af (342)
kQGla +1 {0—w) 2\/§ {0—sw) {0—ws) (14
4— P P - S Y, 1
-+ k2a1p2 praf + kQGlpz( uthaf + v, af ) 4k204p2[ y (%;)2] v
J “ (2) ! (1) (0—s)
< XX>UQ: _n—_-_-_Pv "‘""_-Py Pua .
o %[ ai[pz_(gt)z] '“'0“6+2a1( #,aﬁ+ Hb, ,6) (343)
12af ~p’ai _ pio-w) a a4
- Sas + —Roupas
201(5033‘92 + 12(1%) mof 8(13[})2 _ (%:)2] a3 + 8(1% uval

<Xt Pap= — <tX Do =1 l

1 12
= a4 m] (3.45)

e [— v T a5 e T 5

Temos, assim, neste caso, trés pélos distintos a serem analisados, um sem massa,
o setor do campo h, e dois massivos, sendo um no setor de h e o outro no setor de
X. Temos, também, um pdlo taquidnico nos setores longitudinais de X e ¢, que nao
contribuem para a amplitude corrente-corrente.

Verifiquemos como fica a dindmica e que condigoes devemos impor sobre os pardmetros

para assegurar a unitaridade. No pélo de massa zero do setor gravitacional, obtemos:
Im(resA) = Im (lim pZ.A) =0, (3.46)
pi—0

e, portanto, a excitagdo nao-massiva nao possui dindmica, ndo havendo propagacio deste
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grau de liberdade. Corsideremos agora a excitagdo massiva:

_ : 2 _ 4y 1 2,
Im(resA) = Im (pz_zl(rg%)z[p (204) ]A) = Fa, leg|” (3.47)

JDara garantirmos a unitaridade, temos que ter a; > 0.

Verificando a excitagdo massiva de X, encontramos:

a

Im(resA) = Im ( lim [p? — (g—i)z]A) = '4712 leo]? (3.48)

PP(3)?

e, para garantirmos propagacdo que ndo viole a unitaridade a; < 0. Vemos, portanto,
que nesse caso é impossivel satisfazer a condi¢do simultaneamente para os dois casos em
questdo, ndo havendo propagacao que preserve a umtaridade.

Quando consideramos a,, a3, az e a4 diferentes de zero, a expressio dos propagadores
fica extremamente complicada, com termos de p'2. Vale como observacio que o setor
de spin-2 da teoria ndo tem o seu pdlo alterado pelo acréscimo de tais termos, conti-
nuando como um pdlo de segunda ordem em p? = (%‘141)2 Contudo, se fizermos a; = 0
e as = —3a4, obteremos, restringindo-nos ao setor de spin-2 tdo somente (por motivo de

simplicidade, j4 que os outros blocos ndo afetam esse setor) que:

2 @ 2950 2 (6-5)

< hh >ues=t Pua + = & agt
praf [kaaspz[pz — (3m)2] BT p2 el T k2(Rg, 4 3aq)pt #UOP
4(8a; + 3az)ak®p? + 4 (5w 2v2 (POsw) . plo-us)y (3.49)
(8ay + 3a3)k?pt winep (8as + 3az)k?p? pv,af pr.af
3a2p® — 2a2
- k242 > Jag 12 Spu.a,@ )
18%2a3a4fp? - (303)
< hX >ppas= < Xh > =z’[— 1 p - S
pu,af pvaf Qka4[p2 _ (3_2:)2] o3 18ka3p2[p2 _ (g_::)z] ur.af

(3.50)
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. 2 %) 1 W
< XX> vasg— 1 P(va +—"_”_"0—'Pu 4 351
#vaf [933[;;2 _ (g_g:)z] sl as[p? — (;:)2] uv,of ( )
1 {0—s) (0—1w) ay
-+ 2 (P_uu,aﬁ + 2va,a,8 ) + R v.of

asp 2a3p?[p* — (571
3aip? - 4a?
B 2 [an2 204 12 Sp.b",aﬁ .
9asai[p® ~ (532)7]

303

Temos, entdo, um pélo massivo em p? = (22)?. Efetuando-se a andlise usual até

entdao feita aqui, obtemos, para o campo h:

2 1
air s gl T
Im(resA) = Iirzn ( — ) 9k2asp? Skas P;Ei?aﬁ } (3.52)
P (51)2 T ﬁ o

A condi¢io az = k®ay e ay > 0 sobre 0s parametros garantem que o pélo massivo em
questao nao se constitui num ghost.

Obeservamos também que a matriz de residuo fornece 2 autovalores positivos, de
forma que, neste modelo, ocorre a propagacio de um grivitom de spin-2 massivo, bem
como de um quantum de tor¢cdo massivo e também corn spin-2.

Vemos, assim, que os termos de ordem superior podem ser usados de forma a con-
tornarmos o problema do pélo duple no setor de spin-2, dando uma dinimica mais

interessante.
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Conclusoes Gerais

Analisamos, neste trabalho, que papel a tor¢io desempenha na Gravita¢io em 3-D em
presenca do termo de massa topolégico de Chern-Simons, no que concerne 3 unitaridade.
Varias peculiaridades foram encontradas, como a presenca de um pélo duplo inde-
pendente do gauge no setor de spin-2 dos propagadores de gravitacio e tor¢do, o que
destroi a unitariedade do modelo. Foi visto também que a presenca de poténcias mais
altas da curvatura e de um termo de “mixing” entre o tensor de Ricci Riemanniano e o
setor de spin-2 da tor¢ao podem ser usados para restaurar a unitaridade da teoria, uma
vez escolhidos propriamente os pardmetros dos mesmos, o que leva & supressio do pélo
duplo nos propagadores. Verificou-se a possibilidade de se truncar os graus de liberdade
gravitacionais usuais e se considerar somente a propagacao de tor¢io num espaco plano.
Em tal situagio, nae haveria problema com o pélo duplo e a unitaridade seria garantida.
Vimos que os diferentes setores de spin carregados pela tor¢io em 3-D nido possuem
caracteristicas comuns quando da consideragdo da sua dinadmica: no caso em que somente
os termos de Chern-Simons e Einstein-Hilbert estdo presentes, a parte escalar comporta-
se como um campo auxiliar, enquanto que o setor de spin-1 propaga somente um tiaquiom
em sua componente longitudinal, e o setor de spin-2 apresenta uma “hoa” dinimica.
Cabe verificar, em vista da finitude da gravita¢iio pura descrita pelo termo de Chern-
Simons (uma vez que sabemos como a tor¢io se propaga e interage), se a finitude da
teoria persiste quando os efeitos de torgdo sdo incluidos. Tal questio é uma proposta
concreta que estamos analisando, no contexto da renormalizacio-BRS, como continuagao

dos trabalhos aqui iniciados.

45



Apéndice A
A Algebra dos Operadores de Spin

Apresentamos abaixo a dlgebra dos operados usados neste trabalho:

0uxtl = Oua (A1)
Wiy = Wya (A.2)
Ay AS = —08,, | (A.3)
OucAa = Auxbly = Apa (A.4)
OuxBas = Ouadp + 0450q (A.5)
8ue D% = D,yap (A.6)

W By = 2ap0, (A7)
wer B =20, (A.8)
A#NB::X.@ = Dyas » (A.9)
AunD%y = —O(8,005 + 0,50,) , (A.10)
B PO = 6,5, (A.11)
Bor PO = gy | (A.12)
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A
w,, PO~ Taﬁ = Wag
{0—1ws) £A 1

wea P f = *\/—56’&5 :

0—5) grA

P;Ev‘:l)gn - 91“’ !

P;Eg:;)wﬂ = W

{0—sw) xA __ ig ,
P,uu,n,\ w - \/5 FIIE
pég;z;ngn,\ = \/Eww )
K _ QD(P(I) 4+ QP(O—W)) :

By uBlos = v p:

B Bi = 20(u0 + 2waa)
BN,WD:L,B = “Dva,aﬁ '
B DY = —204,, ,
DRJWB:;:,B = DRpvas
DB = 204, ,

Dy Dy = 20°PL) s

2
Dy, D2 = 20%,,

1 KA

By PV s = (60 + 0,90,)
B, xx P(U_w):\ﬁ = 2wagd,
Bywy PO 5 = V20050,
By Rigg = —2Dyap

[3)
D_u,x.\ P(l) ai = D,u,aﬁ )

Dyx R%5 = 20(8,a85 + 0,50,)
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(A.13)

(A.14)

(A.15)
(A.16)
(A.17)
(A.18)
(A.19)
(A.20)
(A.21)
(A.22)
(A.23)
(A.24)
(A.25)
(A.26)
(A.27)
(A.28)
(A.29)
(A.30)
(A.31)

(A.32)



1 5
PY B =0,,8, + 04,0,

s A

KA
DY = Doy

,uu .‘w\

P NBE = 20,0,

By, KA

PO wIBs = /26,,0, |

,uu KA

KA
Ryv,x,\Ba‘ - Q-Da,,uv )

Ruia D5 = —20(0,,8, + 6,,0,) ,

(2) KA 5(2)
Piir PP o = Pivas »

( (1)
Pﬁunz\P() Pyuqﬂ?

P(D 5} P(D 3) _ P(U—s)

L RA o pr,af

P(U—‘w) P(0~w] ""\ P( w)

pe kA puad 2
Spu KA S ad — _ISDP(U)Q,S K

Ry R%)y = —40P)

praf
,uu n)\ S af S,uv,aﬁ )

pw ' B = Ruven

P(U‘-’) P(U sw) wA P(O sw)

Ly KA af — fprafd

D—w 0— KA D—
P;fw,n/\) P( ws},u,ﬁ P;(w aﬂés} )

P(D sw) P(U—w) P(U sw)

[TINS praf

0- 0— KA 0—
PIEv,nf\w) P( ws}.ﬂﬁ = .th,as,@? '

{0—ws) D—g) 5 {D—ws)
P;,wn.l P( 8) '_Pp:yaﬁ 1

P(O —ws} P({) sw) wA P(D—w}

fITA af T Y pvaf >
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(A.33)
(A.34)
(A.35)
(A.36)
(A.37)
(A.38)
(A.39)
(A.40)
(A.41)
(A42)
(A.43)
(A.44)
(A45)
(A.46)
(A.47)
(A.48)
(A.49)
(A.50)
(A.51)

(A.52)



KA

Suwwr PD s = Spas (A.53)
KA
R,m/,n,\ P(l)‘aﬁ = an,mﬂ . (A54)
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