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Abstract.

We developed two works based on the semiclassical geometry of the Wigner funciion.

First, we construct a semiclassical expression for the Husimi function of autonomous
svstems in one degree of freedom, by smoothing with a Gaussian function an expression
that captures the essential features of the Wigner function in the semiclassical limit. Our
approximation reveals the “center and chord’ structure that the Huasimi function inherits
from the Wigner function, down to very shallow walleys, where lie the Husimi zerces.
This explanation for the distribution of zeroes along curves relies on the geometry of the
classical torus, rather than the complex analytic properties of the WKB method in the
Bargmann representation. We evaluate the zeroes for several examples.

Second, we developed a new picture of scars of short and unstahle perioedic orhits on
the spectral average of stationary Wigner functions, i.e. the spectral Wigner function.
This pattern consisls of concentric rings of positive and negative sucessive intensities on
the central surface of a periodic orbit. We tested this prediction for a coupled nonlinear
oscillator in two degrees of freedom, where we compute appropriate sections of stationary
Wigner functions and of its spectral average, for energies where the classical dynamics of

the system is essentially chaotic.
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Resumo.

Foram desenvolvidos dois trabalbos baseados na geometria semicldssica da fun¢ao de
Wigner.

Em primeiro ligar, construimos uma expressio semicldssica para a fungdo de Husimi
para sistemas auténemos com um grau de liberadade, suavizando com uma funcao Gaus-
siana umna expressdo que captura as prineipais caracteristicas da funcfo de Wigner no
limite semicldssico. Esta aproximagio revela a estrutura de ceniros e cordas que a fungao
de Husimi herda da funcio de Wigner, produzindo vales rasos onde se encontram os zeros
da funcao de Husimi. Fsta explicagido para a distribuicio dos zeros ao longo de curvas
depende da geometria do tore cldssico, em vez das propriedades analiticas complexas do
método WKB na representacio de Bargmann. Calculamos 0s zeros da fungao de Husimi
£m varios exemplos.

Em segundo lugar, desenvolvermos um nove esquema de cicatrizes de drbitas periddicas
instdveis curtas sobre a média espectral de funcdes de Wigner estacionarias, f.e. a fun¢io
de Wigner espectral. Este esquema consiste de anéis concéntricos de sucessivas intensi-
dades positivas e negativas na superficie central da orbita periddica. Esta predicdo foi
testada para um oscilador acoplado néo linear em dois graus de liberdade, onde computa-
inos segOes apropriadas de fungtes de Wigner estacionarias e de sua média espectral, para

energias onde a dindmica clissica do sistema € essencialmente cadtica.
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(3.2). (b} Aproximando as fungdes erro em (3.3) por (3.4). (¢) Suavizado da fungio de
Wigner simplificada, (3.9). Os pontos brancoes representam zeros. (s segmentos brancos
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esquerdo representa a curva {3.12) onde o suavizado Gaussiano (2.45} € significativo. O
sfmbolo {x) em P == 0 indica o ponto Q.. Os valores para os pardmetros usados s&o :
E=10,F=1R=2F8=1em=1 . . oo oo,

vi



3.4

3.5

3.6

3.7

3.8

Comparacio pumérica, ao longo do eixo (J, dos pré-fatores do cossenc em (3.18) (linha
pontilkada) ¢ em {3.15) (linha tracejada), com o valor da integral (3.29) (linha cheia).
Note-se que guando  cresce, o préfator em (3.15) e maior gue o valor da integral (3.29).
A linha tracejadsa vertical estd na posico g, ¢ a pontilhada na posigio ¢3,. . . . . . .
O logarftmo de nossa aproximacio (3.18} {curva preta) e da fungio de Husimi (curve
cinza) para a partivala, batxo a agio de uma forga constante, ac longe do eixe  dentro
da curva de energia copgtante. Os minitnos relativos da curva preta indicam zeros da
fungdo de Husimi, ¢ os da curva cinza minimos de (3.18). Ags linhas cheias verticais
realcain as posigies dos zeros da fungio de Husimi, A linha tracejada indica a posigio
gr € & linha pontilada a posicio .. Os (¢) ndicam a posigio emn ¢ para os minimos
de nossa aproximacio (3.13) e os (x) para os minimos de (3.18). A segunda linha de
(0} sdo os minimos de (3.15) deslocados uma distancia {Z. — gr). Os {c¢) sdo para as
posigies em () dos zeros da aproximagdo semicldssica da fingdo de Husimi obtida pelo
métode WKB na representacio de Bargmann, {3.26). . . . . .. . . ... .. ...
Erro relativo percentual, {dg/dg—14)100% , entre as posicées dos zeros da fungio de
Husimi (calenlados numericamente) e as posigdes dadas por algumas das aproximagdes .
Os zeros estdo contados da esquerda para a direita, sendo &, a distdncia sobre o eixo @
entre o k-fsimo zero da funcio de Husimi e a posicio dada por alguma dag aproximagées
, enquanto gque Ay é a distincia entre ¢ k — 1 e o k-ésimo zero da funcgio de Husimi.
{e) sdo 08 zeros {3.26) da fun¢an de Wigner semicldssica obtida pelo método WKB na
representagio de Bargmann, {x) para os minimos de nossa aproximacio (3.18) e os (o)
para aqgueles da aproximagiio (3.15) desiocades uma disténcia (G, —¢-). . . . . . . .
Fung¢iio de Wigner para o autoestade u = 30 do problema de uma particula num po-
tencial anarménico e asimétrico, (3.30), cujos pardmetros foram fixados nos valores:
m=we =1, = 40e X == 0.1. A curva de energia £ corresponde a um valer
E = 30.8175 para a constante de Planck & = 0.508236. O gréfico foi realizade normal-
izando a funcio e reprezentando a amplitude resujtante para cada ponto do espago de
fases, de acordo com a escala linear de intemsidades de cores mostrada & direita. As
tonalidades vermelhas correspondem a valores positivos da fun¢io entanto que as tonal-
idades azuis sdo para valores negativos. A fungio passa por zerc nas regifes brancas.
0 circulo ne cante muperior esguerdo corresponde A drea efetiva de valor 2nk encerrada
pelacurva (3.12). . . .. L. L ol o e c e e e e e e
Distribuicio de zeros da funcio de Husimi, dentro da curva de energia £ (com F =
30.8175), para dois autpestados de energia do problema de uma particula num potencial
ansrménico e asimétrico, (3.30). O simbolo (x) indica a posigio dos zeros. {a) parz o
auntoestado n = 30 correspondendo a um valor quantizado de h ~ 0.508236 ¢ (b) para
o autoestado n = 45 cujo valor de A = 0.340691. A curva £ representa a cdustica de
Wigner. A linha tracejada reoresenta o vale de zeros da fangdo de Husimi. A linha
pontilhade representa o vale de minimos locais de nossa aproximag#o (3.15) € a linha
cheia para ¢ vale de minimos de (3.18). O cfrculo no canto superior esquerdo de cada
figura corresponde A dres efetiva de valor 2n% encerrada pela curva (3.12). . . . . . .

vii



3.9

3.10

3.11

3.12
4.1

3.1

5.2

Método geométrico para a loralizagiio dos minimos locais, ao longo do vale das aprox-
imagbes (3.15) () e (3.18) (b), dados implicitamente pelas equagdes (3.16) e (3.31)
respectivamente. O valor de # corresponde ao mimero quantico n = 30. (a): as linhas
cheias sfio as curvas de nivel da agiio de centros para valores minimos do termo oscila-
torio, enquanto que as curvas de nivel para o comprimento da cords correspondem As
linhas tracejadas (ver (3.16)). (b): as linhas cheias sio as curvas de nivel da fase
para valores minimnos do cosseno em {3.18), enquanto que as curvas de nivel do argu-
mento da fungiio exponencial 5o as finhas tracejadas (ver (3.31)). Em (c) e (d) nés
comparamos a posicio dos zeros da fungio de Husimi (x) com a posigdo aproximada
dos minimos locais de {3.15) (o) ¢ (3.18) (o) dada pela intersecdo tangencial dos dois
conjuntos de curvas (3.16) ¢ (3.31) respectivamente. . . . . . . .. ..o
Idem Fig.3.9 para um valor d= f correspondendo ac mimero quinticon =45, . . . . .
O logaritmo de nossa aproximagio (3.18) (curva preta) e da funciio de Husimi do
autoestado = 30 (curva cinza) ao longo do vale de minimos locais (linha cheia na
FIG.3.7). As curvas estdo projetadas sobre o eixo P. As linhas verticais dao énfase 2
posicio dos zeros da funcdo de Husimi sobre o eixo P; as linhas cheias sao para os zeros
no vale principal e as linhas tracejadas sdo para os zeros no vale hifurcado menor. Os
sfmbolos (o) ¢ (o) marcam a posiiio sobre o eixo P dos pontos em Fig.3.8 (c) e (d). . .
Idem Fig.3.11 para um valor de & correspondendo ao mimero quintico n=49.. . . . .

Em geral existem muitos segraentos de trajetérias, na camads de energia C, com ex-
tremos x;.. e Xj4 unidos por cardas §; centzadas num dade ponto x. Q) circuito, fechado
pela corda —£; = x;_ — X;., define a fase da contribuicio semicldssica a (4.8).

A curva desenhada esquematiza uma Srbita periédica. Os centros x cujas cordas tén.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo da mecinics cldssica ganha em clareza quando é desenvolvido no espaco de
fases. Desde o ponto de vista formal, é neste espago onde o principio de invarianca das
equagoss de movimento com respeito as transformagoes candnicas é estabelecido, dando
assim toda uma estrutura simplética ao formalismo Hamiltoniano. Assim também, é
peste espago onde se estabelecem as relacdes mais gerais entre simetrias e magnitudes
dindmicas invariantes. Mas é quando gueremos caracterizar geometricamente os tipos de
movinentos que as equacdes de movimento geram, que esta descricio no espago de fases
mostra melhor suas vaniagens.

Os movimentos cldssicos podem ser caracterizados pela organizagdo geométrica de
suas trajetorias no espago de fases 2L-dimensional {16] . Para os sistemas auténomos,
i.e. onde a fun¢io Hamiitoniana ndo depende explicitamente do tempo, todas as tra-
jetorias pertencem & camada de energia constante. Se além da energia o sistema possair
cutras I, — 1 magnitades constantes durante a evolugdo temporal, entio as trajetorias
cldssicas estardo confinadas a superficies de dimensio I chamadas de toros invariantes, e
femos assim os sistemas integrdvess. Se o niimero de constantes de movimento for menpor
que os graus de tiberdade do sistema, haverd regides do espago de fases livres de toros e
as trajetdrias com condigbes iniciais nessas regides tém agora a possibilidade de explorar

regides com a dimensdo da camada de energia 2. A sensibilidade exponencial as condigbes

10nde I é o nimero de graus de liberdade do sistema.

2 As perturbacdes genéricas dos sistemas integraveis produzem, por exemplo, a destruicio do folbeado
por toros do espago de fases. Tipicamente, verificarmnos a destrnigiio de todos 08 toros com movimento
periédico pars qualquer intensidade da perturba¢io , podendo sobreviver s6 os toros com movimento
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iniciais, caracteristica deste tipo de trajetdrias em oposigic aquelas que habitam os toros,
junto com 0 movimento limitado, produz um tipo de movimento conhecido como cadtico.
Temos assim os sistemas com dinamica mista, onde partes do espago de fases tém movi-
mento regular e em outras o movimento ¢ cabtico. Se o sistema ndo possuir nenhuma
constante de movimento exceto a energia, entdo o movimento é cadtico sobre toda a ca-
mada de energia, dando lugar acs sistemas ergddicos. A conservacao dos volumes no
espaco de fases durante a evolucdo cldssica, e 0 movimento limitado, fazem do movimento
caético uma combinagia de “esticamentos e dobras” cujo resultado ¢ de tal complexidade
que justifica plenamente o nome. Nestes casos, o esqueleto de solugdes periédicas do movi-
mento, i.e. as orhitas periddicas, é a ferramenta fundamental para o entendimento deste
tipo de dindmica. As regides regulares do movimento cldssico estdo caracterizadas pela
existéncia de érbitas periddicas estdveis que habitam os toros remanescentes, enquanto
gite as regides cadticas estdo caracterizadas pela existéncia de drbitas periddicas instaveis
cujo ndmero cresce exponencialmente com o periodo.

O tratamento semiclissico dos sistemas quénticos com andlogo classico é projunda-
mente influenciade pelo tipo de dinimica clissica que estes possuam. Na teoria semicldssica
trata-se de aproximar os chjetos e magnitndes quanticas {fungbes de onda, niveis de en-
ergia, ete), através da associagdo com estruturas e magnitudes clissicas. Desta maneira
cumpre-se com um duplo cbjetivo. Por um lado o de verificar o principio da corve-
spondéncia segundo o qual, em certas situagoes limites, a teoria quantica deve se reduzir
a cldssica, que bem descreve o mundo macroscipico. Estas situacdes limites resumem-se
no limite onde % ¢ pequeno, em camparagio com outros pardmetros do sistema, o qual
difere do limite clissico, onde toma~se ki exatamente nula. A diferenca fundamental entre
estes dois regimens deve-se & nao analiticidade das fungfes quinticas no limite cldssico.
Mas, por outro lado, existern muitas situagbes onde o tratamento semicldssico € mais sim-
ples do que resolver a equagio de Schrodinger, assim como também traz uma compreensao
rnaior sobre quais caracterfsticas basicas sio responsaveis pelo comportamento geral do

sistema. Entre estes sistemas estdo os chamados “mesoscopicos” cujo correlato experi-

quase-periddico. A medids gue anmenta a perturbaco a sobrevivéncia de toros invariantes é o asRunto
de famoso teorema KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser) {ver refergncias e uma discussdo em [16]).
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mental encontra-se nas modernas técnicas de construcio de nanoestruturas em sélidos.

O limite semicldssico de sistemas com andlogo cldssico integrdvel é bem compreendido
stualmente. Este estd baseado na estrutura de toros invariantes no espago de fases. O
espectro de autoenergias encontra-se através da regra de guantizacio EBK, que ¢ uma
generalizagdo da velha regra de quantizacio de Bohr-Sommerfeld dos primordios da teoria
quantica (ver secio 2.1.1}. As fungbes de onda dos estados estaciondrios sdo do tipo
WKB, na representagfo das posiges q ou dos momentos p, cujas fases sdo agdes sobre
o toro em unidades de %, mais fases associadas ao ndmero de cagsticas da aproximagio
(segdo 2.1.1). A auséncia do folheado por toros invariantes do espago de fase no caso
de movimento cadtico, inviabiliza este tipo de aproximagdo semicldssica nos sistemas
com andlogo classico ndo integravel, cujo tratamento semiclassico completo ainda é um
problema em aberto.

A maior parte das aproximaghes semiclassicas realizadas no caso integravel estao na
representagio quantica das coordenadas ou equivalentemente dos momentos. Mas, é de se
esperar que o tratamento semicldssico nos casos do movimento cadtico gache clareza numa
representacio da mecanica quantica no espago de fases, equivalentemente ao que acontece
na mecanica cldssica. Uma representagio no espago de fases consiste essencialmente em
associar aos operadores da mecanica quantica, que sejamn funcdes dos operadores posi¢do
¢ momento, func¢des no espaco de fases chamadas de simbolos. Por exemplo, se quizermos
representar os estados no espaco de fases usa-se o simbolo do operador densidade p em
alguma representacioc . Varias destas associagOes existem, cada uma relacionada a um
particular ordenamento dos operadores de posicio e momento que compoem o operador
quantico [6, 7, 17, 11]. Entre elas é de crucial importancia para o tratamento semicldssico
a representacio de Weyl de operadores, associada a um ordepamento simétrico dos op-
Nesta representacio o simbolo do aperador

eradores posicao e momento {12, 13, 14]

densidade corresponde 4 fungio de Wigner.
Apesar da funcio de Wigner niio ter uma correspondéncia direta com a densidade de

probabilidade cldssica de Liouville, j& que pode tomar valores negativos, suas projecoes

correspondem as densidades de probabilidades nas posicdes e nos momentos, assim como
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também sua suavizagio por uma funcio Gaussiana, a fun¢io de Husimi, é definida pos-
itiva. O uso da funcdo de Wigner no estudo do limite semicldssico de estados puros em
sistemas integrdveis provou a versaiilidade desta fun¢io em conectar-se com as estruturas
cldssicas no espa¢o de fases. Assim, no caso de estados puros em sistemas auténomos
com um gran de liberdade, Berrv [1] mostrou que o pico da amplitude da funco de
Wignper fica perto da curva de energia constante, cuja dissdncia tende a zero como A%®,
no limite semicldssico. Este quadro foi generalizado por Ozorio de Almeida e Hannay [2]
para os toros invariantes em sistemas integraveis em geral. Em todos estes sistemas, a
analise semicldssica da funcéo de Wigner (1, 2, 3, 4, 5] revelou nma fascinante estrutura
geométrica de “ceniros e cordas” que determina a fase das oscilagbes desta fungdc & me-
dida que o ponto de avaliagio x = [q, p) é variado dentro do toro. Esta fase é proporcional
4 drea simplética (ou agdo de centros) encerrada pelo toro e a corda, centrada em x, que
une dois pontos sobre o toro.

Esta geométria de centros e cordas permeia toda a andlise semicldssica na repre-
sentacdo de Weyl. Isto se deve a sua conexio com o formalismo de funcgbes geratrizes
da mecinica clissica, e o uso denire deste formalismo de um novo conjunte de varidveis
canonicamenie conjugadas na descrigio da evolugio cléssica. Lstas sao : os centros,
X = (X +%,)/2, e as cordas, € = x4 —X_, que servem de alternativa 3 especificacao dos
pontos inicial, x_ = {g..,p-), e final, x, = (q+,p4) do movimentn no espago de fases
2I-dimeusional [12]. Assim, as transformagles candnicas podem ser especificadas por
fungbes geratrizes de cordas ou centros das quais obtem-se as corfespondentes varidveis
canonicamente conjugadas por diferenciacio . Como o principio de incerteza na mecénica
quéntica s6 permite o conhecimento simultdneo da metade das coordenadas de ambos
os pontos inicial e final no espago de fases (usualmente escolhidas as posi¢Ges embora os
momentos sio igualmente permiiidos), a representacdo de Weyl estd relacionada com a
escolha alternativa do centro do vetor que une os pontos inicial e final. Por isso, podemos
chamar & representagio de Weyl como represenfagdo de centros [12]. A conexéo entre
a geometria semicléssica de centros e cordas da representagdo de Weyl quintica e este

novo formalismo da mecanica rldssica baseado inteiramente nos centros e as cordas foi
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primeiramente estabelecida por Ozorio de Almeida [13, 14, 12]. Assim também, a analogia
formal enire as transformacoes de Legendre que conectam as diversas fungbes geratrizes
na mecdnica cldssica, entre elas as fungoes geratrizes de centros e cordas, ¢ as irans-
formacdes de Fourier que relacionam as diferentes representacdes na mecénica quantica,
como por exemplo as de posigdes ¢ momentos, lhe permitiu desenvolver paralelamente
i representacdo de centros a representacdo de cordas da mecinica quantica, conectadas
entre si por uma transformacao de Fourier. A geometria de centros e cordas e sua conexao
com o formalismo da mecénica cldssica forrnam o pano de fundo tedrico e o fio conector
para os trabalhos desenvolvidos nesta tese.

O primeiro destes trabalhos cenira-se na construgdo de uma aproximagao semicldssica
para a fungdo de Husimi em sisternas auidnomos com um grau de hberdade, a partir
da visio desta como uma suavizacio por uma funcao Gaussiana da funcdo de Wigner.
Sabe-se que o resultado do é uma fungio corn um pice da amplitude ao redor da regio do
movimento cl4ssico no espaco de fases, que decai exponencialmente nas regides classica-
mente proibidas (22, 23]. A primeira impressao ¢ que o suavizado cancela todo rastro do
esqueleto de centros e cordas da fungdo de Wigner. No entanto, mostraremos que efeitos
muito delicados devido a esta estrutora sdo ainda discerniveis.

Lembremos primeiro que a fungdo de Husimi pode também ser vista como o valor
médio do operador densidade p em estados eoerentes, cuja parte holomoérfica {inteira)
é chamada de funcio de Bargmann [17]. Esta fungdo corresponde a autofuncdo para o
estado quintico numa representacio da mecnica quantica introduzida por Bargmann
18] (no caso do grupo de IHeisenberg-Weyl), onde a base do espago de Hilbert consiste
de estados coerentes nio normalizados 3 unidade. Desta maneira, na representagio de
Bargmann as autofungdes sao fungSes inteiras na varidvel z = ;‘}5(5‘1 — ip/B), que atua
como uma, coordenada no espago de fases. A analiticidade da fungéo de Bargmann obriga
a seus zeros, que sdo aqueles da fungdo de Iusimi, a serem isolados em sistemas com um
grau de liberdade. Nesta tese estudaremos a distribuigao de zeros da fungao de Husimi &

luz da geometria herdada da fungion de Wigner.

A motivagao para este estudo encontra-se fundamentalmente nos trabalhos de Leboeuf



Capitule 1. Iniroducdo

e Voros [24], para cujos resultados sobre a distribuicic dos zeros da fungdo de Husimi,
grande atencdo tem sido dedicada ultimamente. Fles mosiraram computacionalmente
para diversos mapas cadticos e integriveis, que a distribucdo de zeros é completamente
diferente nestes dois casos. Enquanto para os mapas cadticos eles encontraram que os
zeros estdo espathados em forma quase uniforme sobre todo o espago de fases, para os
mapas integrdveis agrupam-se ao longo de linhas. Sendo assim, eles sugerem que em
sistemas integraveis os zercs da funcio de Husimi estdo distribuidos em forma linear e
para sistemas cadticos estio espalhados no espago de fases, dando assim uma “assinatura
quantica” do cdos cldssico. A primeira aiternativa € a tinica permitida para sistemas
auténomos com un grau de liberdade. Além disso, as linhas de zeros nac podem estar
perto da curva de energia constante onde o suavizado da fungio de Wigner tem um pico
nio oscilatorio. Sendo assim, estas linhas de zeros sé podem ser encontradas em regiles
onde a funcido de Husimi € exponencialmente pequena.

Nestas circunstancias, n6s 86 podemos esperar encontar ¢ padrdo geral dos zeros com
uma teoria semicldssica “subdominante” muito delicada. Este é o caso da teoria do tipo
WKB desenvovida por Vores na representacio de Bargmann [17], que prediz zeros nas
linhas anti-Stokes onde dois ou mais ramos da a¢io complexa tem a mesma amplitude.
(s zeros ao longo destas linhas sao selecionados pela condi¢io de que a parte imaginaria
da aglio complexa seja um multiplo inteiro de . Duas dificuidades cercam este tipo de
aproximagdes . Primeiro, ¢ muito dificil encontrar analiticamente os ramos da curva de
energia cldssica nas coordenadas complexas, para poder calcular explicitamente a acao
complexa {(i.e. a fase nas autofungdes WKB). Segundo, uma aproximagio valida em
qualquer lugar fora da vizinhan¢a da curva de emergia, requer a confinuagio analitica
das funcoes que definem os ramos; isto exige a analiticidade do simbolo de Weyl para o
Hamiltoniano gnantico.

J4 que a funcdo de Wigner nio precisa ser analitica, as aproximacoes da fangao de
Husimi obtidas através da suavizacdo Ganssiana da primeira, ndo tém porqueé ser mani-
festamente analiticas, ¢.e. nao devemos esperar que seus zeros estejam nescessariaimnente

isolados. No entanto, podemos procnrar por vales rasos, mesmo em regioes onde a funcao
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de Husimi é exponencialmente pequena, e por oscilacdes nos fundes destes vales que in-
diguem onde os zeros estdo . As duas regides dominantes na avaliacido da funcao de
Husimi num dado ponto sio sua vizinhanga, coincidindo com o centro da funcio Gaus-
siana do suavizado, e o mdximo da funcio de Wigner ao longo da curva de epergia €. Ja
gue sabemos que um zero 56 pode ser encontrado removendo a fun¢io Gaussiana para
fonge da curva de energia, nds usamos a aprozimacio simples, tipo cosseno, de Berry para
representar 3 funcio de Wigner nos pontos ao redor do ponto de avaliacdo da funcao de
Husimi [1]. Para a contribuicio da regido perto de €, usamos ainda uma aproximagao
mais elementar considerando a funcio de Wigner no seu limite cléssico, i.e. uma fungio
-& sobre a curva de emergia. ApGs a suavivagao , o primeiro termo mantem-se cosseno-
oscilatorio com essencialmente a mesma fase (proporcional & ac¢do de centros, a menos de
pequenas correcdes ), mas agora amortecido por uma fun¢do exponencial, a qual decresce
essencialmente com o comprimento da corda (a menos de corregoes ). O segundo termo
¢ positivo em toda parte, suave e concentra~s¢ em um méximo na curva de energia. A
combinagio de ambos os termos produz uma expressao positiva e suave, com um pico
an longo da curva &£, enquanto que as oscila¢des dos minimos locais no vale resultante
aproximam-se dos zeros da fungio de Husimi quando # — 0. Esta expressdo encontrada
para a funciio de Husimi tem validade sé dentro da curva de epergia e depende somente
das propiedades do toro £.

O segundo trabalho desenvolvido nesta tese é um estudo do fendmeno chamado de
cicatrizes 3, sobre a funcio de Wigner, em sistemas nio integriveis. A observacéo deste
fendmeno tem surgido durante a tentativa dos fisicos na drea do chamado “caos quantico”,
de entender a estratura dos autoestados em sistemas com amdlogo clissico cadtico, ou
mesmo com uma dinimica clissica mista, mas até agora nio rendeu uma forma de de-
terminar completamente estes estados semiclassicamente a partir das estruturas classicas
subjacentes como no caso integravel.

As tnicas estruturas cléssicas invariantes (estaciondrias), que sobrevivem nos sis-

temas auténomos totalmente cadticos sdo a superficie de energia constante e as (rbitas

3De “gears” em inglés.
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periédicas, as quais contém toda a possivel informagio sobre a dindmica do sistema. E
por issc que se supbe existir alguma relagdo entre o limite semicldssico de estados esta-
ciondrios e estas variedades invariantes do movimento cldssico. Entre os indicios de uma
relagio entre estados estaciondrios quinticos e as 6rbitas periddicas cléssicas, conta-se o
fenémenc de cicatrizes de érbitas periddicas instdveis curtas sobre autoestados cadticos
[33, 34, 35]. Em geral, por cicatrizes entende-se o aumento ou diminui¢ao * da densi-
dade de probabilidade associada aos autoestados cadticos, na vizinhanca de uma érbita
periédica instdvel e suas correspondentes variedades estdveis e instdveis. Este fendmenc
constitui um excelente exemplo de como as estruturas subjacentes cldssicas influenciam
as propriedades quinticas estaciopdrias e o transporte quintico de tempos longos em
sistemas classicamente ergddicos.

Na moderna caologia quantica é comum associar 0 movimento cadtico a aspectos da
teoria de matrizes aleatarias (RMT, de Random Matrix Theory), tais como a repulsdo
de niveis no espetro quantico, dada pelo apropriade ensemble de matrizes aleatdrias,
ou a predicdo de autofuncdes aleatérias para os autcestados casticos {39]. O ferdmeno
de cicatrizes é considerado atualmente come a “correcic ” mais importante, no regime
semicl4ssico (B -+ 0), & idéia de autcestados aleatdrios sugerida pela RMT [34, 35].

Como uma tipica trajetoria cldssica nos sistemas ergddicos explora toda a camada de
energia, é razoivel em primeira aproximagio , a suposicdo de Berry {40] e Voros [41] de
uma distribuicio uniforme sobre a camada de energia para a ditribuicdo de probabilidades
no espago de fases dos antoestados cadticos no limite semicldssico. No entanto, o teorema
scbre ergodicidade [42] 5, no qual a hipétese estd baseada, assim como também teoremas
posteriores [43], fornecem pouca informagdo sobre a estrutura dos autoestados em regides
de tamanhc O(#) do espaco de fases.

Varias teorias semicldssicas foram desenvelvidas para entender o fenomeno de cicatrizes
de érbitas periddicas em autoestados cadticos usande argumentos no dominio temporal

e a dinAmica linearizada ac redor destas érbitas. Entre elas contam-se a teoria baseada

1Em inglés chama-se “anti-scar”.
50 teorema de Shnirelman [42] basicamente afirma que 0 valor esperado quéntico de nm operador
suave é a média microcaninica cldssica quando ki — 0.



Capfiulo 1. Introdugde g

em pacotes de ondas Gaussianos de Heller [33], e a ieoria de Bogomolny [47] no espago
de configuracdes baseada na funcio de Green semicldssica. Estas teorias sdo aplicaveis
a uma sobreposicio coletiva de estados dentro de uma janela de energia de largura £ ao
redor de um valor fixo de energia. Flas predizem um aumento na intensidade da fungio de
onda perto da projecio no espago de configuragdes de nma drbita periddica cujo periodo
verifique 7 < h/e. A intensidade serd maior se a agdo estiver quantizada ao esiilo Bohr-
Sommerfeld dentro da janela de energia considerada ®. Qutras érbitas periddicas também
contribuern para a intensidade, mas seu peso é menor. Nesta visdo , a questdo de ter
cicatrizes em estados individuais é obscurecida pela possivel interferéncia de diferentes
ramos da Grbita periddica no espago de posigbes , o que deve ser superposto ao fundo
aleatério da funcdo de onda. Isto leva A necessidade de fazer afirmacdes quantitativas sobre
a intensidade das cicatrizes [34, 35). A existéncia do fundo aleatdrio leva A necessidade
na teoria de Bogomolny de efetuar uma suavizagin para poder visualizar as cicatrizes no
espaco de configuragdes .

Uma alternativa para trazer o problema ao espago de fases foi desenvolvida por Berry
[46] através do estudo da funcdo de Wigner espectral, cuja teoria foi refinada por Ozorio
de Almeida [12]. FEsta fungéio é uma sobreposi¢io coletiva de fungoes de Wigner de au-
toestados individuais numa janela de energia ¢, cuja soma no regime semicldssico consiste
essencialmente num pico perto da camada de energia (correspondente ao centro da janela)
a0 qual uma 6érbita de periodo v 5 h/e, sobrepde uma intensidade extra, que sera rnaior
se a sua agdo estiver Bohr-quantizada. Perto e dentro da camada de energia a intensidade
da rcicatriz oscila como uma funcio de Airv. Projetando ‘em p’, i.e. integrando nestas
varidveis a férmula que descreve as intensidades de cicatrizes na fun¢io de Wigner espec-
tral perto da camada de energia {12, 46], obtem-se a formula de cicatrizes de Bogomolay
{47, que por sua vez projetada ‘em g’ d4 a contribuicao de orbitas periddicas 4 densidade
de niveis de energia, conhecida corao a férmula do trago de Gutzwiller [44].

Contrariamente 3 teoria de cicatrizes de Berry, nosso interesse é para pontos de

avaliagio x da fungio de Wigner espectral, bem dentro da camada de energia. Nosso

8Chamaremos érbita perisdica Bohr-guantizada aguela cuja agéo verifique uma condigio de quan-
tizacio do tipo (2.20).
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esquema tedrico estd baseado numa férmula apresentada em [12] que descreve & [ungao
de Wigner espectral em cada ponto X, como uma soma de contribuicbes de segroenios
de trajetérias cldssicas cujos exiremos estejam unidos por cordas centradas nesse ponto.
A estrutura de cicatrizes é sobre uma superficie que chamamos de superficie central, i.e.
a superficie bidimensional definida pelos centros de todas as cordas construidas unindo
pares de pontos sobre uma érbita periédica. Sobrepostas as contribuicoes de outras cor-
das (com o mesmo centro), as cordas associadas & rbita periddica em cada ponto da
superficie central definem muitos segmentos de érbita, os quais podem ser somados em
fase se a drbita estiver Bohr-guantizada. Desta forma, mostraremos que isto cria uma es-
trutura de anéis de suscessivas intensidades positivas e negativas, com um méximo sobre
a propria érbita periédica. Esta borda da estrutura de anéis ao longo da superficie central
¢ ¢ objeto de estudo da tearia de Berry.

Uma verificagio qualitativa deste esquema de cicatrizes se realizou estudando as
fungdes de Wigner individuais, e a sua sobreposiciio coletiva que leva  fungio de Wigner
espectral, para um oscilador anarménico em dois graus de liberdade conbecido como
“Hamiltoniano NELSON". Este sistema auténome ndo integrével tem uma dinamica
cldssica mista, com regides do espago de fases onde o movimento é essencialmente regular
e outras com predominancia do movimento caético, cujos tamanhos dependem da energia
considerada. Vérios estudos sobre este sistema encontram-se disponfveis atualmente na
literatura, entre os quais contam-se um estudo exaustivo de sua dindmica cléssica [48}, e
um estudo comparativo de cicatrizes nas fungbes de onda dos autoestados com respeito
3 teoria semicldssica de Bogomoluy, numa janela de energia onde o movimento cldssico
¢ quase completamente cadtico [48]. Nosso estudo foi desenvolvido essencialmente nas
energias consideradas em [49}.

Como o espaco de fases deste sistema é de dimensao 4, caculamos secies bidimensionais
apropriadas para observar a estrutura de cicatrizes associadas a duas érbitas instaveis de
perfode baixo do sistema. A primeira é uma libracdo pertencente i familia “vertical” de
érbitas periddicas, que estio contidas num plano invariante do movimento. Neste caso as

secoes da funcio de Wigner foram caleuladas no plano invariante onde a superficie central
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corresponde & parte tlo plano interior da érhita. A segunda érbita periddica é uma libracio
asimétrica cuja superfirie central nio estd contida num plano. Neste caso calculamos
segoes nas coordenadas dos momentos para diferentes valores das posi¢des sobre a projecio
da érbita periddica no espago de configuracdes . Desta forma, acompanhamos as funcdes
de Wigner sobre trés linhas na superficie central da drbita.

Esta tese esta organizada da seguinte maneira. No Capitulo 2 apresentamos as fingdes
de Wigner e Husimi em sistemas com um grau de liberdade. Apds a descrigio breve do
formalismo na representagio de Weyl que permite definir a fungio de Wigner (seciio
2.1), passamos a explicar a estrutura semicldssica desta, mostrando as apalogias com as
aproximacoes semiclassicas das fungdes de nnda dos autoestados em sistemas integrdveis
(subse¢do 2.1.1). Apesar da geomietria semiclassica de centros e cordas da funcdo de
Wigner ser apresentada para o caso de um grau de liberdade, para facilitar a sua com-
preensao , a sua generalizacidc para mais graus de liberdade também é indicada. Ainda
neste capitulo resumimos a conexso desta geometria semicldssica com o formalisie de
fungdes geratrizes da mecanica clissica {subse¢do 2.1.2). Finalmente, apresentamos as
férmulas que definem a funcio de Husimi como uma suavizagdo da fungio de Wigner
assim como também sua definicio a partir dos estados coerentes, ambas as quais serdo
usadas no capftulo seguinte (segao 2.2). O Capitulo 3 est4 dedicado A nossa aproximacio
geométrica da fungdo de Husimi em sistemas com um grau de liberdade, onde mostramos
como a estrutura semicldssica de centros e cordas da fungdo de Wigner determina a dis-
tribuigao dos zeros da fungio de Husimi neste tipo de sistema. Como um modelo simples
para nossa. aproximagao , primeiro achamos uma expressio semicldssica para a fun¢do de
Husimi no caso de uma particula dentro de uma caixa com paredes rigidas (secio 3.1). A
seguir expomos a derivagdo de nossa aproximacao semicldssica da fungao Husimi {secdo
3.2). Esta aproximacio é aplicada ao problema da particula sujeita a nma forga constante
(secio 3.3). Este exemplo corresponde a nm problema nfo ligade cuja curva convexa de
energia é aberta. Para finalizar este capitulo apresentamos os resultados no caso de uma
pariicula sujeita a um potencial anarmdnico e asimétrico, cnmo um exemplo de um sis-

tema geral com uma curva de energia fechada e convexa. No Capitulo 4, introduzimos
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as ferramentas para estudar os estados quanticos no espaco de fases em sistemas nao in-
legraveis, f.e. a funcdo de Wigner espectral. Aqui explicamos sua conexao com o simbolo
ido operador evolugio na representagdo de Weyl, t.e. o propagador quantico nesta repre-
sentacdo . A pariir da aproximagio semicldssica para este propagador {12}, mostramos
como se chega a uma aproximagio semicldssica simples para a fungdo de Wigner espectral,
primeiramente derivada em {12}, que é a base para a andlise de cicatrizes desenvolvida
no proximo capitulo. Também explicamos como aparecem causticas nesia aproximacio
, perto da camada de energia, o que leva & necessidade de aproximagdes uniformes que
derivam na férmula de cicatrizes da teoria de Berry {46, 12]. O estudo de cicatrizes em
forma de anéis na superficie central de uma 6rbita periédica instdvel € apresentada no
Capitulo 5. Primeiramente mostramos como as contribuigdes de miltiplos segmentos da
drbita, centrados num dado ponto na superficie central, podem ser somados em fase para
produzir essa estrntura de anéis (se¢do 5.1). A seguir confirmamos esta estrutura nas
funcdes de Wigner individuais e coletivas dos autoestados do “Hamiltoniane NELSON”

(se¢iio 5.2). Por dltimo, no Capitulo 6 apresentamos nossos comentarios finais.



Capitulo 2

As funcoes de Wigner e Husimi.

Podemos representar os operadores da mecanica quintica, A{d, D), por fungies no
espago de fases [6, 7, 10, 11]. FEssas fungdes , que serdo da forma A(q,p) ¢ em geral
dependerio de fi, sio chamadas de simbolos do operador A. As funcdes de distribuigio
de guase-probabilidade nada mais s&o do que simbolos associados ao operador densidade,
. em alguma representacio de operadores quanticos [6, 7]. Neste capitulo vamos fazer
uma revisdo de duas destas funcgdes : a fungao de Wigner e a fungdo de Husimi. Embora
a maior parte das formulas a serern apresentadas estejam escritas para sistemas com um
grau de liberdade (sistemas 1-D), para facilitar a comprensiio , suas generalizagoes para

mais graus de liberdade sao imediatas na maioria dos casos.

2.1 A funcao de Wigner.

A funcao de Wigner é o simbolo do operador densidade na representacac de Weyl de
operadores {6, 7], ou representacdo de centros [12]. O simbolo de um operador A na

representacdo de Weyl corresponde a fungia
Aw(x) = [ deq {9+ &a/2Alg ~ &/2) expl—ivge/h] , (2.1)

onde x = {g,p) }. A simetria formal entre as varidveis ¢ e p se manifesta tomando a

transformada de Fourier em (2.1),

A {x} = /dgp ‘ip'!'ﬁp/:!f*&lp“ ﬁp/Z:’ exp [ip€p/R] (2.2)

Todas as integragoes nesia tese sio de —oa até +00 a menos que seja indicado.

13
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Da definigdo (2.1} segue que o simbalo de qualquer operador da forma f(§) serd a funcdo
flg). Analogamente, de (2.2), temos que, para qualquer operador da forma g{5), seu
simbolo serd a fungdo g(p). Assim, da linearidade das tramsformadas de Weyl (2.1} e

{2.2), encontra-se:

@) =-gd 3 fla)+alp) (2.3)

Uma das caracteristicas da representacio de Weyl é a de seus simbolos serem invari-
antes frente a transformagoes simpléticas (transformacoes candnicas lineares). Em efeito,
é bem conhecido o fato que as transformacdes candnicas lineares cldssicas, X = Mx
{ M matriz simplética), correspondem a transformacdes unitarias, };’ = IAIL{AL A, D&
mecdnica quantica. O efeito de uma dessas transformacdes unitarias no simbolo de Weyl
¢ simplesmente

Ay (x) = Ay (M x) . (2.4)

A partir da definicis (2.1), é ficil ver a relagao enire o simbolo de um operador A

qualquer e o simbolo de seu operador adjunto Al {conjugado hermitiano):
Al,(x) = Aw(X) , (2.5)

onde o sobrelinhado indica conjugagio complexa. Assim, se o operador A for autoadjunto
(aperador hermitiano) seu simbolo de Weyl serd uma fungao real. Desta forma, o simbolo

na representacao de Weyl de todo operador que representa um observivel corresponde a

uma func¢io real.

Para estados puros em sistemas com zm grau de liherdade, o operador densidade é:

p = |4}{t] e de acordo com (21] a fungio de Wigner serd
Wix) = (o) o) = (507) [ @ G+ E/2)Wla— &0/2) expl-ipe/h].  (26)

Jé que o operador densidade corresponde 2 um operador observavel, a fun¢io de Wigner

¢ real e representa o estado 1) no espago ide fases.
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Uma propriedade importante da representagio de Weyl concerne ao trago do produto

de dois operadores [12]:

Py dx
TAB = | — . .
AB] = [ 2 Aw(x) Bw(x) (2.7
Como o simbolo de Wey! para o operador identidade é a funcéo identidade (f.e. Iy {x) =1

para todo x), no caso do trago de um s6 operador temos simplesmente que 2

Al = [ Awlx) (2.8)

Da propriedade (2.7} ¢ da defizigio (2.6) obtem-se imediatamente a propriedade de
“guase-probabilidade” da funcdo de Wiguer,

(| Al = f dx Aw(x) Wy(x) - (2.9)

Esta formala, que foi a motivacio do trabalho original de Wigner {8] sobre a funcio que
agora leva seu nome, tem sido uma das principais atragoes da. representacio de Weyl.
Ela permite-nos calcular valores médios de observédveis da mesma forma que na mecénica
cldssica com a funcao de distribuigiic de probabilidades de Liouville, embora, ao contririo
desta, a funcio de Wigner ndo precisa ser definida positiva 3. Isto é particularmente
atraente nos casos onde o simbolo de Weyl de um observdvel coincide exatament: com
a magnitude classica (ou seja quando o simbolo néo depende de k). Este é o caso, por

exemplo, para as importantes fungdes Hamiltonianas cldssicas da forma
Hix) =p*/2m + V(q) , (2.10)

que sao elas mesmas os simbolos de Weyl dos seus operadores Hamiltontanos quéoticos

associados (i.e. Hy (x) = H(x)), os quais verificam (2.3).

2Note-se que para estados, {1}, normalizéveis Tr[p] = 1. De (2.8) temos que Tx[f] = f Zowlx)=1,
enguanto que nos outros casos a integral diverge. Ii por essa razéio que o pré-fator em (2.6} ndo deve ser

considerado para estados néo figados.
3%sta forma de calenlar valores médios como na mecanica cldssica ndo pode ser emulado pela fungio

de Husimi, embora esta seja definide pasitiva.
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A propriedade de quase-probabilidade (2.9) permite-nos obter o “produto escalar” de

funcdes de Wigner:
fr . 1
[ Wai) Wolx) = (5 =) 1817 (2.11)

Este produto é sempre definido positive, assim como também as projecdes sobre as

posigoes ¢ € os momentos p,
[ o Wox) = | (elp)P [ da Walx) = 1010) 7, (2.12)

e dao as respectivas densidades de probabilidade *.

2.1.1 Estrutura semicldssica em sistemas integraveis.

Vamos primeiro relembrar um pouco a estrutura do espaco de fases nos sistemas in-
tegrdveis, e como ela determina a forma das autofungdes de energia no limite semicldssico.
Isto nos permitird por em perspectiva a fungao de Wigner neste tipo de sistema, j4 que,
sendo esta distribuicdo uma maneira de visualizar os estados no espago de fases, sua forma
também deverd estar determinada pela estrutura deste espaco.

Os sistemas integraveis sdo aqueles onde é possivel obter solugbes completas,globais,
para o movimento classico. Para que iste acontega, em sistemas com I graus de liberdade,
estes precisam ter pelo menos L constantes de movimento independentes. As constantes de
movimento sdo funcdes das 2L varidveis, (¢, p), no espago de fases, cuja condigio de serem
independentes corresponde a estas estarem em involugdo , i.e. que seus colchetes mituos
de Poisson se anulem. Em sistemas ligados, onde o0 movimento est4 limitado a uma porcao
do espago de fases, a interse¢io das L superficies definidas pelas constantes de movimento,
cada nma de dimensdo 2{, — 1, resulta numa superficie compacta, de dimensao L, com a
topologia de um toro [28, 16]. Quando a fungdo Hamiltoniana ndo depende explicitamente
do tempo, {autéroma), ela propria é nma das constantes de movimento cuja conservagao

define a camada de energia constante. Os toros, por pertemcerem 3 intersecao de todas as

1Se o estado |¢) em (2.9) £ nio ligado, o lado direito muda para [ dx/2nh Aw (x)Wy(x). Se v dos
edtados em (2.11) € néo ligado, de acordo com a definigio de fungio de Wigner para este tipo de eslados,
(2.6), o pré-fator nfio precisa ser considerado; e se os dois estados sdo nao ligados, o lado esquerdo também

deve mudar para [ dx/2rh W, (x)W,(x).
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superficies constantes, estéio contidos na camada de energia. Nos sistemas auténomos com
um grau de liherdade a constancia da funcio Hamiltoniana garante sua integrabilidade.

Toda trajetéria de um sistema integrdvel estd confinada dentro de algum desses toros
que folheam todo o espago de fases., Cada toro L-dimensional é caracterizado por L
circuitos irredutiveis independentes °, parametrizados por varidveis angulares, 8, rada
uma mudando em 27 ao redor de um circuito. Nessas coordenadas angulares o movi-
mento gerade pela funcio Hamiltoniana clissica corresponde a um movimento retilineo
uniforme, cujas velocidades angulares constantes, w, sobre cada toro, sdo chamadas de
freqiiéncias do movimento cléssico integrdvel 6. Os tipos de trajetdrias dentro dos toros
estio determinados por estas freqiiéncias. Assim, se as freqiiéncias para um dado toro
siio comensurdveis, as trajetérias nele sio peri6dicas. Elas formam uma familia que co-
bre densamente o toro ao variar a condi¢do inicial. No caso de serem incomensurdveis o
movimento é quase-peridico e basta uma vinica trajetdria para cobrir o toro densamente
(ergodicamente). Esta cstrutura faz com que os toros em sistemas integrdvels possam
ser considerados como variedades do espago de fases invariantes no tempo, cujos pootos
definem um “estado classico estaciondrio”.

Uma caracterfstica importante dos toros invariantes é serem superficies Lagrangeonas.
Em efeito, se especificarios o toro por intermédio das fungdes vetorials p;{g) ou q;(p)
(onde j etiqueta as diferentes “folhas™ em que o toro deve ser dividido para ser descrito

por funcdes ), & condigio deste ser uma superficie Lagrangeana é
Rotor p;(q) = Rotor g;(p) =0 , (2.13)
sobre cada folha. Como conseqiiéncia disto, a drea simplética ou agdo do circuito fechado
57_—“5{ p-dq , (2.14)

é pula para circutos redutiveis, -y, enquanto que mantem-se constante para circuitos que

SUm circuito ircedutivel & aguele gque nio podi ser reduzido a um ponto por meio de deformagdes

continuas sobre a superficie do toro. O oposto charnarse circuito redutivel.
8@ste & o contelido do teorema de Liouville-Arnold que caracteriza ¢ movimento de um sistemia in-

tegrdvel como translaghes sobre um tore [28].
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540 deformdveis entre si. Portanto, a agiio entre dois pontos quaisquer num toro invariante

(@)= [ p(a)-dq’, (2.15)

0

nao depende dos caminhos sobre o toro, escolhidos para o caleulo, contanto que estes
sejam homdlogos, Isto define S{q} em (2.15) como uma funcéo de q, uma vez fixado o
ponto qp. Esta furgio £ multivoca devido aos diferentes ramos p;(q).

Como todas as deformagdes possfvels de um dado circuito irredutivel tém a mesma
agao (2.14), podemos a partir delas definir as coordenadas canonicamente conjugadas dos

angulos, @, para cada toro. Estas coordenadas chamam-se varidveis de agéo , I, e sdo

1
L= — - d 2.16
§ 97 I, p-aq , [ )

onde y; é o é-ésimo circuito irredutivel do toro. Vemos entdo que a familia de toros
no espago de fases é parametrizada pelas varidveis de acdo I. Por esta razdo elas sdo
fungdes das constantes de movimento originais que definem os toros. A transfermacio
{a,p) = (I,8) é candnica 7 e sua fungdo geratriz corresponde & agdo (2.15), porém agora
definida também sobre a familia de toros pi{q} = p(q,I). As equacées de transformacio

$a0
oS as
== f=— . 2.17
Ja que as transformagoes candnicas preservam a forma das equagdes de Hamilton para o

movimento cldssico , nas varidveis de a¢lo e dngulo temos

. gH(I) , _OHI)
1= ~~2g = 0 9 = T w(I) {2.18)

onde w(I) sfo as freqiiéncias constantes ao longo de cada toro.
Na mecénica quantica de sistemas classicamente integriveis, os toros invariantes sio

4 pedra fundamental na construcio das fungdes de onda estaciondrias, s.e. as sofugtes

TA condigdo para que seja candnica ¢ que preserve a drea simplética de qualguer circuito no espago

de fases: fp_dq:fl_dﬂ

o que pode ser verificado da definicio (2.16) e do fato dos toros serem superficies Lagrangeanas.
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estacionarias da equagio de Schridinger. Assim, cada regido classicamente permitida no
espago de configuraces , correspondente A projecio de win dos toros, é o suporte da
{funcao de onda estacionaria. Esta consiste em uma combinacéo linear de funcdes |, cujas

fases sao as agbes (2.15) em unidades de A, sobre cada folha -j- do toro:

Fsiia|” {i SiaD . 5:'“} (2.19)
il .

(CIIYI’I,} =) )L;’22| o dqol

I3

onde as fases 3; sdo constantes subre cada folha. Impondo que a variacio total da fase
de (qj¥1) ao longo de cada um dos L ecircuitos irredutiveis -« do toro seja miiltiplo de
27, chega-se & condicdo de quantiragdo semicldssica que seleciona os toros para os quais

existem autoestados de energia associados no limite & — 0 &
}{ P dqg = 2rh (n,- e %) =32rl; , n; = nldmeros enteiros , (2.20)
%

e 0s a;, chamados indices de Maslov, sio fases inteiras associadas ao niimero de causticas

atravessadas pelo circuito correspondente ?. Desta forma, o espectro de energias serd dado

implicitamente pelas autoenergias
Fo=H{I=hn+e/1)) . 12.21)

No caso de Hamiltonianas de um grau de liberdade, com a forma (2.10), os toros sio as
curvas de epergia constante, H(x) = E, simédtricas em p. A regido classicamente acessivel
no espago de configuragdes é aquela compreendida entre os dois pontos de retorno da
trajetoria cléssica, onde V{q) = E. Nessa regifio , a funcio de onda semicldssica (2.19)
coincide com a conhecida solugde WKB para a equagio de Schrodinger

\ f g
{qlry = —_— e exp {?551 (g’ D 3;—} PR S— exp {i___ﬁ'a(g ) + %} )
2mf | (g, T)] 274/ |pa(g, 1)

(2.22)

fPara sistemas cormn nm gran de liberdade esta candigdo é conhecida como “regra de quantizagio
de Borh-Sommerfeld”. A generalizagiio para mais grans de liberdade é conhecida como “regra EBK™
(Einstein-Brillouin-Keller) {30], mas a forma definitiva, (2.20), também tem os aportes de Maslov {31].

8 Arnold demosirou que or mdices de Maslov sfio invariantes topolégicos do toro [29].
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oude py o = £2m[E(I) — V{(g)]'’® sdo as duas camadas da curva de energia constante, e
Sialg, I) = [2 mald, Ddg suas respectivas agdes .

Uma caracteristica da aproximagao (2.19), ou equivalentemente da (2.22), ¢ a ce pos-
cnir divergéncias nas chamadas “cAusticas do toro” definidas como o lugar no espago de

fases onde ¢

det =~ = o0 . (2.23)

J
dq

Fstas correspendem as fronteiras das diferentes folhas do toro, p;{q), que delimitam o
movimento ao espage de configuracdes , sendo no caso de um grau de liberdade simples-
mente os pontos de retorno da trajetdria cldssica. Entretanto, a divergéncia da intensidade
¢ integravel, refletindo umn pico de intensidade finita pars a fungio de onda semicldssica ao
atravessar as causticas. Refinamentos da aproximacao semiclassica (2.19) sdo necessarios
para contornar a singularidade nas custicas. Em geral estas aprormagées uniformes so-
bre as causticas revelam para a intensidade ao longoe delas, um pico do tipe fungdo de Airy
(51]. Os méximos desses picos ndo caem exatamente nas cdusticas, mas suas distancias a
elas tedem a zerc no limite # — 0. No limite cldssico, i.e. h = 0, recupera-se o pico de
intensidade infinita sobre as causticas.

Desta maneira vemos que a estrutura dos autoestados de energia em sistemas cujo
equivalente cldssico ¢ integrivel, esta goverrada, no limite semiclassico h — 0, pelos toros
cléssicos. No caso da funcio de Wigner para estes autoestados sua estrutura semiclissica
sambém esta associada aos toros invariantes no espago de fases. A primeira andlise a
estabelecer isto foi realizada por Berry [1] para o caso de autoestados de energia F, em
sistemas de um gran de liberdade nfio relativisticos, onde a Hamiltoniana é da forma
(2.10) e o torc é a curva convexa suave, £, de energia constante. A seguir vamos resumir
os resultados em [1] importantes para comprender a geometria semicldssica da funcio de

Wigner, ponto de partida dos trabalhos desenvolvidos nesta tese 1.

107 divergancia acontece pois para a amaplitude em (2.19), usando (2.17), temos

g s o8 38 81::1
det =1 ,
I 8q

m— = i —_— d —
det T |det B ‘ etap

e 88{8p # 0 ao longo das cdusticas.
11Para maie detalhes pode-se consultar também [4, 5].
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A aproximac¢io semicldssica siraples.

Esta é obtida substituindo as autofuncdes em (2.6) pela suas formas WKB, (2.22}, e
integrando pelo método da fase essacionaria. O resultado ¢ simétrico em g e p e depende

s6 da geométria da curva cldssica £,

2 - 1 S;{x) =«
Wser{x) = —mm— e L~
scLiX} oY) mé - T cos{ }1 4} , (2.24)

onde a fungdo S;(x) é a drea simpléctica entre a curva de energia £ e a corda £, centrada
em X, i.e. dados dois pontos x_ e x, sobre o toro, £ =x; —x_ e x = (x4 +x_)/2 (ver
Fig.2.1}. A soma ¢ sobre todas as cordas centradas em x e w é a frecuéncia do movimento
céssico ao redor de £. Os fatores D;(x) no denominador sao ¢s produtos exteriores das

velocidades no espago de fases nas pontas das cordas,
Dj(x) =% A%y =By — Qs (2.25)

correspondendo 3 drea do paralelogramo formado pelos pares de vetores (o ponto x, é
alcancado apds o ponto x_ no movimenta cldssico ao longo de £, ver Fig.2.1). Fora da
curva convexa de energia £ ndo existem cordas, portanto Wser(x) = 0.

A edustica de Wigner, indicada com £ na Fig.2.1, é a fronteira de regides com di-
forentes nidmeros de eordas: deniro da cédustica existem irés cordas, sobre ela cuas e
fora sé uma. Sobre a cdustica de Wigner e sobre £, genericamente dois pares de pontos
de fase estaciondria coalescem e portanto ¢ método ordindrio da fase estacionéris é in-
aplicavel. Justamente o fato de pares de pontos de fase estaciondria coalescerem :ndica
que ao atravessar estas curvas o niimero de cordas muda. Em efeito, para sucessivos
centros X que se aprogimam de & pelo lado concave (H(x) < E), a corda associada vai
perdendo comprimentc até anular-se sobre a curva, para logo desaparecer no lado convexo
(H(x) > E). Como a curva £ é o local de cordas nulas, o denominador (2.25) anula-se
e a aproximagdo semiclissica (2.24) diverge, fazende do toro uma cdustica da fungio
semicléssica de Wigner. No caso da cdustica £, quando X a alcanca desde dentro, duas

cordas coalescem, desaparecendo ac centro passar para o exterior. Assim, sé dois dos trés



Capltule 2. As fungdes de Wiguer & Husimi. 22

termos em {2.24} divergem sobre £, pois as cordas coalescentes tém velocidades no espago
de fases,x e x_, paralelas, assimn a drea D;(x} é zero (Fig.2.1). E interessante notar a
semelhanga entre as divergéncias sobre as cdusticas, £ e £, da aproximacao semicldssica
{2.24) para a fungio de Wigner do autoestado, e as divergéncias sobre as cdusticas do toro
da aproximagao semiclassica (2.22} para a fun¢do de onda. Em particular a divergéncia
de (2.24} sobre o toro £ é equivalente & divergéneia de (2.22) sobre os pontos de retorno
da trajetdria cl4ssica.

Além de ser divergente sobre as cdusticas, esta aproximacio tem a deficiéncia de ndo
estar corretamente normalizada para o caso de estados com norma finita Nesses casos, o
pré-fator em (2.24) proveniente da correta normalizagio das autofuncées WKB, (2.22},

nio dé a correta normalizagdo da fungdo de Wigner.

A aproximacao uniforme.

A consideragdo simultidnea de pares de pontos de fase estacioniria em {2.6) leva a:

7 . \/2_ 1 35(}[) e p SSj(x) 2 ¢
W_{-{;’L(x)""W_h%:i(wml)mré_j \/;;@[ 32 J Ai ‘"[mgh J i /2.26)

Esta & uma aproximacio uniformemente vélida ndo sd para pontos x movendo-se em

direcdo a £ e sobre esta curva, como também para pontos x no lado convexo onde os valores
estaciondrios e da funglio S(x} sfo imaginarios. No entanto, subsequentes refinamentos do
método da fase estaciondria sio necessdrios para uma aproximagao uniformemente vilida
sobre L.

Do lado céncavo da curva £, mas ndo muito perto dela, S(x) é grande comparada com

k, entdo a funcio de Airy pode ser substituida pela sua forma assintdtica para arguinento

negativo grande {51],

Aif{-w} & %[’w]'" Y4cos {g-[w]w2 = %} (2.27)

e desta forma recupera-se (2.24). Sobre o lado convexo de £ a fungdo de Airy tem

argumento positivo e assim a fungdo semicldssica de Wigner decai exponencialmente desse

lado da curva.
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Figura 2.1: Geometria semicldssica da funglio de Wigner em sistemnas 1-D para uma tipica curva de
energia constante, £, suave e convexa. A 2g8o S{x) ¢ igual A drea sombreada entre a curva £ ¢ a corda &.
A corda cheia perto da cdustica de Wigner, £, corrgsponde a wn centro, x, fora dela. Quando o centro
atravessa £, uma bifurcagio acontece. Assim, se o centro estd sobre £ uma segunda corda aparece (cordas
tracejadas). Note-se gue as velocidades no espaco de fases nas pontas desta nova corda mais longa sdo
paralelas, cancelando assim & 4drea (2.25); para a corda mais curta iste néo acontece. Finalmente, quando
o centro estd dentro da curva £, tem-se trés cordas (cordas pontilhadas). Os outros elementos da

geometria estio explicados no texio.
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Quando o estado tem norma finita, a fun¢do de Wigner uniforme, (2.26), estd corre-

tamente normalizada.
A aproximacao de transicio .

Para tornar evidente que (2.26) é uniformemente vilida sobre &£, é preciso resolver a
indeterminacdo devida 4 anulagao simultdnea de D(x)} e S(x) sobre esta curva. Assim,

bem perto da curva £ uma expansio de (2.26) conduz a

1 2 . 2
2n(w=) [RPB{(x)])'/3 Al { [#°B(x)

Weci(x) = Cale—El}, (22)

onde
B(x) = H; Hpp + I-Iﬁ Hye + 2Hpo H  H, (2.29)

com todas as derivadas parciais de H evaluadas em x. Aqui, o denominador B(x)

mantem-se finito para pontos x sobre a curva £,
O limite clissico.
Este limite corresponde ao casa k = 0 ¢ pode ser obtido fazendo i — 0 em (2.28) e

usando o resultado,

. I iy . ¢
li ;Al_(z) =5(y) - (2.30)

Desta forma, obiem-se o resnitado simples

.1_{_ SIH(x) — B, .31)

DVCL (x) B mﬁ_ )

o qual representa uma distribu¢@c uniforme ao longo da curva de energia constante E.
Ao longo da cdustica de Wigner, £, a fun¢do de Wigner também toma valores grandes,
mas as rapidas oscilaghes no limite A — 0 cancelam a amplitude da fungfo -6 neste caso.

Cabe lembrar que, no caso de autoestados normalizdveis, as expressoes (2.28) e {2.31)
também estio corretamente normalizadas. O pré-fator em {2.24) e as constantes de nor-
malizagio em (2.26), (2.28) e (2.31), sdo para o caso de estados normalizdveis. Quando

o3 estados nio tem norma finita, as férmulas sio ainda validas, mas af é possivel definir a



Capitulo 2. As fupgdes de Wigner ¢ Husimi. 25

normalizagao usando condictes de ortogonalidade se as autofuncdes pertencem a um con-
iinto ortogonal (5, 6]. Nestes casos, a freqiiéncia cldssica w nao deve ser considerada nas
formulas. Um exemplo desta sttuagio aparecerd ao aplicarmos estas férmulas no préximo
capitulo.

Tada esta analise sernicldssica para a fungdo de Wigner para estados puros em sistemas
autdénomos pode ser generalizado para estados associados a toros de dimensdes maiores,
uU seja em sistemas integrivels com mais de um gran de liberdade. Fssa anilise fol funda-
mentalmente realizada por Ozorio de Almeida e Hannay {2], onde mostraram que o valor
da funcao semiciéssica de Wigner am qualquer ponto do espago de fases fambém depende
do comportamento das cordas centradas nesses pontos, cujas pontas estdo sobre o toro
correspondente ao autoestado em questan . A distingdo com os sistemas 1-D é a multipli-
cidade das cordas. Por exemplo, para toros bidimensionais os autores demostraram que
o nimero de essas cordas é sempre par.

A generalizagao para mais graus de liberdade da aproximacio simples (2.24) & ime-
diata, procedendo analogamente a0 caso de um grau de liberdade, mas agora usando a
forma semicidssica (2.19) para as auntofungies em (2.6). O resuitado continua sendo uma
soma de cossenos sobre as diferentes cordas centradas no ponto de avalicdo da funqgan de
Wigner, com as fases sendo as dreas simpléticas dos circuitos através do toro e as respec-
tivas cordas em unidades de h. Assim também, esta aproximacio simples da funcao de
Wigner eontinua divergindo sobre o toro e & “cdustica de Wigner”, que agora corresponde
4 uma, superficie de dimensao 2L — 1 num espaco de fases de dimensdo 2L. No caso de
espagos de fases de dimenséo 4, Ozorio de Almeida derivou em {3] aproximagdes uniformes

através das causticas.
2.1.2 Conexao com ¢ formalismo da mecanica clissica.

Esta “geometria semicldssica” subjacente na func¢io de Wigner tem uma conexio
fntima com o formalismo de funcées geratrizes da mecénica cldssica [13, 14, 12]. A conexdo
se baseia nas varidveis canonicamente conjugadas, x = (g,p) ¢ € = (£, &) (os centros

e as cordas respectivamente}, como uma alternativa na descricio da evolucao clissica.
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Desta forma, ao invés de especificar os pontos 2L-dimensionais inicial, x_, e final, x, do
movimento cléssico no espaco de fases, pode-se dar o vetor §, que une estes pontos, € a
posicdo x correspondendo a seu centro. A transformagio canbnica x_ — X4 estard dada
implicitamente por: x4 = X + 2£, ¢ pelas fungdes geratrizes de centros ou de cordus, das

quais obtemos as correspondentes varidveis conjugadas por diferenciago :

foo=- 50 g =22 2.3
ou alternativamente
a8 8s
=58 wo--5E (2.39

Estas funcdes geratrizes, também chamadas agGes de centros e cordas respectivamente,
nio sdo fundamentalmente diferentes das tradicionais funcOes geratrizes da mecanica
classica 2, relacionando-se umas com as ouiras, e entre elas, na forma usual de inter-
cambiar varidveis através de transformadas de Legendre.

Analogamente s fungoes geratrizes tradicionais, as fungdes de centros e cordas também
sao solucdes de principios variacionais. Assim, por exemplo, o principio variacional de

centros no dominio tempora! estabelece que a acdo de centros
%)= § pdg — [ HEx(®)di , (2.34)

¢ estacionaria ao longo da trajectéria cldssica percorrida num tempo t. Os caminhos
cl4ssicos a serem comparados s&o aqueles percorridos num tempo ¢, todos eles com a corda

ynindo o ponto inicial e final centrada em x ™. A segunda integral sobre a Hamiltcniana

12pgr exemplo as do tipe S{g;., g-) que também determinan a transformagio candnica X_ -+ X em
forma implicita diferenciando:

po = 88/8q, . p.=—08/8q. i

ou a fungdo geratriz (2.15) da transformagdo candnica que leva as varidveis de aciio e Angulo cujas equagdes

de transformacio s&o as {2.17).
BNote-se que ao contrdrio do prieipio variacional usual, definido em termos dos extremos fixos x_ e

x,, aqui é o centro x que € fixadn.
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classica é avaliada ao longo dos caminhos, enquanto que a primeira integral define a drea
simplética limitada por cada caminho e sua corda.

Para o caso de sistemas autédnomos sabe-se que as sohigdes do problema variacional sdo
trajetorias com encrgia fixa, portanto neste caso usam-se os caminhos restrifos 4 camada
de energia. Pedindo ainda que os caminhos continuem sendo percorridos num tempo fixo
{, nota~se que a drea simplética §, p dg em (2.34) ndo é fungio do tempo e sim da energia.
Desta forma chega-se an principic variacional de centros em energia que estabelece que
a area simplética

Se(x)= § pdg , (2:39)

para todos os caminhos sobre a camads de energia e todas as cordas centradas em
X, & estacionaria para uma trajetdria classica. A relagdo entre a acaoc de centros no
dominio temporal e a acdo de centros em energia nos sistemas autoénomos é simplesinente:

Si{x) = Sg(x) — Et, portanto continuam sendo vélidas as relagGes usuais

_98(x) y = 99x) (2:36)

E==% Y

As equagoes de transformagio (2.32) sdo vilidas para ambas as ages .

A agdo de centros Sg(X), para uma energia fixa, é a fungio nas fases das expressoes
semicldssicas, {2.24) e (2.26), para a fun¢io de Wigner. Vemos assim, que a descrigdo
semicléssica do autoestado dada por (2.24), ou por (2.26), é ¢ andlogo no espago de fases
da descricio no espaco de configuracdes que faz a aproximacio WKB (2.22) para sua
fun¢do de onda. Em ambos os casos as fases estdo dadas por agdes classicas associadas
aos toros. A divergéncia sobre cdusticas também é uma caracteristica compartilhada por
pstas aproximacgdes . O mecanisimo pelo qual aparecem é comum a todas as férmulas
semicldssicas que sdo obtidas pelo método da fase estacionaria. Hd cdusticas quando dois
ou mais pontos de fase estacionaria coalescem. No caso da fungio de Wigner semiclissica,
a cada par de pontos de fase estacionaria corresponde uma corda, que desaparece qnando
esses pontos estacionarios coalescem. Por essa razdo , as causticas da fungdo de Wigner
semicldssica sdo locais onde o miimers de cordas muda (o toro e a cdustica de Wigner £}.

Para a funcio de onda semicldssica na representagio de posicOes os pontos estacionarios



28

Capfivlo 2. As fungbes de Wigner ¢ Husimi.

430 os proprios pontos sobre o toro que coalescem na unido dos varios ramos sobre o
espago de configuraces (por exemnplo os ponios de retorno no caso unidimensional). A
forma de contornar essas singularidades nas causticas é através de aproximacgdes refinadas,
chamadas uniformes, aonde (2.26) é um exemplo, uniforme sobre a curva de energia

constante £.

2.2 A funcao de Husimi.

A funcio de Husimi é outra funcdo de distribuigio de quase-probabilidade. Cor-
responde ao simbolo normal do operador densidade na representagio diagonal de estados
coerentes [17], ou na também chamada representagio de Husimi [2 1]. Nesta represeatagio

o simbolo normal de um operador A é o valor médio
An(X) = (Qx]Alx) - (2.37)

onde os [{2x} sdo estados coerentes normalizados (minima incerteza} [19, 20], autoestados

do operador destruicac ,
228G +iP/B) (2.38)

G

para o oscilador harmonico de referéncia:
A= Prem+ma? Q22 =w dlda+0/2, (2.39)

com 8 = (mw,)"2. Esles podem ser obtidos trasladando o estado fundamental normal-
izado, [Six=g) = (0}, de (2.38) até a posi¢io no espago de fases X = (&, P) de acordo
com,

10x) = exp{(i/R)}(PQ — QP)}]0) . (2.40)

Na representacao de posicdes o estado coerente é simplesmente {ver, por exemplo [54]}:

72

174 )
(QIQX):[%] axp{—f—h(q—ca)%i%‘-’—}- (2.41)
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[Jesta maneira, a funcao de Husimi para estados puros em sistemas 1-D é

00 = (57 ) Oxlalon) = (55 ) KOxEOP 2.42)

onde o pré-fator garante a normalizacdo 4 unidade sobre todo o espago de fases. Ao

contrario da fungdo de Wigner, {2.42) mostra que a fungao de Husimi é sempre definida
positiva exceto para alguns pontos X onde pode se anular.

A representagio de Husimi também pode ser vista como uma suavizagdo Gaussiana

da representacao de Wey! [12]. Para ver isto, basta observar que a funcdo de Wigner para

um estado coerente é: Wo, = 1/rhexp {-—;;” (x — X)Hg} 14 assim, de acordo com (2.9),

temos

- i 1 :

(Ox/A10x) = [ dx Awix) Wax () = — [dx aw(x) e { - %)}, 2.49)
onde a métrica-g estd definida como
(= X)llg = [8%(g — Q) + (p — P)*/B7]/2. (2.44)
I’ntdo ; a funcio de Husimi estd relacionada com a fungdo de Wigner na forma

1 | 1 ) |

H(X) = — [ axW(x)exp { ~zllx - Xl } (2.45)

a qual define, segundo (2.11), a projecao da funcdo de Wigner sobre os estados coer-
entes. Cabe notar agui que, enquantc a representacdo de Weyl é invariante frente a
transformagdes simpléticas (transformagtes candnicas lineares), a introdugao da métrica
(2.44) implica que esta invarianga simplética ndo se mantém na fungac de Husimi.

Q fato dos estados coerentes serem autoestados do operador destraicao dd a eles
propriedades analiticas as quais sdo transmitidas & fungdo de Husimi {19, 20]. A parte
analftica da funcio de Husimi pode ser separada usando estados coerentes ndo normal-

izados {2}, tais que [{x) = exp{—Fz/2h}|z), assim temos

H(s) = (57 ) expl~22/h} |IH)P (2.46)

() chloulo consiste em usar a representacgio de posigoes dos estados coerentes (2.41) em (2.6); a
intepracdo que fica corresponde & transformada de Fourier de vma fungdo Gaussiana.
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onde as coordenadas,
e=27"2(8Q ~iF/B) ,  z=27%(BQ+iP/B), (2.47)

representam o espago de fases complexo para sisternas 1-D.

A funcdo (z|¢) é a func¢do de onda do estado quéntico numa representagio da mecinica
«uéntica introduzida por Bargmann {18] (no caso do grupo de Heisenberg-Weyl), onde a
base da espage de Hilbert sio os estados coerentes néo normalizados. Na representagio
de Bargmann as funcdes de onda sao fungdes holomérficas (enteras) na varidvel z '
considerada como uma coordenada no espaco de fases. Fxistemn representagoes deste
tipo para varios outros grupos [19, 20}, e em geral sic chamadas de representagdes de
estados coerentes. Andlises semiclassicas de fungoes de onda para sistemas 1-I neste tipa
de representacbes foram desenvolvidas par Voros [17], para o caso do grupo de Weyl,
¢ par Kurchan et.al [23] em um tratamento unificado de varios grupos. Usando uma
construcido do tipe WKB para a fungio de onda na representagao de Bargmann, Voros
[17] derivou uma aproximacdoc semicldssica para a fun¢ido de Husimi em sistemas 1-D.
A modo de exemplo, no Apéndice D.1, apresenta-se esta construgdo para o caso dos
autoestados de energia no problema de uma particula sujeita a uma forga constanfe. No
capitulo seguinte, nds derivaremas uma aproximagio semicldssica para a funcao de Husimi
baseada na “geometria semiclissica” da funcio de Wigner que acabamos de expor. Para o
problema da caixa, a fungdo de Husimi obtida pelo método WKB complexo do Apéndice

.1 e nossa aproximacao geamétrica estao comparadas na se¢io 3.3.

I5F gimples ver que a expansao de (z{y) na base de autoestados, jn), do oscilador harménico de
referéncia (2.39) é a serie holomorfa

()= mv,%mzw} .

n=={



Capitulo 3

Approximacao geométrica para os
zeros da funcao de Husimi.

O interesse fundamental neste capitulo é mostrar como a estrura geométrica de cordas da
funcao de Wigner, descrita no capitulo anterior, reaparege num tratamento semicldssico
da fungao de Husimi. Mostraremos como esta estrutura permite aproximar semiclassica-
mente as posigbes dos zeras da fungdo de Husimi. O caminho serd via uma aproximacio
semicldssica da férmula {2.45) que define a fungio de Husimi como uma projecio da
funcdo de Wigner sobre esiados coerentes.

Nés agui vamos constriir uma expressio semicldssica para a funcgio de Husimi em
sistermas autdnomos com um grau de liberdade, 0s quais necessariamente sio integraveis,
g vamos ver como 3 estrutura semicldssica de cordas obriga os zeros a se alinbarem.
Vamgs ver também como estas linhas estdo sobre vales rasos da fungio de Husimi. Assim
ohteremos uma explicacic geométrica para a hipdtese de Leboeuf e Voros para este tipo
de sistema.

Apesar de termos limitado nosso estudo a sistemas 1-D autdnomos, as aproximacoes
serao igualmente vilidas para mapas cldssicos integrdveis do plano sobre si mesmo. Como
a estrura de cordas da funciao de Wigner generaliza-se para toros de mais dimensdes
[2, 3], os métodos a serem desenvolvidos neste capitulo também serdo aplicdveis em sis-
temas integraveis com mais de um grau de liberdade. Os resultados deste capitulo foram

publicados em [27].

Como um modelo simiples de nossa aproximagio geoméirica para a funcao de Husimi,

31
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a seguir encontraremos 1ima expressao semicldssica para a fungdo de Husimi no caso de

uma partfeula livre numa caixa com paredes rigidas.

3.1 A particula numa caixa.

Como caixa escolhemos o potencial clissico simétrico:

0 <
Vig) = { : (3.1)

400 g} >

P o=

B

A distribucdo de zeros analisada semiclassicamente é aquela da func¢ao de Husimi asso-
ciada aos autoestados de energia, que aqui correspondem aos estados pares cujas fungoes
de onda na representacio de posigdes estio dadas por:

(2/1)* cos(prg/h) gl < 4
'JQ|T1‘5‘I“I-) - {

0 gl > £

com py, = wh{n+ 1}/l (n par} , (3.2}

onde p, é o médulo do momento cldssico proporcional a energia da particula livre. O
limite semicldssico, para um dado p,, corresponde ao limite de n’s grandes que correspon-
dem a valores quantizados de i — D.

A funcgao de Husimi para cada um destes autoestados pode ser calculada em termos da
fungdo erro, ®(w) = % J¥ e ¥ dy, partindo da férmula (2.42) que dé a fungéo de Husimi

como projecdo do autoestado em estados coerentes (ver Apéndice A.1),

HQF) = swi/;.r’;{ RERS (\/7‘1 |
e S (v,_)+¢a( 2
125 e [e“'-%?g( () + 2 f))

onde 2y = 3(%+Q)_F(Pbpﬂ)/ﬁ: Zy = 3(%*_ Q)"i'z(P_pn)/Bs 23 = ﬁ(%"i‘Q)—z(P—th)/,B
e zz = B(: — Q) +i(P + p.}/B; (a sobrelinha em (3.3) indica conjugagio complexa). Os
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pontos onde 2z = z; = 23 = 24 = 0 definem os vértices da "caixa no espago de fases”
determinada pelas linkas @ = ~1/2 ¢ @ = 1/2 (nos limites da caixa nas coordenadas de
posicio ) e os ramos da trajetoria clissica [Fig.3.1).

A anslise semicldssica de (3.3) pode ser feita com ajuda da expansio assimptética
da funcio erro ®{w) para valores de |w| suficientemente grandes, i.e & — 0 neste caso
(Apéndice A.1). Substituindo cada $(w) pelos primeiros termos desta expansao ,

2
1— Sp Re(w) > 1

b(w) =~ { v,
e 97; RE(‘U)) & -1

(3.4)

obtem-se uma boa aproximacio de (3.3) exceto numa faixa estreita ao longo das linhas
¢ = —1/2 e @ = 1/2, a qual vai-se contraindo quando A — 0. Na regido de inlerese,
ou seja dentro da "caixa no espago de fases”, isto pode ser observado comparando os
grificos (a) e (b) na Fig.3.1. No entanto a fun¢io ®(w) aproxima-se & unidade, no
limite jw| — 400, na regiio [Sm(w)| < Re(w) (Re(w) > 0). A intersecio destas regiGes
para cada funcio erro em (3.3) define um retdngulc cent ral. Este retingulo é aquele que
aparece nos grificos {(a) e (b) na Fig.3.1. Desta maneira, no limite semicldssico, a fungio

de Husimi estd bem representada por,

P—pn)? { 3932 (#2apd)
H(Q,P) =~ ! {e_L-W re Ry W (:OS(Qan/h)}:

28~/mh
- E’J_W_Ee"%fe*fé'f {cosh(2p, P/B7R) + cos(2paQ/P)} (3.5)

dentro desse retangulo. Esta expressio ¢ explicitamente positiva em toda parte, exceto

pos seus zeros restritos ao eixo P == (, onde simplifica-se para,

H(Q,P=0)~ 6"3‘%’ {cosQ(an/h)} ) (3.6)

2 "
18y

=

Por outro lado, como vimos em 2.2 a fungdo de Husimi pode ser obtida também como
uma suavizagio Guassiana da fungio de Wigner. Assim, é possivel obter ums, aproximagao

semiclassica de (3.3) efetuando 2 integral com a fun¢io Guassiana (2.45) sobre uma funcio
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-0.4 9 o Oy 0.4 ~0.4 & 0 8, o4 -0.4 9 0 8y 0.4

Figura 3.1: Grafieos da fungao de Husimi para um autoestado par no problema da particula numa
caixa com paredes rigidas. A amplituce da fungZo em cada ponto corresponde a uma intensidade numa
escala logarftmica de cores cinzas; assim os lugares mais escuros correspondem a valores crescentes da
amplitude. (a) Calculada numericamente de (2.42) e (3.2). (b) Aproximando as fungbes erro #m (3.3)
por (3.4). (¢) Suavizado da funcie de Wigner simplificada, (3.9). Os pontos brancos representam zeros.
(s segmentos brancos horizontais san os ramos da trajetdria cldssica iPaf = 0.3 entre os limites da caixa
em €}, junto com es quais forman a “caixa no espago de fases” citada no texto. () retangulo central
encerra a intersecio das regides [Sm{w)) < Ref{u) com Re(w} > §, para tadas as Fungdes erro e (3.3).
As linhas verticais no grafico {c} encerra a intersegio das mesmas regides para as fugdes erro em (3.9).

gue reproduza, nos seus aspectcs essencials, o comportamento da fungio de Wigner no
limite semiclassico. A fungfio de Wigner para um autoestado neste problema é zero fora

da caixa, enquanto dentro estd dada por {12}

i 3 LE- : r Ly . i
sin (2{\';_(; o Yo /) | sin (2(p + pa)y/Rt) + 2 cos (Bpﬂq/h)sm (2py/h)
TP~ Pn) a{p + pa) TP

1

Wig,p)= =
(g.7) 23{
(3.7)
onde y = £ —¢if 0 < ¢ £ 4 and y = Ligif =1 < g <« 0 Com ajuda da
formula 8(z — ) = HInz.s00 510 L{z — &)} /(2 — 24 ) observa-se que, semiclassicamente,

o esqueleto da fungdo de Wigner (3.7) é
1 .
Wig.p) ~ 57 {6(p = pa) + 5lp +pn) + 2 65(p) cos(2pna/h)} - (3.8)

Substituindo esta expressic em {2.45) @ limitando a integral ao intervalo (—1/2,1/2)

temos

. 1 _(Ppai? _(Pepn)® 2 2
H J 2 T — W g met O 4 (&
serl @) 41,@%&{(6 ) ) ( (vﬁ) (\/ﬁ))

I Note-se que contrariamente A fungio de Husumni (3.3}, a funcio de Wigner € nula fora da caixa.
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v o2 T [.g —2“3( (Z) + o V,_))]} (3.9)

onde z; = ﬁ( + @), 2 = 8(r @), 2= ﬁ(% + Q) — ipn/B and 25 = ﬂ(% - Q) +ip. /8-
Neste caso podemos substituir cada fun¢ic erro pela unidade sé na regido central entre
as linhas verticais @, = ~{/2+ v,/ 3 e Qu = 1/2 — p./3* (Fig 3.1(c)) recuperando assim

(3.5). Desta forma, também recuperamos a posicdo do k-ésimo zero ao longo do eixo,

h
O = (2% + 1)3T— (3.10)

n

de acordo com (3.6), levando em conta que @ < Q@ < Gn- Na Fig.3.2 nés comparamos,

sobre o eixo @, o cilculo numérico da expressao (3.3}, da aproximagio assimptotica que
se obtem ao substituir em (3.3} a expansdc (3.4) e nossa aproximagio {3.9} baseada em
(3.8).

A forma da expressdo {3.5) indica porque os zeros da fungdo de Husimi estao l:near-
mente distribuidos dentro da curva de energia constante (neste caso a “caixa Do espageo
de fases” ). O termo com o cosseno hiperbdlico tem seus menores valores ao longo do
eixo (, os quais coincidem com a amplitude do cosseno no segundo termo. Fora do eixo
P =0, o cossena hiperbélico damina, levando a soma de ambos os termos & valores pos-
itivos. Assim, forma-se um wale ao longo desse eixo. Os zeros ao longo do vale estio
determinados pelos minimos valares das oscilagdes do cosseno. O vale formado é muito
raso j4 que a fungo de Husimi decai exponencialmente fora da regifo cldssica, mas mesmo
assim podemos calcular 0s minimos locais. A ordem para o espacamento dos zeros é O(R),
dada pela fase do cosseno no segundo termo.

Como os sistemas 1-D auténomos sempre tem uma dindmica cldssica integrdvel, os
zeros da funcio de Husimi estardo distribuidos ao longo de linhas, como foi sugerido em
[24]. O fato destas linhas, dentro da curva de energia constante, serem vales da fungio de
Husimi é uma caracteristica geral destes sistemas como veremos também nas préximas
secoes deste capftulo. Parece ser uma caracteristica geral que, quando o niimero de zeros
é grande, os vales bifurquem-se nos casos de sistemas onde a curva de energia constante

¢ fechada. Para uma energia fixa, em sistemas com estados ligados, espera-se que as
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Figura 3.2: A fungfio de Husimi sobre o eixo P = 0 para os gréficos da Fig.8.1. A curva pontilhada
corresponde ao gréfico {a), 2 curva tracejada corresponde ac gréfico (b} e a cheia para o grifico (¢).
As linhas tracejadas verticais defimitam a regifio de validade da aproximacio (3.6).

aproximagoes semicldssicas funcionem bem para nidmeros quinticos grandes, Como o
niimero de zeros da fun¢io de Husimi cresce com o nitmero quéntico {17], é de se esperar
¢jue estas bifurcagbes acontegam no regime semicldssico.

Para o problema da caixa, o vale bifurca perto dos pontos @, e @y no eixo @ (Fig.3.1).
Embora nossa aproximagio (3.9) descreva os vales ap6s a bifurcagio , ndo existem os-
cilaghes neles que dém uma indicacio da presenga de zeros (ver grificos {c) da Fig.3.1).
A auséncia de zeros nestes vales mostra que a aproximacao (3.8) para a funcio de Wigner
ndo é valida perto das bordas da caixa. De fato, enquanto a funcdo de Wigner (3.7)
decresce até amular-se nas bordas da caixa, a expressdo (3.8) nio decresce na dire¢do do
cixo ¢ e nio se anula sobre este.

E importante notar que a dnica aproximacio usada para obter (3.9) foi tomar (3.8)

como a fungdo de Wigner. Nenhuma aproximacdo foi feita na integral da suavizacao
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Gaussiana. Se estendermos os limites de integragao para infinito, no suavizado da fungao
de Wigner, obtem-se a expressao (3.5) para todos os ponios dentro da caixa. Nesta
aproximacio ndo existern bifurcagoes do vale. Mas estender os limites de integragio para
infinito é equivalente a aproximar as funcoes erro em (3.9) pela unidade, o qual sabemos

que nao é valido nas regides onde acontecem as bifurca¢bes na funcao de Husimi.

3.2 Nossa aproximacao geométrica.

Ne exemplo da caixa nds obtivemos uma aproximagio para a funcdo de Husimi
suavizando nma expressio que representa o esqueleto da funcéo de Wigner no limite
sernicldssico (3.8). Isto deu-nos v comportamento geral dentro da curva de energia e
permitiu-nos encontrar a distribugdo de zeros, embora ndo muito perte das bordas da
caixa. Aqui, vamos aplicar um esquema similar em funcdes de Husimi associadas a au-
toestados de energia em sistemas onde as aproximagées semicldssicas de Berry s fungbes
de Wigner sejam validas {ver 2.1.1).

A aproximacio semicldssica para a fungdo de Wigner ideal para usar na suavizagio
Juassiana (2.45) seria a aproximagéo uniforme (2.26), mas o problema est4 na dificuldade
da integragio . Um caminho alternativo para evitar essa dificuldade estd baseado na
observagio de que o esqueleto da aproximacdo uniforme essencialmente consiste num
pico do tipo fungio de Airy perto da curva £, o qual no limite semicldssico vira uma
fungdo delta (2.31) ao longo dela, e oscilagdes dentro que estdo bem representadas pela
aproximacio simples de Berry (2.24) enquanto nos afastarmos de £. Assim, para os pontos

dle avaliagio , X, perte da curva de energia, a funcio de Husimi estard bem represcntada

0 pela integral

I(X) = [ dx 8[H{x) — E] exp{——%”(x - X)ng} , (3.11)

1
Eﬁzﬁ,{gu-““lj J
;4 que a integral sobre a parte oscilatéria da funcao de Wigner é desprezivel ali. Ista
funcdo é positiva em toda parte, siave, e concentra-se 20 longo da curva de energia £ onde

tem seus maximos. Bvidentemente, esta integral é dominada pela regido onde {|(x— X)|13

¢ minimo: aproximadamente —== exp {—%H(xc(ﬁ) - X)l{ﬁ}, onde x.(3) é o ponto scbre
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£ mais perto do ponto X no sentido da norma ||.||5. Assim, perto da curva de energia, esta
integral é essencialmente a aproximacio semicldssica de uma fungio Gaussiana ao redor do
toro, primeiramente encontrada por Takahashi {22] numa abordagem de tipo geométrica,
¢ rederivada por Kurchan ef. al. 23] no contexto da representacio de Bargmann,
Nenhuma destas aproximagies tém oscilagOes que indiguem a presenca de zeros. Por-
tanto, para os pontos de avaliagdc da fungiic de Husimi afastados de £, nés adicionamos &
integral da fungdo delta, uma integral local sobre a aproximacio simples (2.24). Isto estd
2m acordo com 0 espirito da expreséo (3.8) do problema da particula dentro da caixa. A
tnica diferenca é que neste caso as oscilagies do cosseno estio espalhadas dentro do toro
£ a0 invés de concentrar-se como uma fungdo delta a0 longo do eixo @, pela particular
geométria da regiao clissica na caixa. A integrac¢ao (2.45) sobre a aproximacdo stmples,
dentro de £, pode ser calculada analiticamente fazendo algumas aproximagdes adicionais
(para mais detathes ver Apéndice B.1). A fun¢éo Gaussiana em (2.45) define uma drea
efetiva para a integragio centrada em X. Esta 4rea efetiva para o suavizado, pede ser

varacterizada como a area de valor 2nh encerrada pela elipse,
i Xl =2 (3.12)
Entdo , dentro desta area podemos aproximar a agio em (2.24) por
S(x) = S(X)+¢(X)A (x~-X), {3.13)

no limite semiclassico. Como o denominador em (2.24) nao depende de ki, nos tornamos

a aproximscao mais simples,
D(x) = D(X) . (3.14)

Desta mareira o resuitado para nossa aproximagao 3 fun¢io de Husimi é

2 exp{—[£(X)|[3/1h} S(X)
TV 2rh(w*) Vf'_p(x)ﬁ cos{ o :1-} +1(X} . (3.15)

Hscr(X) =
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Como encontramos no problema da caixa, os zeros da funcao de Husimi dentro da
curva de energia estao localizados aum vale em sistemas 1-D. A aproximacio (3.15) contem
todos os ingredientes geométricos para entender a origem deste vale. Entanto que I(X) é
aproximadamente uma Gaussiana de argnmento proporcional i distancia desde X até a
camada de energia, a amplitude do termo oscilatorio é proporcional a uma Gaussiana cujo
argumento é proporcional & metade do comprimento da corda centrada em X. Longe da
camada ambas as Gaussianas serio pequenas, mas a amplitude das oscilagbes sera menor
porque lE(X)lis > 2 li(x—X}il5- S6 quando a fase das oscilagbes é (25 +1/2)w e | £(X}{l
toma seu valor méximo, sujeita a essa restricdo , é que temos minimos relativos solados
em (3.15). Logo, o vale onde estes minimos estéo define-se introduzinde um multiplicador

de Lagrange A e minimizando a funcio clissica
14X s — A S(X) (3.16)

para sucessivos valores de S.

As oscilagdes adicionadas ao vale pelo primeiro termo em (3.15) comumente geram
minimos ao invés de zeros ao longo dele. Estes minimos aproximam-se dos zeros da
funcéo de Husimi quando % — 0. No entanto, alguns destes minimos podem ser negativos
nesta aproximagio . Para solucionar este problema incluimos o termo de segunda ordem,
1 (x ~X)H (X}{x—X)* % na expansdo da agao de centros (3.13}, com a matriz Hessiana

sendo
— 02,8 = 3, (gp) LS = ap(gp)
HX) = 5;:(:?9 = —0,(£q) 3;2;}:9 = “ap(tfq)] ’ (3.17)

e onde j4 aplicamos as relagoes (2.32) para o gradiente de S(x). Desta forma, nossa
aproximacao refinada ¢
2 exp{—6(X)/4h}
x
V2 h{w1) \/,DQ{)} det A(X)|
‘ t
ms{gg—) r, 2X) _ axglde A(X”} +I(X),  (318)

Hgeor(X) =

h 4 4h 2

2égn sigmifica transposigac .
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onde A(X) é a matriz complexa,

AX) = — [%2 , /062] +SHX), (3.19)

0 argumento da exponencial é

HEEX)E (1~ det H(X)/4) + 3 £(X) H(X) E4(X) (5,(65)/28° - B*8,(&,,/2)

O(X) = [det A(X)]?

(3.20)

¢ a fase do cosseno:

—[EX) (15 (85(65)/28° - B23p(€,)/2) + 5 £(X) H(X) £4(X) (1 — det H(X)/4)
| det A(X)]2

P(X) =
(3.21)
3, Se usarmas s6 a aproximacao em primeira ordem para a acao de centros (3.13), a matriz
Hessiana se anula, entdo , det A(X) = —1, 6(X) = ||[{(X}]|5 e $(X) = 0 e recuperamos
assim a aproximacdo (3.15). Todus as correges a (3.15) dependem s¢ do Hamiltoniano
cléssico e o pardmetro (. A ltima correcio A fase em (3.18) é semiclassicamente pequena.
No caso de estados ndo normalizédveis, os pré-fatores em (3.11), {3.15) e (3.18), mudam de
acordo com a definicio de normalizagdo para este tipo de estados, como ji antecipamos
em 2.1.1 (na secio 3.3 mostra-se nm exemplo).

As expresses (3.15) e (3.18) sio vélidas somente dentro da curva de energia e depen-
dem s6 das propiedades da curva £, como no caso da fungdo de Wiguer semicldssica. A
aproximagao de segunda ordem A acdo de centros, com a qual obtivemnos (3.18), 6 intro-
duz pequenas correcdes ao argumento da exponencial e especialmente 3 fase do cossena.
Estas correcoes & fase do cosseno melhoram as posi¢oes dos minimos sobre o vale e desta
forma a aproximacio dos zeros da fungéo de Husimi.

Como fundamentalmente estarcos interessados na distribuicio de zeros dentro da, curva
de energia, o fato do denominador em (3.15) anular-se sobre £ nio constitui em problema
sério j& que 86 as pontas do vale estdio perto desta curva. Nessa regido , a aproximagio
simples (2.24) mais a fungéo delta (2.31) néo representam uma boa aproximagio da fungéo

de Wigner, Partanto, as aproximacdes (3.15) e (3.18) nao sdio validas perio da curva &

3Para mais detalhes desta derivaciio ver o Apéndice B.1
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onde é preferivel usar simplesmentz (3.11). O ponto de avaliagao x, da fungio de Wigner,
que efetivamente contribui ao suavizado (2.45), estd dentro da elipse (3.12) centrada no
poato de avaliacdo . X, da funcic de Husimi. E por esta razio que nossas aproximagoes
baseadas no esqueleto da fun¢io de Wigner deixam de ser vdlidas onde a elipse de centro
X aproxima-se de £&. Como a forma da elipse depende do parametro g, as regides onde a
aproximacio geométrica é vilida também dependerio deste parimetro.

Vamos analisar agora o fato das aproximagoes geométricas (3.15) e (3.18) contérem
56 a contribuicdo de uma nnica corda, mesmo para pontos dentro da ciustica de Wigner,
05 quais sdo centros de trés cordas diferentes (Fig.2.1). Como a dependéncia no com-
primento da corda é Gaussiana as amplitudes dos primeiros termos em (3.15) e (3.18),
sdo despreziveis para as cordas compridas *, istc permite manter s6 a corda mais curta
na fungdo de Husuni. Mais ainda, nés ndo ternos que considerar nem mesmo a caustica
pois o vale de zeros ndo é afetado por esta, como mostraremos pas préximas segfes deste
capitulo. Embora a aproximagdc simples (2.24), usada na suavizagdo Gaussiana para
obter os primeiros termos de {3.15) e (3.18), falha ao longo da cdustica, predizendo uma
singularidade espiria, o pico tipo Airy correto nido contraria o fato das cordas coalescentes,
responsdveis por esta catastrofe, serem maiores que a terceira corda que sobrevive, pois
a curva L 6 o local de cordas méximas. Portanto, a fungdo de Husimi estard dominada
por essa \inica corda isolada sobre £, a qual gera oscilagfes do tipo cossene bem descritas
pela teoria “simples”. Assim, a soma sobre diferentes cordas, que aparece na aproximagao
simples (2.24), ndo é necessaria em (3.15) e (3.18). Ndés s6 temos que considerar a corda
que é continua através de cada um dos dois lados de £ que cortam o vale (ver Fig.2.1).

Nas préximas duas secbes deste capitulo apresentamos dois exemplos para mostrar
como (3.15) e (3.13) operam. O primeiro exemplo corresponde a um problema nio ligado
cuja curva de energia é aberta e ndo tem uma cdustica de Wigner £. Neste problema a
maior parte dos célculos podem ser realizados analiticamente. O segundo, é um problema
ligado com uma curva fechada de energia que é suave e convexa. Este exemplo term uma

chustica de Wigner. Todos os calculos neste problema foram feitos numericamente.

“Com o comprimento definido através da norma (2.44).
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3.3 A particula sujeita & uma forga constante.

Aplicamos nossa aproximagio geoméirica ao problema da particula sujeita a uma
forca constante, F, cuja fungio Hamiltoniana cldssica 6: H(x) = p?/2m — Fgq. Este ¢ um
problema néo ligado com espectro de energia continuo onde as autofungdes podem ser
normalizadas a uma fungio delta (i.e. , [7X (- |q)(gl¥e)dg = 8(E — E)), [6],

. 1/3 F 1/3
(QIWE> = ’FTUQ QT;LFiJ Ai {*‘*(Q - Qr) {E%T] } ) (3'22)

com o valor ¢, = —E/F correspondendo a0 ponto de retorno da trajetoria classica para
ama energia £. A fun¢do de Wigner neste caso é dada por [5, 6]
gm 1Y {1 8m 1'/°
W) = [gjg—z] Aj [W] (H(x) - B)}. (3.23)
E facil verificar que esta expressio coincide com (2.28) (com o pré-fator igual & unidade
para este problema ndc ligado, de acordo & normalizagdo escolbida acima), portanto a
aproximagio de transigio para a fun¢ao de Wigner é exata neste caso.

A fungéo de Hugimi pode ser calculada analiticamente {(Apéndice C.1},

2
H(X) = IBI’*exp{f-;; (g;+2"§—2FQ)}x

uf-t0-a-mm )

2

x , (3.24)

onde @, = ¢, + mF/25" ¢ |B|? é a constante de normalizacio . A distribuigio de zeros,
1o lado céncave da curva £, é mostrada na Fig.3.3.

Como os zeros s3o aqueles da funcio de Airy em (3.24), que s6 existem para argumento
real negativo, a distribuicdo de 210 6 80 longo do eixo @ 5. Para wina energia F o ponto de
retorno clissico estd fixado e assim também (3., entdo mudando a escala das coordenadas

X podemos fazer a fun¢io de Airy em (3.24) invariante frente a mudangas de . Devido a

SCabe notar agui gue os zeros que podem ser observados, no lade convexo da curva € ns Fig.3.3
{cantos superiar e inferior esquerdos), aparecem devido ao cdlculo numérico da expressiio {3.24). Estes
nao sdo zeros da fungio de Husimi deste problema, os quais somente estdo no ¢ixo @ no lado eénravo da
curva de energia.
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Figura 3.3: A fungfo de Husimi de um autoestado de energia para o problema da particula sujeits o uma
for;a constante. A amplitude em cada ponto estd representada numa escala logaritmica de intensic ades de
cotes cinzas, com os lugares mais escuros correspondendo a valores crescentes da amplitide. A pardbola
£, éa curva de energia constante. Qs pentos brancos sobre o eixo P = 0 sao os zeros da funcao . O circulo
no canto inferior esquerdo rupresenta a curva (3.13) onde o suavizado Gaussiano {2.43) é significzative. O
simbolo (x) em P = 0 indica o ponto ,. Os valores para o5 pardmetros usados s&o ; E=10,F =1,
haem2 8=lem=1

esta propiedade de escala, nds pocdemos analisar semiclassicamente a distribuigdo d2 zeros
para um f fixo para valores crescentes de | — Q.| Desta maneira, substituindo a fungao

de Airy em (3.24) por sua forma essimptdsica (2.27) obtemos

» 1(P 2mF P Al
) = e (22 Y (sa-2) - S ] -

(a1 Py B \[emE]” x)f |

O mesmo resultado obtem-se ao construir a fungio de Husimi (2.46), com a aproximagao

4 funcio de Bargmann (D.10) obtida ne Apéndice D.1 pelo métode WKB complexo.
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Assim, a andlise sernicldssica direta da expressdo (3.24), ou a aplicagio do método WKB
complexo, dio a mesma distribuicio de zeros. Esta é dada pelos zeros do cosseno em
(3.25) sobre o eixo real,

[3rh(2k + 3/2)]3

R F=012.. . (329)

Qk =

A ordem para o espagamento entre o k-6simo zero e o k + 1-ésimo é O(%2®). No entanto,
estes zeros acumulam sobre ¢, A medida que i — (, de maneira que € mais relevante
calcular assimptéticamente o espagamento perto de uma posi¢do fixa ¢). Da firmuls
(3.25) é imediato que este espagamento é O(#), de acordo com Leboeuf e Voros [24].

Para comparar estes resultados com nossa aproximacio geométrica note-se que a agao
de centros S{X) e o produto das velocidades no espage de fase D(X) {2.25), pedem ser
calculados analiticamente neste problema. Como aqui a funcao de Wigner coincide com a
forma da aproximacao de transicio {2.28), e esta € uma expansao da aproximagao uniforme
{2.26), (3.23) deve ter também a furma da aproximagio uniforme. Desta maneira, basta
comparar os argumentos das fnngoes de Airy em (2.26) e (2.28) para obter

s =2 (3" L) - mye 327)

e comparando as amplitudes (ou aplicando diretamente a formula (2.25)},

F F gr2\'/?
= (py-pl==§=(—] [-(HX) -E]}". 3.28
b0 =L 6 -p1=L 6= (L) e - o) (3.28)
Assim em nossas aproximacoes para a fun¢do de Husimi (3.15) e (3.18) o primeiro iermo
pode ser caleulado analiticamente, onde o pré-fator constante é (8/mwh)'/? devido A parti-
cular normalizagio neste caso. A integral do segundo termo sobre ¢ limite cldssico (2.31)
da funcdo de Wigner (que aqui pode ser obtido diretamente aplicando a férmula (2.30)

na expresdo (3.23)) se reduz a uma integral sobre a curva £,

M%) = o fdpesp {10 - Q" + - PI/FY} (329)
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Figura 3.4: Comparacio numérica, ao longo do eixo €, dos pré-fatores do cosseno em (3.18) (linha
pontilhada) e em (3.15) (linha tracejada), com o valor da integral (3.29) (linha cheia). Note-se gue
quando € cresce, o pré-fator em (3.15) e malor que o valor da integral (3.29). A linha tracejada vertical
estd na posicio ¢, ¢ & pontilhada na posigio Q..
onde gg(p) = p*/2mF + q,. Esta funcio é nio oscilatoria, suave e tem um pico ao longo
de & decrescendo em forma monétona a medida que nos afastarmos da curva de snergia.
A origem geométrica do vale de zeros ao longo do eixo P = 0, no lado concavo de &,
pode agora ser entendido com a ajuda de nossa aproximagao (3.15). Ao longo do eixo
@, a Fig.3.4 mosira que a amplitude do cosseno em (3.15) tem quase o mesmo valor
que a integral (3.29). A amplitude deste termo oscilatério é essencialmente uma fungao
(aussiana no comprimento da corda, como fora do eixo 0 comprimento da corda aumenta,
isto faz o termo &0 pequeno que o segundo termo domina a soma, criando assim um vale.
Ao longo desse vale as oscilagOes do cosseno geram uma sequencia de minimos locais.
Entretanto, as posicoes destes minimos locais estdo deslocadas, com respeito as posigdes

dos zeros da fungio de Husimi, aproximadamente por uma distincia (Q. — ¢.) (Fig.3.5).
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Figura 3.5: O logaritmo de nossa aproximacic (3.18) (curva preta) e da fungo de Husimi (curva
vinza) para a partfcula, baixo a agdo de uma forga constante, ao longo do eixo ¢/ dentro da curva de
energia constante. Os mfnimos relativos da curva preta indicam zeros da funciio de Husimi, e os da curva
cinza minimos de (3.18). As linhas cheias verticais realgam as pogigoes dos zeros da fungfio de Husimi.
A linha tracejada indica & posiciio ¢- € a linha pontilbada a posicao Q.. Os (o} indicam a posigio em
para os minimos de nossa aproximacdo (3.15} e 03 (X} para os minimos de (3.18). A segunda linha de
{0} séio o8 minimos de (3.15) deslocados uma distineia (Q. — gr). Os (o) sio para as posigdes em Q dos
zeros da aproximagso semicidssica da fungiio de Husimi obtida pelo método WKB na representagio de
Bargmann, {3.26).
Além disso, para pontos () afastados de Q., estes mfnimos locais tornam-se negativos ji
que nesses pontos o pré-fator do cosseno 6 maior que a integral, como mostra a Fig.3.4.
As corregoes dadas por nossa aproximagdo de segunda ordem (3.18) resolvem estes
problemas. Assim, a corregio {3.20) ac argumento da exponencial garante que os minimos
locais sejam positivos sobre o eixo, e a correcao (3.21) a fase do cosseno methora a posigao
dos minimos relativas aos zeros da funcio de Hosimi (ver Fig.3.4 e Fig.3.5). Nés compara-
mos também, na Fig.3.5, ¢ comportamento geral de (3.18) e da fungio de Husimi calculada
em forma numérica sobre o eixo > = 0. Ali, podemos observar uma concordancia geral

que melhora & medida gque Q se alasta de ., (o equivalente ao limite & — 0 neste prob-
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Figira 3.6: Errorelativo percentual, (85 /Ag—1 1) 100% , entre as posigbes dos zeros da fungao de Husimi
(calculados numericamente) & as posigies dadas por algnmas das aproximagoes . Os zeros estio contados
da esquerda para a direita, sendo 6 a distdncia solre o eixo @ entre ¢ k-ésimo zero da funcio de Husimi
e a posigio dada por alguma das sproximagdes , enquanto que Ag_yx € a distincia entre c £ -1 e o
k-ésimo zero da furgio de Husimi. {c) sio os zeros (3.26) da fun¢io de Wigner semicldssica obticda pelo
método WKB na representagio de Bargmann, (X} para os minimos de nossa aproximagéo (3.18) ¢ os (o}
para aqueles da aproximagio (3.15) deslocados uma distdncia (Q. — g»).

lema). Neste limite semicldssico, a mesma figura mostra como os minimos vio a zero. Na
Fig.3.6 mostra-se o erro relativo entre a posi¢iao dos zeros da fun¢io de Husimi (calcula-
dos numericamente), a posi¢io dos minimos de (3.18) e (3.15) (deslocados uma disténcia
(Q. — g;)) e 0s zeros (3.26). Como era de se esperar, nossa aproximagio (3.18) nao fun-
ciona bem perto da curva de energia onde a funcio de Wigner simplificada, usada pa

snavizagido Guassiana para obter a funcdo de Husimi, no é uma boa aproximacio .

3.4 Caso genérico.

Nesta secidc aplicaremeos nosso esguema geométrico no problema de uma particula com

um potencial anarménico e asimétrico. A fungio Hamiltoniana classica é

Hix) = .—+ 5 (g —q0)°+ 5 q* . (3.30)
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Figura 3.7; Fungio de Wigner para o autoestado n = 30 do problema de uma particula num potencial
anarmdmica e asimétrico, (3.30), cujos pardmetros foram fixados nos valores: m = wp = 1, g0 = 4.0
e X = 0.1. A curva de energia & corresponde a um valor B = 30.8175 para a constante de Planck
A rs 0.508236. O grafico foi realizado normalizando a fungdo e representando a amplitude resultante para
cada ponto do espaco de fases, de acordo com a escala linear de intensidades de cores mostrada 3 direita.
As tonalidades vermelhas correspondenm a valores positivos da fungio entanto que as tonalidades azuis
sao para valores negativos. A fung@o passa pot zero nag regibes brancas. O cirenlio no canio superior
psquerdo corresponde a Srea efetiva de valor 27k encerrada pela curva (3.12).

Este sistema é um exemplo de 1 sistema geral com uma curva de energia, £, fechada e
convexa, que possui urna cdnstica de Wigner, £. Tipicas curvas £ e £ neste sistema sao
mostradas na Fig.2.1. A funciic de Wigner de um autoestado neste sistema, mostrada
na Fig.3.7, é um exemplo da aparéncia geral das fungbes de Wigner para antoestados
associados a curvas de energia cCOnvexas.

Neste problema ligado, fixamos a curva de energia clissica em B ~ 30.8173 e cal-
culamos numericamente & ditribuicio de zeros da funcio de Husimi dentro dessa curva

para dois antoestados. Estes correspondem a dois valores de quantizados: o autoestado
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n = 30 para um valor de h ~ 0.508236, e o segundo correspondendo a 1 = 45 para
um valor de i = 0.340691. Para simplificar os célculos, todos os valores dos parimetros

{incluido o B) foram fixados a unidade , exceto gg = 4.0 e A = 0.1

(u.} . ()]

Figura 3.8: Distribuigio de zeros da fungao de Husimi, dentro da curva de energia £ {com E ~ 30.8175),
para dois auteestados de energia do problema de uma particula num potencial anarmoénico e asimétrico,
(3.30). O simbolo (x) indica a posigdc dos zeros. (a) para o autoestado n = 30 correspondendo a wm
valor quantizade de ki = 0.508236 e {(b) para o autoestado n = 45 cujo valor de k =~ 0.340691. A curva
L representa a cdustica de Wigner. A linha tracejada representa o vale de zeros da fimgio de Husimi,
A iinha pontithada representa o vale de minimos locais de nossa aproximagéo (3.15) ¢ a linha cheia
para o vale de mfnimos de (3.18). O circulo no canto superior esquerdo de cada figura corresponde 4 drea
efetiva de valor 2% encerrada pela curva (3.12).

A distribuicio de zeros para estes estados é a mostrada na Fig.3.8. Os zeros estao
ditribuidos ao longo de linhas, como era de se esperar para um sistema com uma dindmica
cléssica integrével [24]. Estas linhas sdo vales muito rasos da fungéo de Husimi, fazendo

do célculo dos zeros um delicado problema computacional. Como a curva de energia é
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simétrica com respeito ao eixo (J, a ditribui¢do de zeros também mantém ests carac-
teristica.

Ao estudar a distribuicao de zeros da fun¢io de Husimi no problema da particula den-
tro da caixa (segdo 3.1), antecipamos, como uma caracteristica geral em sistemas ligados
com curvas de energia fechadas, a bifurcagio dos vales de zeros e regime semicldssico.
Aqui, nds temos um exemplo genérico onde o vale principal de zeros bifurca ers cada
semi-plano (Fig.3.8). A assimetria no comprimento destes vales bifurcados reflete a as-
simetria da curva £ com respeito 4o eixo P. Para cada nimero quéntico n, a maijor parte
dos zeros da fungdo de Husimi pertence ac vale principal. Para o pardmetro 3 escolhido,
o vale principal estende-se paralelo ao lado vertical da cdustica £. A regido central do
sell comprimento jaz muito perto do lade vertical, mas na parte externa de £, par: entao
atravessar as duas cispides nas pontas desse lado da cdustica (ver Fig.3.8). Isto mostra
que a distrihuicao de zeros nao é afetada pela presenca da cdustica.

Q fundo do vale, dado pelos minimos de (3.16) é obtido graficamente seguindo o
comprimento da carda ac longo das curvas de nivel da agdo de centros, as quais sao
essencialmente as curvas de fase constante do cosseno no termo oscilatorio em (3.15) ©.
Pode-se observar minimes locais do comprimento da corda restritos as curvas de fase
constante, determinados pela intersecao tangencial entre os dois conmjuntos de curvas de
nivel, nas Fig.3.9 e Fig.3.10 7. A medida qne nos afastarmos do vale, 0 comprimento
da corda aumenta, fazendo o termo oscilatorio t80 pequeno que o segundo termo, suave,
domina a soma. Isto também acontecia no problema da forga constante (se¢o 3.3) onde
0 eixo @ era o local dos mfnimos para o comprimento da corda restritos as curvas de
nivel da agdo de centros que atravessam ¢ eixo em forma ortogonal. Ao longo do vale,
as oscilacdes do cosseno produzem uma serie de minimos locais de {3.153) que indicam,
em primeira aproximacio , a posicdo dos zeros da fun¢io de Husimi. As posigOes destes

minimos estdo mnito perto des pontos onde o cosseno toma seu menor valor, sendo estas

8Cabe relembrar aqui que quando falamos do comprimento da corda sempre é no sentido da norma
[ 2.44}.

TNote-se como as curvas de fase constante do cosseno no termo oscilatorio em (3.15), desenhadas
com linhas cheias no grafico (a) na Fig.3.9, tém a forma das oscilagdes da funcdo de Wigner exata da
Fig.3.7. Isto mostra que as oscilagdes da fungdo de Wigner dentro da curva £ estao bem descritas pela
aproximagio simples (2.24}, da qual provém o termo oscilatorio em (3.15).
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ligeiramente modificadas quando considerarmos a soma de ambos os termos. Nas Fig 3.9
e Fig.3.10 ilustra-se, para os nimeros quanticos n = 30 ¢ n = 45 respectivamente, o

método geométrico para localizar o vale e os minimos da fungao de Husimi.
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Figura 3.9: Método geomérrico para a localizagic dos minimos locais, ao longo do vale das aproximagaes
[3.15) (&) e (3.18) {b), dados implicitamente pelas equagbes (3.16} e {3.31) respectivamente. ) valor
de % corresponde ao nduner quintico n = 30. {a}): as iinhas cheias 530 as curvas de nivel da agdo de
centros para valores minimos do termo oscilatorio, enquanto que as curvas de nfvel para o comprimento
da corda correspondem &s linhas tracejadas (ver (3.16}). (b): as linhas cheias sio as curvas de nfvel
da {ase para valores minimos do cossenc em (3.18), enquanto que as curvas de nivel do argumento da
funcao exponencial 880 as linhas tracejadas (ver (3.31}). Em {(c) e (d) nés comparamos a posicdo dos
zeros da fungio de Husimi (x )} com & posicio aproximada dos minimos locais de (3.15) {0} e (3.18) (o}
dada pela intersecio tangencial dos dois conjurtos de curvas (3.16} e (3.31) respectivamente,

A comparagio entre o vale de minimos de (3.15) e os zeros da funcdo de Husimi mostra
que nossa aproximacdo ao vale principal de zeros e boa até a bifurcagao (ver Fiz.3.8).
Embora esta aproximacio ao vale mais comprido continue apds a bifurcagdo , ela ndo dé

conta da bifurcagdo em si,
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Figura 3.10: Idem Fig.3.9 para um valor de & correspondendo ao niimero quintico n = 45,

(s minimos locais de {3.15) a0 longo do vale principal tém quase o mesmo espagamento
que os zeros da funcio de Husimi. No entanto, a posigio para os zeros assim predita ndo é
muito precisa (ver Fig.3.9 (c) e Fig.3.10 (c}). Além disso, alguns destes minimos tcrnam-
se negativos, porque o pré-fator do cosseno fica maior que a integral no segundo termo
da. aproximagic . Nés encontramos a mesma situgdo quando aplicamos (3.15) na secdo
3.3, e entdo usamos agui novamente possa aproximagio refinada (3.18). Esta fornece
correcoes ao comprimento da corda no argumento da fungido exponencial e a agdo de
centros na fase do cosseno. Assim, podemos usar o mesmo método geométrico pars achar

as posicées aproximadas dos zeros da funcio de Husimi, minimos locais de (3.18) no
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regime semiclssico. Agora, a equagio para o vale estd dada pelos mfnimos de

®(X) 4 argldet A(X)]

- : , (3.31)

8(X) + A {S{X) +

para sticessivos valores da quantidade entre colchetes, que determina os minimos restritos

do argumento da exponencial em (3.18) ac longo das curvas de nivel da fase do cosseno
(Fig.3.9 (b) e Fig.3.10 (b)). E claro que esses pontos pertencem a um vale pois, fora da
linha que passa atraves de todos os minimos restritos, o segundo termo em (3.18) domina
a soma exponencialmente. Desta forma, quando a resiricdo entre colchetes é escolhida
igual & (2k & 1/2)r, o cosseno toma seu menor valor muito perto dos minimos de (3.18).
Comparando esses pontns com os zeros da fun¢ao de Husimi (Fig.3.9 (d) e Fig.3.10 (d}),
vemos que sdo tma muito boa aproximagio dos zeros ao longo do vale principal aié a
hifurcagao .

Nossa aproximacio {3.18) ndo dé conta da bifurcagio dos vales. O vale de minimos
locais novamente & uma muito boa aproxirnacao do vale principal da funcdo de Husimi,
mas agora também representa com precisao a continuagio ac longo do vale bifurcado mais
comprido (ver Fig3.8). Entretanto, ao longo deste vale bifurcado nao hd minimos locais
de (3.18) que indiquem a presenga de zeros, porque ali o pré-fator do termo oscilatdrio
é suficientemente menor gue a insegral no segundo termo. Isio pode ser observado nas
Fig.3.11 e Fig.3.11 onde graficamos o logaritmo de nossa aproximagao e 2 fungdo de Husimi
a0 longo do vale de minimos locais de (3.18), para os nimeros quénticos n = 30 e n = 45
respectivamente. Nés tinhamos wma situagdo similar na segio 3.1, para 2 parifcula na
caixa, exceto gue naqucle caso a aproximacio (3.9) descrevia bem a posicdo de anibos os
vales bifurcados.

J4 vimos que o vale de zeros da fungio de Husimi ndo é afetado pela cdustica de
Wigner. O vale principal, que corre paralels e por fora ac lado vertical de £, atravessa as
cdspides da cdustica nas pontas desse lado (Fig3.8), mas em possas aproximagoes (3.15)
e (3.18) somente a contribuicdo de uma dnica corda dentro da céustica de Wigner é
necessaria, devido a sua dependencia Gaussiana no comprimento da corda.

Para concluir esta secdo , note-se que a consideragao de estados correspondendo a

uma energia fixa, que sdo guantizados variando £, leva a um espagamento dos zeros da



Capfiulo 3. Approximagio geomeétrica para o8 zeros da fungao de Husimi. 54

ordem O(h). Da aproximacio {3.15) para uma posigio fixa ac longo do vale classicamente
determinado, verificamos essa ordem para o espagamento j4 que o comprimento de onda

das oscilactes que determinam os minimos é proporcional a %, uma vez que S(x) é & agao

cldssica.
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Figura 3.11: © logaritmo de nossa apraximagdo (3.18) (curva preta) e da fungao de Husimi do autoes-
tado n = 30 (curva cinza) ao longo do vale de minimos locais (linha cheia na ¥I1G.3.7). As curvas estio
projetadas sobre o eixo P. As linhas verticais dio énfase & posigio dos zeros da fungdo de Husimi sobre
o eixo P; as linhas cheias sdo para os zeros no vale principal e as Hnhas fracejadas sfo pars o8 zeros no
vale bifurcado menor. (s simbolos (0) & (¢) marcam a posi¢io sobre o eixo P dos pontos em Fig 3.8 (c)
e (d).

Neste capitulo obtivemos uma aproximacdo geométrica para a fungio de Husimi,
haseada na estrutura semicldssica de cordas herdada da fungdo de Wigner, aplicando-a
para explicar a distribuigdo dos zeros interiores & curva de energia constante em sistemas
1-D 8. Desta forma, mostramos gue a estrutura de cordas obriga os zeros interiores a

alinharem-se ao longo de vales 1asos da fungdo de Husimi. Caberia a pergunta de que

#0u no caso de problemas ndn ligados, onde a curva de energia é nao fechada {como no exer:plo da
secio (3.3), na parte cdéneava da curva de energia.
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acontece com a distsibuicio dos zeros exteriores & curva de energia no caso de existirem.
Estes zeros em principio poderiam ser importantes, por exemnplo, no caso de querer recon-
struir o estado quéantico a partir da reconstrugio da fungdo de onda (2]}, na representagao
de Bargmann, por intermedio da férmula de factorizacao de Hadamard para fungdes en-
teiras [53]. Esta formula permite determinar a fun¢do de onda inteira na representugao de

Bargmann, a partir do conhecimento de todos seus zeros com suas multiplicidades [25].
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Figura 3.12: Idem Fig.3.11 para um valor de k correspondendo ao nimero quantico n = 45.

De acordo com esta factorizacio , as fungdes de onda dos estados quanticos podem ser
essencialmente parametrizadas no espago de fases pela distribuigdo dos seus zeros na
representacio de Bargmann, que sao os mesmos da funcdo de Husimi correspondente.
Isto d4 lugar a uma nova descripcio de fungdes de onda no espago de fases chamado
de “representagdo estelar” {26]. Como a fungdo de Bargmann relaciona-se com a func¢io
de Husimi através de (2.46), esta representagdo estelar pode ser usada para recontruir a

prépria fungdo de Husimi.
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Um trabalho com resultados parciais sobre a reconstrugdo da fungdo de Husimi a
partir da representacio estelar, desenvolvido nestes anos de doutorado, indicaria que os
zeros exteriores & curva de energia, ndo afetariam a forma final da funcio °. (u seja,
se considerarmos sé 0s zeros interiores na representacio estelar para obter a funcdo de
Husimi {com ¢ pardmetro J escolhido apropriadamente}, esta distribuigio continua se

concentrando no “toro” classico e decaindo exponencialmente em ambos os lados desta

curva.

SAlém de ter resuitados parcials, este trabathe nio foi incluido nesta tese por néo estar diretamente
relacionado com o tema geral resumido no titulo.



Capitulo 4

A funcao de Wigner em sistemas nao
integraveis.

No Capitulo 2, vimos como a estrutura de toros invariantes do espago de fases nos
sistemas integrdveis determina a forma das autofungbes semiclassicas dos autoestacos de
energia, assim como a fungio de Wigner que descreve estes estados no espago de fase. Aqui
vamos tratar de sistemas ndo integriveis e do fenémeno de cicatrizes de érbitas periddicas
instaveis sobre autoestados cadticos. No caso de sistemas integrdveis a concentragio da
probabilidad nas érbitas estiveis, dentro dos toros invariantes, nada mais é do que uma
consequéncia do fato destes serem o suporte das fungbes de onda dos antoestados (se¢do
2.1.1). Para sistemas classicamente ergédicos, esta correspondéncia entre attoestados
individuais e drbitas periddicas clissicas nio é possivel, pelo menos nas mesmas bases
que nos sistemas integréveis. A ferramenta no estudo de cicatrizes no &mbito do espago
de fases vai ser a funcio de Wigner espectral. A seguir exporemos os pontos essénciais
da teoria de cicatrizes desenvolvida para esta funcio em [46, 12], e apresentaremos as

férmulas que serdo usadas no nosso estudo de cicatrizes.

4.1 Funcado de Wigner espectral.

Ao contrario do problema do limite semicldssico de estados estacionarios, onde nao
existe uma teoria semicldssica completa que sirva tanto nos casos integrdvels como nos
casos nio integréveis, dispomos de tal teoria para o limite do operador evolugdc para

Hamiltorianos quinticos arbitrarics, afora cdusticas {44, 45, 12]. Esta teoria consiste em

a7
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aproximagdes semicldssicas do operador de evolucio na forms de propagador quéntico em
alguma representacio , sendo a mais conbecida a representacao de posigdes [44, 43]. As
aproximagoes em geral séo obtidas expressando o propagador como algnm tipo de integral
de caminhos, a qual é avaliada pelo métods da fase estacionaria ao redor das trajetorias
rlassicas.

Este esquema também ¢ aplicdvel ao propagador na representacio de Weyl, ie. o
simbolo de Weyl para o operador evolugéo , Uy(x), obtido por Ozorio de Almeida [12].
Assim, para cada ponto x = {(q,p) do espago de fases 2/-dimensional, o propagador na
representacdo de Weyl pude ser expressado como uma integral sobre todos os caminhoes
percorridos num tempo ¢ e cujos extremos formem uma corda centrada em x. A fase de
cada contribuigio ¢ a a¢do cldssica (2.34) para o caminho, em unidades de k. A avaliagdo
da iutegral pelo método da fase estacionaria seleciona os caminbos que coincidem com as
trajetérias cldssicas que vao de uma ponta até a outra da corda, no tempo de propagacio

especificada. O resnltado é '

r . _ ZI' .S;j(x) B }
i)z = 3 o exp{z L (4.1)

onde j indica a soma sobre todas as trajetdrias classicas percorrida num tempo ¢ cujas
pontas estio unidas por uma corda &;(x) centradas em x. Sy;(x) € a agéo de centros (2.34)
para cada trajetdria perigdica. A matriz simplética M;(x) corresponde ac mapa linear,
dxjy = M;dx;_, resuliado da linearizagio do movimento na vizinhanga das pontas, x;4
da corda j, também chamada de matriz de estabilidade. O A;, é uma fase associada
ao niimero de vezes que a trajetéria § atravessa uma céustica, i.e. toda vez que a ma-
triz M;(x) tern um autovalor —1. Se existir s6 uma trajetéria cldssica contribuindo ao
propagador (4.1) emtao o fndice de Morse ¢ nalo.

A forma de conectar a teoria semicldssica para o propagador com um estudo semicldssico

dos autoestados é atraves da decornposicac espectral do operador evolugao . Para o caso

1 Esta f6rmula para o propagador de Weyl semiclissico foi encontrada primeiro por Berry em [46] mas a
partir da transformagio de Weyl (2.1) (agora L-dimensional) do propagador semicldssico na representacio

de posigoes .
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de problemas auténomos ligados, onde o espectro de energia é discreto, temos a decom-
posigao espectral

Us = exp{ - (it/m)H} = 3 [n){n| exp{—(it/R) Ea} t=0), (4.2)

n
onde os |n) sdo autoestados do Hamiltoniano, e U; = 0 para t < 0. O uso apropriado
desta formula permite tratar coletivamente os estados dentro de uma janela de energia
e assim formular aproximagies semicldssicas para o conjunto, como uma forma de se
aproximar da compreensao do limite semicldssico de estados individuais nos sistemas com
analogos cldssicos nio integraveis.
Consideremos a soma de operadores densidade g, = |n){(n| para os autoestados,

Sl = Bl = g g mrain) e (4.3)

onde §.(E — E,) corresponde a uma fungdc Lorentziana centrada na autoenergia E,.
A largura ¢ da fun¢ao Lorentziana pode ser considerada arbitrariamente pequena, sendo
que no limite ¢ — 0 vira uma, delia de Dirac. A decomposicio especiral {4.2) permite-nos
relacionar a soma (4.3) 2 com a transformada de Fourier temporal do operador evolucio

. multiplicado pelo fator de amortecimento e~ /%;

ARV —et/n i
S0 ~ B)in)nl = — Re /u 0 exp{ ﬁEt}dt . (4.4)

Considerando esta relacio na representacio de posigoes , |q), usando a expressio semi-
classica para o propagador nessa representagio e avaliando a integral por fase estacionaria,
chega-se A férmula de cicatrizes e Bogomolny para a sobreposicao coletiva de fungGes de
onda numa janela de energia [47].

Nés aqui, estamos interessados na representagio de Weyl da relagio (4.4) que permite
um tratamento semiclidssico 1o espago de fases. Desta forma, aplicando a transformacao

de Weyl (2.1) ® em ambos os mernabros de (4.4) temos & fungdo de Wigner espectral [46):

W ,) = (2nhY: 36 (E — B)Wa(x) = ;r%sze fg * et Uy (x) exp {%Et} dt .
" (4.5)

2Também conhecida como operador especiral.
3Agora para um sepago de fases de dimensgo 2L.
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Para uma energia fixa %, esta fungio pode ser considerada como a funcgdo de Wigner
mista para o grupo de estados selecionados pela fungéo chipen 3., i.e. a funcao de Wigner
associada ao operador densidade que é combinacdo linear dos g, dentro da janela de ener-
gia determinada por 6.. Entretanto, podemos esperar obter informacao dos autcestados
individuais forcando ¢ ~ AE, o espacamento medic dos niveis de energia, i.e. tomando
um tempo suficientemente grande no fator de amortecimento e~ <%/%.

Agora podemos calcular uma aproximacgio semicldssica para a fungio de Wigner es-
pectral, seguindo Ozorio de Almeida em [12], substituindo o propagador semicldssico na
representagdo de Weyl (4.1} na integral temporal em (4.3). A integral estard dominada

pelos pontos de fase estaciondria 4, de maneira que
d
FSu(x)+ Ef] =0 . (4.6)
Isto determina os ¢;(F) para os quais
ng(X) +E1FJ(E) = SE’j(X) y (47)

onde Sg;(x} é a agdo de centros em energia (2.35), que representa a drea simplética
para o circuito tomado ao longo da trajetdria cldssica indo desde um ponto x;_ até outro
X+, Sobre a camada de energia C (correspondendo & energia fixa E), e voltando ao longo
de —&; (ver Fig.4.1). Observamos assim que, enquanto para o propagador semicléssico
(4.1) contribuem todas as trajetérias percorridas num tempo t cujas pontas estdo unidas
por uma corda centrada em x, para a aproximacdo semicldssica da fungdo de Wigner
espectral a condi¢io de fase estacionaria (4.6) seleciona aguelas trajetérias, dentro de
uma mesma camada de energia C, cujas cordas §;(x) = x;; — X;_ estdo centradas em

X = (Xj4+ + X;-}/2, sendo t; o tempo para cada trajetdria (Fig.4.1}.

4Cabe lembrar que para avaliar umez integral complexa com fase oscilatoria o método da fase esta-
cionaria estabelece que

—1 /2
%Z—? exp{ig(t,)/h + iv,7m 4},

b
I(%) = / F& explid(t)/h) ~ @nh)2f(2,)

tami,

pata 0 parametro A — 0, onde (dé/dt}i=;, =0 e i1, = sinaljd®¢/d*t]s—s,, com a < t, < b. A aproximagio
& vdiida se f, estiver suficientemente afustado de a e de &
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X
. w?ﬁ- Xl-!—
’ Z-' 2 _,r' e &J 1
t
\‘ ( x
\\ 5
A
\\ \/ - x2_
\\\\ x]- ,”/

Figura 4.1: Em geral existern muitos segmentos de trajetdrias, na camada de energia €, com extremos
xj. € Xj; unidos por cordas §; centradas nem dado ponta x. O circuito, fechado pela corda —§; =
Xj.. — Xj4, Gefine 3 fase da contribuigdo semicldssica a (4.8).

Se todas estas cordas estiverem suficientemente separadas, podemos proseguir com a

avaliacdo da integral pelo método da fase estacionaria para entao obter

1
|2 p—oti/h {SEj(x) T }
= e = COS§ — =+ Uj—+ A ¢ |

(2mh)\/2 & Id-E \/Idst(l + M (x)} r 74 J
(4.8)

onde v; = sinal[d®Sy;/d%t) e ##8,;/d?t = —dE;[dt = (dt;/dE)~". A fase de Maslov }; estd

associada a0 nimero de cadsticas ¢la aproximagio , 1.e. a0 nimero de vezes que a mnatriz

M, tem um autovalor igual a —1. O determinante nesta f6rmula pode ser simplificado se
usarmos cogrdenadas candnicas locais ao redor de cada segmento de trajetoria. Estas sdo
: a energia F, sua coordenada conjugada o tempo ¢ ao longo da trajetoria, e para ¢ resto
qualquer conjunto de coordendas candnicas no subespago ortogonal ao plano conjugado
formado pelos gradientes de E e ¢ respectivamente. Assim, ao invés do mapa linear

. - - F
§x;1 = M;éx;_, podemos considerar o mapa equivalente dw;, = Mdw;_, com os
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deslocamentos 6w = (8%, 61, 6E). B fAcil ver que a estrutura de M; é°

: (4.9)

onde agora m; éde (2L — 2} x (2L — 2). A partir de (4.9) temos
det(1 + M;) = det(l + M;) = 4det(l +m;) , (4.10)

considerando que a relagio de semelhanga entre M; e M; nao afeta o determinasnte.
Substituindo em {4.8), temos para a aproximacgio semicldssica da fungio de Wigner

espectral

1
ol dtj 2 et/
Wsorlx; £,€) = (2 )i72 2 5%
J i

Eilx) owm
\/](ﬁet[1+mj(x))fcos{ R +VJ4 +AJ}
(4.11)

Como sempre acontece com férrmulas semicldssicas obtidas pelo método da fase esta-
cionaria, existem cdusticas toda vez que duas contribuiches coalescem, causando uma
divergéncia na amplitude em (4.11).

A primeira observagic a se fazer é que fixando um valor da largura da janela de en-
ergia £, sobre a qual superpomos as fungoes de Wigner dos estados individuais em (4.5),
os segrentos de trajetorias que contribuem significativamente na aproximacio (4.11) séo
agueles com ¢; < hfe. Agora, para um ponto X arbitrdrio, em principio parece nao ser
sempre possivel encontrar segmentos de trajetdrias que contribuam a (4.11), caracteriza-
dos por cordas unindo seus extrenos simétricos com respeito de x. Por exemplo, se a
camada de energia C for fechada e convexa, e x ficar fora da camada, naoc existe nenhuma
corda centrada em x com pontas na camada. Entretanto, para esse tipo de camada C,
¢ para x dentro, sempre existird pelo menos uma corda com uma trajetdria cldssica vi-

ajando pela camada desde uma ponta até a outra [12]. Estas cordas serdo menores a

%0s blocos nulos seguem e invaridncia cldssica {anto do plano 8% — ¢ como do subespago ortogonal,
6% , que ¢ tangente 3 camada de energia ¢ & qual a trajetdria em questdo pertence. Q bloco identidade
corresponde & relaglo evidente 67— = Jt.., que junto com a conservacao da drea simplética 82 A 4.5, pelo
movimesto cldssico, dd dE_ = 4.
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medida que x ficar mais perto de C. Nesse limite, existe uma trajetéria curta que pode
ser aproximada pela corda pequena perto da camada ®. Essa corda pequena coalesce com
4 corda, também pequena, associada & trajetéria de reversiao temporal, produzindo assim
uma ciustica. Considerando o suavizado ¢ > AF, de maneira de cancelar todas as outras
possiveis contribuicoes de trajetorias exceto a curta, com corda centrada em x bem perto
da camada C, pode-se fazer uma aproximacio uniforme da funcio de Wigner espectral,
cujo resultado € uma fungédo de Airy. Esta descreve a funcio de Wigner espectral como
tendo oscilagbes no interior da camada de energia que acabam num pico muito perto e
no interior de C, para logo decair exponencialmente fora {46, 12] 7. No limite £ > 0, a
funcdo de Airy vira uma delia de Dirac sobre €, dando uma distribuicdo uniforme para
a funcdo de Wigner espectral sobre a camada de energia no limite semicldssico. Este é o
uadro da hip6tesis de Berry e Voros {40, 41] para a funcdo de Wigner de um autoestado
correspondendo a um sistema com trajetdrias cldssicas cadticas, sé que agora vemos que
esta verifica-se para a fun¢do de Wigner de um conjunto grande de estados (¢ > AE).
Podemos entender methor o que acontece guando diminuirmos o suavizado £ de maneira
a permitir trajetérias mais longas contribuindo em (4.11}, mesmo para pontos x perto
da camada C, se olharmos (4.11) no caso de um grau de liberdade. Tomemos por exem-
plo, o caso onde a camada C corresponda i curva de energia constante £ da segio 2.1.1.
Como ja vimos, para pontos x perto de £ existe uma tnica corda, mas de uma ponta até
a outra viajam mnitas irajetdrias dando voltas & curva £, que é uma orbita periddiea.
Todas estas repetigfes devem ser consideradas em {4.11} pois sdo trajetérias diferentes,
com t; diferentes, mas gue compartitlham a mesma corda. No caso de considerarmos a
funcdo de Wigner de um sé autoestado, como em 2.1.1, Berry mostrou usande a aprox-
imagdo simples {2.24}, que a correta condi¢ao de quantizagio (2.20) para a acdo S, da
orbita £, podese inferir da identificagdo das funcdes de Wigner associadas a cada uma

destas repetigoes . Num grau de liherdade a aproximagio simples (2.24}, para a fungdo de

“Para estas trajeidrias curtas A; = 0.

Uma situaciio similar j& vimos que acontecia para mm grau de liberdade na segdo 2.1.1, onde a
divergéncia sobre a cdustica £, ds aproximagao simples {2.24) pars a funcio de Wigner, era concertada
pela aproximagio uniforme (2.26), que também é uma fungio de Airy. A diferenga estd em que nesse
cas0 a aproximeHo era para a funcio de Wigner de um autoestado, enquanto que aqui é para s funcio de
Wigner de wm conjunto grande de antoestados, pois ¢ > AE.
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Wigner de um autoestado, pode-se obter a partir de {4.11) fazendo £ — 0, considerando
que peste caso a matriz m; tem dimensao pula.

Para L > 1, se reduzirmos o suavizadc a € ~ 7/A, onde 7 é da ordem do periodo
da 6rbita periédica mais curta sobre a camada de energia, e tomarmos x perto da ca-
mada como centro de uma corda com pontas nessa érbita periddica, também teremos
contribuicdes de trajetérias que deram voltas & érbita periddica na viajem de uma ponta
até a outra da corda. Mas se deslocarmos ¢ ponto x, ainda perto de C, deveremos levar
em conta pares de cordas pequenas para trajetérias que orbitam muito perto ao redor da
6rhita periédica, e cujas acdes sio muito parecidas com a agao S, da drbita periédica, e
com periodos também parecidos [12]. Este par de cordas coalescem no limite de x — C,
ou quando x for tal que os perfodos das trajetérias orbitando entre suas pontas sao
idénticos, produzindo duas novas céusticas. As aproximacées uniformes associadas a es-
tas novas cdusticas sio fornecidas pela férmula de cicatrizes para a fungao de Wigner
espectral primeiro desenvolvida por Berry [46] e refinada por Ozorio de Almeida [12].
Esta férmula, para pontos x perio da camada de energia ¢ perto de uma érbita periddica
compativel com o suavizado considerado, consiste num cosseno como em (4.11), mas cuja
fase 6 uma média das aghes degeneradas das trajetérias associadas ao par de cordas extras
expandidas a partir da agiio S, da érbita periédica, modulado por uma fungéo de Airy.
O conjunto produz um pico de intensidade extra perto da drbita periddica na camada de
energia, e um padrao de oscilagdes devido & fungéo de Airy, mesmo na diregdo sobre C,
que se tornam evanescéntes so airavessar as causticas.

Para terminar esta secio observemos que as cdusticas sio as contribuigSes dominantes
na funcio de Wigner espectral para valores grandes do suavizado & comparades com o
espacamento médio dos niveis de energia AR. Se houver varios segmentos de trajetorias
contribuindo para tempos ¢ < A/, entdo precisamos teorias semicldssicas mais sofisticadas
como as de Berry e Ozorio de Almeida [48, 12]. Nosso objetive na préxima secao €
diferente. Estaremos preocupados com pontos X perto dos centros associados a 6rbitas

periddicas mas bem dentro da camada de energia.



Capitulo 5

Estudo de cicatrizes na funcao de
Wigner.

5.1 Cicatriz na superficie central.

Vamos chamar de superficie central aquela formada por todos os pontos x que sio
ceniros de cordas com pontas nuraa 6rbita periddica. E claro que a Orbita pode ser muito
mais complicada do que aguela esquematizada na Fig.5.1. Por exemplo, pode ser uma
das drbitas periddicas na intersegiio homoclfnica de uma drbita simples, mas de gualquer
modo todas as cordas ainda definem uma superficie bidimensional através de seus pontos
médios. De fato existem duas cordas &, = —&,,; para cada centro, definindo duas agdes

Sin(X) e Sou(X) respectivamente ' [ver Fig.5.1). Para estas a¢des iemos
Sp = Sin + Sout (5.1)

onde S, é a acdo da drbita periédica 2.

Se x ficar perto da drbita (S;, — 0}, o par de agles S, e —Si, coincidern com as
acOes das trajetérias curtas que levam & aproximcio de Airy sobire a camada de erergia
descrita na secdo anterior. Se considerarmos segmentos de 6rbita com corda €, mas com
A6A0 Siong = Sp + Sin» junto com S, temos os ingredientes para a teoria assimptética de
cicatrizes perto da camada de energia (ver segfio 4.1 e {12]). Nds agora nio vamos tomar

1 Aqui preferimos seguir a notagio em |12} a despeito do portugués.

Omitimos aqui © subindice F, pars todas as agbes , mas tem que ser lembrado que estamnoes no
dominio de energias,
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o limite onde x aproxima-se da camada, portanto podemos usar a aproximagio simples
(4.11) para a fungio de Wigner espectral e considerar as muitas contribuigdes com corda
£in © ag0es Sy + 1Sy, assim como também as com corda £,,, € agdes Sy + nSp =
~Sim + (n+ 1)S,, onde » é o niimero de voltas sobre a drbita periédica do segmento em

questao .

Figura 5.1: A cmve desenhada esqucmatiza wma Orbita periddica. Os centros x cujas cordas tém
pontas na 6rbita periddica forrman uma superficie bidimensional que chamamos de superficie central. Em
cada ponto x, na superficie central, estdo centradus pelo menos duas cordas tal que §;, = —&,,; HEstas
cordas dividem a érbita em dois segmentos cujas aghes associadas sdo as dreas simpléticas Sy, e Soqe.
Em (5.8), n6s somamos as repeticdes destes segmerntos, que se constroem dando voltas a drbita periddica
indo de um mesmeo ponto inicial até 6 mesmo ponto final.

Como aqui estamos tratando com drbitas periddicas instdveis, f.e. em regives de
movimento cadtico no espago de fases, nio nos preocuparemos pela fase de Maslov A; em
(4.11). Esta é nula para o segmento de érbita curto, de mauveira que ndo adicionamos
nerhuma fase & acio Si,. Para todas as outras coutribuigdes , simplesmente temos que
somar o mesmo indice de Maslov correspondente A orbita periddica de agdo S, como
no caso de somar as repeticdes de drbitas periddicas instdveis va férmula do trago de
Gutzwiller [44, 45]. Em particular, somamos A; para a agio cassica Sput. Assim, podemos
usar os métodos em [50] para determinar a fase A;. A maneira mais simples de obler este
resultado é lembrando que a f6rmula do trago pode ser obtida integrando a férmula de

cicatrizes para a fungdo de Wigner espectral desenvolvida em [46, 12] *. A integragio nédo

3A estrutura desta férmeula foi comentada na segio 4.1, Aqui 86 lembremos que para pontos de
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adiciona nenhuma nova fase nos casos onde a Srbita é hiperbdlica com ou sem reflexdo
, t.e. instavel com {ndice de Maslov par ou impar respectivamente. A partir de agora
incorporaremos a fase de Maslov na agio da érbita periédica S,. Para u; = sinal{d”S,;/d*t]
em {4.11) simplesmente notemos que é negativo para todas as contribuigoes "in” e positivo
para todas as “out”.
Vamos agora estimar a amplitude para as diferentes contribuicdes das repeticoes dos
segmentos de drbita em (4.11):
o it_?. ‘1/’9

44(E) = e

(2nh)' /2 |dE| | det{1 + my(x)}"** . (5.2)

Definindo my, € Mg como as matrizes de estabilidade reduzidas correspondentes a
linearizacic do movimento ao redor de cada segmento de érbita periddica, obtemos a

matriz de estabilidade reduzida m,, para a érbita periédica, como um produto *
My = Mip Mout = Moyt Min - (5.3}

Desta forma, como no caso das agoes , podemos decompor todas as matrizes de estabili-

dade associadas aos segmentos de corda £, como
My = m: Tiyn (54)

e para os segmentos de corda £, como

_ T R T o
My == Mgyt My == My, MT* . (5.5)

Portanto, se A, for o expoente de Lyapunov da érbita periddica % e 1, sen perfodc,

|det{1+m;(x)})|7* "2F  [Cin o8 Con] el (5.6)

avaliacio x bem dentro da camada de energia essa formula se reduz a {4.11).

4A matriz m, também é chamada de matriz de monodromia reduzida.

SEm dois graus de liberdade (L = 2), a matriz e monodromia reduzida m, tem autovalores, et se
a Grbita for hiperbdlica sem reflexio g, —~eT, se fur com reflexfio . O expoente de Lyapunov neste caso
serd A, = /7, Para L > 2, 0 A, no texto corresponde ao maior de todos os expoentes de Lyapunov.
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onde Cy, ot Cyy dependem de iny, € My, respectivamente, assim como também da
matriz que diagonaliza m,,.

Para os tempos de véo ¢; no expoente real em (4.11}) podemas escrever

b= { b } +n1y, . (5.7)

t"t:'u,t

Em pricipio, isto tambér Leria que ser levado em conta na derivada com respeito a energia
na amplitude (5.2}, mas para as cordas mais curtas, dty,/dE ou dig,/dE > drp/dE, o
que justifica desprezar a dependéncia em n numa primeira aproximacao .

Agora, podemos estimar as miltiplas contribuictes dos segmentos de drbita periédica

associados &s cordas &, e as £,,; sumando uma serie geométrica

2;; e o] . " - - S (x} i nS
. ~ ot e —a(dpza ey o POwlX) T Top
Wp(x,E,s) Rz 2 [a,m(x, Eele R coa{ 5 1 + F +
b o By ) eI T cos Sourlx) 7 nS )
h 4 h
2L el AT £ .8 f S il
e fa 3 (B ) e i (52 TY)
k)i Re [a,,,, ngg (e 3 exp {2 > 7] +
+  Gout i (e"’(izézi'%‘"]"f"%)ﬂ exp {z (-‘%—Zﬁ + g) }} =
n={

= (2;:};-;5 Re [(1 —exp{(—)‘ﬂz{g + %’3) H'-'%})M1 X
(ool (-7} romemn (D) o8

onde as amplitudes reais a;, (X) € ¢,..(x) 880 quantidades puramente cldssicas ¢ A medida
que movemos X para dentro da superficie central, a amplitude decrece gradualmente. Bem
dentro da superficie central ai(X) e Gor(X) sdo da mesma ordem de magnitude e isto
também vale perto da drbita periédica se o expoente de Lyapunov é pequeno. Mas, para
Ap7p/2

wma 6rbita muito instdvel temos aproximadamente que Gin(X)/0oue(x) — € perto da

érbita periddica.

e agora em diante omitiremos a dependéncia em, E e £, destas quantidades.
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() caso mais simple de analizar ¢ aquele onde a érbita periédica estd Bohr-quantizada,

i.e. 5, = 2mmh (com o indice de Maslov incluido em S;). Para este caso (5.8) se reduz a

We(x; F,e) =

g Qin(X) - Gous(X) COS{ Sin(x) “} . (59)
o4

B (1 o {5+ 7)) E

A superficie central apresenta assim uma sequéncia de anéis concéntricos de sucessivas
arnplitudes positivas e negativas que seguem as curvas com S, constante. A amplitude
alcanga um pico ac longo da drbita periddica que é uma catistica como mencionamos
na seciao anterior. Dentro da curva de epergia, as contribuigGes coletivas dos diversos
segmentos de drbita periddica somados em (5.9}, podem prevalescer sobre agueles corres-
pondentes a outras drbitas, com cordas também na superficie central, mas cujas fases ndo
estejam Bohr-quantizadas.

Um outro limite simples é aquele onde a érbita é do tipo “anti-Bohr”, 1.e. 5, =

drmh + 7, de maneira que neste caso temoes

_ ~ oL Ain(X) - Gone (%) {§§n(X) B 3}:} ‘s
Wy(x; E, €) (G )72 (1 N pr{(;\}{l +§%E)}) cns Y it .10)

onde usamos (5.1). Aqui também temos o padrdo de anéis, mas a amplitude é da
mesma ordem de magnitude que para uma corda s6 (se x estd perto da érbita periddica},
enquanto que W, — 0 na regido central da superficie ceniral onde @y =~ @ou. Desta
forma ndo devemos esperar que esta estrutura de anéis seja discernivel na prescenca de
outras cordas, mesmo que as fases dos segmentos de 6rbita associades nao estejam Bohr-
quantizadas.

No casc geral (5.8) representa oscilagbes com curvas de fase constante para S, cons-
tante. No entanto, haver4 um corrimentc de fase com respeito ao padrio de andis do
caso (5.9) ou do (5.18). A amplitude global ficard entre estes extremos de maneira que
¢ padrédo de anéis paderd ser observado mesme para uma dorbita periddica que nao ssteja
Bohr-quantizada se o expoente de Lyapunov néo for muito grande.

Para finalizar esta segao disentiremos a possibilidade do padrio de anéis persistir para

pontos de avaliacio x da fungio de Wigner espectral, fora da superficie central até uma
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certa distancia. Por continuidade temos garantida a existéncia de trajetdrias que orbitam
perto da orbita periddica um namero grande de voltas. Os diversos segmentos dessas
trajetorias centrados em x, perlo da superficie central da drbita peridgdica, contribuem
coletivamente como aqueles da prépria érbita periddica. No entanto, nem as cordas nem
as fases destes segmentos coincidem exatamente com as da drbita periédica, embora sejam
parecidas.
A diferenca de fase pode ser expressada, no caso de cordas curtas, como uma forma
quadratica [12],
65; = 0x B;ox (5.11)

onde §x =x' —x, e X', estd na superficie central da érbita periddica. A linha significa,

que sao coordenadas candnicas no suhespage artegenal 2o plano conjugado fermada pelos
gradientes de £ et {ver pardgrafo acima de {4.9)). A matrizsimétrica B;, de 2L—2x2.L—2,
¢ a parametrizacao de Cayley do mapa linearizado de Poincaré pertc do segmento j da
Grbita periddica [12):

ij = [1 -— Tﬂj]{'l. -+ mj]_'?‘ ' mj = []- . JBJl[I + Jle_—l B (‘:}12)

onde
0 l3 3
7 = ( 1o ) . (5.13}

e cada bloco unidade éde L - I x L 1T

Tomamos o caso em que 08 pontos X e X , estio perto da 6rbita periddica, pela relagao
(5.4), pademos aproximar m; por my. Consideremos agora, para facilitar a argumentagéo
, (que estamos em dois graus de liberdade (/. = 2), portanto a matriz m, tem autovalo-
res (e, +e~*") para uma drbita hperbolica com ou sem reflexiic respectivamente.

Usando (5.12), que J ! = —F, e a matriz que diagonaliza my, temos

B; =¥ (%{-{1}—) , (5.14)

T Aqui invertemos o Jugar dos blocos na matriz J com respeito a [12], pois nés consideramos os vetores
no sspago de fases ordenados com as posicies na frente dos momentos.
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nas coordenadas apropriadas. Desta maneira achamos que enquanto o corrimento de fase
(5.11) cresce quadraticamente com X , o efeito de suscessivas repetigdes ao redor da érbita
satura exponencialmente. Fom efeito, nas coardenadas apropriadas, (5.11) é tanh(n\,7,)gp
para uma Orbita hiperbdlica semn reflexdo , e coth(nl,7,}gp para uma com reflexiio . A
maior variagdo para expoentes de Lyapunov menores no 0liimo caso, pode levar uma
largura menor da cicatriz. De qualquer maneira, mostramos que ndo hé acumulagéo de
incoeréncia de fase nas suscessivas repeticies para pontos perto da supreficie central da
orbita periddica, dentro da aproximagio quadrdtica. Esta andlise qualitativa implica que
a estrutura de cicatrizes em forma de anéis ndo é imediatamente destruida & medida que

x é movido para fora da superficie central.

5.2 Exemplos para autoestados do Hamiltoniano NEL-
SON.

Para verificar qualitativament? o esquema teérico desenvolvido na segdo anterior es-
colbemos como sistema de estudo a Hamiltoniana cldssica de um oscilador nio linear
acoplado com dois graus de liberdade

2

2 2
H(q,p) = &%ﬁ’—@- +0.05¢7 + (EI:: - 5’21) : (5.15)

mais conhecida como “Hamiltoniana NELSON” (onde (q, p) = (41,42, 1, P2)). As rbitas
periédicas deste sistema foram estudadas em {48] junto com a topologia dos graficos
E — r (7 periodo da 6rhita). Esta Hamiltoniana é muitas vezes usado como exemplo de
sistema com “caos suave”, ou seja com uma dinimica mista onde regides do espago de
fases regulares, caracterizadas por 6rbitas periddicas estaveis dentro de toros invariantes,
coexistem com regides predominantemente cadticas cujas 6rbitas periédicas sio instaveis
caracteristicas do movimento hiperbélico. A transi¢do entre o movimento essencialmente
regular para o movimento essencialmente cadtico acontece para energias da ordem (.1
[48, 49]. No entanto, ilkas de regnlaridade encontram-se para qualquer energia superior.
A simetria de reversio temporal de (5.15) determina duas classes diferentes de drbitas

periédicas. Aquelas que coincidem cam sua reversa temporal sdo chamadas de libracées
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¢ as outras de rotacdes . Por coincidir com sua reversa temporal as libragdes seguem
4 mesma curva no espaco de configuragfes com pontos de retorno mas extremidades,
enquanto que as rotagdes segueni curvas fechadas rodando numa dire¢io e na diregdo
contraria para sua reversa temporal.

Um estudo do espectro de energias do correspondente Hamiltoniano quintico junto
comn uma discussio das cicatrizes nas autofuncoes encontra-se em [49). Ali também
comparam-se 08 resultados semicldssicos da aplicagdo da férmula de cicatrizes de Bo-
gomolny com os caleulos quinticos, numa janela de energias onde as ilhas de estabilidade
540 muito pequenas e todas as érbitas periédicas de periodo mais baixe sao instdveis.

Nosso calculo das funges de Wigner neste sistema é para autoestados na janela de
energia cogsiderada em [49], .e. 0.753 < E < 0.837, com igual valor para a constante de
Plank, A == 0.05. Da mesma forma, seguindo [49], as autofungoes {q|n) da versao quintica
de (5.15) foram computadas usando a base de autofuncdes ¢{@) (q1}0{8 (g2 — ¢2/2), cor-
respondendo a osciladores harménicos nas coordenadas ¢ e go — ¢°/2 respectivamente 8.
Comparando o queadrado da fungéiio de onda para o estado n = 284 mostrade na Fig.5.7,
com o grafico que aparcce em [49], vemos a concordancia das cornputagbes . As fungGes

de Wigner para cada estado foram entao calculadas diretamente da dupla integra’ sobre

Q = (Ql: Qg):
Wa(p. @) = 755z [ 4@ (a+ Q/2nnla - @/2) exp{~ip-Q/R} . (5.16)

A 6rbita peridica mais simples para investigar o esquema de anéis na superficie central
¢ a libragdo chamada de “Orbita vertical”. Para diferentes energias a familia de drbitas
verticais folheia o planc invariante ¢y = py = 0 de simetria de reflexdo da Hamiltoniana
(5.15). A Hamiltoniana restrita a este plano é a de um oscilador harménico, portanto
o movimento é isocrono & diferentes energias sendo o periodo 7, &~ 4.4428. Fixando a
energia, esta 6rbita, é isolada, sendo eliptica {estdvel) para energias E menores que algum
valor lim{trofe entre 0.1 e 0.2, acima do qual atravessa uma bifurcagio de duplicagio de

perfodo tornando-se hiperbélica (instdvel) com reflexao [48].

3Foram usados 11 = 240 nsciladores na direcfo ¢y & 12 = 26 na diregdo g, exatamente como om [49].
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Iigura 5.2: Gréfico da agdo Sy da {wbita vertical como fungdo da energia. O movimento isécrono
desta Srbita para diferentes energias reflete-se na linesridade da relagio , onde o declive da reta é :
35 f/8F = v = 4.4428 (7 o periodo da Grbita). As pequenas linhas verticais no eixo das abscissas
correspondem ao espectro de autoenergias. As pequenas linhas no eixo das ordenadas séio as agoes para
as autoenergias pa janela 0.753 < ¥ < 0.837. Dentro desta janela existem 59 estados com ntimeros
quinticos que véo de n = 252 até n = 311. As cruzes sobre a reta sio uma guia para o olho. As
acoes Bohr-quantizadas, 2nh(m + i/4), 530 as duas linhas mais compridas no eixo vertical com m = 10
e m = 11, e as energiag Bohr-quantizaas correspondentes sio as duas linhas mais compridas no eixo
horizontal. Q valor do indice de Maslov desta libragdo & s = 3, sendo impar por ser uma érbita hiperbélica
com reflexido [50]. O valor da constante de Planck é & = 0.05. .

Evidentemente, a superficie central para a 6rbita vertical é simplesmente a parte do
plano invariante interior & ¢rbita. Se as dnicas cordas contribuindo fossem aquelas com
pontas na érbita vertical, nds esperarfamos que a fungdo de Wigner sobre o plano se
parecesse com a de um oscilador harménice sem a necessidade desta ser uma érbita Bohr-
guantizada para nenhum dos estados. Mas aquli trata~se de um sistema com dois graus de
liberdade onde os pontes x nasuperficie central no plano invariante podem também ser
centros de cordas cujas pontas nio estdo na orbita vertical. Sendo assim, vamos comecar

othando a estrutura da funcdo de Wigner espectral no plano ¢; = py = 0.

Dada uma energia correspondente a uma agde Bohr-quantizada da drbita vertical ?,

#Chamaremos a estas energias de Bohr-quantizadas.
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existem muitos estados coin autoenergias perto dela como mostra a Fig.5.2. Calculando
a média das funcdes de Wigner para os estados dentro de uma pequena janela ao redor
de cada energia Bohr-quantizada da Fig.5.2 cbtemos a fungiio de Wigner espectral para
essas energias {Fig.5.3 (&) e (¢)} . Isto é mais conveniente que calcular a média com 2

funcdo Lorentziana, (4.5}, e obters-se essencialmente o mesmo resultado.

- REG q

Figura 5.3: Seqbes da funcdo de Wigner espectral sobre o plano invariante v = py = 0), para autoestados
do Hamiltoniane NELSON. Foram calculadas como médias sobre estados em pequenas janelas de energia.
A faixa de mimeros quinticos, n, dentro de cada ums destas janelas esta indicada acima de cada grafico.
(a2} para os estados ao redor da primeira energia Bohr-quantizada da Fig.5.2 e {c} para a segunda. (b}
§ para os estados so redor de uma eneTgia NG centro entre essas duas (Fig.5.2}. As elipses prztas em
cada grafico s8o as camadas de energia constante no plano invariante para cada uma das antosnergias
dos estados considerados nas médias. Note-se que a proximidade delas faz com que se confundem numa
nica curva. As 6rbitas periédicas verticais comncidem com estas elipses. O interior de cada elipse ¢ a
chamada “superficie central”, f.e. os centros x = (0,42,0,p2) de todas as cordas com pontas na Srbita
vertical. O esquema de representagio colorida € o mesmeo que foi usado na Fig.3.7.

Observa-se gue para aproximadamente g; < 0 a fungao de Wigner espectral & mar-
cadamente regular. exatamente como se vsperaria para um oscilador harmdnico de um
grau de liberdade, de acordo com {5.9). Se agora superpomos as fungGes de Wigner numa

janela de energias j& nio centrada numa energia Bohr-quantizada, obtemos uma fungio

it <ty O P NPV PSSP
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de Wigner espectral como na Fig.5.3 (b). Novamente, obtem-se a mesma regulatidade
para g2 < 0, embora a fase das oscilagdes tendo nm corrimento com respeito ao caso de
nm oscilador harménico simples. Qualitativamente, isto estd em concordancia com a dis-
cussdo da férmula (5.8). Na Fig.5.4 graficamos uma sequéncia de secbes bidimensionais
paralelas ao plano invariante onde a funcio de Wigner espectral foi calculada a partir dos
estados do caso (a) da Fig.5.3. Pode-se observar que a cicatriz com estrutura de anéis,

associada 3 orbita periddica, tem uma largura.

S| 26T q =02 pe0 ()

Figura 5.4: Segbes bidimensionals da fungo de Wigner espectral paralelas ao plane invariante q =
p1 = 0. Foram calculadas como médias sobre os estados do gréfico (a) da 11ig.5.3.

As figuras apresentadas sugerem que ua regido de regularidade (1.e. g < 0 } nédo
existem outros segmentos de trajetdrias com cordas centradas nessa regido do plano que
contribuam 3 funcio de Wigner espectral com tempo de voo {; menor que o fempo de
corte conjugado A largura da janela de energias onde a média foi realizada *°. Parece ser
uma tarefa dura, mas que valeria a pena, verificar esta hipdtese com célculos sobre as

{rajetGrias cldssicas.

0yer discussio apds a formula (4.11).
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Figura 5.5: Secbes das furgdes de Wigner individuais sobre o plano invariante g = p; = U, para os
estados usados no caleulo das sectes da funeiic de Wigner espectral da Fig.5.3, . As duas primeiras fileiras
horizontais s&o para os estados do gréfico (a) da Fig.5.3, as duas seguintes para o grafico (b) e as dltimas
para o {c). Os mimeros quanticos n de cada estado estéo indicades acima de cada gréfico.
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As fungdes de Wigner para cada estado individual, nsadas para obter as médias das
figuras apresentadas, sio ainda mais surprendentes (ver Fig.5.5). Novamente encontramos
a mesma regularidade para ¢ < 0. Entdo , poderiamos extrapolar nossa conclusdo previa
dizendo que parece ndo haver outres segmentos de frajetdrias, com centros em essa regiiao
do plano, que contribuam as funcdes de Wigner individuais com tempos de voo menores
que o tempo de Heisenberg ''. Esta regularidade das cicatrizes sobre funcdes de Wigner
individuais surprende mais se notamos que existe mesmo que as fungdes de onda nio

apresentem nenhum sinal de cicatriz, independentemente da energia considerada.
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Figura 5.6: Projegdes sobre o espago de configuragdes de duas libragoes simétricas da Hamiltoniana
(5.15). Os pontos de retorno estfio sobre ag curvas que representam as projegdes da camada de energia
constante. No espago de fases estas drbitas tém cordas centradas no plano ¢ = py = 0. Um exemplo
¢ aquela unindo ¢ par de pontos desenhados numa das figurag, onde o8 momentos corresponedem acs
vectores tangentes. Pontos equivalentes podem facilmente ser encontrados parxa a 6rbita “horizontal” (a).
Segmentos de érbita com pontas nestas cordas podem contribuir para formar o padrdo de interferéncia
para g» > (t nas Fig.5.3 e Fig.5.5, no plano invariante q; = gy = (.

Discutiremos agora o padrio de interferéncia para ¢ > 0. Neste caso faciimente
nodemos achar outras cordas com centros nesta regido que nao estéo associadas a orbita
vertical e que também poderiarn contribuir. De fato estas unem segmentos de cutras
libraghes que sac simétricas com respeito ao plano invariante antes considerado. A Fig.5.6

mostra as projecgoes no espago de configuragdes de duas dessas Orbitas periddieas. O par

110 tempo conjugado ao espagamento médic de nivels, i.e. ty ~ R/AE.
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de vetores tangentes desenhados estdo associados a dois possiveis portos no espago de fase
unidos por nma corda centrada no plano invariante. A Srbita mais simples é a horizontal,
pertencente & familia “boomerang” que comeca na bifurcacao de duplicagao de periodo

da Grbita vertical para energias da ordem (.1 (Fig.5.6 (a)).

ql

Figura 5.7: Densidade de probabilidage |{qln}|* para o autoestado n == 294. Este estado aparece em
49} como exemplo do tdrico estado que fem uma cicatriz clara, no espago de configuracoes , sohre uma
rbita periédica. Esta drbita corresponde 3 libragiio asimétrica no gréfico.

Comega estdvel para logo inestavilizar-se apds uma bifurcagao isdcrona para alguma en-
ergia entre 0.2 e 0.3. Volta a ser estdvel para energias da ordem 10.0, portanto na janela
de energia considerada em nossos cdlculos ela é hiperbélica sem reflexao . Para valores
crescentes da energia esta drbita fica mais e mais horizontal podendo ser identificada a
um oubro oscilador harménico nds acoplado. A outra drbita periddica pertence a uma
familia que comega a partir de uma bifarcagio de quadruplicacao de periodo da orbita

vertical para uma encrgia da ordem 0.02 (Pig.5.6 (b)). Ela ¢ eliptica até uma bifurcagéo
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iséerona numa energia entre 0.1 e 0.2, passando a ser hiperhdélica sem reflex8o para energias
malores. Note-se gue esta drbita alcanca regiGes onde g2 € maior que quaisquer dos valores
dessa coordenada na o6rbita vertical. Isso explica a existéncia do padrao de interferencia
fora da camada de energia nas figuras apresentadas (elipses negras nas figuras).

Para verificar que o padrao de anéis na superficie central ndo se deve a simetria da
drbita vertical, nés também estudamos a libragio asimétrica mostrada na Fig.5.7. Neste
cas0 a superficie ceniral nio € plans e seria um trabatho arduo fentar calcular a funcao de
Wigner para os diferentes autoestados nessa superficie. Ao invés, examinamos seges em
p para um dado q Iocalizado sobre a projegio da dérbita no espago de posigbes . A camada
de energia clédssica é secionada num circulo, sobre o qual a drbita periddica aparece como
um par de poutos, simétricos com respeito a origem {jd que trata-se de uma libragio ).
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Figura 5.8: Gréfico da agie S, da libragio assimétrica da Fig.5.7 como fun¢do da energia. Para
o¢ valores considerados no eixc das absrissas a relagdio ¢ praticamente linear, sendo ¢ declive da reta
38on/BE = T,p & 7.14. As prquenas linhas verticais no eixo das abscissas correspondemn a0 espectro de
autoenergias. As pequenas linhas horizontais no eixo das ordenadas sfo as agdes dos estados usados no
cdleulo das segfes da fungdo de Wigner espectral da Fig.5.10. As autoenergias destes estados esiao ac
redor do valor para o estado n = 294. A linha pontilthada une a autonergia deste estado com o valor da
acio da Srbita para essa energiz. A energia Bohr-quantizada, m = 19, esta indicada comn uma linha mais
coraprida, como sua correspondente acic {considerando que o indice de Maslov da drbita em questdo é

po= 0}
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Este tipo de seces apresentam trés pontos que correspondem a centros na superficie
central: dois sobre a prépria drbita periédica {com cordas de comprimento nulo), e um com
p = 0 (centro de um par de cordas coneciando ambos os pontos sobre a drbita periddica).
Mudando a posigio g ao longo da projegdo da drbita periddica podemos seguir a fungéo

de Wigner ao longo de trés linhas sobre a superficie central.

n=2Gd qg2=1.135 qa={3.519
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Figura 5.9: Segoes da fungéio de Wigner do autoestado n = 294, cada uma calculada para um q = (g1, ga)
fixa sobre a projegio no espago de configuragbes da 6rbita periddica da Fig.5.7 (também desenhada nesta
figura). Os diferentes pontos g usados estao marcedos com pequenos circulos sobrs a projecio da orbita,
¢ o8 valores correspondentes est3o acima de cada segiio da fungio de Wigner. Neste tipo de secdes em
p, & camada de energia € um circulo. Nestes gréficos podemos acompanhar & fungdo de Wigner zm trés
portos correspondentes a centros na superficie central da Srbita: dois indicados com cruzes gue indicam
2 passagem desta pela camada de energia em forrma simétrica com respeito 3 origem {por tratar-se de
uma libragéo ), e o putro com p = {. Para os dois primeiros pontos osbviamente 2 corda associada € mila,
cnquanto que para o terceiro as cordas, com £g = O, vio de um ponto até o outro da Srbita periddica.

Os centros ao longo da drbita deveriam estar perto de méximos da fungao de Wigner,

se o Grhita tiver nma acao perto de um valor Bohr-quantizado para todo q. Isto esta
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confirmado na Fig.5.9 onde graficamos as se¢des em p da funcio de Wigner do estado

n = 204 pars uma sequéncia de pontos q sobre a libragdo asimétrica. Na Fig.5.8 vemos

Bohr-quantizado. Para p = 0, temos oscila¢des que podem ser interpretadas com a teoria
desenvolvida na secio 5.1. Primeiro notemos que este esquema de cicairizes sobre as trés

linhas de centros na superficie central persiste nas se¢Ges da fun¢ao de Wigner espectral.

Bty Rt 2209

q,=1.185 =0 487

Figura 5.18: Segdes da fuacio de Wigner espectral calculada como uma média sobre os estados com
autonergias ao redor da correspondente ao estado n = 294 (ver Fig.5.8), para dois pontos g fixos so-
bre a projecio da 6rbita periédica {Fig.5.9). Os cfrculos sio as camadas de energia para as diferentes
autoenergias, e a passagem da 6rbita periddica em cada uma delas sfio as cruzes sobre os circulos,

Calculando a média das fungdes de Wigner sobre as se¢des em p, para os autoestados
ao redor do estado n = 294, obtém-se as segdes da funcho de Wigner espectral. Duas
destas secbes sdo apresentadas na Fig.5.10 correspondendo a dois dos valores de q sobre
a projecio da érbita periédica. A fase das oscilagdes em p = O, tanto para a fungao

de Wigner espectral cormo para a funcio de Wigner individual, é essencialmente aquela
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dada pela férmula (5.9} como mostramos na Fig.5.12. A largura destas cicatrizes foram
estudadas removendo o poato q da projecio da drbita periddica encontrando-se a mesma

vrdem de magnitude que no caso da dérbita vertical.
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Figura 5.11: Comparagio entre a fase das oscilacbes da fungio de Wigner espectral (ou equivalente-
mente da funclo de Wigner pars o estado n = 204), sobre a linha de centros x = (q,0) na superficie
central da Grbita periédica (desenhada no gréfico A esquerda), e a dada pela férmula (5.9}, As agoes Sin
sA0 para 0s segmentos de érbita com cordas centradas em x = (q,0). As linhas verticais no grafico &
direita marcam as coardenadas ¢ dos pentos indicados com peguenos citeulos sobre a projegso da orbita
4 esquerda. Para cads wm destes pontos foram calculadas as segbes das figuras 5.9 ¢ 5.10.

Na regido onde a rbita periddica asiméirica aproxima-se do plano de reflexis | as
soctes em p ficam mais desordenadas e confusas. Nessa regido , ndo foram encontradas
oscilacoes claras em q, na linha de centros com p = 0, tanto para a funcido de Wigner
espectral como para a fungdo de Wigner individual (ver Fig.5.12). Mas, deve-se lembrar
que esta é a regido onde as cicatrizes na 6rbita vertical sofrem multiples interferéncias.
Sendo assim, deve ser em circunstincias muito especiais onde 0s uricos segmentos de

6rbita que contribuam, centrados num dado ponto, pertem¢am a uma mesma Orbita.
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Figura 5.12: Idem Fig.5.9 mas para os novos porntos q indicados com pequenos circulos sobre a projecio
ria drbita periddica ne espago das posicles .
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Conclusao

Nesta tese foram desenvolvidos dois trabalhos baseados na geometria semiclassica de
centros e cordas que a funcdo de Wigner possui, por ser o simbolo para represeniar o0s
estados no espago de fases na representacio de Weyl da mecinica quintica. O primeiro
deles foi no Ambito dos sistemas Hamiltonianos integriveis e o segundo para os caéticos.

Em primeiro lugar achamos uma aproximacdo semicldssica da fungio de Husimi em
sistemas comt um grau de liberdade, integrando a fungdo de Wigner com uma janela Gaus-
siana. Isto nfo é fundamentalmente diferente do cdleulo das densidades de probabilidades
de posicoes e momentos como projecdes da fungdo de Wigner, exceto que neste caso a
projecao é sobre os estados coerentes. Em cada projecao obtem-se nma aproximagao
classica substituindo a fungio de Wigner por uma fungio -§ ao longo da regido classica-
mente permitida. No nosso caso, isto leva a um pico de intensidade estreito ao longo da
regidio classica, o qual foi suplementado por um termo oscilatorio derivado da estrutura de
centros e cordas dentro da curva de epergin. As oscilagGes deste dltimo termo, ao longo
do vale raso cldssico, combinam-se com o primeiro para formar uma serie de minimos
locais, que indicam os posices dos zeros da fun¢an de Husimi dentro da curva de ener-
gia. Esta explicachio geometrica da distribui¢do dos zeros da fungio de Husimi nao deve
ser forcada ao ponto de predizer & posi¢ao absoluta dos zeros, no entanto ndo deixa de
ser Uma Surpressa qie as pnsicoes encontradas sejam assimptoticamente precisas embora
sendo obtidas pela substragio de dois termos exponencialmente pequenos.

A vantagem de ter derivado a aproximagio intermedidria (3.15) é que a localizagao
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do vale tem uma dependéncia simples sobre as cordas minimas ao longo das curvas de
acido de centros constanie. A curva determinada pelo vale é puramente cldssica, uma vez
que a excentricidade 2 dos estados coerentes define a métrica no espago de fases. As
correcOes adicionadas & férmula completa {3.18) sfo também clissicas. Elas corrigem a
distribui¢do dos zeros ao longo da vale. Desta maneira, encontramos que os vales de zeros
estao basicamente determinados pelas estruturas cldssicas em concordéncia com Leboeuf
e Voros [24].

£ uma surpressa que a caustica de Wigner £ pao afete a posicao dos zeros, levando
em conta que a caustica ao longo do toro manifestou-se fundamental na determinacio
destes. No entanto, este fato estd de acordo com caleulos previos sobre projectes da
funcdo de Wigner {3]. Fin cada caso a integracdo isola uma corda sé que contribui na
funcdo de Wigner semicldssica, ignorando qualquer outra corda singular. Assim, nés
podemos compreender a complexidade da funcdo de Wigner que resulta da necessidade
cle levar em conta as diferentes projecdes .

Temos limitado nossa audlise aos sistemas Hamiltonianos auténomos com um grau
de liberdade, os quais sao necessariamente integraveis. No entanto, nossas aproximagoes
séo igualmente vélidas para mapas clidssicos integréveis do plano em si mesmo, onde o
resultado continuard sendo: os zeros estdo sempre a0 longo das curvas de cordas minimas,
onde cada minimo é avaliade ao longo das linhas de fase constante da fungdo de Wigner.
Como a estrutura de cordas generaliza-se para toros de mais dimensdes (2], nosso método
também pode ser extendido para estudar fungdes de Husimi em sistemas integraveis com
mais de um grau de liberdade. Em particular, o método pode ajudar a definir as variedades
de ordem zero onde os zeros da funcdo de Husimi encontram-se. Como vimos pa segunda
parte desta tese a estrutura de cordas e centros também esta presente na funcio de Wigner
nos sistemas cadticos, embora envelva érbitas individuias. O desafio para encontrar a sua
relagio com a distribuigao dos zeros da fungéo de Husimi neste tipo de sistemas permanece
am aberto.

O segundo trabalho corresponde a um novo esquema. de cicatrizes de Grbitas periédicas

instdveis para a funcio de Wigner espectral. Nosso principal resultado aqui é que os
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segmentos individuias destas drbitas periddicas representam um papel muito importante
na estrutura desta fungio ., mesmo para pontos de avaliacio bem dentro da camada de
energia. De fato, mostramos como eles podem ser somados coerentemente para formar
um padrao de anéis concéntricos na superficie bidirnensional formada por todos os centros
{pontos de avaliagdo da fungdo de Wigner espectral} de cordas com pontas numa Srbita
periddica, a qual chamamos se superficie central. No caso em que a drbita periddica
estd Bohr-quantizada a amplitude do padrio de anéis é maior e alcanca um maximo
na propria 6rbita. Isto, permite-nos construir um quadro da estrutura semiclassica da
fungdo de Wigner especiral em sisiemas cadticos, no qual esta pode ser vista como uma
sobreposicao aleatdria de contribuicGes de muitas cordas sobre a qual destacam-se as
contribuicoes de cordas suportadas por drbitas periédicas Bohr-quantizadas.

K surprendente que as secdes cas funches de Wigner de autoestados individuais do
Hamiltoniano estudado, apresentern a mesma regularidade de anéis na superficie central
que sua sobreposicio coletiva i.e. a fungao de Wigner espectral. Este resultado nos en-
coraja a extrapolar o quadro semicldssico da fun¢io de Wigner espectral também para
as fungdes de Wigner de autoestados cadticos. Este quadro, prefigurado por Ozorio de
Almeida em [16], muda a visdo semicldssica da fungido de Wigner para este tipo de au-
toestados, gite vinha sendo o de um pico estreito perto da camada de energia, dadz pela
hipdtese de Berry e Voros {40, 41], modulado por cicatrizes de 6rbitas periddicas da teo-
ria de Berry {46]. No entanto, a alta variabilidade do corrimento de fases do padrio de
anéis para as fungdes de Wigner entre estados vizinhos assim como também a marcada
diferéncia da nitidez do padrio de estado em estado, nao permite que esta extrapolagio
chegue ao ponto de considerar que o padréo de anéis das fungdes de Wigner individuais
pode ser descrito simplesmente fazendo £ — @ na férmula (5.8). Somente em casos muito
especiais isto serd verdadeiro.

Caberia a pergunta de qual é a influéncia das oscilagdes do padrdo de anéis nas
projecoes da funcio de Wigner. Como vimos nesta tese, a amplitude da proje¢io da

funcao de Wigner sobre os estados coerentes i.e. a fungéo de Husimi, decrece exponen-
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cialmente com o comprimento da corda ' centrada no ponto de avaliacdo da projecio .
Portanto, quanio mais interior 4 camada de energia estiver o ponto de avaliacdo , menor
sera a amplitude deste tipo de projecdo . O caso da projegao da fungio de Wigner que d4
a distribuicdo de probabilidades nas posicdes (2.12), pode ser emulado considerando as
projegdes sobre estados coerentes “alongados” {onde 8 — oo) 2. Neste caso as projecdes
da funcdo de Wigner estdo dominadas por as cordas curtas, que correspondem a borda do
padrao de anéis na superficie central (o qual é o objeto da teoria de Berry sobre cicatrizes
[46]), e pelas cordas longas, com Aq pequeno, que sdo as responsiveis pelas oscilacGes
nas cicatrizes no espago das configuragbes tratadas por Bogomolny [47].

No entanto, o padréo de cicairizes ercontrado na funcio de Wigner, como assim
também na fungio de Wigner espectral, apresentam as cicatrizes de drbitas periddicas
sobre autoestados cadticos no espago de fases com muita maior clareza que suas projecoes
1o espago das configuracdes , onde faciimente podem ser confundidas com o fundo sleato-
rio. Em efeito, basta lembrar que na férmula de cicatrizes de Bogomolny para uma
sobreposicio de guadrados de autofungbes , para poder observar as cicatrizes devemos
efetuar previamente uma suavizagio para eliminar o fundo aleatdrio, enquanto qtie ndo
¢ necessario suavizar para observar a estrutura de anéis que domina a funcdo de Wigner
sobre a superficie central de uma érbita Bohr-quantizada.

Finalmente, cabe destacar que apesar dos virios estudos computacionais sehre cica-
trizes em fungdes de onda {ver extensa lista em [34]) e até experimentais que incluem,
por exemplo, cavidades de microondas [36], jungbes de tunelamento [37] e dtomos de
hidrogénio em campos magnéticos intensos uniformes [38], esta tese contem o primeiro

esfor¢o para observar cicatrizes nas fungoes de Wigner individuais ou coletivas.

INo sentido da norma (2.44}.
*8e considerarmos # — cc em (2.41), exceto pela necessidade de redefinir 24 normalizacio , temos

(gifix) — 6{g ~ @), i.e. o estado coerente [§ix) vira autoestado do operador posicio . Desta form'a.,
podemaos considerar que a fungio de Husimi dada por (2.42) vira a distribuiciio de probabilidades { {4}
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A.1 A funcao de Husimi para a particula numa caixa.

Aqui vamos mostrar os passos fundamentais na derivacio de (3.3). Vamos comecar

com a expressao da fungio de Husimi dada pela formula (2.42),

2 ﬁ 2

" (R

¥

+i/2 z R
[, & TR cos(paa/h) dg
(A1)

onde {g|§2x) ¢ o estado coerente normalizado (2.41), e {g|t,,) a autofuncio par (3.2). Se

HX) = 5| [ (9o} aln)da

expressarmos o coseno na dltima integral como (1/2){e™9* 4 ¢-#4/B) gbtemos

8 ] Popaig [H/2 [Blg-Q)+i(P— p»}/ﬁl}
HX) = == e f 7- dg +
X) 4i(nh}3/? ie €
2 2
o} P JE - 4
Yo %ﬁ_ iEEzaQ f” {,74,;,55»6(4 Qi+ (P+pn}w1} dgl | (A.2)
~1f2

Mudando as varidveis na expressio entre chaves em cada uma das integrals, e usando a

definicao de funcao erro
®(w) = —= ,—v’dy , (A.3)
a funcéo de Husimi vira

e Qﬁ—eﬁiﬂi[ (V/—)+¢’(~/_~)]
mcﬁz —=‘ﬂmﬂ[ |

H(X) =

1 A.4)

NFH (J‘ﬁ)]
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Com a ajuda da identidade |y + ws|? = [wi|% + jwa]* + 2 Re{w ws) se chega & expressao
(3.3) para a fung¢io de Husimi neste problema.
A continuacio segue a expansio assimptética da fungdo erro ®(w) usada em 3.1 para

analisar, no limite semicldssico, a expressio (3.3) para a fun¢ao de Husimi:

Vrw

P [T lw| grande , (A.5)
SL = By (w) + Offul )] Re(u) <0

B(w) ~ { 1- Qi[Fn{'lU) + O(|w]|~2+1]  Re(w) > 0

onde F,(w) = 3o, i;%fu%%f—ll Esta expansao pode ser encontrada nas referéncias

usuais [51, 52|, embora em forma confusa ou mesmo incompleta.
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B.1 Detalhes de nossa aproximacao geométrica.

Aqui vamos derivar o termo oscilatério da expressdo {3.18}. O ponto de partida serd
aplicar o suavizado Gaussiano {2.45)} sobre a aproximacio simples (2.24) da fungio de
Wigner, dentro da curva de energia. Introduzindo a aproximacio (3.13) para a acao de
centros, mas incluindo o termo de segunda ordem 1 (x — X) H (X)(x — X)* {com #H (X)

a matriz Hesslana (3.17)), ¢ usando a aproximagio (3.14) para o denominador, a integral

fica
2 _ {S(X) =
Re [exp {z ( - —) } I(X)} , (B.1
v 2rh{w= )k D(X) h 4 )
onde a nova integral, Z(X}, a ser calculada é
T(X) = f " [ T g eklranle-QF-oxp-PY os(e- Q) Ptasla- Q) raste-P)] (B.2)
) —o R

com os coeficientes complexos: a{X) = 82 — 19,(£)/2, aa(X) = 1/8% + i 8,(6,)/2,
ax{X) = 1 (&), 64(X) = £p e as(X) = —i £g. Esta dupla integral Gaussiana pode ser

evaluada analiticamenie:

_ nh . 1 {a} (a5+a3a4/2&1)2] & +!92)}
X = \/|a; (ag — a3 /40,1)| ® {=$Lh [az {az — a3/4a,) ' 2 (B3

onde 8 = arga)) e #, == arg(az ~ a3/4a;) com 7/2 < 6,8, < 7 /2. Este resuliado pode
ser escrito numa forma mais elegante com a ajuda da matriz complexa, A(X), definida

em (3.19),

h | {_z_ £(X) A(X) &(X) iarg(detA(XD} 'B.4)
Plan det AX) 2 ' o

T(X) = e ex
| det A(X)]
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Substituindo (B.4) em {B.1) e achando a parte real encontra-se o termo oscilatério em

(3.18).



Apéndice C

C.1 A funcao de Husimi para uma particula sujeita
a uma forca constante.

Neste apéndice vamos calcular a fungio de Husimi (3.24). A ideia ¢ achar a fungao
de Bargmann (2|¢z) para o estado quédntico (3.22) para logo usando (2.46) encontrar
a fungdo de Husimi. Para achar a fungdo de Bargmann precisamos resolver a equagao
de Schrodinger pa representacao de Bargmann., O procedimento padrac para obter a
equagio de Bargmann consiste em escrever o Hamilfoniano quantico como fungdv dos
operadores criagdo , &', e destruicio (2.38), &, na ordem normal (i.e. todos os operadores

& sistematicamente ordenados a direita dos a!), e logo usar
{zlaf) = h 3, (x| (zlat|yy = 224} (C.1)

londe os |z) sdo os estados coerentes ndo normalizados definidos na seco 2.2), Desta

maneira, temos

{ i F__fh a,-E} (lgp) =0 . (C.2)

m[h 3 — 2hz0, + 2° — R v@ﬂz Vo &

4
Esta equagdo pode ser escrita na forma

(10 — F(2)P + oz — z) Halde) =0, (C.3)

onde ¢ = (1/R)8mF/FV2, z = (B/V2)(q, + mF/28%) (com ¢ = —E/F o ponto de
retorno da trajetéria classica de energia E) e f(2) = (1/h)(z — (2mF/8%/2)). A solugdo
geral de (C.3) €

(zlte) = exp{n(2)} Ai{—(z — z)[d]'3} com @8.g(2) = f(z) , (C.4)
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entao a fun¢io de Bargmann para um autoestado do problema de uma particula sujeita

a uma forga constante é

(2lg) = Bexp {% (-2 _ 2‘/{;—;2) } Ai {w (z - 2) [%} 1/3} )

onde B é uma constanie complexa. Substituindo (C.5) em {2.46), lembrando que z =

2-2(BQ — iP{B) e z. = (5/v/2)(., obtemos a funcio de Husimi (3.24).



Apéndice D

D.1 Método WKB na representacao de Bargmann
para a funcao de Husimi no problema da particula
sujeita a uma forga constante.

Aqui vamos seguir a construgic do tipo WKB na representagio de Bargmanr desen-
volvida por Voros {17} para obter uma aproximagao semicldssica & fungao de Bargmann
{#|%g) e dessa maneira, através de (2.46), uma aproximacdo semicldssica d fungio de
Husimi.

Usaremos a contrugac WKB baseada no simbolo de Weyl Hy (x), do Hamiltoniano
quantico I:I, para os cascs onde este ndo depende de A (i.e. o simbolo coincide com a
Hariltoniana cldssica, I1). Como este é o caso das Hamiltonianas cldssicas da forma
(2.10) escreveremos H em vez de Hyy.

Seguindo Voros [17], nds aplicarnos as mesmas férmulas que no case da representagao
de Schridinger (i.e. a representacdo de posighes ), mas substituindo x = (g,p) — (2, %)
e i — ih. Desta maneira, a equacdo de autovalores admite solugbes assimptéticas locals

para a ordem dominante em A,

~1/2
(s = [%ﬂ exp(S()/h) (D.1)
Zx{z}

onde Zg(z) estd implicitamente definida pela curva de energia clissica nas coordenadas

(2,2),
H(z, 21 = E , (D.2)
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e onde S{z) é a agfio clissica nas coordenadas complexas,
§(z) = / ez )dz . (D.3)

O fato de Z e seu complexo conjugado 2 estarem relacionados entre st pela condigao
H{z,z) = E, restrige 2 a valores reais sobre sobre a curva de energia. Isto significa que
Zr(z} € um dos ramos de (13.2), definido sobre a folha & qual a curva de energia pertence,
formando assim uma fun¢do univcca sobre essa curva. Para urna Hamiltoniana Fl nédo
analitica, ndo hd garantia de existir uma continuagio analitica de 3g{2) em qualquer
ponto fora da curve de energia. Sendo assim, (D.1} estd bem definida somente para z
na curva de energla real, e nfdo possui nenbuma singularidade pois esta fungdo nao tem
associados pontos de retorno.

Para obter uma aproximacao holomdrfica fora da curva de energia. usamos o fato
da Hamiltoniana cldssica. analizada é analitica emn ambas as varidveis z e 2, enldo a
relagao (D.2) define implicitamente Zg como uma fungdo multivoca de z. No entanto,
fora da curva de energia real, Zg(z) nio é mais o complexo conjugado de z, entdo usamos
uma notagdo menos confusa escrevendo como ¥ a varidvel independente canonicamente

coujugada a z,

1 N 1 P :
GG (*’” ) ;) V=% (‘*q * ﬂ) ’ -

unde ¢ e p 530 agora complexos. Entdo , a curva de energia complexa em este problema
&

H(z,¥) = apy® + a1{2)y + ax{2) = 0, (D.5)

com of coeficiéntes: ap = —3%/4m, a1(2) = f22/2m — F/V2B ¢ as{z) = — %22 /4m —
Fz//28 ~ E. Esta é uma equagio de segundo grau , entdo os ramos y = yg(z) estio
definidos explicitamente sobre uma superficie de Riemann de duas folhas. Fazendo a

mudancsa de varidveis, w = 2agy + t;, obtemos a equagdo equivalente

w’ —ufz) =0, (D.6)
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onde u(z) = a? — dagas = — V2BEF/mi(z = 2,) (2. = [B/V2)(mEF[28* +q,) e ¢ = ~E[F
é o ponto de retorno da trajetéria cléssica de energia E). A funcio w(z) estd definida
sobre uma superficie de Riernann com pontos de ramificagdo z = z, e z = +00. Os dois
ramos 530 wi(z) = i[V2BF/m]Y*/z =z, e wy(z) = —i[V2BF/m]'?/z =2, (F > 0).
NOs aqui USAmOos & BOtagao © /2 — 2. = /7e%/2, 1 < § < 27; portanto podemos também
considerar z no plano complexo ordingrio e, wi(z) e wy(z), como duas fun¢ées diferentes.
Como y é uma funcio univoca de 1, os ramos yg(z), ou equivalentemente as solugoes de

(D.5) sdo ,

ylz) = —i [%’;%] VZ - 2e F2— ig‘gg e D7
y N B F /2 f'—_““ 2mF ( > ) ’ ( ’ )
y‘"(zj = + [Jz,sa] P +2 - Jéﬁs

A aproximagio WKE é uma combinago linear de solugdes do tipo (DD.1) para cada

ramo, com validade também para qualquer ponto fora da curva de euergia:

T Ak gH] ™Y
(zlthe) = [(7 exp{Si(z} A} + [5] exp{Su(z)/h} , (D.8)
Y ) yu(2)
ende as acdes complexas para cada ramo siw
5 = [ wlz)ds Sulz) = [ wlz )z (D.9)

Assim, a aproximacio semiclassica 3 funcin de Bargmann para este problema é

9 [8mF1Y? sy .
2 |BmE Y B O D.1
COS{BFE [v@ﬁﬂ] (z — 2a) 4 (.10}

Fsta expressio também pode ser obtida aplicando a forma asimptética (2.27) para a

fungao de Airy na funcio de Bargreann (C.5) do Apéndice C.1. Substituindo (D.10) em
(2.46) obtemos a aproximagao semicldssica (3.25} para a funcéo de Husimi neste problema.
J4 que os zeros da fungio de Husimi sao os mesmos da fungio de Bargmann, & dis-

tribuicio semicldssica dos zeros pode ser obtida de (D.10}. No entanto, além dos zeros
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(3.26) sobre o eixc real, (ID.10} prediz zeros espiirios sobre as linhas retas que comecan
em z = 2, e cujas diregies sio : § = 27/3 e # = 4 /3. Nio obstante, se considerarmos a
regido nio qual podemos aplicar (2.27) em (C.5), vemos que estes zeros estio numa regido

onde (D.10) ndo corresponde a uma aproximacao valida da fungdoc de Bargmann {C.5).
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