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...Primero hay que saber sufrir, después amar, después partir,
y al fin andar sin pensamientos. Perfume de naranjo en flor,
promesas vanas de un amor que s¢ escaparon con el viento.
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que se detiene en el pasado, eterna y vieja juventud que me ha
dejado acobardado como un péjaro sin hiz....
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Resumo

Investigamos diferentes modelos ¢ suas conexoes em trés dimensoes, es-
tabelecendo novos resultados. O chamado Modelo Auto-Dual, introduzido
por Townsend, Pilch ¢ vain Nieuwenhuizen, estd conectado, por dualidade, ao
modelo (Abeliano) topologicamente massivo (MCS); isto pode ser demons-
trado na abordagem da Acdo Mestra (AAM). Adaptamos esta prova as ge-
neralizagoes ndo-lineares deste modelo e, tambéni, para o caso de um grupo
de gauge nao-Abeliano. Para estc fim, revemos a AAM, combinando-a com
um esquema perturbativo.

Por outro lado, estas teorias estao conectadas aoc modelo de férmions inter-
agentes (Modelo de Thirring), através da técnica de Bosonizacdo. Também
generalizamos esta técnica ao caso geral ndo-linear, obtendo uma forma ma-
nifcsta para a correspondéncia com os modelos bosonicos. Finalmente, prova-
mos que a malor parte desta estrutura pode ser estendida a qualquer di-
mensionalidade, a partir da introducdo da nogio de auto~-dualidade cm uma
dimensio arbitréria, e para dubletes de formas de gauge com diferentes (ar-
bitrarios) ordens tensoriais. Esta é a nossa construgéo central.

Em um aitimo passo, motivados pela possibilidade de um procedimento
alternativo ao mecanistno de Higgs, propomos estender esta nocdo de auto-
dualidade, em 4-dimensées, ao caso ndao-Abeliano, e assim, via dualidade,
obter uma teoria topologicamente massiva viavel e compativel com o espectro

do Modelo Eletrofraco.
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Abstract

We investigate a number of mnodels and their connections in three di-
mensions , establishing new results. The so-called Self-Dual Model. intro-
duced by Townsend, Pilch e van Nieuwenhuizen, is connected by duality, to
the (Abelian) topologically massive model (MCS); this can be proven with
the help of the Parent Action Approach (PAA). We adapt this proof to
the non-linear generalizations of this mode! and furthermore, to the case of
non-Abelian gauge groups. To carry out this task, we modify the PAA by
cornbining it with a perturbative scheme.

On the other hand, these theories are connected to models of interacting
fermions (Thirring Models), by means of the Bosonization procedure. We
also generalize this technique to include arbitrary non-linearities and obtain
an explicit form for a correspondence with the bosonic modcls. Finally, we
show that most of this structure may be erfended to an arbitrary dimen-
sionality, by introducing the concept of self-duality in general dimensions to
account for doublets of different gauge forms. This is our central achieve-
mertt.

Motivated by the possibility of working out an alternative procedure to
the Higgs mechanism, our last step is the extension of the idea of self duality
to 4-dimensions, with a non-Abelian symmetry, and so, via duality, we may
propose a suitable topologically massive gauge theory, consistent with the

spectrum of the electroweak model.
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Introducao

Varios mecanismos paradigmaéticos e uma rica estrutura de correspondéncias
aparecem nas teorias de campo em trés dimensoes, cuja extensio a dimensdes
mals altas, principalmente a 4D, seriam extremamente importantes para a
Fisica de Particulas. Mencionemos, por exemplo, o mecanismo de massa
topologica para grupos de gauge arbitrarios, devido a nccessidade de propor
alternativas ao Modelo Padrdo, que envolve o bdson de Higes, ainda nao
dctectado cxperimentalmente.

O ponto mais importante desta tese, que abre o eaminho para construir
esta generalizagdo a dimensodes superiores, € a proposta de definir a operagao
de dualidade em dimensao arbitrdria, envolvendo formas de gauge de qual-
quer ordem, de tal forma que o vinculo de auto-(anti-auto)dualidade estcja
bem dcfinido.

Ao longo do nosso trabalho, oscilaremos entre as estruturas em trés di-
mensdes, a fim de enriquecé-las, e a correspondente cxtensdo a dimensoes

mais altas, utilizando a mencionada proposta.



A equivaléncia efetiva entre modelos, uma vez que descrevem os mesmos
fenémenos fisicos, ¢ também chamada, simplesmente, de Dualidade. Esta
simetria temn um papel muito importante na Fisica atual. Diversos assuntos
foram recentemente revistos a luz da dualidade [1, 2, 3, 4].

O conceito de dualidade pode ser usado para derivar resultados exatos
(nao-perturbativos), uma vez que as constantes de acoplamento se invertem
sob a dualizacio, e se tem, assim, informagao sobre os regimes de acopla-
mento forte e fraco de urna hipotética (ndo-perturbativa) teoria. Esta ¢ uma
carateristica invaridvel da dualidade.

Atualmente, este assunto encontra-se bem motivado [3]. O papel da
dualidade na investigacéo de sistemas fisicos é muito apreciada. Tem fun-
damental importancia na compreensio de varios aspectos nao-perturbativos
das teorias de particulas e de objetos estendidos.

Esta "simetria da dualidade”, fundamental no atual entendimento da
Teoria de Campos, da Mecanica estatistica e da
Teoria das Cordas, é um conceito geral, que relaciona quantidades fisicas em
diferentes regides do espaco de parametros. Ela relaciona um modelo, num
regime de acoplamento forte, a wm outro, num regime dc acoplamento fraco,
fornecendo um mecanismo para investigar modelos que interagem fortemente.

A abordagem da AM [5] é uma das técnicas que permite mostrar, de forma
manifesta, a dualidade {equivaléncia cldssica) entre modelos fisicos aparente-
mente diferentes. Nosso estudo terd especial énfase neste procedimento.

Nos anos 80 [6], Deser e Jackiw desenvolveram a abordagem da AM , e



provaram a dualidade que existe entre a chamada teoria Auto-Dual (AD)
em trés dimensoes [7], de Townsend, Pilch e van Nieuwenhuizen, e o modelo
topologicamente massivo de Maxwell-Chern-Simons (MCS). Mostra-

remos que, a partir da generalizagdo da operagio de dualidade aqui pro-
posta, nao ha dificuldade operacional para se adaptar o procedimento a di-
mensoes arbitrdrias, estendendo-se esta adaptacio a muitas outras téenicas
ja existentes em trés dimensodes, que permitem provar correspondéncias (du-
alidades) entre diversos modelos fisicos.

Existe um outro tipo de correspondéncia, estabelecido mediante wn pro-
cedimento conhecido como Bosonizagdo.

A Bosoniza¢ao ¢ um mapeamento de uma teoria quantica de férimions em
uma teoria equivalente de bdsons interagentes. Esta técnica é crucial para o
estudo das seguintes areas e suas interrelagoes: Teoria Quantica de Campos
e sistemas em Fisica da Matéria Condensada.

A bosonizacgao € realizada, exatamente, em 1 4+ 1 dimensoes. Durante
muito tempo, achou-se que isto fosse uma propriedade exclusiva desta di-
mensionalidade, onde o spin € ausente e nao ha uma distingao rcal entre
bosons e férmions. No entanto, este mapeamento ¢ possivel tamnbém em trés
dimensoes, embora de modo nfio-exato, e somente podc ser realizado para o
sctor de baixas energias de um sistema (auto-interagente) de férmions
massivos. Polyakov [8] foi o primero a discutir estc mapeamento, que mais
tarde foi estendido por Deser e Redlich [9]. Estes autores diseutiram a

equivaléncia entre a acdo efetiva cletromagnética do modelo CP! ¢ a de



um férmion massivo carregado, na ordem mais baixa na rmassa do férmion,
seguindo as idéias da referéncia [8]. A discussio abrange também o contexto
da transmutagao de spin e estatistica cm trés dimensdes. Mostra-se que uma
particula escalar massiva, acoplada a um campo de gauge de Chern-Simons,
torna-se um férmion de Dirac massivo para uma escolha apropriada do valor
da constante de acoplamento de Chern-Simons. Como tal, esta transmutacéo
Bosc-Fermi é uma propriedade que vale para grandes distancias ( grandes
comparadas com o comprimeunto de onda da particula ). Em termos de in-
tegral de caminho, csta propriedade vale para caminhos longos ¢ "suaves”.
O procedimento de bosonizacao é muito promissor no entendimento da con-
dutancia de Hall em sistemas de férmions em autointeracéo [12].

Em trés dimensbes, a bosonizacio de um modelo de férmions massivos
que interagem entre si, chamado modelo de Thirring, resulta, neste contexto,
numa teoria bosonica AD, que, via correspondéncia AD-MCS, pode ser re-
presentado como uma teoria invariante de gauge. Isto foi posteriormente
gencralizado ao caso ndo-Abeliano por Fradkin e Schaposnick; o resultado
da bosonizagio ¢, de novo, a versdo nfo-Abeliana da tcoria AD. No entanto,
hé dificuldades técnicas para se mostrar a equivaléncia dual entre estc mo-
delo e uma teoria de gauge (Yang-Mills-Chern-Simons (YMCS)), tal como
acontece no caso Abeliano; e, também, para estabelecer uma identidade de
bosonizagio que dualize o modelo de Thirring numa teoria de gauge.

Nosso trabaltho estéd organizado da seguinte maneira: No Capitulo 1, in-

troduzimos a nocao de auto-dualidade em uma dimenséo geral, definida para



dubletes formados por diferentes formas de gauge [13, 14], j4 quc este serd o
ponto de partida para a eventual extensdo a qualquer dimensio. No Capitulo
2, voltamos a nos aprofundar nas teorias cm 3d, na bosonizagao de sistemas
fermionicos muito gerais e na generalizagdo da correspondéncia (Abeliana)
AD-MCS a versdes nao-lineares destas teorias[16]. Estas estruturas sio es-
tendidas a uma dimensdo D (considerando dubletos), com interessantes con-
sequéncias novas abordadas no Capitulo 3. No Capitulo 4, lidaremos com
o0 caso nao-Abeliano {a correspondéncia AD-YMCS) em 3d, completando o
programa de bosonizagdo iniciado por Fradkin-Schaposnick [15]. Na tltima
secAo deste capitulo, discutimos a generalizacio desta estrutura para 4 di-
mensoes; esta € uma promissora proposta inicial e encontra-se em andamento

atualmente [17]. As conclusoes finais sio apresentadas no Capitulo 5.



Capitulo 1

Auto(anti-auto)-dualidade para
p-formas em dimensoes

arbitrarias.

Frequéntemente, afirma-se [1] que a operagéo de dualidade (tipo Hodge)
esta definida somente em espacos-tempo com dimensoes pares, € gque a auto-
dualidade é restrita a teorias em que o espago-tempo tem dimensao da forma
2(2n + 1). O intuito deste capitulo é reavaliar e estender tanto a nogao de

simmetria dual como a de auto-dualidade.

Considerando os dubletes tensoriais, introduzimos uma nova nogao hem-

definida de auto-dualidade, baseada na operagio de dualidade tipo-Hodge,



cm dimensdes arbitrdrias e para qualquer ordem dos tensores.

Assim, uma Ac&o Auto-Dual generalizada é definida, e as equagoes de
movimento sao as ditas relagdes auto-duais generalizadas.

A cstratégia, para isto, é examinar a estrutura implicita na definicio da
operagao de dualidade e explorar suas liberdades, a fim de construir modelos
auto- e anti-auto-duais de modo consistente([2].

Freqiientemente, define-se a operacéo DualidADe-Hodge (DH) pela con-
tragao pelo simbolo €, totalmente anti-simétrico. H4, também. uma extenséo
desta operacao em 241 dimensdes *, proposta por Townsend, Pilch e van

Nieuwenhuizen, gue é basicamente urn funcional {operADor) rotacional:

* X 1
fp = afp.u)\a fl\a (101)

onde m € uma constante que deixa a *-opcragdo ADimensinal. Chamamos
isto de¢ DualidADe Diferencial de Hodge (DDH) e, em todos os casos, defini-
mos auto{anti-auto)-dualidade, quando as relagdes * f = £ f sdo (respectiva-
mente) satisfeitas.

O chamado Modelo Auto-Dual (AD) [7, 11, 6] é dado pela seguinte agao,

Sap(f) = ] d'z (ﬁ e fH O — %fp.f“) : (1.0.2)

A equacdo de movimento € a relagido de auto-dualidade:

*E que tem a mesma forma em qualquer espago-tempo com dimensdo impar.



X v .
f;; == T_nfp.uAa fA ) (103)

Este modelo é dito "quiral”, ¢ a "quiralidade” y = +1 ¢é definida, pre-
cisamente, por esta auto-dualidade.

H4 necessidade, na literatura, de uma boa definigdo da nogao de auto (e
anti-auto)-dualidade, do tipo Hodge, entre campos tensoriais com difcrentes
ordems. Este conceito € importante em si mesmo; pode ser usado, como ja
foi sugerido, para dar uma generalizagiao formal da nog¢ao de "quiralidade”.

A possibilidade da defini¢ac de auto-dualidade e, naoc meramente, da du-
alidade entre dois sistemas é criticamente importante também na andlise de
configuragfes topoldgicas; em particular, pode fornecer uma nogao general-
izada de instantons.

A questao que gostariamos de resolver relaciona-se com a possibilidade
de impor-se auto-dualidade em dimensoes gerais. Isso sera respondido afir-
mativamente, como serd mostrado a seguir.

O problema pode ser melhor deserito assim:

Considere uma g-forma geral
Fovop: (1.0.4)

O campo Hodge-dual é definido como,

- [
* [hatlta — " g (1.0.5)



Note que, em prineipio, somente em d = 2¢ dimensdes é possivel definir-se
auto-dualidade, desde que o cainpo de g-forma, F, tenha a mesma ordern que
o scu dual. Este é o tipo de dualidade presente em teorias do tipo Maxwell,
onde F' é uma diferencial exata, isto é F = df para uma (g — 1)-forma, f.
Neste contexto, a equagao de campo e a identidade de Bianchi, na auséncia

de fontes sdo, respectivamente:

0 = § Frat

0 = g, Fr, (1.0.6)

A equacgdo de campo e a identidade de Bianchi sao da mesma forma, de
modo que a transformagdo dual F « *F é uma simnetria que, em geral, nao
estd presente a nivel dos campos tensoriais. A dependéncia com a dimen-
sionalidade é crucial.

£ bem conhecido o problema de se definir a dualidade de Hodge para
todas as dimensodes; por exemplo, no cspacgo-tempo quadri-dimensional de
Lorentz, a principal obstrugdo para a auto-dualidade vem da relagio de

dupla~dualizagao para um tensor de ordem 2:

“F = (—1)° F, (1.0.7)

onde s é a assinatura da métrica de Minkowski. Para o caso da métriea de

Lorentz, onde s é um ntumero impar, o conceito de autodualidade parece ser



inconsistente com a operagdo de dupla dunalizacio, devido ao sinal menos em
(1.0.7). Este problema persiste para uma dimensionalidade da forima d = 4m
(m e Z5) [18] {19] [20], em contraste, esta ausente para d = 4m — 2.

Entdo, a auto-dualidade é dita ser bem-definida (somente) nesta dimen-
sionalidade. A auto-dualidade presente em d = 4m — 2 dimensdes atrain
grande atengiao porque parece exercer um importante papel em muitos mo-
delos tedricos [4]. A possibilidade discutida neste trabalho deve permitir a
extensdo destas aplicagoes.

Este capitulo serd organizado da seguinte forma: na Sec¢do 1.1 (seguinte),
estas dificuldades e sua resolugo séo esclarccidas e a nogdao de dualidade
¢ generalizada, permitindo que se construa uma agio generalizada manifes-
tamente auto-dual; a seguir, na Se¢o 1.2, discutimos a rela¢io desta acgao
coim a chamada acao mestra, que interpola entre varios "pares” de modelos
equivalentes (duais) [5]. Finalinente, na Se¢do 1.3, como uma aplicacio,
construimos a dualidade-Hodge em 2-+1 dimensoes, de maneira similar & teo-

ria de Maxwell do Eletromagnetismo. Esta construgio tambémn é nova.
1.1 Generalizacago de DH (-DDH) e
auto(anti-auto)-dualidade.

Com o intuito de desfazer a ineonsisténcia entre a operagao de dualidade
e a condi¢éo de auto-dualidade, imposta pela presenca do sinal de menos em

(1.0.7), exploramos a existéncia de uma ambigiidade na operacac dual du-
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pla, proveniente do fato de que a operagio de dualidade ¢ um mapeamento
do espaco de d/2-formas no seu co-espaco, * : Aoary — Mayopy, sendo
que o mapcamento inverso hao estd automaticamente definido. Isto deixa
alguim espaco para alternativas diferentes, com interessantes consequéncias.
Primeiro, lembremos que (1.0.7) levou ao julgamento de que a teoria de
Maxwell ndo possuiria solugdes auto-duais manifestas. A solucio para estc
obstaculo veio com o reconhecimento de uma estrutura bi-dimensional in-
terna oculta nos espagos de potenciais. Transformacoes neste cspaco de dua-
lidade interna estendem o conceito de auto-dualidade para este caso ¢ é nor-
malmente conhecido pelos nomes de Schwarz ¢ Sen[22]; este conceito pro-
fundamente unificador também foi apreciado por outros [23, 24]. As ac¢bes
obtidas correspondem as representagoes auto-dual e anti-auto-dual de uma
dada teoria, e faz uso do conceito de espaco interno. A operacio de dualidade

agora, é definida para incluir o indice bi-dimensional interno (a, 3):
Fo = ol xpl (1.1.8)

onde a matriz 2 X 2, e, depende da assinatura e dinensao do espaco-tempo

como abaixo:

v ot fd=dm—2
€ =

(1.1.9)
B if d = 4m,

B 3

com o7° sendo a primeira das matrizes de Pauli € €%’ uma matriz-2 x 2

totalinente antisimétrica com e = 1.

11



A operagao de dupla dualizacio,

F=F (1.1.10)

generaliza (1.0.7) para permitir a consisténcia com a auto-dualidade. Na
referéncia [25], mostra-se como a prescrigao (1.1.8) funciona na construcio de
agoes de Maxwell auto-duais. A maioria das discussdes sobre transformagcées
duais, vistas como simetrias para agoes, e a existéncia de auto-dualidade sio
bascadas nestes conceitos.

E bom ressaltar que, até agora, esta estrutura sempre foi definida apenas
para objetos tensoriais ondc o campo temn a mesma ordem tensorial que seu
correspondente dual.

Agora, generalizamos estas idéias, introduzindo dubletes mais gerais.
Estc conceito é novo e constitui nossa contribuicao principal neste capitulo.

Os problemas de consisténcia descritos acima podem scr cvitados com
a dualidade-Hodge (DH) e uma dualidade diferencial-Hodge (DDH), para
dubletes tensoriais nuina forma inatricial. Seja uma p-forma {umn tensor to-
talmente anti-smétrico do tipo (0;p)) num espago-tempo d-dimensional com

LeNSOT, Gy, - Construimos, assim, o dublete de tensores F' := (f, g).
Dualidade de Hodge (DH):

Definamos agora a operagiao-Hodge generalizada ¥ (*()) para este objeto,

Ti.e, este é o nimero de sinais menos que ccorrem na métrica
¥Para conveniéncia notacional, a fim de evitar indices explicitos, nas linhas seguintes,

12



pela regra:

‘Fi=(*g, 5*f), (1.1.11)
onde

. - 1,

(* Fyeertia = - ALl P (1.1.12)

¢ S é um numero definido pela dupla dualizacéo:

‘"fy=Sf. (1.1.13)

Isso depende da assinatura (s) e da dimensdo do espago-tempo na forma
S = (=1)***1-rl que claramente inclui o caso p = d/2 descrito acima.

Esta auto (anti-auto)-dualidade € bem definida, desde que
"F=xF (1.1.14)

seja consistente com o requerimento de dupla dualizagao, *(* F) = F.

Dualidade Diferencial de Hodge (DDH):

Além disso, a DDH também pode ser definida da seguinte maneira: con-
sideremos dubletes F' = (f,,. . fips Gpineennn M_p_]); entao, em termo de formas,
DDH ¢ definida como

*F=Kt"dF, (1.1.15)

onde d(f, g) = (df,dg) e a matriz K = diag[ky; kg], que pode ser considerada

desconsideramos que a operagao de dualidade deve ser definida como um mapeamento de
um espago no seu Cco-espago.

13



diagonal por simplicidade, é introduzida por razdes dimensionais §.
Portanto, auto (anti-auto)-dualidade estd também bem-definida neste

caso, desde que as relacoes

*F=4%F (1.1.16)

possam ser consistentes com o requerimento de dupla dualizagdo, *(*F) = F.

A relagdo de autodualidade, neste caso é lida como

F={(xK1)"dF, (1.1.17)

onde x = %1. Como pode ser trivialmente verificado, a consisténcia de auto-
dualidade requer que F satisfaca & equagdo de Proca com massam = /|ksky].

De fato, aplicande uma vez mais o operador * em (1.1.17), temos:
[0 + m*]F = 0. (1.1.18)

O proximo passo é obter uma acao que expresse a auto-dualidade neste sen-
tido generalizado. Entéao, fornecemos a agao abaixo, que é um Modelo Auto-

Dual generalizado (AD-gen) em d dimensdes ¥

Sap_genlF] = / 'z (%F *dF + %F K F) . (1.1.19)

Sie k¢ ¢ kg devem ter dimensdo de massa e o sinal relativo apropriado.

10 duplo produto interno de pares ".” & naturalmente dado por (f, ¢).(f'.¢) =
Sogopy FHVB gy, g, onde f, f7 sdo quaisquer p-formas, e g, ¢’ quaisquer
g-forinas.
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Este é um objeto central neste trabalho. E direto se observar que as equacoes
de movimento sao, precisamente, as relagées de auto-dualidade (1.1.17).

Esta a¢do assemclha-se & a¢do AD em trés dimensdes, Eq. {1.0.2), e aqui
reside sua maior importancia, j4 que a estrutura destas teorias {em 2+1) pode
ser cstendida naturalmente para dimenses arbitrdrias. Resultados basea-
dos neste assunto, no contexto de teorias topologicamente massivas, [14], e
bosonizacdo em dimensdes gencralizadas [8], estao descritos nos proximos
capitulos.

Além disso, como mostraremos abaixo, podemos obter {tomando ou néo,
limites apropriados das constantes (ky; k,)). agdes que determinam de forma.
manifesta alguma correspondéncia dual entre entre modelos de aparéncia
diferente. Isto é, para diferentes fixa¢des da matriz K, a agdo (1.1.19) tipica-
mente fornece uma Ac¢do Mestra que revela importantes dualidades (ver [5]

e suas referéncias).

1.2 Acgoes Mestras a partir do Modelo AD-
gen.

Como foi motivado, nesta segfo ireinos argumentar que muitas das agoes
mestras que descrevem dualidade entre modelos fisicamente relevantes po-
demn ser obtidas a partir do AD-GEN, por uma fixagdo diferente do dublete
tensorial, e a matriz de acoplamentos K. No final, uma hipotese baseada

neste fato comum sera enunciada.
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Uma rica estrutura de dualidades emerge desta elegante andlise. De-
pendendo dos K-pardmetros que tomamaos, algumas conseqiiéncias sio obti-
das. Por exemplo, se k, = k; = 0, obtemos uma tcoria topolégica. Se, em
contraste, K € nao-singular, esta scrd a acao mcstra entre dois modelos de
Procca, para ambos f e g. Mostraremos isto mais tarde.

Um caso particularmente interessante ¢ obtido considerando somente
kg =0 (ou ky = 0). Este modelo refletc uma espécie de semi-auto-dualidade,
como devemos mostrar, e nos fornece a agao mestra entre modelos de gauge
nao-massivos. [lustraremos este resultado através de um exemplo simples e,
na subsegao seguintc, daremos uma prova geral. Tudo isto serd 1til, nesta
parte inicial da tese, com o objetivo de introduzir o leitor a abordagem de
Acoes Mestras.

Exemplo: Dualidade Escalar-Tensor,

Estc ¢ um exemplo de dualidade entre dois sistemas descritos por campos
nao-massivos de diferentes tipos tensoriais. De acordo com nossa presecricao,
devemos mostrar que auto-dualidade néo pode ser definida para este sistema;
no seu lugar, aparece um vinculo entre os campos, que resulta em urn limite
apropriado da matriz K (singular), cuja ago é precisamente a acio mes-
tra para estc problema. Este exemplo foi discutido de uma forma bastante
ilustrativa por Hjelmeland ¢ Lindstrém[5):

Considere a agio para o campo de Klein-Gordon livre e sem massa, ¢,
em d = 4:

. 1 4 oy
= _ teh . 1.2.20
S(e) = ; [ d's8,60" (1.2.20)
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A equagao de campo e a identidade de Bianchi, sdo, respetivamente :

8,0 = 0 (1.2.21)

3, *¢"?(¢) = 0, (1.2.22)

onde *HP = HPTH B,

Por outro lado, a agdo para uma 2-forma livre ¢ sem massa, 4,,, ¢
S(A) = ~ [ dize, A, 00 AP
( ) = y T Ay . (1.2.23)

Agora, escrevamos a identidade de Bianchi ¢ as equagdes de campo, respee-

tivamentoe:

8," A" = 0 (1.2.24)

8,0 A" = 0, (1.2.25)

onde *A* = 31—1_6“"’9"8“14,,9.

O ponto principal é que a equagao de campo para o campo livre de Klein-
Gordon aparece como a identidadc de Bianchi para o campo anti-simétrico
livre, ¢ vice-versa.

A mudanca de uina descricao para outra troca os papéis das equacoes de
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campo c as identidades de Bianchi. No nivel cldssico, existem dois modelos
representando a mesma fisica. Para mostrar isto explicitamente, costuma-se

introduzir a chamada a¢do mestrae:

1
S Fyum @) = 35 / @'z (Fup P + V200, F*), (1.2.26)

onde ¢ e F,,,, sdo campos independentes. Variando esta acdo com respeito
a ¢, temos:

0= e 8,F,,. (1.2.27)

Portanto, existe um campo de 2-forma, Ay, tal que F,,, = 0, 4,,. Pondo
isto de volta na agéo, (1.2.26), recuperamos a agio (1.2.23).

Logo, temos que (1.2.26) equivale (classicainente) a (1.2.23).

A substituicao de solucdes nas cquagdes de campo da ac¢do mestra requer
que a consisténcia ao nivel de equagoes de movimento seja verificada; no
entanto, isso nao é um sério problema. neste caso, ¢ a cequivaléncia (on-shell)
entre a acdo mestra e (1.2.23) ¢ verificada.

Agora, a fim de mostrar que (1.2.26) também ¢é equivalente a (1.2.20),

variemos (1.2.26) com respeito a F,,,; logo:

o — _%e#w’”a@. (1.2.28)
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Substituindo este resultado em S,(F, ¢) obtemos

Sy(Fl9),6) = 5(6) = [ 2,006, (1.2.20)

Mostramos, usando agao mestra, que S{¢} e S{A) s@o duais cntre si; as
duas agbes descrevem o mesmo sistema fisico, mas a representacio é dada
utilizando diferentes campos.

De acordo com a estrutura de dubletcs apresentada na secao precedente,
definamos o dublete F = {¢, F); e as relagdes de auto-dualidade para este

sistema podem ser descritas por duas equagoes simultaneas:

1
e — g, (1.2.30)
F
: 1 HupK £
@ = ?{;-_E dK.F,uvps (1231)
o]

as quais podem ser derivadas de uma teoria com a fona AD-gen (Equagao
{1.1.19)),
S#(F) = ]d"m]—‘[."‘d + KF, (1.2.32)

oude K = diag{kr; k). Todavia, se tomarmos k; =0 e kr = v/2, claramente

obteremos relagoes,

1

PG = FRP 1.2.33
V2 ( )
PG Fuyp = 0, (1.2.34)
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Figura 1.1:

ao invés de (1.2.30) e (1.2.31), as quais pode ser interpretada como uma

espécie de semi-AD. De fato, a agao (1.2.32) nos dita a forma da acao mestra:

SF(F) = / 'z (FlupV2FP + 6P 0, Fypo — Fpa8,0)
3

ESP(FHUW ). (1.2.35)

Esta estrutura ¢é ilustrada na Fig.1.1.
Por outro lado, notadamente obtemos a agdo mestra (1.2.26). Agbes mes-
tras nao sao Unieas, assim como os dubletes possivels numa dada dimensao.
Abaixo, mostramos que, em quatre dimensocs, um outro dublete pode

ser eseolhido: G = (A,,, f.), resultando na mesma dualidade.
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. 1, = 2
Logo, tomando &y = 7 ka4 = 0, a outra agdo mestra, que também mostra

que Sy e 54 sdo duais entre si, 16-se como segue:

So(@) = [d'aglrd + KG

4 ¥ 1 i
= /di.’f (g dg‘i‘ﬁfﬂf;)

onde f e A sdo campos independentes.

Variando esta agio com respeito a A, obtemos
0= 79, f, . (1.2.37)

De novo, isto implica que existe um campo escalar ¢ (pelo menos, localmente)
tal que f, = 0,0

Substituindo esta expressdo em (1.2.36), obtemos:

—%S(q’)). (1.2.38)

5= 7

Variando agora a acao mestra com respeito a f,

= —2e4779, A, (1.2.39)
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T—du.ahu:i.ade——T

(4)

Figura 1.2:

Pondo este resultado de novo em Sy 4, tem-se

Sg(flA]), 4) = %S(A) = ﬁ / A0y, A, O A (1.2.40)

Esta equivaléncia dual é ilustrada na Figura 1.2. Referimo-nos a estes mo-
delos como do tipo-Maxwell, porque suas a¢des tém a forma S(f) ~ [(df)2
s&0 nao-massivas invariantes de gauge. Commo veremos detalhadamente a
seguir, a¢des semi-auto-duais, com dualidade DDH, descrevem dualidades
entre estes tipo de teorias em geral.

Outra dualidade importante, envolvendo o outre possivel dublete G deve
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ser discutida. A acdo (1.2.36), com K ndo-singular, dada por
{m, oo m? m?
S(G) = /d. o | G Ao Gy + Lo ST = DA A ) (12.41)
também revela a conexdo entre o modelo de Proca,

I,
SPrncﬂ. = fd4T (_Ed[ﬂf#]a[pfy] + 'mgfxf.fy) 1 (1242)

¢ o modelo de Kalb-Ramond [21], cuja agao é dada por,
. (1, alp amd L v
Sk_p = f 4'3 (0 A0 A — 2 Ay AP ) . (1.2.43)

Observemos, finalmente, que a agdo {1.2.41) é manifestamente auto-dual para

0 objeto G.
1.3 Semi-Auto-Dualidade e teorias do tipo-
Maxwell.

Um sistema serd dito ser Semi-Auto-Dual se

"dF = xKBF, (1.3.44)

onde F;;i = 1,2. representarn os dois projetores sobre o espago interno bi-
dimensional {0 espago de dubletes).

Estas relacdes podem ser dertvadas a partir de uma agdo AD quando a
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matriz de massa é singular, de maneira que k;; = 0. Considere o dublete

(f,q); logo, esta acdo &l

L, =FdF + k,g* (1.3.45)

Agora, devemos mostrar que esta agfio constitui uma Agao Mestra que inter-
pola entrc duas teorias de campo tipo-Maxwell (ndo massivas). Sem perder
generalidade, tomemos k, = 1.
Se vartarmos a AcAo Mestra com respeito a ¢, as equacoes de movimento
para (1.3.45) serio:
“df =g. (1.3.46)

Integrando por partes a Acao Metsra, tein-se:

L,=g%df + Sf*dg+g°=[1—5|g*df +¢° +D.T., (1.3.47)

onde D.T. significa "divergéneia total”. Substituindo por (1.3.46), obternos
finalmente:

Ly(F) = [25 = 1)(df)* + D.T.. (1.3.48)

Por outro lado, se variarmos com respeito a f:

*dg = 0 (1.3.49)

ITomamos por exemplo, k; = kg = 0.
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commo consequéncia disto, existe g tal que
g =dg. {1.3.50)
Integrando por partes mais uma vez (no sentido oposto) :
Ly=g"df —Sf*dg+g¢*° =[S - 1]f*dg+¢*+D.T.. (1.3.51)

A AM pode ser expressa como uma fungdo de §. Substituindo aqui pela

equacdo de movimento (1.3.49) e (1.3.50), temos:
L,=(dg)* +D.T.. (1.3.52)

Isto mostra a dualidade cntre dois modelos tipo-Maxwell, (1.3.48) e (1.3.52),

obtendo, on-shell, as duas agoes duais:

Ly(F(f)) = 25 — 1)[df ], (1.3.53)

Ly(F(g)) = [dg)? (1.3.54)

Alternativamente, tomando k, = 0 (e ndo k;), o resultado ¢ outra duali-

dade cntre dois modelos (também tipo-Maxwell) para os campos g e f, onde

f=df
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1.4 Equivaléncia dual entre modelos de

Proca

Considerc nossa. AM dada por (1.1.19), com matriz nao-singular, K. Ao

tomar a variagao com respeito a f. obtemos:

“df = kyg: (1.4.55)
logo, aplicando * a ambos lados desta equacgao,

df = Sk, "g. {1.4.56)

Substituindo (1.4.55) e (1.4.56) na a¢do, o resultado final é

25 -1

df* + ky 2. (1.4.57)
kg

L{f alf]) =

Da variagao com respeito a g, obtém-se

25 -1

Lig, flg)) = 5

dg® + k3 g°. (1.4.58)

Isto constitui, a partir da teoria (77}, a prova da equivaléncia dual entre duas

teorias cxplicitamente massivas de tipo Proca.
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1.5 Uma Hipdtese
Motivados por todos estes fatos, podemos sugerir a seguinte hipétese [13]:

"Toda Agdo Mestra que iuterpola cintre dois modelos duais, descreve al-
gum vinculo explicito de autodualidade ” ; em outras palavras, toda duali-
dade no nivel das agoes cldssicas estd associada a algum manifesto vinculo

(de dualidade) entre os campos envolvidos nestas agoes.

1.6 (241)-dimensoes: Teoria de Maxwell e

DH manifesta.

Evidentemente, DDH parece ser mais interessante por possuir incidéncia
na dindmica das teorias. No entanto, a estrutura de dubletes permite-nos
formmlar DH em algumas dimensdes em que isto parecia nao ser permitido.
Por exemplo, a dualidade Eletrico-Magnética em trés dimensdes. Assim,
com o intuito de mostrar wima das muitas possiveis aplicagOes da estrutura
de dubletes, vamos descrever brevemente DH em 3D, a qual seria a versao tri-
dimensional da dualidade Elétrico-Magnética. Isto também ja foi discutido
em outros contextos [20, 25].

Como mencionamos na Introdugéo em relagio a equagdo (1.0.5), auto-
dualidade de Hodge em {2+1)-dimensdes estd mal definida, a menos que
usernos dubletes de diferentes ordens tensoriais, corno veremos abaixo; caso

contrario, podemos trabalhar meramente com a ja conhecida DDH, descrita
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pela acdo (1.0.2).

Consideremos a teoria de Maxwell em trés dimensoes:

S= /dﬁﬁ, (1.6.59)

onde F é um dublete,

F=(Fu: f) (1.6.60)

sendo F =dA e A= (A, a)
Note que este é o Unico dublete que pode ser escolhido tal que suas com-

ponentes sejam a diferencial de algum campo-potencial.

Agora, a auto-dualidade (DH) é bem-definida **:
F="F, (1.6.61)
isto significa que as duas relagdes simultaneas
fo = €™, (1.6.62)

Fuv = €uupf”, (1.6.63)

sdo satisfeitas.
As partes Elétrica e Magnética, para ambos f, F', podem ser definidas na

forma usual e as relagdes (1.6.62) e (1.6.63) conectam uma com a outra.

**Em (2+41)-dimensdes, a métrica possui dois sinais de menos, logo § = 1.
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As equacgdes de movimento (1.6.59) léem-se
divF = 0. (1.6.64)

Como conseqiiéncia das relagoes DH, (1.6.62} e (1.6.63), uma destas
(duas) equacgbes resulta ser uma identidade (a identidade de Bianchi}. Con-
tudo, cssas relagoes DH ndo emergem da agéo como conseqiiéncia das equagoes

de movimento.

A fim de tornar esta dualidade manifesta, novamente podemos usar nossa

DH e redefinir a estrutura de dublete como sendo do tipo potencial-campo.

Tomemaos

B=1{(aF,); (1.6.65)

devemos mostrar que esta teoria pode scr descrita, por uma acgio semi-
auto-dual {uma vez mais}, incluindo relagdes auto-duais.

A agao semi-AD proposta €

S = f Bz (B.5dB + P, Py, (1.6.66)
e as equagoes de movimento sao

Fro = €pup0fa (1.6.67)
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€y FH = 0. (1.6.68)

O que implica que divF = 0 e quc cxiste A, tal que F, = a[ﬂA,,]; entéo,

definindo f, = 8,4, a partir de {1.6.67), obtemos:

Fo = €0, 0" AP, (1.6.69)

e, logo, divf = 0. As equagbes de movimento {1.6.64) sdo verificadas e as
DH-relagdes sio recuperadas (equagoes (1.6.67) ¢ (1.6.69)).

Em quatro dimensoes, esta construgao é mais Gbvia, jd que ¢ possivel
definir um dublete de tensores de Maxwell e a correspondente auto-dualidade
DH [22, 23, 24]; e, além disso, DDH também pode ser definido cm quatro
dimensbes. RealizagGes em quatro dimensdes com DDH manifesta sdo pre-
cisamente as agoes Sy e Sg {com K gendrico), discutidas na Se¢io 1.2. Em
[21, 27, 28], é discutida a cquivaléncia destes modelos com a eletrodinamica

de Proca ¢ teorias de Kalb-Ramond massivas.
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Capitulo 2

Bosonizacao em trés dimensoes,
teorias de gauge nao-lineares e

auto-dualidade.

A dualidade possul uma importancia fundamental para o nosso cntendi-
mento de varios aspectos nao-perturbativos das tecorias de particulas pun-
tiformes e das teorias de cordas.

H4d alguns anos atrds [6], Deser and Jackiw desenvolveram uma abor-
dagem via agio mestra [5] e mostraram a dualidade entre a chamada teoria
auto-dual (AD)[7] em trés dimensdes e a teoria topologicamente massiva
de gauge, referida aqui como Maxwell-Chern-Simons (MCS). Além disso.

fol mostrado [10] que o modelo AD est4 relaciondo, através da técnica de
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bosonizagéo, ao modelo de Thirring,

2
U (y,) = [da (eﬁﬁ(i@ —mjy - j“jp.) =Yty (200)
Por sua vez a bosonizacdo é o mapeamento entre uma teoria de campos
quanticos para férmions quc interagem e uma teoria equivalente para bésons
que também interagem.

Recentemente, Tripathy e Kharc [37] consideraram uma modificagio deste
modelo, substituindo o termo de Maxwell por /1 — F2, a densidade La-
grangeana de Born-Infeld [38]. A bosonizagdo e correspondéncias duais desta
versao topologicamente massiva, a teoria Born-Infeld-Chern-Simons [39, 40],
foram recentemente estudadas, wma vez que estas teorias aparecem no con-
texto das Dp-branas [41]; cujas dinAmicas sio descritas pelas a¢oes de Born-
Infcld-Chern-Simmons em d = (p + 1) dimensoes.

Em particular, a D2-brana é descrita pelo modelo 3d-Born-Infeld-Chern-
Simous. Este fato pode ser uima boa motivacao para investigar tanto as gene-
ralizacdes destes modelos em dimesdes arbitrarias (d) como as ndo-linearidades
mais gerais (fun¢des arbitrarias do quadrado do "field-strength™). Este é o
objetivo principal desta secdo, o qual sera alcangado quando aplicarmos as
idéias explicadas no capitulo anterior.

Este capitulo estd organizado como explicado a scguir:
na Secdo 2, apresentamos wna breve revisdo de bonizacgdo em trés dimensoes

num modelo AD e a dualidade AD-MCS. Na Sec¢do 3, generalizaimmos para o
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caso de nao-linearidades arbitrdrias no termo de Maxwell: mostramos que
1sto sempre equivale a um modclo AD no sentido geral, e encontramos uma
expressao que relaciona as teorias desta correspondéncia. A seguir, utilizamos
um procedimento direto para bosonizar umn modclo Thirring genérico com
acoplamento corrente-corrente arbitrario e conecta-lo & nio-lincaridade de

suas representacoes bosonicas.
2.1 Uma Breve Revisao Introdutéria.

Vamos brevemente revisar como o setor de baixas energias de uma teoria
de férmions massivos, eletricamente carrcgados e auto-interagintes (o modelo
de Thirring massivo) em (2 + 1)-dimensdes pode ser bosonizado numa. teoria
de gauge, a teoria de Maxwell-Chern-Simons [6, 10]. Primeiramente, iremos
mostrar a bem-conhecida dualidade AD-MCS. Esta estrutura serd o modelo
que tentaremos, ao longo da tese, generalizar em varios sentidos.

Dualidade AD-MCS:

Como visto no eapitulo anterior, em 2+41-dimensodes, define-se a operagao
de dualidade por,

& X 12
y = ; Epx 0 aA s (212)

onde i ¢ um parametro que serve para definir a operacio, *, scm unidades.
Refere-se & auto{anti-auto }-dualidade, quando as relagdes *a = +a, sao
satisfeitas.

Estas sio as equacoes do chamado modelo AD (Townsend, Pilch e van
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Nieuwenhuizen [7]), descrito pela seguinte acéo,

. ' 1
Sapfa) = ] Bz (-2%1: Epn ¥ 00" — 5 a#a”) ; (2.1.3)

suas equagoes de movimento sao, de fato, estas relacies de auto-dualidade:
X L.}

a, = <= ¢€,,,0"a". 2.14

1 m IO ( )

Por outro lado, tem-se a combinacdo invariante de gauge de um termo de
Maxwell e uma acao de Chern-Simons, a chamada teoria de Maxwell-Chern-

Simons (MCS)

m

1
SycslA] = / d*z (WFWE;U - QL et A, &,A,\) . (2.1.5)

Esta é uma teoria topologicamente massiva, equivalente ao modelo AD (2.1.3),

como ¢ bem conhecido [6]. O tensor de campo (de Maxwell), F,, é,

FulA] = 8,4, — 8,4, = 20,4, (2.1.6)

Esta cquivaléncia pode ser verificada com a abordagem de AM [5]. Es-
crevamos a AM proposta por Deser e Jackiw em [6] para provar esta equiva-

léncia:

Sareemal A a] = x Scs[A] — ] &z [ FalAla, +mage®],  (217)
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ondce

SeslA] = / B e (4,0,4,), (2.1.8)

¢ a acdo de Chern-Sirnons [11]*.
Bosonizacao e correspondéncia Thirring-MCS:

Por outro lado, a fungdo de partigio ferrniénica (no espago Euclideano)

para o modelo de Thirring tridimensional é lida por:
- — 7 -')—QE Tal] 3
Z(ferm} — / DT,-'DD'HI) e f(ﬂ”(@"}‘ )l.' szjﬂ)d I, (2.1.11)

com a constante de acoplamento g* tendo dimensées de inverso da massa, e
m é a massa do férmion.
E bem conhecido que estc modelo pode ser bosonizado no modelo AD
[10],
Zbferm) oy ZAD (2.1.12)

no limite de baixas energias.

Entéo, devido a cquivaléncia entre (2.1.3) e (2.1.5), podemos estabcelecer

*De fato, variando esta com respeito a f, e eliminando também f da ag¢do por utilizar a
equacao de movimento, recupera-se S, pla*). Variando Sascetre COM respeito a a, obtemos
7

1
a* = —— e F Al (2.1.9)
2m
pondo isto de novo em {2.1.7), e usando

%%, = 265, (2.1.10)

recuperamos a acdo MCS, Eq.{(2.1.5).
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a seguinte identidade de bosonizacao:
Zlferm) oy ZMES (2.1.13)

Esta equacdo, juntamente com (2.1.12) as duas conectadas pela dualidade
AD-MCS (2.1.7) constituem o objeto do traballio apresentado a partir deste
capitulo. A nossa priucipal proposta € estudar as generalizacoes desta estru-
tura ao longo de trés grandes linhas independentes:
¢ para modclos do tipo-Thirring, com forma arbitraria patra o acopla-
mento corrente-corrente: deve-se obter wma regra de correspondéncia

com AD (n&o-lincar} e teorias de gauge que sio versbes nao-lineares de

MCS.

e para dimensbes arbitrarias: modelos fermidnicos do tipo-Thirring em d-
dimensées, correspondermn a teorias topologicamente massivas, tal como

em 3d T. E por dltimo,

® para o caso nao-Abeliano.

Claramente, todas estas linhas de generalizagdo podem ser compostas

umas com a outras.

'Em dimensdo geral, o campo de gauge Abeliano generaliza-se a um par ordenado de
campos {formas).
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2.2 Dualidade entre AD-nao-Linear e Mode-
los de Gauge em 3d.

Nesta Se¢do, vamos generalizar a correspondéncia AD-MCS para o caso de
existirem néo-linearidades arbitrarias no modelo. Mostraremos que o modelo

de gauge, com nao-lincaridade dada por uma fungio U{F?)3,

Sum[A] = / &3z (U(F“”Fpu) — x e A, BVA,\), (2.2.14)

corresponde ao, também geral, modelo AD nio-linear, com nao-linearidade

dada por um potencial V (a?):

Svenlal = [ 'z (V (a,0#) = xSesla)) (2215

a qual é a versdo ndo-lincar da teoria AD introduzida na ref. [7]. Vamos nos
referir a esta teoria como Modclo Auto-Dual Nao-Linear.

E de utilidade verificar brevemente por que as propriedades de auto-
dualidade podem ser atribuidas a este modelo. As equagdes de movimento

derivadas desde Eq.(2.2.15) sdo dadas por

€ 870>, (2.2.16)

_ X
4y = 91

onde a linha denota uma derivada com respeito ao argumento, como usual-

1Quando U é linear a teoria chama-se MCS.
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mente. Este modelo apresenta wmna nogdo bem-definida de auto-dualidade,
da mesma maneira que no caso linear. Isto pode ser verificado como segue.

Defina um campo, "a,, dual a ;. COMO

. 1
T avr

€ 07 (2.2.17)

repetindo esta operagdo, e como conseqiiéncia das equacdes de movimento,

obtemos que (2.2.16),

" (*ay) = a,. (2.2.18)

Correspondéncias duais para este tipo de sistcmas nio-lineares tém sido
recentemente estudadas no caso particular de Born-lufeld [40], ¢ também
em outros casos especificos na ref. [43] (por exemplo, uma lei de poténcia
Ulz) = 2", re@), que usa um método recentemente proposto [44], baseado
na idéia tradicional de um " lifting” local de uma simetria global, que pode ser
obtida pela incorporacgao iterativa de contra-termos de Noether. Essas abor-
dagens tratam das ndo-linearidades introduzindo campos auxiliares. Nesta
sc¢ao, iremos confirmar os resultados anteriores, adotando a abordagem via
acao mestra ¢ as gencralizaremos sem introduzir campos auxiliares; obvia-
mente, isto reforca a evidéncia em favor do método de "gaugecamento” de
Noether [44], como um procedimento de dualizagio bastaite 1itil.

Para derivar os nossos resultados, consideremos a seguinte generalizac¢ao
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nao-lincar da AM de Deser-Jackiw [6]:
SwzaralA,a) = xScslA] = [ dx [ FplAla, +V(a,0®)]. (2219
Variando esta acéo com respeito a A®,
e (A —a*] =0, (2.2.20)
podemos escrever a solugio como
A =a* + A, (2.2.21)

onde A* = 3*A é um puro gauge. Substituindo esta decomposicéo de volta
em (2.2.19), recuperamos Sy ,2)[a], como na equagao (2.2.15).

Agora, continuando comn o procedimento usual da abordagem de AM][5].
devernos variar a AM com respeito a A% e usar a cquagdo resultante para
resolver A* em termos dos outros campos, ¢. Finalmente, elimina-se A#* da
AM.

Variando Safesira €OM respeito a o, obtemos
—oV'(a¥)a* = "M F Al (2.2.22)

e disto segue que

~20°V'(a?) = a6 F,,[A] (2.2.23)
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EHU}\ ‘Fw\ [A] EP‘-PO! F:mx [A] = 2F2 = 40‘2[]/}(&2)]2' (2224)

Formalmente, podemos resolver para ¢ em termos de F?2 [A], e aplicar este
resultado de volta em (2.2.19) para expressar esta acdo em termos do campo
A¥, o que resulta numa teoria de gauge. Definindo a funcdo W através da

sua inversa (quando esta existe),
Wov) =20 (V'(v))?,  veRR, (2.2.25)

e substituindo na AM pela eq. (2.2.23), recuperamos a tcoria de gauge
nao-linear: a combinagio de um termo de Chern-Simons com um termo de

Maxwell nao-linear,
SuesiA] = / d3z (U(F“‘”F}w) — x e A, BI,A,\) , (2.2.26)

onde o funcional U esté relacionado a V' (que carateriza a nao-lincaridade do

modelo AD) como segue:
Ulg) = —2W(g)V'(W(q)) + V(W(q)), (2.2.27)

com gelR™T.
No final da proxima secio, mencionaremos alguns exemplos mais rele-

vantes de solugoes desta equagio.
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2.3 Bosonisagao do modelo de Thirring
com acoplamento arbitrario (corrente-
corrente) em d = 3.

Nesta Secao, obteremos identidades de bosonizaciao para o modelo de
Thirring (fermiénico) mais geral (com dependéncia arbitréria na corrente
fermidnica); isto corresponde marcadamente a uma versao de MCS com a
mesma dependéucia do quadrado do tensor de Maxwell [12]. Usaremos o
procedimento tradicional de bosonizagéo em trés dimensoes [10)].

O caso particular de Born-Infeld-Chern-Simons j4 foi estudado na lite-
ratura recente [37, 40]; claramente, estes resultados estdo contidos no es-
quema geral apresentado aqui.

De fato, considere a generalizagio do modelo de Thirring, com um termo
arbitrdrio de dependéncia com a corrente j”. Por invariancia relativistica, a

inica possibilidade é;

I(Bﬂ (@) — T(%-‘i)) d3z

Zygem = / DDy e , (2.3.28)

onde a funcao T é analitica e real.
Eliminemos agora a intcragao nao-lincar introduzindo um campo vetorial,

o, e usando a identidade:
cfd.'sa: T(%&) — /Dﬂf’ue_ fdzxtr(‘/(a.”ap)—i-j#ap)’ (2329)
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onde V esta relacionada a T. Obteremos esta relagdo variando o expoente

do lado direito com respeito ao a:

—2V'{a"a,)a* = j*, (2.3.30)
do qual seguem as scguintes relagoes,

—2a’V'(a®) = a,j", (2.3.31)

7 = 4a®[V'(a®)]?. (2.3.32)

Em principio, podemos resolver para a {ou a?) a partir de {2.3.32) em termos
de 7%, e substituir o resultado de volta em (2.3.29), para expressar esta acéo
em termos da corrente j ¢, assim, recuperar o modelo de Thirring ndo-linear.
Definamos de novo a fungido W através da sua inversa, supondo que esta tem

a forma:

Ww) = 20[V'(v)]% (2.3.33)

entdo, W{g) = v. Usando (2.3.29), reobtemos o modelo de Thirring nao-

linear, eq. {2.3.28), onde T ¢ dado por
T(q) = —2W({g)V'(W(q)) + V(W(q)). (2.3.34)
Note que, devido a (2.3.33), a eq. {2.3.34) coincide com {2.2.27); logo, obte-
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MOs:

T{q) = Ulg), geR™, (2.3.35)

em coincidéncia com a regra de correspondéncia formal [12], 7 — *F §
Isto nos fornece uma identidade de bosonizacdo geral que relaciona mode-
los fermidnicos muito gerais com teorias de gauge.

Entéo, gracas a cste resultado, podemos representar o modelo de Thirring

generalizado como:
Zrgrm = [ Day det(if +m +g) e[ Ve, (2.3.36)

Agora, procedemos da mesma forma que no caso tipico (onde T(j2/2) é
linear) para calcular o determinante. O determinante do operador de Dirac
nao é limitado e requer regularizagio.

Para d = 3, a calculo destc determinante resulta em alguns termos que
preservam a paridade e outros que a violam, expandidos em poténcias do

inverso da massa fermionica,
Indet(i +m + d) = 5-Scsla] + Lpcla] + 0(6?/m®) . (2.3.37)

Aqui,
Sesla] = ] P i€ (Fpan); (2.3.38)

& a acdo (Abeliana) de Chern-Simons. As contribugfes que preservam pari-

§()* é a operacgdo dc Hodge usual.
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dade, a primeira ordem, levam & acao de Maxwell

1

IPC[G] - _24?rm

tr ] &Bx FYF,,. (2.3.39)

No regime de baixas energias [10], somente a a¢ao de Chern-Simons sobrevive,

conduzindo a uma expressio fechada para o determinante:

In det (i@ + m + d) = %scs[a] +o(m™h). (2.3.40)

Usando este resultado, podemos escrever:

lim ZY5m) = / Day, exp(—Syan]a)), (2.3.41)

M—00

onde Sy 42y é a versdo néo-linear do modelo AD [7],
Svnla = [ @3V (aa*) = xSesla (23.42)

Desta forma, até a ordem principal em 1/m, estabeleccmos a identificacio

com o modelo AD (ndo-lincar):
ferm) |
2 & Zyny. (2.3.43)

Finalmente, lembrando que o modelo com dinamica definida pela acao AD
(Sv(a?y) equivale a uma teoria de gauge nado-linear (Sy(pie2)), usamos a

relagdo {2.3.35) para estabelecer a identidade de Bosonizagao relacionando o
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mais geral modelo de Thirring com uma teoria de gauge nao-linear, a partir

da identificagdo dos potenciais, isto é

ZIT ~ Ey ey - (2.3.44)
Em alguns casos, ¢ relativamente simples resolver a equacio (2.3.33) (ou,
em virtude de {2.3.35), eq. {2.2.27)). Como ilustracdo, podemos mencionar
alguns exemplos mais relevantes:

Tomemos um modelo de Thirring com interacao corrente-corrente descrita
por uma fungdo T(5%) o (j#4,)%; este é cquivalente ao modclo AD com
nao-lincaridade dada por outra lei de poténcias: V{a?) o (a"aﬂ)ﬁ’g&m, e,
em virtude de (2.3.35), o correspondente modelo de gauge tem o termo de
Maxwell substituido por U(F?) & (F#*F,,}*. Uma simples inspecio mostra
que este resultado coincide com o obtido em [43], o qual rcfor¢a a validade
do método ali proposto.

O exemplo de Born-Infeld-Chern-Simons constitui umn caso especial. Como

pode ser diretamente verificado a partir da eq. (2.2.27), a forma funcional dos

trés modelos coincide [37, 43, 44, i.e, T(q) = U(q) x V(g) \/1 — (const - ¢2),

para todo gelR.
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Capitulo 3

Massa Topolégica e Teorias
Auto-Duais de primeira ordem

em dimensoes arbitrarias.

O aparente conflito entre uma simetria de gauge c a existéncia de bdsons
de gauge massivos é evitada no contexto de teorias topologicamente massivas,
como ¢ o caso dos bem conhecidos modelos de Chern-Simons [11] € Cremmer-
Scherk-Kalb-Ramond (CSKR) [26, 35, 36, 50]. Estes ilustram como pode ser
atribuida massa fisica aos bdsons de gauge Abelianos, sem a necessidade
dec se introduzir escalares de Higgs e sc remcter & quebra cspontanea da
simetria. Esta é a motivagdo fundamental para estudar esse tipo de teorias
em diferentes dimensées espago-temporais.

Este estudo apresenta dois objetivos: construir formulagdes de primeira
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ordein para teorias topologicamente massivas que envolvemn-termos BF {acopla-
mento topoldgico entre diferentes formas de gauge [26, 35)) em dimensoes
arbitrarias e com todas as possiveis ordens tensoriais; também, argumentar
que, por considerar dubletes de campos-formas [13], estas formulacdes de
primeira ordem (nao-invariantes de gauge) constituern modelos auto-duais,
proximos em espirito ao sistema auto-dual em {2+ 1)-dimensdes, introduzido
pela primeira vez por Townsend, Pilch ¢ van Nieuwenhuizen [7].

H4 alguns trabalhos recentes [27, 28, 29], apontando que os modelos
Cremmer-Sherk-Kalb-Ramond em dimensdo quatro, que incluem termos BF
cm suas lagrangeanas, correspondem a teorias de primeira ordem (nao in-
variantes de gauge). Estes autores utilizam o procedimento de ”imersao”
Hamiltoniana de Batalin, Fradkin e Tyutin [51]. A dualizagao desses modelos
também foi estudada por Smailagic e Spallucci [52] com resultados diferentes
a0s 110SS0S.

O paralelo entre estas teorias BF de primeira ordem, em qualquer di-
mensao do espago-tempo, e as teorias auto-duais (AD) em (2 + 1), que sc
explora nesta tese, foi recentemente sugerido por Harikumar et al [27] no caso
4-dimensional; no entanto, cstes autores immencionain que a dificuldade em es-
tabelecer esta conexdao deve-se a impossibilidade de definir auto-dualidade
em dimensdes que nédo sao da forma d = 4k —1 (k € Z;). Aqui, esta objecio
¢ contornada desde o inicio ao definirmos a operagao dual no espacgo de pares
ordenados de formas de gauge.

Na presente abordagem, vamos aléin na utilizagdo deste paralelismo para
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definir um modelo AD em uma dimensdo arbitriria ¢ adaptamos a prova
proposta por Deser e Jackiw em 2 + 1-d [6] a fim de mostrar, de forma
marnifesta, a correspondéncia dual entre modelos topologicamente massivos
gerais (CSKR) e as j4 mencionadas teorias AD em d-dimensdes [14).
Finalmente, confirmaremos com nossa abordagem o (recente) resultado
apresentado na ref. [27], vélido em quatro dimensdes, como caso particular
e generaliza-lo para todas as dimensdes. Para dimenstes gerais é possfvel
definir auto e anti-dualidade para pares (dubletes) de campos-formas com
diferentes ordens [13]; portanto, um paralelo desta estrutura com a de d

dimensoes pode ser observada.

Varmos brevemente lembrar a cstrutura de doubletes e apresentar alguns
pontos de maneira mais simples.
Scja um cspago-tempo d-dimensional com assinatura s: consideremos o

dublete tensorial,

f e (f,ttl"',up: gﬂl“‘;bd_p_1)! (301)

onde f & uma p(< d)-forma { wn tensor do tipo totalmente antisimétrico
(0;p) ), ¢ g é uma (d —p — 1)-forma. F é um elemento do espago A, =
Ap X Ag—fps1y-

H4, como ja vimos no primeiro capitulo, uma noc¢do bem definida de
auto (e anti-auto)-dualidade para os objctos neste espaco, baseada na usual

operacao Hodge, *(), da mesma forma que em (2 + 1)-dimensées. Consider-
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CINGS & agao com acoplamento topoldgico:

—2 iy -
Sap—gen|F] = / A2 [ (Gt @ POy e girona) +

[P+ 1! sy 92 (=1 [d = p = 1) f £ 2], (3.0.2)

Para uma notagic mais concisa, em termos de formas, consideremos as

seguintes defini¢tes: d(f, g) = (df ,dg), c
“(df, dg) = ("dg, (115, "df), (3.0.3)

onde §, é um nidmero definido através da dupla dualizacio, para alguma
g-forma A: *("A) = S, A; este depende da assinatura (s) e a dimensdo do
espago-tempo, na forma S, = (—1)sald-ql,

*

Note que * aplicade a dubletes é definido de tal forma que suas com-
ponentes siao trocadas, junto com uma mudanga suplementar do sinal na
segunda compounente.

Desta forma, as equagdes dc movimento derivadas da acao (3.0.2) sio

1
F=—*dF, (3.0.4)
1

onde m é um parametro de rhassa introduzido por argumentos dimensionais.
Pode ser trivialmente verificado que estas equagdes requercin que F satisfaca
a equagdao de Proca com massa m.

Observe, finalmente, que a equagdo (3.0.4) é vista como (2.1.4). Neste
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sentido, afirmamos que Sap_gen descreve auto-dualidade de dubletes.

A outra notdria semelhanca deste modelo com AD (em (2 + 1)-d) é que
cste ¢ dual a uma teoria topologicamente massiva {do tipo CSKR, com
acoplamento BF [26] entre duas formas de gauge) da mesma mancira que
a dualidade AD-MCS em trés dimensdes. Isto constitui o principal eixo de
interesse, que confirma c generaliza alguns resultados recentes [27]. Abaixo,
iremos provar esta correspondéncia.

Note que esta estrutura é insensivel a dimensdo do espaco-tempo e as
ordens tensoriais das componentes do dublete. Logo, uma ac¢io mestra
inspirada na acao de Deser e Jackiw pode ser escrita em d dimensoes espago-
temporais.

Considere o dublete de campos de gauge A = {@y;..pp: by _,_, ), junto

com F = (fu.p0 Ginr 1,1 )3 @ AM proposta é:

SplA, F] = SgrlA] +
- /dj:‘d chrhd [bm---pd_p_lap-d—pf;f-d—pﬂ"'.Ud + g,ur--#d—p—jaﬂ-d—paﬂ-d—pﬂ‘“ﬂd} +

m s -
+/d$“ o (P4 g pa g4+ (21 = p = 1) o oF

(3.0.5)

onde

SBF[-A] = /dﬂ:d [_blu-l"‘Hd—p—lE'UI'"ﬂdaﬂd—PG’f-‘d—P+l'”ﬂd} (3.0.6)
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pode ser reconhecida como uma agao BF.

Variando Sp com respeito a F, obtemos
1,
F = ——"dA; (3.0.7)
m

pondo isto de volta em (3.0.5), recupera-se a a¢do topologicamente massiva

(CSKR):

ddl' . 2
SCSKR[A] = SBF[A] - o ((‘1)‘5 [d —pP- 1]! (8[;1%1---#;:]) +

J 2m
+[p+ 10 (Oubyrny o)) - (3.0.8)

Observemos que esta é invariante frente as transformagdes de gauge;
A — A+dD, onde dD é um dublete de formas eratas, isto ¢, um par ordenado
de diferencas de (p — 1,d — p — 2)-formas.

Agora, variando Sp com respeito a A, obtemos:

*dA—F)=0; (3.0.9)
ou ein componentes,

dla—f) = 0

dib-¢g) = 0. (3.0.10)

Isto implica que as diferéncias @ — f e b — g podem ser escritas localmente
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como formas exatas; entdao, podemos expressar a solucido destas equacdes

COomao

A= F +dD. (3.0.11)

Colocando este resultado novamente na agédo (3.0.5), reobtemos a teoria AD
{3.0.2), a mcnos de termos topolégicos. Isto completa a prova de nossa
afirmacdo principal.

Como cxemnplo, particularizemos este resultado para a dimensionalidade
especial, d = 3+ 1. Neste caso, somente dois dubletes podem ser escolhidos:
G = (A, B.,)and H = (¢. F,pe). O primeiro descreve uma particula massiva
¢ com spin-1 {Cremmer-Scherk-Kalb-Ramond) e, em virtude do resultado
geral provado antcriormente, sua dindmica é descrita alternativamente pelo

modelo de Cremmer-Scherk-Kalb-Ramond,

1 r ]- P i LA &
Seskrl(G) = / dz (%a[pA,,,]dlpAﬂl — %d[pB,w]@["B“ I+ B, e dpAr,) :
(3.0.12)

ou pelo modelo de primeira ordem, AD:
- - S .. 1 - -
Sap-gen() = [ d'a (— A, A%+ B BY + —A,,e"‘”“”@[PBW]) (3.0.13)
™m

que nao ¢ invariante de gauge. Isto confirma outro resultado similar ohtido

anteriormente [27]*.

*No entanto, em ref. [27], se mostra utilizando a técnica de Batalin, Fradkin e
Tyutin[51).
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O segundo possivel dublete em quatro dimenses descreve um campo
escalar (spin-0) massivo, cuja dindmica pode ser descrita, pela acio topo-

logicamnete massiva,

1
Srar(H) = / d'a (Ea’ﬁaluFupa]@“"F vl — 3106 e + ¢f“‘”"“3vaMJ *
(3.0.14)

ou, alternativamente, por uma tcoria de primeira ordem:

- R | AT 9 . By
Sap—gen{H) = /(ﬂ4$ ((;')2 — i—_;F}wPF””" + —(;'}E“”p"ap,Fupa) . (3.0.15)

m

Como a dualidade foi definida de manetra similar a esta cm 3d, é de se
esperat que haja uma longa lista de correspondéncias formais entre estruturas
em 3d que envolvemn auto-dualidade e modelos similares em dimensdes gerais.
Isto constitul uma aplicagdo importante deste formalismo, uma vez que, a

principio é possivel transportar as construgdes de 3d a qualquer dimensao.

3.1 Auto-dualidade de dubletes e teorias de
gauge nao-lineares: os modelos de Born-
Infeld-Kalb-Ramond e Cremmer-Scherk-

Kalb-Ramond.

Nesta secdo, generalizamos, para d dimensdes, a estrutura analisada no

Cap. 2 para 3 dimensocs, adotando a abordagem via dubletes [16]. Em
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particular, uma formulagdo nao convencional da téenica de bosonizacio em
dimensdes superiores (& maneira de d = 3) é proposta ¢, como aplicacio,
mostramoes come representacdes fermiénicas (do tipo-Thirring) para os in-
tercssantes modelos topologicamente massivos em quatro dimensdes (como
Cremmer-Scherk-Kalb-Ramond e Born-Infeld-Kalb-Ramond) podem ser con-
struidas.

A generalizagdo da estrutura de teorias nao-lineares para dimenstes su-
pcriores é o assunto desta secio. Mostraremos (para o caso particular de
d = 4, mas indicando como generalizar para uma dimensao qualquer), que
a bosonizagdo pode ser implementada da mesma maneira que em 3d, via
formalismo de dubletes [13, 14], resultande numa formulagae alternativa da
técnica de bosonizagao em quatro dimensdes [42]. Como no caso de 3-d
os modelos fermionicos bosonizam-se nos topelogicamente massivos; em par-
ticular, concentramos nossa discussdo em duas relevantes tcorias de gauge
topologicamente massivas em quatro dimensées: Born-Infeld-Kalb-Ramond
¢ Cremmer-Scherk-Kalb-Ramond [26, 35, 36].

Perseguimos aqui uwim duple propésito:  estabelecer tanto formulagoes
bosbnicas de primeira ordem (invariantes de gauge), quanto as fermionicas
do tipo-Thirring para teorias topologicamente massivas {26, 35, 36] em di-
mensées arbitrarias. Mostramos tais correspondéncias cstendendo téenicas
tipicamente usadas para dualidade e bosonizagdo em modelos tridimension-
ais, via formalismo dos dubletes [13, 14], que se mostra insensivel a dimen-

sionalidade do espago-tempo.

34



Finalmente, na subsecdo 3.1.3, observamos e enfatizamos os aspectos da
bosonizagao que se relacionam com a generalizagio a dimensoes arbitrdrias
que estamos procurando desenvolver.

No capitulo anterior, foram consideradas generalizagoes nao-lineares de
modelos Auto-Duais; no mesmo sentido, podemos substituir p T por V{p)
na acgdo (3.0.2), e obter generalizagbes nao-lineares do modelo. Abaixo,
provamos que estas teorias sdo equivalentes {duais) a generalizagoes também
ndo-lineares (invariantes de gauge) das teorias topologicamente massivas. A
forma desta correspondéncia deve resultar na mesma que no caso d = 3 (eq.
(2.2.27)), a qual constitui uma motivagdo adicional para interpretar (3.0.2)
como um sistema AD.

Consideremos o dublete de campos de gauge A = (a0, by g, ) €M

adicao a F = (fu,pps Gur a1 )» € Propondo a seguinte AM:

SP[A, .7:] = SB}[A] - /dl‘d ghrid [bul‘"ﬂd-p-la.ud—pfud—p+1'“#d+

+9111---#d—p—xaua-paud_p+L---.ud] +/d$dv(:‘5’(-7:)):

(3.1.17)

7O qual contém os termos de massa explicita na forma

F)

i

1 3 IRRTRTI N
S0P+ 1 Greog a8+ (D Bl o, S (30.10)
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onde
SBF[A] — /d:cd' [b,ul---Jud—p—lEmmwaﬂ-d—paud—pﬁ'",ud] (3.1.18)

é a agao BF.
Variando Sg com respeito a F, obtemos
1

F ==y A (3.1.19)

que pode ser vista como a equagdo da auto-dualidade néao-lincar, eq. (2.2.16).
Introduzindo esta relacio de volta em (3.1.17}, recupera-se a acio de gauge

nao-lincar:

Sra[A] = Szr| Al — / &z U(8), (3.1.20)

onde 8 contém os termos do tipo Maxwell:

0= 5 (=1 1d = p = 1Ot + [+ U Obinessp)?) - (3121

B2

Assiim, as mesmas manipulagdes algébricas que as feitas no caso 3d, devem
nos levar a relacionar de novo U e V pela equacgio (2.2.27).

Devemos, finalmente, observar que esta agdo ¢ também invariante sob
transformacocs de gauge; A — A+dD, onde dD é um dublete de diferenciais

exatos.
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Agora, variamos Sp com respeito a A e obtemos:

AA-F) =0 (3.1.22)
em componetes, 1sto é,

‘dla— f) = 0,

db—g) = 0. (3.1.23)

Isto implica que as diferengas (e — f) ¢ {b — g) podern ser cseritas localmente
como forimas exatas; logo, ¢ possivel expressar a solugao destas equagoes

como

A= F +dD. (3.1.24)

Substituindo na AM, dada por {3.1.17), obtemos a teoria AD generalizada.

a menos de terimos topolégicos:

I
San—genlF] = [ d* [—;ﬁgﬂl,,.w_p_lem By Funs v + Vo(F)]

(3.1.25)
Quando V' {ou U) é lincar, temos a chamada teoria do tipo Cremmer-

Scherk-Kalb-Ramond, ja analisada.
3.1.1 Nao-linearidades mais gerais.

Nao é um fato geral que V = V{p(F)). Além do requerimento de in-
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variancia de Lorentz, podemos também requerer que nao haja interacio en-
tre as duas forimas de gauge que compdern o dublete, exceto pela interacao

topoldgica do termo BF.

Considere F = (f1, f2) € A = (a1, 02), ambos em Ay, e a nao-linearidade

dada por

V = Vi(N, (f1)%) + (=1)°Va(VNy (f2)?); (3.1.26)

onde N, = [%E, i=1,2 e p; denota o ordem f; (p1 +p2 +1=d) 1.

Logo, a variagao de (3.1.17) coin respeito a F fornece:

(VI (1) %) frs VINL(f2) D) fo ) = —"dA. (3.1.27)
Repetindo os edleulos prévios, podemos conferir a dualidade entre

Sy wlF] = Spe[F) + f d*x (VJ_(Nz (f1) %) + Va( Ny (f2) 2)) . (3.1.28)

Sv,.vs A = SprlA]— f dz (Ur(pa! (day)?) + Un(po! (daz)”) ) . (3.1.29)

Logo, obtém-se a jd conhecida relagao:

Ui(g) = —2Wi(q)V! (Wilq)) + Vi(Wilg)), ¢eR™, (3.1.30)

I(fz‘)z = fu g fl-‘l"‘.u'-p; -



onde, as funcoes W, estdo definidas de novo por

W) = 20V (v)]? veRT . (3.1.31)

Fm d = 3 + 1, uma interessante dualidade pode ser estabelecida pcla
aplicacdo deste resultado a combinagio (invariante de gauge) dc uma teoria
de Born-Infeld com uma de Kalb-Ramond (que envolve um campo de or-
dem dois), acopladas por un termo topoldgico (BF). Esta pode ser chamada.

entao, de teoria de Born-Infeld-Kalb-Ramond, cuja forma é:

Spixr(A) = /d‘im (..5’2\/[1 - %B[pAp_]ﬁlpAu]]Jr
~

~81p By B + m B, e 8, A, ) (3.1.32)

para o dublete de campos de gauge A = (A,, B,.)) %, c equivalente-dual ao

modelo de primeira ordem:

SaD—gen(A = (Ag, Bu)) = / dlz (—;32\/[1 + g As ATl

. - 1 - -
BB ;Agewva[pf;m) . (3.1.33)

a qual é wma teoria sem invaridncia de gauge, claramente associada a um

vinculo de auto-dualidade néo-linear.

8Aqui 4 é um parimetro introduzido por motivos dimensionais.
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3.1.2 Bosonizagao em (3+1)-d.

Aqui, apresentamos wina abordagem original & bosonizacao em d = 3+1,
valida para escalas de comprimento longas, quando comparadas ao compri-
mento de onda de Compton para o férmjon.

No nosse modelo fermiénico massivo {quadri-dimensional), com carga
U(1), define-se uma corrente j* = ¥y*1, onde 3 séo Ny espinores de Dirac,
cada um de quatro componentes®.

Mas, por outro lado, pode-se também definir uma corrente de ordem-2,

JH = 15'}*5[7“ ,¥” J¥: vamos definir agora o dubletc de correntes:
T = (5. (3.1.34)

O aparecimento da matriz 75 em j*¥ segue da imposicao de que tanto

quanto j# troquem o sinal sob conjugacao da carga:
D[ v T = —Cys iyt U (3.1.35)

A seguir, escrevamos um modelo de Thirring massivo néo-convencional (Eu-

clideano) | numa forma similar ao caso tri-dimensional:

YNeste calculo, NV serd simplemente considerado como um parametro.

INum espaco-tempo, 7% ¢ puramente imaginario; logo, a fim de fazé-lo real, podemos
PO,
redefinir esta forma bilinear multiplicando-a por i.
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b

- - (@ fm | Fup J*Y —Fu i) 2l
Z(ferm) = / D@D'D’l,f) P f(‘i ()i szm[2.?p FHY —duid f)i (3136)

onde m é a massa do férimion ¢ g a constante de acoplamento do modelo, tal

9 . . - . . - . F
que g° tem dimensdo da inversa de massa. Esta teoria e ndo renormalizdvel
mais nosso objetivo e considerar ele a baixas energfas [10]. Vamos mostrar
que 1sto bosoniza no modelo de CSKR, uma teoria de gauge topologicamente
massiva.

Tal como no caso 3d, tem-se a identidade,

: LiLh. g . g
e—n%:f:;fm [2 G —jud*] _ /’DA eld““f(ziz’u s a»a“l+“ﬁ[bp * a»J“])‘

(3.1.37)

a qual introduz o dublete de campos bosonicos A = (a,.. b..).

Definindo o objeto
‘AE 'T”G',u + "fa[’?/“ 1 A.V'u ]b_uv 1 (3 1 38)
a fungdo de particao reduz-sc a:

Z(fef‘m) — /DA det(z@‘}'ﬂl + .A) e%fd_‘lx [%bp_.,bﬂv_apa#]. (3139)

Logo, podemos caleular este determinante. Uma expansdo perturbativa
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convencional resulta em

d+m
Nf gg 1 :
2 (me) i (@+?'nA@+mA) oo (3:1.40)

O primeiro termo é somente o caso livre (A = 0), o qual é subtraido,

SerrlAm] = Nptr[In(@ + m)] + Ny \/;\r = ( 1 44) +
f

enquanto o segundo termo incorpora dois "tadpoles” acomodados no dublete.
Logo, devernos concentrar nossa atencio no termo quadritico (nos campos

hosonicos A) na acdo efetiva. No espaco de momentos, isto se 1€ como:

ik —m
k? + m?
(3.1.41)

Termos das formas A—p)kAp)k e A—p)pAp)k no numerador do inte-

grando contribuirdo com ordem-2 em p, **. J4 que estamos estudando o lim-

mad[A ] —g-z—t:r‘/ d4p d*k ﬂ_ ) P}f'—l-Zk—m

2m (2m)4 (27}t | P (p+ k)2 +m? Ap)

ite de baixas energias, como no caso 3d, podemos aproximar esta expressao

como ahaixo:

2

gaue g d'p d'k #+ £)Ap) — Ap)¥
Effd[A m] ~ ¢ 2m i / (2m)* (27 )t {A_ )[(P + k)2 + m?) [k? + m?
(3.1.42)

usando também o fato de que o trago de um numero impar de matrizes de

**Eles também cancelam os termos tr [m? A —p)Ap)) que aparecem no numerador.
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Dirac é nulo. Obternos entdo somente uma contribuicao topoldgica:

Sg??d 2 2ﬂ)4 —p)T**(p) m(p)]s (3.1.43)

onde, em virtude da propriedade especial das matrizes-gamma (aqui Eu-

clideanas) em (3 + 1)-d ,

tr(viaY [y, 4" ]) = —8eM, (3.1.44)
£ 0 micleo toma a forma:

I (p,m) = ***p,I(p*, m), (3.1.45)

onde I1(p? m) é a contribuigdo correspondente ao diagrama de auto-energia
de um "loop” fermidnico.

Com o objetivo de computar a integral de "loop” e subtrair a parte di-
vergente, vamos supor uma dimensdo do espaco-tempo sendo d = 4 — ¢, de

acordo com o procedimento de regularizacao dimensional (ver ref. [45]):

9 p ddk 1
Mp'ym) = ) / (2m)d [(p + k)2 + m?|[k? + m?
1 2 p2 2
= @y {— —y—in— — f(**) +o(e),  (3.1.46)
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ft € um parametro e a parte finita lé-se como abaixo:

f(-;f?) = alna—(a—1)In{a—1)+binfb| + (1 —b)In(1 — b) — 2,

1 2
alp) = L+ (—)1/1+4T;—2. (3.1.47)

No limite de grandes comprimentos de onda (p — 0) e grandes massas (m —
o), ¢ — o¢ , b - —o0; logo, pode-se verificar facilmente que [ — —2,
Assim, obtém-se a parte finita do nucleo:

T*(p, m) ~ Ry, (3.1.48)

(dry?
[nserindo o termo principal na agdo quadratica efetiva (3.1.43), e voltando
a0 espaco de configuragio (Lorentziano), obtemos o termo BF induzido

2

(4 (4m)?

Seff (4 )-2 /dél,ne;wpoaua b SBF(A) (3149)

Inserindo este resultado de volta em (2.3.36), obtemos:

Z(ferm} Ay /DA ESBF(A)+%fd4x [%b”vb-"‘v——ﬂ.j‘ﬂ.# 1 (3150)

a qual, através da correspondéncia provada anteriormente, é equivalente ao
modelo, invariante de gauge, de Cremer-Sherk-Kalb-Ramond, que descreve
utna particula massiva, com spin-1. A massa do béson € dado pelo inverso

do fator global aparecendo em Sgr na eq. (4.2.35), My ton ~ —23;5
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Observe também que, se o dublete de correntes é reescalade coma
(", 3*) — (83", £5#¥), o dnico efeito disto é que a massa do bdson também
resulta reescalada como Myesen = Mposon / {5t).

Finalmente, a representagdo fermionica para o modelo CSKR. é dada pela

funcao de particao:

i £ 2 . . a -
('z,f,-((?—km}-r;}— m 2ju0d ””+jp3”]) 43z

z(fcrm) — / D'\,‘E,Dd} e_f %ZC.SKR' (3151)

Agora, repetindo os cdlculos das segbes prévias, podemos estudar as genera-
lizacoes nao-lineares do modelo dade por (3.1.51). De fato, substituindo
Jped™ 4 3. = Uy(Juwd®) + Us(juj*) na expressao (3.1.51), podemos
bosonizar isto numa teoria AD ndo-linear, dada por (3.1.28) ™, cujas ndo-
linearidades estdo rclacionadas a Uy pelas expressoes (3.1.30). E, mais uma
vez, compondo este resultade com a dualidade provada no capitulo anterior,
chega-se a uma teoria de gauge topologicamente massiva (assim como na
correspondéncia Thirring-MCS), dada pela agio (3.1.29).

Em particular, podemos escrever abaixo a versdo fermionica da teoria de

gauge de Born-Infeld-Kalb-Ramond:

- — s{d4+m ",'“—'E'Z"'— AT Lo .2 NPT Els d3z
Zsf_m%/Dw?Dwe J (w0 smy= g 2 ee+6% 1- 250  (3.152)

Conclufinos esta secdo mencionando que a correspondéncia operatorial

HPor simplicidade, estamos discutindo o caso d = 4 e dubletes no espago Aj.
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subjacente nesta estrutura é lida como

J — *dA. (3.1.53)

3.1.3 Algumas observacoes.

Apresentamos uma nova abordagem para o estudo da bosonizacao de
um modelo de férmions que interagem, em termos de modclos topologica-
menee massivos, similar ao que ocorre em d = 3. Em geral, isto envolve dois
campos de gauge com diferentes ordens tensoriats (teorias do tipo BF). Dis-
cutimos este ponto para d = 4, mas mostramos o caminho para reproduzir
esta construcdo em dimensdes superiores (deve-se simplesmente construir as
"correntes” como elementos em algum Ay). Estes resultados foram enfati-
zados para teorias muito importantes na teoria de campos e/ou dinamicas
Dp-branes (teorias CSKR e BIKR).

Um comentério em relagdo & "corrente de dupla forma” que aparece no
modelo Thirring, j7#: pode parecer um tanto artificial, uma vez que nao
¢ necessariamente conservado. Contudo, tentamos aqui mostrar que isto €
um aspecto natural do formalisino, ja que estd relacionado a modelos de
gauge invariantes topologicamente massivos: é crucial para a obtengao de
uma teoria bosdnica topologicamente massiva no limite de massa fermidnica
grande. Bosonizagfio no caso de correntes fermidnicas nao conservadas ja foi
contemplado por outros autores [46].

Concluimos esta parte do trabalho enfatizando a motivagao para a pro-
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posta desta generalizagio da auto-dualidade para d > 3, via dubletes [13, 14].
Parece ser apropriado destacar este ponto: recupera-se os resultados bem
conhecidos em 3d, i.e, o dublete desaparece e sc reduz a um simples campo
auto-dual dindmico.

De fato, para um modelo de Thirring em 3d, com uma auto-interacao
U(1}, sé podemos construir um dublete de correntes em Ay, J = (5#, 54).
onde j# = vy*y. Logo, introduz-se, como usual, um dublete bosénico.

A= {a,,b,). A fungdo de particdo pode ser escrita como

T — ] i) 1.-'.-—9,3' I faiys? 4
Z o) = f DDy DaDh ¢ I (TFH = E b= aidy 2 s (3.1.54)

Mudando as coordenadas para cff = E%b‘i, 0S campos c:[ apareccm de-
sacoplados dos ¢} (o tltimo sem dinémica), cuja agdo, induzida pelo modelo
fermidnico, é dada precisamente por uma agdo AD (eq. (4.1.1)), como era
dc sc esperar. Este fato parece ser uma motivagio adicional para se pensar

nos dubletes (de correntes) como objctos mais gerais.
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Capitulo 4

Generalizacao a Grupos

Nao-Abelianos.

4.1 Abordagem de AM para a dualidade en-
tre os modelos Auto Dual (Nao Abeliano)
e Yang-Mills-Chern-Simons.

Segundo diversos autores, a abordagem via AM ndo pode ser utilizada
para estabelecer a dualidade entre os modelos auto-duais em (2+1) Abelianos
e ndo Abelianos e 0s modelos Yang-Mills-Chern-Simons, para todos os regimes
de acoplamento. Neste trabalho, é proposto um ponto de vista alternativo.
sendo demonstrado que, através dele, a cquivaléncia pode ser obtida com

abordagem via AM.
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H& uma dualidade bem conhecida entre os modclos Maxwell-Chern-Simons
em (2+1) dimensdes ¢ os modelos Abelianos auto-duais [6): pode-se construir
uma AM [5] para mostrar cste resultado [6, 53, 54]. O mesmo assunto ser
tratado aqui, através de um enfoque, porém, que permite a generalizagao
para o caso no-Abeliano.

A versao nao-Abcliana (NA) do tal modelo auto-dual [7] apresenta algu-
mas dificuldades bern-conhecidas, cm relagdo ao estabelecimento da equiva-
léncia dual & teoria YMCS [54] para todos os valores da constante de acopla-
mento.

A abordagem dc AM, proposta primeiramente por Deser e Jackiw [6],
mostrou-se Util ao exibir a equivaléncia dual no caso Abeliano; contudo, a
situacdo é menos entendida no caso ndo-Abeliano, onde tal equivaléncia foi
estabelecida somente em regimes de acoplamento fraco [54]. Em [53, 55], é
mencionado que o uso da AM nesta situagdo ndo é eficaz para estabelecer
esta dualidade, uma vez que YMCS (ou SD, rceiprocamente) resulta em ser
dual a uma teoria nao-local.

Recentemente, demonstrou-se que uma técnica considerada alternativa
[56] 4 abordagem da AM fornece o resultado esperado para o caso Abeliano;
entdo, inferiu-se que também funciona para o caso nao-Abeliano e para outros
casos também [44, 56, 43].

Este método esta baseado na idéia tradicional de geugeamento de uma
simetria global, e pode ser viabilizado pela incorporagao de termos tipo-

Noether. Todavia, quando aplicado ao caso nao-Abeliano [43], este método
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niao forncee uma prova, apenas uma sugestdo para essa equivaléncia. O
presente trabalho fornece uma prova direta baseada na abordagem via AM.

Este é 0 cendrio atual do problema. Neste trabalho, aprofunda-se um
pouco mals e é proposta uma nova maneira de se resolver as dificuldades
com a AM, sugerida na Ref.[6], baseada numa anélise perturbativa, além
de apresentar a correspondéncia dual entre os modelos nao-Abelianos SD e
os YMCS, abrangendo todo o intervalo da constante de acoplamento, o que
estende a prova proposta por Deser ¢ Jakiw no dominio Abeliano.

Serd mostrado que a AM proposta na Ref. [6], realmente, interpola. YMCS
com uma teoria (dual), cuja agéo é auto-dual até a quarte ordem no campo.

O modelo Auto-Dual {AD) é dado pela agdo,
; T
Ssplf] = f &’z (% €an RO A+ 5 I f“) . (4.1.1)

A combinacao invariante de gauge de um termo de Chern-Simons com urmna

acio de Maxwell

1 Frey X 5 -
Saucs[A] = / Az (@F‘ Fo, - %f# AA;A aUAA) d (4.1.2)

é uma teoria topologicainente massiva equivalente ao modelo autodual (4.1.1)

(6], onde F,,, ¢ 0 usual tensor de Maxwell,

Fo[A] = 8,4, — A, = 20,A,. (4.1.3)
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Esta equivalencia foi verificada com a abordagem de AM [6, 10]. Propo-
mos, aqul, uina mancira alternativa para generalizar este ao caso nao-Abeliano.
A versao nao-Abeliana do modelo auto-dual (4.1.1), a qual & objeto de

nosso estudo, ¢ dada por

abc
Ssolf| = [ d Z e ( O+ o £ 8 f,f) — AP (414)

onde f, = fi7® é um campo vetorial assumnindo valores na éalgebra de Lie
do grupo de simetria. GG, e 7% sdo matrizes representando os geradores do
grupo de gauge subjacente, com a = 1,...,dim G 7,5, $40 as constantes de
estrutura do grupo .

O tensor intensidade de campo agora se definc como
FlAl=0,A, — 8,4, +{A,, A). {4.1.5)

A derivada covariante é D, = 8, + [A,, ], onde 4, é também um campo
vetorial na representacio adjunta do grupo G. Isto pode ser escrito utilizando
indices explicitos do grupo, usando [T“,Tf’] = 79%7%;: o tensor de canpo 1é-sc
COIMo

Fya[A] — B,LAU"' . (91;14;1 +TabcAﬂb Auc' (416)

1

Usando a AM , mnostrou-se (na ref. [54]) que a agdo (4.1.4) é equivalente a

*Estamos supondo que f, esteja na representgao adjunta.
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teoria (invariante de gauge) de Yang-Mills-Chern-Simons {YMCS):

1
. 3 fo va i ; 3751 [ Qo
SYM'C'S[A] - / d°rtr [2TTL F* [A] ‘F;w [A] - Xeju (A;\ O,U.Au +
abc

+T3 AP A;’A;” (4.1.7)

somente no limite de acoplamento fraco, m~! — 0, tal que o termo de Yang-
Mills efetivamente se anula T. Com o objetivo de estabelecer a equivaléncia

dual entre (4.1.4) e (4.1.7) para todos o0s regimes de acoplamento, escrevamos

a AM.[6]:

SatesiralAs f1 = Scs(A] - / &’z [ﬁ““ E AL +mflf ’“‘] . (4.1.8)

onde
: A Tabe b
Scs|A] = / A3 et (Aﬂ_”‘auA,\"‘ + 5 A““" AJAC . (4.1.9)

Primeiramente, devemos observar que a Agao Mestra é invariante frentc as
transformagoes A, — AT'AA+ A, f, — AT'f,A0 A, é um puro
geuge: A, = AT'9,A, e A é um clemento do grupo. Podemos verificar isto
diretamente, jd que o termo de Chern-Simons, é, como se sabe, invariante de
gauge, a menos de termos de fronteira, e o termo de acoplamento depende

de A somente através do tensor de campo, o qual ¢ invariante de gauge.

tA constante de acoplamento é dada pelo parimetro de massa, g = &,
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f

De fato, considerando as redefinicdes A, = A“TA,A + A, , f,

A7 fLA, a menos de termos de fronteira obtém-se que,

Sucaro A, f] = Ses[A) — [ alr (¢ A7 Fa{d) A fyt
b fuf*) = SoslA) = [ daTr (2 A A0

+m AT, fEATH L (4.1.10)
Entao,
SMesfra [Au f] = SMestra.[A: f] (4111)
Variando Spyresrq cOm respeito a f, obtemos

1
fre = —%ew’* F,°[A]; (4.1.12)

pondo este resultado de novo em (4.1.8), e usando a identidade
" Yen = 285, (4.1.13)

recuperamos a acdo de YMCS, Eq. (4.1.7).
Agora, seguindo estritamente o programa padrdo da AAM [5], devemos
variar a AM com respeito a A, ¢ usar a equac¢ao resultante para resolver A em

termos do outro campo, f. Finalmenie, deve-se eliminar A da agdo. Desta
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forma, a variagdo com respeito ao canpo A, nos da:
2 O AG + TAL AT - O fy - 27 AL R =0 (4.1.14)

por usar {4.1.13), é possivel eliminar o simbolo de Levi-Civita, e a partir de

(4.1.6), reescrever tal equagiio como

FUAG[A,U- - f#] = ,Ttle fub fAC' (4115)
No caso Abeliano,
FUA[A,U - .f;:.l - 0: (4116)
entao, obtéim-se
Ap=f.+ 4 (4.1.17)

Colocando este resultado de volta na agao (4.1.8), recupera-se a teoria AD
(4.1.1), a menos de termos de fronteira.

A solugiio para a equacao geral (ndo-Abeliana} (4.1.15) ¢ menos enten-
dida; csta é a origem das dificuldades para estabelccer a correspondéncia dual
com o modelo AD.

No caso Nao-Abeliano, o tensor de campo néo determina a diferenca entre
os potenciais (A, — fu), a menos de transformacoes de gauge; isto se conhece
como a ambigiiidade de Wu-Yang [58]. Em outras palavras, o operador F

nao pode ser invertido na equacdo (4.1.15) de forma univoca !

tNo gauge de Fock-Schwinger, a solugdo (nao-local} de (4.1.15) é
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Em [53], obtém-se urna solugdo, usando o gauge de Fock-Schwinger: esta
é uma solugao néo-local (de segunda ordem em f).

Naés propomos uma forma alternativa para ver isto e contornar cste pro-
blema como se verd a seguir. Lembremos que se deve obter uma solucdo
funcional, A, = A,[f,], desta equacdo e substitui-la na agdo (4.1.8), a qual
resultara expressa em termos de f. Porém, podemos supor que existe uma
solu¢do, no minimo, perturbativamente.

Vamos, entdo, supor urna cxpansao formal deste funcional, tendo a seguinte

forma:

A, = A9 + AD[f]+ AP[R) + ... (4.1.18)

onde AEP) ¢ independente de f,, ¢ AE) é de primeira ordem em f,. Entdo,
este deve ser um funcional linear (pode ser um operador néo-local) de f,;
A}f) é de segunda ordem em f,, e assim por diante.

Realmente, estamos admitindo que o funcional A,[f.] seja suficiente-
mente analitico, de tal maneira que permita esta expansao (pelo menos até
a primeira ordern). E possivel aplicar uma andlise perturbativa da solucio e
resolver esta equacdo ordem a ordem.

Inscrindo esta expansao na equacgdo (4.1.8}, e supondo que esta seja sa-

tisfeita a cada ordem, obtemos duas equacdes, para as ordens zerc e un,

Al = fE fal dtt 27 (%% £,° £,9)|t2, onde z# 6 0 ponto do espago-tempo [59]. Note que
a parte nac-local, é de segunda ordem em f.
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respetivamente; a ordem zero é :
A 0
et FUA[AL)] = 0. (4.1.19)
Logo, usando mais uma. vez (4.1.13), isto é

FalAP] =0, (4.1.20)

conclui-se que a ordem zero corresponde a um puro gauge, que ndo contribui
a acdo (4.1.8). Assim, ALO] pode ser omitido da solugao (4.1.18) &

A primeira equagao lé-se:
a[u (AE\]]] a f)\](;:) 4 Tﬂ,bC (‘49] b f 1’)) AE\U] [ — 0 (4'1'21)

Como estamos interessados em obter um modelo auto-dual cuja agao é de
terceira ordem no campo potencial, vamos substituir a solugdo perturbativa

(4.1.18) na acho mestre e manter os termos de terceira ordem em f:

S = SMestrr:.[A(l}, f]—i—fw’\ ALQ]Q[UAEJ]}"'EHUA AELI)SUAE\Z) v fﬂag,,AE\?-i-O‘i(f)-
(4.1.22)

§Como foi mostrado antes, pode-se redefinir (A, , f,) — (A71AA + A, AT fLA)
obtendo AM equivalentc. Note também que estas transformagoes nao alteramn a ordem
{cm f) destas expressdes.
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Integrando por partes, tem-se:
S = Sptestral AV, 1+ e 24N — £,10, A7 + 0*(f). (4.1.23)

Como conseqiiéneia, podemos fazer uma observacio crucial, a fim dc obter a

acdo dual: somente a primeira ¢ segunda ordens contribuem d acdo dual de

terceira ordem.

Calculemos, agora, a solugdo para a primeira ordem. Abaixo, devemos
provar que a segunda ordem nao scra realmente necessaria.

Como 1o caso Abeliano, podemos ver que

AV = £, (4.1.24)

e AQ = A, é uma soluggo para (4.1.20) ¢ (4.1.21) ¥,
Entao, usando o fato discutido anteriormente, que um puro gatge ¢ irrel-

evante para a acdo, podeinos escrever

Aulf] = fu + AD[S). (4.1.25)

Substituindo este resultado em (4.1.23), vemos que o termo de segunda or-

dem anula-se identicamente e a segunda ordem, A®[f], contribuird & agdo

Note que (4.1.15) é equivalente a F{A — f) = 0 até¢ segunda ordem. Isto implica que
a diferenca A — f, a scgunda ordem, ¢ um puro gauge. Entdo, podemos concluir que a
solugdo (4.1.24) é essencialmente tnica.
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somente na guarta ordem. Finalmente, temos:

SIf] = Smtestralfu + AL, ol +0°(f) = = [£,20, 43"+

2Tabc

I = m A ). (a126)

[sto pode ser reescalado, f, — %fp, ¢ assim, a teoria AD ¢ finalimente obtida,

Tabc
Slf]= —%e*“’" JEON 5 S 5L ff] - (%L-)f; A+ o' (). (4.1.27)

Isto completa a prova do argumento prineipal.

Pode-se coneluir que YMCS é (dual) equivalente & teoria (descrita pelo
campo f), que eoincide com o modelo auto-dual para uma constante de
acoplamento arbitrdria, m™!, até a quarta ordem em f. As bem-conhecidas
contribuicoes nio-locais apareceriam em ordens superiores em f. A abor-
dagem perturbativa em f foi adotada como um artefato para resolver a
equacio gerada pela abordagem via AM. Realmente, a AM interpola as duas
teorias a esta ordem cm f; e isto é suficientc para assegurar a equivaléncia
entre os modclos, visto que o modelo auto-dual ja é de terceira ordem em f.

Este rcsultado tem conseqiiéncia direta nas identidades de bosonizagao
entre o modelo de Thirring massivo, quando os férmions carregam cargas
nio-Abelianas [10, 56, 57]; devido a quc csta téenica supde uma cxpansao da
acio efetiva até terceira ordemn no campo auxiliar f (um "loop™ e trés pernas

externas).
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Aqui, nossa estratégia fol um pouco diferente da andlise usnal. Atacamos
este problema sob um ponto de vista perturbative, o qual pode ser de ajuda
para resolver problemas similares e cstabelecer outras equivaléncias de duali-
dade entre modelos aparentcmente diferentes, além da vantagem adicional de
tornar mais direto o tratamento de estruturas matemadticas nao-Abelianas.

Esta é, talvez, a aplicacdo mais relevante deste estudo.

4.2 Bosonizagao e auto-dualidade em quatro
dimensoes para grupos nao-Abelianos:
fim do programa.

Nesta scgfo descrevemos um trabalho ainda em andamento. Por isto os
resultados serdo apresentados sem muito detalhe. Um modelo fermionico
massivo néo-Abeliano do tipo-Thirring, em quatro dimensoes, pode ser
também bosonizado de acordo com a ideologia apresentada no Capitulo 3,
resultando numa teoria que pode ser chamada de Auto-dual. Neste contexto,
aparece naturalmente ura estrutura nova para os campos bosonicos, quc os
combina com matrizes de Dirac. Finalmente, se compusermos isto com o
resultado da secho anterior, vilido em trés dimensoes, obtém-se uma teoria
com a forma de YMCS: a consisténcia e estrutura de gauge desta teoria

devem, entretanto, ser melhor investigadas.

Brali¢, Fradkin, Manias e Schaposnik realizaram a bosonizagao da versao
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nao-Abeliana do modelo de Thirring tridimensional, que consiste simples-
mente ern considerar correntes fermionicas que tormam valores na 4lgebra
associada ao grupo de gauge em questdo [54]. Aqui, seguimos a mesma
ideologia para {de acordo com o esquema de bosonizacio que apresentamos
no Capitulo anterior) estender a abordagein destes autore ao caso de qua-
tro diiensdes. Estc cdlculo serd vélido também em escalas de comprimento
grandes comparadas com o comprimento de onda de Compton para o férmion.

Num modelo fermibnico massivo quadri-dimensional com carga de gauge
nao-Abeliana, tal como en 3d, define-se a corrente: j¥ = vk, onde ¢
sao Ny espinores de Dirac de quatro componentes I'na representacio adjunta
do grupo G. As correntes assumem valores na dlgebra de Lie do grupo
de simetria, G, e 7% sa0 as matrizes geradoras do grupo na representacio
adjunta, onde a = 1,...,diin G; e 7 840 as constantes de estrutura,

Tal como no caso Abeliano, podemos definir uma corrente tensorial de

ordem-2, j& = thysly* 4" ]7%; com esta, propomos o dublete:

To = (4a, 3&°)- (4.2.28)

De novo, j# e j# sdo fmpares sob a conjugacio da carga: pys[v#,v" v =
—yCysfy*, v W

Escrevamos, agora, o modelo de Thirring (néo-Abeliano) em 4 dimenstes

INeste célculo, Ny serd simplementc considerado como pardmetro.
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Euclideanas **

. _ — h— :12 j@ e gageg] ) ad
Z(f(:rm} = / D'L"jD'LU e ] (w(@+m}h szmlzJ;wJ By —gad ‘])! :r‘ (4229)

onde m ¢ a massa do férmion e g a constante de acoplarnento do modelo, tal
que ¢° tem dimensdo de inversa de massa.

Analogamente ao caso Abeliano, tcin-se a identidade,

dlr tr( 1152, 600V — 2% |+ L (b8 jOHV o8 jaK|)
dhr |2 auv _jasauy f o nd
nfmf (2337 in7 / DA e NEYT

(4.2.30)
a qual introduz o doublete de campos bosdnicos na representa¢do adjunta do

grupo, A* = (af, b%,).

s

Definindo

AE’Y”Gﬁ+75th'YU]biu = A%, (4.2.31)

onde

7= s D) (4.2.32)

A funcio de particéo reduz-se a:
Zlferm) / DA det(i +m + f) 3] €' (36007 ~aga], (4.2.33)

A seguir, devemos calcular cste determinante através do diagrama de uin

loop e 3 pernas fermionicas. Isto estd de acordo com o procedimento seguido

**Como antes, no espaco euclideano j% #* deve ser redefinido multiplicando-o por 1.
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por Brali¢, Fradkin, Manias e Schaposnik em 3d.

Una expancdo perturbativa direta resulta em:

SefflAm] = Netr(In(@ + m)} + N; Iy ( ! A) +

1.’me @+m
Ny [ ¢ 1 1
7 () () +
) 5\ 3/2
f‘g( g ) t-r( Sy - A)w*m) (4.2.34)

2 \Nym g+m  @+m  F+m

Como no Capitulo anterior, consideramos os termos quadraticos nos campos
bosonicos externos e os célculos do caso Abeliano sao repetidos integralmente;

obtém-sc, também, o termo BF:

2

2
Sg}t?d[A] = WS(T(;_)_E /dﬁlepumaiayb;o = —8@3;—)2 Sgr(A). (4.2.35)

Se considerarmos a contribuicdo de terceira ordem (diagrama de trés pernas),

a a¢ao induzida total fica:

Ser Al :S(,‘S[A]+O4(A) = / Az Tr (,A“gﬁfla +3—;Aaﬂbﬂc) + oM (A,
(4.2.36)

onde
Scs[A] = j d*zTr (A“@AH-JF %bcﬂaﬂbﬂc)l (4.2.37)

32



Deste ponto de vista, é legitimo chamar esta acdo de ”Chern Simons” e
SaplA) = SeslA] + / S Tr (L7, (4.2.38)

de Auto-Dual. Para o caso nao abeliano, observe que esta se reduz 4 nossa
conhecida agdo AD, quando o grupo considerado é o U(1). Note que a
acao AD em 3d também pode ser escrita desta forma, s6 que neste caso os
doubletes ndo sio necessdrios; entio, deve-se tomar A= ¥ AL

Variando (4.2.37), podemos definir o que seria o dual ao tensor de campo
para A

dScs

Fa;l[A] = A = 9Ty (,.YA [@'Aa + Tabc'fqb -ch]) . (4239)

Substituindo {4.2.37) em (4.2.33); podemos ver diretamente que a
acdo {bosonizada) cfetiva final &, a menos de termos de quarta ordem em A°,
a acio AD definida na eq. {4.2.38).

Note que a teoria escrita sob a forma sugestiva:

Sr[A] = [ d'z Qi (Fe? F9) — x ScslA] (4.2.40)

m

aparece como YMCS (em 4d); isto, entdo, seria uma teoria massiva, en-
volvendo wn doublete ein Dy e invariante de gauge, apesar de importantes
objecdes que podem ser feitas a cste tipo de modelos, especialmente quando

a quantizacao é considerada [60)].
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Apesar disto, é possivel mostrar a correspondéncia da acédo (4.2.40) com
o modelo AD achado anteriormente. Isto pode ser verificado com uma AM

da forma:

SMest'ra[A: f] = SCS[A] - / drix Tr [[@-A “ + Tabc -Ab 'Ac]fa + mfafa:|
(4.2.41)

Variando Sajestra cOm respeito a f, obtemos
fot = — et A (4.2.42)

substituindo isto de novo em (4.2.41), é facil recuperar a agdo (4.2.40).
Agora, utilizamos a técnica perturbativa cxplicada no se¢io anterior (cm
3d) para resolver A em termos de f. E, como ¢é de sec esperar, o resultado é
a agao (4.2.38) para o campo f 1.
Finalmente, mencioncimos que é possivel estabelecer uma identidade de

bosonizagao com esta teoria, tal como acontece cm trés dimensdes:
Z(ferm) m/ DAexp St[A]. (4.2.43)

Apesar deste argumento, algumas objecoes conceituais aparecem neste ponto,
e devemn ser melhor investigadas. E possivel rcalmente associar esta tcoria

com YMCS? Estamos lidando com uma teoria de gauge razodvel?

1A menos de termos de quarta ordem, o qual é consistcnte com a ordem considerada
na bosonizagio desde o inicio.
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Entre estas objegoes, encontra-se o chamado teorema "NO-GO” que
estabclece que uma teoria com as propriedades da Sr, ndo pode ser quan-
tizada.

Uma outra objegao é se a simetria desta teoria, constitui realmente uma
simetria de gauge: em particular, poderiamos associar a cada uma destas
transformagdes um clemento em alguma representacao do grupo de gauge
em questao?

No que diz respeito a estas linhas, estamos progredindo, e os resultados

devem ser anunciados cin breve.
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Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas.

O programa de generalizacio da correspondéncia Thirring- AD-MCS, men-
cionado no resumo, foi quase completamente realizado. Como resultado, uma
cnorme classe de teorias puramente fermiénicas, auto-interagindo com car-
gas Abelianas ou ndo-Abelianas, pode ser relacionada a teorias bosonicas de
primeira ordem (AD), as quais resultamn, também, conectadas a teorias de
gauge muito gerais (lineares e/ou ndo-lincarcs).

Como cxplicado no capitulo anterior, alguns problemas formais apresen-
tam-se no caso nao- Abeliano em quatro dimensdes, principalmente em relacao
a estrutura de grupo associada com a simetria do campo de Kalb-Ramond:
no entanto, um importante progresso vem sendo feito recentemente para es-
clarecer este ponto [61]. Esta é uma questdo fundamental, cuja resposta tem
implicacoes nao apenas no contexto desta tese, j& que o campo de Kalb-

Ramond aparece, por cxemplo, como um objeto fundamental no hmitc de

36



baixas energias da teorias das cordas fechadas.
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