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Resumo

Estudamos alguns aspectos estruturals de modelos de campos (uantizados via a
abordagem axiomatica. Primeirameute propomos a extensao de alguns aspectos landa-
mentais que Lém Lido eerto sucesso em sua aplicagio no desenvolvimento de uma Teoria
Quantica de Campos (TQC) propagando enr uma variedade geral de espago-tempo, de
[orma a inchiiv wnodelos de supercampos e wma supervariedade.

Restringimos o estudo as classes de supervariedades que adinitemn uma cstrutura de
variedade corpo suave. Nossas consideragoes iniciam-se com os trabalhos de A, Rogers,
¢ baselam-se na abordagem de Catenacci-Reina-Teolillat to-Bryant, para supcrvariedades.
Em parlicular, mostramos que a classe de variedades de Bonora-Pasti-Tonin satislazem
cortos crilérios garantindo que uma supervariedade admite wma variedade corpo Haus-
dor(l. Esta construciio é a mais préxima do porto de vista dos flsicos os quals considerarn
0 superespaca coma sendo uma variedade dotada de certas coordenadas anti-comutantes,
cujo setor impar ¢ topologicamente trivial. Uma nova construgao de saperdistribuigoes
¢ resultados Gteis do conjunto de frente de ondas sia apresentados. Ainda, wmna gener-
alizacdo da condigio espectral € formulada, usando-se o canjunto de frente de andas de
superdistribnnicoes, que é equivalente & exigéneia de que todas as eomponentes de campo
satislazein, na variedade corpo, a condigao espectral microlocal proposta por Brunetti-
Fredenhagen-Kéhler.

Fom mma outra clapa, propomas uma. desericho axiomalica. alternativa para Teorias
de Campos Naa-Comutlativas (TQCNC), deseritas por Alvarez-Gaumé ¢ M.A. Vazquesz-
Mozo, hascados nas idéias de Soloviev para campos ndo leeais. O axioma da comutativi-
dade local ¢ substituido pela condicao, mais fraca, de que os campos comutam 4 mmna
scparacio espacial suficienternente grande, denominada de comutatividadade assintotica.
Uma gencralizacao da condi¢io espectral para TQCNC, chamada condigao espectral
micralacal analitica (apSC), é lormulada usando a nogie de conjuuto de frente de on-
das das distribuicoes a la Brunetti-Fredenhagem-Kéhler, ¢que ¢ equivalente a condigao
de gue a cnergia seja positiva definida. A questao de wmna possivel vielagao dos teore-

inas de CPT e Spin-Estatistica, causada pela ndo localidade das relagdes de eomutagao
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r# b =, ¢ investigada, Apesar de sua inerente localidade, mostramos que a comu-
tatividade assintética, juntamente com a apSC) sfo suficientes para garantiy a validade
destes leoremas para 8 TQUNC no caso de nao-comutatividade espago-espago. Nos te-

stringimos ao caso mals sitples do campo escalar.



Abstract

We study some structural asprects of quantized fGeld models through an axiomatic
approach. Firstly, we propose the extension of some structural aspects that have success-
fully been applicd in the development of the theory ol quantum fields propagating on a
general spacctime manifold so as to include superlield models on a superrnanifold. We only
deal with the limited class of supermanifolds which admit the existenee of a smooth body
manifold structure. Our considerations are based on the A. Rogers and Calenacci-Reina-
Teofilatto-Bryam approach to supermanifolds. Tn particular, we show that the class of
supermanifolds consiructed by Bonora-Pasti-Tonin satisfies the criterions which guarantee
that a supertnanifold adrnits a Hausdorff body manifold. This coustruction is the clos-
est Lo the physicist’s inluitive view of superspace as @ manifold of some anticommuling
coordinates, where the add sector is topologically trivial. A new construction of superdis-
tributions and useful results on the wavefront sel of such objects are presented. Moreover,
a enceralization of the spectral eandition is formulated using the notion of the wavefront
set of superdistributions, whieh is equivalent 1o the requirement that all of the compo-
nent fields satisly, on the body manilold, a microlocal speetral condition proposed by
Brunetti-Fredenhagen-Kohler. Sceondly, we propose an alternative axiomatic description
for non-commutative ficld theories (NCFT), deseribed by A. Gaumé and V. Mozo, based
on some ideas by Soloviev to nonlocal quantum lields. The local commutativity axtom is
replaced by the weaker condition that the fields commute at sufficiently large spatial sep-
arations, called asymptotic commutativity. A generalization of the spectral condition for
NOFT, namely analytic microlocal spectral condition (apSC), is [ormulated by using the
notion ol Lhe wavefront set of distributions & e Brunctti-Fredenhagen-Kohler, which is
cquivalent to the condition that the energy is positive-definite. The question of a possible
violation of the CPT and Spin-Statistics theorems caused by nonlocality of the commuta-
tion relations [z#, 2¥] = i6# is investigaterl. In spite of this inherent nonlocality, we show
(hat the asymptotic commutalivity, in addition to the apSC, is sullicient to ensure the
validity of these theorems for NCFT in the case ol space-space non-commutativity. We

restrict. ourselves to the strplest case of a scalar field.
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Apresentacao

A metodologia da [istca-malemdtica no estudo de pontos [undamentais em Teoria
Quantica de Campos (TQC) possui status de destaque, quando analisamos o processo
de desenvolvimento desta Learia: questoes relativas a sua construgio e interpretacao cer-
tamente sio abordadas via ferramentas da [isica-matemdiica. Podemnios ver isto, como
nas teorias quanticas de campos relativisticos que devem satisfazer um conjunto de pro-
priedades malentdticas gerais, como as formuladas por Garding e Wightmau 1os anos 50,
conheeidas como os axiomas de Wightman. O estudo dos axiomas de Wightman e suas
consequéncias mateméticas é comumente conhecido por Teoria Axiomética dos Campos
Quantizados. Do ponto de visla da estrutura axiomética da TQC, assume-se a existéncta.
de classes de modelos satisfazendo os axiomas de Wightman [45, 48]. Resultados estrutu-
rais acerca dos campos, livres ou interagentes, sio entfo derivados a partir destes modelos.
Nesta linha, esta tese objetiva estudar de lorna analitica, com o auxilio de uwna [erramenta
matematica denominada Andlise Microlocal, estruturas fundamentais subjacentes as teo-
rias de canpo supersimétricas (assunto que ndo é abordado sistematicamente, salvo em
alguns trabalhios, como em [34]-[43]) e alguns pontos importantes em teorias nao locals,
como a Teoria Quantica de Campos Nao-Comutativa (TQCNC).

A teoria dos campos quantizados é a teoria das particulas elementares ¢ suas in-
teracoes fundamentais. Umn dos exemplos mais importantes, o Modelo PPadréo, que de-
sereve as inleracocs cletromagnétlica, fraca e forte das particulas elementares observadas,
apesar de seu sucesso, nAo incorpora a gravitagdo, e o motivo ¢ a auséneia de uma solugao
para a quantizagio da gravidade, Do ponto de vista tedrico, muitas as tentativas de se
incluir a gravitacao no programa de quantizagio [alharam até este momento. Propostas
alternativas como as teorias da Supergravidade, de Kaluza-Klein, das Supercordas, ¢ mais
recentemente, das teorias de Dranas, da Gravidade Quintica com Loops, da Geomelria
nao-Commutativa ¢ a teoria dos Topos, tém contribuido mmito para revelar a estrutira
hasica da tcoria da gravidade quantica, sem, contudo, formecer resultados conclusivos. PPor
outro lado, uma vez que a escala de energia do Modelo Padrao, ou de qualquer de suas

extensoes supersimétrieas, estd bem abaixo da escala tijica da gravidade quantica, parecc
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razodvel tratar, em um passo intermedidrio, alguns aspectos da gravitagio em uma teoria
quantica de campos, considerando a formalismo que descreve a interacio das campos de
matéria e gravitacional como uma teoria quantica de campos em um espago-terpo eurvo.
Neste cendrio scmi-eldssico, o campo gravitacional ¢ descrito como um campa-de-tundo
clissico, sem dindmica, engquanto os campos de matéria camportam-se de acorde com
a teoria quintica, sendo quantizados como ecampos de Wightman. Em outras palavras,
as Hutuacbes quanticas da métrica devem ser pequenas se cornparadas cam aquelas da
matéria. Aqui o quadro nio ¢ tio completo, mas esta estrutura tem grande aplicabilidade
e Fisica, a mais procminente sendo a descoberta de que wm buraco-negro formado pelo
colapso de esirelas massivas emile radiacao térmica - cleito-Hawking (2] de criagio de
particulas na vizinhanca de huracos-negros. Todavia, mesmo esta modesta maneira de
se considerar os eleitos da gravitacao nos leva a algurnas dificuldades. Devernos lembrar
(jue para se quantizar i campa classico ®, é preeiso definir wn espago de Hilbert 2
de estadas fisicos ¢ uma distribuiciio ©(f), com cardter operalorial que atua sobre 3¢, e
que estdo sujeitos aos axiornas de Wightman. O problema é que, enquanto a majoria dos
axiomas de Wightman pode ser implementada cm um espago-tempo curva, a condicao de
espectro (que expressa a posilividade da energia) representa um sério problema conceitual:
a invarianeia de Poincaré, em particular, as translagOes, nao sao definidas globalmente so-
bre um espaco-tempo curva genérico. Assitn, em geral, nenhuma nogao 4til rle estado de
vAcuo e consequenternente de particulas existe.

Uma possivel solugéo para este problema é escolber uma outra quantidade gue nao
Lenba o cardter de particula e que sirva para rotular estados gquanticos. Esta foi a pro-
posta sugerida por Wald [3], encontrando-se para isto a valor esperado da vaeuo do tensor
energia-iomentum. Sua proposta nos levou ao conceito de estados de Hadamard: os can-
didates ideajs para se escrever estados {isicos [4] para uma teoria quantica de campos
livres sobre um espago-tempo curvo {uma revisio geral sobre o assunio pode ser encon-
trada nas Refs. [5]-[7]). Coube a M.J. Radzikowski {8], aluno de Wightman, tornar a
conexdo entre os estados de Hadamard ¢ a condigao cspeetral muiio mais transparente.
Explorando a analise microlocal, mais especificamente a nogiio do conjunto de frente de
ondas, WF.,! de wua distribuicdo [12, 13], cle provou uma conjectura de Kay [9] pro-
pondo que a condicdo de Hadamard local imupliea a condigao de Hadamard global. Sua
prova foi fundamentada sobre urua condigao espectral geral sobre « conjunto de frente
de ondas de wma distribuiciao de 2-pontos. A nova caracterizagéo de estados quanticos
fisicos proposta por Radzikowski abrin mma via promissora no estudo de TQC sobre wma

variedade eurva genérica, assim uma considerdvel quantidade de trabalhos devotados a

LW F & a abreviagio do inglés para o conjunto de frente de ondas, isto é, wavefront sel.
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este assunto [£0]-[19] vem enfatizando a importincia da téenica mierolocal para resolver
problemas até entao nao solucianades.

Do ponto de vista da Supersimetria, assunio de considerivel mteresse entre [isicos
e malemdticos, ndo vemos esforcos eonsideriveis no scu tratamento pelas abordagens
acima mencionadas. Esla é uma teoria conjectural da Fisica de Particuias Elementares
¢ da teoria das Supercordas que afinna que bésens e [érmions existern aos pares, cacda
componente Lendo a mesma massa. Mesmo depois de quase trés décadas de seu apare-
citnento. existe ainda a crenca gue ela possa desempenhar wmn papel lundamental para
a “Teoria Unificada,” que incorproraria a Mecanica Quantica, a Relalividade Geral e as
diversas teorias de particulas e forgas conhecidas. De fato, apesar de ainda nao sc rev-
elar verdadeira em nosso mundo, a idéia da supersiinelria parece necessaria para gue a
maijor parte das versoes da teorta das Cordas produzam respostas coerentes.? Além disso,
ealeulos ¢ andlises fenomenoldgicas de modelos supersimétricos sda bem justificados com
vistas & nova geracao de aceleradores, que em breve entrardo ern luneionamento, como o
novo super Collider LHC que estd sendo consiruido no CERN, em Genebra, e gue terao
energia suficiente para revelar algumas das particulas supersimétricas preditas, tais como
os neulralinos, sleptons e provavelmente, de forma indireta, dos squarks. Ela tem provado
tarmbém ser una importante ferramenta de ligagao entre a teoria quintica de campos ¢ a
geomelria nao-comutativa {21, 221.

A supersimetria pode vir descrila de diversas [ormas. Uma delas é considerar que o
espaco-tempo possui dimensées exiras além daquelas em gue vivernos. Este ¢ o formalisme
haseado no eonceito de superespago introduzido por Salam-Strathdee. Em contraste a um
espaco-tempo ordindrio, mm superespago genérico é um espago que, além das coordenadas
usuais do espaco-Lempo, é composto de coordenadas extras anticomutantes. As ulfimas sao
chamadas e coordenadas de Grassmann, porque sao valoradas de acordo com as variaveis
de Grassmann, em vez de se utilizar nimeros reais comuns. No entanto, a formulagio usual
de um superespaco [52) é altainente insatisfatdria do ponto de vista malematico. Uma
das principais objecdes ao formalismo eonvencional ¢ a falta de uma definigaeo rigorosa
das prapriedades topalégicas dos superespagos. Esta dificuldade despertou o interesse de
alguns (isicos para a necessidade de se proewrar um formalismo alternativo que permitisse
wn tratamento matemdlico rigoroso de superespagos gerais — supervariedades.

Contribuicoes significativas ao desenvolvimento sobre a estrulura topoldgiea de su-

pervanedades foram dadas por Alice Rogers [25]. O trabalho de Rogers esté fundamentado

2Teoring de cordas miao-supersimétricas revelaram ser instiveis em sons estadaos fundamentais, o que
n&o aconlees se a supersimelria cgtd presente ua escala de encrgia onde as interagdes gravitacionais

tornanese importantes  a escala de Planrk, da ordem de 10 GeV.
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1o assim chamado formalismo da superandlise funcional, desenvolvido com base na teoria
de espacos e dlgehras de Banach. A idéia é ixar una dlgebra de Grassmann %, e equipa-la
com uma estratinra de Banach. Com isso, ¢ possivel estender as proposigoes essenciais da
andlise eldssica (construindo a superandlise) fornecendo aplicagies em teoria de campos.
Segnimentos importantes foram alcangados também por alguns autores |26, 27, tendo
como ponto de partida o trabalho de Rogers. Assim, na primeira parte do trahalho, nossa
proposta é desenvolver um formalismo ¢ue permita estender os recentes resultados obtidos
para as teorias de campos ordindrias sohre um espago-tempo curvo para uma formulacao
supersimélrica em supervariedades, partindo-se da ahordagem de Rogers. Estamos dando
especial atencio para a andlise malematicamente rigorosa de alguns aspectos estruturais

destes modelos,

Dentro do contexto da teoria gnantica dos campos nao-comutativos (TQCNC), uma
formulacio axiomatica tem sido descnvolvida de modo a abarcar adaptagoes que com-
portem os axiomas de Wightman. Mais recentemente, passos nesta diregio foram da-
dos por Alvarcz-Gaumé e Vizquez-Mozo [64], com o objetivo de examinar propriedades
gerais de uma TQCNC bastante restrita, como veremsos mais tarde, modificando-se al-
guns dos axiomas de Wightman padrae. Basicamenie, com o intuito de manter invariante
a relaciio de comutatividade para as coordenadas [z#, 2¥] = i#*, loi adotado como grupo
de simetria do espaco-tempo o subgrupo O(1,1) x S0O(2), gerado a partiv da redugao
do grupo de simctria de Larentz SO(1,3). Isso introduz a nogao do “wedge” de luz as-
sociado ao fator O(1,1) do grupo de simetria. Acrescentando, foi relaxada a rclagdo de
comutatividade local com o objetive claro de tornar a nova relagio compativel com a
estrutina causal necessdria para a forinulagao de uma leoria coerente. Isto fol suficiente
para provar a validade do teorema ligado & invaridncia CPT (simelria assoctada a con-
jugacao de carga, paridade e tempo) no caso de uma TQUNC com nao-comutatividade
tipo espago-espaco. Foi ainda observado por eles que wma fonte de dificuldades na for-
mulacio axivmatica das TQCNC que se propoem a satisfazer os axiomas adaptados esta
intimamente relacionada ao aparecimento indesejdvel de wmm vinculo entre divergéneias
ultravioletas e infravermelhas, o que provavelmente se conligura como a caracteristica
mais surpreendente destas teorias. Na verdade, a existéncia de singularidades infraver-
melhas no setor ndo planar, induzida por divergéncias quadraticas uliravioletas, pode
resultar cm dois Lipos de problemas: na destruigdo da natureza temperada das lungoes
de Wightman e/ou na introducio de estados taquidnicos no espectro, de forma gue o
postulado modificado da comutatividade local nao é preservado. Somos, entdo, levados
a sugerir que talvez a TQUNC abordada nos wrabalhos acima citados necessite de uma

andlise matemstica fundamentada sobre um outro conjunio de principios. Por causa das
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velacoes de comuacio [z#, z¥] = i7", devemos primeiramente observar (ue uma TC-
QN cannporta-se como wna teoria cssencialmente ndo lacal, o que acarvela implicagoes
profundas nas propriedades [isicas por ela descritas. Como cxemplo, na formulagao de
propriedades gerats da teoria dos camyros, a Jocalizabilidade desempenha unn papel fun-
damenral ra cancreta realizacio Iocal dos operadares de campa delinidos sobre o espago
de coordenadas ¢ também na condigio espectral (no espago de energia-momento), que
é alcancada através da localizagdo das fungoes testes. Por este moliva, 03 campos sao
considerados como funcionais temperados sobre o espaco de fungoes testes Z(R™), que
nada mais é que o espaco de Tungdes de Schwartz com rapido decaimento. Entretanto,
a caraclerfstica 1o local das interacoes das TQCNC parcee sugerir gue existam boas
razdes para. CSperarmos yue 0s campos talvez nio scjam temperados ¢ isto nnporia certas
dificuldades na definicdo do que seja a condigio cspectral. Do ponto de vista funcional,
uma clagse mais aprapriada de distribuigbes para se deserever nma TQCONC foi explorada
por Liicke [691-[71] e por Soloviev [72'-[75]. Estes autores mastraram que wma solugao
adequada para o tratamento de uma TQC com inleracdes nao locals pode sex implemnern-
tada tomando-se og valores médios dos eampos com fungoes Lestes pertencentes ao espago
$°(R™), que na verdade consisic nas restrigbes de fungoes tolais® analiticas em C™ para
o espaco R”, cuja transformada de Fourter ¢ justamente o espago de Schwarlz Z(R") de
fungoes O cuja suporte ¢ campacto. O ecspago 8Y(R™) € o menor espago enlrc os espagos
de Gelfand-Shilov [76], $7(R™), onde 0 < 8 < 1, 0 qual nos permite tratar naturalmente
a teoria como uma Leoria de campas naa localiziveis. Os elementos do espaga dual 8 do
espago de uncdes totais sao chamados funcionais analilicos. Uma vez quce os clementos de
$ siio fungdes Lolais, o axioma da localidade nao comporta formulagio de modo usual, ou
scja, ndo existe uma nocdo adequada de suporte para distribuicoes em §°. Portanto, cm
principto, resultados lisicos como a candligio espectral ¢ cansalidade devem ser vistos com
hastante cuidado. Clousequentemente, aspeclos estruturais que dependem dos resultados
acima cilados nio podem, ¢ priori, ser wais garantidos, ula vez (ue wma nova analse
deve ser levada em consideracio. Tal analise scré o principal objeto de estudo na segunda
parte do presenle Lrabalho. Frisamos aqui, mais particularmente, que os aspectos de -
leresse se reportam basicamente 3 possibilidade da existéncia de na simetria CPT ¢ de
wna conexao Spin-Esialistica para eslas teorias.

A presente Lese possui a scguinte estrutizza: no primeiro capitulo farcmos uma breve
revisio da literatura, no que diz respeito ao formalismo matematico de variedades, dis-

wibuicoes em geral, andlise microlocal e apresentaremos tambén alguns resultados rele-

30 terno funcio total foi traduzide do sen respectivo cm inglos “endire,” significando que a lungao €

definida ein todo o espago de releréncia.
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vantes sobre a teoria de campo axiomdtica; no segundo capitulo. farermos wma lormulacao
supersimétrica da teoria quintica de campos sobre variedades gerais, paulados no re:-
anismo axiomdtico: o capitulo lerceiro contém wna nova andlise da TQCONC a luz dos
traballios de Soloviev ¢ Liicke, com suas conscquéncias mais relevantes: finalizando, o
conjunto dos apéndices (de A a D) trazem alguns tdpicos mais bem detalhados {como a

apresentacao de alguns teoremas e algimas demonstragoes).



Capitulo 1

Modelos de Campos Ordinarios sobre uma
Variedade Geral

Este capitulo é devotado a uma breve revisdo de alguns conceilos que desempenharn
papel importante no desenvolvimento desta tese. Alguns ontros conceitos naternaticos
ltets relacionados as estruturas topoldgicas adotadas no decorrer deste trabatho (como
por exemplo a continuidade, 0s espagos mélricos, os conjuntos normados e etc.) podem

ser encontrados no Apéndice B.

1.1 Definicao e Estrutura de Variedades

O estudo de variedades é bem estabelecido matematicamente ¢ podemos eneontra-lo
[acilmente na literatura matemdtica corrente, seja em livros sobre Andlise; seja em livros
devolados ao estudo de Topologia ¢ Geomelria Diferencial.

De uma forma tacila ¢ simples, podemnos definir que uma varicdade de dimensao m
é nm espaco topoldgico geral que localmente apresenta um isomorfismo eom o espago

métrico R™. A definicdo matematicamente mais rigorosa sc esté apresentada a seguir:
Definicao 1.1.1. M ¢ umn variedade diferencial de dunensan m se:
(i) M & um espaco Lopoldgico;

(ii) M ¢ providp de uma familia (ailas) de pares (as suas cartas) {{Us. 0:)}, onde U;

é uma mzinhanca de coordenada;

(ii5) {U.Y ¢ wmna famdlic de conjuntos abertos os quais cobrem M, ou seja, | J; Ui = M

e &; ¢ wm homeomorfismo de U; em wn conjunto aberto U] € R™;

{iv) Dados U; e U; tais que U; N U; # @, 0 mapa dy; = dudy b de o;(U; NU;) para

8
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o (U 0 U;) € infinilamente diferencidvel ou da classe O™ este mapa é comumente

conthecido cotno mape “overlapying.”

A fangao ¢; ¢ chamada [uncdo coordenada ou simplesmente coordenada de um ponlo
p, sendo também representada por m fungoes {z'(p),...,2™(p)}. Cada um dos terrnos
2*(p) chamamos também de coordenada. Um ponto da varicdade nao depende de como
a. coordenada ¢ escolhida.

A unido de dois atlas {(U;, &)} e {{V;, ;) }, que por sua vez tamhém € wmn atlas, é dita
compabivel. A compatibilidade é uma relagio de equivaléncia e sua clagse de cquivaléncia
¢ urna estrutura diferencidvel. Dizemos entao guc atlas mutuamente compativeis fornecerm
a mesma estrutura diferencigvel para a respectiva vartedade.

Um mapa relacionando uina variedade m dimensional com uma outra n dimensional,
digamnos, f : M — N ¢ dito diferencidvel ou suave em um ponto p se ao tomarmos uma
carta (U, @) em M e outra carta (V) em N, com p € U e respectivainente f(p) € V,
tivermos a represenlagao:

"llillo‘f(_b_l - }Rm _ }Rn :

como integramte da classe C™ com relagdo a cada coordenada x#(p). Para verinos que
a diferenciabilidade de f nao dependce do sistema de coordenadas, considerc duas carlas
(Lh, ) e (U3, ¢n) que se inlerseccionan. Seja g um ponto da interseccao, cujas coorde-
nadas via &, sdo {zI'} ¢ via @, sio {15} Note que quando expressamos [ om termos
de {4}, cla assume a forma ¥ fé]*, e se cxpressarmos em termos de {25} | temos que
eyt =W e (17 ). A funcio de transicio y; = ¢, ' ¢ infinitamente diferencidvel,
visto gque estamos trabathando com vartedades diferencidveis. Assim, ntilizando uma forma
de represcntagdo mais siinples e wsual (y = f{x)), temos que se f{z) ¢ € com respeito
a oy ¢ 21 (7,) € C™ com respeito a 24, entio y = f(z,(x2)) é também C° com respeito &

Scy = ¢ f¢" ¢ continna ¢ possui inversa taunbém continua, M é homeomdrfica a
N e y & umn homeomorfismo. Apora, se y = ¢ fe™" ¢ C™ e inversivel com sua inversa
também de mesma classe, cntfo estamos tratando de wn difcornorfismo, e dizemos que
M é difeomorfica a N. Evidentemente, se duas vartedades sdo difcomdérficas entre st, clas
també compartilhain da mesma dimensdo. Para wma maior clareza de interpretaco,
podemos lacilmente diferenciar os espacos difeomdrficos, aqueles que podemos deformar
um no outro de forma suave, dos homeomorficos, 0s quais podemos delormar nm no outro
também, porém, de maneira coniinua.

Apresentamos agora um exemplo simples ! de espaco topoldgico que é uma varie-

INa verdade, o exemplo mais simples € o espago Euclidiano B™ | onde uma caria simples ¢obre todo
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dade diferencidvel: o S2. Podemos identificar nma esfera bidimensional no espago de trés
dimensocs pela restricao:

;z.r2+y2+z?‘——*l

¢ ag vizinhangas de coordenadas por

U = {la,y, 7)€ 5% x>0} (1.1.1)
Uy = {(z,9,2) € $* y> 0}
U, = {(z,4.2) € 5% 2> 0}
U, = {{z,y.2)€ $* xz<0}
U, = {(wy.2)e S y<}
U.. = {(z,4.2) € §* <0}

Delinimos {ambém os mapas de coordenadas dos I, ’s — R? como:

(_,'5_.54_(-?}, y,Z) = ("-)'"') (112)
Gyilry, 2y = (2.2)
(.D::-r ("1'.? . Z) = (,‘L’, U)

¢ da mesma forma para os U_'s — em R?

Or{r,y.2) = (¥.7) (L.1.3)
Gy (v, y,2) = (2.7
d._{x,y,z) = (x.y)

Desta forma, construimos as fungées de transi¢io, como por exemplo, (_ﬁy_c_?);i dada
por:
Gy-0rl t (g,2) = (—(1—y* =21 2)
(que ¢ infinitamente diferencidvel na intersecgio de Uy com Uy
O exemplo acima loi de cardler apenas ilustrativo, uas proximas secoes definiremos
algrmas propricdades de interesse fisico relevante que culminard na escolha de uma vari-
edade, na qual podemos desenvolver uma leoria de campo evilando alguns problemas de

o cspago © podemos identificar ¢ come um mapa identidade.
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ordem pratica. Com cste objetivo, & interessante lembrar que wmna variedade que venha a
ser candidata a representar nm espaco-tempo e {fsica moderna deve corresponder a uma
estrutura diferencidvel equipada com uma métrica (ver Apéndice B, que se refere ao de-
tathainente das estrutwas de Espacos Topoldgicos) Loremziana, visto que é a inétrica que
impoe uma estrutura particular causal ao espago-tempo. Na se¢ao seguinle nos deteremos

nestes detalhes.

1.1.1 Variedade Globalmente Hiperbolica

Do ponto de vista de se construir uma teoria quintica de campos sobre wn espago-
tempo de fundo curvo, torna-se imprescindivel escolher numa variedade gue venha mocular
aste espago, sem que o mesma forneca {{istca e malcmaticamenle) problemas que prej-
udiquem a consisténcia e coeréncia de suas interpretagoes. Um excrnplo claro que podemos
levantar é o caso de possiveis variedades que suportam a exisiéncia de curvas do tempo
fechadas. Em wm suposto experimento formulado por K. Thorne [97], em que duas cor-
das cosmicas (objeros Lopoldgicos macrosedpicos resuttanies das solugoes das equagoes de
Einstein com simetria cilindrica) passam uma pela outra com velocidade relativa proxima
4 velocidade luminar, cria-se wmn espaco-tempo na regiao de [ronteira onde exisle ener-
gia suficicnte para gerar curvas temporajs lechadas. O problema entao fica evidente: a)
primciramente precisariamos eliminar todas as teorias [undamentadas na existéneia do
principio de causalidade e b) mesmo gue abandonassemos por complelo este principio,
chegariamos ao absurdo de ter que considerar, em wna viagem numa curva temporal
fochada, energias infinilas (devido ao constante e cterno desvio para o azul. regulamen-
lado pelo cfeito Dopler relativistico).

Portanto, vamos considerar que nma dada variedade possua o minimo de condigoes
para que uma formulagio de teoria fisica faga sentido. As vauiedades ditas globalmente
hiperbolicas sio fortes candidatas a uma construcao de teoria de campo e espago-tempo
curvo adequada. Estas consistem de variedades suaves (espagos topologicos) .4 que sao
cspacos métricos quadri-dimensionais (na verdade, qualquer dimcensio é possivel) com
suas métricas suaves ¢'s de assinatura iipo Lorentz (+,—, -, —). Iiste espago pode ser
snavemente foliado por uma familia de superficies acausais, chamadas de Superticies de
Cauchy (SC) [6], significando que a referida variedade deve ser topologicamente equiva-
lente ao produto cartesiano de R por hipersuperficies suaves tipo espago, que denotaremos
¥ {uma SC). A hipersuperiicie ¥ intercepta qualquer curva tipo tempo inextensivel (ilim-
itada) no maximo uma vez. Além disto, para cada x € .# podemos atribuir um conc

do Iuturo e um do passado de forma continua, ou seja, a variedade em questao € tem-
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poralmente orientdvel. Somando-se a isto, exigimos que a variedade .# possa admitir
uma estrutura espinorial, para que possamos definir espinores sobre a mesma. Observe
(ue uma variedade com a propriedade de orientabilidade temporal admite, ao menos em

quatro dimensdes, wma estrutura de spin, como [risado por Geroch [31}.

1.2 Campos e Distribui¢ées sobre uma Variedade

Na Fisica Quéntica, exatamente como na Fisica Classica, o conccito de campo serve
para implementar o principio de localidade. Contudo, a simples defini¢do dos campos
como funcies assurninda valores em um certo ponto x, em um certo wnstante 1, como
aconteee no caso do campo eletromagrético classico, pode produzir resultados nem sempre
bem defimdos. Umn exemplo é o cdleulo da energia potencial eletrostética. Na eletrostalica
cldssica essa energia 6 expressa pela imegral U = [ { d®x |E(z)|*, onde [E(z)}® representa
a densidade tolal de energia. Essa integral nao é bem definida fisicamente, visto que a
medida [eita da quantidade em questdo em torno de um ponto gera nmna singularidade.
Clontudo, integrais corno essa estio ligadas a uma determinada grandeza fisica ¢, portanto,
devern ser “manipuladas” corretamente de tal modo a nos penmitir exirair alguma resposta
nmensuwravel e fisicamentic interpretavel.

O problema das singularidades nio esta relacionado apenas a Fisica, mas tambcém a
maneira de incorporar a Materndatica na desericiio de suas teorias. Na realidade, o que se faz
experimentalmente ¢ uma medi¢io de uma grandeza derivada dos campos ern mma certa
regifio, por micnor que ela seja. Isso significa que os campos s6 podem atnar em regiocs
finitas do espaco-tempo. Essas dificuldades sio contornadas assumindo-se 0s campos eomo
distribuicoes, isto €, considerando-se somente a média ne espago-tempo dos campos com
funcoes suaves f(z) — as conhecidas lungdes teste — sobre a variedade onde a leoria €

definida, ou seja:

O(f) = /lf_ﬂ:r_.' o (x) [ (x) . (1.2.1)

Na, TQC, a cscolha da classe dessas funcoes teste deve levar em conla 0 fato de que
0s campos devam salisfazer o principio da causalidade de Einstein: opcradores que sao
suavisados {ou do inglés “smeared”) via fungdes teste, cujo suporle lem uma separagao
tipo-cspaco, devemn comutar no caso dos operadores de carmnpos que respeitam a estatistica
de Bose (ou anticomntar no caso de operadores de campos que respeitam a cstatistica de
Fermi). lsso, de certa forma, nos obriga a tomar o espaco das [ungoes teste como sendo
0 espago que contém somente elementos que desaparceem identieamente lora de uma

regifio limitada. Paralelarnente aos cuidados que a fisica exige, existe também por parte
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da matemdtica uma certa exigéncia lormal de se arupliar o conceito de fungao para wina
distribuicio, permitindo assim lornar precisas varias manipnlagtes matemalicas que nao
seriam possiveis via calenlo diferencial usnal, como por exemplo a operagao de diferen-
clacio. A teoria das distribuicoes renedia tal incoveniente: o espago das distribuigoes é
esscicialmente a menor extensao do espaco de fungbes continuas onde a diferenciagao é
scropre bem definida. Fungoes “singularcs”, como a fungio & de Dirac ¢ suas derivadas,
também ficain hem definidas do ponto de vista da teoria das distribuigoes, assim escreve-

/ e §(z) f(z) = [(0) . / da: 69 (@) f(z) = ["™(0) (1.2.2)

onde f{a) é alguma funcéo ( sobre R) suave apropriada.

Expressoes como as que aparccein em (1.2.2) sdo conhecidas como funcionals. Os
funcionais (ao contrdrio de urna fungio f(x) sobre R", que associa a cada ponto x € R*
wim ndmera y = f(z), que é o valor de f ewr 2) associam um nimero | dx f{x)p(z) para
toda fungio ¢(2) pertencendo a uma certa classe ¥ . As fun¢bes em J¢ sdo chamadas
fungdes Leste. Assim, em (1.2.2), a “funcdo” ¢ e suas derivadas desempenham o papel
de funcionais lineares associando um miunero a cada fuugao teste f() suficientementc
bem comportada. Note que o guanto uma fungdoe teste deve ser suficienteinente bem
conmportada depende do conjunto de distribnigdes que atuam sobre classes especificas
cdessas funcoes de modo a termos controle sobre as integrais.

Reversamente, classes diferentes de distribuigdes, por sua vez, exigem classes também
diferernes de funcies teste para que a integral do tipo [ dx f(z)p(z) seja bem definida.
Clorno uma regra [34], é de suma inportancia analisar o comportamento da distribuicao
definida junto ao infinito. Por exemplo, se consideramos o espaco das distribuigoes formado
por funcoes sem qualquer restrigio ao scu crescimento no infinto, entag, esse espaco éo
dnal do espaga composto por nngdes teste p(x) = (a1, ..., 2.) € CF(R™), que vem a ser
o espaco das funedes que sio infinitamente diferencidveis sobre R™ e desaparecerem fora
de alguma regido limitada, com condigdes severas de decresciinento no infinito para gue o
alor tomado na integral seja bem comportado. O cspage das distribuigoes pertencentes
A esta clusse & sinbolizado por @ (R™), ¢ denotamos por exlensaa camo sendo Z{R*) o
espaco das Tungoes p € C° (R™).

Uina classe mais ampla de funcdes teste, simbolizada por &(R™), € formada por
funcdes {x) que, ao invés de serem identicamente nulas fora de uma regiao limitada,
decaew rapidamente a zero quando z — oco. Os correspondentes funcionais sdo chama-
dos de distribuicdes temperadas, sendo que as fungdes gue compdem esse espaco devem

crescer no maximo polinomialmente 1o infinito. O espago das distribuigbes temperadas é
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shnbolizado por #/(R").

Agora, se econsideramos o espago das dislribuigoes de suporte compacto, simbolizado
por &'(R™), 6 cspago sobre v qual essas distribuicbes aluam ¢ coruposto por fungoes teste
infinitamente dilerencidveis sobre R, Representamos o espaga dessas fungges por & (R™).
Assim, intuilivamente temos £ C .% C 9 ¢ @ < .¥ C &. Veremos em segnida onde
serao aplicados estes conjuntos na teuvria de campo.

Funcées snaves® podem obviamente ser inclnidas na classe das distribuicoes, uma vez
que para loda funcdo deste Lipo a integral do produto de tungdes suaves com aquelas
“suficientemenie” bem cumnportadas é bem defimda.

A escolha precisa do espago das fungdes teste desernpenha um papel nnportante na
teoria quantica de campos relativisticos sobre um espago-tempo plano convencional. Na
composicio de campos adota-se tradicionalmente, por razdes bemn conhecidas, o cspago
de Schwartz (que anteriormente denotamos por .5 (R")) de fungdes de classe suave (no
sentido de ser infinitamente diferencidvel) que vao a zero no infinito, junto com todas as
suas derivadas, mais rapido do que qualguer poténcia de 1/]z|. Em outras palavras, para
a*D? f (z)] sdo finitas. Assim,

loda funcio f € .% (R") as seminormas || f|, ;5D epn
0 seu respectivo espaco dual S (R?) é composto pelas distribuigbes temperadas. A es-
colba de . (IR*) como o espagu das {ungdes teste pode ser justilicada cssencialinente pela
propriedade de dualidade sob a transformada de Fourier: como certas propriedades das
campos sao formuladas no espago das momentos (como a condigdo espectral), é interes-
sante que a transformada de Fourier das fungoes teste, f(k), comyprartilhe de propricdades
semelhantes da lungdo f({z). Assim f(k) deve ser suave ¢ desaparccer, junto com todas
as suas derivadas, mais rapido que qualquer poténcia 1/|k| quando & — oc. No entanto,
sobre um espaco-tempo curvo, em geral nio existe wn andlogo do espago . Torna-se
impartante a escolha de uma outra classce de [ungoes teste.

Um espaco de [uncées teste que pode ser definido sobre wma variedade curva e que
geralimente ven sendo adolado € o espago C7P(R") de fungbes suaves de suporte com-
pacto.® Usando as seminormas || fllxa = supyex |[D*f(2)], onde K é nm subconjunto
compacto de R, podemos definir convergéncia em C3°(R™) de uma sequéneia {f*}, ou
seja, para cada k temos que o supp /¥ C K tal que existe uma (ungdo f € CF°(R™)
que satisfaz a condicdo || f* — fllxe — 0 quando k — oo para todo . Esta nogio de

convergéncia gera uma topologia que torna Cg°(R™) um espago vetorial topoldgico. O seu

2Em geral, tratiunos o termo suave agui como fungdes ordinariamente integrivels, mas logo adiante

falareimos sohre snavidade com o seutidn de a fungho ser infinitaunente difereneciavel.
30 suporte de nma fungio ¢ o formade pelo conjuntn de pontos para os quais a fungao tom valor

diferente de zero. Compacto signilica aqui limitadn ¢ lechado.
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vespectivo dual, chamado cspaco das distribuigoes sobre R, é representado por 2'(R™),
como vimos anteriormente,

A extensio das distribugdes 2'(R") para variedades serd leita de acordo com Hor-
mander 130]. A varicdade do espago-tempo .#," é assumida ser um espago de Hausdorff,
coberto por cartas {X,, ko), onde os conjuntos abertos X, sao homeonmorficos a conjuntos
abertos em R*. Uma estrutura €™ sobre .#, ¢ uma familia F = {{Xa, ko) | @ € I} de
homeomorfisinos k,,, conhecidos como fungoes eoordenadas (chamadas também de mapas)
de conjuntos abertos X, C .4 sobre conjuntos abertos )?a C R*, tal que (i) se k,, ks € T,
emdo o mapeamento kg o k' ko (XaN Xg) - ka{XoN Xg) € infiuitamente diferencidvel,
(it) Mo\ ), Xo Considere [ € Cio(R") como o conjunto de [ungdes €7 de suporte
compacto en X, ¢ R Entao, podemos representar cada f com a ajuda de fungbes
f de suparte compacto em .#y por f = f okt para cada k,, onde fe ().
Elementos de % (.#,), o dual topoldgico de Ci°{.#q), sio distribuicbes u sobre .4, lats
que podemos associar a elas colegbes {ug, i, e de distribuigdes g, € P(X,) de forma
que # é unicamente determinado por wy, ¢ pclas relagdes u = ug, © k.. Além disso, visto
gue para qualquer outro sistema de coordenadas se temn « = g, © kyem (X, N X3), segue
que u, = (k, 0 k},}l)"‘uk“ =y, ok, 0 kl_,;l) em (X, N Xy).

1.3 Descricao Axiomdtica da Teoria Quantica dos Campos

A abordagem axiomdrica em TQC caousiste em estudar as consequéncias de um
conjurto de alguns postulados fundamentais da tearia, como a invariincia relativisiica,
a localidade, a existéncia e estahilidade do vidcuo, para verificar se os principios basicas
sugeridos pelos dois pilares da fisica moderna, a Teoria da Relatividade ¢ a Mecédnica
(Quantica, sdo logicarnente consistentes.

Fxistem duas linhas que fazem o papel de carro-chele na desericiio axiomatica: a teoria
de Wightman e a abordagem algéhrica. Engquamte a Glthma se preocupa prineipalmcnte
com as relagoes algébricas entre as observaveis definidas via ajuda do espaco de Hilbert,
a primeira se ocupa basicamente em lundamentar, lisica e matematicamenle, a atuagao
de campos quinlicos sobre o cspago de Hilberl. Comecemos agora a desercver aspectos

relevantes da teoria de Wightman,

4Neste capilulo # denotari wa variedade ordindria, enquanlo no capitule seguinte, A denolarid

mna supervaricdade.
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1.1 Azxiomas de Wightman

Umt aspeelo muito importante da Leoria dos campos gquantizados é o fato de muitas
propriedacdes poderem ser expressas completamente partindo-se do valor esperado do
vacuo de produtos de operadores de campos. Se §) representa o vicno, enlao o valor

esperado no vacuo do produto  { f) & (¢) satisfaz a seguinte relagaa:
(0,8 ([)© (5) Q) = (2, & (f) 2" (4) )

=27 (/). 9* (9)]

L)t (= gmt) g )

4

com f, g € 2(RY). At{x —y;m?) € Z'(RY) ¢ um tipo de dislrihuigio de dois pontos (veja

detalhes do desenvolvimento no Apéndice C). Entao deline-se:
1 .
Wale,y) = (0 o ()()Q) , A (& — yim?) (1.3.1)
4

A distribuicio #a(z, y) é chamada a *fungio™ de 2-poatos do campo escalar de massa m.

Distribuigoes do tipa
Wy (o, om) — (e () oo (2,) 82) (1.3.2)

vunbére podewn ser consideradas. Os valores esperados do vacuo de produtos de operadores
de campos como acima sao chamados distribuigdes de Wightman ¢ as correspondentes
“funcoes” #, (xTy, .. .. ), fungdes de Wightman de n-pontos.

Através do Teorema de Wick, verifica-se facilmente que a estrutura combinatdria das

funcoes de Wightman satislazem as seguintes relagoes:

o (Z1. .. 2 =0 Joru >0, (1.3.3)
Hon(Tr, .. &n) Z Wolze, xi VWi, 1, ) - Wa 2, Tp ) (1.3.4)
#1 o iz,
"‘:.‘\:(‘-jk

Wl veees e thislindos

para n > 1. Este fato nos permite concluir que se conhecemos as fungoes de 2-pontos,
soros capazes de consiruir todas as fungoes de n-pontos, com n > 2, e assin obter
informacdes relativas ao espectro da teoria.

Para muitas propositos, a base da formulagao de uma TQC inicia-se a partlir de
um dado conjunto de funcoes de Wightman que sdo asswmidas salisfazerem as seguinles

propriedaces:
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Ax.1 Funghes de Wightman sao distribuicoes temperadas:
4x.2 Funcies de Wightman sao invariantes soh o grupo de Lorentz nao homogéneo;

4x.3 Condicao espectral: as transformadas de Fourier dag funcdes de Wightman possucm
suporfe na regiao

n—1L it

{ (pr..-.,pm) € R™ | meVip+me V+T.‘.,ij eV,, =1 }
g1 |

el
ix.4 Comutividade local;
Ax.5 Condicido de positividade defimda.

A forma de se construir o espaco de Hitbert e operadores de campos a partir das
[uneées de Wightiman ¢ bem conhecida 48}, Em termos do espago de Hilbert ¢ dos oper-

adores de campos, as propriedades acima sio equivalentes as seguintes condigoes:
Ax.1" Existéncia de win cspaco de Hilbert com uma inétrica positiva definida;
Ax.2" Existéncia de distribuices Lemperadas com valores de operadores de campos;

Ax.3' Existéncia de nma representacio unitdria do grupo de Lorentz ndo hornogéneo, tal

que os operadores de campos s4o covariantes sob sua representagao;

Ax.4' O espectro do operador energia-momento estd contido no cone (fechado) de huiz do
futuro. Esta condicio é equivalente & candi¢fio de que os operadores pg ¢ p? sao

amhbos positivos;
x5 Os campos sao campos locals;

Ax.6' Existéncia e anicidade do estado de vdcuo 1€2,) com as seguintes propriedades: (2
=2
ele ¢ 0 estado de mais baixa encrgia e é associado ao valor zero para o autovalor de

po, (#1) ele é invariante A esquerda via a atuagio de todos os operadores U(A, ) e

Ax.7' Ciclicidade do vécuo, significando que podernos construir wm conjunto denso no
espaco de Hilbert via a aplicagao de produtos de operadores de campo neste estado.

Esta condicao garante que o espago de Hilbert nao ¢ muito grande.

Como um comentirio, lembramos que um conjunto de fungdes de Wightman que
satisfazem o primeiro conjunto de axiomas acima, defermina unicamente um modelo que
possui 1odas as propricdades para uma formulagio de uma TQC. Este resultado € a

esséucia do teorema da reconstrugio de Wightman [95].
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1.3.2  Abordagem Algébrica da TQC

No tratamento de uma tcoria quintica de campos em espago-temnpo plano, a exas-
téncia de uma representacao unitaria do grupo de Poincaré resurito, 32’1, com geradores P,
satisfazendo a condigio espectral spP, C V', torna-se crucial. Este operador unitédrio tem
win papel chave na cscolha de um estado de vaeno preferencial, ou seja, cle seleciona qual
estado é invariante sob o grupo de translagoes. Escolhemos nn sistema de estados fisicos
completo, com energias positivas, que vem a ser o amnbiente adequado para se defimr wn
esiado de vécuo e consegquentemente o espaco de Fock, .#. Definimos, entao, observdveis
como operadores em .F que atuam sobre os estados. Entretanto, a caracterizagao do
vicuo emnvolve aspectos globais e, no caso de wm cspago-tempo curvo, nio & evidente
como se seleciona um estado prefereneial. Como jd mencionado na introdugao, devido
A falta de um grupo global de Poinearé, nio existe um critério de selegio andlogo em
espaco-tempo geral: temos que lidar agora com o problema de como definir umn estado
de vacuo de referéneia adequado, Para entender o significado desta questao sobre outro
ponto de vista, observamos primeiramente que uma teoria definida em uma variedade
de Loreutz globalmente hiperbélica pode ser reduzida, ao menos localmente, ao espago
tangente a um dado ponto, onde negligenciamos os possiveis cleifos gravitacionais. A
{eoria Do espaco Langente reduz-se a uma teoria quantica de campos livye em urm espago
de Minkowski, a gual possui uma invaridncia local translacional e, consequentemente,
um estado lnvariante preferencial pode ser implementado por uma mapeamento unitario
Iocal. Todavia, este operador unidrio depende da regiao onde atua e nao existe operador
unitdrio que faca tal mapeamente para Lodas as regides abertas simultanteamente. Assim
s¢ estabelece o problema de como caracterizar estados fisicos. Para uma discussao do
problema em uma variedade geral, uma formulagio conhecida como abordagem algébrica
para teoria quantica de camnpos (para maior clareza, veja [45, 6, 7]) foi desenvolvida de
modo & Lentar contornar este e mais alguns outros problemas, bascada no fato, de que
agora, todos os estados devem ser tratados em pé de igualdade, cm espeeial os estados
que aparecern relacionados as representagocs inequivalentes unitarias, fazendo com gue a
escolhia de estados preferenciais seja protelada.

A abordagem algébriea envolve, entre outros conceitos, a teoria de Algebras x, seus
estados e ainda representacocs no espago de Hilbert. Nesta formulacao os objetos basicos
sd0 as dlgebras geradas por observiveis localizadas ern uma dada regiao do espago-tempo.
Ein geral, os campos neste contexto sao vistos como espéeies de coordenadas das algebras.
A questdio essencial aqui é que loda 6 informagdo fisica deve estar iuserida na estrutura
das observéveis locais. Haag e Kastler introduziram wna estrutura matermdtica para o

conjunto de obscrvdveis de um sistema fisico, propondo wna selegdo de axiomas ( os
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charmadados de axiomas de Haag-Kastler [46]) para redes de dlgebras C* que mais tarde
foram generalizados por Dimock [47] para observiveis locais em variedes globalmente
hiperbolicas. Recentemente, uma nova abordagem para o modelo foi introduzida, de um
modo independente, pelo grupo Brunetti-Fredenhagen-Verch [16| [20] de forma a incor-
porarem, no senlido local, os principios de covaridncia da relatividade geral fornecendo
assim umma mancira de abordar a teoria quantica de campos localinente covariante. O
formalismo de Haag-Kastler-Dimock pode ser resgatado a partir desta nova abordagem
COmMO caso cspecial.

A sepuir, apiresentaremos alguns conceitos e resultados Léenicos basicos relativos a
abordagem algébrica.
Definicio 1.3.1. Por uwma dlgebra A de classe C* | enlendemos uma dlgebra de Banach
sobre C dotada de umnae operacio chamada involugio, gue pode ser lraduzida pelo mapa

A A* de U em A colecionundo as sequinte prapriedades pare lodo elemento A, B € 9,

¢ todo ndmere o, 3 € C:
(i) (A) = 4,
(ii) (a A+ 3B) —ad” + 3B*,
{iecr) (AB)* = B*A*,
(iv)

AN B e |47 A]l = LAY

ABY <

As ohservaveis sdo descritas por umna rede de dlgebras locats, as quais assinalam para
cada conjunto aherlo limitado & C .# {ama variedade geral) uma dlgebra C* A(L).

Definimos assim Ay, |, A(€) como dlgebra total de observavers locais.

Defini¢ao 1.3.2. Um cstado w de wma dlgebra C* A € um funcional lineer conlénuo
w A — C, de forma que, se a dlgebra possui um elemento identidade, w(l) = 1 €

w(A*A) > 0 pare todo A € .

Definicao 1.3.3. Seja # um espago de IHilbert € § C B(H') v subconjunto de oper-
adores limmitados sobre o espaca de Hilbert. Um welor Q € S € dito ciclico em S se o

congunto de velores {AS), A € S} é denso em 5, ou sejo, ALY = F°.

Apresentareinos agora uni inportante resultado que explica como proceder a transi-
¢éo entre a abordagem usual da teorida quéntica de campos e a sua abordagem algébrica
respectiva: a construgio chamada GNS {devido ao nome de seus inventores). Seja w am
estado de uma dlgebra C* A . Construfnos um espago de Hilbert 5%, e uma representacao

da algebra 2 (algebra de operadores limitados atuanda sobre F#,) denotada por 7, de
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forma que 7, (A*) = 7,(A4)*, onde () & o simbolo de involucao para todo clemento A € 2A.
Sc a Algebra possui elemento identidade, entio existe Q € S, e w{A) = (€2, 7,(A)2) »..
Este vetor é ciclico para 7,.(A). O cspaco de Hilbert é o espago dado pelo quociente
AN, com N, = {N € A | w(N*N) = 0} definido pela classe de equivaléncia [4] =
{A+N
sesquilinear {[A]. [B]) = w(A*B) 3. Isto significa que & cada estado no sentido algébrico

N € N, A € A}. Assimn, é possivel definir um produto escalar como uma forma

wry 4

correspoile um estado no sentido usual em alguma construgao do espago de Hilbert.

1.4 Conjunto de Frente de Ondas de uma Distribuigao

O estudo de singularides das solugoes de equagtes diferenciais torna-se simplificado e
aprofundado quando utilizamos a ferramenta de anélise microlocal. Ela nos leva & definigao
de conjunto de frente de ondas de uina distribuiéo, represcutado por WF, que é uma
desericao refinada do espectro de singularidade. Nogdes similares foram desenvolvidas por
Sato [55], Lagolnitzer [56] e Sjostrand [57]. A delinigio mais comumente nsada ¢ a adotada
aqui segue-sc devido & Hormander. A terminologia apresentada refere-se a uma analogia
entre o estudo de propagacao de singularidades e a construgdo classiea de propagacao de
ondas encontrado nos trabalhos de Huyghens.

O pomo chave da andlise microlocal se reporta a transferéncia do estudo das singu-
lartdacles de distribuiches no cspago de configuraciio para sua andlise somente 1o espago
de fase, explorando neste espago de frequéncias as propriedades de decaimento das dis-
tribuicdes definidas no infinito e propriedades de suavidade de suas transformadas e
Fourier. Para uma distribuicao u introduzimos seu conjunto de ondas W F(u) como um
subconjunto definido no cspaca de fase R™ x R™. Devemos interpretar us pontos {(, k)
no espago de lase como determinantes daquelas diregdes singulares k de comportamento
“sruim” da transformada de Fourier #, tomada no infinito, que saa responsaveis pela nao
suavidade de u no ponto x do espaco de configuragbes. Entdo devemos em geral exagir
que k # (0. Um ponto relevante ¢ que WF(u) é independente do sisterna de coordenadas
escoilido, podendo ser earacterizado localmente.

Asgsimn como ¢ eneontrado na literatura [30], wma distribuicao de suporte compacto
u € &(R*) é uma funcio suave se, e somente se, sua transformada de Fourier # deca

rapidamente no imfinito. Devemos entender por decaimento rapido no mfinlo, que para

51 bom notar aqui que a definigio do espago de Hilbert simplesinente como sendo composto pclos
clewentos da dlgebra A, ¢ nio por clanentos de nma classe de cquivaléneis, ndo nos levaria a um produto

cxealar bem definido.
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todo inleiro positivo N, existe uma constante Cy, dependente de N, de forma gue

k) < (L+ W) N0y, VYNEN; keR". (1.4.1)

Por oulro lado. se 1 € &(R*) ndo for suave, cntdo as diregoes ao longo das (uals & nao
decai sulicientemente rapido devem caraclerizar as singnlaridades de w.

Para distribuiches (ue nao possuem nccessariamente um suporle compaclo, temos
ainda que verificar se sua transformada de Fourier decai rapidamente em nma dada regiao
V alravés de uma técuica de localizacio. Mais precisamente, se V. C X C R cu € P'(X),
podemos restringir u 3 uma distribuiio ujy em V estabelecendo que uly (¢) = u(@), onde
& ¢ unia fungao suave com suporte contido e uma regiao V, com d(2) # 0, paratodo x €
V. A distribuicio u{é) pode entido ser vista como mmna distribuigao de suporte compaclo
em R”?. Sua transformaca de Fourier serd definida como uma distribui¢ao sobre R™, e
deve satisfazer, livre de singularidades em V C R*, a propriedade (1.4.1). A partir deste
ponto de vista, Lodo desenvolvimmento é local no sentido em que someme o comportamento
das distribuictes em uma pequena vizinhanga arbitraria do ponto singular, no espago de
configuragio, é rclevante. A seguir veremos alguns resullados importantes na construgao

da tcoria.

Lema 1.4.1. Considere u € 9'(R*) e ¢ € Cg°(V). Fnlin dulk) = u(de=*=). Além disso,
a restricde de w em V. C R™ € suave em V se, e somente se, para lodo ¢ € V) e
para cada mteiro pasilivo N exisle uma constante C(é, N), dependenie de N e @, tol que
Jc’;ﬂ(k‘ﬂ < A1 + k) NC(o, N) para tado k € R*.

Se u € % (R*) é singular cm z ¢ ¢ € C3*(V) é nao nulo, emido du & também singular
em z € possui suporte compacio. Entretanto, emn algumas direges 1o cspago de momenios
(k-espago) (;; ainda sera agsintoticamente limitado. Estas direcdes formam o conjunto das
direcoes regulares de u.

Eremplo. Sejam © = v = 1/(z — i) singulares em x = 0, quando ¢ tende para zero, €
& € C(V), identicamentc a 1 proximo a z = 0. Eutdo, ¢u = u, e W(k)y = 2mif(k), onde

g ¢ a funcao degrau de Heaviside, e também:

Folk) = (272" ] dp Ok — p)O(p) = @2m)>"KO(K) .

Este exemplo mostra que apesar de u, ¢ e uv serem singularcs em o = 0, suas
transformadas de Fourier nao (ém “man” comportamento em todas as diregoes. Partamos

entao para a seguinte defini¢ao:
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Definicao 1.4.2. Sejo u(x) uma distribuicdo arbilrdria, ndo necessariamente de suporte
¢ :

compacta, em wmn conjunto aberto X C R™. Entde o congunta de pares campostos por

ponios sinqulares © no espago de canfiguracdo e par suas diregies singulares vssociadas

k, no espaga de Fowrier,
WE(w) = {(z.k) € X x (R"\0)] k € ¥p(a)} | (1.4.2)

¢ chamado conjunto de frente de ondas de u. 3,(u) € definido cama a complementa
em R™\0 do conjunto farmade por todo k € R™\0 pare a qual existe umna vizinhanga cdnica

aberia M de k tol que ;;;1 decat rapidamente em M, para |kl — oc.
Eremplo. A distribuicdo v = 1/(x — i) € 2'(R) tem conjunto de frente de ondas
WE(u) = {(0,k)| k € RO} .
consequéncia diretamente de sua lranslarmada de Fourier:
u(k) = 2mid(k) .

Na anélise microlocal de singularidades. precisamos de utn método objelivo de cal-
cular o coajunto de [rente de ondas de uma distribuicao. Para 1sso, recorreremos a outra
[ervamenta importante desenvolvida por Hormander charnada Distribuigao Integral de
Fourier, ou Integral Oscilatéria, que estd detalhada no Apéndice D, onde empregamos o
estudo de operadores pseudo-diferenciais. Em geral usamos as propriedades referentes ao
proprio conjunto de frenie de ondas para este cilaulo como as que se seguem, 1nas scippre

podemos utilizar a metodologia acima referida. Temos ento as seguintes propricdades:

1. O WF(u) é conico uo sentido de que permanece invariante sob a acao das dilatagoes,
ou scja, quando multiplicarnos a segunda varidvel por um escalar positivo. Isto

significa que se (x, k) € WF(u), entdo (z, Ak) € WE(u) para todo A > 0.

2. Seguc-se da definicio de W F(u) que a projegio na primeira varidvel m (W F(u)) — =
consiste nagucles pontos que nao possuem vizinhanga onde 4 € uma fungao suave, e a
projecio na segunda variavel m (W F(u)) — E,(u) ¢ o cone que contéip k, denotando
o conjunto de diregies de frequéncias que quando crescem $ao responsaveis pelo seu

rau comportamernto {aparecimento de singularidades).
3. Sejam u e v distribuicoes. Suponha que

WF(u) D WF(e) = {(x, ki 4 ko) | (2, k1) € WF(u), (2, k) € WF(2)},  (1.4.3)
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ndo contenha qualquer elemento da forma (z,0). Entao o produto ue existe. Além

disso

WE(uw) C WFu) UWF@)U (WEu) o WF(v)) . (1.4.4)

Portanto, o produto das distribuigdes ¢ e v € bem definido em 2 se 1, ou v, ou ambas
distribuicoes sdo regulares em x. Se u e ¢ sdo singnlares cm x, o produto existe sc
a soma da segunda. componente dos conjuntos de [rente de ondas de v e v em ¥
é dilerente de zero. Note como podemos ver isto no prineiro exemplo apresentado

nesla se¢ao.

4. O conjunto de frente de ondas de uma [ungdo suave € o conjunlo vazio.

iy

W F{¢u) C WF(u) para toda fungdo snave ¢ com suporte compacto.

fi. Para gnalquer operador diferencial linear £, eom os cocficientes sendo tungbes ™,

1emos que
WF(Pu) CWF(u) .

7. Se u ¢ v sao duas distrilniicdes pertencentes 3 2(R™), com conjuntos de frente de
ondas WF(u) ¢ WF(v), respectivamente, entao o conjunto de frente de ondas de
(1 +v) € Z(R") esta contido em WE{u) U WF(v).

8. Se U,V sao conjuntos abertos de R*, u € 2'(V), e x : U — V é um difcomorfismo tal

que x*u € @(U) é a distribuicio “pulled back”™ por x, entao WF(x*u) = x*WF(u).

Para complementar esta breve colegao de propriedades em andlisc mierolocal, citare-

mos ainda o seguinte resultado:

Teorema 1.4.3 (Conjunto de frente de ondas de “pushforwards” de uma dis-

tribuicfio). Seja [ : X — Y um submersdo, ¢ seja u € §'(X). Entdo
WEF(fuou) C{(f(2),n) | = € X, (z'fyn) € WF(u) ar fn =0},

onde 'f! denata a malriz transpasta de molriz Jacebianae f de f.

1.5 Estados de Hadamard ¢ a Condi¢ao Espectral Microlocal

Este tépico na verdade relere-se ao estudo de singularidades das fungies de dois
pontos que aparceem como solugoes de equages classicas de campo, as chamacdas fungoes

de Green (ou os propagadores de campo). Na busca dos propagadores, temos que resolver
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integrais utilizando um artificio, puramente matematico, que consiste na extensao da
analise real ao corpo dos mimeros complexos, ou mais detalhadamente, movemos os pdlos
conlidos no eixo real, os quais 530 0s responsdveis pelo aparecimento de infinitos, para o
plano complexo via um deslocamento infinitesimal, desta forma avaliamos as integrais a
luz do Teorema de Cauchy. Esta metodologia nos lornece uma certa ambiguidade no que
sc refere 4 variedade de escolha de contornos que cuvolvem os polos no plano complexo.
Clonsequentemente temos uma guantidade vartada de lungdes de Green: se contornarmos
ambos os polos por cima, temos o que chamamos de Fungao de Green Retardada; se os
contornamos ambos por baixo, temos a Fungdo de Green Avangada; se os contornarnos

um por baixo e outro por cina, alcangamos o Propagador de Feymann.

Note que ao tomarmos ainda a difercnga entre as [uncdes de Green, gauhamos nat-
uralmente solucoes das equacoes homogéncas (devido ao caraler lnear dos operadores)
que correspondem a contornos lechados: conmtornando um dos polos tenlos as Fungoes de
Wightman; comomando ambos os polas via uma linha fechada sem cruzamento, temos
as Funcoes Comutadoras; finalmente, (uando este 1iltimo comorno vern associado a mm
eruzamento da linka fechada cutre os polos, temos as Fungbes de Hadamard. Em seu
livro, Hadamard 98] faz um trabalho com respeito & classificagao das sohugoes de equacoes
diferenciais e define o que vem a ser a forma de Hadamard: scin perdas de generalidades,
dizemos que cxpressdes apresentando forma similar as das sohugoes da iltima fun¢ao de
Green mencionada, possui a forma de Hadamard e consequentememte todo o sen espectro
de singularidades é 0 mesmo.

A importancia da forma de 1ladamard aparece na fisica em varios problemas ¢ eon-
textos. Como wmmn exemplo, Fulling [5] descreve, no amhiente da TQC, como a adogao
da solucio de Hadamard contribui o cdleulo de min valor esperado no vacuo da energia
(na auséucia de radiagao on matéria) que scja diferente de zero entre os dois limites de
uma certa regido, nos levando assim wo conhecido efeito Casimir. Como um ontro ex-
emplo, podemos encontrar no trabalho de DeWitt ¢ Brelime [4] a contribuigio da forma
de Hadamard na desericio de mm “damping” da radiagdo em um campo gravitaciomal
sob o formalismo bi-tensorial, onde a {forma de Hadamard aparece como uma solrgao da
equagio de onda covariante ¢ escalar para o campo gravitacional.

Do ponto de vista de teoria de campo constroida em variedades arbilrarias, a condicao
de estado de Hadamard vem nos fornecer wm maior esclarecimento de cowto selecionar
estados fisicamente aceitdveis. A motivacio de adotarmos a estrutura de Hadarmard para
o estado de vdcno na TQC em espaco-tempo curvo ¢ bastante clara. Ein geral, com a
perda da possibilidade de se escolher uma representagia adequada para o modelo devido

a0 fato de agora ndo mais existir wma estratura invariante sobre a acao de um grupo de
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isometria (no caso plano, o grupo global de Poincaré), devemos procurar outra condigao
para a escolha. Visto que podemos descrever, em determinadas variedades, alguns aspee-
tos geoméiricos observando a evolugao da Superficic de Canchy (CS) a partir do espago
plano assintético, segue-se que um novo tipo de invaridncia pode ser implementada nat-
uralmente: aquela que é gerada pela preservaciio de wma estintura particnlar enguanto a
geonetria da CS estd evoluindo temporalmenie.

Em particular, para estados os quais os valores esperados do operador tensorial de
energia-momento podem ser definidos via a prescrigio da separagao pontual para a renor-
malizacio, Fulling et ol [51] mostraram que se tais estados possuem uma estrutura de
singularidade da forma de Hadamard em uma vizinhanga aherta de nma SC, entao eles
mantém suas formas preservadas independentemente da evolugao geométrica desia su-
perficie. Neste caso, os estados estdo na lorma de Hadamard sempre que possam scr

EXPressis COxo:

[, x2)

+ Vg, z0) Wlolz, x0)| + Wi zs) .
oy, 1)

onde o(ay, xp) ¢ a metade da distancia geodésica, elevada ao quadrado, eutre z, e xo. Em
espago-tempo plano on no limite x; — 2, em espago-termpo eurvo, o = i(:z: | —x2)%. Scgue-
se disso que o suporte singular de A = {(z,22) | 0 = J(z1 — 2 =0} *. UV e W
sdo funcoes regulares para todas as escolhas de x, e 2. As fungoes U e V sa0 quantidades
geométricas independentes do estado quéntico, e apenas W carrega informagao sobre o
estado.

Os estados de Hadamard possuem un proeminente status em conexao com a condigao
espectral, serdo reconhecidos como determinantes da classe de estados Iisieos para a teo-
ria quantica de campos cm um espago-lempo globalmente hiperbolico. Progressos im-
portantes no entendimento do significado dos estados de Hadamard foram conseguidos
comn Radzikowski (com algumas lacunas preenchidas por Kéhler [10]), que caracterizou a
clagse desies estados em termos do conjunto de [rente de ondas das fungoes de dots pontos
de Green (wq) satislazendo certas condigoes. Esta condigio foi denominada de condigao
espectral do conjunto de frente de ondas (WFSSC). Foi entdo proposto que um esiado
quase livre w do campo de Klein-Gordon sobre uma variedade glohalmente hiperbdlica
¢ um estado de Hadamard se, e somenic se, sua distribui¢do de dois pontos we possul o

seguinte conjunto de frente de ondas

W F(we) = {{z1, ky); (w2, ka) € TN\ A{0} | (21, k) ~ (22, —k2) and k{ > 0} ., (15.1)

SLembre-se que o suporte singular de wina distribuigho » € 2/{X} ¢ o menor subconjuno fechado ¥

do X dal que ol vy 6 de classe €070
1 XAy
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tal que oy e 4 estdo sobre wma geodésica inica nula v, (A1) — g™ (k). ¢ tangente a 7y
¢ direcionado para o futuro, ¢ quando k) ¢ transportado paralelamente ao longo de 5 a
partir de x; alé x,, resulta em —ky. Se 1y = xg, temos ki —0 ek — kg Radzikowski
mostrou e fato gue esta condicio é inteiramente similar & condigio cspectral da teoria
quéntica de campos axiomatizada [48].

Note que a cyuagio (1.5.1) restringe a suporte singular de w. (x1,12) para os pontos
1) e 23 0s quals sao nulamente relacionados. Evidaa, wy deve ser suave em todos 0s oniros
pontos. Isto é sabtdamente verdadeira para as teorias quanlicas de campos no espago de
Minkowski para pontos cspacialmente relactonados. A chave desta questao ¢ dada pclo
Teorema de Bargman-Hall-Wightman (veja a discussdo sobre analiticidade no Apéndice C)
a qual demonstra que podemas obier este resultado aplicando translormagoes de Lorentz
coniplexas sobre o dominio de analiticidade primitivo determinado pela condigao cspectral.
Entretanto, uma predicio similar sobre a suavidade nao cxiste para pontos lemporalmente
relacionadas. Radzikowski sugeriu estender o lado direito da equagao (1.5.1) para todos
os pontos causalmente relacionados, na tentativa de incluir possiveis singularidades para
o caso dos pontos temporalmente afastados.

Para finalizar, desejamos que a caracterizagao microlocal dos estados de Hadamard
deva ser aplicada igualmente para uma fungdo de n pontos, com n > 2. Esla generalizagao
foi atingida por Brunetti et ol {11]. Eles sugeriram urna prescrigao que relomarermos agora.
Scja G,, denotando o conjunto de todos os gratos initos,” relacionados a alguma variedade
de Lorentz .#,, cujos vértices representain os pontos do conjimto Vo= {zv,. . ) €
My € cujos arcos e representani as conexies enire 08 parcs i, &y via as Curvas suaves
(geodésicas) y(e) de z; alé z;. Para cada arco e assinalanos um campo de covetores
constantes ¢ causais k. que sao direcionados para o futuro sc i < 7. Sc e~ ! denola o arco
com direcio oposta & de e, entdo a curva correspondente y{e 1) é a inversa de y(e), a qual

carrega o monento k-1 — —k..

Definigao 1.5.1 (4SC [11]). Um eslado w com urna distribui¢do de m pontos wm satisfaz

a Condicio Espectral Microlocal se, e somenle se, para qualquer m
W F (Lb'm) g ]-—"m. s

onde T, € a conjunta {(x, k1), .. .. (1, bun )} para o qual criste win grafo G € G,, como

deserita ascma com k; = Y. k(x;) onde o some estende-se a todos 0$ arcos que pos-

TUr grafo ¢ um par de estruturas (7 = (V, E), oode vs clemenios de V osao os vérlices, nds ou
simpesmente pontos do grafa (7, enquantoe que a estrutnra £ ¢ formada pclas arestas ou arcos. A ordem

do grafo é delerminada pelo mimero de vértices, se a ordem ¢ linita, cntao o grafo também o ¢
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suem o ponto a; como fonte. A configuracao de momenlo triviel ky = -+

desconsiderada.



Capitulo 2

Modelos de Campos Supersimétricos sobre

uma Supervariedade

2.1 Introducao

O presente capitulo se propoe a construir wina extensdo de alguns aspectos estruturais
que vém sendo aplicados com sucesso no desenvolvimento de uma teoria quintica de
campos propagando em uma variedade espago-tempo geral (a chamada quantizagao semni-

classica) de modo a incluir modelos de supercarmpos em supcrvariedades.

2.2 Definicao e Estrutura dc Supervariedadcs

Iniciaremos a discussao apresentando alguns resutados relacionados as teorias de
supcrvariedades. Devido ao seu desenvolvimenta malemético rigoreso e com certo teor de
generalidades, inicialmente seguiremos a linha abordada no trabalho de Rogers [25]. A
teoria de Rogers possui uma vantagem em relagdo a outras (veja, por exemplo, Refs. [26]-
i36]) uma vez que em sua formulacdo podemos escrever a supervariedade como uma va-
ricdade ordindria de Banach dotada de uma estrutura algébrica de Grassmanu, onde as
construcoes topoldgicas possuemn os significados usuais.

Primeiramente discorreremos sobre conceitos ligados as chamadas superdlgebras:

Definicao 2.2.1. Uma dlgebra € dita ser umna super-dlgebra supercomulaliva A - ouw uma
algebra comutativa graduade Zy- se A € a soma direta A = Ay P Ay de dois subespucos
complementares tal que T € Ay e AgAg C Ay, Aoy C A, AA C Ay. Nole também que

28
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para tado elemento homagénea ' 2, y em A, wy = (~1)#¥lyz, ande |2] =0 se x € Ay e

l&] =1 se x € A,. Buidentemente seque que o quadrada de win elemenio fmpar se anula.

Consideraremos que a super-dlgebra A ¢ um espago de Banach, ou scja, um espago

satisfaz a seguinte condigao:

completo e normado, cuja norma || - |

l

Seja agora [ um mimnero intciro, finito e positivo e seja também ¥ denotando uma

vyl < lallyll Ve.y € A T =1

algebra de Grassmann, de forma que ¥ pode ser decomposto naturalmente como uma
soma direta 4 = % D %, onde ¥, conlém os clernentos pares (comutantes) e %) por sua
vez contém og elementos impares (anti-comutantes) de &, respeclivamente. Denotemos
M, sendo o conjunto de scquéncias {(py, .. ) |1 < kB < Lipy € Nj1 g <0 <
e < L} Tendo a scquéncia vazia em My representada por £ ¢ (j) representando a
sequéncia com apenas mm elemento j. a base de & serd dada por mondmios da forma
(Eo, ongre  gmgr2 Ll para todo g € Mg, tal que &g = T e Wl 4 el = ¢
com 1 <4, < L. Observe ainda que nao exitem outras relagbes envolvendo os geradores.
Assim, temos umia dlgebra de Grassmann % (com L geradores) onde os elementos pares
e fmpares assumem scus valores. Com L sendo um miimero inteiro finrito(o namero de
geradores L pode ser infinito) vemos gque a scquéncia lermma ermn § b &L ¢ entdo cxiste
somente 28 elementos de base distintos. Um elemento representativo arbitrdrio ¢ € %

pode se descrito como:

q = tb + Z i ,__.,;,r,,‘.‘fp.] e é“k: ' (22])

{rryotep JEA,
onde gu, Guy. e $80 Niineros reais, Um elemento par ou fmpar & especificado por 271
paréimeiros reais. O mimcero gy € denominado corpo de ¢, enquanto o restante ¢ — gp é
dito alma de ¢, denotada por s{g). O clemento ¢ ¢ inversivel sc, ¢ somenle sc, seir corpo
¢ nao nulo. No que diz respeito a teorias de campo supersimétricas, a varidvel comutante

2 Lem a seguinte forma

z = an + T 4 e ee (2.2.2)
onde Ty, Xij. ik, - - - SAO varidvels reals. De forma andloga, as variaveis anti-comutantes
(na representacio de Weyl) @ e § = (6)* sdo escritas como

3 i o k 1 n i 0 i k La s
0 =8+ 0,,88 +--, =08 +0;008+-- (2.2.3)

IR ementos de Ay ¢ A) 830 homogéneos se possucin paridade definida, L., non clemento » € Ag possul
paridade per, enquanto nm clemento x € Ay possul paridade fapar. Produtos de clementos homogéneos

de mesma paridade sio pares ¢ de clementos de paridade diferente sio {mpares.
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agora aqati #;, 0,5, ... 530 varidvels complexas. A somatoria sob indices repetidos esta
sendo sempre assumida, a menos que sc defina algo diferente.

Como comentado por Vladimirov-Volovich [32], do ponto de vista {isico, os super-
campos normalmente nao sao fungoes explicitas de 0, 8k, ... € de xv, &y, Tigar, - - .. MaS
tio somente dependentes das varidveis # ¢ z, da mesma forma que no caso da analise
complexa ordindria, as fungdes analilicas de varidvels complexas 2z = @ + 1y também nao
configuram de forina explicita como fungoes arbitrdrias das varidveis x e y. Veremos que
do ponto vista iuterpretativo, para o proprio entendimento do porqué ¢ possivel mma dada
transforinagao supersimélrica, o rigor matematico traz algumas vantagens.

A dlgebra de Grassmann deve ser dobada de uma Lopologia. Nesle sentido considere

a norma completa em %, definida por {42]:

1/p

L
||q||1’ = |qblp + Z Iqi.i.1.-.,uk|p . (224)

(pe)—1

Uma topologia interessante sobre & € a topologia induzida pela sua norma. A norma || ||
¢ chamada de norma de Rogers assim como % (1) ¢ a dlgebra de Rogers [25]. A dlgebra
de Grassmann @ cquipada com a norma (2.2.4) vem a ser wn espaco de Banach, isto é,
suds normas possuem as seguintes propriedades: |l = 1 e [lgq’] < |lgllll¢'ll para todo

g.9 €%.

Definicao 2.2.2. Uma dlgebra de Grusstnann-Banach é wma olgebro de Grassmann do-

tada de wine estruturae de Banoch.

O superespaco construido a partir de uma dlgebra de Grassmann-Banach ¢ é muito
mais rico (do ponlo de vista de propriedades eomo difereneiabilidade, por exermplo) do

que sua construciio a partir apenas de wmna algebra de Grassmann.

Definicao 2.2.3. Seja 4. = %o D %, uma dgebra de Grassmann-Bonach. Enldo, o
M 7 Lt s A H

superespaco (m, n)-dimensional é o espago topoldgico 4" = Gy X 9y, que generalize
o espaco R™, consistindo do produto cartesiano m edpias da parte par de % en copias

de sue purte {mpar.

Para um espago {m, n)-dimensional, wm elemento tipico de scu conjunto usado em
lisica 6 denotado por {2) = (21, .. Zpman) = (Trs ooy Ema Bl Onyas A ..., (1!_;2). Alitulo
de exemplificacio, para um superespago de Minkowski de dimensao {4,4), o qual recon-
hecemos ser o modelo de Wess-Zumino com N = 1 {apeunas 1 (uma) supersimetria) for-
mulado em ternros da linguagem de supereampos e modelado como Eff"‘ =G, x4},

(=) = (x1,. .24, 01,62.0,.02). A norma em @ & definida por ||z|| = Zle sl +
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Eil 18,1 + 32 118k]|- A ropologia de @ ¢ a topologia induzida por sua norma, sendo
uma lopologia produto.

Em wna teoria quintica de campos supersunétrica, 08 supcreampos sao fungoes no
supercspaco usualmente dacdas por sua expansao padrao (finita) de poténcias das coorde-
nadas fmpares:

"
Fla.8.0) — Z fm(:l-')(ﬂ)("’) ) (2.2.5)
(v}=0
onde ()% compreende todos 0s mondmios com varidveis anti-comutantes 6 e 0 de grau
|%; fin(2) é uma componente do campo, tal que suas propriedades de Lorentz sao de-
terrninadas pelas propriedades de F(z,6.8) ¢ pela poténcia (y) de (#). Usamos aqui a
notacio seguinte, cstendida para mais de uma varidvel 0 (2.2.5): () = (61.61,....0,, 6,.),
e () é uny muldti-diee (i, Fu, -« oy Yoo Yo) com [y =300 (i +F) € (O =[] 0.

Rogers [25] considerou supcreampos em 4" como superfungoes G (vercmos mais
em detalhes logo a seguir), ou seja, fungoes tais que seus cocficientes f() (z) provindos de
suas expancoes sao funcdes bern comportadas (suaves) de R™ em ¥, estendidas de B™
para ;""" via uma z-continuaggo [25], a qual mapeia funcoes de varidveis reais em fungies
cujas variaveis sao definidas em 470,

Definicio 2.2.4. Seja U um conjunto aberio @7 ¢ ¢ - 4" — R™ wuma projecdo no
carpa que associa pare cade m-uple (xy,.. | Ty) € G0 umae m-upla (c{x)), ..., €{xm)) €
k™. CarnV sendo wina conjunio aberto em R™ de forma que V = e(U), ternus que a pariir
de umna continuacdo analitica grassmanniune (z-canlinuagdo) da fungao f € C>(V.¥.)

wma funcio z([) € G=(U,9L), que admite ume expansia em poténcias da aling de &

L

), ) = Z P : Pl [01' T a:::] f(f(-'f-"))*‘i(l?l)il T “"(1"::1)“ '

Pyl s
fp=emin, =0 L ™

onde s(x;) = (w; — () e e(x:) = (T

Devemos observar que a conlinuacio analitiea aqui envolvida aborda apenas as va-
vidveis paces z 1 C2(e(U)) — G=(U), note tambémi que z{f){(zy, ..., 2y) € nma lun¢ao
supersuave de snas componentes dependentes de valores de 2. desconsiderando sua alma.
Assim, é justificivel as manipulaces formais eneontradas na literatura em Fisica, onde os
supercampos sao usados como se seus argumentos pares fossem mimeros ordinérios [41}:
uma funcao supersuave ¢ complctamente determinada quando scus componentes Ho Corpo
do superespago siao conhecidos.

De acordo com a Definicio 2.2.4, o supercampo F(2,8,8) € G*(U,9,) admite a
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sepuinte expressao
*

F(z,6,0)= > s/ o)\,
{v)=0
onde aqui fi,; € C(e(U), %1 ).

Consideremos agora alguns aspectos interessantes sobre supervariedades, haseados no
trabatho de Rogers, substituindo o superespaco simples 4" por uma supervariedade bem
mais geral. Rogers usou o coneeito de superfungdes G para delinir a nogao de supervar-
iedades G {que podem ser consideradas variedades de Banach reais C™ modcladas sobre
@™ de dimensao N = 2¥71(m + n)), com estrutura que comporta o coneeito de vizin-
hanca de pontos. hem como de superfungoes contimras. Uma supervariedade G e (m,n)-
dimensional generaliza a nocio de uma variedade C™ ¢ m-dimensional: da mesma forma
que uma varicdade é um espago topolégico de Hausdorff lal que todo ponto possui una
vizinhanca honeomdérfica a R™ e tamhém possui coordenadas lacais (@1(p), . .., #m(p))
e R™ uma supervariedade por sua vez ¢ um espago topolégico que localmente node
ser visto como "™ com suas coordenadas locais (,(p), ..., Zm(p), (), ..., 0u(p)) em

@™ Lal que as funcoes de transicio satisfazem uma eondicdo de supersuavidade.

Defini¢ao 2.2.5. Uma supervariedade é em geral um cspago topoldgico Hausdor[ e para-
compacto M, o qual estd associado um mapn de cartos {{Xo ka) | @ € 1 }, sobre umu
dlgebra de Grassmann-Benach 9y, onde X, cobre A ¢ cadu fungiio de coordennda ko €
um mapa localmente homeomndrfico de X, em um subconjunto aberio X. C Gm™", também
do tipo Hawsidorff.

A exisiéncia de sisternas de coordenadas infinitamente diferencidveis torna a super-
varicdade wma variedade diferencidvel. A estrutura diferencidvel deste espago topolégico
¢ devido as estruturas G7 {r = p ou r = o0) de suas fungoes de Lransicao kg © kit
que mapeiam os “overlapping” (intersecqoes) ko (Xo N Xg) € kg( X, M Xg), sendo fungoes

supersuaves para qualquer a, 3 € 1. As coordenadas locals sao:
iy =P ok — (i —1,....m),
'Uj == pj—{—n':. o ku — (Jl = ] MR ﬂ-) -

Nesie sentido, 97" é um exemplo de supervariedade G, Note aqui a diferenga com
7 L 1 :{ (s
respeito  formoulagio de DeWitt {26}, onde sua topologia grossa (do inglés “coarse” ) nos

impede até mesino de definir matematicanmente wma norma.
Definicao 2.2.6. Seja X, win conjunlo abeto e @y " e [ X, — ¥, enido:

(a) | é chamada G° em X, se f € continua em X,,.
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(b) | é chamada G* em X, se existe m+n fungdes G f - X, =%, k=1,....m+n
e funcoes n: 4" — 9 lal que:
. & i L 7

ks i3

flathb+k) =f(a,b) + > h{CGifla.0)} + ) k{CGrm[(a,b)}+
i=1 =1

+ LRk b k)
e n(h, k) = 0 sempre quando || h, k {|— 0. Assim podemos fazer o associagdo: Gif — f].

Podemos generalizar para G?, com p sendo intciro finito, como se scgue: f é (7 em
X, s¢ é possivel fazer uina escolha de Gy f que sio G~ com f € G' em X.. Se isto for
assegurado para todo p, f é ehamada G™. De fato, qualquer funcao que € absolulamente
convergente (séric de poténcia) temn que scr G™ em /\ﬁ;n. Em outras palavras:

C k"l- "
f(Z) = Z L TR N, zil te z1ru+}w- :

By Ao Ih =0

f: X, —%, X.C¥% ™ and @ k., €% .

QOutra propricdade formal de estruturas C°° € que:

LT
Wi

D) S 0 (G Gy Gl )2 |

ko ky=1

para todo z € X, aberto em %" e ey - EEP € (4", que por sua vez denota o produta
espacial de p cpias de ¢". Deste modo, derivadas de ordem p de f € Z{(9,"")", %] sao
elermnentos de mapas continuas p-lincares de (4, °")" cm %,,. Este inleressante formalismo
esté de acordo com o que Hérmander’s [30] (pg.11) aborda em scu livro, onde os elementos
f¥l € LP(X,, X5) sao formas p-lineares continnas de X, para X

A discussao sobre diferenciabilidade fornecida por Jadezyk-Pileb [27] é bem mais
simuples e comparacio a abordada aqui, dada por Rogers [25]. Em particular, sabendo
a priori que a fungdo f ¢ um mapa €™ cntre cspagos de Banach, ¢ necessario apenas
olhar suas primeiras derivadas para saber sc [ é supersuave ou nao, enquanto gue de
acordo com Rogers uma investigacao de todas as derivadas se faz necesséria. De qual-
quer forma, o conceito de supersusvidade apresentado par Jadezyk-Pilch e o conceito de

diferenciabilidade G*° se cquivalemn.

2.2.1 O Corpo de uma Supervariedade

Uma vez tendo introduzido idéias gerais acerca da estrutura de wina supervariedade,
&

restringirernos nossa atengao a wn caso de interesse fundamental: a (uestao de como
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construir o corpo de uma supervariedade da classe G™ que venha a fazer o papel de umn
espaco-tempo Iisico. De wma maneira geral, o corpo de uma supervariedade .4 deve ser
uma vartedade O™ {(wmna variedade ordindria), denotada por 4, obilda de & fixando
iodas as coordenadas tipo alma. Devido & sua gencralidade evidente, a teoria de Roger
inclui runito espacos Lopoldgicos exdtices, como por exemplo, supervariedades que nao
possuem utilidades fisicas, admitindo por vezes topologias ndo trivials nos sctores anti-
comutantes e até mesmo classes de supervariedades que ndo adinitem uma variedade
corpo. Todavia nossa intuicio sugere que somente mmna supervariedade dotada de corpo
pode ser listcamente relevante. No que sc segue, a escolha que faremos da supervariedadc
apesar de tey uma construgio particnlar, possui a topologia prescrita por Rogers.

A questéo da existéncia de corpo de uma supervaricdade foi bastante esclarecida nos
trabalhos de R. Catenacci el af. [38] ¢ P. Bryant [39]. Tal abordagem é independente do
arlas utilizado, e baseia-se no fato de que qualquer supervariedade # (G™) admitc uma
foliacao F. Este tipo de estrutura é relacionada corn a nogdo de espagos gquocientes e sube-
struburas em supervariedades. Como cxiste indmeras nraneiras formais de se definir em
matematica a nogio de foliacao, apresentaremos uma [orma simples com apela geométrico

do que vemn a ser esta construgao:

Definicao 2.2.7. Scja .# wn supervariedade (m,n)-dimensional de classe GP, com p
podendo ser infinito. Uma foliagdo de clusse GP e de codimengdo m, € uma decomposi¢ao
de M em subronjunios disjuntos e ronezos { £, aea, chamnados de fulhas da foliagno, tal
que cada ponto de .# tem wm vizinhanco U e um sistema GP de coordenados (z. g): U —
Gy x G, de forma que para cada folha £y, as componentes de U N L, sdo deseritas por
superficies onide lodas as coordenadas do corpo €(z1), ..., €(xm) sa0 nantidas constantes.

Denolamos o fobiacdo pur § = { L4} aea

As coordenadas relacionadas na Definicao 2.2.7 sio ditas distinguiveis pela foliagao
%. Sob certas condicdes de regularidade {este conceito cstd apresentado na demostragao
do covoldrio logo a seguir) em §, o cspago quocicate .4 /F pode [ornecer estrulura de uma
variedade diferenciavel .4, de dimensao m, que é chamado variedade corpo de .# [38].
Uma supervariedade G que possui uma foliaggo § regular ¢ por sua vez regular. Para

supervartedades regulares vale o seguinte teorema:

Teorema 2.2.8 (Teorema de Catenacci-Reina-Teofilatto modificado). Sejo &
uman supervariednde G Uma condigdo necessoriu para que extsia uman variedade torpo

My ¢ nmesma seja uma variedade C™ € que a supervoricdade sejo regular.

Assim, a regularidade se comporta como wmna condi¢do apenas necessdria para gue
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wma supervariedade admita nma variedade corpo. Em sen trabatho, P. Bryant (39] vem

cotnpletar osta discussdo, introduzindo o seguinte tcorcma:

Teorema 2.2.9 (Teorema de Bryani 2.5). Suponha que M € uma supervariedode.

Para que A odmite wma veriedade corpo, é suficiente ¢ necessdrio que as folhas da

Joliagao tipo alma sejarn fechadas em . H ¢ ndo acumulemn.

*ara 108sos propésitos, serd suficiente covsiderar a classe de supervaricdades G
construidas per Bonora-Pasti-Tonin [28] {que chamaretnos de supervariedades BPT), que
possuem aplicacdes em fisica tedrica importantes e satisfazem os Teoremas 2.2.8 e
2.2.9, como serd mostrado. Estas supervariedades consistemn cm extensoes grassmanii-
anas de qualguer variedade espago-temporal ordindria C°°. Dado uma espago-tempo fisico
m-dimensional, construimos primeiramente urna supervariedade {m, 0)-dimensional e por
conseguinic uma supervariedade {m, n)-dimensional via o produto direto cotn ‘ff" Esta
construcio é a mais proxima rta abordagem intuitiva de superespago como variedade de
coordenadas anti-cornutantes, sendo as varidveis {impares de Grassmonn topologicamerntc
Lriviais.

Note que em qualquer modelo cnvolvendo férmions em um espago tempo geral, a
suprervariedade deve ser construida a partir de um fibrado espinorial de umua varicdade
da scguinte forma: Seja .# uma varicdade corpo m-timensionat ¢ £ um fibrado vetorial
n-dimensional sobre .#. Suponha que {U,} ¢ uma coberlura de .# par vizinhangas de
coordenadas que tambémn sao trivializagoes de vizinhancas de F. Desta forma a supervar-

icdade {mn, n)-dimensional correspondente possui fungées de 1ransicao de eoordenadas
Xy = (-‘biu';’ (:L'ﬁ) 3
onde ¢, € a z-coutimuacao da hungao de transicao para Moo

8 = Gug (200

comt gog : Un NUs — Gl(n) sendo a luncéo de travsicao para £. Note que as supervar-
icdades BPT s80 exemnplos desta construcao quando o fribrado E € arivial.

Vamos agora recapitular a canstrago ja meneionaca de Bonora-Pasti-Tonin [28]. Seja
{(U,,10,) | & € I} um atlas para #,. Para cada o € I cunsidere o subconjunto X, do

produto cartesiano U7, x fﬂ"‘u definido pror
X, ={{x,¥)|rell, x€ G ¢ e(T) = ta(2)} (2.2.6)

. - FTem ) — — - .
e seja também ko : X,, — 97 denotado por k.{z,E) = T para (x,I) € X, onde k, é

N . . . il
um homeornorfismo ¢ sua imagem é um subconjimto aberto de &7
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Uma propriedade importante da z-continuagio ¢ a composicio de fungées. Scja U
wm conjimto aberto em R™, e o mapa f: R — fé’f‘” sendo representado prelo conjunto
de funcdes {filzy, ..., 2n),t = 1,...,m} da classe C™°. Chamamos agora z(f) como o
conjunto de [uncées {z(/i)}. Sendo V aberto exn R* ¢ considerando os mapas f: U — V

eg: V' — E{/:’U, respectivamcnte, onde V' C V| com ambas f, g fungdes C*°°, temos
z{go fy =z{g)ezlS}. (2.2.7)

Considere agora a unido disjunta M = |J ., Xa. Dois pontos de M sio ditos equivalentes
se, e somente se (2,Z) ~ (&, &), tal que (z.2) € X, ¢ (2/.2)) € Xgcomz =o', ' =
z(whgotp;  }(F). Evidentemente M é um espago Hausdorff. Consideremos o espago A COMO
o espaco M médulo a relagiao de equivaléncia acima. Os &,’s dotam .#; cown uma estrutura
de diferenciabilidade G, tal que .#¢ é uma supervariedade G (m, 0)-dicnsional. Scja
T o My — My uma projecao continua e abierta. Localmente e |y (z,) = x para
(2, ) € X,. Uma vez que .#¢ ¢ uma supervaricdade regulur, temos entao que 7¢ o kIt =

d Y oe para £ € ko (X,). Isto pode ser representado pelo seguinte diagrama comutativo:

- L ! 72,0
X, —— %}

Ter lf
4
el
U Wo B
X
Finalmente, construirnos a supervariedade {m, n)-dimensional .# tomando o produto
1. O.1r .. .
diveto de .#¢ com 4,7 A projecho mg o A - My € 0 mapa composto w0, onde

N — Mg 6 aprojecio sobre o primciro fator. O mapa y ¢ G, dilerentemente de 7q,

qe ¢ apenas uma hngao C°°.

Corolirio 2.2.10. Sejo . # wma supervariedade BPT. Enlio us folhas da feliagao tipo

alina sdo requlares, fechadas em . # ¢ ndo acumadam.

Assumiremos que a variedade corpo de uma supervartedade BPT é delinida pela

e . def .
Joliaciio tipo alma .4y = .4 /F, onde .#, denota a variedade corpo.

Prova do Coroldrio 2.2.10. Primeiro, note que de acordo com a construgio de Bonora-
Pasti-Tonin, dois pontos de uma supervariedade BPT ¢stdo em uma mesma folha se, ¢
somente se, eles sao cquivalentes no sentido ja cstabelecido aqui no tralralho. Assim, a
foliacao tipoe alma ¢é definida por ‘ﬂ/wdéf T

Agora, afinmamos que a foliagdo tipo alma de wna supervariedade BPT ¢ unr espago
Hausdorff e que a suta estrutura ¢ regular. Isto pode ser verificado através do segumte

teorerna Bryant J39] (Teorema 3.2): “Suponha que # & urna supervariedade de dimensao
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(m,n) ¢ T{U;,0;} é um atlas, entfo as condighes scguintes sao equivalentes: (i) I =
{U;, &} ¢ uma superestintira regular cm .4, (#) quando s ¢ # estao em U;; s = ¢ implica
§ ~ ¢ (@) o mapa do corpo € 1 # — H[F & localmente modelado em ¢y : B — RrR™
no sentido de que exisie homeomorfismos b - elli — ead; s tal que &; o ey, = € O 0.
Quando cstas condicdes sda satisfeilas, #/F é Hausdorff ¢ é nma variedade snave de
dimensdo m com cartas {el;, &;}.” No caso da relacio de equivaléncia (s ~ t) de uma
supervariedade BPT, ohservamos que ela é do tipo & no sentido de Bryant visto (ue
ela engloba ~ (também no sentido de Bryant) e ¢ transitiva. Entdo = implica ~ nas
mesmas cartas. 1sto significa gue as condigoes no Teorema 3.2 de Bryant. sao propriedades
das foliagoes BPT, ¢ consequentemente a cstrutura regular ¢ tipo Hausdorfl ¢ garantida.
Vejamas como o fato de as folhas de uma supervariedade BPT sexem {echadas pode ser
mostrada: vada ponto {e(s)) de ./~ ¢é fechado, uma vez que a supervaricdade BPT ¢é
nm espaco Hausdorff, e o teorema da aplicagao inversa garante que as folhas sao de fato
fechadas, pois F sendo uma fotha cm .#, podemos escrever entdo Fe 'e(s), onde e é
wn mapit continuo.

Para complelar a demonstragio, devemos verilicar que as folbas cm uma superval-
iedade BPT nao acumulam. Primetramente, suponhamos que as folhas da foliagao Lipo
alma acurmulam?® em um dado par de pontos, por exemplo s.,s_ € .#. Note que tomo
A |§ é Hausdorff, dados dois pontos & € .# /§ ¢ y € .# /F com z # y, podemos separar
estes pontos por conjuntos abertos disjuntos. Isscolha, por examplo, €5, —= 2 c es- =y,
onde ¢ : . # — .#/F. Entio podemos também escother s; € F' U X, (uma subvariedade
transversa) ¢ s_ € F'UX_ (outra subvaricdade transversa). Se istu € verdadeiro, 54, 8-
devemn estar na mesma folha, indicando que es, = es_ contradiz a afirmagao de que a
foliacio ¢ Hausdorfl. Portanto, as lolhas ndo acumulam. Para maior completeza, examm-
namos o caso €s ,es_. Devide a propriedade de uma escolba arbitriria de subvaricdades
transversas, selecionamos ¥(s) e E(2) através de algumas vizinhangas disjuntas de s e
t respecltivamene, tal que nao exista um U; que Intereepla Y{s) ¢ L(t). Mas esy = es_
implica que s e ¢ estio na mesma carta U, assim as folhas nao acumnlam vistu que

Y(s)UX(t) =0

A existéncia de uma variedade corpo conligura-se comno um pré-requisito 1mpor-
bantissito para interpretagio fisica de teorias de campo em supervariedades. Com obje-
tivos de estabelecer aplicabilidade do rigor matemdtico cm um sistema. {isico, precisamos
impor certas restrigoes relacionadas a variedade corpo .4, associada com a su pervariedade

2As folhas de uma foliagao tipo alma acunlam se existem dois pontos 54, s ¢ uma sequincia Fim),

tal que para subvariedades transversas arbitrdrias Ly através de sy ¢ Y- através de s_, exisle algnm

Foad pom FOIUY, £ 0 e P UL £ 8
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. Além de outros aspectos, o prineipio de causalidade tem um papel crucial em nossa
construcao. Portanto, restringiremos nossa variedade corpo, (.o, go), de fora que ela seja
uma variedade de Lorentz globalmente hiperbélica (VLGH), consistindo de uma variedade
suave 4-dimensional .4, (de [ato, qualquer dimensao é passivel de construgao) que pode
ser foliada suavemente por uma familia de superficies nio causais [6] e de uma métnca
suave go com assinatura (+,—, — —). Como vimos no primeiro capitulo, isto significa
que a variedade corpo tem que ser topologicamente equivalente ao produto cartesiano de
R com uma hipersuperficie de Cauchy £. Além disso, assumimos que .4, possua mma
estrutura de spin, tal que possamos considerar espinores defimdos na variedade.?

Como foi frisado em 110], uraa geometria de fundo natural que admite uma extensao
supersimétrica de seu grupo de isotropia pode somente ser do tipo Anli-De-Sitte{ AdS).
Ein oulras palavras, a supersimetria global nfo é compativel com mutos espagas-tempo,
sendo o espago AdS uma exce¢io. Este requerimento apresenia-sc como uma condigao
bastante restritiva, uma vez que cspagos AdS possuem problemas que envolvem curvas
tipo tempo fechadas, o que se mostra como um problema ao axioma da causalidade e
para as questdes relativas & quantizacdo da teoria. Entretanto. devemos ter em mente quc
este resultado refere-se A teorias com supergravidade extendida com simetria de calibre
interna SO(N) [33], o qite nav é o caso do presente trabalho. Acrescentarnas ainda que este
resultado pode ser justificado com uma introdugio de lorma heurfstica do superespago.
Como diseutido em Bruzzo [36], “. . . a maneira usual a qual lidamos com a teona de campo
no superespaco ¢ bastante insatisfatéria do ponto de vista materndtico. () superespago
¢ definido formalmente, e, por exemplo, transformacocs gerais de coordenadas nao sao
matemnaiicamente bem definidas. Como consequéncia, exisie agora um ainbicnte para

estudar as propricdades topoldgicas globais do superespago.”

2.3 Superdistribui¢oes

Nesia secio, como um passo natural ao desenvolvimento do trabalho, estenderemos a
definicio das objetos matemiticos esseneiais para abordagem pretendida: as distribuigoes.
Assim, definimos superdistribaicdes em supervariedades sobre uma dlgebra de Grassmann-

Banach %;.

SMostra-se om geral que uma VLGH 4-dimensional admite nma estrutura de spin [31]. De Fato, Geroch
disente comnn nma varcedade 4-dimensional nide compacta e paroletizdvel admite esta estrugura, que € o

caso de wma VLGH.
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2.8.1 Superdistribuicdes sobre o Superespaco Plano

Como propésito de delinir superdistribuicoes cmn supervariedades, incialmente con-
sideremos superdistribuicbes et um conjuulo aberto U C 9", com %" denotando o
superespaco plano. Superdistribuigoes sao clementos do espago dual ao espago de fungoes
supersuaves em %Y com suportes cornpactos, tal que este espaco é equipado com uma
topologia adequada, chamado de espaco de superfungies testes. Esta lormulacao pode ser
realizada diretamente e analogia 3 nogao de distribui¢des como o espago dual ao espaco
de funcoes C57(L7) em wn conjunto aberto U ¢ R™ com suporte compacio, desde de que
os espacos " ¢ F)" possam ser vistos como espagos vetoriais ordinarios de dimensoes
2L -4 (m) ¢ 227 (sn 4+ n), respectivamente, sobre os mineros reais.

Seja 2 C R™ wm conjumo aberto. Se §2 = e(I7) for visto como um subconjunto
de 9™, cle pode ser identificado como o corpo de algum dominio no superespago. Seja
C (€, 9%,) o cspaco de fungdes suaves de suporte compacto com valores em %; definidas
em %, Toda fungio f € C5°(§2, %) pode ser expandida cm termos de clementos de base

de 4, como

Je)= S fea (@) (2.3.1)

(,u]_.,,.,_p.;.}é_-'lfﬁ

onde ME'E{ (o) |0 E < Lipy € Nj L < pg < - < S L e fly 0 (2) estd
no cspaco Cpf(Q2) de fungdes reais suaves em {1 de suporte compacto. Segue-sc entao que
0 espago C3°(82,4,) é isomdrtico ao espago CiP(§1) ® 4. |34]. De acordo com a Definigao
2.2.4, as funcoes suaves de C3(€2,%,) podem ser estendidas de 2 C R™ para I C 4 f’“u
por uma expansao de Taylor.

Devemos dotar de uma estruiura topolégica adequada o espago de superlungoces
GE(U,9,,) de suporte compacto com valores ¢ ¢, definidas no conjunto aberto U7 C
g ¥ De acordo com a proposicac de Rogers, toda superluncio G em um comjnuto
compacto U € %™ pode ser considerada como uma fungdo de valor real €™ sobre
U c RY, onde N = 2L71(m), tendo 4" ¢ 4, como cspagos dc Banach. De fato, a
identilicacio de ;™" com R27'0m) ¢ perfeilamente possivel [38]. Temos aqui um excmplo
de Mnetoriabilidade ( do inglés “funcloriality™). Assim, seja X e Y wmna supervariedade
0™ ¢ uma variedade de Banach C°°, respectivamente. Emao para cada supervaricdade X
associamos a variedade de Banach Y, via uma relagio [unctorial A : X — Y, e associamos
também para cada mapa (G™) ¢ definido sobre X, um mapa (C*) A(¢) definido sobre
Y [38].

Considerando somente o subconjunto €% de CF(LU C RY) que consiste em fungoes

de suporte compacto em um conjunto compacto K e desde que por construgao CF €
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wm espaco de Banach, as funcgdes deste espago possuemn mna topologia natuval dada pela

[amulia finita de normas

Ny . alel
|'éll s = sup [DPo(z)} . DP = G G (2.3.2)
[#2] s At - O
e K
onde p = (p.p2, ... Pm) € wna r-upla de inteiros nao negativos ¢ lpl =p1+p2+.. . ~Pm

define a ordem da derivadla. Seja agora U7 uma uniao de conjuntos compactos A que gerain
uma famnilia crescente { K}, 1al que cada IY; estd no inlerior de cada Ay ). A extsténcia
desta famflia é assegurada pelo Leina 10.1 de [44]. Portanto, temos C3(U C RY) como
U, €3 (U € RY). Tomamos a topologia de Cg° (U C R™) dada entao pelo limite indutivo
estrito da topologia das sequéncias {C (U € RY)}. Ou de oura forma, devemos definir
uma convergéncia em CX(U C BRY) de uma sequéncia de fungdes {@p} para garantir que
para cada k, temos supp ¢ C K ¢ U C RY lal que para uma funcio ¢ € C5°(U C RY)
Lemas || — dell xm — 0 quando k — oo. Esta nogo de convergéncta geva a topologla que
torna o espacgo CF (U0 C RY) um espago topoldgico veiorial.

Scja F e E espacos de fungdes suaves de suparle compacto definidas em U C @ e
I/ ¢ RY, respeclivamente. Se A 1 E — F € win lunctorial que associa a cada luncao suave
de suporte compacto em E, uma funcio suave de suporte compacto e F, entao temos o

mapa

]K,m — 1|’\((.-b)HK.m . (233)

&

fornecendo i G (U, %) uma topologia lunite induzida por uma lamfia finita de normas.
Agora apresentamos um resultado devido & Jadezyk-Pilch [27], mais tarde refinado

por Hoyos el al [291, que estabelece como dominio natural de definigao para fungoes
supersuaves um conjunto da forma e’ (Q2), onde Q é um aberto e R™. Seja ¢ 71 (€2) o
dominio de definigio para uma superfuncio f € GF(e (). 4.), com ¢ {2} sendo wn
subconjuto aberto em 47 e Q sendo por sua vez aherto ems R™, tendo d € C (0.9
conlo a restricio de ¢ para @ C R™ C 3’7’;"‘”, segue-se que (F' .- oSO ---dj;z"cﬂb",
onde as derivadas sobre o lado direito incidem nas m varidveis reais. Suponha agora que
Q= K’i onde cada Iﬂ{’i ¢ am aberto e possui urn fecho compacto cm K’Hl‘ Portanto
v, %) = U, C}?‘E:(Sz,fﬁ). Desta forma, podemos dotar Ci¢(§2,%,) de wma topologia

limite finita induzida pela familias de normas |34]

(e = stp [ D76 ()] = sup . Do ula) (2.3.4)
|:!;1€:-!%* !; E;:ff () st ) EMD

Finalmente, uma estrutura topolégica adequada para o espago Gi° (U, %) de super-

fungdes de suporte comnpacto com valores em %, sobre um conjunto aberto U C g é



Chuio MM, Polito 43

Yoo, o a1
Grbnl o por nma extensao ohvia

obtida via uma idenlificagio natural de 4" com R*"
da comstrugio acima, que nos permite definir novamtente uma topologia limite induzida
para espago GO{1/, %) pela familia de normas seguintes

lal+Ir]

jr)]l’} — . 23[-
Ay - Ol O - - Oy (2:3:9)

HA(Q)LK,mi-n: sup |DP(>‘((D))(2)
|7l < et

zE R

As derivadas 914 /929" - - da comutam, & medida que J71/OET - - GF anti-comutam, e
lpl =gl +|rl =320 g + 37 7y determina a ordem total da derivada, com r; = 0.1.

Agora temos eondicdes para definir uma superdistribui¢do em wmn subconjunto alierto
U de @™ O eonjunto de Lodas superdistribuigoes cm U serd denotado por @'(U}. Uma
superdistribuicdo é um funeional lincar e continuo u : GF(U) — 4, onde GF(U) rep-
resenta o espaco de superfuncoes testes de fungdes G™(U) com seu suporte compacto
delinido em A < U. A condicdo de continuidade de u e G°(U) € equivalente a dizer
que ela é limitada em uma vizinhanga da origem, ou seja, o conjuuio de nimeros u(ep) é

limitado rara todo ¢ € GFP(U). Assim, estas consideragoes nos permute escrever:

Proposicao 2.3.1. Seja u win funcional em U € 47" Enldu seu € wm funcionel linear e
cantinuo {ou wma superdistyibuicao) sobre G (U) temas que pora todo congunlo compacto
K C U, eriste urna constanie C' e (m +n) tal que

la{)] < C sup |DP(S)(2)] , &€ GF(H).

|| < va-ta
zE K

Prova. Primeiramente, note que %, pode ser identificado eom R [38]. De fato, mm
sistema numérico assumindo valores em wma algebra de Grassinann com L geradores é
especificado por 2871 pardametros reais. Seja F e E espagos de fungies suaves eom suporte
compacloem N ¢ U C 4" e K c U C R27 040 respecivamente. Se Lemos uma
relaciio functorial A : F — E e um funcional linear @ : E — R podemos compor A com
% para ohter a “pullback™ de & por A ou de vutra, forna, u = A*u = 1o A e enlao temos
um funcional lincar A% - F — R2" ', Assim a colocagio acima se verifica se & € contima

em E. e

2.8.2 Distribuicoes sobre uma Supervariedade

Nesta secio realizaremos a extensdo dos resultados bésicos sobre superdistribuigocs
cm espaco plano para uma supervariedade geral. Agui seguimos uiaa linha de ractocinio
em analogia & tracada por Hormander {30], observe que esta analogia se hascia fortemente

na propriedade de diferenciahilidade G™ para superdistribuigoes.
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Definicao 2.3.2. Seja .# wma supervariedade G™. Pare coda sistema de coordenados

Tidy i

piok, em A temos uma distribuicdo u, € D'(X,) onde X, € um aberta de 9" tal que
ey — {0 ka) © Us:;;" op; W, ., (i=1l....m+mn), (2.3.6)

em ka( Xo N X3), onde p; € umo prajecda em cada capia (i) de 9™, lal que &; = g ok, €
Yi = Pigm Ok, com (i=1,... m;j—=T1.., n). Chamarnos a sistema g, de distribuigcdo

wem #. O conjunlo de loda distribuicdo em # serd denolado por D' ().

Teorema 2.3.3. Seje Xo. 0 € I, wme fomilia arbitrdria de canjuntos aberius em 47",
e estabelecemos X |, o; Xo. Sew, € D(Xy) € u, = wy e (X, M X3) para tada o, 3 € 1,
enldo existe wm, e somente um u € D'(X) lal gue u, € u restrigdo de u em X, para todo

.
Autes de demonsirar o teorema, citarcmos o seguinile resultado:

Lema 2.3.4. Sejam X,...., X, conjunios aberios em 4" ¢ ¢ € GSC(UT X.). Podernas

. oo f - k .
entdo enconlrar o, € GF(X,), o =1,... Kk, lal que ¢ = > @n € sed > 0 entdo podemnas

asstmar lodos ¢, = 0.

Prova. E possivel escolher conjuntos compactos Ky, ..., [ com K, C .)FE",I, de forma que
os supp ¢ C Uf K,,. Todo ponto cm supp ¢ possui uma vizinhanga compacta contida em
algum )ﬂfm um mitmero finito de tais vizainhancas pode ser escolhido como wna cobertura
para supp ¢. A unido daquelas que pertecem a X, ¢ um conjunto compacto K, C Xa.
Sc X é um conjunto aberto 4" ¢ A ¢ um subconjunto compacto, enldo podemos ter
6 € GF(X) com 0 < ¢ <1 tal que ¢ = | cm uma vizinhanga de K. Assim, cscolhemos

P, € G{D,‘""()ﬂ&;a) com 0 < 4, < 1c, =1em K, deforma que as [ungoes:
B = by, dy = il — i), . et (l — 1) o (1 — i)

possnem a propriedade cxigida, visto que

k k
N a—g=—0]J(0-w)=0.
1 1

porque ¢ ou algum 1 — 4, é nulo ecm todo qualquer ponto.

Corolario 2.3.5. Seja Xieooos X w congundas abertos em 9" e K wm subconjunta com-
pacto C Xo. Temus entio o € Ga‘}()ﬂf”) tal que ¢, > 0 ¢ Xf o < 1 onde o igualdade

vale na vizenhanca de K.
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Prova do Teorema 2.5.3. Se u ¢ uma distrihuigao, entao:
w{p) = E te(Da)  s€ O = E o, (onde @, € G X)) .

¢ a soma ¢ finita. Pelo Lema 2.3.4; todo ¢ € 73"(55) pode scr escrito como wma somna.
Se St = 0 = Y u,(d,) = 0, concluimns que 3 u,{¢,) é independente da torma
que a soma é escolhida. Seja K = |Jsupp ¢ um conjunto compacto K C X e usando o
Coroldrio 2.3.5, escolhemos 4y € GP(X5) tal que Swy = L em A e a soma ¢ finila.

Entén ¢30, € GP(Xa N Xa) € wa (o )us(sd,) € consequentemente

Z Ua{Gn) = Z Z o (Ouilis) Z Z tg{datlig) Z (s Z Oa) = 0.

Mostramos assint que se > d, = 0 = 3 u,{d,) € nulo, emdo « € Unico. Para mostrar
que u ¢ uma distribuicio, eseolhe-se um eonjunto compacto K C X ¢ wmna fungao ¢y €
GF(X5) com 345 = 1 em K com a soma finita. Se ¢ € Gg°(K) temos ¢ = 3 dnfig onde

oy € G(Xs) Llal que a primeira equagio nesta prova nos fornece

(@) = D uy(dip)

mas, se uy ¢ uma distribuicao, temos:

lug(ris)] < C sup |DP(0da)(2)] . du € G (X
lpp<lrn '| n

e N

onde sup PP pode ser estimado em termos de ¢ ¢ portanto podemos concluir que

()] < C sup |[DPo(z)] , &€ Gk} .
Pt

e

Finalizamos assim a demostragao.

Teorema 2.3.6. Seja F um atlas parn # . Se para todo p;ok € F temos uma distribuigdo

up € D'(Xy) e o Definigdo 2.2.2 vale sempre que pio k € pi o k' periencem a F, entao
. . . [ . -1

existe uma, ¢ somente wma distribuigdo u € D'(A) tal que vo (k Lop 'y = uy para todo

poked.

Prova. Seja ¢ € G> um sistoma de coordenadas em .. O Tearcma 2.3.3 estahelece que
existe wna, e somente uma distribution U, € ©'(X,;) de forma que para todo p; © k,
Uy = ((p o k) o Dy em Xy N Xg) C Xy Se ¢ € T — Uy = uy, podemos escolher
piok = . Agora, definimos v como uma distribui¢dio, desde que Uy sutisfaz (2.3.6) para

ambos 0s sistemas de coordenadas p; o k ¢ pjo k. !
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24 Conjunto de Frente de Ondas de uma Supcrdistribui¢cao

Um importante progresso no entendimento do significado da forma de Hadamard
reporta-se ao conceito de Hormander para conjuntos de frente de ondas ¢ analise mi-
crolocal 81, principalmente quando aplicados em fungoes de dois pontos. Como vimos,
uma funcio deste tipo satisfaz a condigio de Hadamard se sen conjunto de frente de on-
das contémn somente [requéncias positivas propagando para [nturo e frequencias negativas
propagando para o passado.

Nesta secio o foeo principal serd a extensdo da descrigio dada por Hormander para a
estrutura de singularidade (conjunto de frente de ondas) de uma distribuicao com objetivos
de induir o caso supersimétrico. O resullado (que vemn a ser intuitivamente lugar-comun
na lileratura) de que as singularidades das superdistribuigdes devem ser expressas de
uma maneira simples através das distribuicoes ordindrias é apresentado via métodos de
andlise funcional, em particular, métodos de andlise microlocal formulados na lingnagem
do superespaga.

Na literatura, é conhecido que a estrutura de singularidade das superfungoes de Feyn-
man (¢ mais precisarnente, de Wightman) é intciramente associada com o setor “bosonico”
do superespaco. Muito cibora se afirma gue o resultado é Sbvio, nfo é eucontrado na lite-
ratura um formalisiuo analitico onde a demonstragao matemdtica é apresentada de forma
clara. De fato, existe wma certa lacuna na lilcratura entre as apresentagocs 1suals com
respeito a estrutura de singularidade das superfuncées ¢ mn tratamenlo matematico mais
refinado, completa e natural para o assunto, como no caso da andlise microlocal. A pro-
posta desla secio ¢ de preenchier esta lacuna. Tstudando detalhadamente as propriedades
de singularidade das superdistribuigoes, estabelecemos como que as caracterfslicas de
decaimento de uma distribuigiio também sao estendidas para o casa de uma superdis-

tribuiciio, o que é evidenlerente um resultado desejdvel.

Lema 2.4.1. S¢ja X C %’E”’“ um conjunlo eberto e u uma superdisiribuicdo em X
tomando valores em 4, ou seja, um funcional lincar w : GP(X) — @, Sejo também
o urna funcdo supersuave de suporte compacto K © X. Enldo ¢u € também supersuave
emn K, se suas componentes (du){(e(x)) sdo suaves em um conjunto compacto K' C &,

onde §} 6 o corpo do superespaca. Portanlo, a estimativa sequinte € garantude:

|Gu(k)| < (14 k)Y EWV.0)

Indicacdo de Provo. Um esquema de prova pode ser construido em analogia a linha sug-

ericla por DeWitt [26]: a partir da Definicdo 2.2.4 segue que as fungoes de z estao em
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correspondéncia nm-para-um com as fungoes de zy; isto implica que quando trabathamos
sobre ‘;’ﬂ”‘“, podemas de [orma. geral proceder como se estivéssemos trahalhando sobre o
corpo do superespago, 2 = {(2,0,0) € X | «(z) € R™}. Visto gue ¢u{x) desaparece no
infinito, independente de sua akma, o contorno em 97y pode ser deslocado para comaeidir
com §2, sem afetar o valor da integral. Entdo, a teoia das transfomadas de Fourier per-
manece inalterada em sna lorma. Por motivos de simplicidade, tomemos o caso tal que
s{x) = (x — €(x)) é mna fun¢io suave de valor Unico de e(z) = ap ¢ L =2 é o niupero de

L m =
gexadores de 4,7, Temos entao gue

—

du(k) = / dr Cikx(j")li.(:f)

= / day, eeoe (q-b-‘t;.(:}.?b) +i ;r.‘b(_,bu,(i.'b)k:.uﬁifj)

I
H

= Gulky) + (du) (ky)his €€

Podemos ver que isto é possivel fazendo uso de integrats por parte repetidanente ¢ gen-

cralizando o falo de que —i k:bl ( d:b eikb'ﬂh) e i

—

5314 , . o
oulk) = (2@ {/ diry, e (D7 (Bufen) + 1);}1(-'f-'-bf.i"'J'fa‘-(-’i-'h))kuf’ﬁ?)} '
o,

Tomando ¢ valor absoluto de ambos os lados ¢ usando as propriedades oferecidas pela

algebra de Banach de %47, podemos cstiman:

(#;}(k)l < ‘@(ﬁb)‘ +

(@) ()|

< U+ kD)™ sup D7 (x| + sup 1D (mnoulx))l Ryl | (240
-Jlf,lt;fi’ ;r; I éKI‘

DPartanto., para que (2.4.1) seja suave, precisainos somente que @u(k) decresce raptdamente
com |ky] — oo. A dernonstragio pode ser generalizada para incluir o caso onde s(z) € wna
funcédo do corpo multivalorada e L é arbitrariamente fimito. Finalizamos aqui observando

que, com sc ¢ pretendido, a parte da alma de & possut mn comportantente polinomial.

o 0 : .
Lema 2.4.2. Substituindo 9, por 4" na Lema 2.4.1, podemas estabelecer:

Gk, 8.8 < (1+ k) CN. SO el
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Prova. Primciramente, nolamos quc ambas as superlungdes u ¢ ¢ sdo G™ ¢ que podem
ser expandidas polinomialmente em coordenadas impares cujos cocficientes sao fngoes

delinrdas sobre as coordenadas pares,

r I
w(@,0.0) = 3 Hue) @O ¢ da,0.0) = 3 2o (@)O)
(ry—o {yy=0

A prova se segue essencialmente por argimentos similares aos apresentados na prova do
lema antecedente, levando-se em conta o camportamento polinomial das varidveis imparcs,
6 ¢ #. De fato, gulz, 8, b‘) é uma funcaa bnear e cada coordenada impar separadamente,
Lendo em vista que cada coordenada deste tipo é nilpolenle, ¢ consequentemente nenhuma
poténcia de grau mais alto de uma coordenada impar pode aparccer, ou seja, dulwx, 8,8) ¢
wma série absolutamente convergente com respeito & narma de Rogers || - []1.* Tsto posto,
podemos alirmar que apenas tomando a transformada de Fourier de dulz,8,0), sohre as

varigveis pares, deve ser sulicienie para inferir as propriedades de snavidade de oulr, 6, )

oulk,§.6) = Z Z ie) ey (R) () ()

{2)=0 () —0

r .
= Z {/ dzy, € ({ou)y(xn) + i (D) (o (Tn) ki 6 + - )| ().
{yy=t0 =

(2.4.2)

entio, Lomanda o valor absoluto de abos os lados de (2.4.2), abtemos das propricdades

da algebra de Banach de %, ¢ para cada intciro N a seguinle cstimaliva:

i&}(k,ﬁ,ﬁ ‘ Z Z (B0) () () ()4 ()

(}=0 (p)=0

35 [(818) 0 (ko) | 1 0)
{7]

={} (g} =0
(1A ) VO, &) 10100 - - NIl (24.3)
do qual se segue o lema.

Portanto, o setor ftupar do superespago nao pode produzir nenhum efeito sobre &

estrutura de singnlaridade de #. Combinando os resultados alcancados, estabeleecmos:

Reakmenwe, gulz, #,0) & aualitica nos coordenadas inparcs.
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Teorema 2.4.3. As singularidades de uma superdistribuicdo v estdo localizadas em val-
ores especificos do corpa de x: as covrdenadas do espago tempo fisico, independente-

mente das coordenadas impares. |
Podemos de forma geral, resumir toda discurssao no que se segue:

Defini¢io 2.4.4 (Conjunto de Frente de Ondas de uma Superdistribuigao).
O canjunio de frenle de onda WF(u) de uma distribur¢do w em wmn superespaco .# €
o complemente do conjunto formado mor todos os pantos de dire¢da regular no fibrado
colangente Ty, onde . #y = (A é v corpo do superespago, provindo da construcao

referida na segdo 2.1.1, excluindo o ponto lrivial ky, = 0.

Existe urna versio mais preeisa da Definigao 2.4.4. Todas as definigbes e afirmacgses
estabelecidas sobre supervariedades podem, de certa forma, serem converlidas cm suas
definicdes e afinnagoes correspondentes sobre variedades ordindrias, uma vez que exisle
wma familia de variedades ordindrias, de dimensses N = 2571(m + n), agsociadas com
uma supervariedade # cuja dimensao é (m,n) , (L =1,2,...). A variedade resultante ¢
chamada de L-ésimo esquelelo de # e é denotada por §,,(.#) 126]. Com a ajuda da [amilia
de csqueleios defivitnos o “pushiorward” (ou imagem direta) de uma supercistribuicao.

Scia X C 8.(#) ¢ Y C .#, conjunios abertos ¢ scja € a projecio natural de g () {ou

M) em My, o mapa de corpo. Se introduzirmos coordenadas locais = = (1, ..., Ty cm
X, emtiao Y é delinido por 2y = (#1, ..., Tx). Existe uma relagio local entre o corpo e os

esqueletos dada por:
dif o - L1 y—
SL(X) =¥ x R? {m+n)—m )
Seja agora u nma superdistribuigho sobre X, entdo o “pushiorward” e,u delinido por
eau{@) = u(e*), ¢ € CF(Y), € mna superdistribui¢do sobre Y. Estabelecemos portanto

o que se sepue, fazendo uso destes conceitos:

Coroldrio 2.4.5. Seju e : X C S.(H) — Y C My a projecdo corpo, e seja 1t € D'(X).
Entdo
WF(ewtr) C { (2o, kn) € TANO | 32" = (y1s - 2n ) (i, ', ky,0) € WF(u)} .

ande N' = 25"H{m +n) — .

Prove. Sex = (1p,27), onde a, € Y, &' € RY e ¢: X — Y é 0 mapa de corpo, entao
a matriz Jacobiana é da forma ¢, = (1,0) ¢ a afinnagdo scgue-se do Teorema 1.4.3.
Portauto, em qualquer superespaco # ¢ corpo do superespago .#y, as singularidades de
uma superdistribuicio ¢, cstio localizadas de modo natural no conjunto das projecoes
daqueles pontos do conjunto de frente de ondas da superdistribuicao u onde as direghes

singulares sao paralelas ao eixo .
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Epemplo. Para o modela de Wess-Zumino, o qual consiste de um supercampo quiral @
e uma atto-interagio, os superpropagadores de Feymrnan, num siiperespaco plano, sao

{ ver Apéndice A):
AL (5.0,0:27 8,8 = —imb*(6 — 8)e™"? WV N L — )

AY (2.0.0,3. ¢, 9_!)1"-1"{0”“"“"9’”“9!_zgc"iél)i’J*Ah(ﬂ: —z'), (2.4.4)

aifa b, -

AE (2,0.0:2°, 0.8 im8* (0 — §)e OO0 N (0 — o)

ande 828 — 0} = (8 — 8")2, com x,0.6 tendo a forma (2.2.2) ¢ (2.2.3), respectivamente.
De acordo corn a andlisc presente, o conjunto de freate de ondas dos superpropagadores

pode ser descrilo como:

LIL‘FI;T(ASUS‘)-'){ (‘Tb: kb; "I-'.Ib! - L: T, {] -"’:f:' ﬂ) | (l'bb: kb; ;'::!b! _;';)) € ")VF(A:UH)«' |#t))} :

Gt — b BT e e . AR O f AF —
onde susy = (@0; 00 OD), = = (21, A ) & = (Zaprne T, Abwlan =
. AF ¢ a tmagem direta dos superpropagadores de Feynmnan no corpo do superespago,

HLLRY g=] I Lt . 3

e WF(AY 1 4) COUD 8], com a regido fora da diagonal dada por

SN&Y
O = (ap. ko 2h, —ki,)} € T | (an, ko) ~ (xh, kb ). 26 7 2. kp € Vi se ap € Ji[:,?:;))} ,

ar 3 ) svaleneia (o F N S RS et o , P
onde a rclacdo de equivaléncia (xp, k) ~ (24, &) significa que existe wna geodésica tipo
Inz v conectando 23, e 24, tal (ue no ponto zp, 0 covetor ky € tangeule a 7y e ki, é o vetor
transportado paralclamente ao longo da curva v até xy, que é por sua vez tangente & 7.

A regida diagonal é dada por:
D- {(:z;b, ki T, ~kn) € T A0 | 2y, € Mo, b € 1‘*..%;‘\(]} .

Por esta razdo, os propagadores de Feynman siio singulares somenic para os parcs de

pontos no carpo do superespago que podem ser conectados por uma geodeésica tipo luz.

Finalizamos esta secio reforgando aqui o uso da principal ligao provinda da anabise
microlocal para o caso abordado, ou scja, aquela pela qual podernos saber como o conjunto
de frente de ondas de superdistribuicdes crn uma supervariedade .# pocle se conseguido
a partiv do conjunto de frente de ondas sobre conjuntos abertos de @™ Tal extenséo €
alcangada cin analogia ao caso ordingrio. Scja € uma vizinhanga aberta de z € A . que
asswmimos sem perdas de generalidades ser coberta por um 1inico caminho de coordenada
("single coordinate patch®), ¢ seja u € D'(#) uma supedistribuigio. Entéo existe um
difcomorfisno y : & — U C 4", tal que x*u € D(U) é uma superdistribui¢ao “pulled

back® par x. Assimn W F{x*u) = x*W F(u). Agora, considerc ¢ urna fungao supersuave
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de suporte compacto cm & com ¢(z) # 0. Devemos scmpre ter em mente que cada
componente d(e(x)) de ¢{z) ¢ uma fungio suave ¢ de suporte contido em &4, onde &y
denota uma vizinhanca aberta de x, € #,. Portanto, a superdistribuic¢do w¢ pode ser
vista como uma superdistribuicio em 9" que tem suporle compacto, e dado que mao
exisle pontos singulares pertencentes ao WF(w), a transformada de Fourter J(B de ue é

hem definida eomo urma supedistribuigao em %" e satisfaz 0 Lema 2.4.2.

2.5 Formalismo Algébrico sobre uma Supervaricdade

Nesla secan pretendermos discutir o formalismo algébrico de modo a incluir a super-
simetria via a andlise, agora, em supervariedades. Esta forimulagio (em supervariedades)
pode ser construida sem muitos obstdculos téenicos, uma vez que a construgao das algehras
de observaveis nao depende a priorida variedade eseolhida. Desereveremos wma tearia de
campo em uma supervariedade geral coma wa formlagio estendida da teoria ordinaria
em espaco curvo. Uma dlgebra de observdvel pode ser gerada a partir de Q.4 fur), onde
®,,; sio superdistribuicoes {ou supercampos) ¢ fir superfuncoes testes. Uma superalgebra
completa é representada por %, = |J, (&), onde 2, denota a superdlgebra, com
¢ C .# denotando uma regidgo aberta limitada em uma supervaricdade .#. Devemos
entdo garantir que para loda regio aberta limitada € em .# as seguinles propriedades

sio satisleitas:

P.l Todas A {€) sho superdlgebras * contendo um elemento ideniidade comum, onde

a scguinte propriedade, chamada isolonia, vale:
f‘))_l - f)z — gtsa(fjl) G Q[Ha(ﬁz) .

Esta condicio expressa o fato de que o conjunto de observivels “supersimétricas”

aumenta com o tamanho da regido de sua localizagio.?

P.2 Definimos a nocao de localidade de tal forma que a restrigao de umna regiao eotn-
pacla & € A em uma regiio eompacta no corpo de uma supevaricdade O, € My,
6 causalmente separada de uma outra regiao compacta &y, € .#,. Islo impliea na
comutatividade tipo espaco [U. (), e (€7)] = 0. Esta exigéncia € importante uma
vez que somente comn esta restrigao podemnos trabalhar sem que aparecam prohilemas
relacionados a eausahdade lemporal. A nogio de uma curva temporal propria ade-
quada gue intercepta uma superlicie de Cauchy em um espago-tempo gtobalmente

SClertamente o conjunie de interesse aqui ¢ o conjunto de obscrvavels relacionado ao corpo da super-

varicdade,
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hiperbdlico faz sentido somente na vartedade corpo. Desta forma temos a possibil-
idacle de avaliar a evolucao das superficies de Cauchy de Lal modo a conseguhmos
wn critério para a definicao da forma de Hadamard para o estado de vdcuo. Uma
superdistribui¢ao cm supervariedade vista como uma fungao de dois pounlos nos per-
mite dizer que a causalidade estd bein definida neste contexto. Temos assim (ue se

&y ¢ causalmente dependente de &, entio U (0) C L. (7).

P.3 Seguindo Dimock [47], exigimos que deva existir wun A, () para cada supervar-
iedade .# equipada com uma super-métriea g, que generaliza a métrica de Lorentz.
Seja k @ .#, — 4 wn difeomorfismo C™ na variedade corpo, tal que k"(g5) =
go, onde gy é uma métrica de assinalura (+, —, —, —) na variedade corpo. Entao
2(k) ;. # — A ¢ um superdifeomorfismo G z(k) de (#.g) cm (A g') tal
que (kY (¢} = g, existindo um isomorfismo a,py e — A, de forma gue
iy (W O)] = Wea(2(k)(6)). Pode-se mostrar Ltambém que z{id »,) = id ¢, onde
id 4, (id 4) sa0 [ungdes identidades em 4, (. 4 ), respectivamente. Portanto, Colid g,) =

Gid ») © pela equacdo (2.2.7), 1OMOS Q) © Qaghy) = Valkyoky)-

De wn modo particular, € interessantce escolher uma algebra » adequada para a
formulacio da teoria quintiea de cirupos em conexao com a abordagem de Gérding-
Wight man '48].% Em teoria de campo, é natural trabalhar com o produto tensorial aplicado
cm funcées testes, visto que é commm a presenga de mats de wm campo, assim introduz-
tmos uma dlgebra tensorial de superfungoes sitaves de suporte compacto sobre O €.,
onde € é uma regiao aberta de uma supervariedade. Seja f,,, uma superfuncao teste em
D, (), 1al que F = Bpen S (21, - -2 2m) € L F), onde aqui z; = (x, 65, #;) represenlam
supercoordenadas. Da miesma formna, t0mamos wm(21... ., zn) € 0,,(€), onde D', ¢ o
espaco dual de D, 0 qual consiste em supedistribuicoes de m-pontos w = {wr bnen, tal
(e w,, pertence A dlgebra dual denotada por A, {#). Desde de que estamos trabalhando
com superalgebras invohiivas, devemos definir uma operagiio de involugao (7), que aqui
trataremos como f*(z1...., Zm) = fm(Zm. ... 21); onde f = fn, denota uma conjugacao
complexa.

Um supereslado w nesta classe algébriea ¢ um funcional lincar, normalizado e positivo
w U &) — 91, com w(F*F) > 0 para todo F € A, (). A normalizagao tmphica gue
que ¥ = L. A rede assim formada, ¢ dita da classe de Borchers-Uhlmann  [50]. Alguma
itformacao dindmica { ainda nao inchiida aqui pots temos apenas una algebra) pode ser
conseguida espeeificando nm estado de vacuo para a teoria. Uina vez especificado o cstado

S Algims resuliados ligados & teoria quintica de campos supersimétrica estao relacionados an |43, 49],

onde se mostra que o8 aximnas padroes de Wightman podem ser madificados para incluir supersimetria.
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de védcuo. que sera realizado via a constru¢ao GNS, fixando nm supcrespago de Hilbert
e um vetor de vacuo, podemos extrair algumas informagoes de interesse diretamente das
correspondentles superfungocs ordenadas temporalmente, avancadas on retardadas.

Ut superestado é dito satisfazer a propriedade essencial de comnulatividade local sc,

e somerte se, para todom > 2 ctodo 1 < ¢ <y — 1 temos
"-‘-"m-(,lbl & ./r % fr'+.1 -5 ,fm) = wrr;.(,].l Q- & f?i+l. ey ]7 @& fm)

para cada J; € GF(€), de forma que a restrigao de cada f; em regides compactas do corpo
da supervariedade implique que supp file, ¢ Supp fir1]e, possuam separacio separagao
espacial. Além disso, wn superestado w ¢ “quase Jivre” se a superdistribuigdo de um ponto
e Lodas superdistribuicées de m pontos truncadas para ' # 2 sdo nulas, ou seja, todas
superdistribuicies de m pontos sio obtidas a partir de superdistribuigoes de doms pontos

via a relacao:
W i—l(f]_ ®---RK fm)[) for Z i) .

LA.:Z‘.FH_(I]] Ko ]‘m) Z w‘z(ﬁq ¢ ’,H )w‘z(Ju % ],f_;) T ";4"2(.].'i-grrx & _]..jgm) '
i (_..,‘_/:i.-gm

_ ik
11 yeden distintos

para m > 1.

Virnos que um modelo fisico pode ser descrito pela construgdo GNS, que nos permile
saber como o espaco de Hilbert é obtido ¢ define quats operadores (representagocs da
dlgebra) atuamn neste espaco. De acordo com a preserigao couvencional, para couseguirmos
0 espaco de Hilbert escolhemos o espago quociente eulre a dlgebra de observaveis e o ideal
N,. Nesta ctapa, o problema vinculado a existéncia de vdrias represenlagocs mequiv-
alentes persiste. Em superespagos planos, a invaridncia sob o gimpo superstmnétrico de
super-Poincaré do estado de vicuo seleciona a representagao corrcta [43]. Em supervar-
icdades gerais o caso possul a mesma complica¢io existente quando estamos em espago-
tempo curvo sem supersimetria, e de forma analoga, procuraremos pelas estruturas super-
simétricas correspondentes da forma de Hadamard. Assim, escolhemos um superespaco
de Hilbert a partir das prapriedades algébricas da teoria via a constriugao GNS realizando

a seguitte identificagao:
w-m(fl ®---® J.'m.) = (Qw: ?Tw(fJ.) s ?Tw(.].-m.)nu) 1

onde aqui §%, é urn vetor preferencial no superespago de Hilbert e ., a representacao dos
clementos F' € . (#) que desempenha o prapel de operador linear auto-adjunto atuando

na superespaco de Hilbers sobre superfungoes testes. Note gque a exigéncia fisica ce uma
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condicao espectral generalizada sobre a variedade corpo deve estar presente para se delinr
todo o conjunto de superestados adequados para a teoria. J11;.

As principais caracleristicas dos superespacos de Hilbert relevantes para nossos pro-
posilos sao resumidas como: (1) quando a dlgebra de Grassmann ¢, ¢ dotada da norma
de Rogers, todo superespace de Hilbert é da lorma 3¢ — H @ %, onde H & nm espago
de Hilberto ordindrio, (i) o produto interno (.-} : # x H# -+ % cowm valores em
4, satisfaz as scguintes operages (restritas ao corpo) {xn,4u) = (&, ¥)n € {&,2)p > 0
para todo € 7, lal que x € F#° possui wn corpo que nao se anula sc ;e somenle se,
{r.zdp > 0. Para a gencralizacdo de alguns resultados basicos da teoria de Espago de
Hilbert para supercspacos de Hilberl & inleressante verificar trabalhos recentes [42] e suas

préprias referéncias.

2.6 Superestados de Hadamard

A procura pela forma de Hadamard no caso de win superespago ¢ simples, desde que

o itltimo, em geral, pode ser obtido pela aplicacio da fungio §2(8 — &) (ou §%(8 — &) e
de umna estrutura cxponeucial eF@99 sobre a forma ordindria de Hadamard Ag,q. tal
que a regido de estrulura de singularidade nao € afefada, ou scja, existe wn comporta-
mento 4 curta distancia andlogo a0 comportamento A curta distancia discutido no caso de
varicdade geral como espaco-tempo.” Os delallies deste resultado csta bem detalhado no
Apndice A, que vem demonstrar uma, proposigao tmais geral om secio futura (2.8.1). Uma
vez que podemos lidar com supervariedades que possuem vartedades eorpo sendo glob-
almente hiperbdlicas (como vimos, as suspervariedades BPT), é importante estabelecer
(e as superestruturas de Hadarmard apentas fazem sentido projelivamente. A exphcacao
dbvia para esta alirmacio estd no falo de que esta estrutura deve conter uma nogao de
tempo global ¢ consequentlemente os argumentos de causalidade. Sabemos que sobre uma
supervariedade a nocao de uma curva causal nio é bern definida a menos que se trabalhc
projetivamente. Outra forma de se visualizar como estender a estrutura de Hadamard para
o ambiente supersimétrico é simplesmente lrabalhar e cima da existéncia e unicidade
de wma coninuacao Grassinanniana (a z-comtinuacdo) para funcoces O, assitn podemos
ter a extensio supersimétrica dos termos U, V e W que aparecern na forma ordinaria de
Hadamard e consequir formalmente construir a superforma de Hadamard. Apés realizada
nma projecio 1o corpo, sempre consegnimos a estrutura de Hadamard ordindria a par-
tir da sua respectiva estrutura supersimétrica de forma que a dllima deve ser invariante
“Voja, por exemplo, o livro de Piguet ¢ Sibold |54, onde¢ discussdes sobre renormalizacio de teoriag

supersimétricas via a “renormalizagio algébrica”™ cstio presentes.
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através de uma evolucio da superficic de Cauchy na variedade corpo. Este resultado &
praduto direto da abordagem mostrada na proxima segio, alravés de unra caracterizagao
da condicao de Hadamard equivalente ¢ allernativa (devida & Radzikowski [8]), ampliada
de modo a envolver a nocao de copjunto de frente de ondas para superdistribuicaes, tal
que a estrutura de singunlaridade mantém-sc intacta ¢ condensada na parte ordindra das

supcrfuncoes de Green.

2.7 Um Tipo de Condigao Espectral Microlocal

Passando de wma variedade shave para uma supervariedade, tauhém suave, é razo-
gvel exigir que wm superestaclo satisfaga um certo tipo de condigao espectral microlocal.
Uma alternativa completamente analoga a Definigho 1.5.1 pode ser alcangada. mais uma
vez com a ajuda da forrulagio em que fizemos uso das [amilias de esqueletos Sy, (A )
¢ da modclagem via grafos. Seja G, um conjunto finito de “superyrafos’ incluidos em
aloum S, (#) cujos vértices representam pontas do conjunto V = {z,...,z,} € §,(.#).
A nocdo de um supergrafo desenkado localmente € que scus vérlices sa0 representados
por pomos do hiperplano R2" ' {mtn) o gens arcas so represemtacdos por curvas (que sao
“miccewise’ limearcs) entre estes pontos, sendo que curvas distintas encontraim-se apenas
em pontos [nals comuns. Se ¢ : R2"7 ') R™ & g projecio candnica, eniao G =
coG 6 um grafo compasto pela projecao daqucles pontos de um supergrafo cujos arcos e
representam conexocs cntre parcs a,, ¥p, € R™ por curvas de ap, para ap,;. Assim, uma
lmmersao de um gralo G em uma varicdade corpo #, ¢ uma correspondéncia dos vértices
de G para os ponios em .#g, ¢ dos arcos de G para as curvas “piecewise” suaves em .y
e — () com foute s(y(e)) = ap(s(e)) ¢ alvo 1{y(e)) = zu(i{e)), respeclivamente, junto
com win campo de covelores conslanics ¢ covarianiemente cansais kp, sobre v tal que: (4)
se e~} denota o arco com direciio oposta a de e, enldo a curva correspondente ety é
a inversa de y(e); (i) para cada arco e o covetor ky, € dirccionado diretamente para o

futuro se xp(s(e)) < xu(t{e)); (##4) ky ., = —ky,,. Usando esta modelagem escrevemos:

Definiciao 2.7.1 (susypSC). Um superestada ™ com uma distribuigdo de v puntos
W satisfaz wma Condigdo Espectral Supersimétrica Microlocal se, e somerde se, par

quedguer v
W (W) = {(.’L‘m &, 0 (2, 2 R, 0) | W (cuel™) © TT} .

onde T € o congunto {(zy,, kn, )i i (26, kb, )} pare o qual eriste um grafo G como

descrito acima € com ky, = > ku, (Tn,) tal que ¢ svma eslende-se para lodos 08 arcos que
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possuem as punlos oy, cemo suas fontes. O momendo de configuragdo trivial by, = -+ =

b, — 0 ¢ desconsiderado.
Notas. E inlercssante chamar a atengao para dais pontos importantes:

o A Delinicaa 2.7.1 indiea que para um superestado w™ a susypSC é equivalente a
exigéneia de que todas as componentes los campos satisfacam a candigao espec-
iral microlocal [11] na variedade corpo. Esta observagio € signilicante e estd de
acardo com os comensdrios de DeWitd, afirmando que, em aplicagocs lisicas de teo-
rias quanticas de campo supersimélricas, a condigao espectral do superespago de
Hilhert. GNS estd restrita em wn espaco cle Hilberl GNS que se situa dentro de um

superespaco de Hilbert GNS.

e A Definicdo 2.7.1 nos lornece uma condigio espectral “global™ microlocal. () sentido
da palavra “global™ aqui mencionada ¢ que o suporte singular de todas as compo-
nentes do campo estd englobado em WF(e,wi}. Esta & uma caracteristica tipica
de teorias supersimélricas formuladas na lingnagem de supercspagos. Por exeumplo,
para o supcreampo quiral de Wess-Zumino [52], emn analogia as componentes de
campo escalar, a condicio de Hadamard para mua componente espinorial é formu-
lada em terrnos de sua distribuicao de dois pantos wy. Esia dltima é obtida aplicando
o adjunto do operador espinorial sohire uma estada de Hadarmard anxiliar na equagao
quadratica espinorial. Para os indices espinoriais fixos o conjunto de [rente de ou-
das é contido no lado direito da equagio (1.5.1) ¢ as derivadas nfo avmentam cste

CoMnjuuto.

2.8 O Modeclo Livre de Wess-Zumino no Supcrespacgo Plano

Como um cxemplo de aplicacao dos vesultados discutidos na allima se¢ao, consid-
erarelnos o caso simples de campos quirais (e antiquirals) massivos do modela de Wess-
Zumine em mmn superespaco plano.

O modelo supersimétrico mais simples com N —= 1 (uma supersimetria) em quatro
dimensdes € o modelo Wess-Znmino livre [52], o qual consisie de um supercampo quiral
$(x,6,6) ¢ um supercampo antiqguival ®(x, 8, 8) obedecendo aus vinculos relacionados as
derivadas. os quais sao D,® = 0 ¢ D, = 0 respectivamente. A forma das derivadas
covariantes supersimétricas segue como

dJ - J p

Do = gy = io* 0°8,, D= -— soe T W%l 0 (2.8.1)
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A notacdo aqui empregada é similar & usada em {54]. Os clementos de um supercspaco
com N = 1 sao parametrizados por coordenadas pare ¢ impares M= (xr,07, 8%), com
p=1(0,....3),a —(1,2), & = (1,2), onde ¢ e seu complexo conjugado ) sao coordenadas
fmpares ¢ por construciio cles anticormitam entye si. Neste caso, a variedade corpo € R™
¢ o mapa do corpo é ¢ 1 47" — R™.

O supercampo ¢(2) é uma fungao que mapea o superespaco na parbe par da dlgebra
de Grassmanu [25]. Com a ajuda da regra de comutagao

17)0 ({3—190»‘»‘&8;,_ (’I) = @ Wordo, (—0/69“)&5,
o supercampao quiral pode ser expandido em poténeias das coordenadas impares como
i o . B + . R
B(z) = ¢ O (o) + O () ~ F°F(2)) (2.8.2)

com ¢ E VALY e F f 272D —iE). A, B e ¢ sdo respeclivamente componentes
fisicas escalar, pseudoescalar e spin-1/2 de @, enquanto D e E s20 snas componentes
cscalares e psewdoescalares auxiliares. As llimas sdo necessdrias para que classicamente
a dlgebra da supersimetria seja fechada “off-shell” (elas nfo correspondem a graus de
liberdades que sc propagam).

Como acima, o supercampo antiquiral ®(2), com a ajuda da sua respectiva relagao
de comutagao

D, (eiﬂc“ﬂap (.5) — e‘iﬂc“éi’p ({')/890)('5

pode também ser estendido em compouentes como:

B(2) — "0 (o (2) + Guip(x) + B2 F* (2)) (2.8.3)
A versdo quantica do modelo de Wess-Zumino é baseada nas equagocs de campo
classicas ] .
1l =s= m . . L -
D&+ ® =0, D*® d=0. 2.8.4
16 1 Coes T (284)

Aplicando o operador D? na primeira cquagio ( ¢ respectivamente [)* na scgunda), multi-
plicando a segunda equagio por 4m (e Lambém a primeira), e usado a relagdo de comulacao
(D%, D? = 8&iDo* D, + 16U, podemos enldo enconrar

(O, +mDe =0, (D, +m*)®=0. (2.8.5)

Para os supercampos eldssicos @ e ®, associainos supercampos quanticos ¢ “superdis-

Lribuicbes” cam valores de operador, mediadas por superfungdes ” lestes®,
Fz) = 0% f(x) + Ox(z) + 0°h(z))

F(z)= 0B ( () + Bx(z) + 82R* () (2.8.6)
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com F(2), F(2) € GF{U, %) sendo superfungées tomando valores de ¢, em um conjunto

Fri v

aberto U ¢ %" de suporte compacto.

Para todo F(2),G(z) € G2(U,4,), definimos as seguintes relaces de comutacio
[2(F). $(G)] = [ du2dinis) A= F(ACE)
[(F).8(6)] = [ dul)duls') ARl 2IFECE (25.7)
[B(). 2] = [ due)dul) Az NG

def
onde du(z) € d¥z = d'zd?0d%). Chamamos ALY, AL ¢ AL

s

de superdistribuictes
de Pauli-Jordan. gue configuram como solucoes [undamentais das equagoes homogeneas
(2.8.5). De fato elas sio distribuigdes de dois pontos ¢ assim sdo também clememos de
D).

O valor esperado no vacuo do produlo ®(F)P(() satisfaz a relagao

(O, DFYO(C)D) — (1™ (2, 2). F(2)G()) (2.8.8)

SUSY (

A distribuiciio w)™ (z, 2’} estende o formalismo de Wightmau ¢ por esta razao, w; ™ (z, 2

é dita superdistribui¢io de Wightinau de dois pontos.

A superdistribuicio de Wightman de n pontos serd simbolicamente escrita pela
forma [43]:
W (2, ) = (Q, il (.’L‘];Hl:gl) R (.’I.-'H;H‘,,_:g?,_) SZ) . (2.8.9)

A

::‘“ n j H d}'h ul "u") ,_ ly---» Zh‘-) f;l (zl: B 2,,.) . (28]0)

Nesta definicio, fixamos a ordem eom que eserevemos a superdistribuigao ¢ a superlungio

Leste.,

Proposicio 2.8.1. - As superdisiribuicies de dois ponios de Hadamard, de Pauli-Jordan
e de Wightman tém a sequinte dependéncia com vespeito as coordenodas x,0, ¢ (pare
demoslracio vejo Apéndice A):
p . ~ J o LT
AX (2,8.8:2" 0,0 = —imd* (6 — §)e' 00 TR A (1 — 1)
AJ\

ey

(’I“ 0 g ¥ H! 9;) i[GoH 0 O ar(’ —2Wanl )d“Ax(HJ —,’I.-‘;) : (2811)
A(l,(l,(x:b‘._g:_ 0,0 ims (b — §ye e N xlz—2'),

onde X — (Had, PJ, W).
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Proposicio 2.8.2. Seje ™™ um estado pare o modelo qudntico de Wess-Zumino em
wmn superespace plane, cuje superdisivibuicdo de v pontos W satisfoz as uxiomas de

Wightman® Entdo w™ salisfoz o Definigdo 2.7.1.

O resutado acima ¢ uma consequéncia imediala do Coroldrio 2.4.5 apresentado aqui
¢ do Teorema 4.6 de [11], cujo crunciado descreverernos a seguir: “Seja w wm cstado
para, wm modelo tedrico de teoria quintica de campos em wm cspago de Minkowski,
cujas distribnigoes de m-ponlos w, satisfaz os axiomas dc Wightman. Entao w salislaz a

concicao espectral microlocal.”

2.9 Consideracoes Finais

Neste capitulo podemos ver como uma formulagdo da TQC definida em variedades
pode ser realizada de modo a incluir uma TQC supersimétrica em supervariedades. Aléin
de generalizarmos a nogaua de variedade para supervariedades {especificas para o caso
de uma Leoria fisica), usamos basicamente como uma filosofia de ataque ao problema, a
pencralizacio das préprias ferramoentas de Lrabalho que comurente sao acionadas para
nma comnstrucio axiomatica da de uma TQC, como por exemplo, a andlise sobre dlis-
tribuicoes e a andlise microlocal de singularidades. A andlise desenvolvida no decorrer do
capitulo aparenta dar énfase apenas na estrutnra matematica das teorias supersimdétricas.
Do ponto de vista operacional, evidemtemente uma Leoria supersimétrica, (nos moldes
correntes) possui grandes méritos, visto que podernas sem perdas de generalidades fazer
céleulos sem referir-mnos A analise topoldgica mais profunda. Cabe notar, porén, que a es-
tratura formal torna-se imprescindivel para uma clara interpretagiio de certos resultados,
assumidos como verdadeiros e que em geral ndo possuem maiores explicactes. Citamos
aqui, a litulo de exemplo, o motivo do porqué que ne supercspaco, a ransformacio de
wma variedade anti-comutante em wina comutante {ou vice-versa) ¢ legltirna. Se levarinos
em conta que todo o cardter supersimétrico de uma leoria de campos pode ser Lotalmeme
descrito em termas das transformagoes de sirelria no supercspago (nole que a respon-
sabilidade da supersimetria sai do campo e sc reporta as coordenadas no SUPErespagco)
poderfaos nos fazer a scguinte pergumnta: por que ¢ possivel cfetivar a transformacao de
wna variedade cornutante em um anti-comutante, se 4 prior: clas nao possuert relagao al-
guma? A resposta agora ¢ elara: ambas pertencemn d uma mesina dlgebra ¢ possuem alma,
(nos referindo agora aos superntimeros). Qutia ligdo que podernos assimilar ¢ o seguinte:

#Nos trabathos 43, 19 & discutido comno generalizar os axiomas piulroes e Wightiman de modo a

ineluir supersiuctria,
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a invesligacao sobre superdistribui¢bes, como vimos, torna-se bem mais completa com
a abordagem analitica - sabemos cxatamente como comportam-se as as superfungoes de

Green com respeito aos seus pontos singulares e suas propriedades matemadticas.



Capitulo 3

Modelos de Campos sobre Espacos

Nao-Comutativos

3.1 Introducao

Como jd mencionado, a tentaliva de se estabelecer nma teoria de campo axiomatizada
de forma que scus principivs incorporem logica ¢ consistentemente resultados subjacentes
a0s dois pilares da fisica moderna {a Teoria da Relatividade ¢ a Mecanica (Quantica)
pode ser desenvolvida a parlir de um conjunio de fungoes de Wighlman que satisfazem
as propriedades constantes no primeiro capiiulo. Em geral, mostra-se que uma teoria
quintica de campos que satisfaz todas aquelas condigoes respeitam os Teoremas de CPT
e de Spin-Fstatistica [48, 80].

Para uma tcoria quiniica dos campos nao comutativa, os axiomas de Wighiman
devem naturalmente sofver algumas modificagoes. De uma cerla forma, grande parte destes
axiornlas apresentan-se inalterados na abordagem convencional formulada via a nogao de
campos temperados, porém o axioma de comutatividade local nao pode de forma algoma
ser cserito em termos de fungdes Lestes analfticas. Cabe observar também que no caso aqui
particular a stmetria de Lorentz SO(1,3) é reduzida para SO(1,1) x SO(2). Tendo em
vista estas consideracoes e acrescentando a esta lista de modificactes (scgnindo Brunelti e?
al. [11]) a substituigao da condigao espectral usual por uma condicao agora aplicada sobre
o conjunto de frente de ondas analitico para as correspondentes fungdes de Wighunan
de n-pontos peneralizadas, chamada condigdo espectral microlocal analitica (apSC [77]),
veremos como mserir nesta diseussfo as idéias propostas por Soloviev ¢ Lucke, como visto

na Apresentacio nesta tesc.
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3.2 Funcionais Analiticos e Localizabilidade Angular

Fm seus (rabalhos, Soloviev [72]-'75] apresenta algumas ferramentas formais que nos
permite, por vezes, irabalhar no espago de funcionais analiticos de classe $° no mesmo
erau de [acilidade com yue tratamos distribui¢oes temperadas. Uma vez quc nao & per-
mitida a aplicacio da nocdo de suporte distribucional aos elementos de 8" . torna-se
bastante natural a introdncio de conceitos como localizabilidede angular de funcionas,
significando que funcionais desta classe pussucin a propriedade de garantir a existencia
de cones carregadores (veremos o concetto logo a seguirja importdncia deste conceito logo
em seguida) minimais de distribui¢oes cm 8§, Com csta abordagem atinge-sc uma gencr-
alizacio natural da comutatividade local, de modo a desviarmos da nogao de suporte de
distribuigocs.

0 espago das funcdes testes compasto por fungdes analiticas totais é constituida de

clementos cuja a seguinte cstimativa scja garantida:
J(<Cn (4 2e) Ve (r=a+iy), N=01,...,

onde b ¢ Cy sio constantes positivas. O espago das fungdes satislazendo a desigualdade
acima, com b fixo, é denotado par 8%, Na teoria dos campos nao Jocals a uniao UpsgS%P é
chamada de 8%, Juntamente com o cspaco S°(R™), definimos também um espago associado
aos cones lechados & C R™. Note que K é um cone s¢ x € K tmplica Az € K para todo
parametro A > 0. Considere agara I/ um cane aberto em R™. Para cada U, assoctamos
nm espaco 8YI7) composto por fungdes analiticas totais em C*, que por sua vez devern

satislazer
lf(z)| < C_TN (1 - |$|)_Ji\" cblyﬂ-bd(:c,[}) .. N = 0,1,... . (321)

aqui d(x, U) deve ser vista como a distancia entre o ponto x e ¢ cone U1 Podernos atribuir
a este espaco unia topologia induzida pela norma, construida como o limite indutivo da
famnilia de espacos normados coméveis §%#(U) com as normas delinidas de acordo com a

desigualdade (3.2.1):
| [ lupn < suplf(2)] {1+ |a]) &0,

Para cada cone fechado K C R*, pudemos tanbém definir o espago 8"(K) considerando
oulro limite indutivo por intermédio dos cones abertos U que contém o conjunto KA\ {0}

Como usualmente adotado, representaremos o espago dual continuo do espago 8°(K)

LAssumimos que B™ possun norma Euclideana,
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por $U(A). Um cone fechado K ¢ R* é chamado de rarregador de um determinado
[uncional v € §" se v possui mna extensio contima para o espago 8'(K’), ou de outra
[orma, se esta distribuicio pertence a 8°(K). Camo a relacfio (3.2.1) € satisleita, pode-se
iuterpretar esta tltima propriedade como um rvapido decrescimento - porém mais lento
que um decrescirrento exponencial de ordem 1 e do maximo tipo — de » camputado sohre

o complemento de K. Veja tarmbém que se v [or uma distribuigio temperada com suporte

e K, endo sua reslriciio v]ge possui iV como coue carregador.
Clatalogamos abaixo alguns resultados importantes que podem ser encontrados no

trabalho de Saloviev, que formalizam a propriedade da localizahilidade angnlar:

2

R.1 Os espacos S°(I) sdo do tipo Hausdorll e completos. Um conjunta B C 8%(U) é
limitado sc ¢ somente se ¢std contido emn algum espago $™2(I7) e é limitado em cada

uma de suas normss.
R.2 O espaco 8 ¢ denso em 8Y(L1) ¢ em 8°(K).

R.3 Se um funcional ¢ € 8§ & carregado pelos cones [echados K ¢ Ky, entdo a interscegaa
. I 1 :

destes caues ¢ o carregador do [uncional.

R4 Se v € 8C(R |\ NKY), entiio v = v; + 1, onde v; € §UU;) e Uy sdo cones abertas tais
que U; DK\ {0}, 4 — 1,2

3.3 Os Campos Livres

Forinalmente, o estudo de QFT inicia-se com a deliui¢io matemndtica de objetos que
venham a representar nossos campos livees. Como ja mencionado anteriormeite, para teo-
rias em espaco ndo comutativo RY, os compos devern ser [ungoes generalizadas com valor
de operador sobre o espago de fungbes testes analiticas totais SU(R™). Nos denotaremos
corno Py a dominio invariante comum minimal {(que assumimos ser densa) de operadares
de camepo no espaca de estados de Hilhert #, ou scja, o subespago vetorial de F¥ que é

expandido pelo seu cstado de vacuo |£2,) e velores da forma

Do (S1) . D, (fu)l$2) (n=1,2,...),

onde f; € 8°(R?) e £; sdo indices de Lorenlz. E bom notar que o espago 8¢, sendo Fourier-
isorérlico a 2, é nuclear. O valor csperado no vicue da fungao de n-pontos determina

unicamenic as fungoes generalizadas de Wightman %, ., € 8P (R™):

g

oty it (T oo ) dof (D, ¢, (1) . B g, (@)]820)
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Assim a propricdade de nuclearidade nos permite construir expressoes como:

O fY = / o). B, e () [z, m) day o dg,|€2,) (n—1.2,...),
' (3.3.1)
onde f € 8°(R*"), de tal forma a verificar que qualquer operador ©,4{f) pode ser estendido

20 subespaco Dy O Dy expandido pelos vetores (3.3.1).

3.4 Invariancia Relativistica

Na abordagem aqui adotada, uma modilicagio da lavariancia do grupo de Lorentz
SO(1,3) aparcce devido ao cardter nio local das relacoes de comutagao aplicada as coor-
denadas: [z#, 2*] = i#. Esta mudanga cstd explicitamente vinculada a presenga do tensor
antisimétrico 9% na permutacio de sens indices. Apesar dislo, tais relagoes de comutagao
possuem umnla mvaridncia sob o grupo de translagoes rigidas o — 2 + o com of € R.
Mantendo o comportamento nao comaiativo, podenos em particular constrir am tipo

de tensor 0, que sc apresenta da seguinte forma:

g = | , (3.4.1)
0 0 —0n 0

com A, 8, € R E possivel ainda recuperar uma simelria remanescenic observando gue
o maior subgrupo do grupo O(1,3) que deixa as relacbes de comutagdo invariates é o
SO(1,1) x SO(2), onde o primeiro fator SO(1,1) atua apenas nas chamadas coorde-
nadas clétricas ., = (2%,21), ¢ o segundo faior SO(2) atva rolacionando as chamadas
coordenadas magnéticas £, = (22, 27). Uma vez que estamos imteressados em lracar
um paralelo com a referéncia [64], asswniremos teorias com comportamento nao co-
mutalivo tipo espaco-espago, significando que 0. = 0. Neste easo o subgrupo invari-
ante torna-se O(1,1) x SO(2). Levaudo-sc em conta esta discussio denotaremos aqui
B = O, 1) x SO(2) x Ty como o grapo de simetria da teoria em questao, com Ty vepre-
senlando o grupo das translacoes.

As representacoes unitdrias do grupo de Poiancart P que transformam os operadores

de campo @4, do espago de Hilbert atuam da seguinte forma:
WA, @) O, 0 (2) U (A, @)t =Ups®, o (Ax +a),

onde Uy 6 uma matriz que atua nos fudices do campo ©,¢ () e £; s@o tdices de Lorentz.

O estado de vacuo da teoria €2,) é invariante sob % (A, a).
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3.5 Comutatividade Assintotica

Do ponto de vista de uma [ormulacio axiomdtica, pretendemos invesligay come
reescrever o axioma da localidade para incluir os resuliados da Leoria néao comutativa. A
caracteristica ligada a localizabilidade dos eampos fisicos em uma determinada teoria de
ampos ¢ alcancada, malematicamente. lancando-se mao das fungoes testes nfinitarnente
diferencidveis (%) de suporte compacto. Em geral nio existe problema algum ¢uando
os campos de Wightman séo construidos nas bases do cspago . Mas se os campos
Liverem uma construcio em lermos do espaco 8 devemos reconsiderar o casamento da
localizabilidade do campo com o suporte compacto de fungoes testes. Neste sentido, com
objctivo de adaptar o postulado da microcausalidade para TQCONC, Alvarez-Gaumé e
Vazquez-Mozo [64] relaxam a condigio de que os (anti)comutadores devam desaparccer
fora do cone de luz, substituindo entio o cone pelo “wedge” de luz V, = {x e RY |22 =

0}, de [orma que

(D o(2), ©oe(z)], =0, if (2~ 2 = (2" =2 - (' =2 <0 (351)

Seguindo Soloviev [72]-{75]. relaxarcmos ainda mais a condicao (3.5.1), relormulando-

a como:

Detinigio 3.5.1 (Axioma da (anti)comutatividade assintética). As componentes
de campo ©,p ¢ Dyp sdo dilas assintoticamente comulantes (ou anti-comulantes ) para um

separagio tipo espaco-lempo suficientemente grande de seus argumentos se o funcional
J =40, [®,x), 00 0], V), (3.5.2)

¢ carregado por V., x R* pare qualquer vetor ©, W € D)y, onde o cone Ve, = {{ze,2) €
R2 x R? | (2, — .)° > 0}.

Visto que (3.5.1) é completamcente satisleiia por campos corno distribuices locais
lemperadas quando restritas ao espago 8°(R*), temos que a condigao acima torpa-se mais
fraca que a anterior e estd intimamente ligada a macrocausalidade. Mostraremos adiante
como esta condicio, somada & condi¢do espectral microlocal analitica, é de [alo suficiente
para garantir a existéncia de simetria CPT, bem como da conexao Spin-Estatistica para
TQCNC.

Para eleito do simplilicagio, no que se segue, desconsideraremos os indices f; uma
vez as relaches de comutacio aqui presentes dependem apenas dos tipos dos campos

participantes ¢ nio de seus indices.
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3.6 Condicao Espcctral Microlocal Analitica (apSC)

Procedendo & generalizacio da condicio espeetral para uma fungao generalizada
de Wightman #;, dc n-pontas, eom vistas a aplicar a nagio do conjunto de frente de
ondas, torma-sc imprescindivel analisar com bastante cuidado as singularidades associ-
adas. Em teorias de campos locais, ¢ bem conhecido que & abordagem axionatica forneee
informacoes sobre as regides de analiticidade de #,: sc a condigdo de tempereza, comuta-
tividade local, invariancia de Poincaré e a condigia espectral forem satisfeitas, entéao as dis-
tribuicoes de Wighuman #;, serao analiticas em todos os pontos tipo-espago. Estes pontos
sido chamados de pontos de Jost, que na verdade sdo pontos reais do dominio de analiti-
cidade estendido das funcoes de Wightman #,(z1,...,7,). O Teorema de Bargmann-
Hall-Wightman (BHW) moslra que esta extensao pode scr obtida aplicando vdrias traus-
formacoes de Lorentz complexas sobre o dominio de analiticidade primitvo determinado
pela condigao espectiral. E bom lembrar aqui que 2 € R™ pertence ao dominio estendido
Se, ¢ SOrnente $¢, o Cone CONVexo gerado em R pelos pontos £ = o —xp41. k= 1,...,n~1,
contém apenas vetores lipo-espago. Formalmenle, podemos descrever os pontos de Jost
pelo seguinte conce aberto:

n—t n—1

Fa = {.’I; c R ‘ (Z Ailn — a:;cﬂ))z <0,V =0 and Z A = ]}.
k=1

k=1

Nos reportando ao Capfiulo 1, notemos que a versio analitica da condigao espectral
wicrolocal é natural em espacos-tempo analiticos, com o conjunto de frente de ondas WF
substituido por sua versio analitica WF4 [77]. Como vimos, na abordagem via prafos,
termos que quando M é wn espago-lenpo analilico e real, as fungdes de n pontos sao ditas
satisfazer o apSC se e somente se WF5(#,,) C T,..

Estamos agora na posicao de demonstrar que as fungoes generalizadas de Wight-
man #{xy, ... Ly} € $O(R*) satisfazem a auSC. Consideremos somente o caso mais
siniples, que ¢ o do campo cscalar ¢ Hermitiano (2} associado a particulas sem spin ¢
massa m > U, visto como nma [ungio generalizada com valor de operador deflinida no
cspaco de fungdes testes $O(R?) e transformando-se de acordo com as representagoes de
P = {O(1,1) x SO(2)] ® Ty. Tendo em visto que a estrulura causal da teoria € completa-
mente determinada pela simetria do grupo O(1, 1), a continuagio analitica das [ungoes de
Wightman serd realizada apenas sobre as coordenadas “clétricas™ z, = (27, '), ao passo
que as coordenadas “magnéticas” T, = (2°, 2?) serdo deixados como meros espectadores,
observando o falo de que a inversao iy, — —&n, serd implementada via una rolagao gob
S0(2) de 180 grans.

Seja 7 : RT — R? a projegio para o plano z, = (=", 2'). Seja ainda #;, nma fungao



Calo M.M. Polito 6o

seneralizada de Wightman em R™, entio o “pushforward” m. %, deflmdo por m L) =
#(a[), ¢ wma funcao de Wightman generalizada sobre R*", onde f € §O(R?). Uti-
lizando o fato de que o grupo de translagocs deixa a teoria nio comutativa invarrante,
as fungoes de Wightman dependerio somenie de (n — 1) diferencas de coordenadas como
no caso ordindrio (comutativo). Representando a dilerenga entre coordenadas como &,

oblemos formalmente gue
B Wl e VT e ) s e T e — gy, k=1 m—1.

E para f € §"(R*"),
T %i(f) = [ Tk "{;r‘n.(f{:re))dﬁ:e
S

onde

f[a:,-}(£¢-1= T Ef—‘n |)f(:l:!-‘r Lo — £t’| s Lo — 5:?1 - E.f-‘zf ceep e T &21 - gt-’n- I) .

O resultado acima pode ser analisado & Tuz do Lema 4 em [74]: “Para toda [ungao de
1
Wightman # € $P(R™) invarianle por wanslacdes, existe um funcional W € SH(R#)

tal que
%t(:}:_l:-'-:‘ n)"Vn(Eh"'!gt-l) : Eﬂ::l'.k‘_wk-ﬁ—l 1 k:]:"‘:n‘_l!

cpara [ € Sﬂ_(R"-‘”):
%:(f) = [ ]/Vu(f{-ﬁ))d'f
. j}@-{

onde

f( (g],...,E” )f(—£| —E[ ..._.:I-'—E|—"'—£,}___l).

A condiciio que W € §%(U)), com U sendo um conjunto aberto em R*** equivale a
condigiio de que ¥ € 80(U), com U = {x € BR™ | (&) — 22, .., 21 — 30) € UL

Entao, devido ao fema acima, vemos que 7. W,, € 8§V, com U sende win cone aberto
e R2™ V| se e somente se 7%, € $U(U), com U = {x, € € R¥ | {2y, — Teyy o -3 Fery, ™
x,. ) € U'}. O comportamiento ultravioleta de m, W, pode scr controlado através de uma
regularizacdo multiplicando sua transtormada de Fourier mﬁ’;ﬂ por uma funcao de corte
(normalimente chamada “cutoff”) da forma wa(p.) = w({{’- P)/A%), onde P =377_, pe,
de forma que os &,’s possuam p.;’'s como momenios conjugados ¢ o produto interno é
caleulado como no espago de Minkowski. Aqui walp.) € Z(R), com wy(p.) = 1 para
|(P-P)/A?] < 1. Assim a distrihuicdo regularizada 7. ¥ WM configura-se como uma fungiic
analitica que possui no méximo wn crescimento polinomial (em outras Ilalavra‘; Ty 'VV1EA)

¢ uma distribuicio temperada, ou mais precisarnente, € a restrigao 7, W |é,n) Agora,
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considere a transformada de Fourier-Laplace inversa ., w da digtribuicao ?T*ﬁ;;E‘I\). Da
mesma forma gue no caso ordindrio, as fungdes de Wightman , W,{,TM tornarn-se fungoes
analiticas (uando as varidveis &, sdo complexificadas para Co; = e, . Portanto as
[ungdes generalizadas de Wightman T*W“\}((,, see oy Cen 4 ) 880 funches de 2(?1— ) vartdveis
complexas no tubo F,_, = R20—1 — ar.'f/} " }, tal que ¥. é um subcone do cone de luz do
Mitaro V.

¥, = {(nm-r}}n) eV | 2> 00> 0,7, = 0} ‘ (3.6.1)
Usando os resultados do teorcina [X.16 in [58], que rege sob a analiticidade e definine
valores limites de distribuices no tubo acuna referido, Lemos gue W‘W,(:\}(g“m cees e y)

possu

m W e e I m B a,n)

como vator limite quando n., — 0, no sentido das distritmigoes. Alén disto, desde que csta
regularizagia reserva a covarifneia de Lorenlz, as [ungoes ?.'*W,(:\) podemn ser analitica-
mente conbinuadas para o tubo cstendido 7™ aplicando-se para isto o Teorcma BHW,
ohservando que as fungoes assim cominuadas sio covariantes sob o grupo complexo de
Lorentz .2, (C). Note que a corplexificagdo de O(1,1) é realizada de modo andlogo a
do grupo O(1,3). Note tambéin que as translormacdes de .2 (C) deixam as coordcnadas
magnéticas invariantes [64]. Segue-se que W F, (7, #M C R x Y, 2 {resultado que pode-
mos encontrar em [30] - teorema 8.4.8 ), onde ¥ & wn cone fechado (na verdade o cone

convexo dual de ¥ ):
Ve = {pe eR” | po-ne =0,V € 'V+} :

. TIA . . Tir .. . . P

Desde gue ., W,E_ ? coincide comn m, W,, numa vizinhanga de origem que anncnta indefinida-
A ;‘\ oD N - s

mente cotn A — 00, entao ;TJY/{ ) m,%,,. Com isso, podemos conchiir Lamubém gue

W Fy(m, #,) C R*™ x 7. O conc dual ¥ pode entao ser calculado, resultando er:

Vf:{(}%“... Pe,) .[Jer,,p,,_ Peps Zpefevmzpc _—{]}

Vale notar ¢que o eonjunto

{((;L‘L,l Ber)s s Ty Pen)) | (@era - 2e,) N8O € Lotalmente tipo espago e

n 7
pr-.'” H ;_”t.'n | + }Ou,! Tt Z J”ffj G vrr’. 31 Z pe.’j = U}
=2 =1

est4 comtido em I, Isto é provado da mesma forma procedida no Leorema 4.6 e [11]

{seu enunciado encontra-se no capiiulo anterior) mostrando que apSC é compativel com
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a condicio espectral na Ref. [64], ou de outra forma, mostrando que o operador espeetral
de mormento estd no “edge” de luz do futuro Sp(r?) = {(p")? — (p*)* | p* > 0}. Reunindo

as assercOes acima, temos que os seguinte lema fica demonstrado:

Lema 3.6.1. Se as funcées generalizados de Wightman de n ponlos, w.#,, sio valores

limites (no sentido das dislribuicées) de fungies analilicas no lubo F._, = R D -
(=1 - o . : o, 3
i //i(" ' entdo cada funcdo de n ponlos m ¥, € 8P(R™) salisfuz a auSC.

O ponto chave desta discussdo estd inserido no seguinte teorcma:

Teorema 3.6.2. As fun¢ies generalizadus de Wightman de n pontos #,,(x., .. Xy €

SU(RY™) satisfaz o auSC.

Prove. Dado que 7 : R — R? é a projecao na diregho x., cutio a matriz Jacobiana tem
a forma 7 = (1,0) e observando resuliados sobre o conjunto de frente de ondas e seus

“pushlorwards™ (Cap.1), temos que W EF4 (7. #;,) esla confido em
{ ((:’I;(:l v peL): BRI (51»'(:,.13";:,, )) l ((mm \ :Em.lrpt.'l ' U) ey (:I;Li“'.‘ -Ifar.a.,.-spcu: U)) = "’VF’I(«}%J} -

O que nos leva o eserever que WF(#,) C T,

I importante nao deixar de Irisar que as singularidades das funcoes generalizadas de
Wighlman de n pontos 7, %, cstéo Jocalizadas de uma forma. naiural no conjunto das
projecoes daqueles pontos onde o conjunio de frente de ondas analitico das [ungdes geter-
alizadas #, possui direcoes singulares que sdo perpendiculares ao plano nao comutativo
T = (22, 27).

Considerando que o conjunto de frente de ondas analitico é independente do sistema
de coordenadas escolhida, a1 apSC poude ser vista como wima versdo microlocal, no espago
de Fourier, do suporte de uma distribuigio, no sentido de que a distribuigio estd local-
izada nas vizinhancas de um ponto e as propriedades de suporte de sua transformada de
Fourier sfo entiio substituidas pelas propriedades de deecaiinento ripido (note agui que
a wansformada de Fouricr de wma distribuicio ¢ essencialutente uma nogio dependende
dos sistema de coordenadas). Esia observagio indica que o conjumo de frente de ondas
analitico aprescmia-se como um objeto materatico rclevante para uma generalizacio da

condicao espectral emn TQCNC.

3.7 Prova do Teorema CPT e Spin-Estatistica

No (ue se segue mostraremos como alguns resuliados estruturals em TQCNC po-

dem ser derivados dos argumentos até aqui apresentados. Algumas disenssoes acerca da
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existéncia da simetria CPT [64, 82, 83] e da conexao eutre Spin-Estatistica [82] [oram im-
plenmentadas. Provas destes resultados podem usualmente ser encontradas na litcratura,
conto ¢ [48], lembrando sempre que o cardter temperado das distribuicoes possui um
papel relevante nas demostracoes. Na abordagem apresentada agui, as origens das difi-
culdades encontradas baseiam-se na substiluicio de fungoes testes de suporte compacto,
urna vez que para funcionais pertencente ao espago 8§ a nogio de suporte torna-se inad-
equada. Litcke |70, 71] eontorna wm problema parecido usando propriedades analiticas
de valores esperados 110 vacuo sobre o espaco de momento, analisando os envelopes de
lolomorfia televantes. Mais recentemente, uma elegante alternativa para a solugao deste
problema loi apresentatada por Soloviev [72, 73, T i, onde e seus trabalhos ele usa a
nocao do conjunto de frente de ondas analitico e um tipo de teorema de unicidacle para
distribuigoes. Note que o foco principal de seu trabalho ndo estd no ambito de teorias uao
comuiativas. Novamente alertamos para o fato de discutiremos aqui os Teoremas CPT
¢ Spin-Estatistica somente para o campo escalar (z). Primeiramente apresentareinos a

seguinte proposicio, de fundamental importancia nos resultados subscquentes:
Proposiciio 3.7.1. #,(x1,.... %) — #ul—x1.....—1) = 0.

Prova. Definimos, por ora, F(E) = % (21, ..., 2,) — Zo{—ay, ..., —x,) o SU(R*™). {7
Temos ent&o que o supp Fc V., x--x V. devido as propriedades da auSC, uma vez
que F(#) é a diferenca entre duas distribuigdes que possuern o conjunto de frente de ondas
analitico contido em T,,. Afirmamos também que W F(F(2)) ¢ WF(#,)UWF(#,,) C T,
o que pode ser comprovado pela aplicacio de regras determinallas pelo conjunto de frente
de ondas analilico referenles & soma de distribuicies, o que eonsequentemente nos faz
inferir que F(2) satislaz a apSC. Desta forma a projegdo sobre a segunda coordenada
7,W F(F(#)) estd no cone V., x---xV,, determiuado pela condi¢ao cspectral. (i) F(x)
é carregado por (0 #..) x R®™. Podemos ver claramente este resultado tendo em mente
gue a propriedade de nuclearidade de S¢(R™) implica em #;, ser um funcional multilinear
podendo ser unicamente definido corno W,,(f,g) em SP(R* x R?), com uma separagéo

contima sohre [ € 8°(R?") e g € 8°(R?"), delinidas por
/ Hd‘zxeia&i{n% W/TL(("lrt!l! f‘nl] )3 R | ('?;Hn': f?n,,))f(j’.ﬁ,_? e I"I.“.u)g(fml LR :E:'"lﬂ) '
S

Obtemos entao a funcio generalizada a seguir passando a considerar a diferenga de eoor-

derraclas &,

—

?t((j’.ﬂlv ‘fmu )! Tt (Iﬁm frnn))"vﬁ-((gm 1 Em;)f T (Eﬂn [ "::mu—J )) '
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em 8 (R20D x R20=1)) dependente das varidveis £, € R e £, € B2 Notando
que a cstritura causal da teoria é delerminada pela simetria 01,1} , usamos 0s Mesmos
passos (ue na secio precedente: procedemos & continuagdo analilica somenle com resperto
as coordenadas “clétricas” z, — (2%, ). Manlendo-se as coordenadas “magnéticas™ fixas,
regularizamos a transformada de Fourier W, ((€,, Em] ) I ¢ 5-;,_”__ , 1) cour uma funcao
de corte invariante wa(p.) = w({P - P)/A?%). A translormada inversa de Fourter-Laplace
W?(f\) da distribui¢ao Wi por sua vez torma-se nma fungio analitica quando & sdo
complexificadas via . &, —ine,. A fungio generalizada wM (¢, f_;“), G, “é,,_u_l )
é entdo wma luncio analilica de 2{n — 1) varidveis complexas contidas no Lubo 1=
R2m—1) i’%f”_”? nas directes “clétricas”, onde ¥, é a subcone {3.6.1). Supondo que a
[unc¢ao W Lem cardter temperado, esta node ser analiticamente continnada no tubo
estendido 7% via o Teorcma BHW, e esta fun¢io agora conlinuada é covariante sob o

.

grupo de Lorentz %, (€) x SO(2). Além disso, wid) possii
WM ((Eer e &) (o G )) = BN (e T oy (T B )
como valor limite quando 7., — 0. Desta forma, a igualdade
'J‘//;f‘\) (Ty, . 2) = "/!'}f“(—:l:;, ey =)

vale no domfmo de analiticidade correspondente, levando-se em conta que a inversio
das quatro coordenadas espago-Lemporal ¢ o produto das transformagoes I, ¢ Z.{C)
(vcja a Eq. 3.5 em [64]) por uma rotacio de 180 graus via SO(2). Cowo conscquéncia,
a distribuicao temperada A = '}%fm(;};h e ) — '%,_[A)(w:r:“ ..., —&y) desaparece em
F.. x BR™ ¢ sua restricio em 8% é carrcgada por (C_7..) x R*. Visto que o espago
§U{R#*) é denso em 8°(C_#,, ), entao FA coineide com F em wma vizinhanga da origem
que aumenta quando A — oo, com a funcio generalizada F(7) € 8"(R* x R™) sendo
estendida unicamente ao cspaco S°((C_#..) x R*). (i) F(Z) = 0. Conclusao obscrvada
como consequéncia da aplicacdo, no caso aqui particular, do teorema 4 em (73], cujo
0 enunciado se segue: © Seja u € Z'(R™) uma distribuigia nao trivial cujo suporte estd
contido em algiin eone préprio V. Entao somente R™{completo) pode ser o cone carregador
de w ", Duesta lorma, .‘_-',up])fﬂ5 C V., x---xV, &écompativel com a propriedade de F(i}
ser carrcgado fior (EC F..)x R*™ somente quando F (&) — 0, uma vez que apenas R*" x R?"

pode ser o cone carregador de F(£). Temos enldo a proposigio provada. i



70 Modelos de Campos sobre Espacos Nao-Comutativos

371 Invariancia de CPT

Seja () wm campo escalar Hermitiano. Em termos de [ungoes de Wightman, sabe-

mos que a condicio necessria ¢ suficiente para cxistéucia da simetria CI'1" € dada por:
%a,(l‘l! sy :I:n-) = '%e(_-'f:nw R _I.l) - (‘57]—)

Se o cardter temperado da distribuigao for assumido, a prova da igualdade acima dada
por Jost [84} parte da condigao de comurtatividade local fraca (CLF), que estabelece que
o valor esperacdo no vacuo do comutador de n campos escalares desaparcee fora do cone

de Tuz, que em termos de Tungdes de Wightiman significa o seguinte:
Wolr,,. .. 7)) = oo, ... ox1) =0, Jor @ — i1 € Fn . (3.7.2)

A provacde Jost de que a condigio CLF é equivalente a simetria CPT resulta do Tato de gue
o grupo préprio coniplexo de Lorentz contém totalmente as inversoes cspacu-lemporais.
Com isso, a igualdade # (. ..., x1) = #(—, ..., —21) é parantida, levando-se em
conta a propriedade de simetria £, = — #, em todo o dominio cstendido de analiticidade,

via o Teorema BHW.

Teorema 3.7.2 (Teorema CPT modificado). Em win teoria de campo escalar nao co-
mautativa onde os ariomas de Wightman modificados sdo satisfeilos, o condicdo assinidiica

fraca € equivalente o fnvorigneia CPT.

Prova. Uma vez assumindo a condicio de comutatividade assintdtica fraca, femos a
segninte igualdade

Holxy, ..o 2) = Holdns ., 21) (3.7.3)

para uma separacio cspacial sulicientemente grande dos argamentos de #,. Subtraindo o
fumcional #,(—2,, ..., —1) de ambas os lados em (3.7.3) consegnimos entao a seguinte
1 1

CXPressao:
[' ) — )] ['W,L(;r:m o) = H (=, —:1_.'1)] )

Agora, de acordo com a Proposigao 3.7.1, a diferenca das distribuigoes do lado direito
desaparcce, implicando invariancia de CPT. A volta é dirctaruente provada, notando gue
se a mvartancia de CPT existe, temos que pelos mesmos argumentos « condigao de comu-~

tatividade assintdtica fraca & satisfeita.
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3.7.2 Conexdo Spin-Estatistica

Eslabeleceremos nesta segio o Teoreina de conexao Spen-Estaiisiica para o caso prar-
ticular da teoria nda comutativa dos camnpos cscalar ahordada neste capitula, lembrando
ainda que nos servimos sempre da simetria do subgrupo SO(1,1) x 50(2). Para uma
caso tais geval, principalmente quando campos de gauge cstao presentes, ¢ neeessario wm
estudo mais cuidadoso wuna vez que devemos agora considerar o aparccimento de uma
métrica indefinida, que invalida o teorema de eonexao devido a existéncia de fermions

escalares como os “ghasts” de Faddeev-Popov.

Teorema 3.7.3 (Teorcma Spin-Estatistica). Suponhae que o e seu canjuyado Herma-
tiano ©* subisfacam o condicda de comulolimdade assintdlica fraca com wma conexdu de
Spin-Estatistica tide came “errada”. Além dissu, assumindo também que Wz, — Ig) =
(€, (2 ) (22)80,) satisfaz o auSC, entdu p(x)$2 = p*(2), = 0.

Prava. Tendo em meute a concxdo entre Spin-Estatistica andmala, a condigao de comu-

tatividade assinidtica fraea implica ue
Wo(E) + Wi(—£) e 8PV, xR*) . onde &=z —7y, (3.7.4)

com Walr — a2) = (o)™ (22)80,) ¢ Wit(me — 1) = (Qo, " (@2)p(21)). Us
ando a mesma linha de raciceinio cmpregada na Proposicao 3.7.1, temos que para a
[uncao regularizada Wé"\) (), a ignaldade Wit e = WEM(—£) vale, para €2 < 0, via o
Teorcma BHW. Desde ¢ue a diferenca nfo regularizada Wo(€) — Wa(—£) admite uma
extensio contiua para o espago 8°(V., x R?) quando A — o0, ganhamos a possibili-
dade de reeserever a condicdo (3.7.4) como Wy (€) + WiT(£). O Teorewna 3.6.2 nos er-
mile concluir que Lemos sempre Wa(€) e WET(£) satisfazendo a apSC, ¢ pelas regras
que regem valores para o conjunio de frente de vndas para soma de distribuiges temos
tarbdéin e supp(ﬁfz + 17_2“) C V., . Porlanio, pela Proposicav 3.7.1, podemos escrever
Wo(€) + WiT(€) = 0. Finalmente, apés tomarmos uma média dos campos com uma lungio

teste, obtemos |6 (/)17 + 1o()L]% = 0, que resulta em (x)2, = " (x){, = 0.

3.8 Consideracoes Finais

Neste capitulo, aplicamos algnmas idéias contidas em trabalhos de Soloviev [72]-
[75] para estender a abordagem axiomética de Wightman para uma TQCNC particular.
Asgsim, dois resnltados da 1TQC ordindria experimentalmente testados com alto grau de
frrecisao e que supostamente possuem validade universal, a simetria CPT e conexao Spin-

Estatistica, foram analizados. Verifieamos que 0s mesmos continuam valendo para o easo
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de mrma Leoria ndo conmutativa, cm cspecial 1o easo tipo espago-espago (8. = 0), s sub-
stituirmos a comutatividade local por urna condicdo mais fraca de comutatividade, isto €,
que 08 campos comulam para uma separagao espacial suficientemente grande, chamada
comutatividade assintética. A apSC teve nm papel fundamental nas provas agqul apre-
sentadas. Embora a apSC nio restrinja o suporte das transformadas Fourier das fungoes
de Wightman de n-pontos #;,, cla vemn a ser eompativel com a condigdo espectral usual,
revelando assintoticamente uma alta frequéncia remanescente da condigio especiral, que
impoe localmente uma restrigo através do grupo de translagao no suporte da transfor-
mada de Fourier.

Mais recentemente, Chaichian ef el. |87] propuseram alternativiunente novas hungoes
de Wightman como valores esperarlos no vacuo de produtos e operadores de campos em
um espaco-tempo nao-comutativo. Usando csta forna (chamada de forina de Weyl) das
funcoes de Wightman, via sua construgao a partir do produto de operadores dc carnpro al-
ternativo (o produto miltiplo de Moyal - ), eles derivarn os Teoremas de CPT e conexao
Spin-Estatistica. Umna das vantagem desta lormulacdo consiste no fato de se incluir explici-
tamente os efeitos nao-comulativos da teoria, devido ao cardter nao-local do produto de
Moyal, o que ndo acontece comt o formalismo aqui empregado e por Gaumeé-Mozo, o cual
aparenta estarmos traballando com teorias comntativas ern D=1+1. pois © pararnetro de
delormacao # indicaria apenas que a simetria de Lorentz ¢ reduzida para uma simctria
menor. Cabe notar que o formalismo de [87] pode ser implementado no trabalho aqu
realizado, como procedido em {90].

Por fin, devemos tomar um cuidado especial com os resultados derivados no ultimo
capftulo, quando nos reportamos ao conceito de particula de acordo comn a bem conhecida
prescricao de Wigner (a nogio de particulas deve ser desenvolvida em 412). Vinos gue
a modificacio do grupo de simetria de Lorentz nos redireciona a adotar uma redugdo
dimensional do conc de luz para duas dimensdes (“edge” de luz), de forma que a condigao
do espectro de energia positiva limita-se a estas dimensoes, ¢ consequente nao nos leva a
uma nocio rigorosa de particulas e 4. Contudo, este problema pode ser contoruado ao
reformularmos nosso descnvolvimento sob a luz das fungées de Wightman propostas por
Chaichian, visto que o conceito de particula (assoeiado ao usual hiperboldide de Tnasgsa)

se mantém inlacto em Lodas as quatro dimensoes.”

2Gostariamos da agradecer ao Prof. Berl Schroer por ter-nos chamado a alengao para teste ponto.
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Tendo proposto a extensae de alguns aspectos estruturais que 1ém sido aplicados
com sucesso no desenvolvimento de wmna Lteoria quintica de eampos propagando em uma
variedade espaco-tempo geral (a chamada quantizagio semi-cldssica) de modo a incluir
modelos de supcrcampos em supcrvariedades, como visto na primeira parte do trabalbe,
scria. interessante, como i passo natural seguinte, considerar o tratamento perturbalivo
de modelos de campos quinticos interagentes, e particular wma formulagdo da leoria da
renormalizacdo cm supervaricdades. O principal problema estd inserido no fato de como
definir de forma materudtica e consistente todas as poténcias dos “superpolinbémios” de
Wick ¢ seus produtos ordenados temporalmente para a teoria sem interagao, que € o ponto
fle partida para a construgio da definigao pertubativa de supcrcampos com interagao. O
esquema desenvolvido para a renormalizacio por Epstein-Glaser é o formalismo adeqguado
para o tratamento pretendido, uma vez que o dltimo é formulado (difercntemente de
outros esquemas) no cspage de configuracio, fato que o torna apropriade para definir
cuidadosamente uma renormalizacdo perturbativa em espagos-tempo gerais, Nesta linha,
alpuns 1rabalhos recentes, ndo supersimétrieos, podem scr cncontradas cm nas Rels.[16,
59].

No que diz respeito as teorias nao locais, Kostelecky e Potting [93] estudaram as pro-
priedades de invariancia da simetria CPT paxa cordas bosonicas abertas, bemn como para
supercordas abertas. De acordo com este trabalho, a andlise € a prova da invanancia de
CPT nitidamentc carece de uma abordagem mais geral. visto que foi milizado um método
bastante particular, consistindo na introdugao das iransformagdes de C, P, ¢ T (separada-
mente) da leoria de campo hivre para cordas ¢ depois examinando as propricdades das
interacdes. O problema levantado pelos autores, como alegarm, reside no fato de que o for-
malismo axiomatieo nio inchy mudancas de modo a englobar o aspecto nio local da teoria
de corda, uma vez que estas se Lratam dc objetos estendidos. Como uma possivel aplicagao
da analise desenvolvida no Capitulo 3, pordemos estender o formalisma de modo a realizar
um estudo das propriedades da simetria CPT nas leoria de cordas de um modo mats

geral, com a natural inclusio da ndo localidade. Cabe notar que ¢ estudo de propricdades

73
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fisicas em teoria de cordas (como a conjugacio de C'T) é de grande imporlancia: apesar
de a teoria ser formulada em escala de encrgia bastante alta (e consequentemente nao po-
dermos prové-la cxperimentalmele), podemos estabelecer sua respectiva leoria de campo
eletiva em baixas energias. As possiveis dilerengas (em comparagéo a uma TQC padrio),
(quando verificadas, podem indicar uma manilestagao indireta da leoria de cordas.
Ainda nos reportando ao estudo de cordas, citamos gue uma investigagao das pro-
pricdades gerais da simetria de CPT loi proposta por Pasquinucei ¢ Roland [94]. Porém,
sua analise nao comporta nma geometria de lundo geral, visto que o trabalho se resumc
ao estudo de teorias de cordas viajando no cgpago de Minkowski. Mais uma vez vemos a
alegacio de que a abordagern axiomatizada ¢ insuficiente para ser aplicada: os axiomas
da. localidade ¢ da simetria de Torentz nio s&o mais salisfeitos, comprometendo o nivel de
eeneralidade pretendido. Como foi visto nesta tese, estes problemas devem ser revigitlados,
para isto, devemos 1omar cuidados no sentido de aplicar os axiomas de Wightiman com

swas adeguadas modificacoes,



Apéndice A
Prova da Proposicao 2.8.1

Yartindo do modelo de Wess-Zumino de quatro dimensocs (4 — 1) formualado em
supercaipos livres ¢uirais ¢ anti-guirars,’ temos a agio:
y 8 1 bl o | 6 2
Swy = | & 20d 4+ 5 A8’ + o7 d’sd (A1)
considere tamhém as relagtes [91];

s = d'zd*0
A% = d'xd’ (A.2)
ds = dxd'0 = ded?04%0

Dec modo a alcancarmos as equagées de ynovimento, recscrevernos o canpo &(P) intro-

duzindo os seguinites campos sem vineulos:

1 -.
» = — DS
DS
D = _i{ﬂé’ (A.3)

Assim, a agao Swz pode ser expressa comno:
b of w siza_ ! 2oy NLQ :
4 d&z0D°S — 3 s DS + + os termos complexos conjugados

e usando o resultado

8 [ v L
sors) | TR = = D)

10nde, para wn campo quiral (ani-guiral} ¢ () temos Dy =0 e D,8 =0, com D, D, sendo as

derivadas covariante da supersimetria.

=]
[y}
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vemos que variacao funcional nos forncee a cquagao de movimenio quando introduzimos

os termos de fonte (J, J):

[S1F)

(0 e — D*J —4mJ

N e . _
(0 - m™)o = DT —4m.J {A4)
Agora podemnas encontrar as expressoes para 0s superpropagadores com respeito as al-
timas equacies. Assim, tomamos a variacio funcional em relagio as fontes (. ) Hf‘,) das

CXPIEss0es aciind

(82 + mH)Agelz, )

.

(F + mP)Ape (2,2 )

= dimd.{z, ;.}

!

- —'150253(2,3 )

(02 + M) Age(2.2) = dimbs(z.z) (A.5)

. ] 1 1 - .
aqui Ape{z, 2 ), Agalz. 2 ) e Agg (2, 2 ) st os chamados propagadores associados aos catu-
pos ©, O, e as seguintes formas para d,. 8, sao vilidas [92]:

1] (0~ 864z — )

5. — _e-x(eaa’ -0 =)
: ! A 1 re L] f
5y = —eiin? -f "”)“‘4 (0 — )26 (& — ) (A.6)

Lembrando que os propagadores de Feymann {no espago-tempo convencional) sio solugoes

da seguinte cquagao, temos:

(P +mDAL(2) = it (2)

Aplz) = —i(0* +m?) 7 6 (x), {A.T)
assim vollamos ds cquagoes (AD) ¢ escrevermos:
Awalz2) = mé6 — )0 ToOIA 1z o)
Agolz, 2) il -8 @t - (=0 ) (0 QI}HA;,-(:J; — iy
Agiplz,2) — md(d — §)e0od VoA (o o) (A.8)

A justificativa para a denomingdo “superpropagadores” feita aqui se reduz ao fato de que

estanos condensando a idéia de propagadores convencionals referentes as componentes
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{campos ordindrios) dos supercampos, ou seja, €m componentes, o superpropagador se
torna um propagador. Escrevamos agora o supercampos guiral { anli-quiral) pela forma
veral:

O(x,0,8) = UT(x,8) (¢ resp. complexo conjugado)
Onde U = &7 & um operador expandido cm forma exponencial. * A expansao do
SUpErcampo em componentes é:

Wz, 0) = A(x) + V20¢(x) + 0 F(x)

aqui, A(z) e F(2) sao eampos cscalares ¢ ¢(z) é um campo espinorial. Desta forma

podemos expressar Agpgp COIMO:
App = OIT(0(2,0,0), ©(x', 6,6 )|0) =

pilbat) —o rrb‘)d{olr}n( Alr), Az N0y + 62| T AN+
92 (0]T(A(x), F(:f:'))|0) 26707 (01T (4. (), u--,,,(q,-'))m) -
ei(fa‘crﬂ’—{a"ai))f‘_}'_fn(ﬁ . HI)QA;"(.'I} . .’IIJ}

Identificando os termos correspondentes nos dois lados da equagiio com respeno as po-
téncias dag variaveis Grassmaniannas, conluiimos que somente os seguintes propagacores

sdo nao nulos:
O|T(AG), Fla Doy =
(OIT(F(x), AEN[0) = —mAp(x — )
(O| T (thal2), s (a NIO) = —mensdp(e — ) (A.9)

Em analogia ao resultado acima, para o caso do superpropagador Agg, tCMOs que

O (A), Py —
{01 ( (1] AN = —mAp(r—2)
(O]T (ka2 g(x N0y = —me,pApz - 7). (A.10)

o]

Devemos ter cuidacdo com relacio ao superpropagador “cruzado” Agg. O lado direilo
I b
possui wna depéndencia diferente sobre as variavels de Grassmann. Mostra-se que ele

pode ser reescrito como [92[:

_-)2D2 ’
App = ! 16 (O —m>) 8%z, 2 ), (A.11)
5

“Formabmente, U = 1 i +#%al, 2 (3 - '()” B fjagi g H'::ji})p.(l)l,

redk
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ou desenvolvido da seguinte forma:
D0°0% Ap + Ap — i0°070, 40 . (A.12)

Assim, os Unicos termos nao nulos sio aqueles cujas dependéncias nas varidveis de Grass-
- . . y e I 14 b
mann sido como acima, portanto, o lado csquerdo (Agg = (0|T(E(x,6,8), $(2,6,8))|0))

e componenies resulta em:

OIT(A(z), Az )[0) = Aple —2)
OIT(F(x), F(z N0y = DAp(z— T)
OT (o), iy WIO) = il — ) (A13)

Reswmindo, temos que os superpropagadores nos lorneccm (A.9), (A10) e (A.13), que
possucm informagoes sobre os propagadores ordindrios {em componentes). Existem out-
ras duas solincoes relevantes para {A.7) diferentes do propagadar de Feymann, as chamadas
fungoes de Green avangada Agg, e retardada A, De forma andloga, construimos super-
fungées de Green A ¢ AT . onde W19/ = OO, PP, PP

A‘Ld""(?c” (7 P )TH() (9 9 ) o =0 aB)eJAadLerH — )

Fiili]
A:.::f;r(rﬁf.}( pe )(31(909 —¢' 0’0—{9—1’3 )6(9—3 d;ﬁ”"m(””(ﬁ; o .T.-'()
A:;‘I'I:a(n t)(/‘_? z*)mo—z (g H ) 1(969 —f rrﬂ)d_\ndb(rt't ( I \l (41\14)

Voltando As solugdes nio supersimétricas A%, e A™*, estabelecemos:

(O + mI) A = —id"(a)
(02 + mHA™ = —id* () (A.15)
¢ portanto
(P + mH| A 2) — A (@) =D (A.16)

Note que (AT {z) — A*(x)) ¢ exatamenle a expressao da fungao de Pauli-Jordan (co-

rnrlator) visto que:

A A = 9" — X ON0][@ (), B(x)]]0) — O — 2°){0][@(x), B{ai[0)
= O(z" — 2){0[|®(z), 2(2)1|0) — (0[[{x), B(2)}[0)
~ O — 2O0)i@(), B N0Y — (0][R), ©(2)]0)

= {0|[D(z). ©(z)]|0) = A {2, 2. (A.17)

Agsim escrevemos tamhém
(8% + mHA (2, 2) =0 (A.18)
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Fazendo nso de (A.5) ¢ (A.14), conseguimos o resultado:
(8% + mH AL (2, 2) — A (2,2 =0 (A19)
que nos fornece solugoes como (AL1R):

! ]

AR (5,2 — Apo(z,2') = md%(8 — 6)e 7 TN 4 0] ) - A (2 - 1)

A:_w?i (,3’ - J Af(;f[t:( Z'J — 6:’(30{? -# (r!?—(f?—() )5(6‘—8 }{i(ArcL(j_ :};’J . Aadv (T . .'I,"))
AT (2 o) = ASE (2 ) = bt (f — )0 DA 5 2 - A (7 — )

ol

ANz 2 = méH — e o7 N (g o)
A:;_:d{(z. z.r> _ Hﬁﬂﬂ l’.’ - g- G )-rTU'? l'? )(jA.P (.I.-_-’L.!)

AJ});(?«‘ Z’) méz( ) )puﬂaﬂ HamdAm(

(A.20)

bl
T
R—

Como um proxino passo, estudaremos estes comutadores em componentes para que pos-

samnos verificar sua consisléncia. Em lermos de supercampos ternos:

f

Apt(z,2) = 02" — 2 YOl[P(z), (= )]|0)
Adl (2 2Y = 0070 — 2] @(z), D(z)Y0) (A.21)

onde 2°(x) é wma varidvel temporal, nio grassmanmana. Combinando as expressocs
acuna;

Ak (z,2)) = A4z, 2) = (Ol (2), 2(NI0) = Az, 2)

Usando agora os capos expandidos eoma citado anteriormente, termos para o cormut ador

que:
O[Alx) + V280 () + O F (), A(x N V26 e+ 0RO =
(O] A(2), ALHIO) + O] |A), V26 6(2))]i0) + (O] A(2). 67 F(2)]J0) +
O)1vV26¢(x), A0 + (0]} V26 (z), V20 1 (2)|0) + {01V 264 (x), g2 F (2 )0 +
O|I02F (), A(x)}|0) + (0][0°F (), V20 4 (x)]|0) + (Oll6*F (), 07 F(2)]]0}
(A.22)

Como vimas, devido & atuacao exponencial do operadar U, podemos escrever:

O[T, 0), V(2 000y = m8*0 — A (x —2). (A.23)
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De acordo com o desenvolvimento de md?(8 — 0 YA/ (x — o), sabemos que ele possui
v i ! — .

apenas termos em 62, 62,06, enido conscguimos:

A(x), Fla))]0y =
((]][F’(:f;): A(.’}: 0y = —'mAI 7 (A.24)

¢ o termo (0]1v2600(z), V26" 4:(2 )10} pode ser reeserito como o seguinte anti-comnbador

uma vez gue # ¢ § possuern caracteristicas nao comutantes:
(UH'{E;‘-‘,(IIJ), wi(‘r’)}ln) o _Tnﬁa,ﬁAP'j

Os ltinos resultados sao csperados, se nos baseamos na forma cm componentes da La-

arangeana de Wess-Zumino. Repetindo os argumentos para o caso o /_\q(p, temos gues

A rTnb - (””‘T’( ), &()]{0
(O] Alw), F(a)
(O F (), A(x)

.

UHQ“ (L) 'J;}(:'l’)

= —mA" (i~ :I‘)
¥’

= —rned;;‘/_\‘”” (z—x) (A.25)

Para o superpropagacor /_\(’M’, lembramos que o lado direito deve ser proporcional a

ey i ’ . i e > ’ . —
6202 AP (2 — 2" Y+ AP (i — 2"y — 020778, ;AT (& — &), poranto, ao realizar a expansao
por compolteres, somente os termos de mesma dependéncia nas varidveis de Grasstmann
PCrimarceein:

Oj[A(x), A0y = AP — 2y

(0] F (), '(.1 oy = OAP (@ —a)
(Ot (), D VHO) = —id (A (x — ) (A.26)

Voltando-se, agora, & outra sohigio da equacao horogénea:
(P +mAG = 0, (A.27)
e usando o fato que Ap, A e A™ 530 solugdes ndo homogéncas, definimos
FIAp — A% AT = AW (A.28)
que naturalmente resolve (A.27). Do ponto de vista de cdlculos sobre cammpos, Lemos:
200 1{D(x). (2))|0) — 8(2° — 2 °N{0]|@(2), 2(x)]}0) —

8(x'0 — 2W0|[®(x), D(z)]|0) = B(z — 2°){0|D(z), B(x}0)+
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(20 — 29(0|®(2), D(»:)]0) + H(z" — 20| D (), (x)|0)+

8(x"® — 201D (z). ©()]0) = (O]{D(x), @(2")}0).

Fste resuitado nos permite construir outra funcdo de Green, que chamamos de fungao

de Hadamard (possuidora da forma da funcio de dois pontos de Hadamard):
AW = (O ®(). &)} D)

A questiio pre«';enle é saber da possibilidade de se estender o Ultimo cdlealo para uma super-

fungio A Tsto acontece visto que podemos manipular Aq,,w, de maneira similar desde

E \IH

que Ap(w—a), A —2') ¢ A(z —2") podem ser nsados para defiuir as superfungocs

de Green Agigi(z — 2), AT (7 — ZY e Ayt (z~ 2). Podemos também combinar cstes

Alsimos trés termos (208gngs (z—2 )= AGt,, (2— 2 )— Al (z—2")) para alcangarmos o anti-

cormutador de supercatipos no superespaco. 3¢ Agigs (z—2 ), AT (2 — e AL (z— z)

resolvem a super-equacao nao homogénca (A.4), a combinacio +2Ay. g (7 — 2 )= AT (-
) A‘j}f‘\j”(" — ') certamente resolverd a sna respectiva homogénea:

(32 -+ ?'?12)(-11-2&\1;"‘;;;;'(2 - ) 1—\511:1;_,( ) Aa\]j&lﬂ( -z )) = U ou

(97 —mHAL, =0 (A.29)

e

- . - 7 '
Sabendo que cada superfunciio pode ser expressa em termos de Ap(r — 2 ), A™ (2 — ')

e A% (o — g"), & direlo obscrvar que:
+200pa(z = 2) = (2 — 2) = A3 (2 — ) = 2mE (0 — 6P TNz —a')-

_n”)‘2(9 o 9')ei({}aﬁ! -6 rrf?)fiAﬂd'v (.II.-' o .’).-") _ '?ﬂ'52 (H o 6’)61'(900 —f Uﬂ}i?Aﬁ:a‘.(I —x ) —

né> (9 . 9’)61'(909’ —G’ryﬂ)f‘j(sz _ Af_lr_i-r: _ Aret) _ m52(9 _ 9’)81'(0001—9’.-;9)51A(1}

Assim, expandindo o lada esquerdo (Afw) e componentes serd suficiente para conhecer-

mos quais anti-comnitadores ndo se anulardo, tendo emn mente, é claro, a seguinte exXpansio:

DApplz — 2 = Az — 2 — ARz -2 =
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1 (—mAp(a — ) — me,pAp(z — Y — mAp{z — )
— {=m Ay —a) e r — a ) — mAT 2 - 8)
— {=mA"™®(r — r.':j) — e A (a — ) —mA (¢ — 35!)) =

— m2Ap(E ~2) — A — 1) — A (2 — 2)) (com respeito aos camposA, F)
— meg{2An(x — 1) — AHu — z) — APy — x')) {com respeilo aos campos¥,, ¥g)

’

— m2Ap(x —a) = A — 2y — ATz — 2)) (com respento aos camposF, A) =

!

— AW — ) (— (O{A(z), F{z)}0)
— mAM(z -2 (— OH{F(x), Alx H(J))
— mensAW (2 — 2 (—— {0V, (). Tg(x)]]0)).

)
)

De modo analogo pode-se mostrar que:
Ay ey A iBet =0 et A (1) J
AL =mnd (# — 0 Je ANz — )
com as seguintes componentes nao nulas:

(O Alz), F(a)}0)

li

—mAD (x — 2

O|{Fx), :1 HO) = —mA (-2
O (), U (zN0) = —me AN — )
e tamhbdén:
(11: _ {0ol 0 ad (0=0 (- a);dAu)(I _ ,z,)

(O{A(x), AEHY0) = AV —a)
(O F(z). F(x') H0) DA (z - 27)
O (). U 5(2)]]0) —i0, ;AW 5 — ')

1

It

(A.30)

(A.31)

(A.32)

(A.33)

Para vompleza o estudo das solugdes homogéneas, acrescentcmos ainda as seguintes

superfuncoes de Green:

(i + mAHAN,, =0 —
. L

’ Ly ot ) L - B
AL = méi e — )" GaNIAW (1~ 2")
AW pildd’ Y -[a—a';—(a—a’;}aAw(,. _ l.f)

lasfy - £
A};q' _ maz (9 0 ) r(()m‘) ¥4 J(J)CJ’AH ( o )

(A.34)

’ - . - e r r . . -
onde A¥. . san chamadas de superfungoes de Wightman AW{z — x') ¢ a fungho de

e - . . P a . I f
Wightman, conhecida da teoria ordindria, definida por AWi{e —2) =

{01@ (), $(z")[0).
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Uma vez que esta expressao também é baseada nas funcoes aqui esltudadas ( note que

2ReAW

= AW) ¢ dircto observar que a nossa CONSIIUGA0 N0 SUPETESPACO realiza-sc de

forma igual a que procedemos nos casos anleriores, assim Lemos:

(OJA(z). F(z)[0) =
O)W ,(x). Ta(x)0) =
(OlA(x). F(z)I0) =
(O[Walz), Uyl 0y =
(O1A(), Az )0y =
(0|F(2), F(x)]0) =
(Ol Wa (), U3(x)10) =

OIF (), A(z)]|0y = —mAY (& — )

—mea-;éu (:r: — )

O1F (@), Alz)0) = —mAY (2 — 2)
-—?N-Eda.ﬂl ('1, — )
AW (r - :;;{)

DAY (2 — 2)

—i0), 4 AW (w — ) (A.35)

Desta forma, colecionando todos os resultados do caleulo agui apresentado, escrevemos:

AX(z2) = md

26 — Qr)e;{noﬂ’ —a’cf})an(w .

.

)

AA‘I)( -z 1 es—.{aay’ 0/ oh-(8-0"). (-0 ) A X (& — ;z;’)
AZ(2.2) = mé¥(B —§)P? PIAX(x —5) (A.36)
aqui X abrange as seguites superfungoes (Pauli-Jordan, Hadamard e Wightman):
AR = O )
(1 i
AL, = (0w W0)
AL, = (OF0) (A.37)

com . § variando sobre todos os supercampos ¢, ®.



Apéndice B
Espacos Topologicos

A definicio usual de continuidade de uma fuugaa f @ U — W, onde U e W sédo
subconjuntos de R, basea-se na nagio de vizinhanga — on “proximidade” - de dilcrentes
elernentas de R. Tal “proximidade” pode ser medida por uma fungdo distanciad : RxR —
R gue satisfaz as seguinles as propriedades: (1) d{z, y) > 0, (i) d(a, y) = 0 se, ¢ somente
se, & — g, (i) d(z.y) = dly. 7). (iv) d(z.2) < dlz,y) + d(y. 2), para 2.y € R. As
duas primeiras propriedades nos diz que a distancia nunca ¢ negaliva ¢ é zero sonmente
para pantos coincidentes. A propriedade (44) alirma que a distancia d{z,y) ¢ uma funcao
stmétrica das varidveis z,y, isto é, a distancia independe da ordem dos pontos: z € tao
distante de y como # é de . A propriedade (i) chama-se desigualdade triangular. Afirma
que a distancia de z a z é menor ou igual a soma das distincias utilizande uwm ponto
intermadidrio y. Essa propriedade tem origem no fate de que, em R?, o comprimento de
um dos lados de nm triangulo nio execede & sama dos oniros dois. Uma [ungio distancia
natural para a linba real que respeita as propriedades acima é a fungio médulo f(x) = |z},
¢ [ é dita ser continua ern « € R se podemos encontrar um 6 € R positivo para qualquer
posilivo e € R, tal que se d(z,y) < & entdo d{f(x), f(¥)) < £. Assim, sonda-sc a vizinhanca
da imagem de f induzido pela vizinhanga em torno de z no dowinjo de f.

A topologia generaliza a nogao de vizinhaga e a no¢ao de contimidade para aplicacoes
cutre espacos diferentes de R, isto 6, substituirnos o conjunto dos nimeros reais R por um
conjunto abstrato Q, conjunto este cujo os elementos priors nao sao especificados. Para
introduzir a nocio de continuidade em situagoes gerais, introduzimos primeiro a seguinte

definicao.

Definigao B.1. Um comjunto Q € wm espaca miélrico se, para cade par de elemenios
r.y € Q u fungia d definida sabre Q) x Q associa ao par vrdenada (z,y) um ndmero
d(z.y), chamado a distancia de x a y, de modo que sejom solisfeitas as condicoes de

distancia entre pantos acimo ciladas, de (i) @ {iv)pare guaisquer x,y, € Q-

84
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Muilas vezes chamamos os elernentos de mm espago métrico de pontfos. Assim, um
espaco mélrico ¢ um conjunto  munido de uma funciio métrica d (-, -).

A nocio de distancia nos permite definir a nogio de convergencia:

cam n € N ez, € €, canverge

Definicao B.2. Uma sequéncie de elementos {r.}) |
nare & € () se, pare qualquer € > 0 dado, cristir ng € N ol que Vn > ny lem-se que
d {2y, 1) < £ ouliMy—o @ = 2. Ou seja, para ¥n > g, 2, € (£ —6, 2+ g). Fora desse
indervale sd paderda estar, na mdrimo, 05 lermus €1, Xy, .. ., Ly,. Se I, ned Cunverge pare

&, esereirnos limy, .o T, # &,

Um eritério suficiente e nccessdrio para a couvergéncia de urna sequéncia é conhecido

como Critérin de Cauchy.

Definicao B.3. Uma delerminada sequéncio de elementus {x, )72, de um espago mékrico,
¢ wina sequéncia de Cauchy se para cada & > 0 dado, existir ng € N lal que sz m, n > no,

entao d (X, z,) < £.

Pode-se mostrar gue toda secquéncia convergente é de Cauchy. Se d (&, ) < £, entao,
para valores grandes de n os termos se aproximam de x. Neste vaso, os termos a,, ¢ In

devem pecessartamente aproxiinar-se uns dos autros.

Definicio B.4. Um espaco milrico Q € chemado complela se loda sequéncia de Cauchy

en () for convernenie.

U espago métrico, (), que ndo é completo pode campletado ap adiciornamos todos
os tites de sequéncias de Cauchy. Nesse caso, dizemos gue o espago original @ é denso
no espaco maior Q.

Definicio B.5. Seja (Q wm espaco mélriva. Dizemos que um congunio [ C () € densy se

toda elemento ¢ € Q) for bimite de alguma sequéncia {x, )", =, € D.

Um ponto & em um conjunto Q ¢ R™ ¢ chamady um ponto interior de € sc, para
algum ¢ > 0 suficientemente pequeno, a bola B = {y |||y —x|| < £} com centro em z e raio
¢ situa-se em €, isto é, s¢ todo ponto ¥ da bola é wn ponto de . U conjunto Q C R™ €
chamado aberto se todo pouto de Q é win ponto interior, is1o €, sc parawodo ¥ € Q exisle
£ > 0 lal que B.(2) C Q. Bm oulras palavras, ¢ possivel interpar enire qualquer pouto

de Q e o prdprio  uma bola aberta, o quc pode ser escrito como {e} C BAx) C Q.

Ezempln. A bola B ela prépria é i conjunto aberto, porgue se y ¢ gualquer ponto de

B,ee =¢c— |y — x|, entdnv a bola B’ = {z| |z —y|l < &'} silua-se em B.
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U conjunto é chamadao fechado se ele contém Lodos scus pontos limites. A hola
fechada 13 = {y||ly — =}, < £} é um conjunio lechado (os pantos sobre a superlicie da
bola foram, agora, incluidos). U conjunto ) é [echado se seu complemento R™ — ) €
aberto, e vice-versa. Um conjunto ¢ junto com todos seus pontos limites € um conjunto

fechado, chamado o fecho de (), e & representado por (. Se Q ¢ cle préprio fechado, entdo

Q- Q.

Teorcma B.6. Seja [ : R® — R™ wma aplicagdn qualquer. Entdo, as lrés condigoes

abnira sdn cquivalentes:
(0) Se Q é aberia em R™, entdo [~'(Q) € aberto rm R™.

(b) Para lodo & € BY, & dada € > 0, existe wm & > O tol que [(Bs(x)) C Bo(f(z)).
Ista &, yunlguer bola B.(f(z)) centrado na wnagem f(x) de quolquer ponlo x, contém n

imagem de uma haln cendrada em x.
(¢} z — &= f{o) — [lx).

Prova. (@) = (B). Suponha () e sejam z € R* e £ > 0. Sendo que B.(f(x)) é aberto,
temos por (a) que SHB.(f(x))) é aberto, ¢ sendo gue x pertence a esic conjuito, cxiste
um 8 > 0 ta) que Bi{w) C J N BAf(x))). Portanto, f(Bs(x)) € B(f(x)).

(b) = (c). Suponha (b) eseja x, — zee > 0. Sejad > 0 tal que f(Bs(x)) C Bel f(x)).
Como 2, — 1, existe K tal que k > K = 2 € Bs(a) = f{xy) € B(S{x)). Portanto,
fla) — ().

() = (a). Suponha (¢) e scja Q € R™ aberto. Suponha por absurdo que f~'(Q) néo
seia aberto, entiao existe um z € f7HQ) tal que para todo k inteira positivo, By(2) &
J7HQ). Escolha xx € Bi(z) \ J7HQ). Logo, 2x — x ¢ flay) & (. Sendo @ aberto ¢
J{z) € Q, existe um £ > 0 tal que B.(f{x)) C Q. Assim, conclnimos que f(zx) & Be(/(3))

¢, portanto, que f{zy) 4 f{x), contradizendo (¢}

Cada uma das Lrés condigdes do Tevrema B.6 é uma possivel definicio de uma funcao
continua. A condicio (b) pode ser cscrita na scguninte forma: para todo z € R* ce > 0
exisle § > 0 tal que o —y|| < &= [f{z) — S| < £, 0 que € a lorma da definigao de

continuidade mais conhecicla.

Definigao B.7. Seja X um espago métrico, entdo: (1) O conjunto {x|e € X, d(x,y) <r}
¢ rharnado Bolo Aberta, B (y;7), de rain v em tornn do panto y. (i) Um venjunto V C X
¢ chamada Abertu se para lada y € 'V, existe v > 0 tal que B(y:r) C V. (21) Um congunia

U C X ¢ chumado wmn wizinhanca de y tal que pare todn x € U temos d(y,x) < 7.
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O conceito de distdneia entre os clementos do espago de fungdes ¢ convenientemente
tralado usando-se o coneeito de norma de wma fungdo. Isso pode ser aleancado de uma
[orma mais geral e abstrala, intraduzindo-se o conceile de espaco linear normado, uma
dag generalizacdes importantes do conceito de espago velorial de dimensao finita.

Antes de se conecituar um espaco linear normnado, vamos delinir wna importante pro-
priedade do conjunto dos ndmeros reals, ou comnplexos, muitas vezes usadas cm situagoes
apropriadas. Scja 4 um conjunlo de ndmeros reais. Se existe urn wimero y tal que x < y
para todo z € A, dizemos que A ¢ limitado supertormente € chamamos y a menor cota su-
perior de A, Da mesma [orma, definimos um conjunto limitado inferiormente ¢ sua malor

cota inferior. Se A é lumitado superior ¢ inleriormente, dizemos yue A € limilado.

Definicao B.8. Seja A limitado superiarmente. Suponha que y tenha as seguintes pro-

priedades:
(@) y & wrna colu superior de A,
(b) se x < y; entdo, x ndo é uma cola superior de A.

Nestas condicdes, ¢ ¢ chomado supremo de A (que criste quando muilo wm y com
us propriededes acima, notadamente pelo candi¢do (b)) Usomos a abreviagda “sup”
para supremo. O infimo Snl” de qualquer congunio A limitado inferiormende € definido
analogamente. Naturabimenle, esta definigdo estende-se para o caso da conjunto A ser

formado pelos nidmeros compleros.

Eremplo. Scja A o conjunto de todos os mimeros da forma 1/n, para (n = 1,2,3,.. g A
é limitado, seu “sup” ¢ 1 e sen “inl” é 0. Se nota neste caso que o sup € A, enquanto o
inf € A. De modo geral, o “sup” (ou “inf") de um conjunto pode ou nao pertencer 2o
conjunto. Agora, se A é o conjunto de todos ndmeros nao negativos, enlao, o conjunto &

litnitado inferiormente, porém nao o € superiormente. Seu 1ol ¢ {.

Ezemplo. Se K é uma bola aberta em R® com taio r ¢ centro na origem, e f{z) = |z,

entao inlee o f(2) = 0 e sup,.x f(2) = r. Neslc caso, o sup € K.

Ezemplo. Seja { uma fungio tomando valores em urn subconjunto A C R, entdo o supremo
do conjunto de todos os valores [(x) correspondendo a z € A € denotado por sup,e 4 f().

O infima é delinido do mesmo modo, isto €, inf,e 4 flx).

Definicao B.9. Um espaca linear O é charnado wm espaca normado se, exisie uma fungda
2

li-|l definida sobre @ que salisfaz:

(1) .5l = 0 pare tado ¢ € &,
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(it} ||o|l = 0 se. e somente se, ¢ =0,

"= |of |l pare lodo ¢ € e o € Riou C),

(tid) | o

P gl + ] pera tode 2, 4 € .

(i) I +
A propricdade (i) é chamada desigualdade Lriangular. No caso em que |i-|| satisfaz
as propriedades (2, (#7) e (i), mas nio a propriedade (#), dizemos que -] € uma semi-

norma em O,

Proposicio B.10. S¢ ||| € uma norma em ®. entdo d(p.v) = [l — || € nma méirira

em ®.
Prove. Claramente, ()lp— ¢l > 0, (1) lg =] =0 = p—-w =0 = ¢ = ¢e

(i) o — ]
o — <l — 011+ 18— ]l ou d (g.v) < d(.8) +2(0,4).

= |l4y — ¢]. Em (#v) substituimos @ por ¢ — 8 ¢ 4 por & — ¢ para obter

De imediato, temos o eonceito de convergéncia em ®. Uma sequéncia {@nt,en de @
converge para p € ® se, ¢ somente se, ||, — @f| — 0 quando n — 00.

Sejam [[l, e llgl, duas normas sobre o mesmo espago . A segunda norma ¢ dita
mais forte que a primeira, ou a primeira é mais fraca que a seguuda, se existe wna
constante C' tal que [Je|l, < C [l¢|l, para todo ¢ € ®. Duas normas sav ditas cornpurdveis
se umna delas & mais forte que a outra. Agora, se existern C e C7 tal que ||p||, < Cll¢ll, <
' Ji¢ll,, entéo, dizemos que as duas normas sdo equivalentes. Em outras palavras, cada
norma é simultaneamente mais lorte ¢ mais fraca que a outra.

Se urm espaco © é incompleto com respeito a no minimo uma das normas, isto é, 5¢ a
sequéncia {©, b, de © ndo converge para p € ¢ quando limy, o 0 —2ll,, 7 0, entéo a
comparabilidade nao implica a cquivaléucia. Nesse caso, podemos considerar dois espacos
completos ®, ¢ &, que sio obtidos completando © com respeito as normas ||l e ol
Se |||, € mais forte que [\ig|],, entdo, podemos estabelecer um mapeamento de ®g e Oy:
todo elemento ¢, € ®; ¢ definido por umna sequéneia {v,},cy € P; mas, esla mestua
sequéncia, tambén, define um elemento ¢, € 1. Assim, podemos delerminar ;  a
partir ¢, .

Asseguramos que esse mapeamento é um-para-um, exigindo que as normas ||yl e
o]l sejam compoliveis no seguine sentido: as normas ol e flpll, sdo compativeis se
toda sequéncia {2, },ey € ¢ que converge para zero com respeito a vma delas, também
converge para Zero eom respeito a oulra.

Assim, no caso de normas compativeis, o mapeamento de &, em $, nos permite ulen-
tificar os clementos de ®, com 0s correspoudentes clementos de ®,. Podemos considerar

®, como sendo uma parte de ®,. Fim resumo, se duas rormas compaliveis e comparaveis
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sao deflinidas cm um espaco ¢, entfio, os complementos @, ¢ @, de ® com respeito a cstas

normas poden ser considerados como satisfazendo a seguinte relagao:
by 2 (Dg o>d.

Considere a sequéncia de normas {[|][,} . sobre ®. Sc cssas normas 530 compativeis
duas a duas, cnido, o espaco © é chamado de espago linear normada contdvel Podemos
asstmuir que para um espago lincar normado contdvel a sequéncia de norma 4[|}, €
tal que:

il <l < -+ < lloly, < (B.1)

Além disso, uma base de vizinhancas, U, .(0), de zero € definida por:
1, (0) = {\,, € d: gl < e livlh, < } , (B.2)

Definicao B.11. Seja ® um espaga linear narmado contdvel. Um funciunal linear sobre
© ¢ um mapeamento [ 1 [ (@) se as seguinics condigdes sau satisfeitas:

(¢) Para quaelquer @), oo ¢ nUmeros a ¢ 3, temas
ooy + 30s) — af (g)) + 8 (), (lincaridade)

e particular [ (0) =0,

(i) Para continnidade do funcianal lincar. [, € necessdria e suficienle que

lim [0, = f{v)

T—
se NIy, o 9 = 2.

Suponha que $, seja o complemnentio de € com respeito a norina ||‘r9|lip- Entao,
dOP, ... D0, D... 0. (B.3)
() seguinte teorema da um crilério para a compleleza rle ®:

Teorema B.12. O espaca & é complety se, e samenie se, ele coincide carn a intersegao

e P ; M g
dos complementos ©,, isto € ® =), Pp.

Prova. Suponha que & = (1, @, e que {v,} _y scja uma sequéncia de Cauchy em @,
1 " iR ] ™
Por delini¢io {@y},ey ¢ wna sequéncia de Cauchy em cada €, logo, v, — @4, € P,.
1o - -~ 1 o~ — in S Vi i Mt o o] Bl — Ly 2y i
Extste um elemento ¢ tal que ;. = ¢ para arla p. Entao ¢ € 0;1 ¢, = &. Para cada

P, [ln — 2l — 0 &, assim, p, — @ can . Logu, ¢ completo. !
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Vimos que a bola aberta [ig|, < ¢ (veja a eq.(B.2)) define wma base da vizinhanga
de zero em um espaco linear normado contdvel ©. Pordm, a limitagio de um funcional

sobre tal vizinhanuga de zero é equivalenle d sua limitagdo relativa & norma ||-[|, isto &,

Portanto, todo funcional linear continua f sobre um espago normado contdvel © ¢
limitado por alguma norma |J“p O nienor valor de p para qual (B.4} é vilido ¢ chamado
a ordem e f.

Considere que ao invés de wma norna, temos uma lamilia de normas {{[lla},ca
onde A representa um conjunto de indices. Relaxando a condigao (é2) acima, suponha que

llie = 0 para todo & € A, entao, w = 0.

Dcfinicao B.13. Uma semi-norma sabre & satisfoz as condigaes:

(i) o+ 0 < ¢l + 19 para todo . v € @,

(it) 12lle = 0 pare todo « € A implica que ¢ = 0. Nesle caso a Jumdia de sema-
normas € dila como separando pontos,

(i) ||| = o] ||l pare tado p € € ¢ o € R{ou C}.

Proposicao B.14. Uma métrica pode ser definida sobre wm espaga velorial semi-norinado

DoT:
ol

dtiy =3 (B.5)

Lo | + || — ¢,




Apéndice C

Operadores de Campos, Analiticidade das

Funcoes de Wightman e o Teorema BHW

Os principais resultados aqui estio bem estabelecidos ma liberatura ¢ porlem ser

encontrados, entre outros trabathos, em [48, 95, 96].

Operadores de Campos

Abordarcinos aqui 1una Leoria de cammpos escalar neatra, representado por wla), de
massa m > 0, no espago-tempo de Minkowski. Neste contexto, a agao de campo 1o espago

de Minkowski ¢ dada pela expressao
& 4. 1 : 5113 o2 -
Tiwre = | dMz ) ((}J,,_g.:c) L —mhy ) ) (C.1)

A equagio de movimento que resolve a cquagdo de Klein-Gordon ¢ derivavel da agao
livre, isto &

(B +m)plz)=0. (C2)

Consideranto a transformada de Fourier fe ¢ () como sendo &(k)

1 ke .
o) = (2}t /(ﬂdk G(Ry e (C.3)
¢ substituindo-a em {C.2) encontramos:
1 . p FAN- -tk Al
()8 / &k (K -mY) k) e ™ =0. (C.4)

Da equagao acima, oblemos que

- 0 sec k2#£mn?
e (k) = ) 4 )
#0 s¢ k*=m"

O1
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o, eserito de ontra [orma

G (k) = 2m 8 (k% ~ m?*) o (k) (C.5)
Assim,
. 1 % o 2 ik A
p0) = oy [ 60 oty (.6)

Pelo falo da funciao delta aparecer sob o sinal da integral, Jimitamos nosso volume de
it egracio A dois hiperboldides tri-dimensionais. (k") — [k|* = m?* = k" = ££(k), onde
£(k) = /|k]? + m?.

Das propriedades da [uncao rdeita, temos gue

[

5 [6 (8 — F) +6 (K" + F)]

4 (kg - -m“z) =,

Usando este fate, reescrevemos a eq.(C.6) na forma

1 . '
gle) = (2 /rf‘gk / dk’ )

Realizando a integracao em &Y, obtemos:

I-I(_, [(S(k[] — E) =+ 6(;{7{} + E)] \p(k) e—‘ik:r ]

1 'k . I _
) — b o E. k i_l(b {—kox) +p{—F. k) :—u—}_‘,r.—kx) . .7

Fazendo a troca de varidvel k — — k na segunda integral, entao:

] 7 o o
ip(.’f,‘) _ (2 ),s / ‘2( }; 0 (k(l) {F(E,k}ﬁ_l(ht' kx] 4 \,9(—1_‘11,—]:() ria.(Lr—kx) }
mr,

1 4k
N (271_)‘5 ROt 2 E

1 se V=10
AIA N
H“)_{u K <0

se

{W(E_-.k) o HEE-kx) + o —F, —k) il =k x) } .
onge

¢ a distribuicho degrau de Heaviside.

Delinitnos
_ 1 d*k ke ; 1 *k ik
w {x) = (‘2n)3 / 5 alk) ¢ e o) = (23 / ) E (f*(k)ek“

como os operadores de eriagao ¢ destruiqio, respectivaniente. Na equagao acima, a(k)

K= . =F

(C.8)

def
2 E k) ¢ at (k) ol o(—E, —k). Logo, podemos escrever

ola) = (x) +v (), (C.9)
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ou,

1 ‘ r _ _
@ (.’I.-‘) o (27)‘1 /ddk {2?1')!‘7‘(}.“)5(,%3 _ ?n_l) {(L+(k) erk:;: + (;‘.-(k) ¢ -1.‘.‘.3:}
1 / d*k . N
o | oo 107K e +alk)e T : (C.10)
oy | 26t Moot

Tendo em vista que podemos realizar a decomposicao O (f) = @7 () +D7 (f), vamos

cnldo caleular o seguinte comutadar:
D). T ()] i‘/lﬁﬂfy (@) et )] f @) gly)

Portanto,

- 1 [ PkPK
o @%?*WHT(%WH/

5 k9 E’ :L’x’- (k) . H,+ (kl)] e—i}.‘.:;.’eik’jr;

kn=Ekh=E

H ! | y
= 1)3 / 'k o 2F (SR (k . k.r) o """-ki!?e?-k y

1 / d:;k —ik(:r.—‘r;)l
— B = '
(2W)I{ . 2 E Ep=F
C g
= / d k.4 218 (k* — m?) 0 (k) e” thio—y)
(2r)
1 Al . Car s
p A (.1, yim )
onde delinimos
AY (;r: — 'm.z] — (21 ¥ /(fl}.:é (kz —m?) ¢ (F.‘:“) e e (C.11)

é uma distribuicio sohire o espaco &7 (R*) x ¥ (R*). Portanto,
: . L, , )
[ (1), 7] = (f ). A" (=g} g ly) - (C.12)

Da mesma forma podemos caleular o eormtadar

1_ (f (), A~ (.-r.‘ —yn) g () (C.13)

3

[@F(f). @ (¢)] =

Assim, uma vez que os operadores de cria¢do e destrnigio possucm as seguinte relagoes

de conmtacao
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(k). a(k)] = [u' k), at (k’)} =0. (C.14)
Podemos coneluir gue

[ (f), 2" (g)] =0 ¢ [& (), ¢ (9)] =0 (C.15)

Colecionando os resultados acimea. temos emdo o resuliado, vislo na Segio 1.3 do

Capitulo 1, referente a defimigio da fungio de Wightman.

Analiticidade das Funcoes de Wightman

Teorema C.15. Seja #,(x,... ,x,) o distribuicda de Wightmuan de n-pantos. Enlda,

para cado 1 > 1, o sequinte eccantece:

(a) Wolai, .. oadWalyl, oo i), onde Wio(sn, .. o) € ume distmbuicda que
tem a seyuinie dependéncia sobre as courdenadus relotivas gy = x; — xipr, com t =
1.2.....n—1

(b) K/R(I"l, o pu) = 2r)(pr -+ }IN)H wpLp P D)
Além disso, W g ) =0 s € V4.

(¢) #(x1, ... x,) sao valores imites de fungdes anelilicas de An veriduces complexas.

Resuwma esquemndtico de prova. Para provar a parte («), lembramos que o vicuo € o unico
vetor invariante sob translacoes no espaco de Hilbert dos estados da teoria: % (a, 1§} =
(). Devido a covarincia soh translacio dos campos, temos o{x)% (x, V)p(0)% (2, 1).

Expressando % (x, 1) = e podemos escrever
; ;b

ﬂ;, {‘I:_l_a L ) (52 (U) i (1 .',.:.3)”9j (0) E’.iw (i} e ip{en . 1 --u;,ll]uip (U) S!)

= 1""’—-n\('.ul.:' B yu—l.] :

com y; = — ot =1,2,...,n—1
Vamos provar a parte (). Comegamos com o caso nn = 2. Por mna transformada de
Fourier, temos:

///2(!?1 1) /Hd4fr Holx, az) P tnaea)

i=1
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Mas,

Logo.

2 _
7 | e — .
oy p2) — /Hdﬁa ((‘);ﬂ’l /ddfh_ Walg)e 0t ”“J) plremtpze)
i 0
/Hdd;* ( ‘ 4 /d @ W (ffl)) iy f;x}c?--rz(pz+qx]

- 4 /ddql. (2m)%8 (1 — q1)é(p2 +q1)” {(g1)

=(2m)*d(py Tf“)” 2(p1) -

Cason — 3

! T 4 /‘} gz - wrtgeies —3))
ﬂ })1 2. ,U{ / Hd,lfz ((2,}1_)3 ] Hd G, 11 3((1!!{}2) Tl lE Mgz x

w@ r?—?'[pj ayFpaeatpars)

3 "
1 .
= [Hd'l-’l’?f. ((97)*‘ / Hff-dfﬁ ”/’3(*’]:,023) X
S sl iy

w ptriae pu) st (qa— g —pal ptes( g2 )

2
) /Hddqi gy — pa)o{ge — i — p2)8 (g2 + 3) Walan, ¢2)
" =1

=(27)*4(ps + p2 —Hf’i)ﬂf (Lo +10) -



a6 Operadores de Campos, Apaliticidade das Funcoes de Wightman, .

Caso geral:

=1

- g f4 Epines e
LAV T :/ Hd‘l;r?i / H f qJ Wolgr o ctnoy) € T aeimein) |
f—1

% e Wpiw b bpaia)

T n—1 ddq
- / [ / H ~* L Wl gu) | @)
" i=1
w girlaz—m —?*z)e?'-'ﬁ;i(q:a--qz “Pa) s L. eil'n(—qu P

1
/H ¢ qJ (27)8(q — p1)6 (g2 — a1 — p2)8(gs — @2 — ps) ¥

 6{ds — g5 —ps) X - X Sy + P Walgiee o)
n—1
ZP: QIS I I O ol U A,ZP?:) -
=1 =1

Comentdrio. Observe que

supp#(pr. .. ) C {(P LP)ERY ;e Vi b EeViiptpitm eV

=1

PPyt €V Z}J’E V+‘Z;0¢—~ }

que corresponde & condigao espectral em termos das distribuigoes de Wigthman, como

afirinado antcriormente.

Falia provar que l/-’;';,,_(m oo Unoy) =0 se g & V. Para isto, note que

1
H/n.(ylv ey f}'n—l) = (2 ),1.,L_4 /(F(}l d' -1 ”"n (QL ----- -1 ‘ (*l‘ﬂ‘ﬂ borbdnoyg 1) -
T .
(C.16)
Pela transformada inversa
Va ((fl ----- Mn-1) = /(£4y1. Ay W G ) oyt 1)
= (2m)" " (0 (0)8" (p — 1) 2 (D) 8" (p — q2) - - — g 1) (0)42),

vemos que W, desaparece quando qualquer um dos ¢ estd fora do espectro do operador

energia-tmomentum. Portanto, seu espectro estd conlinado no cone do futuro V.
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Vamos provar a parte {¢). Seja y, — A + i com A € R, tal rue 1; € um vetor

tipo-tempo, 7% > 0, 7Y > 0: entao, o integrando da transformada tle Fourier torna-se
[0, : : : &

)Pi(fh)‘]i“'+qn 1A a}(,_—(r.rrh'l fot atm 1)

Visto que quie > 0, a integral (C.16), bem como suas derivadas com respeito a g, con-
vergira pargue W, 6 uma distribuigaa temperada ¢ o fator e %% deeresce rapidamente
quando seu argumento vai para o infinito. Assim, W, (g1, ..., 1) € uma fungio analitica

de todos os seas argumentos se a parte unagindria de todos os gy € V.

O Teorema Bargmann-Hall-Wightman

Teorema C.16 (Teorema BHW). Se a disiribuicdo de Wightman W, (&, ... &, ) ¢
sy ;o b . - b . . .y ;-
analitica no dominio lubo F,_, = R¥»—1 — -?.Vin )_. entdo W, € analilica no dominio

tubo estendido



Apéndice D

Integrais Oscilatorias e o Conjunto de
Frente de Ondas

O eontenido deste apéndiee é wma colecio de definigoecs, lemas e Leoremas que consiam
nos trabalhos de L. Hormander ¢ J.J. Duisiermaat [12, 13] e suas provas podem ser vistas
em detalhes, nestes trabalhos ou em [58, 96].

Se plr, D) = 3 iy 1cm e () D® é um operador diferencial com coeficientes dependendo

de z € R, entao

1 ' )
ple, Nu(x) = plx, D) / A"k e* 0k
{27 )" Jpn

= &'k plr, k)™ k) | D.1
o | )ik (.1)

onde uf{x) € Z(R"), G(k) é transformada de Fourier, p(w, k) = 37, <, @a{x)k%. Substi-
tuindo p(x, k) por fungdes apropriadas, chamadas simbolos obtemos um operador pseudo-

diferencial.

Definicao D.17. Dado wm conjunio aberlo X C R", define-se o espaco de simbolos
Shs(X X R*), sabre X x R* de ordem wm. ¢ tipo {p.6), ende m € R, 0 < p <1 ¢
0 <8 <1, camo sendo o espaco composto por funcoes suaves a{x, k) (funcdes C° sobre
X x R%), tal que para gualguer conjunto compacto 2 C X, sobre o qual as fungées oz, k)

tomam valores, e multi-indices o € N, 3 € N*. existe uma constanie Co g0 com
DDl k)| < Cupall + k)20 vy e ke RE (D.2)

As melhores constantes Cy, gq, possiveis, em (D.2) sao semi-normas

sup (1 + [k[yWI=Aelmd pe i, ko (ID.3)

||a'||u,_;i,n - E
e fh kelks

98
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Geralmente em aplicacoes de interesse prilico, trataremos somenie com simbolos (e
operadores pseudo-diferenciais) do tipo (1,0). Um polindbmio com respeito a & de grau m,

e

com cocficientes constanles, € eom eerteza wm simbolo ST,.

Definicao D.18. Dado um. simbolo a em Sy5(X x X x RY), onde o veridvel k € R® €
considerada ¢ dual das varidveis x; € X, o operadar pseudo-diferencial € wm operador

integrol de Fourier

[
=

Aulz) = - ~)-g / I hdy e Dale, g, Buly) Jue P(X) . (D.A)

Representamos por L:}(X ) o espago desses operadores e dizemos que A € L::‘O(X) é de

ordem < m e do tipa (p.0).

Definicao D.19. Uma integral oscilotoria {ou dustribuicdo inlegral de Fourier) sobre

X % R® € escrita formalmente corno
I.(a) — /dk el gle k) {D.5)
onde p(r, k) é wna fungio fase ¢ a{x, k) € wn simbolo assinidlico.

Um exemplo impertante de uma integral oscilatdria é a integral

/ dke—ik;c _ E)"(:E)(z?f)”' .~
R}l

que define a distribuicgio 4 de Dirac. Pode-se provar que a distribui¢ao § ¢ dada pela a

integral acima, eonsiderando o limite da integral dubla

/(ﬂat(ﬂ:}: xlekulx) .
com u € CX(R™M) ey € O & ienal a1 na vizinhanca de zevo.
0 X 0 8 ¥

Definicao D.20. Seju X ¢ R" aberto e T um cone oberto ern X xRN0, Ista significa que
I fica snvariante s¢ a companenic e R® € multiplicada por escalares posibivas. Dizemos

que o funcao (k) € C(") € um fungdo fase em T se

by

. € hornogénea de grau 1 em k, isto 6, w(w, Ak) = Mp(x. k) se (z, k) e T VA >0;

[

T opfa k) > 0,

[

o o ir . . - .y .
cdp =3 Fede Y0 ki # 0, 1sla & p ndo lewn pantos criticos em L. Isto
1]

significa que emn cado panto ern T, alguma das derivadas 5’]-;*1 au = nuncae desaparece.
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Definicao D.21. Se ¢ € C®(X x R*\0) € wna fungio fase chamamos
€, ={{x,k) € X x R\0 | @ {a. k) =0},
o congunto critica de . Chamamos de variedade de fase estaciondria o conjunte de pantus

A, =z, ol {n B)) | (o, k) €6k # 0}

E o comportamenio de a{x, k) e ={z, k) proximo de %, que delermina as singulari-

dades de I,{a).

Lema D.22. A. ¢ wn subcanjunto fechudo de (X x R*\0). Além dissa, se {2, k) € A,
enlda (4, Ak) € A, para tode A € R,

Teorema D.23. Se ¢{x, k) € uma fungda fase sobre X xRN0 ¢ a{x. k) € S7{X xR°\0),
comd < 1, p>0; enlao WF(IL(a)) CA,.

Com isto finalizamos o método ¢ verifica-se que podemnos dirceionar a busca do con-
junto de frente de ondas, nos restringindo ao calculo de pontos criticos especificados em
A

ks
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