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Resum o

Neste trabalho, analisamos a resposta eletromagnética de um sistema de bésons car-
regados acoplados a um campo de gauge de Chern-Simons. Técnicas de integrais de cami-
nho sio utilizadas pra obtermos uma agao efetiva em termos da densidade de particulas
do sistema, apés integracao exata das flutuagdes quanticas do campo de gauge. Da agao
obtida, cxtraimos a densidade de corrente para um campo eletromagnético externo ar-
bitrario. Para o caso particular de uma campo magnético externo homogéneo --- caso de
interesse para o cstudo do LEfeito Hall Quantico — e desprezando a influéncia da corrente
sobre os campos externos, mostramos gue a condutividade transversa é guantizada, na
presenca de uma distribuicdo arbitraria de impurezas. O papel dos estados de borda neste
contexto é analisado. Calculamos o propagador das densidades de flutuacao. Em seguida,
obtemos as equagdes para a distribuigio estdtica de densidade de carga mais provavel na

presenca de flutuagoes quanticas do campo de gauge.

v



Abstract

In this work, we analyze the electromagnetic response of a system of charged bosons
coupled to a Chern-Simons gauge ficld. Path integral techniques are employed to obtain
an effective action in terms of the particle density, upon exact integration over the gauge
field. From such effective action we extract the current density for an arbitrary external
electromagnetic field. Particularizing for a homogeneous external magnetic field — the
case of interest for the study of the Quantum 1lall Effect — and neglecting the influence
of the current density upon the external fields, we show that the transverse conductivity is
quantized in the presencc of an arbitrary impurity distribution. The role of the edge states
in this context is analyzed. We calculate the propagator of the density fluctuatrons. Then
we ohiain the equations for the most probable static charge distribution in the presence

of gauge field quantum fluctuations.
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Introducao G eral

Nos tiltimos anos tem havido um crescente intercsse pelo estudo de sistemas de baixa
dimensionalidade em Teoria Quintica de Campos, motivado pela possivel aplicacao a
sistemas da Matéria Condensada. Tal inleresse € icentivado pelas novas tecnologias de
construcio de nanoestruturas, capazes de confinar elétrons em duas ou até mesmo uma
dimensao. Nolavelmente, qualquer avango nesta drea tem importantes consequeéncias,
tanto para o conhecimento bisico quanto para a aplicacdo tecnoldgica a meédio prazo
(L, 2. Do ponto de vista da Teoria Quéantica de Campos, uma primeira aproximagao a
Fisica da Matéria Condensada se estabeleceria com o estudo de campos a temperatura
e potencial quimico finitos [3, 4, 5]. O problema de férmions fortemente correlacionados
ocupa, neste sentido, um papel de destaque. O modelo “padrao” para este tipo dc sistemas
é o modelo de Hubbard, que descreve elétrons com interacao de dois corpos na rede . Um
estudo sisteméatico detalhado deste modelo em fungio da temperatura pode ser encontrado
nas refs. [6].

As tltimas décadas tém sido marcadas pela intensa pesquisa sobre as propriedades
fisico-quimicas dos cristais semicondutores e sua utilizacdo tecnoldgica. Técnicas extrema-
mente precisas de construcao e de controle de suas propriedades eletronicas tém sido de-
senvolvidas, e o resultado mais evidente disso € a dramdtica miniaturizagao e sofisticagao
dos circuitos eletrénicas. No entanto, mesmo o alto grau de descnvolvimento alcangado

pela Fisica de Semicondutores ainda comportaria imprevistos, tal como o ocorrido no



inicio da década de 80, quando um novo e surpreendente fenomeno foi observado. Na
verdadc, foram duas as surpresas. Em 1980, K.von Klitzing, G. Dorda e M. Pepper [7]
descobriram ¢ hoje denominado Eftito IHall Quantico Inteiro {EHQI). Apenas dois anos
depois, Daniel C. Tsui, Horst L. Stormer e Arthur C. Gossard [8] observaram um segundo
efeito, bem semelhante ao primeiro, hoje denominado Ffeito {lall Quantico Fraciondrio
(EHQF). Apesar das semelhangas entre ambos — que conduziram a reunido destes sob o
nome comum de Efeito Hall Quéintico (EHQ) — estes fenomenos demandam explicagdes
significativamente difcrentes, e os esfor¢os tedricos nesse sentido parecem tragar novos ru-
mos em Matéria Condensada. Tendo em vista a avassaladora quantidade de informacao
que hoje se encontra armazenada em dispositivos semicondutores, toda nova propriedade
dos materiais semicondutores torna-se digna de atengdo, a priori. Espera-se ainda que
o esclarecimento do Efeito Hall Quéntico contribua para a elucidagao de certas questoes
acerca das propricdades condutoras das materiais, em geral.

Na realidade, o EHQ nio é hoje apenas um “efeito”, mas todo um conjunto de
fenéimenos observados em sistemas bidimecusionais de elétrons submetidos & a¢do de um
campo magnético intenso e a baixas temperaturas. A fenomenologia principal paderia ser
resumida dizendo-s¢ que a condutividade transversal do sistema é “quantizada”, ou seja,
ela é um mimero inteiro (no caso do EHQL) ou fracionério (no caso do EHQF) multipli-
cado por uma constante universal (e*/A). Um aspeclo relevante no EHQ é que ele possui
propriedades universais: ele independe do material e da geometria das amostras.

O EHQI se encontra razoavelmente bem compreendido. Porém, ndo deixa de apresen-
tar propriedades fisicas ndo convencionais como, por exemplo, fracionalizagdo do numero
fermiénico em interfaces unidimensionais, construidas a partiv dos dispositivos que exi-
bemn o EHQIL [9, 10]. Este efeito era conhecido em Teoria Quéantica de Campos, mas

foi observado em somente dois sistemas da Matéria Condensada (polimeros lineares, e



superfluidez no He?).

A compreensio do EHQI, no entamnto, apresenta um grau de dificuldade muito maior,
pois trata-se de um problema de muitos elétrons onde a interagio elétron-clétron as-
sume importancia crucial [11]. O melhor modelo atualmente aceito para descrever o
EHQF ¢ o chamando modclo de férmions compostos [12, 13, 14]. Este modelo contém,
essencialmente, um campo fermiénico ou bosénico acoplado a um campo de gauge com
dinimica dc Chern-Simons. Na aproximacio de campo médio acrescido de flutuagbes
quadréticas (aproximagio RPA), este modelo descreve satisfatoriamente os principals as-
pectos fenomenolégicos do EHQF. Porém, muitas pergontas ficam em aberto; a abor-
dagem deste modelo deve ser, necessariamente, nao perturbativa, havendo grande difi-
culdade para sc extrair todo o seu contetido fisico. Atualmente, ndo existe um modelo
quantico (microscdpico) completo e satisfatéria para o Efeifo 1lall. Trata-se de uma efer-
vescente linha de pesquisa: o Prémio Nobel de Fisica de 1998 foi concedido 2 R.B Laughlin,
H.1. Stormer e D.C. Tsui por seus irabalhos em Efeito Hall Quantico Fracionario. Obvia-
mente, nio é objetivo do presente trabalho tentar abordar o Ffeito Hall em sua totalidade
e complexidade. O que modestamente fazemos aqui teflele o nosso intcresse na crescente
utilizacio de técnicas de Teoria Quantica de Campos para a abordagem de problemas de
Matéria Condcnsada — e o Ffcito Hall Quantico tem se mostrado um fértil campo de
aplicagoes para tais ferramentas.

Podemos resumir o espirito desta segao introdutéria ressaltando que a drca de pesquisa
de Teoria Quantica de Campos em baixa dimensionalidade ¢ seu emprego em sistemas
de Matéria Condensada é uma éarea relativamente nova, ¢ujo potencial tem atraido a
atencio da comunidade cientifica, de um ponto de vista tanto aplicado quanto académico
— o desenvolvimento de novas técnicas em Teoria Quéantica de Campos é um exemplo

deste altimo aspecto.



Com esta motivagio, o capitulo 1 apresenta, em linhas extremamente gerais, des-
cricdes do Efeito Hall Classico, do EHQI ¢ do EHQF, convergindo para a leoria de
Chern-Simons-Landau-Ginzburg {CSLG), uma das modernas propostas para descricdo
do EHQF. Tomando esta teoria como ponto de partida, no capitulo 3 apresentamos o
cdleulo da resposta eletromagnética exata deste modelo, realizado a partir da dedugao de
uma acéo efetiva para a densidade de carga, obtida apés integrarmos exatamente a acao
original sobre as flutuagoes do campo de gauge de Chern-Simons. U dos resultados im-
portantes desta tese é mostar o mecanismo de quantizagao exata da condutividade Hall,
no contexto da teoria de CSLG. Mostramos que a quantizagdo ¢ mantida na presenga de
qualquer distribuigio de impurezas, e que os estados de borda do sistema desempenham
importante papel neste mecanismo. No capitulo 4 abordamos o problema de minimizar a
acao efetiva obtida no capitulo 3, no intuito de estudarmos a distribuigao estatica de carga
para diferentes valores dos parimetros da teoria. Apresentamos um sistema de equagoes
diferenciais parciais que descreve o comportamento desta densidade de carga, € também
a distribui¢ao de correntes no sistema. A guisa de exemplo, obtemos numericamente a
densidade de carga e a distribuicdo de correntes para wn disco finito, e diferentes intensi-
dades do campo magnético externo. Como resultado principal, mostramos como o sistema
quebra espontaneamente a simetria de translacio e rotagao, ao se afastar das condigoes
de quantizagio exata da condutividade. Finalizamos estc traballio com as conclusoes por

nos ohlidas.
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Capitulo 1

Introducao ao Efeito H all

Neste capitulo, tracamos uma breve revisao do que vem a ser o Efeito Hall, em suas

versoes cldssica e quantica, seus aspectos fenomenolégicos e as tentativas em descreve-lo.

1.1 O Efeito Hall Cldssico

Os estudos de Edwin Hall, em 1879, acerca das propriedades da condugdo elétrica
em metais levou-o 3 descoberta do hoje denominado Efeite Hall Cldssico. A fig. 1.1
csquematiza a experiéncia realizada por Hall: uma placa condutora plana, contendo
uma corrente continua I, é atravessada pclo campo magnético perpendicular B. Nes-
tas condicdes, observa-se uma diferenga de polencial néo nula no sentido “transversal” a
corrente e ao campo magnético. Esta diferenca de potencial é denominada Voltagem Hall.

Este comportamento pode ser descrito satisfatoriamente por um gas de elétrons! de
Bloch. C'ada clétron esté submetido & forca de Lorentz (devida ao campo eletromagnético

externo) e a forca de “atrito” com as impurezas da rede. Este “atrito” é parametrizado

10s experimentos de Hall so anteriores a descoberta da existéncia do elétton, atraveés dos experimentos

com raios catddicos realizados por J.J. Thomson, em 1897.



Figura 1.1: O dispositivo para medigio do Efeito Hall Classico consiste,

basicamente, de um plano condutor ao qual se conectam voltimetros e am-
perimetros. O movimento dos portadores de carga (setas sobre o planac) cons-
titui a corrente medida no amperimetro A. Um campo magnetico B (setas
atravessando o plano) ¢ aplicado perpendicnlarmente 4 amostra. A diferenca
de potencial longitudinal Vg, é aquela medida de uma extremidade da amostra
em relacao & outra ~ cssencialmente, é a diferenga de energia por unidade de
carga entre os elétrons que entram na amostira e 08 que Szemm dela. A diferenga
de potencial transversal ¢ medida “perpendicularmente” a corrente, sendo de-

=1

nominada Veltagem [all Vi [15].




pelo tempo de relazacdo 7. ou seja, uma estimativa do tempo médio entre duas colisdes
sucessivas de um elétron com atomos de impurezas. (O efeito das interagoes com o poten-
cial periodico da rede estd contido na massa efetiva m do elétron de Bloch®.) Escrevemos

entao a equacio cldssica de movimento para um clétron de carga —e,

di7 L5 N 7

No regime cstaciondrio (i.e., dj/dt = 0), temos

- oo 1 - =
E=——j+—] x B. (1.2)
ne:r nec

Fazendo o plano zy coincidir com o plano condutor, temos B = B 2. A densidade de
corrente elétrica é definida como 7 = —net. Assim sendo, as componentes da resistividade

Prn, tal que E = prnjn, sdo da forma

m
P11 = P =
T}; T
Pz = —f21 = — - (1-3)
nec

Observa-se o aparecimento de uma componente nao nula do campe clétrico, transversal a
densidade de corrente j e, consequentemente, uma diferenca de potencial transversal nao
nula — a voltagem Hall cldssica. A componente pg = p12 € denominada resistividade Hall,
sendo ditetamente proporcional & razdo B/n eptre a intensidade do campo magnético e a

densidade de carga (ou, de modo equivalente, entre o fluxo do carnpo magnético e a carga

2A massa efetiva m de um elétron num semicondutor é definida [16] como

1 d2E(k)
7E M e

1
m

onde £{k) é a cnergia do elétron em fun¢do do momentum &.
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total dos elétrons na amostra). Para B = 0, recupera-se o caso usual g2 = 0, e o campo
clétrico é paralelo a densidade de corrente.

A dependéncia da resistividade Hall py em relacio ao sinal da carga fez do Efeito
Hall Clédssico um importante método para a determinacdo do sinal do portador de carga
(elétrons ou buracos) em materiais condutores e semi-condutores. Sua utilizagao tornou-
se tao comum que, passados mais de 100 anos desde a sua descoberta, nao se imaginava

que poderia ainda haver surpresas. Mas havia.

1.2 O Efeito Hall Quéantico

1.2.1 Resisténclas e Resistividades

O Efeito Hall Quantiro ocorre a baixas temperaturas (< 4K) e a campos magnéticos
intensos (= 1 a 30 T), em interfaces planas entre dois semicondutores ou entre um semi-
condutor e um isolantc (fig. 1.2). Esta configuracdo possibilita a existéncia de um gés de
elétrons bidimensional (2DEG), formado por elétrons aprisionados num pogo de poten-
cial junto a interface (fig. 1.3). O 1ZHQ foi inicialmente detectado num MOSFET com
uma interface Si0,-Si; atualmente, heterojuncoes (em especial GaAs-Al.Ga,_-As, tal que
0 < z < 1 — ou, mais sucintamente, GaAs) sio as mais utilizadas em experimentos [17].

() esquema dos dispositivo usado para a medi¢oes do EHQ pode ser visto na fig. 1.4,
e corresponde ao sistema mostrado na fig. 1.2. Aplicando-se uma diferenga de potencial
aos pontos S e ), geramos uma corrente 7; sao medidas as voltagens longitudinal V7, e

transversal Vi (ou voltagem de Hall}, o que determina as resisténcias [15]

11
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Figura 1.2: Dispositivos semicendutores nos quais o Efeito Hall Quantico é
observado. Num transistor de efeito de campo (em cima). elétrons sdo atraidos
para a superficic de um eristal de silicio por um rontato metdlico ceniral (gate)
positivamente carregado. A camada isolante os mantém numa fina camada
préxima a superficie do cristal. Numa heterojungdo (em baixo), uma interface
de semicondutores distintos, os elétrons de um semicondutor sdo atraidos para
os estados de menor energia disponiveis no outro semicondutor, ao mesmo
tempo que sio atraidos pelos os fons positivos deixados para tras, aprisionando-
os numa camada fina junto & interface entre os semicondutores [18].
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perior do diagrama mostra a disposi¢ao espacial das camadas na amostra A
parte inferior mostra a estrutura correspondente dos niveis de energia. A regiao
indicada por 2DEG é a do gas bidimensional de elétrons, e £y denota a encrgia

de Fermi [15, 19].



Observe que ndo existe uma “corrente Hall” transversal, mas wna diferenca de potencial;
a mesma corrente total [ entra na definicdo de Ry, e ;. Para uma amostra retangular,

as resistividades p,., pry estao assocladas as resisténcias ., Ry por [15, 20]

L L
rxr —16) Tir Frz .
oo = J(556) 5 0 (L6)
L

onde I e W sao o comprimento e a largura da amostra (vide fig. 1.4), e as fungoes f e g

sao calculdveis a partir da geometria desta. O parametro

6 = arctan{pyy/ pzz) (1.8)

¢ denaminado dngulo de Hall.
Para o caso do EHQ, temos § = /2, ¢ neste caso f = ¢ = 1. Ou seja, as resisténcias
medidas sdo iguais as resistividades, o que é extremamente conveniente. De outro modo,

seria muito dificil a medigdo direta da resistividade local.
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Figura 1.4: Geometria de um dispositivo para medi¢do do Efeito Hall
Quantico. A amostra propriamente dita corresponde & area retangular em
branco. com largura W; as partes hacliuradas rorrespondem aos terminais ex-
ternos. Uma diferenca de potencial aplicada aos terminais § ¢ D gera uma
corrente 7. Selecionando-se pares de Lermiinais apropriades, pode-se medir a
d.d.p. longitudinal ¥ {ao longo dc do comprimento L) ¢ a d.d.p. transversal

Vi (voltagem Tall). [13]



1.2.2 “Plateaux” de Resistividade Transversal

A Quantizacie da Resistividade Transversal

Submetendo-se o sistema a baixas temperaturas e a um campo magnético intenso,
a dependéncia das resistividades em relagio ao campo B jd nio é tao simples como no
caso classico. A fig. 1.5 representa medidas da resistividade longitudinal e transversal
para uma amostra com densidade eletrénica n = 1.93 x 10! /em?, e de baixa mobilidade
it = 52,000 em?/Vs, submetida a uma temperatura 7 = 66 mK. (A mobilidade [21] é
definida como sendo a razio entre a velocidade média do elétron ¢ a intensidade do campo
clétrico externo.) Para certos intervalos de B, pgy é praticamente constante, formando os
chamados plateauz. Fora destes intervalos, p,, varia rapidamente entre os valores dos
plateaur vizinhos. Concomitantemente, a resistividade longitudinal g, se anula sobre as
regioes de plateauz, e apresenta picos nas regides intermediarias. Sobre os pleteauz, as

componentes da resistividade tomam os valores

1A
pry = T3 (1.9)
pez = 0 (1.10)

onde h é a constante de Planck. Experimentalmente, os valores observados de s recaem
em duas calegorias: ou sdo nimeros inteiros s = 1,2,3,..., ou entao numeros racionais
(com denominadores impares, em geral) s = 1/3,2/3,2/5,... . O aparecimento destes
plateauz, no primeiro caso, caracteriza o Bfeito Hall Quintico Intewro (EHQI) [7]. O
segundo caso (vide fig. 1.6) é observado em amostras com maior mobilidade eletrénica ¢
sob efeito de campos 1nagnéticos majs intensos, sendo denominado Efezto Hall Qudntico
Fraciondrio (EHQF) [8].

Os plateauz de resistividade Hall ndo podem ser explicados por nenhum modelo classico

16
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5.2 x 10% em?/Vs, densidade eletronica n = 1.93 x 101! /crn?, e & temperatura

T =66 mi. [22].
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pry caracteristicos dos Bfeitos Hall Quintico Inteiro e Fraciondrio, em uma

amostra de GaAs-AlGaAs com alia mobilidade eletronica 1.3 x 10°% em?/ Vs,

densidade 3 x 10" ¢rn™? e temperatura 7" = 85 A [22].
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como aqueles utilizados na descricio do comportamento da condutividade a altas tem-
peraturas. Quando oscilacdes de natureza térmica sao dominantes, pode-se geralrente
introduzir parametros que “contenham” os cfeitos quanticos (e.g., o tempo de relaxagao
7). Nio é esse o caso para baixas temperaturas, onde as oscilagoes de natureza quantica
predominam. A existéncia dos plateaur e a quantiza¢do da resistividade sugerem a ex-
istencia de uma descontinuidade (gap) no espectro de excitagdes dos elétrons, que nao
pode ser implementado classicamente. A questao entdo é : como € este espectro, e como
explica-lo?

Um fato notavel a respeita do EHQ é a sua universalidade e precisdo . Sob condigdes
normais, a resistividade Hall cldssica (bem como a resistividade longitudinal) de uma
amostra é intrinsecamente dependente de secu material, de sua gcometria, da presenca de
impurezas, e da temperatura. Em contraste, os valores da resistividade sobre os plateauz
do EHQ sao os mesmos para diferentes materiais e geometrias de amostra. As medidas
de resistividade Hall sao comparaveis em precisio as medidas de constantes fundamentals
como k,c,e; tanto que o valor hfe? = 25812.807 £ foi adotado pelo International Com-
mittee of Weights and Measures, em 1990, para a definicdo de uma medida padrao de

resistividade.

A Quantizacio da Resistividade e a Relagao Carga-Fluxo

J4 no Efeito Hall Classico, a resistividade ITall ndo depende separadamente do campo
magnético B ¢ da densidade cletronica n: ela depende linearmente da razdo B/n. Pode-

mos definir a grandeza real f

nhe

F=—5 (1.11)

introduzindo-se as constantcs h, ¢, e para que f seja adimensional. Entdo f pode ser en-
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tendido, esssencialmente, como a razdo entre a densidade eletronica e a intensidade do
campo B ou, de modo equivalente, como a razao entre carga eletrénica total na amostra
e o fluxo do campo magnético. As resistividades py, € pyy, podem entdo ser medidas
em funcdo de f. Chamaremos o parametro f de razio carge-fluzo, dando a este termo
conotacao estritamente experimental. Os plateaux da resistividade transversal correspon-
dem, portanto., a valores de f tais que f & s, onde s assume valores inteiros ou racionais,
como em (1.9). Isto indica a relevancia, para a produgdo do Ffeito Hall Quantico, da
comensurabilidade entre o fluxo magnético e o nmimero de elétrons presentes na amostra.
Mais adiante, veremos que f ¢ identificado com o fator de preenchimento (filling fraction)

v, que € a fracio de niveis de Landau preenchidos pelos eléirons.

1.3 Modelos Teéricos para o Efeito Hall Quéantico

Dada a necessidade de um tratamento quantico, vamos commegar estudando o modelo
mais simples possivel. Primeiramente abordaremos o Problema de Landau, que consiste
no problema quantico de um tnico eléiron num plano, submetido a um campo magnético
perpendicular. O Efeito Hall Quantico Inteiro é modelado como um Problema de Landau
perturbado pelo potencial devido as impurezas da amostra. Veremos que este tratamento
perturbativo ndo pode ser utilizado para o EHQF, que requer uma abordagem mais sofisti-

cada, entre as quais ligura a fun¢do de onda de Laughlin.

1.3.1 O Problema de Landau
Hamiltoniano, espectro de energia e autofuncoes

Considere um elélron nao-relativistico sobre um plano e um campo magnético ho-

mogéneo perpendicular a este. Ignoramos graus de liberdade spinoriais, e portanto o

20



hamiltoniano ¢

H = L(;ﬁ'-l— EA')Q, (1.12)
2m ¢
onde e > 0. [Fixando o gauge, escolhemos
Ag =0 (1.13)
A, = —By (1.14)
Ay=A. =0 (1.15)

satisfazendo a condicio V x A = B 2. Neste gauge especifico, o hamilloniano toma a

forma

|, e 2 i
H= |5+ ('pr - EBy) . (1.16)

O operador ‘H nao depende explicitamente da coordenada x, e portanto a equacio de

Schrédinger independentc do tempo,

Hip(z,y) = EY(a,y), (1.17)

reduz-se a

% + %mwé v —wo)?| fly) = Ef(y), (1.18)

ao escrevermos a fungao de onda ¥ (r,y) na forma

$(z,y) = C & fly), (1.19)

onde €' é uma constante arbitrdria. A equacao (1.18) corresponde a um oscilador harmo-

nico com frequéncia wy e “ponto de equilibrio” yo dados por
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Wy = — (120)
mc
he
' = — K. 1.:
Yo °B k ( 21)

A frequencia wy corresponde & {requéncia de ciclotron, ou se¢ja, a frequéncia da trajetoria
circular cldssica descrita por um cléiron num campo magnético perpendicular ao plano.

() espectro de energia do elétron é da forma

1
J(_'/'n = ELUD (?’L + 5) . (122)

onden = 0,1,2,..., e as autofungdes correspondentes sao

i TR,
Fuly) o exp (~ 520 —w0)?) Ha ({52 = w0)) (123
2h h
onde H, é um polinémio de Hermite ®, Assim, as autofuncées do hamiltoniane H tém a
forma
. TR i)
'¢k11n(n) - Ckz,n. et ko CKp ( ho (y - yD) ) Hﬂ ( h D(y - yD)) b (]‘25)

Degenerescéncia dos niveis de Landau

Qs niveis dc energia (1.22) sdo degenerados; fixando-sc um n, ainda é possivel escolher
vérios estados com valores distintos para k.. A fim de calcularmos a degenerescéncia dos
niveis, limitarrios o sistema a um quadrado de lado L sobre o plano, e impomos condigoes

de contornoe periodicas ao longo do cixo z,

#0s polinémios de Hermite podem ser obtidos [23] a partir da fungao geradora

S{u,a) = v (@9 = ZH ) (1.24)

n=0
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P(0,y) = b(L.y) — 1 = el (1.26)
portanto, k, assumird os valores discretos

b= 2}_""’5, (1.27)

onde £ = 0,+1,%2,..., a principio. Porém, y; é uma fungéo de k;; para que 0 < yo < L,

é necessario que

eB

— L, (1.28)

0 <k <

O limite superior para & fornece a degenerescéncia de um nivel de Landau, em fungao do

fluxo de campo magnético = BL? através da amostra.

_eB
S

72— to (1.29)

¢ he

Portanto, a degenerescéncia g é proporcional ao fluxo magnético total, medido em umni-
dades de hc/e. Esta grandeza, que tem dimensao de fluxo magnético e € definida em
termos de constantes universais, tem um significado mais profundo; ela é denominada
“quanturn de fluxo magunético”. Veremos a seguir que a quantizagio do fluxo magnético

esta relacionada, esscncialmente, com a invaridncia de gauge do sistema.

O Quantum de Fluxo Magnético

Considere umn plano que contém uma regido circular U de raio R, atravessada por um
campo magnétiro de intensidade B > 0. O campo ¢é nulo fora da regiao U, portanto o

fluxo magnético total através do plano ¢

@:/Bdszf[f-df'. (1.30)
S C



Devido & simetria, temos A = A(r)#; além disso, temos que B(r) = V x A = 0, para

r > R; portanto,

A(r) = Va(f) — A(r) = hd (1.31)

Arp

onde a7 é uma funcio arbitrdria (ou seja, na regiao r > R, o campo A é “puro gauge”).
? k) p

Em coordenadas polares (r,8), temos

g 18
Q = 27r (5; + ;%) a(r,8) . (1.32)

Dada a arbitrariedade de (7}, a relagdo acima tem que permanecer vélida para e = a(9).

Neste caso,

a(d) = — + cte. (1.33)

Considere agora um elétron nesta regido , descrito pelo hamiltoniano (1.12). A equagdo

de Schrédinger (1.17) € invariante perante a transformacao de gauge

A = A(F)— V) (1.34)

W) = e [-220)] ¥, (1.35)

onde () é arbitrario. Podemos entdo escolher {2 = «, obtendo assim A’ = 0. No entanto,

a fase

re
) = eap|—-00] | 1.36
{(8) = exp | =7 (1.36)
adquirida pela fungido de onda 3’ gera uma descontinuidade espacial para esta fungao,

visto que

C(0 +27) = ((8) exp [—21&%@] #£ ((6) , em geral. (1.37)
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Somente sob duas condig¢des podemos garantir a continuidade de ¢’ [24]:

e A funcio de onda é localizada, ou seja, apreciavelmente nao nula somente nas vizi-
nhancas de um dado ponto do plano. Assim, para qualquer valor de ®, sempre se pode
escolher um sistema de coordenadas em que esta potencial descoutinuidade ocorra

numa regiao com ' = Q.

o A funcao de anda é ndo-localizada. Neste caso, € preciso que ® seja um maltiplo inteiro

de um quantum de fluxo @y, definida como

/
Bp= S mdl-10718 Vs, (1.38)

e
Este é um valor extremamente pequeno, da ordem de um milionésimo do fluxo do

campo magnético da Terra [25].

A degenerescéncia dos niveis de Landau (1.29) equivalc, portanto, ao nimero de quanta

de fluxo magnético que atravessa a amostra,

(1.39)

1.3.2 Niveis de Landau e o Efeito Hall Quéntico Inteiro

Condutividade num Sistema Ideal

A {emperatura zero, um sistema ideal (i.e., sem impurezas) € invariante por boosts;
esta caracteristica, por si s, determina o tensor de condutividade {26]. Suponha um gas
de elétrons bidimensional (2DEG) submetido a uri campo magnético perpendicular € um
campo elétrico F de pequena intensidade e paralelo ao plano. Num referencial dotado de

= - -~ - ’ . s * [
velocidade 7 = ¢E x B/B? em relagio ao referencial de laboratério, o campo elétrico e



nulo, assim como a densidade de corrente. No referencial de laboratorio, a densidade de
corrente é j = —ned, onde n é a densidade eletronica da amostra, neste referencial. As

componentes da condutividade & sdo definidas por 3* = oY E;; aqui,

nec

para todos os valores dc n/B. Nao ha plateaus, ndo ha Efeito Hall Quantico.

Papel das Impurezas: Estados Localizados

O Efeito Hall Quantico Inteiro é modelado sendo como um problema de perturbacao
ao Problema de Landau. Desprezam-se as interagdes entre elétrons, argumentado-se que

a separacao existenlc entre os niveis de Landau,

hw, /2 6.18- 107 B (1.42)

(em Joules, supondo-se que B seja expresso em Tesla) é muito malor do que a energia
conlombiana entre dois elétrons separados por uma distancia da ordem do comprimento

magnético ly = y/he/eB (raio da érbita classica de umn elétron nuin campo magnético) ,

2
f}’— ~5.76 - 107 VB . (1.43)

]

As impurezas desordenam o sistema, introduzindo um potencial Vinp responsavel pela
quebra da invaridncia por boosts. Sob este potencial, os niveis de Landau do sistema
ideal transformam-se em bandas de Landan; qualitativamente, o perfil da densidade de
cstados do sistema altera-se como mostrado na fig. 1.7. Se |Vimp| for pequeno comparado

com a separacao hwg entre os niveis de Landau originais, as bandas ainda mantém-se
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Figura 1.7: Distribuicdo da densidade de estados p de uma particula em
funcdo da energia E, para um sistema de elétrons sem spin, com a presenga
de um potencial devido a impurezas. Para um potencial fraco, (diagrama
A esquerda) a distribuigao ainda guarda semelhanga com a do problema nao
perturbaito: para potenciais fortes, eniretanto, a distribuicdo tende ao perfil

representado a direita. As linlas tracejadas indicam os estados nao-localizados.
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distintas. Um potencial muito forte, em contrapartida, praticamente fundc os estados em
um continuum.

A presenca de impurezas cria estados localizados, i.e., estados cuja densidade de pro-
babilidade é apreciavelmente nio nula somente em uma pequena regiao, comparada com
as dimensdes da amostra. Os elétrons tendem a ser “capturados” nas vizinhangas dos
atomos de impurezas; os estados localizados desempenham, por assim dizer, o papel de
“reservatorios” locais de elétrons. Acredita-se que para potencials muito intensos {ou
campos niagnéticos pouco intensos, i.e., hiwp € |Vimp|) lodos os estados sejam localizados,
e o sistema se larne um isolante [27]. Ao acrescentarmos um potencial V.,, portanto,
espera-se o surgimento de estados localizados com energlas intermediarias aos niveis de
Landau originais.

As propriedades elétricas de larga escala de uma amostra submetida a um campo
elétrico externo dependem da possibilidade de transferéncia de quantidades infinilesimats
de energia para os elétrons nela contidos. Em outras palavras, dependem da disponibili-
dade de estados nao-localizados. a baixas temperaturas. Todos os estados puros de Landau
sao estados nao-localizados — observe a fase ¢'**%, em (1.25). Portanto, a ocupagio dos
estados localizados introduzidos pelas amostras nao contribuird para as propriedades de
larga escala do sistema, como a condutividade Hall [28].

Por outro lado, é de grande importancia que os estados néo-localizados do sistema
ideal consigam sobreviver ao potencial Vin,. Thouless [29] mostrou que para um sistema
de eletrons nao-interagentes onde |V;n,| < ;hwy e cuja cnergia de Fermi esteja cntre dois
niveis de Landan, 0., é independente de |Vj,,,| para todas as ordens de perturbagao, ¢
seu valor é o mesmo do caso ideal, 0., = Ne*/h — onde N ¢ o niimero de niveis de
Landau preenchidos. Outras situacdes em que se demonstra a independéncia da condu-

tividade em relagdo a um potencial suficientemente fraco sao abordadas por Prange e



Joynt [30] e Trugman [31]. Isto significa que, para tais potenciais, ainda existirao estados
ndo-localizados, responsaveis pela condutividade Hall. Além disso, espera-se que, numa
banda de Landau, estes estados ndo-localizados correspondam a um wnico nivel, ao inves
" de uma banda de estados estendidos; caso contrario, isto acarretaria o aparecimento de
uma fase metélica entre regides de plateauz, quando T — 0, que ndo ¢ observada cx-
perimentalmente: as rcgides de transigio entre plateaus tendem a desaparecer no limite

T — 0.

O Fator de Preenchimento e a Razao Carga-Fluxo

Seja v um mimero real que indica o nimero de estados de Landau preenchidos.
Associando a densidade n a elétrons nesles estados - — ndo computando, portanto, os

estados localizados - fazemos a assocracao

_ﬁ_vBe
T I?2 he

(1.44)

n

visto que cada nivel de Landau possui g estados. No centro de um plateaur correspon dente
ao fator de preenchimento v, a resistividade Hall é igual a resistividade do sistema ideal,
(tdeal) _ i h_ _B_ _LhA (1.45)

“y foe? nec wve?’
o que sugere a identificagio da razio carga-fluxe f com o fator de preenchimento »

;'\‘Y n hC

g :f:-E.

(1.46)

=

Os “Plateaux” do Efeito Hall Quantico Inteiro

A descricio do Efeito Hall Quéantico Inteiro a partir do sisterna ideal baseia-se na

existéncia do gap (separagdo) entre os niveis do sistema ideal, e do preenchimento deste
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Figura 1.8: Variacao da energia de Fermi, para ligeiro crescimento do campo
magnético externo. Na situagio aqui representada, a energia de Fermi original
se encontra numa regiao entre niveis de Landau, bem como a energia de Fermi
final. A medida em que 7 cresce, também cresce o gap entre nivers. (O nimero

de niveis totalmente preenchidos permanece constante, no entanto.
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gap com estados localizados. O estado fundamental do sistema corresponde a situagao em
que os niveis de mais baixa energia encontram-se totalmente preenchidos, com no maximo
um elétron por estado, de acordo com o Principio de Exclusao de Pauli. O mimero total de
elétrons determina, portanto, a energia do mais alto nivel preenchido (energia de Ferms).
Considere o sistema com impurezas, tal que a energia de Fermi se encontra na regiao de
estados localizados (vide fig. 1.8), para um dado valor do campo B. Ao incrementfarmos
ligeiramente o campo B, cresce o gap fiwg, bem como a degenerescéncia dos estados do
sistema ideal. No sistermna perturbado correspondente, cresce também o nimero de estados
disponiveis, e os elétrons se rearrumam, redefinindo a energia de Fermi. Se esta ainda se
enconirar na mesma regiao de estados localizados, a condutividade Hall sera a mesma —
pois os estados localizados nao contribuern, e a condutividade serd igual a do sistema ideal,
para 0 mesmo nimero de niveis de Landau preenchidos. Tem-se enlao um argumento para
a existéncia dos plateauz: estes correspondem a situagoes em que a energia de Fermi se
encantra numa regido de eslados localizados. Em contrapartida, as regioes de transicao
entre plateaur vizinhos correspondem a passagem da energia de Fermi sobre uma regiao

do espectro correspondente aos estados nao-localizados.

E o Efeito Fracionario?

A interpretacdo geralmente aceita para se descrever o EHQI é que existe um gap para
os estados ndo -localizados que coincide com os valores do gap do Problema de Landau.
Este gap esté preenchido com estados localizados, que nédo contribuem pata a condutivi-
dade do sistcma. Neste sentido, o nimero inteiro que aparece na condutividade medida
experimentalmente é associado com o fator de preenchimento dos niveis de Landau.

Se quisermos manter a mesma interpretacao para o EHQF, devemos identificar a quan-

tizacio da condutividade con1 o preenchimento parcial de urn nivel de Landau. Aplicando
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o mesmo raciocinio empregado no caso FHQIL, é preciso que haja um gap no espectro de
cuergia correspondendo exatamente a [atores de preenchimento fraciondrios. Aqui encon-
tramos um problema tedrico de enorme dificuldade. Como € que se produz um gap entre
os estados degenerados dos niveis de Landau? E, no caso de existir algum tipo de gap,
por que este se abriria para fatores de preenchimento tao especiais como 1/3 e 2/5, por
exemplo? Por iltimo, se o gap é devido essencialmente as interagdes, por que este nao
depende nem do tipo de amostra utilizada nem do grau de impureza desta?

Atualmente, estas perguntas ainda nao foram respondidas de forma conclusiva, de
um ponto de vista microscépico. O problema fundamental é que, dada a enorme de-
generescéncia dos niveis de Landau, a interacdo clétron-elétron nio pode ser tratada
como uma perturbagido, para preenchimentos parciais dos niveis. O problema se torna
fortemente ndo-perturbativo, restringindo enormemente as técnicas conhecidas para sua
abordagem.

A primeira tentativa de responder a todas estas perguntas foi dada por Laughlin [32].
Fle propos uma funcio de ouda para o estado fundamental de um sistema de clétrons
no cstado de EHQF com fatores de preenchimento da forma 1/(2n + 1). Esta fungio de
onda representa uma nova fase da matéria, desconhecida até entdo : o liquido qudntico
incompressivel. Esta funcio de onda n&o é degenerada, apresenta um gep no espectro
e reproduz a fenomenologia do EHQF de forma surpreendente. Também estd em exce-
lente acordo com resultados numéricos para diferentes potenciais de interacao . Na secao

seguinte, explicamos os aspectos fundamentais desta abordagem.
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1.3.3 A Funcio de Onda de Laughlin e o Efeito Hall Quéantico
Fracionario

Vimos que quando um nivel de Landanu se encontra totalmente preenchido, excitagoes
para o nivel de Landau superior envolvern um gap de energia que é¢ maior do que as energia
de interacio coulombiana tipica entre dois elétrons. Espera-se entdo que seja plausivel, no
tratamento do EHQI, considerar tais interagdes como perturbagdes ao problema original
de Landau; ou se¢ja, espera-se que para fatores de preenchimento inteiros o espectro de
estados do sistema com inleragoes possam ser obtidos de modo continuo a partir do
espectro nao-perturbado, visto a estabilidade desse perante interagoes entre elétrons.

O tratamento do Efeito Hall Quantico Fraciondrio, a seu turno, requer uma abordagem
mais sofisticada: as interagoes entre elétrons nao podem ser tratadas perturbativamente
pois, com um nivel de Landau parcialmente preenchido, temos transi¢des entre estados
de (praticamente) mesma energia. Isto é indicado experimentalmente pelo fato do EHQF
ocorrer somente em amostras com maior grau de pureza — em contraste com o EHQI,

onde os plateaus sdo mais nitidos justamente nas amostras com menor grau de pureza.

A Fungao de Onda de Laughlin

Nio existe alualmente solugdo exata para o Efeito Hall Quéantico Fracionario. Trata-
se de um problema de muitos corpos interagentes, ¢ requer uma teoria de perturbagao
de estados degenerados. A abordagem usual, num problema desse tipo, é tentar redefinir
os graus de liberdade do sistema, na lentativa de que a problema original de particulas
fortemente interagentes seja mapeado num sistema de quasiparticulas sem interagao (ou
com fraca interagdo). Espera-se que seja possivel encontrar gaps no espectro das quasi-
particulas, possibilitando um tratamenta semethante ao realizado para o EHQL.

Restringindo o problema ao nivel de Landau mais baixo (i.e., v < 1), para elétrons sem
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spin e fatores de precuchimento da forma v = 1/m, onde m ¢ inteiro, Laughlin {32, 33]

propds uma familia de fungdes de onda da forma

N |2
Y(zi...an)= [ flz;—z) exp (-—Z :‘:’L ) {1.47)
=1 0

1<5<k<N

como aproximacio para o estado fundamental do sistema, a partic de um ¢nsight com
simulacdcs numéricas sobre sistemas com poucas particulas. As coordenadas complexas
2, onde 2 = 1... N, localizam as particulas do sistema sobre o plano. A fungdo analitica
f(2) descreve o estada fundamental de uma particula na posicao z . A estatistica de Fermi
requer que f(z) seja uma fungao impar dc z; consequentemente, f(z) — 0 quando z — 0.
Ao impormos a condigao de que ¥y seja autofungio do operador momentum angular L.,
podemos escother f(z) oc 2™, com m impar. A fun¢éo de onda obtida ¢ a célebre funcao

de onda de Laughlin para o estado fundamental:

Voo(zr..oon) = ] (z—2)™ Pxp( leg)_ (1.48)

1< <kSN

Laughlin comparou {1.48) com a fungao de onda exata calculada para &' < 3, com po-
tenciais de interagio elétron-elétron dos tipos 1/r, —Inr e exp(—r/2). Em todos os casos,
encontrou uma concordancia superior a 99%. Trugmanu e Kivelson [34] mostraram que
ela representa o ground state cxato para o potencial especifico V(r} =V, V?8(r), e Hal-
dane [35] obteve uma familia de hamiltonianos cujos estados fundamentais correspondem
a funcoes de onda do tipo proposto por Laughlin. Os estados de Laughlin tambem ad-
mitem generalizagbes para outros fatores de preenchimento, conhecidas como “hierarquias
de func¢oes de onda” [35, 36].

Apesar de nio haver, atualmente, uma compreensao total das razoes do sucesso da
funcio de onda de Laughlin na descri¢ao do estado fundamental do sistema, o fato € que

ela “funciona”. Portanto, qualquer tcoria mais geral a ser desenvolvida deve, de algum
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modo, fornecer a funcao de onda de Laughlin como caso particular.

O Estado de Laughlin, Fator de Preenchimento e Gap do Espectro

De um modo geral, uma densidade de probabilidade quéntica [¥[* pode ser reescrita

COING

W(F)? = VO (1.49)

Deste modo, o valor esperado quantlico de uma grandeza O pode ser mapeado na média

estatistica de ) num sistema cldssico com “energia” U e “temperatura” 1/8,
< WO >= fdsz' OF) |9(7)? = fd?'ﬁ‘ O(F) eV (1.50)

Portanto, a configuracao mais provavel para o sistema quéntico corresponde a configuragao
) ¢ p
que minimiza a energia U, para o sistema classico analogo.

Qual seria entio o sistema andlogo aquele descrito pela fun¢do de onda de Laughlin?

Tomando a norma de W, (z;...2z5) (1.18),
=fdzl...dzN ¥ (1. 2n) {21 .- 28) (1.51)

obtemos

P = fdzl...dzfv II Iz — =1 eXP( 20 Z |2L|2) (1.52)

i< f 0 k=1
que pode ser colocada sob a forma
f dzy ... dey e~V (1.53)
ao definirmos
2
4 = — (1.54)
m
Uz) = —m*Y lnls — 2+ 15 172 Z| zi)? . (1.53)

i<



A forma da funcio U(z), conhecida na literatura, corresponde a energia potencial eletros-
tatica de um plasma bidimensional cldssico, composto de particulas pontuais de carga
m imersas numa densidade de background constanic, uniforme e de sinal oposto a m
(15, 33]. Baseados nesta analogia, podemos relacionar o parametro m da funcao de onda
de Laughlin e o fator de preenchimento v. TEm duas dimensoes , a equagao de Poisson €

da forma

VEW(7) = 27 p(7) , (1.56)

onde W é o potencial eletrostatico e p a densidade de cargas. Em particular, a funcao

In || rorresponde ao polencial gerado por uma carga pontual na origem, pots 4

V2 In()z]) = 27 §3(z2) (1.57)

Assim, o termo de (1.55) da forma
—m*In(|z; — 21) (1.58)

corresponde i energia potencial entre duas particulas de carga m, situadas nas posigoes
z e z;. Introduzindo-se uma pequena carga de prova ¢ < m na posicao 2, a energia

potencial do sistema se torna

N 1 _
Uzyzy...2n) =U(z...2n) + g (—len|z—zi|+ E|2;|2) : (1.59)
x40

=1

portanto, a densidade do plasma p, “vista” por esta carga de prova serd

11 A
pp(2) = =V (z;21...2n8) = —m Y §P(z —z) +

27 g o 23’

(1.60)

- - - a2
4],embramos que, nas coordenadas (z, Z), o laplaciano ¢ V2 = 452



ou scja, um conjunto de cargas pontuais ¢ uma densidade de background, com sinais

opostos. Espcra-se que a densidade média g, do plasma seja nula,

1
G, = ngﬂdzz 0,(2)=0; (1.61)

onde € compreende toda a amostra, de area L?; consequentemente,

N 4 1 0 i 1
— M — = e 4 = T oo
1?2l - w2

(1.62)
onde n = N/L? a densidade de cargas pontuais da amostra. Utilizando a defini¢ao do
comprimento magnético ly = \/ﬁ, obtemos % = -?1;@1—0, onde $p ¢ o quantum de fluxo
magnético (1.38). Portanto, o fator de preenchimento v e o parametro m da fungéo de

onda de Laughlin ¥,, relacionam-se simplesmente por

y=—. (1.63)
e

Umna consequéncia disto é que se pode construir uma nova funcao de onda

U, = [[(zi — 2;)® U (1.64)
i<
cujo fator de preenchimento v’ ¢
1 1 1
f 24 AL 1.65
T A +m vy B (1.65)

Desta forma, podem ser construidas hierarquias de fungdes de onda associadas a uma
sequéncia de fatores de preenchimento.

Para demonstrarmos a existéncia de um gap no espectro, é necessario algum conheci-
mento das excitagoes do estado fundamental. Laughlin mostrou que é possivel construir
excitacdes com gap a partir da insercéo adiabitica de fluxos elementares no estado fun-

damental. Desta forma, sio construidos os quasi-elétrons e os quasi-buracos de Laughlin.
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Excitagbes Elementares do Estado de Laughlin

Fazendo-se uma rotacao rigida do sistema de um angulo 8 em torno da origem, cada

coordenada z; de uma particula é multiplicada por uma fase, z; — € z;. Portanto, a

fungio de onda total (1.48) transforma-se como

lIJm(ciﬂzl, o €lay) = ez VIN-1) U, (215...528) - (1.66)

Isto significa que a componente 2z do momenturn angular total do estado de Laughlin é
ignal a M,, = ZN(N —1).
Para descrever o estado obtido pela inser¢io de um pequeno solendide na posigao 2g

contendo um guantum de fluxo ®o, Laughlin [32] propds a seguinte fungio de onda:

N
U (320 2n) = [[ (% — 20) ¥m(z1,...528) (1.67)

Observe que ‘Pfj"(zg; 21...zn) — 0 quando z; — 2o, Vz;. Emoutras palavras, este estado
corresponde & presenca de uma regido em torno de zp de onde os elétrons sao “expulsos”™.
Este estado é denominado quasi-buraco de Taughlin. A componente z do momentum
angular deste estado é M{*) = M,, + N.

Por outro lado, o gquasi-elétron de Laughlin (também obtido pela inser¢io de um

equeno solendide em zp, mas com um fluxo —®,) é descrito pelo ansatz
0y

(_} |Z€|2 N a ZO m N
P = exp Z 12 H 5. B IT (Gz—z)™. (1.68)
I"j a

1<j<k<N

Analogamente ao caso do quasi-buraco, a componente z do maornentum angular deste
estado ¢ M{~) = M,, — N. Calculando a energia de excitagho destas quasiparticulas,
Laughlin [33] concluiu que o espectro possui um gap finito; ou seja, variagoes infinite-

simais da energia ndo sio capazes de produzir estas quasiparticulas, a partir do estado



fundamental — este é, portanto, estavcl. A carga gy das quasiparticulas, também calcu-

ladas por Laughlin, correspondem a uma fragéo da carga do elétron, go = .

A Interpretacio de Jain do Estado de Laughlin: Agregando Fluxos e Particulas

O processo de construgio do quasi-buraco de Laughlin inspirou Jain [37] a interpretar
o estado fundamental (1.48) como descrevendo um sistema de elétrons agregados a quanta

de fluxo de campo magnético. Jain reescreveu a fungao de onda na forma fatorizada

ll'm,(zl,...,zN) = H (zj; —Zk)m_l q’](Z],...,ZN) (169)

<< kEN

onde ¥, é a funcao de onda para N particulas preenchendo totelmente o nivel de Landan
mais baixo. Os fatores que multiplicam ¥, sio interpretados como sendo solendides inseri-
dos no sistema “atrelados” as posicoes das particulas. Ou seja, cada particula “rarrega”
consigo um solendide com m — 1 unidades de quantum de fluxo magnético.

Esta fatorizacdo permite unificar a descrigao do EHQI e o EHQF, sugerindo que a cs-
tado de Laughlin possa ser resultante da geragao dinamica de algnm campo de gauge local
(mecanismo de insercido dos solendides), compensando parcialmente o campo magnético
externo. Deste modo, a situacio de preenchimento parcial do primeiro nivel de Landau
pelo sistema de elétrons para win dado valor do campo magnético total, pode ser mapeado
numa situagio de preenchimento total do primeiro nivel de Landau do sistema de quasi-
particulas (elétrons agregados a parte do campo magnético), soh a agao de um campo
magnélico efetivo (a parte nic-agregada do campo original). Fste é o ponto de par-
tida para a descricao do Efcito Hall Quantico via Teoria Quantica de Campos; o campo
de gauge utilizado para tanto é o campo de Chern-Simons, como veremos no capitulo

seguinte.



Capitulo 2

A Teoria de

Chern-Simons-Landau-Ginzburg para

o Efeito Hall Quantico Fraciondario

A funcido dc onda de Laughlin foi a primeira formulagéo tedrica bem-sucedida na
descricio da fenomenologia do Efeito Hall Quantico Fracionario pra fatores de preenchi-
mento da forma v = 1/(2k + 1), (k inteiro) [32, 35, 38]. As tentativas posteriores de
compreensio do EHQF, no contexto mais amplo do cstudo de sistemas de elétrons forte-
mente correlacionados — como nos fendémenos de supercondutividade e superfluidez —-
conduziram & formulacio de uma teoria similar a de Landau-Ginzburg para a superfluidez
[33, 39, 40], onde o campo de gauge de Chern-Simons desempevha papel fundamental .
Esta teoria é comumente denominada Teoria de Chern-Simons-Landau-Ginzburg (CSLG).

Neste capitulo, principiamos corn uma revisao das motivagdes fisicas para a formulagao
de uma teoria de CSLG, seguida por uma derivagio sistemética [41, 42] desta, a partir
da hamiltoniana microscépica de clétrons interagentes sob um campo magnético. Ela

resulia, basicamente, no mapeamento de um problema de elétrons intcragentes com win
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campo magnético externo num problema de bésons interagentes com um campo de gauge
adicional.

Considcrando pequenas flutuagocs em torno da solugdo de campo meédio da teoria,
pode-se reproduzir aspectos fenomenolégicos cruciais do EHQF no caso de v = 1/(2k+1),
como a existéncia dos plateauzr na resistividade Hall e o concomitante anulamento da
resistividade longitudinal, e portanto mostrar a equivaléncia deste formalismo com o de
Laughlin. Além disso, a funcio de onda de Laughlin pode ser obtida como o estado
fundamental desta teoria, sendo ltambém possivel a construgao de hicrarquias de solugoes
para outros fatores de preenchimento. Este formalismo também permite estabelecer uma

relacdo muito interessante cnitre 0 EHQF e a superfluidez.

2.1 Construgao de uma Teoria de Chern-Simons-

Landau-Ginzburg para o EHQF

2.1.1 Agregando Particulas e Fluxos.

Na interpretacio de Jain para a fungao de onda de Laughlin, cada férmion (clétron)
se associa a um niimero par (m — 1) de quanta de fluxo magnético (vide eq.(1.69)). Este
fato serviu como inspiracao para Ana Lopez ¢ Eduarde Fradkin proporem uma teoria
de campos fermiénica para o EHQF [12]. Esta teoria consiste num sistema de férmions
interagentes acoplados a um campo de Chern-Simons, que tem por fnalidade “agregar”
fluxos magnéticos a cada particula, e deste modo implementar, de uma forma mais geral, a
observacao original de Jain. Este modelo permite entender o EHQF como uma espécie de
“Efeito Hall Inteiro” onde as particulas relevantes nao sio elétrons, mas elétrons acoplados
com um mimero par de fluxos magnéticos. Estes agregados de férmions ¢ fluxos deram

origem ao termo “férmions compostos” { composite fermions), hoje muito em uso na l'isica
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da Matéria Condensada.

A mesma linha de raciocinio pode ser aplicada a um sistema de “bdsons compostos”.
Podemos representar os férmions do EHQF como bésons “agregados” a wm ndmero {mpar
de fluxos. Este ponto dec vista nos conduz a formulacdo de uma teoria de Chern-Simons-
Landau-Ginzburg para o EHQF, e & descoberta de uma estreita relagdo entre o EHQ e a
superfluidez.

Através da introducio de um campo de gauge “ficticio” &, um férmion em 2D pode ser
representado como sendo composto de um bdsen acoplado a um nimero impar m = 2k +1
de quanta de fluxo ®; [43, 44, 45]. A densidade de fluxo pode ser representada através

de um campo @ tal que !

V x d(7) = (2k + 1)y o(7) . (2.1)

O campo @ possibilita o mapeamento do problema de um sistema de férmions interagentes
em um ptoblcma de bdsons interagentes [41]. Quando se permutam dois compostos boson-

fluxo, temos uma fase de Bohm- Aharanov

exp (ii]”a- aﬂ —exp (i (2% + 1)m) = —1 . (2.2)
he Jo

reptoduzindo a estatistica original do elétron. Tal mapeamento é denominado trans-
mutagdo estatistica, ¢ o campo de gauge @ é chamado campo estatistico. Este € o ponto
de partida para a construcao de uma teoria de Chern-Simons-Landau-Ginzburg para o
EHQF.

Mostraremos detalhadamentc neste capitulo como estas idéias sao implementadas e

de que forma elas descreveni os principais aspectos fenomenolégiros do EHQF. Para isto

1Em duas dimensdes , V x d(F) é um pseudo-escalar, e ndo um vetor.
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consideremos por exemplo a hamiltoniana microscépica de um sistema bidimensional de

N elétrons interagentes submetidos & agao de um campo magnético VxA=1H [13]

.
e [pr%f"’xa] +Z"A zi +ZZV i) (2.3)

ZTH i=1 =1 j=1
3>t

onde z; e p; correspondem a posicao e momentum do ¢-gésimo elétron, respectivamente,
Ae Ag os potenciais do campo de Maxwell externo, e V{#; — x;) o potencial de interagao
entre dois elétrons.

Na presenga de um campo magnético muito intenso, parece razoavel supor que os os
elétrons estejam totalmente polarizados; ndo consideraremos, portanto, graus de liberdade
espinoriais.

O principio de Pauli restringe o espaco de estados do sistema de N elétrons a fungdes

de onda U tolalmente antissimdétricas perante uma permutagio de dois elétrons,

U(z) ... T By . TN) = —W(zy.. . Tn-- T TN) , (2.4)

o que, juntamente com a equacao de Schrodinger
HU(z,...zn)= EV¥(z,...2N) (2.5)

constitul uma possivel formulagao do problema de um sistema de N clétrons anto-inte-
ragentes sob um campo eletromagnético externo. No entanto, é possivel reformular este

problema em termos de uma funcio de onda total simétrica ¢ e um hamiltoniano H’

H'$(z,...an) = E'éd(x ... 2N) (2.8)
De fato, definindo as transformacgdes unitéarias

] N

Ui(z1...2n) = exp —s;Z Qij (2.7)
=1
i>i
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tal que @;; é o dngulo compreendido entre (x; — x;) e um vetor fixo e arbitrario u sobre o

plano,

i

cos{a;;) = (2; — x;) - m , (2.8)
obtemos a funcao de onda transformada &
day...zn)=Uilzi...on)d(zy ... 2n) . (2.9)
e a hamiltoniana H' = Ui-_lﬂ U,
1 W e - ¢ 2 N N N
H = — Z [ﬁ; - —Alz,) - —(_1'(;1?1-)] + Z e A(z:) + Z Z Viz; — ;) (2.10)
2m c c i=1 i=1 j=1
F2

tal que o camupo d — o campo estatistico — € definido como

N
S Ve, (2.11)

:1
i

onde os indices 7 e 7 rotulam cada particula e ¢o = he/e € a unidade de fluxo magnético.

Obtemos entao a equagao

Hé = E's. (2.12)

Para

6= (2k+ )7 k = inteiro (2.13)

a transformacao unitaria (2.9) implica que a fungao de onda & é antissimétrica, visto que
¢ é simétrica por definigdo e a;; = aj; + 7. Neste caso, a fungio é obedece & mesma
equacao de Schrodinger (2.5) que a fungio de onda original ¥; o espectro E’ coincide com
o espectro E. Ou seja: de fato, um sistema de N elétrons pode ser descrito pela equacao
(2.6), em termos da funcdo de onda bosonica ¢ e o hamiltoniano H' cantendo o campo

estatistico @ (2.10).
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Neste ponto, é interessante notar que o campo estatistico d, definido em (2.11) atraves
da transformacao unitaria (2.7), efetivamente associa fluxos magnéticos as posicoes das
particulas. Da equagao (2.11) poderia se deduzir que V x @ =0, j& quc @ esta definido
através de um gradiente (ou seja, seria um gauge puro). Na verdade, nao € bem assim:
por um lado, o rotacional de @ é nulo fora das posicoes das particulas, o que implica que
este campo nio produz uma “for¢a de Lorentz” adicional aquela produzida por /ﬁ_l'; por

outro lado, ele nio estd definido quando a posicao de duas particulas coincidem (@ € uma

—
—

fase, e portanto nao estd definida na origem). Portanto. o V x @ = 0 possui um dominio
multiplamente conexo. Considere entido a integral de V x @ numa regiao D; do plano

contendo somente a particula 2

/dzxﬁxﬁ(x') = ngdQ:LV x V;a;
’ Torx i
:,ét
i (2.14)

K
— di - v
[, 47 -

onde C; é a borda da regiio D;. Na iltima integral, usamos o teorcma de Stokes. Se o

i

caminho de integragio nio envolve a particula 7, a integral se anula; mas sc se a particula
; se encontra envolvida pelo caminho de integragao , o resultado é 27 (integral de uma

fase num periodo completo). Portanto, podemos concluir que

—

V x a@(x;) = ¢02k+1)25 T — ;) (2.15)
J#l

Vemos entao que o efeito do campo estatistico @ é o de “agregar” um mimero impar
de fluxos na posicao de cada particula, como tinhainos mencionado na introducio deste

capitulo.



2.1.2 Segunda Quantizagao

Avancando na direcdo de formularmos estas idéias nos termos da Teoria Quantica de
Campos, vamos reescrever este conceitos na linguagem de segunda quantizagao. Intro-

duzindo os operadores bosdnicos ¢f(x) e ¢(z), tais que

lo(2), ()] =8(z —p) (2.16)

(i.c., o campo conjugado a ¢ € ¥ = ihoét), reescrevemos o operador hamiltoniano como

—

qH = qux o'(z) Lim (ﬁv - 54(;1:] - %&'(x]) + 6140(.’1,‘]] é(x)

* %’ [ oy (#(@)6(@) = 5) Vie —v) (¢'0)6(y) — 7) (2.17)

onde 5 > 0 é uma densidade de fundo introduzida para que o sistema de elétrons possa

atingir uma configuragio estavel 2. O vinculo (2.15) é reescrito como
V x @(F) = (2k + 1)®p p(7) - (2.18)

Dcrivando em relagao ao tempo,

., 9®
VXd=—0p; (2.19)

T

a0 impormos a condi¢ao de continuidade
Oy =0-—p+ d::=10, (220)

obtemos
0, .
&, (eaﬁ Gﬁ + TO ]a) = 0. (2?.1]

Portanto, a menos de constantes aditivas,

2Gem esta densidade de fundo, as cargas se afastariam indefinidamente, devido & repulsiao Coulombiana.
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0%
Eag G5 = _:_o e ! (2.22)

i

As equacdes (2.22) determinam totalmente o campo @ em termos da densidade de corrente
ja. Tanto o vinculo (2.18) quanto a eq. (2.22) podem ser obtidas da agao de Chern-Simons
[46]

1 =

ﬁcsz 5@6;6

lrp

a,8,0, —aug* (2.23)

onde se introduz um a, = (ag,d@) € escolhe-se o gauge ap = 0. O vinculo (2.18) ¢ obtido
como condicio de exlremizagdo da aciio de Chern-Simons para variagoes em ag, a0 passo
que as eqs.(2.22) sdo obtidas considerando as variagoes de 4.

Apesar da lagrangiana £ néo ser exatamente invariante de gauge, a acao [ dizxdt £

o é, pois 6L é uma derivada total. De fato, para éa, = d,A(z), onde A(z) é arbitrario,
teinos
(S,CO‘S = (%— ghvr a,,ap - j'u) 8‘;:\ = aﬂ [ (5;;!/.0 &,ap - j'u) A] . (224}
0

Deste modo. o problema do EHQF pode ser colocado em termos do formalismo de

integrais de caminho. A acao para o sistcma é

S = Su+8,= fd%: L, +fd2:,.~: L, (2.25)
onde
e L,
Lo= f—zr%e“ ? a,d,a, (2.26)

e £, & obtido a partir do Hamiltoniano (2.17), £y = [ d*z qb"(:r)qb(w) —H,
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£y = [ 2 (00— e(dota0)) 6 — ' (inV - £ (A+d)) ¢
—%/dzxdzyé'ﬂ(x)v(w —y)op(z), (2.27)

Assim, as propriedades termodinimicas do sistema e a resposta eletromagnética estao

contidas na funcao partigao do sistcma,

214 = [1d0)ldd) Cr(g.a)exp (i (Sala + SolAut a ) (228)

onde Gr(é,a,) é a funcdo de fixacdo de gauge.
Fste modelo é conhecido como a teoria de Chern-Simons-Landau-Ginzburg para o
Efeito Hall Quantico Fraciondrio. O nosso préximo passo é mostrar como se extrai de
Z[A,] a a fenomenologia do EHQF, a partir de flutuagdes em torno da solugio de campo

médio.

2.2 Solucido de Campo Médio e Fenomenologia do
EHQF

A primeira vista, ndo é muito itil mapear um problema de clétrons interagentes
num problema de bésons interagentes, através da introdugao deliberada de um campo de
gauge. No entanto, h4 um ganho real nesta iransformagao : a agao de Chern-Simons-
Landau-Ginzburg pode ser tratada com as técnicas standard de aproximagao de campo
médio. Além disso, scrd possivel estabelecer uma conexao clara entre a fenomenologia da
superfluidez e do Efeito Hall Quéntico Fracionario.

A agao de CSLG (2.25),

g - /dzx [g&*(éh@o*e(Ao+ao))Gﬁ—z—irl;@(—-ihv_f.(ﬁ%-&'))cﬁ]

[
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[ 4w

200,

/dzx "’ a,0,a, (2.29)
admite

olz) = Vp (2.30)
iz) = -Az). (2.31)

como solugio das suas equacdes classicas de movimento, para o gauge de Weyl
ag(z) =0 . (2.32)

A solucao (2.30, 2.31) é denominada solu¢io de campo médio para este gauge. A in-
terpretacio fisica desta solugao é a seguinte: o campo cstatistico @, na média, cancela
exatamente o potencial /-_1', de tal forma que os bésons nesta aproximacéo ndo “sentem”
nenhum campo magnético (ver eq. (2.31)). Nestas circunstancias, o sistema bosonico
pode desenvolver uma condensagio de Bose-Einstein, obtendo como estado fundarmental
um sistema superfluido (todos os estado em k = 0) dado pela eq. (2.30). Porém esta
solucio das equacoes de movimento nao existe para valores arbitrarios dos parametros g e
B. Isto se torna claro ao fazer-se a substituicdo da eq. (2.31) no vinculo de Chern-Simons

{2.18) (gue € uma das equagdcs de movimento),

_VxA=B=—25 — ®=—p, (2.33)
mw

onde ® = B/®, é o fluxo magnético, em unidades de quanta de fluxo.
Esta equacio fornece uma relagio especifica entre os parametros p e B. Para entender o

seu significado fisico, devemos lembrar que o fator de preenchimento v é dado por

7] T

v

portanto, para os valores § = (2k + 1)z preseritos em (2.13), temos
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1

justamente os fatores de preenchimento onde o Efeito Hall Quantico é observado. Qu seja,

isto proporciona a primeira resposta a uma das perguntas originais: por que 0s fatores

1
2k+1

de preenchimento v = sao0 especiais 7 A resposta fornecida pela solugao de campo
médio é que s6 para estes valores especificos do fator de preenchimento € que existe uma
solucdo homogénea para o campo ¢ que representa um estado superfluido dos “bosons
compostos”, ja que somente nessas circunstancias é que ocorre o cancelamento exato de
i+ A

A partir da solu¢ao de campo médio da teoria de CSLG para o EHQF podemos obter
a resposta eletromagnética do sistema considerando pequenas perturbagoes dos campos
em torno desta soluciao . Em termos gerais, devemos intcgrar sobre os campos ¢ e a,, para

obter uma agéo efetiva S, /(A,) apenas em funcao do campo eletromagnético externo A,,

ou seja

Z[A] = exp(—1S.55(A)) = /[da“] exp (3 /d%dt ISQ) /[d@] exp (i/dzxdt L4(A+ a])
(2.36)
onde £, é a Lagrangiana de Chern-Simons dada pela eq. (2.26) e L4 é dado pela eq.
(2.27).
Na solucdo de campo médio temos A, + a, = 0; portanto, podemos considerar a
grandeza 8a, = A, + a, como representando uma pequena flutuagio do campo eletro-
magnético em torno da solugdo de campo médio. Em funcao desta grandeza, a integral

em ¢ da eq. (2.36) fornecerd uma agao efetiva definida como

exp (é/dzxdt [le”[é'a#]) = /[d(;b] exp (i /dr"xdﬂ £¢[5a#,¢]) : (2.37)
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Notemos que esta acio representa a resposta eletromagnética de um sistema de bosons
interagentes a uma pequena perturbagéo 8a,. Corno esta lagrangiana ¢ invariante de
gauge, o primeiro termo em uma expansao em éa, pode ser escrito em termos das suas
componentes de Fourier como,

1 1 . .
8L.1(g,w) ~ Smolg, w)bao( —¢, —w)bao(g,w) + §7Taﬁ(qaw)<5aa(—qa —w)bas(g,w)  (2.38)

onde

Fop = (g, w)bap + Ta(g,w)Gaqp - (2-39)
As grandezas Ty e T e Ty sd0 as chamadas fungées de resposta de um gas de bosons ou
de um superflmido.

O calculo explicito das funcdes resposta de um superfluido envolve uma série de calculos
perturbativos, devido &s intcragoes entre os bdsons. Este cdleulo ja foi efetuado em di-
ferentes aproximacoes, para diferentes potenciais de interagdo, mostrando que a forma
exata destas funcoes depende de delalhes das interagdes . Porém, para o nosso proposito,
nao presisamnos conhecer estas fungdes explicitamente, mas apenas o seu comportamento a
grandes distincias (ou pequenos momenta ¢ — 0). Este comportamento € bem conhecido
e nio depende dos detalhes das interagdes . Por exemplo a compressibilidade de um
sistema cstd definida pclo comportamento a longas distancias da funcéo de correlacdo da
densidade estitica. No caso do superfluido que estamos estudando esta compressibilidade

é nio-nula, sendo dada por

— i ‘
k = lim{p{q,0)p(—¢,0)) = = lim 76(¢,0) (2.40)
g—0 €< g—0
Outra grandeza nio nula que caracteriza um superfluido é a chamada densidade super-
fluida, relacionada ao comportamento a longas distancias da fungao de correlagio de

correntcs, dada por [13, 47, 48]
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- m o, . m .. .
p= —E;}!%m(q,o) = g;}flg%?rg(q,ﬂ]. (2.41)

Portanto, a primeira integragao (no campo ¢) fornece a lagrangiana efetiva de um
superfluido dada por L.;;(8a,). O préximo passo é a realizagao da segunda integral em

(2.36), com a finalidade de se obter o funcional gerador do sistema de bosons compostos

214,] = exp (i | et r:A(A“)) = [lin,] exp (i [ dadt [£afon) + Lo+ A#)]) ,
(2.42)
onde £;(a,) ¢ a lagrangiana de Chern- Simons {2.26). O efeito da integragao cm a, €
justamente o acoplamento de fluxos magnéticos sobre os bésons supercondutores dados
pela lagrangiana Lss(a, + A,). Este processo é realizado naturalmente pela lagrangiana
de Chern-Simons £,(a,). Tanto £, quanto L.y sao quadrdticas em a,, tornando possivel
o calculo exato da integral. Considerando somente o caso estatico, t.e., w = 0, com o

gauge Jyty = JaAs = 0, o resultado para a Jagrangiana efetiva é [13]

9aAs(q) - (2.43)

Este resultado representa a lagrangiana efetiva da teoria de CSLG para o EHQF como
funcio de futuacdes do campo eletromagnético externo, na aproximagao de campo médio.
A partir desta Jagrangiana podem ser calculadas todas as grandezas relacionadas com a

resposta linear deste sisterna. A grandeza mais simples a se considerar € a densidade de
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corrente 3¢, definida como
- 054
Jg) = s
(@) §A.(q)

no espa¢o de momenta. Calculando explicitamente esta expressio usando a lagrangiana

(2.44)

(2.43) obtemos

. (32 Mol
jola) = —55 E

2
5@) g% — Wom,

o2
55) g* — Tom;

2

e*%qsAo(—q) + (62) ( zqu Aa(—~q) (245)
Para a definicio de condutividade é usado o comportamento do sistema a longas distancias
ou pequenos momenta. Entdo , a quantidade de interesse ¢ o limite da corrente quando
¢ — 0. Como ja tinhamos sublinhado, as funcées resposta do supercondutor mg, 71 € 73
sao diferentes de zera no limite ¢ — 0, ja que estas representam a compressibilidade e
a densidade supercondutora, como conseqiiéncia, o segundo termo de (2.45) é zero neste
limite j& que este é proporcional a ¢%. J4 o primeiro termo de (2.45) é proporcional ao

campo elétrico definido como £, = ig,Ap. Portanto a expressao da corrente no limite de

longas distancias pode ser escrita como

JG - (To,gEg (246)
€OTN
o v (2.47)
Tyr  Tyy
e
Opy = Oyy =10 (‘2.48)
e? 1 e?
- _ - = | . 2.49
oy = = %H(h) (2.49)

De [ato, a aproximagao de campo médio da teoria de CSLG reproduz corretamente a

quantizacido da condutividade Hall para fatores de preenchimento v = “zkl_+1'
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Outra grandeza que pode ser calculada de forma simples é a compressibilidade k do

sistema de eléirons definida em termos da fungio de correlacio de densidade como

= lim

AL §Ag(—q)6Aolg) a0 a+ (2_»7)2_5

(2.50)

Uma vez que a compresibilidade e a densidade supercondutora do superfluido sao dife-
rentes de zero (E # 0 ¢ j # 0 segundo egs. (2.40) e (2.41)), temos que & = 0 . Ou
seja, a superfluidez de ¢ implica na imcompressibilidade do sistema de elétrons original.
Este fato coincide corn a predicio da funcio de onda de Laughlin, que associa um liquido
incompressivel ao estado fundamental.

Nio se deve confundir a resposta linear do superfluido com a resposta linear do sistema
de férmions (depois de “agregados” aos fluxos). Neste sentido, o estado de Hall dos
férmions é associado ao estado supercondutor dos graus de liberdade bosonicos da teoria.
Como ja foi mostrado, um estado supercondutor dos bdsons (k£ 0 e p #0) implica um
estado Hall para os férmions que surgem depois da integragao do termo de Chern-Simons.
Mas deve ficar claro que o sistema fermiénico no estado Hall ndo € um supercondutor.
A melhor forma de entender este fato é através do célculo da densidade supercondutora
para os [érmions, dada por
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P E AL (—q)6An(q) (251

Urn célculo direto mostra que p = 0, o que confirma o exposto anteriormente.
Resumindo, a solucio de campo médio da teoria de CSLG para o EHQF descreve a
mesma fenomenologia gue a funcio de onda de Laughlin, com a vantagem de que esta
dltima é obtida, neste contexto, como sendo wmna aproximagio . Ou seja, em principio,
temos urma ferramenta para melhorar de forma sistemética as predigdes para o estado

fundamental do sistema.
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Nos proximos capitulos abordaremos algumas questoes que surgem naturalmente apos
esla andlise. Primeiramente, obtivemnos a quantizagao da condutividade Hall numa apro-
ximagao de campo médio. Entdo, seria de esperar que esta quantizagao sofresse corregoes
ao tentarmos methorar a aproximacgio . Por outro lado, dada a impressionante precisao
dos experimentos de Efeito Hall, sabemos que esta quantizagao deveria ser exata. A
pergunta ent3o é: serd possivel mostrar a exatidao da quantizagao neste modelo? Ou, em
outras palavras, sera possivel mostrar que as corregoes de ordens superiores a aproximagao
de campo médio nio corrigem a condutividade Hall ?

Qutra pergunta importante esta relacionada com as impurezas no sistema. Temos
considerado até agora um sistema de bosons e fluxos “limpo”, ou seja, uma amosira sem
impurezas. Por outro lado sabemos que a quantizagao da condutividade Hall nio depende
do grau de impurezas das amostras. Sera possivel mostrar que este fato ja esta contido
na forrulacao da teoria de CSLG 7

Nos préximos capitulos tentaremos responder a estas perguntas de forma afirmativa.
O ponto principal para entender estes fatos é a invariancia de calibre da teoria. Reformu-
laremnos entio a teoria de CSLG apenas em fungio da densidade eletronica (que é uma
grandeza explicitamente invariante de gauge) para em scguida tenlar responder a estas

perguntas.

o
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Capitulo 3

Resposta Eletrom agnética de um

Sistem a de B dsons Acoplados a um

Campo de Gauge de Chern-Sim ons

No capitulo anterior mostramos como a quantiza¢ao da condutividade Hall aparece
naturalmente na aproximacio de campo médic na teoria de CSLG. Fica entao por res-
ponder a pergunta sobre a exatidio desta quantizagao . Para aproximar-nos de uma
resposta, analizaremos neste capitulo o preblema um pouco mais geral de calcular a res-
posta eletromagnética de bdsons nao-rclativisticos em interagdo minima com um campo
de Chern-Simons, acoplados a um campo cletromagnético externe arbitrdrio. Para re-
alizar este cilculo, integraremos primeiro sobre o campo de gauge e sobre a fase do campo
bosénico, para obter uma acao efetiva em termos da densidade de carga ¢*@, apenas. A
partir desta acao € possivel calcular a resposta eletromagnética exata deste sistema. Em
seguida, particularizaremos nossa anilise para o caso de interesse do Efeito Hall Quantico,
obtendo a conhecida relacao entre a densidade de corrente e o campo eléirico externo, para

8

fatores de preenchimento » = ~. Discutimos o papel da densidade de corrente topolégica
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na quantizacio exata da condutividade Hall, e como as impurezas aleatoriamenie dis-
tribuidas nio afetam este valor. No final do capftulo, analisamos também a dindmica
das flutuacoes de carga em torno de um estado Hall, mostrando como aparece o gap no
espectto e a incompressibilidade. Os principais resultados deste capitulo encontram-se

resumidos no artigo correspondente a ref. [49].

3.1 A Funcao Particdo na Representacao de Densi-

dade

Consideremos um sistema de bdsons nao-relativisticos interagentes, acoplados mini-
A y .
mamente a um campo com dinamica de Chern-5imons @,,. ¢ na presenga de um campo
eletromagnético externo arbitrario A,.

A funcio de partigao gri-candmica do sistema a temperatura zero é dada por

Z[A) = f[dau][dé] Grlau, ¢)exp (—Selé. e, Au)) (3.1)

onde Sg é a acdo (cuclidiana) dada por

Sp = [dadr (¢ (0 + iAot o —iw) 6 - 56 (V- (A+2)"0) +
[ &ty (&(@)6() = 7) V(e = v) (8(0)6ly) — ) +
(%) /dQ:sdr “fa,0,a, (3.2)

[ R SR

onde g é o potencial quimico e p é uma densidade de carga de fundo positiva, escolhida
para neutralizar o sistema € impedir que o potencial repulsivo V(z — y) afaste as cargas

umas das outras até o infinito. Escolhemos urn sistema de unidades no qual 2 = 1,



e=1,c=1 8 = 1; Gpla,, é) é o funcional de fixagio de gauge, necessario para que a
contribuicao de cada estado fisico para a integral funcional seja tinica.

A primeira observagio a fazer é que, dada a forma da agao (3.2), podemos de-
sacoplar o campo eletromagnético externo A, dos campos de matéria atraves de uma

translagao no campo de Chern-Simons

Da,, — Da, (3.3)

obtendo uma nova acgao

S5 = fdQ.;t:d‘r { (Or + tao —1pt) ¢ — —9'31 (_iﬁ+d’)2¢}
— 5 [#adydr ($(2)8) - 9 Vi = 9) (6" W)ely) )
_ %%fdzxd’r emjaa-agaj — iifdzzcd“r ag(ﬁ X d+ B)

- z% f I'wvdr ¢aiB; — oo f Ladr P AHA,, (3.4)

onde agora o campa de matéria ¢ acopla-se somente ao campo de gauge a,. Aqui, Ee
B representam as campos elétrico e magnético externos, respectivamente !. (Lembramos
que, em 2-dimensoes, ¥V x @ ¢ B sao pscudo-escalares, e nao vetores.)

Sempre com o intuito de obter resultados nao perturbativos, reescreveremos a agao
em funcgio de quantidades explicitamente invariantes de gauge. O objeto local invariante
de gauge mais simples de ser construido é a densidade de carga plz) = ¢*(z)d(z). A
representacdo de densidade é entdo obtida ao efetuarmos a seguinte mudanga de varidveis

sob os campos de matéria,

1Convencionamos que indices gregos variam de 0 a 2, e indices latinos de 1 a 2.
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(b(x) - pl,fz(x) eiﬂ(;{;)

() = p(z) e (3.5)

cujo Jacobiano é trivial, DgDex = DpDP. Substituindo (3.5) em (3.4), obtemos

1 1 1 = = - 2
) _— ] - ¥ —
oz = /d zdr {éﬁrp +tp(0.0 + ao)} ~im {@Vp -Vp+ p|VG — a‘ }
1 -
5 [ dadydr (@)= 5) V(e ~ ) (ply) = )+ | dadrp(e)
_ T [ T 7 % 3
29/dxd’re a;iOga; agfd:cd’rag(an—l—B)

- ’*‘% / Erdr daE; — %3;- / Erdr ¢ A,0,4, . (3.6)

No que segue, vamos cfetuar as integrais de caminho da fungao particdo Zg nas compo-
nentes dos campos de gauge ao(z),a;(z) e na fase #(z) do campo de materia, obtendo

uma acio efetiva exata em termas de p(z), somente,

3.1.1 Fixagao do Funcional de Gauge G

Antes de comecar com o processo de integragdo , é nercssdrio fixar o gauge através
do funcional G em (3.1). Nao obstante a grande liberdade na escolha do gauge, a fungao
particio Z(Ao, A:) deve ser invariante, i.e., nao pode depender de nenhuma escolha em
particular. Observe que nas “coordenadas polares” utilizadas, uma transformacio de

gauge tem a forma

f(z) — O8(z)+A(x) (3.7)

a (z) — au(z)+ A (z). (3.8)



Uma possivel escolha é A(x) = —8{z); isto corresponde a fazermos 8(z) = 0 na agdo , ou

seja,

Gr(8,a,) = §(4(z)) . (3.9)

Pode-se mostrar que esta condi¢io de fixacao do gauge equivale ao gauge de Coulomb

1501,

Gp(f.a,)=§(V-d) ; (3.10)

basta mostrar que existe uma transformacio de gauge continua que leva de (3.9) a (3.10).
De fato, a0 decompormos o campo a; em suas componentes transversal ;- e longitudinal
ak, é possivel reescrevermos a medida de integragido no gauge de Coulomb da seguinte

forma:

fpampm 5(V-d)...= fpalppm... (3.11)

pois o gauge de Coulomb elimina automaticamente a componente longitudinal do campo

a’. Uma transformacao de gauge adicional

a(x) — a;(2) — Ob(x) . (3.12)

remove a fase 0(z) da agio. mas reintroduz uma componente longitudinal al(z) =
-88(z). Portanto, podemos substituir D§ por Da’(z) em (3.11) (o Jacobiano é trivial),

obtendo

f Da,DpDI §(V - f Da*DpD ... = f Da*Da(z)Dp ...

NGa%
|

— f Da;DpDI 6(0(z)). .. . (3.13)
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Neste contexto, fica demonstrado que (3.9) e (3.10) séo, de fato, equivalenies.

3.1.2 Integracao em qy e 0 Vinculo de Chern-Simons

Tendo fixado o gauge, podemos em seguida efetuar as integragdes. Os icrmos da agao
(3.6) que contém ap sao lineares neste campo; portanto, a integragao em ao(z) pode ser

efetuada trivialmente. Q resultado obtido ¢ o vinculo de Chern-Simons

, Tz L _ T.=
/Da.u exp (—z/dzxdr ap(p — g[v X @+ B])) =é(p — E[V x &+ B}) . (3.14)
A quantizacio de modelos com este tipo de vinculo, no contexto da quantizagao de sis-
temas vinculados, j4 foi objeto de estudo de varios autores; em particular, a abordagem
invariante de gauge feita por D. Boyanovsky descrita em [51] é muito instrutiva. O pre-
sente traballo, no entanto, segue uma abordagem funcional, na qual se integra sobre todas

as configuracdes de p ¢ a; que satisfagam o vinculo

p(z) — %[v*’ x @+ B] = 0. (3.15)

Convém ressaltar aqui que a vinculacio entre fluxos magnéticos e a densidade de particulas
p(2) nio é um efeito cldssico, ou seja, nao é uma mera consequencia das equagoes classicas
de movimento (comparar com a aproximagio de campo médio), mas ela é valida em todo
o processo de intcgracio sobre p e a;. Uma interpretagdo fisica muito interessante deste
fendmeno de “agregacio” de fluxos quanticos pode ser encontrada em [52]. Empregando

(3.9) ¢ (3.14), obtemos para a fungao particao

Z(A,) = poDa 5 (p -~V xa+ B]) o (3.16)
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tal que
1 2 l & - —~2 2
53 = ——/d xdr § —Vp-Vp+ pld| +,u[d rdrp(z)
dm 4p
1 2 _ i
— 5 [ Fadiydr ()~ P)V(z - ) (oly) — )
17 0 T -
- §§/d2rd'r 610‘?(15(‘)[)03' —zafffzxd’r Mo E;
_ T ] Erdr A0, A, . (3.17)
249
Evidentemente, S5 ndo é invariante de gauge, pois o gauge foi fixado para que pudéssemios
efetuar a integracio funcional. Apds a integragao sobre os graus de liberdade restantes,
esta simetria terd que scr restaurada. Outra observagéo acerca de Sz é que a densidade
p(z) nio possui dindmica independente: ela € adquirida mediante acoplamento com o

campo de gauge. Este é um fato importante no estudo da dinamica das flutuagbes de

densidade [19], que estudaremos na secao 3.3.

3.1.3 Integracido em d e a Nova Interagao de Muitos Corpos

O préximo passo é integrarmos nas componentes espaciais do campo de gauge. E

conveniente decompé-lo suas partes longitudinal ¢ e transversal 7,

a; = Gip + €;;0;1 . (3.18)
A}

Sendo uma transformacio linear, o Jacobiano € trivial,

Da;Day — DnDyp . (3.19)

Esta decomposicio é equivalente a descrever um campo vetorial através de seu rotacional

e seu divergente, pois

<
2y
Il

Vi (3.20)
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Vxd = —Vh (3.21)

Integraciio na Componente Longitudinal
Substituindo (3.18) em (3.17), obtemos a agao
Sy = —— [d°adr (—Vp-Vp -I-,u/d adr p(z)
4rn 4p

— %/dzxdzyd’r (plz) — p) V(e — y) (ply) — )

L og, N
~ — [ d*zdr p(x) (Vc,o -V + Vn- Vn) - t% /dzxd?' @OV

4rn

-+ i%/dzxdr o(V X E)+3(V-E)

- 5 / Prdr PAD, A, (3.22)

que é quadratica no campo . Observe que o funcional é em (3.16) depende somente de

7. Portanto, podemos integrar sobre ¢ usando as relagoes

[ Do exp (= [de Sp(x)Opte) + T(2)e(a))

Det™Y*0) exp (% /da:dy J(2)O Yz — y)J(y)) (3.23)

InDetO =Trln O, (3.24)

obtendo assim a fungao particao

7(A,) = [ Doy 8(p = ZIB—V'nl)exp(~57) (3.25)

tal que
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_|_

l 1 = d 1 — —
—— [ dzdr {E;Vﬂ' Vﬂ} + p / d*zdrp(x) — ZT? In(V - %V)

4m

> [ dadyir @) - Via - 5) (60) - 7)

]_ — —
— | &xdr p(z)Vn - V7

4m

””2],;;2 d*ydr (8,V7n(z) — V x E(z)) ! (GeVn(y) — V x E(y))
—— x T T} — == / —

2 92 K 2T ’
ig]d2xd1' 7}(6 d E) - %%fdzxd’r P AL8,A, (3.26)

Integrando na Componente Transversal 5

["inalmente, resta apenas integrar sobre n{z), a componente transversal de a¢; — o

que ¢ uma tarefa relativamente simples, uma vez que 5{z) esta presente no argumento do

funcional- § (vide eq. (3.14)). De acordo com (3.15), o suporte desta é consiste em todas

as configuragoes de campo que satisfagam

Vig=8— g_—p. (3.27)

Esta equagao diferencial linear pode ser invertida, tomando a forma

n(x) = —% fde Glz —y)(ply) — %B(y)) : {3.28)

onde G(x — y) é a funcaoe de Green do operador Laplaciano,

VG(z —y) =8z —y) . (3.29)

A conhecida propriedade da fungdo dc Dirac

b(f(a)) = 3 O — )

)] (3:30)
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onde cada z; denota um zero da funcio f, pode ser estendida & sua versdo funcional,

fornecendo

6 (p - g(B - V"’n)) = |—V127|5 (n(ﬂ’-) + g/cﬁy Gz —y) {p(y) - ;%B(y)}) . (3.31)

Como o fator |V?§| nio depende de nenhum campo, pode ser absorvide na constante
de normalizacio global da fungde particao . Usando (3.31), fica simples integrarmos no

campo 7, obtendo

Z(Ag, A;) = exp (%% / d*zdr e“”p/lp&,Ap) / Do exp(—Sesslp, E, B)) (3.32)

tal que

Sy = m/d3:::d3y 60,0{7]—)} o — ﬁ/dzxdr {4—156,9 : %}
- L [Eadyir (o) - AVE ) (o) - ) - {Trin( - £9)
- %/dzmdzydr (p(x) - % (:r)) Flx—y) (p(y) - %B(y))
i / Lrdydzdr VG(x —y) - VG(z — 2) x
< (o)~ 5B@) () - 5B®) (o) - 5B())
[adyir (p(;r) - %B(;z:)) Gz — 1)V - E(y) (3.33)
onde definimos

Fla ~y) = / &z B(z)VG(z — ) - VG(z —¥) - (3.34)

w ?’H,

3.1.4 A Acdo Efetiva na Representacao de Densidade

As equagdes (3.32) e (3.33) constituem os principais resuitados desta sessao . Sesp€a

acio efetiva para os bésons de Chern-Simons na representagac de densidade, interagindo
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com um campo eletromagnético arbiirdrio. Embora a estrutura desta agdo possa parecer
muito complexa, ela tem propriedades gerais que serdo muito ateis no calculo da resposta
eletromagnética exata do sistema. Podemos fazer algumas observagdes gerais sobre a acao
(3.33). Em primeiro lugar, ela nao é tio-somente invariante de gauge, mas € expressa em
termos de varidveis explicitamente invartantes de gauge, pois depende somente de p(z),
E e B. O acoplamento da densidade de carga com o campo eleiromagnético é bastante
peculiar. O campo magnético atita como uma densidade de fundo (background density),
participando da agio exclusivamente através de termos da forma (p(:z:] — %B(m]). O
campo elétrico se acopla & densidade somente através de V- E_j, que é obviamente pro-
porcional & densidade cargas erlernas (e.g., impurezas). Portanto, o ultimo termo de
(3.33) é simplesmente a cnergia de Coulomnb bidimensional entre as cargas externas e
as flutuagdes de carga sobre o background magnético. Pode-se absorver neste termo o
potencial quimice, uma vez que este pode ser simulado por uma densidade de carga de
background uniforme.

0 acoplamento do campo de gauge com o campo bosénico de matéria tem duas con-
sequéncias principais sobre a densidade dec particulas do sistema. A integracio sobre
a componente longiludinal do campo de gauge produziu vm termo cinético nao-local
para p(x) (vide primeiro termo em (3.33)) e um termo de interagao nie local dado por
Ty ln[ﬁ- ipﬁ] A integragao sobre a componente transversal do campo de gauge induziu

uma inleracao de dots corpos
1 T Y i )
— [ Extydr (ole) - 2B@) e —y) (o)~ 5BW)) | (3.35)

e também uma interagao de trés corpos,

1 #?
Am w2

< (ote) - 5B@) (o) = 580)) (1) - 5BE)) . (3:36)

]dg.rdzydzzd*r VQ(z —y) - VG(x —2) %
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A interacio induzida de dois corpos é caracteristica basica da flutuacdo dos graus de
liberdade transversos do campo de Chern-Simons e, para o caso particular de um campo
magnético homogéneo e uniforme,

) ¢ B

Flz —y)=———G(z - y) xIn{z — y), (3.37)

T 2m

obtemos a familiar interacao logaritmica de dois corpos, extensamente explorada na lite-
ratura. Esta interacdo é responsével pela criagdo de um “gap” no espectro de excitacoes
sobre o ground state do sistcma.

Além disso, as flutuagdes longitunais sia ndo-triviais. Particularmente, o termo di-
namico ndo local contribuird para o propagador das flutuagées de densidade. Também
podemos observar que um termo de Chern-Simons para o campo eletromagnético externo
foi fatorizado da acdo. Na préxima secado, estas propriedades serdo utilizadas para a

andlise da resposta eletromagnética do sistema.

3.2 A Resposta Eletromagnética

3.2.1 Resposta a um Campo Arbitrario

O valor esperado da corrente conservada associada a simetria de gauge [49] é dada por

) = 53

In(Z) . (3.38)

Empregando (3.32} e (3.33) e efetuando as derivadas funcionais, obtemos

R §5.54(E,B)

. = i N s E L ik hntd 3.39
(Jolz)) ?E,B+6‘< 5L, (3.39)
T §8.:/(E, B 8S.:¢(E,B
(Ji(z)) = —zaquj+ao<—~f—$_——)>+eﬁaj<%—)>. (3.40)
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Como a agdo S, é invariante de gauge, ela depende de A; somente através dos campos
E ¢ B. Isto implica na existéncia de uma corrente topolégica - - o tltimo termo de (3.40)
—- automaticamente conservada. Esta corrente é responsavel pela quantizacdo exata da
condutividade Hall, mesmo na presenga de impurezas, um fato estrcitamente relacionado
3 invaridncia de gauge e excitacdes das bordas do sistema.

A expressao (3.39), pode ser facilmente calculada, fornecendo

(tJo} = {p(z,7)} - (3.41)

O célculo de (3.40) também é direto, mas o resultado nao é tdo trivial:

+ i/dzy PG ~ y)da <p(y) - *23(3»’)>
+ Ji(2), (3:42)
tal que
10 | o
JF(z) = oo~ €idiA(z) (3.43)
e

Az) = fdzzdzy VG(z —y)- V,Gly - 2) <(p(y) = gB(y))(P(z) = gB(Z))> . (3.49)

A corrente (3.42) descreve a resposta do sistema a um campo eletromagnético arbitrario.
Antes de prosseguirmos no célculo, é necessario neste ponto checarmos a conservagao da
corrente (3.42), ou scja, verificarmos o divergente de (J;). Hé termos cm (3.42) auto-
maticamente conservados; sao termos topoldgicos, ou seja, da forma ¢;;0; f(x), com f(z)

arbitrario. Os demais termos de (3.42) merecem maior atengdo. De fato,
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0.(7) = —izci0iE, +i [ &’y V*Gla — v)ak (p(y) - 2BW) - (3.45)

Utilizando (3.29), podemos integrar o ltimo termo, obtendo

0:(Ji) = 0o (p(y)) — iy (¥ x £ + &uB) (3.46)

De {3.41) (lembrando que o campo eletromagnético externo satisfaz a T.ei de Faraday)

obtemos a lei de conservacio da corrente (no espago euclidiano)

N+ {Jo) =0 (3.47)

Portanto a corrente (3.42) é, de fato, uma corrente conservada.
Para um campo eletromagnético arbitrario, a expressao (3.42) pode vir a ser extrema-
mente complicada. Entretanto, ela é 1til para o estudo da estrutura da densidade de

corrente para configuragoes especificas do campo eletromagnético.

3.2.2 0O Caso do Efeito Hall

Para o caso de um campo magnético estatico e uniforme, e um campo elétrico estatico
mas com dependéncia espacial arbitriria - caso de interesse para o estudo do Efeito Hall
Quantico - a equagao (3.42) se reduz a

Fl

(1) = ~izes (B, = 0, [ &y Gla )9 E) + 4f(z) (3.48)

O primeira termo de {3.48) nio depende de nenhum detalhe especifico do sisterna. Clara-
mente, as propriedades dinaAmicas do sistema (intcragdes de dois corpos, etc.) estao todas

contidas na densidade de corrente topoldgica J(z). De (3.44), obtemos
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Aw) = [ ety VG(o - y) - V,Gly — 2) (py)En(=) (3.49)
aqui, o valor esperado é calculado utilizando-sc a fungio partigéo (3.32), e 6p € a flutuagio
de densidade em torno da densidade de barkground 4 B. A acéo S.;; depende somente de
E através de seu divergente, portanto, para uma amostra sem cargas externas (impurezas),
a fun¢iao A(z) é independente do campo elétrico.

Além disso, {p} lem que ser constante, tendo c¢m vista a invaridncia de translagio do
sistema; estabelecemos a nentralidade média da amostra impondo {p} = p. As flutuagdes
quanticas do campo de Chern-Simons induziram novas interacdes de dois e trés corpos
com o background neutralizador, ¢ a fim de determinarmos consistentemente as fluiuagoes

de densidade ép a partir da equagio (3.49), temos que definir

5= gy (3.50)

o que implica em um fator de preenchimento » = %. Neste caso, a fungio de correlagao de
dois pontos {6p(x)ép(y)} depende de |z —y|. No caso de uma amostra com impurezas, en-
tretanto, € preciso calcular a média das fungdes de correlagao sobre distribuigoes aleatorias
de impurezas, utilizando-nos de um fator de peso gaussiano, por exemplo. Apés efetuar-

’ - . -~ * o~ ’
mos a média, a invaridncia de translagio é restanrada,

{bp(z)ép(y)) = alz —y) (3.51)

onde @ denota o valor médio de uma grandeza u sobre distribnicbes aleatorias de im-
purezas. (Para a presente discussdo , a Invaridncia por translagao da funcio o € a sua

iniea propriedade relevante.) Podemos entao escrever

AW = [dadty V6@ ~y)- 9,00 —)oly - 2)
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_ f By VG(r —y) -V, f E2Gly —2)oly — 2) . (3.52)

Tendo como dominio de integracdo um plano infinito, a 1ltima integral de (3.52) é cons-
tante, e portanto m = 0, para v = 7 /6. Portanto, em um sistema infinito a densidade
de corrente topoldgica JI dada por (3.43) se anula. O mesmo nao acontece para um plano
finito; no entanto, mostraremos que ele ndo contribui para a corrente total. A corrente

topoldgica numa regido D € dada por

, 16 ]
= ]D JTds = —2 [ €,0,A(z) dS . (3.53)

2mw Jp

O dominio de integracio [ coincide com a superficie da amostra. Definindo 8D como
sendo a fronteira da regido D, podemos representar a fungdo A como A(z)O(D), onde

&(D) = 1, sobre D, ¢ ©(D) = 0, de outro modo. Entao,

9; (A(2)0(D)) = 0;A(z)0(D) + Al2)d,0(D)

— 3:A2)0(D) — #;A(2)5(8D) (3.54)

onde §(8D) é o funcional é de Dirac com suporte em 3D, e ; € a j-gésima componente

do versor contido no plano, normal a 37 e externa a regido [). Consequentemente,

o= 5:;2 { f €.;0,A()O(D) dS — f efjﬁjA(x)é(aD)}
— Zln%{ ENOE f €7 A()5(0D) ds} (3.55)

onde #; = ¢;;7; é um versor tangente a fronteira dD. Entao ,
[ i @)s@D) ds = § dlEA() | (3.56)
Jan
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o que implica em

1F =0. (3.57)

1

O lado direito de (3.56) representa uma corrente de borda {edge current), responsavel
pelo cancelamento da corrente topologica total. Isto significa que, devido as correntes dc
borda, somente o termo —:15¢" F; de (3.42) contribui para a corrente total. A relevincia
dos estados de borda (edge states) para o EHQ foi assinalada pela primeira vez em [53] e
sua teoria foi desenvolvida posteriormente nas referéncias [54, 55, 56).

E interessante notar que, para v # 7 /6, hi dois possiveis “backgrounds”, i.e., p e 3 B.
Neste caso, nio é possivel obtermos um valor médio constante para a densidade de carga.
A invaridncia de translagio é quebrada e as flutuagdes de densidade nao mais dependem
simplesmentc de |z — y|, passando a exibir uma dependéncia nao trivial em z e y. Isto
mostra que para v # 7 /6, a densidade de corrente topolégica J7 contribuird de um modo
nao trivial para a corrente total.

Vamos agora analisar a parte principal de (3.42), isto é,

(Ji) = —é%egj (Ej — Q,;/dzy Gz —y)V - ﬁ) ) (3.58)

O segundo termo desta expressio tem suporte somente nas regioes em que p(z) # 0
e depende do divergente do campo £. Numa amostra sem impurczas, V- £ = 0 e,

consequentemente, obtemos a familiar Corrente de Hall (voltando as unidades usuais),

1 € ,
(Jz) = m?{eﬁbi (359)

IEm uma amostra real, onde impurezas estdo presentes, V- E 3 0. Decomponde o campo

elétrico em duas componentes,

E=E + Em (3.60)



onde V-E' =0eV-FE™ = p_ sendo p, a densidade de cargas cxternas, devido as

impurezas. Desta marneira, podemos reescrever (3.58) como

(J.) = _%WE; - %eﬁ (E;mp — 9 / dy Glz — y)V - F’P) : (3.61)
E simples dc se mostrar que
) / &y Gla —y)V - B =0, (3.62)

O segundo termo do lado esquerdo da equagéo anterior pode ser interpretado como sendo
o campo elétrico bidimensional gerado por uma densidade de carga p.. Portanto, de (3.61)
temos (em unidades usuais}

1 e? ,

S A

(3.63)

Podemos concluir que a quantizacdo da condutividade Hall para v = 7/6 € ezata neste
modelo, e ndo depende da distribuigao das impurezas. lim outras palavras, a corrente
transversa somente “vé” campos rom divergéncia nula. A dinamica do sistema e as
distribuices aleatérias de impurezas afetam somente os estados de borda do sistema — ¢
esta é a razao da quantizacio exata da condulividade Hall. Este resultado [49] generaliza,
para o caso de uma distribui¢do genérica de impurezas, aquele obtido por Prange [57]

para uma impureza pontual, no contexto da teoria de Chern-Simons-Landau-Ginzburg

para o Efeita Hall Quantico Fracionario.

3.3 Dinamica das Flutuac¢oes de Densidade

Na dltima secio calculamos a densidade de corrente e, a partir dessa expressao, se

pode compreender o papel desempenhado pelo termo de Chern-Stmons, pelos estados de
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horda (responsaveis pela quantizagio exata da condutividade), ¢ o efeito das impurezas
sobre o sistema. Para entendermos complelamente a resposta eletromagnética, porém, é
necessario calcularmos o tensor de polarizagdo do vacuo

8% In Z{A)

H.{z,y)= AR () oA (2) (3.64)

O calculo das derivadas furcionais é direto, e o resultado pode ser escrito formalmente em

termo de valores médios de flutuagoes de densidade < 8p(x)ép(y) ... >. Em particular, a

expressao para o [1° é muito simples

1% (z,y) =< ép(2)éply) > (3.65)

onde &p(z) = plz)— < p(z) >

Para calcular explicitamente este tipo de objetos, precisamos calcular a acio efetiva
para as flutuacoes de densidade §p. A a¢ao (3.33) é o funcional apropriado para o estudo da
dinamica das {lutuaches de densidade em torno do estado fundamental do modelo. E claro
que o estado fundamental depende da configuracio especifica do campo eletromagnético
exlerno: no entanto, no que segue vamos considerar o caso particular de um campo estatico
e homogéneo, que é o caso relevante para o estudo do EHQ.

O estado fundamental para v = 7/8 é o estado com densidade média homogénea

<pla) >=j=2B, (3.66)

de tal forma que p(x) = p+ 6p{x).

O objetivo desta sessao ¢ obter, a partir da eq. (3.33), uma agdo efetiva para Sp(x)
e, a partir desta tltima, deduzir as regras de Feynman para calcular valores médios de
flutuacdes de densidade. Precisamos entdo [azer uma expansio da agio (3.33) em série

funcional de Tavlor em torno da configuragio p{z) = p. Fsta expansao € dircta, exceto par
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dois termos provenientes da integragao sobre a componente longitudinal ¢ de a,. Estes
termos sdo o termo cinético Gyp {ﬁ} dop ¢ o determinante T'r In(V - f;ﬁ) Vamos

analisar estes dois termos em detalhe; podemos escrever o termo cinético de (3.33) como

Ix = fdazldszz §p(x)K (21, 22)6p(22) - (3.67)

onde

—

Vo (p2)VeK(z1.22)) = (21 — 22) (3.68)

A derivada de §p em relacio ao tempo é denotada por ép. Usamos também o fato de
que o estado fundamental é estatico. E interessante notar que X depende de p através da
equacao implicita (3.68), somente. Entao, podemos expandir o operador K em poténcias

de ép da seguinte forma:

. §K(z1, 22)
z p — z 3 - ——"_ LR . L )
Kar,ma) = Ko zalop 7 S5 bl + (e (3.69)
De (3.68) vemos que
- |
K’(ZI’ZZ)lp=p = EG(ZIDZQ) (3‘70)

onde G(z1, %) ¢ a fungio de Green do laplaciano (ver eq. (3.29)).
O calculo do segundo termo de (3.69) é um pouco mais sofisticado. Diferenciando

funcionalmente a equagdo (3.68) em relagao a p, encontramos




Observando que o operador v, (p(z)ﬁzf(z)) = {dy K7(z,y)f(y), com f(z) arbitrario,

podemos reescrever a eq. (3.71) cormo

§ L .
/ dy ,c—l(zhy)mx—)x:(y,zz) = V.- (621 — )V, K (21, 22)) (3.72)

Invertendo esta equagao , obtemos

8
ép(zx)

Ifetuando as integragdes , obtemos uma equagao diferencial funcional para K,

K(z, 2) = __[ dy K(z1,9) {V,8(y — 2) - V, Ky, 22) + 8y — 2)VIK(3, 22)} - (3.73)

)
Sp(2)

Determinar a sua solugao para um valar arbitrario de p(x) é tarefa muito dificil; no

K(z1,22) = VoK (21, @) - VoK (z, 22) (3.74)

entanta, para o nosso caso ¢ suficiente considerar configuragoes constantes p = p. Usando

entio as eqgs. (3.70) ¢ (3.74) temos que

8K (21, 22) J R >
— = = =VG(z,2) VG(z, 2 3.75
sl ISP ACCRR LN (3.75)

Substituindo (3.70) ¢ (3.75) em (3.67) obtemos

1 . .
IK = E/dszld?’zz (‘5p(zl)(}(zl,zg)5p(z;;)+
1 .. — — .
+ = [Eadad V6(a,2) Va(z,22)8(:)0(:2)60(2)

T (3.76)

O préximo termo interessante a se considerar na expansao em série da acao efetiva é

L, = Trin(V - £V), (3.77)

P
™m
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o qual pode ser reescrito como

deTnm V?+V V) (3.78)

Observe que este termo tem sua origem na interagiao da densidade p com a componenie
longitudinal do campo de gauge. Este processo é dominado essencialmente por pequenos
momenta, de tal forma que consideraremos desprezivel o termo logaritmico com produtos

de duas derivadas de primeira ordem. Obtemos

Do &
T 7 Trin(29?2) 4+ Tria(l + -£) (3.79)
m p

O primeiro termo desta expressdo é constante e pode ser absorvido no fator de normal-
sacao global da funcio partigio. O outro termo pode ser expandido em poténcias de ép,

fornecendo como resultada

Qaw——ffxm—+ ff (3.80)

O termo linear poder ser ahsorvido renormalizando-se o potencial quimico; o unico efeito
do termo quadritico é a redefinigdo do potencial de dois corpos no regime de pequenos
momenta. No caso de potenciais locais, este termo redefine a constante de acoplamento,
enquanto que para interagoes de longo alcance ele é irrelevante. Juntando todos os termos,

obtemos a acdo efetiva para as flutuagoes de densidade

5 = T _[ddxdﬁ'f; 8§p(z2)G(x — y)ép(y)

m

1 ,
3 3. 53
fd z Vép(z)- V(Sp[x)t‘jp( ) — 3572 fd zép” + ...

8m p?



97 ) - .
0 [ Padyds 96 — y) - VG(a — 2) opla)splv)énlz)

2m 72
m 1 . -
+ —i;—_—gfdamd‘?yd% VG(z —2) - VG(z —y) 6p(x)0p(y)bp(2)
P
- f Lad’y 6p(z)Clz —y)V - E . (3.81)

Como as flutuacoes §p sdo pequenas, podemos considerar que o termo quadratico
da acio efetiva define a dinamica das flutuagoes , enquanto que os termos de ordem
superior podem ser considerados como perturbagoes . Neste sentido, podemos escrever o

propagador das flutuagoes de densidade no espago de momenta como

282
232 _
w? — {(25,;) + 2KV (-Kk?) + ;—1(2)2}

A partir deste propagador podem ser calculadas varias grandezas interessantes. Por exem-

< bp(w, k)ép(—w, —k) >= (3.82)

plo, a compressibilidade do sistema estd delinida, como vimos no capitulo anterior, por

Da eq. (3.65), do propagador (3.83) e para qualquer potencial da forma

V(-k") <k, (3.84)
ternos
2p)2
£ = lim ———— - - =0, (3.85)
k—0 (%:ﬂ_l) + 2k2V(—k?) + ;7(%)2

ou seja, o sistema é incompressivel. A relacio entre incornpressibilidade e a supercondu-
tividade dos bésons subjaccntes foi estudada no capitulo anterior, no contexto da aproxi-
macio de campo médio. No presente contexto, a incompressibilidade depende essencial-

mente de dois fatos. O primeiro é a existéncia de um gep no espectro de exeitagoes. Fste
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gap é aberlo devido as flutuacdes da componente transversa do campo de gauge, e seu
valor §A = ;—i(%)z coincide com aqueles encontrados nas referéncias [13, 12, 51] através
de outras técnicas de calculo. Estas excitagdes com gap correspondem a excitagoes de
ciclotron (eyelotron mode excitations), e foram identificadas como transi¢oes entre nivets
de Landau. (A existéncia de um gap no espectro de excitacdes nao é suficiente, porém,
para estabelecer a incompressibilidade do estado fundamental.) O segundo fato é a exis-
téncta do fator k? no numerador do propagador. Este fator é induzido pelas fliutuacdes
da componente longitudinal do campo de gauge, afetando fortemente a dindmica das
flutuacoes de densidade. Neste ponlo, é bom lembrar que as flutuacoes longitudinais do
campo de gange sio essencialmente equivalentes a flutuagoes de fase do campo de matéria.

F instrutivo reescrever o propagador (3.82) na forma

R Y SR S ) 3
< plw, K)bp(—w, —K) >= 7k (w_wk )+ 0w, (3.86)
Com
S R P St ;
W _\J(Qm) +gk V[—k )+“ﬂ§(;) (3.8[)

Esta expressio mostra que o nosso formalismo é consistente cam o teorema de Kohon [58].
Este teorema estabelece que a funcao de correlagao de densidade de um sistema invariante
perante translacdes planares e submetido & acéo de um campo magnético perpendicular
ao plano deve ter um gap w. = %, quando calculada até ordem k?. Este é um resultado
exato, independente dos detalhes microscépicos do sistenia. Porlanto, qualquer calculo
consistente de corregoes radiativas deve levar em conta este vinculo ordem a ordem da
teoria de perturbacdes, além dos vértices que podem ser lidos da agao (3.81). Na verdade
este resultado é valido para quaisquer potenciais de dois corpos que tendem a zero quando

+ — 00. Por exemplo, um potencial logaritmico do tipo V{—k?)  1/k?* modifica o valor
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do gap, como pode ser comprovado a partir da eq. (3.87).

A relagio de dispersdo (3.87) coincide, no limite de longas distancias (pequenos mo-
menta), com as calculadas nas referéncias [13] e [12]. Para o potencial de Coulomb
V(-k?) o 1/|k|, a relacio de dispersio é linear, como foi sugerido primeiramente por
Halperin [59]. A equacdo (3.87) também coincide com a relagao de dispersao das quasi-
particulas de um superfluido de anyons [51]. Estes fatos, de certa forma, mostram a

consisténcia do nosso meétodo de andlise das flutuacoes .

3.4 Corregoes Quanticas as Excitagoes de Vortices

Nesta 1ltima secao, gostariamos simplesmente de fazer umn comentdrio sobre como
obter, através do formalisme descrito nesta tese, corregoes quanticas as excitagoes tipo
vortice existentes neste modelo. O comportamento assintotico (i.e., quando |z| — oo)

tipico de um vortice é da forma

@) = pleH® (3.88)

ailx) = Oy(z) :e,-j—ji (3.89)

|
onde v é o angulo azimutal. Se impusermos que esta configuragao de campo tenha energia

finita, isto leva a quantizagao do fluxo

j{a . d3=2n (3.90)

e a carga da vortice seré também quantizada, tendo em vista o vinculo de Chern-Simons.
Solugoes explicitas das equagoes cldssicas de movimento com estas caracteristicas foram
encontradas por diversos autores [51, 41, 60]. Nesta secao gostariamos de determinar

uma acao efetiva para a densidade de particulas na presen¢a de um vértice “vestido”
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com as flutuacdes quanticas do campo de gauge a,. A acgao cfetiva (3.81) perdeu toda a
informacéo topolégica e ndo contem vértices (apenas excitagbes vdrtice-antivortice), pois
ao realizarmos as integragdes funcionais, implicitamente fixamos condigoes de contorno
triviais para os campos.

Para obtermos a acao efetiva na representagio de densidade na presenca de um vortice,
devemos fixar condicdes de contorno ndo trivials para realizar as integragdes funcionais.
Isto pode ser feito através da fixagao do gauge. FEm (3.9) fixamos o gauge impondo
a condi¢ao & (#(z)) e mostrando que esta escolha é equivalente ao gauge de Coulomb.

No entanto, esta niao é a dnica escolha possivel. Considere as transformagoes de gauge

singulares
B(z) — O(z)+ Az) + () (3.91)
a,(z) — aulr)+0.A(z) + duy(z) (3.92)
(v é o angulo azimutal) e escolhemos A = —f. Esta transformacao fixa a fase do campo

camo § = ¥ na acao, induzindo uma componente longitudinal do campo de gauge af =

30 + 8;y. Entao, podemos mudar as variaveis de integracao de 6 para af. Refazendo
os passos {ormais que levaram de (3.9) a (3.13), podemos concluir que também podemos

escolher o funcional que fixa o gauge como sendo

Gr(b,a:) = 6(8 —7) (3.93)

Esta escolha do gauge automaticarnente estabelece condi¢des de contorno topologicas para

a fase do campo de matéria ou, de [orma equivalente, para a componente longitudinal do

L

L, Uma técnica similar foi usada na ref. [61], no contexto de modelos

canipo de gauge a

de Higgs abelianos.
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Com estas condi¢des de contorno, a agao em termos das flutuagdes de densidade tem

a forma

Sv(p) = Seprlp) + 52(p) (3.94)

onde S.;; ¢ a acdo efetiva com condigoes de contorno triviais dada pela eq. (3.33) e

1 1 = . L= )
Sp) = — [ & (=5pl¥nl* + 3 V). (3.95)

Integrando sobre o campo de gauge, obtemos

1 . - 1= .
Sy(p) = = [ o ol + —Tc, [ dedy dp@)Gla —y)r(@)diply)  (396)

O prmeiro termo do lado direito desta equagio vem da integragio da parte longitudinal
do campo de gauge e pode ser interpretada como uma interagdo com uma densidade de

carga cxterna, ja que pode scr reescrita como

1 . = 1
m/d‘;m p|VA|F = ;/ Erd®y p(z)C(z — y)ply) (3.97)

onde p.(z) = V2|Vy[2 = 1/]z|*. O segundo termo de (3.96) vem da integracio das
flutuacoes transversas do campo de gauge; tais flutuacoes induzemr uma nova interagao
de dois corpos enire gradientes de densidade em diregoes ortogonais. Note que S, ndo €
invariante perante translagdes , pois v(z) nao estd definida na origem (que € o nicleo do
vértice).

Resumindo, a equacdo (3.94), juntamente com (3.33) e (3.96) é a agdo efetiva patra
a densidade de carga de bésons acoplados com um campo de gange com dindmica de

Chern-Simons, na presencga de um vértice centrado na origem do sistema de coordenadas.
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Minimizando esta acio, deveria ser posivel obter o perfil do vértice “vestido” com as
flutuacoes quanticas do campo de gauge.
No proximo capitulo, descreveremos as técnicas para minimizar a agao na repre-

sentacao densidade e desta forma obter configuracbes de carga que minimizam a acao

efetiva.
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Capitulo 4

A Densidade de Carga na Presencga de
Flutuacoes Quanticas do Campo de

Chern-5Sim ons

Nos capitulos anteriores deduzimos uma agao efetiva do modelo de Chern-Simons-
Landau-Ginzburg para a densidade de carga, que nos permitiu calcular a resposta eletro-
magnética exata do modelo, bem como estudar a dindmica das flutuagoes de densidade
em torna do estado fundamental.

Através desta acio, foi possivel a “visualizagdo ™ dos efeitos quanticos do campo de
gauge de Chern-Simons como interagoes nao-locais envolvende a densidade de cargas.
Neste capitulo, aprofundaremos um potico mais esta visao, na tentativa de compreender
o significado fisico de cada termo destas novas interacbes . Para tanto, estudaremos as

condicdes de extremizagao da a¢do efetiva, ou seja,

88es4(p) _ .
Sy =0 (4.1)

onde S.;;(p) é a agio (3.33). O significado fisico desta equagdo ¢ muito claro: sua solugao
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fornece a distribui¢do de densidade de carga mais provavel, na presenca de flutuagoes
quanticas. Um importante detalhe a ser ressaltado é que esta equagio ndo coutém a

mesma informacao que as equagoes clasicas de movimento

5594,

W 0 (42)
85(¢, a, ‘
Saln) 0, (4.3)

onde S(¢,a,) é dada por (3.2}, j& que nesta iltima o campo de gauge a, é considerado
como nm campo cléssico, enquanto que na equacao (4.1) tanto o campo de Chern-Simons
quanto a fasc ¢ do campo de matéria foram integrados eratamente, contendo portanto
todas as oscilacoes quanticas destes campos.

Embora a acio (3.33) tenha sido muito 1itil para o estudo da resposta eletromagnética
e do propagador das flutuagoes de densidade, ela ndo se mostra como a mais apropriada
para os objetivos do presente capitulo. A equagio de movimento (4.1) é extremadamente
complexa quando escrita em termos da densidade p: isto se deve, essencialmente, a nio-
linearidade dos termos com derivadas espaciais. Mais adiante, ficara claro que a varidvel
natural para o estudo em quesiao é \/@*@, ao invés de ¢"¢, como foi feito no capitulo
anterior. Poderiamos transformar as variaveis na equacao (4.1) fazendo p — p% no
entanto, obtemos maior clareza ao mudarmos as varidveis diretamente na acao efetiva,
antes de eletuar o cilculo de extremizac¢io da agéo.

Entao, utilizaremos nesie capitulo a raiz quadrada da densidade para reescrever a
acio cfetiva e em segnida calenlar a condigio de extremizagdo desta, para fatores de
preenchimento com valores préximos a ¥ = 0/wx. A condi¢do assitn obtida descreve o
comportamento semi-cldssico da densidade de carga, e consiste numa equagao integro-
diferencial ndo-linear que, por sua vez, pode ser reescrita como um sistema de equagoes

diferenciais parciais — permitindo uma melhor compreensido do seu contetido fisico e fa-
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cilitando o seu tratamento numeérico. Investigando este sistema dc equagoes, podemos ter
uma visio mais profunda dos mecanismos que levam a quantizagao exata da condutivi-
dade, ficando mais evidente coma a associagao de cargas e fluxos promovida pelo termo
de Chern-Simons produz rotacionais de correntes que sio de fundamental importancia
para a analise dos efeitos de borda da amostra. Finalmente estudaremos, como exemplo,
a variacdo da distribuicio de cargas e correntes, ao afastarmos o sistema do regime de

quantizagao exata.

4,1 A Acao Efetiva

Tomamos como ponto de partida a fungao partigao

2(A) = N [ DS DgDa, Gr(d.a,) e T8omot (1.4)

onde S € a acdo cuclidiana (3.4),

S = /dzxd'r {qﬁ* (Or +iag —ipt) ¢ — 5{; \(_36 + &') ¢l2}

3 [ Eadydr (#@ola) - #) V(e —9) (¢ )y )

B %%/dgxd'f €% a;B0a; — %]dz""d"' ao(V x @+ B)
- i%["[g?ﬁdT éijaiEj B %%/dzﬂfr CW}‘A“@”A)\ : (4-5)

Utilizaremos aqui a iransformacao
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ao invés da transformagao (3.5) usada no capitulo anterior; obtemos assim uma acao efe-
tiva em termos da raiz quadrada da densidade de carga. Nas novas variaveis, a densidade
de carga é dada por ¢¢* = p?, e a medida de integragio nao é trivial, devido a presenca

de um Jacobiano

Depg" — TI dble) dé'(z) =TT dple)do(a)(~2i)p()
~ DpD8 ] p(z) = DpDb det(p) . (4.8)

Absorvendo eventuais coeficientes na constante de normalizagdo A" de (4.4), obtemos

Z(A) = N exp (-%f d*zdr e““/lp&,A;\) X

X /DPDHDG‘L Gr(p,9,a,) det(p) exp(—Silp,0,a.]) - (4.9)

onde

5 = fdza:d*r (z pz(&rt‘? +ag) + ,up2+

1 -

(V- Vp+p(VO+ a)z)) +

— 5[ dPad*ydr (p*(z) — PV (e —y)(P*(y) — p*) +

- %[dzwd‘r €Y a,8a; — %Efdzxdr ag(V xa+ B) +

- 2 / Ladr & ;B (4.10)

e Gr(p,8.a,) é o funcional de fixagao de gauge. No célculo de 5y, o termo pO-p for
desprezado, por se tratar de uma derivada total ~- nao contribuindo, portanto, para as
equagdes de movimento.

A partir deste ponto, realizamos as integragoes sobre a, e # com as mesmas técnicas

que usamos para obter a agao (3.33). No presente caso, entretanto, a integragdo sobre a
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componente longitudinal de a, produz um termo proporcional a det p, que vem a cance-
lar o Jacobiano da transformacio de variaveis (4.6)(4.7). A simplificacao obtida é uma
motivacio técnica para empregarmos tal fransformacao de variaveis. No intuito de fazer
este trabalho completamente autocontido e o mais didatico possivel, vamos novamente

detalhar o calculo das integrais.

Integragao Sobre qg

Coletando os termos em ao da agao (4.10), obtemos

é/dzxdr a (pz S ALE! B)) , (4.11)

e a integracio sobre ao em Z, fornece

th’Io exXp (-—éfdgzrd‘r ap (pz — %(f’ x d + b’))) ~ 6 [‘,0"a — %(6 x d+ B)] . (4.12)
A fungdo particao se torna

Z = N exp (—%/dzxdr c“”“\Auf),,A,\) poDHD& detp 6 [p2 —

X GF(:OH 91 a") CXp(—SQ[p,H?E{]), (413)

onde

S, = fdz.rd'r (ip2879+pp2+
1 o
(V- Vot AV ) +
Zm
1 . . ; .
= o[ Padydr (@) = WV (- 0" ) - 7 +

- T Prdr 9 a;00a; — T Erdr 4 aF; . 4.14)
26 P !
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Integragao Sobre @

Decompondo & em suas componentes longitudinal e transversal, como em (3.18),

a; = i + éijajn (4.15)

tal que

DaDay — DDy (4.16)

e usando a mesma fixagio de gauge (3.9),

Gr=06(8(z)) . (4.17)
obtemos
- i . .
Zs = N exp (——%/ d’zdr €* AA;L&,AA) /Dth,oDn det p
w
[0+ 5% = B)] exp(=Silp. o)), (4.18)
tal que
S5 = ——1—/ dxdr p* (Vo -V +Vn-Vn)— -E-T—T-/ d2zdr 00,V +
2m 0

+ iﬂf/ dzdr (o(V x E) +9(V - E))
+ /dgxd’r (M’2 - %(Vp- Vﬂ)) +

— é/dzﬂ?d?yd‘:" (pz(:r) . ﬁz)V(.I‘ _ y)(p)(y) _ ;52) ] (4]9)

Integrando na Componente Longitudinal ¢

Selecionando os termos de Sz que contém @, obtemos (a menos de derivadas totais),
1

S, = — / Ludvdr o(w)O(u, v)o(v) + / Pudr T (0)o(u) | (4.20)
m
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onde

Ou,v) = I (P(v) o(v — u)) (4.21)
T(w) = _% (V x E(u) — 9%n(u)) . (4.22)

Por outro lado [62],

/Dcp exp (—%/cp@ap%—.jgo) = (det@)u2 exp (i/]@*lj) : {4.23)

integrando sobre ¢ em Z3, obtemos

Zy = N exp (—%/ d*xdr e“”AA“E)UA;\) X
x /DﬂDn 6 [92 + %(Vz?r = B)] exp (—Salp;n]) (4.24)
tal que

2 + . 1
S, = [&zdr -2y Vot Zn(v-E 2 Y,V
4 f xf( 5 ViVt J+pp’ =5V Vo)t

T

.2
a 2. g2 = o w2 -1
+ (?) fd sd’ydr [(V x E(z)— 8,V n(z)) 67 (z,y)
(V x E(y) - %Vn(w))| +
1 . . .
— 5 [ Eadydr () - P WVie —0)o* )~ 77) - (4.25)
Observe que, ao utilizarmos (4.23), ganhamos um fator (det @)~'/2) que se combina com o

det p no integrando de Zs. Discretizando e limitando o espago-ltempo, podemos representar

os operadores como matrizes discretas e finitas, obtemes

det p det p
dCt(V(pEV))lfz [det VZ)IIZ . (det ,02)1‘;’2 (4 26)

(a menos de um fator constante). Como é usual no formalismo de integrais funcionais,
esperamos que este resultado continue a fazer sentido {50] ao tomarmos o limite de um
espaco-tempo continuo e infinito, obtendo assim (4.24). Este cancelamento do Jacobiano
6) da equagao

produz uma importante simplificagao, eliminando termos como 7'r 111(6 .

£
m

(3.26).
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Integrando na Componente Transversal 7

A integragio na componente transversal torna-se muito simples, devido ao funcional
§ de Dirac que implementa o vinculo de Chern-Simons. Igualando a zero o argumento

deste funcional em (4.21), obtemos como solugao

Vi =B— gp"‘ — p(z) = fd“"-y Gz - y) (B(y) = %pz(y)) 7 (4.27)
onde
ViG(r —y) = 5(2](55 ~-y); (4.28)
portanto,
I . 9 .
§1p° —5(B~ V"‘n)] ~ 6 [n(ﬂf) ~ ;]dzy Gz —y) (B(y) - %pz(y))l , (4.29)

que pode ser usada diretamente em (4.25) e (4.24), fornecendo

Z(A) =N exp (%fdzﬁid?' e A,u@i,A)\) / Dp exp(—S¢lp]), (4.30)
tal que
— m”z]d?d?d 9 ()0, p(z) — 8.B(z) ) O 8 o)0.p(y) — 3. B() ) +
= o edydr | ~p(x)0:p(2) — 0. B(x) z,9) | =p(¥)0:ply) — 3, Bly

+ de:::dT (p{x){%—l-;ﬁ} _.o(:r:))
5 [ adiyr (@)~ #) Vi =) (7o) - )

_ / d*ad?ydr (92(1’) - %B(x)) Flz,y) (pz(y) N %B(y))

- 2212 fdzxdzydzzd*r ViGle —y) - VinGle — z) X
< (@) - 58@) (#) - 5BW)) (#2) - 5B() +
— i [ Padyir GGz ~y) (Vo B(e)) (0) - 5BW)) (4.31)
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onde

0
Fly,2) =5 — / d*z B(z) Vi)Glz —y) - ViuGlz — 2} . (4.32)

A acao (4.31) é o resultado que estavamos procurando. O primeiro termo da agdo €
um termo cinético extremamente complicado; no entanto, este termo pode ser desprezado
a0 considerarmos somente soluctes estaticas. A segunda linha de (4.31) tem a forma usual
de um campo escalar ern duas dimensdes com interagao de dois corpos representada pelo
potencial V (z). Sendo este um termo quadratico, leva-nos a um termo linear na equagao
diferencial — o que ndo acontece com ¢ termo cquivalente da eq. (3.33). Os termos
restantes, representando interagoes de dots ou trés corpos, sdo inteiramente analogos aos
da acio (3.33). Qutra diferenca importantc j& mencionada € que na eq. (4.31) nao existern

termos altamente nio-lineares como os encontrados em (3.33), e.g., T'r ln[\%- —;’;ﬁ)

4.2 Condigdes de Extremizagao da Agao Efetiva

Nesta secio estudarcmos a extremizagio da agio Sy dada na eq. (4.31). Esta agao
é bem geral, j4 que os campos elétrico e magnético sao tolalmente arbitrarios. Para
simplificar, vamos considerar o caso de um campo magnético uniforme e um campo clétrico
sem divergéncia (6 . E = 0) que é o caso relevante para o efeito Hall sem levar em conta
a presenca de impurezas. O intervalo de variagao do valor de B deve ser tal que este

corresponda a um fator de preenchimento aproximadamente igual v = «x/8; portanto,

'
Bla)= _p* + 6B, (4.33)

onde § B represcnta um pequeno afastamento da condicdo de quantizacgao .

Para a interacao de dois corpos, consideraremos um potencial local do tipo



Viz —y) = K&z —y) {4.31)

onde K ¢ uma constante,

Estamos interessados em configuracoes estaticas de carga, i.e., d,p(z) = 0, pois nosso
objetivo no momento é estudar situacoes de equilibrio. Veremos que, embora as dis-
tribuicdes de carga sejam estaticas devido ao vinculo de Chern-Simons, estas induzirao
distribuigoes de correnle ndo triviais.

Mediante as simplificagdes descritas acima, a agao effetiva (1.31) se torna

Sest = /([zatd'r (p(:c) {Zi + ,u} p(:ﬂ)) — %/d%d‘r (pz(;zr) — p2)2

62;02 2 2 2 _2 il 9 2 T
6? ]
— S /dz:rdzyd‘zzd'r V(a.)G(;I: — y) . V{x]G(:ﬂ _ z) %

x (@) - 0t = 508 (P0) - 7 = 5oB) (#(2) = 5* = 6B (1.35)

Para obtermos equagoes que extremizam esta agao é conveniente trabalharmos com

quantidades adimensionais. Faremos entao as seguintes transformagoes

p — pp (4.36)

r — fr (4.37)

de tal forma que estaremos medindo as densidades em unidades de g e os comprimentos
em unidades do comprimento magnético £ = 1/+/ B. E bom lembrar que, nestas unidades,
o fator de preenchimento é nuni nimero adimensional dado por v = (pf)%.

FExpressando a agao (4.35) em termos de grandezas adimensionais apenas, obtemos
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Sed = (—L-,—) {fdgxd*r %p(m){v? —p}p{x) —%fdQ:z:dT (pz(;s) - 1)2

mé

+ %/dzmdgydq’ (pz(a‘:) —1- 5:}) G(z,y) (pz(y) -1- 5u)

1 .
-3 /dgxdzdesz Vie)G(x = 4) VinGla — 2) X

X (p2($) —1- 51/) (pg(y) —1~- 61}) (pz(z) -1- 6y) ,} (4.38)

onde os pardmetros ;, A e §v o 6B foram convenientemente redefinidos para torna-los
adimensionais. Todas as grandezas quc aparecem em (4.38) sdo adimensionais; 1 € ©
potencial quimico, A a constante de acoplamento e d¥ representa pequenos afastamentos
do fator de preenchimento v = 7 /8.

Uma primeira observacio importante cm relagdo a (4.38) é que o fator de preenchi-
mento entra como um fator global. Isto implica que a estrutura das equagoes de movi-
mento nao depende de v, desde que este tome os valores v = 7 /6. Portanto, a denstdade
de carga nio depende do valor particular de v, quando o sistema se encontra sobre um
plateaur. Voltaremos a cste ponto no estudo das equagdes diferenciais.

Estamos agora em condigdes de escrever a equagdo que extremiza a agao Sad,

85,4
éplu) 7

onde S,; é dada por (4.38). Efetuando explicitamente as derivadas funcionats, obtemos

(4.39)

(V2 = 1) pl(z) = o(z) (p*(x) — 1) + 20(x) / d*yG(a,y) (") =1 — év) -
- plz) / Pydz ViGla —y) - VinGla —2) (P ) — 1 - ) (p(2) —1 — 6v)
~ 2p(2) [ Fydz Vi Gly — 2) - Vi Gly — o) (0 (y) — 1 = 6v) (P2(z) = 1—év) = 0

(4.40)
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Esta equacdo & uma equacio integro-diferencial nio-linear para a densidade de carga. Para

avancal um pouco na sua compreensao , mostraremos que ela pode ser transformada em

um sistema de equacdes diferenciais onde cada termo possui um significado fisico muito

claro.

4.3 Um Sistema de Equacgdes Diferenciais Parciais

para a Densidade de Carga

E possivel reescrevermos a equagao integro-diferencial (4.40) na forma de um sistema

de equagdes difcrenciais parciais. O terceiro termo da equagao (4.40) sugere a definigao

de um campo ¥(z)

o(z)= [dy Gle—y) (P4) —1-6v) .

Ao aplicarmos a ¥ o operador laplaciano

V2(z) = /d2y VG —y) (Py) — 1 - 8v)
' @) (r—y)
82z =y

obtemos a seguinte equagio difcrencial para ¢

Vi(z) = (p(x) —1-6v)

Por outro lado, o dltimo termo da equacao (4.40) pode ser reescrito como

—‘-’fp(x)fdzy (%) = 1 = 8v) Vi Gly — 2) - V),

o que sugere a defini¢io de um campo g(z)
o(z) =2 [ #y ViyGly — ) V() (o) = 1 - 6v)
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Aplicando o operador laplaciano a g(x) obtemos

Vig(z) = ~2 [ dy Viybly — @) Vigb(y) (p°(y) — 1 — v6B). (4.46)

Integrando o V,,6(y — z) € usando a equagao (4.43), obtemos uma equacao diferencial

da forma

V2g(a) = 2 (p(e)? — 1 = 6v) +2V3(z) - V(p*(x)). (4.47)

Deste modo, podemos reescrever a eq. integro-dilerencial (4.40) junto com (4.43) e (4.47)

na forma do sistema de equacdes diferenciais

(V2 — 1) ple) = (@) (p*(2) — 1) + p(2)(2) — p(@)| Ve (@))® — p(a)g(e) =0 (4.48)
Vip(z) =2 (pz(x) —-1- 61/) (4.49)

Vi(e) = 2 (p(e)’ = 1 bv)" +2Vi(2) - V(p*(x)). (4.50)

As configuracoes de carga que minimizam a agéo (4.38) devem satisfazer este sistema.
E possivel agora entender melhor o efeito da integragao sobre os campo de Chern-Simons
sobre as equagdes diferenciais do sistema. Qs primeiros dois termos da equagio (1.48)
si0 0s termos usuais da teoria de Landau-Ginzburg para a supercondutividade bosénica.
Ela represcnta bésons carregados com acoplamento quartico. O fato de termos integrado
nos campos de gauge gerou os novos acoplamentos com os campos ¥(z) ¢ g(z). O campo
é tem uma interpretacdo muito clara: ele é o potencial eletromagnético gerado pelas

flutuacées de carga 8p = p*(z) — 1, como pode ser comprovado pela equacio (4.19). Este
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potencial gera o acoplamento usual com a carga, pi, além de um novo acoplamento com
a densidade de energia do campo clétrico V3|2,

O papel desempenhado pelo campo g(z) é ainda mais interessante. Devido a existéncia
de um vinculo entre a densidade de carga e fluxos de campo magnético, uma flutuagao
de carga deve estar associada & presenca de correntes em torno desta flutuagao. Para
entender melhor este fenémeno, podemos recscrever o campo ¢(z) dado pela eq. (4.43)

na forma
g(z) = /dzydgz VinGly —z)- ViyGly — 2) (pg(y) —1 - véB) (pz(z) —1- 61/) , (4.51)

onde usamos a forma explicita de ¥ dada por (4.41). A expressao (4.51) para g(r) deve
ser comparada com a eq. (3.44) que define a corrente topoldgica (3.43). Estas expressdes
coincidem, quando escritas nas unidades adequadas. No capitulo 3, na determinagao da
resposta eletromagnética, surgiu uma corrente topoldgica envolvendo detalhes da dindmiea

do sistema (eq. (3.43)). Esta corrente topoldgica pode ser reescrita de forma adimensional,

Jh = 1 ( - )fijajg(x) : (4.52)

2 \mf

e, por ser topoldgica, sua divergéncia é automaticamente nula. O seu rotacional ¢

VxJT = —% ( 7 )Vzg(a:) . (4.53)

nd

Portanto, podemos rcescrever a equagio (4.50) como

VxJI = - (i) {(p(.’r)2 —1— 6:/)2 + Vip(z) - V(pz(x))} (4.54)

mi

v-JT =0 (4.55)

Vemos entdo que qualquer flutuagio de densidade é uma fonte para o rotacional de cor-

rente, estando associadas a flutuagdes de fluxos magnélicos com correntes induzidas ao

97



scu redor. Este é o sentido fisico do campo g(z): ele se rclaciona estreitamente com a

dindmica do campo de Chern-Simons, que foi inlegrado na funcao particao .

4.4 Propriedades das Seolugoes

As solucoes do sistema de equacdes difercnciais (4.48,4.49,4.50) reprcsentam a estru-
tura de densidade de cargas e correntes estdticas que extremizam a acao efetiva (4.38)
da teoria de CSLG. Este sisterna é bastante complexo, contendo miimeras solu¢oes de-
pendendo dos pardmetros das equagbes e das condigoes de contorno. Néo é objetivo
do presente trabalho apresentar um cstudo completo e detalhado de todas as situagoes
possiveis. Nos limitaremos aqui a apresentar o sistema de equagoes e sua interpretacao
fisica, fazer uma analise de suas solugdes nas casos mais simples, deixando para o futuro
uma analise mais exaustiva.

Um problema f{isico interessante que pode ser estudado com estas equacdes € a na-
tureza das transicoes de fase entre plateaur adjacentes. Isto seria possivel ao estudarmos
o comportamento da densidade de carga como funcao de év. Este estudo é extremamente
complicado, j& que para dv # 0 nao existem solugdes homogéneas. Isto significa que na
transicao entre plateaur, a invariancia do sistema perante translacoes ¢ espontaneamente
quebrada. Fica entao a pergunta: qual o estado fundamental do sistema, nesta situagao?
Tém havido diferentes propostas para a estrutura deste estado como, por exemplo, cristais
de Wigner, ondas de densidade de carga, etc. Este problema ainda se encontra em aberto,
atualmente. Iim nosso contexto, a dificuldade técnica consiste em resolver o sistema de
equacdes proposto sem supor alguma simetria para a solucdo. No caso das transigges
entre plateaus, nao dispomos ainda dec uma viséo fisica clara o suficiente para propormos
uma siinetria; entdo , quaisquer tentativas estariam baseadas num espago de possiveis

solucoes demasiadamente extenso. A partir do sistema de equa¢bes obtido aqui, no en-
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tanto, podemos fazer algumas observagoes gerais e ndo-triviais. A primeira observagao
¢ que o sistema de equagdes possui apenas (rés parametros: o potencial quimico p, a
constante de acoplamento A e o parametro dv. A rigor, no entanto, temos somente dois
parametros, ja que p e v sio mutuamente dependentes ( ambos sao usados para fixar a
densidade de carga). De qualquer forma, sera til para a nossa andlise escrevé-los como
dois parametros distintos, sempre levando em conta esta observa¢do. Para deduzir as

equacgoes diferenciais, estabelecemos valores para o fator de preenchimento da forma

V= —— by, k=1,2,3,... (4.56)

No entanto, como ja haviamos adiantado, as solugdes das equagoes diferenciais ndo de-
pendem explicitamente do valor de k. Isto significa que todas as propriedades estaticas
da densidade de cargas e correntes nao dependem de qual plateau em particular esiejamos
considerando. Existe, portanto, uma universalidade [63] no comportamento das transigoes
entre plateauz. Conjectura-se que ela poderia estar relacionada as propriedades de trans-
formacao da teoria frentc ao grupo modular {64]. Tais observagdes sao bastante recentes
e ainda tém o cardter de conjecturas. Qualquer avango na compreensao das solugdes do
nosso sistema de equagdes neste regime poderia constituir um esclarecimento. sobre csta
universalidade.

Um regime mais simples de ser analisado é o caso de ¢ = 0 e i = 0, ou seja, quando o
fator de preenchimento é exalamente v = Q—k{ﬁ Neste casa, Lanto a interagao de Coulomb
quanto as interagdes induzidas pelo campo de Chern-Simons sao neutralizadas pela mesma
densidade de carga de fundo, implicando na existéncia de solugdes homogeneas. Anali-
sando as equagdes (4.48,4.49,4.50), fica evidente que a tinica solucao homogénea possivel é
p(z) = 1. Esta densidade homogénea representa o ja conhecido liquido incompressivel de

Laughlin, que haviamos obtido também nas solu¢des das equagdes de campo médio. Aque,

99



porém, obtivemos um ganho na compreensao do mnodelo, pois fica clara a estabilidade
desta solugio na presenca de flutuagdes quanticas (representadas, neste formalismo, pelos
campos (2} e g(z)). A estabilidade desta solugao depende, essencialmente, do valor do
potencial quimico, responsavel pela geragdo de uma densidade finita de carga de fundo
— impedindo que as cargas se afastem infinitamente uma das outras devido a repulsio
de Coulomb. Para um andlise mais detalhada da estabilidade, vamos introduzir ainda

algumas simplificagoes .

4.4.1 Solugoes com Simetria Polar

E de se esperar que as solugoes de mais baixa energia possuam o maximo grau de
simeiria possivel. Portanto, para simplificar a nossa analise, vamos propor um comnjunto

de solugoes com simetria polar, 1.e.,

p(x) = p(r) , w(z)=¢(r) , g(z)=g(r). (4.57)
Com esta proposta, o sistema de equacgdes diferenciais parciais (4.48,4.49,4.50) se trans-

forma na sistema de equacdes diferenciais ordindrias

(LA L) — ) 0t (1) = 1)+t ) ) G = plrlatr) =0
(4.58)

(£40289) a1

(£ L0 g0y o it 1) #2900 Vi
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Analisemos primeiramente as solugoes homogéneas deste sistermna. E simples observar

que para que os campos ¥(r) e g(r) tenham solugdes finitas, € necessario que

pi(r)=1+6v (4.61)

(Com este valor para p e exigindo que os campos ¥(r) e g(r) se anulem em r — o0, 0
sisterna de equacoes diferenciais fica reduzido a umn wvinculo entre os parametros da teoria.

De (4.58) temos que

w1+ 4201 +6) P60 =0, (4.62)

0 que implica em

p=—\v . (4.63)

Como j& tinhamos adiantado, p e v ndo sio pardmetros independentes. Note que ajus-
tando &v somente, podemos ajustar a densidade de carga para p = 1 + év, desde que
escolhamos apropriadamente o potencial quimico. Em particular, para v = —l e up = A,
a densidade é p = 0 - ou seja, nao ha cargas no sistema. Embora esta solugdo possa
parecer trivial, cla é muito 1itil para definir uma “borda” para o sistema, e conseguir
irabalhar com sistemas quanticos fimtos.

(Gostarfamos de exemplificar o comportamento de nosso sistema de equagdes diferen-
ciais para o caso de uma amostra finita. Apraveitando a simplificagdo oferecida pela
simetria polar, vamos escolher uma geometria circular de raio R para nossa amostra.
Temos entio o problema de estabelecer condigdes de contorno sobre os campos em r = .
Estas condi¢des nio sao ébvias, ja que o sistema de equagdes em questao foi obtido apés
uma série de integracoes nos campos submetidos a condigdes assiniéticas (r — oc); neste

processo, perdemos todas as informagoes sobre quaisquer versoes finitas do sistema. No
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entanto, existe uma forma simples (e até mais razoavel do ponto de vista fisico), de
implementar csta “borda”. A idéia fisica é que fora de certa regido do espago a densidade
de carga é nula. Em outras palavras, existe uma “barreira de potencial” que confina as
cargas a uma regido finita do espago (do plano, no caso). Esta barreira de potencial pode
ser implementada através de um potencial quimico dependente de r, p{r). No interior
(bulk) da amostra podemos supor que p = 0 e év = 0, o que estabelece uma solugio
homogénea com p{r) = | para esta regido . A partir de certo valor do raio r = K propomos
fungdes crescentes e suaves u(r) e év{r) = —u(r)/A, de tal forma que se estabeleca uma
sucessio de solughes “homogénecas” ¢ “adiabaticamente decrescentes”, dentro de um certo
intervalo de r. Quando o potencial quimico atinge o valor g = A € év = —1, a 1inica
solucio homogénea possivel é p(r) = 0. No caso que pu{r) > A, o vinculo usado entre g
e §v j4 nao é satisfeito, fixando o valor de §v = —1; isto evita que a densidade de fundo

trogue de sinal e desestabilize o sistema. Como exemplo, consideraremos as fungées

p(r) = a(r—R)® 6(r—R) (4.64)

Su(r) = —Q ON—p)~1x0(u—2A) (4.65)

onde a é uma constante, e ©® ¢ a funcdo de Heaviside. Com estas fungbes podemos
trabalhar com o sistema de equagdes no espago infinito, exigindo apenas que os carnpos

scjam nulos em r — 0.

4.4.2 Tratamento Numérico Das Equagoes Diferenciais

Todas as idéias expostas neste capitulo foram implementadas através de abordagem
numérica ao sistema de equagdes ordinarias (4.58,1.59,4.60) com o potencial quimico p
¢ 6y dados pelas egs. (4.64) ¢ (4.65). As condicdes de contorno sio tais que todos os

campos sc anulam quando r — o0, e a derivada radial i—f é nula em r = 0 — estamos
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procurando solugdes “suaves” no plano. Com a introdugao dc tres campos auxiliares, o
sislema ¢ facilmente reduzido a um sistema de seis equagdes néo-lineares acopladas e de
primeira ordem. Este dltimo foi tratado através do método de Runge-Kutta de quarta
ordem, ¢ os resultados para p(r) e para o rotacional da correnic topologica (4.53) sao
mostrados nas figuras (4.1),(4.2),(4.3), (4.4),(4.3), (4.6),(4.7).(4.8) para diferentes valores
dos paramectros.

Na figura (4.1) mostramos a densidade de carga no caso em que o fator de preenchi-
mento é exatamente v = #/6; i.c., (¢ = 0 ¢ év = 0 no interior da amostra). Como
ja esperdvamos, a solugdo representa uma densidade constante no interior da amostra e
decresce continuamente, tendendo a zero a partir do ponto em que principia a barreira
de potencial. A partir deste calculo, podem ser estudadas algumas das propriedades dos
estados dc borda, ja discutidos no capitulo anterior. Para isto, construimos o grafico do
rotacional da corrente induzida pelas flutuagées, dado pela eq. (4.53). O resultado é o da
figura (4.2). Vemos que o rotacional da eorrente esta concentrado, precisamente, na borda
da armostra. E muito interessante compreender a estrutura destas correntes. O rotacional
estd associado a um movimento circular de cargas, e o seu sinal estd relacionado ao sen-
tido deste movimento. Portanto, a figura (4.2) representa anéis roncéntricos de corrente
com sentidos de circulagio contrarios, na regiao vizinha 4 borda da amostra circular. As
partes positiva e negativa do rotacional se compensam, tal que a corrente total € nula —
falo j4 discutido ao calcularmos a resposta eletromagnética cxata da teoria. As cquagoes
(3.55), (3.56) e (3.57) representam, efetivamente, o cancelamento de correntes do bulk e
da borda da amostra, sendo este o fafo determinante para a quantizagao exata da con-
dutividade. Com este calculo numérico, observamos novamente o mesmo fenomeno que
tinhamos descoberto de forma analitica; mais ainda, descobrimos que o mecanismo de

cancelamento das correntes tem estrutura bem mais complexa do que as dadas pelas egs.
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(3.55) , (3.56) e (3.57).

Nas figuras (4.3) e (4.5) calculamos a densidade de carga quando os valores da densi-
dade ¢ do campo magnético sdo tais que promovem um ligeiro afastamento da condigao
de quantizacdo v = 7 /. Para fazer este calculo, introduzimos um pequeno desvio v em

relagio a equacao (4.65), tomando

Su(r) = (—5’5—&’"—) + 6:’}) O(A—p)—1XO (-1 (4.66)

utilizando para p(r) o valor dado pela equagao (4.64).

Os resultados para 6 = 0.20 e 67 = 0.38 sdo mostrados nas figuras (4.3) e (4.5).
A primeira observagio ¢ que o sistema tenta estabilizar-se em torno de uma solucdo
p < 1, a saber, p = 1 — 6%, a medida que nos aproximamos da borda da amostra. Isto
acontece porque as interagdes de longo alcance (introduzidas pelo campo de gauge de
Chern-Simons) geram uma densidade de fundo precisamente neste valor p = —1. Por
outro lado, nas regides vizinhas a r = 0, a interagao dominante ¢ a dada pelo termo local
quértico das equagoes de movimento, j& que estas contém um potencial (vide eq. (4.34))
do tipo V(z —y) x &(z —y). Em outras palavras, perto da origem o sistema “puxa®
a densidade de carga para p = 1. Nestas condigdes, nao existe uma solugao homogénea
no interior da amostra; o que se obtém é o acimulo de carga perto da origem. Isto da
lugar ao aparecimento de correntes nio nulas no sistema, como pode ser comprovado
a partir das figuras (4.4) e (4.6), que mostram o rotacional da corrente para os dois
casos mencionados. Podemos observar que na borda o comportamento é semelhante ao
caso em que o fator de preenchimento é exatamente ¥ = 7/6; perto da origem, porém,
existern correntes circulares concéntricas que ndo se cancelam, dando lugar a uma corrente
efetiva nao-nula no sistema. Observe também que a simetria de translagao foi quebrada

dentro da amostra, devido & ndo-homogeneidade. Para & > 0.38, ndo achamos nenhuma
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solucao estdvel, o que indica uma quebra espontanea da simetria polar, invalidando o
ansatz utilizado para determinar as solugdes do sistema (4.48, 4.49, 4.50). Finalmente, as
fignras (1.7) e (4.8) mostram o mesmo tipo de comportamento para 67 = —0.20. A Gnica
diferenca é que, nesle caso, o sistema tende a estabilizar-se em torno de uma densidade
p > 1 mostrando que seu comportamento é simétrico para variagoes positivas e negativas
do fator de preenchimento.

Analisando os resultados numéricos, podemos concluir que o estado fundamental do
sistema para o regime v = = /# é, de fato, homogéneo — inclusive para amostras finitas
e na presenca de flutnagdes quanticas do campos de gange. Em relagdo aos efeitos de
borda, confirmamos o fato de que, neste regime, as correntes induzidas na borda sao
canceladas por aquelas do interior do sistema. O mecanismo de cancelamento, porém,
nao é trivial. produzindo uma estrutura de cotrentes concéntricas de circulagao positiva
¢ negativa, allernadamente. Para pequenos afastamentos da condigao de quantizagao,
observaros que as solugbes nao sao mais homogéneas, quebrando-se espontaneamente a
simetria de translacio. Neste regime, existem correntes circulares em torno do centro da
amosira que nio se compensam, produzindo uma corrente efetiva permanente no sisterna.
Para afastamentos ainda maiores do fator de preenchimento, o sistema também quebra
a simetria perante rolacdes, sendo necessario analisar os sistema completo de equagoes
diferencials parcias.

Obviamente, a presente andlise nao visa esgotar todas as possibilidades deste sistema
de equacdes . Por outro lado, é altamente nao-trivial o estudo do sistema completo, sem
um ansatz para sua solucdo. No futuro avangaremos no estudo deste tipo de problema,
utilizando diferentes técnicas de calculo (analitico e numérito) para teniarmos compreen-
der melhor a estrutura das configuracoes de campo de teorias envolvendo o vinculo de

Chern-Simons. Os resultados desta segio serdo submetidos a publicagao em breve.
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Figura 4.1: Densidade de carga no interior de uma amostra circular nas

condicdes g = 0 8v = 0. Os outros pardmetros utilizados sio A =3 e R = 140.
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Figura 4.2: Distribuigdo radial de V % J. nas condicies da figura 4.1.
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Figura 4.3: Densidade de carga no interior de uma amostra circular nas
condigdes u = (0, dv = 0.20 . Os outros pardmetros utilizados sfio A = 3 e
R = 140.
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Figura 4.4: Distribuicao radial de V x J, nas condigdes da figura 4.3.
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Figora 4.5 Densidade de carga no interior de uma amosyys cireular nas

condicdes ¢ = 8, dv = D38, Qs outros pardmetros utiltzados sio A = 3 e
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Figura 4.6: Distribuicao radial de ¥V x J, nas condigBes da figura 4.5.
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Figura 4.7: Densidade de carga no interior de uma amostra circular nas

condigbes g = 0, dv = —0.20. Os outros parametros utilizados sdo A = 3 e
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Figura 4.8: Distribuicio radial de V x J, nas condigdes da figura 4.7.
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Conclusoes

O estudo do Efeito Hall Quantico é uma éarea de pesquisa em Fisica que envolve
conhecimentos tanto da Matéria Condensada quanto da Teoria Quantica de Campos.
Na presente tese, diversos aspectos relativos a sistemas que apresentam o EHQ foram
abordados. Principiamos por delincar, no capitulo 1, uma descri¢ao sucinta do Efeito
Hall Quantico, seus aspcctos fenomenoldgicos e as tentativas teoricas para descreve-lo. Em
seguida, no capitulo 2, apresentamios a teoria de Chern-Simons-Landau-Ginzburg (CSLG),
uma das modernas teorias propostas para descri¢ao do Efeito Hall Quantico Fracienario.
Neste mesmo capitulo, mostramos como os resultados da aproximagao de campo medio
para esta teoria reproduzem satisfatoriamente a fenomenologia essencial do EHQF. Dentra
deste contexto é que surgem as questdes as quais esta tese tenta responder, questoes
que dizem respeito & quantizacio exata da condutividade Hali (inclusive na presenga de
impurczas), e a estrutura do estado fundamental do sistema, quando este se afasta da
condicio de quantizacdo exata. A primeira destas perguntas é respondida no capitulo 3,
que contém os primeiros resultados originats apresentados nesta tese, publicados em [49].

No capitulo 3 apresentamos um estudo da resposta eletromagnética de um sisterna
de bésons nao-relativisticos acoplados a um campo de gauge com dindmica de Chern-
Simons e a um campo eletromagnético arbitrario externo. FEste modelo é muito geral
e contém a teoria de Chern-Simons-Landau-Ginzburg como caso particular. A primeira

parte do trabalho apresenta a deduciao de uma acaa efetiva para a densidade de carga
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do sistema, levando em conla exatamente as flutnacoes quanticas do campo de gauge de
Chern-Simons. Esta acdo cletiva apresenta novas interacées nao-locais de dots e trés cor-
pos, induzidas pelas llutuacdes quanticas. O acoplamento com o campo eletromagnético
externo merece destaque especial nesta andlise. Em primeiro lugar, um termo de Chern-
Simons puro para o campo externo é completamente fatorizado no funcional gerador. Isto
dard lugar a densidades de corrente transversais no sistema. () campo magnético externo
toma o papel de uma densidade de fundo (background density), ja que ele s6 entra na agao
efetiva através da combinacgdo p — ZB. Ja o campo elétrico figura na agdo efetiva apenas
através de sua divergéncia; em outras palavras, a densidade de carga no bulk s6 “enxerga”
as cargas externas, de tal forma a produzir campos elétricos de divergéncia nao-nula. Este
fato é utilizado, essencialmente, para modclar a presenca de impurezas no sistema.

A acio efetiva na representacgio de densidade leva-nos naturalmente ao estudo da res-
posta eletromagnética do sistcma. Neste sentido, conseguimos calcular o valor médio da
corrente de forma exata (e ndo apenas na aproximagio de campo médio), que revela um
comportamento extremarmente interessante. Particularizando a analise da corrente para
um campo magnético constante (que é o caso do efeito Hall), concluimos que toda a
dindmica do sistema esti contida na funcio de correlagao de densidade e esta, por sua
vez, cutra nas equagoes através de uma corrente topoldgica. Esta corrente topoldgica é a
responsavel pelos estados de borda (no caso de sistemas finitos). Mostramos como este
efeito leva a quantizagio exata da condutividade Hall, inclusive na presenca de impurezas.
E oportuno lembrar que esta é a primeira vez que um resultado deste tipo ¢ deduzido
mediante cdlculo direto, j4 que o tratamenta de impurezas na presenca de um termo de
Chern-Simons ¢ umn assunto muito complexo, existindo até o momento apenas conjecturas
sobre seu comporiamento.

Quiro resultado interesante que obtivemos a partir da nossa acao efetiva é o propa-



gador das flutuagoes de densidade em torno do estado fundamental, para fatores de
preenchimento » = 1/(2k +1). A partir desta fungao de correlacido, mostramos que o sts-
tema é incompressivel. Esta incompressibilidade é interpretada, na aproximagao de campo
médio, como sendo devido a supercondutividade dos graus de liberdade bosonicos subja-
centes na leoria. No presente contexto, a incompressibilidade depende essencialmente de
dois fatos. O primeiro ¢ a existéncia de um “gap” no espectro dc excitagdes , originario
das flutuacoes da componente transversa do campo de gauge; seu valor A = fl—i( £)? co-
incide com aqueles encontrados nas referéncias [13], [12] e [51], através de outras técnicas
de cilculo. Estas excitacSes com gap correspondem a excitaces de ciclotron (cyclotron
mode ezcitations), e foram identificadas como sendo transi¢ées entre niveis de Landau.
Porém, o fato de existir um gap no espectro de excita¢ées ndo € sufiriente para estabele-
cermos a incompressibilidade do estado fundamental. O segundo fato é a existéncia do
fator k? no numerador do propagador. Este fator é induzido pelas flutuag¢des da compo-
nente longitudinal do campo de gauge, que afeta fortemente a dindmica das flutuagdes
de densidade. Neste ponto, é bom lembrar que as ﬂﬁtuaqﬁes longitudinais do campo
de gange sio essencialmente equivalentes a flutuacées de fase do campo de matéria. A
relacdo de dispersdo deste modo de ciclotron obtida aqui (3.87) coincide, no limite de
longas distincias (pequenos momenta), com as calculadas nas referéncias [13] e [12]. Para
o potencial de Coulomb V (—k?) « 1/]k], a relagio de dispersao é linear, como foi sugerido
primeiramente por Halperin [59]. Além disso, a equacio (3.87) coincide com a relagao de
dispersao das quasiparticulas de um superfluido de anyons [51]. Estes fatos, de alguma
forma, mostram a consisténcia do nosso método de andlise das flutuacoes .

Finalizando o capitulo 3, mostramos como generalizar nosso formalismo para levar
em conta a presenca de excitagbes topoldgicas do tipo vértice, que o modelo certamente

contém. E mostrado como podem ser implementadas condigdes de contorno ndo triviats
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na integral funcional, através da fixagao de um gauge singular. Concluimos que a agao
efetiva para a densidade de carga na presenca de um vortice tem, essencialmente, dois
termos a mais do que a acdo no setor trivial. O primeiro termo é devido a flutuacdes
da parte longitudinal do campo de gauge, podendo ser interpretado como uma interagao
com densidades de carga externas. O segundo termo (vide eq. (3.96)) vem da integragao
das flutuacdes transversas do campo de gauge, que induzem uma nova interagao de dois
corpos cntre componenies ortogonais do gradiente da densidade.

O capitulo 4 estd dedicado ao estudo das possiveis configuragoes estaticas de carga do
sistema estudado. Isto se obtém ao extremizarmos a agao efetiva deduzida no capitulo
3, obtendo-se como resultado uma complicada equacao integro-diferencial nao-linear. In-
troduzindo campos auxiliares, conseguimos reescrever esta equagao na forma de um
sistema de equacdes diferenciais parciais. Estes campos auxiliares possuem um signifi-
cado fisico muito clare: o campo (z) representa o potencial elétrico gerado pclas flu-
tuacoes de carga; ja o campo g(x) est4 relacionado a rotacionais de correntes induzidas
pclo vinculo de Chern-Simons. Este sistema de equagdes é muilo geral, e contem uma
gama de solugdes muito ampla, dependenda dos parametros da teoria — essencialmente,
o potencial quimico, do fator de preenchimento e a constante de acoplamento. Como
exemplo do contetido destas equagdes, resolvemos numericamente o sistema de equacoes
para uma amostra finita com simetria de rota¢oes no plano. Para definir o sistema fisico
finito, fol necessario construir um modelo de borda, introduzindo um potencial quimico
simétrico perante rotacdes no plano (ou seja, p(r)). Este potencial quimico implementa
uma barreira de potencial que confina os elé¢trons em uma regido circular de raio finito.
Neste sistema estudamos tanto a densidade de carga quanto os rotacionais de corrente
induzidos pelo vinculo de Chern-Simons. No caso de v = 1/(2k + 1), obtivemos uma

densidade uniforme no interior da amostra, tendendo assintoticamente a zero fora desta.
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Este resultado era esperado, ja que coincide com o estado fundamental de Laughlin. A
estrutura dos rotacionais de corrente neste estado fundamental é muite interessante. Ob-
tivernos um conjunto de correntes concéntricas com circulagdes positivas e negativas se
alternando na regido préxima a borda da amostra. A integral sobre estas correntes se
anula exatamente, e portanto a sua contribuigae para a corrente total € nula. Este resul-
tado coincide com o calculado de forma analitica no capitulo 3 o que reforca a consisténcia
da téenica de calculo proposta nesta tese. Um dos problemas interessantes que pode ser
abordado resolvendo esie sistema de egquagoes ¢ o da andlise do estado fundamental do
sistema quando a condutividade nao estd quantizada, i.e., isto quando » # 1/(2k + 1).
Isto permitiria esclarecer a natureza das transicdes de fase entre platequr; atualmente,
este é um assunto de grande interesse experimental e tedrico. A fim de avangar um pouce
mais neste assunto, resalvemos nosso sistema de equagdes para fatores de preenchimento
da forma v = 1/(2k+1) +6v; aqui, v representa um pequenc afastamento da condigao de
quantizacio . Os resnltados mostram uma quebra esponlinea da simetria de translacao,
produzindo uma densidade de carga nao-homogénea. Como consequéncia, aparecem cor-
rentes concéntricas e de circulagdes positiva e negativa em toda a amostra, concentradas
principalimente na borda e no centro desta. A diferencaem relagio ao caso v = 1/(2k+1) €
que estas correntes ndo se compensam, resultando assim em um estado fundamental com
correntes permanentes. Para valores maiores de év, no entanto, as solugdes tornam-se
instdveis, mostrando que também existe umna quebra da simetria de refagoes — e por-
tanto a nossa analise deixa de ser vdlida. Fstes resultados serdo submetidos a publicacdo
em breve.

Resumindo, esta tese apresenta um esquema de cdlculo nao-perturbativo original,
visando a compreensao da teoria de Chern-Simons-Landau-Ginzburg para descrever o

Efeito Hall Quéantico Fracionario. A riqueza desta tcoria, obviamente, deixa muitas per-
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guntas ainda em aberto. Uma questio interessante que pode ser abordada com o formal-
ismo aqui apresentado é a da estrutura das transicoes de fase entre plateauz. No nosso
contexto, isto implica em resolver nosso sistema de equagoes diferenciajs para fatores de
preenchimento v # 1/(2k + 1). Como ndo existe um ansatz de simetria para estec regime,
seu tratamento apresenta enorme dificuldade matematica. Correntemente, estes estudos
se enconlram em andamento, e esperamos que num futuro préximo possamos avangar

sobre esta importante questao.
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