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Os pensadores em cujo espirito todus as

estrelos se movem em drbitas ciclicas néo

sdo 0s mais profundos; aquele que vé

no fundo dele como num universo imenso e leva

nele vias ldcteas sabe o desordem dos seus

camninhos; estes levam até o ceos,

o labirinto da erisiéncia.
F. Nietzsche (1882)
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Resumo iil

Resumo

Construimoes operaderes de reflexéo e translagio no espago de Hilbert cor-
respondente a um toro, projetando estes a partir dos operadores definidos no plano.
Podemos mostrar que estes operadores tem as mesmas propriedades de grupo que
seus andlogos no plano. A decomposicdo de operadores na base das reflexdes corre-
sponde A representacio de Weyl ou de centros, conjugada a represéntagio de cordas
que se baseia nas translagdes quénticas. Assim, o simbolo de todo operador no toro
é obtido como a projecao do simbolo no plano. As propriedades de grupo permitem-
nos obter a lei do produto para operadores numa forma simples. A analogia entre
as representacies de centros ¢ cordas 1o toro e as mesmas representagoes no plano é
aproveitada para tratar dos sistemas Hamiltonianos definidos no toro e para formular
uma representacdc em termos de integrais de {rajetdrias para o operador evolugdo.
Derivamos entdo a sua aproximagdc semiclassica.

A seguir, estudamos mapas do gato com vérios graus de liberdade. C com-
portamento loxodrémico aparece como uma nova caracteristica com respeito ad caso
de um grau de liberdade. A parametrizagio de Cayley das matrizes simpléticas por
matrizes simétricas nos permite classificar os diferentes tipos de comportamento para
dois graus de liberdade. Os mapas sdo quantizados utilizando a represent acio de Weyl
no toro aqui desenvolvida, achando-se o conjunto de parametros de Floquet para os
quais os diferentes mapas sdc quantizaveis. Verificamos que a teoria sericlassica
do propagador é exata, independentemente da dimensio do espago de fases, ou da
natureza dos pontos fixos. Podemos também observar que as caracteristicas de er-

godicidade classicas e quénticas estdo em perfeito acordo.
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Abstract

We construct reflection and translation operators on the Hilbert space corre-
sponding to the torus by projecting them from the plane. These operators are shown
to have the same group properties as their analogue on the plane. The decomposition
of operators in the basis of reflections corresponds to the Weyl or center representa-
tion, conjugate to the chord representation which is based on quantized translations.
Thus, the symbol of any operator on the torus is derived as the projection of the
symbol on the plane. The group properties allow us to derive the product law for
operators in a simple form. The analogy between the center and the chord repre-
sentations on the torus to those on the plane is then exploited to treat Hamiitonian
systems defined on the torus and to formulate a path integral representation of the
evolution operator. We derive its semiclassical approximation.

Then, we study cat maps with various degrees of freedom. Loxodrotaic be-
havior appears as & new feature with respect to the one degree of freedom case. The
Cayley parametrization of symplectic matrices by symmetric matrices allows us to
classify the different types of behavior for two degrees of freedom. We quantize the
maps based on the developed Weyl representation on the torus, finding the set of
Floquet parameters for which the different maps are quantizable, We verify that the
semiclassical theory for the propagator is exact, independently of the dimension of the
phase space, or the nature of the fixed points. We also find that the charactaristics

of ergodicity at classical and quantal level are in perfect agreement.
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Introdugio 1

Introducao

E tarefa do fisico a modelazem e caracterizagio da dindmica, ou movimento, dos
diferentes objetos por meio da observacfio de magnitudes susceptiveis de serem me-
didas. Sejam estes movimentos de grandes objetos como galéxias, estrelas e planetas
ou em escalas muito menores como elétrons em metais. Os movimentos também po-
dem envolver sistemas continuos, como por exemplo as batidas de uma corda, ou da
rede no momento de um gol; estes sistemas continuos também apresentam-se em es-
calas muito dissimiles tais como por exemplo os fluidos em céus, mares e montanhas,
ou escalas sub-microscopicas como na estrutura de mesons e quarks no interior dos
prétons. Porém, todos estes movimentos sdo estudados em forma bem diferenciada
por meio de diferentes teorias fisicas. Neste sentido é sempre muite importante isolar
nosso sistema de estude para podermos atacd-lo com as armas adequadas; ” ¢ indtil
usar um carhio para matar um mosquito”. Assim como também é muito importante
para toda teoria fisica conhecer seus limites de aplicabilidade ou de validade. Porém,
haverd escalas de fronteira nas quais encontraremos seqiielas de uma ou outra teoria;
este é o caso por exemplo da mecénica semiclassica.

Importantes mudancas no gque diz respeito a vérias disciplinas da fisica ocor-
reram neste século . Por um lado, foram feitos avangos conceituias importantes na
mecAnica cldssica, assim como nasceram teorias novas como a mecinica guantica e
as relatividades restrita e geral. Desta forma expandiu-se enormemente 0s tipos de
sisternas a serem estudados.

Do ponto de vista da mecénica classica aceitava-se que todo sistema din&mico
tivesse tantas constantes de movimento quanto graus de liberdade. As idélas de
Poincaré [1} resultaram importantissimas para falsificar essa visdo. Na linguagem
moderna dirfamos gue um sistema que tem tantas constantes de movimento quanto
graus de liberdade ¢ chamado de integrdvel. Nesses casos as drbitas do sistema estdo
restritas a uma variedade topologicamente equivalente a um toro, inteiramente de-
terminado pela especificacio das constantes de movimento. Dessa forma o espago

de fases estd, na linguagem matemdtica, fotheado por toros. Outra caracteristica
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fundamenial dos sistemas integraveis ¢ que 6rbitas que comecam com condicbes ini-
ciais préximas divergem em forma linear. Porém, os sistemas integriveis formam
um conjunto muito pequeno; sdo a excegdo e ndo a regra dos sistemas dindmicos e
uma pequena perfurbacac pode gerar o desaparecimento de alguma das constantes do
movimento. As drbitas, entdo, podem percorrer regides maiores do espaco de fases.
Assim em forma crescente com a perturbagiio, alguns dos toros sdo destruidos € a sua
distribuigdo no espago de fases forma uma estrutura fractal. No cutro extremo quando
nenhum dos toros sobrevive, se encontram os sistemas ergddicos; nesses casos uma
érbita qualquer acaba percorrendo densamante o espaco de fases. Orbitas préximas
agora divergem em forma exponencial com o expoente de Lyapunov. Tal divergéncia
exponencial causa & falta de predictibilidade do sistema, fendmeno conhecido com o
nome de Caos. Dentro da dindmica cadtica existe uma classificagio mais detalhada
entre 08 quais teremos os sistemas K, os fluxos de Bernouilli. ..

O estudo das érbitag periddicas e de sua estabilidade, sdo caracteristicas fun-
damentais para a classificacio dos sistemas dinidmicos. Esta é uma drea atual de
pesquisa, que envolie a resolugdo de varios problemas de mateméatica pura, tals como
topologia, teoria de nimeros mapas etc... Mais uma ferramenta imprescindivel, o
célculo numérico mediante computador, deu importantissimos resultados nesta drea,
as vezes antes mesino da resolugdo formal do problema. Para a pesquisa das pro-
priedades universais dos diferentes tipos de sistemas dinamicos utilizam-se os modelos
mais simples possiveis com as caracteristicas tipicas do comportamento a ser estu-
dado, de forma que as propriedades do modelo resultam genéricas de alguma classe
de sistemas, Fstes sistemas simples nem sempre representarn a modelagem de um
problema fisico, € sao assim chamados de "modelos de brinquedo”; entre eles se en-
contram os bilhares, o mapa do padeiro e ¢ mapa do gato do qual estudaremos uma
generalizaglio nesta tese.

Estas idéias de caos vieram a se desenvolver em outras Areas do pensanento
humano, tendo grande impécto na biologia, meteorclogia, economia e até nas artes
plasticas. Mesmo dentro da fisica a sua influéncia ultrapassa a mecénica cldssica.

Rapidamente surgist o problema de como quantizar sistemas cujo limite classico é
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cadtico.

A antiga teoria quédsntica se baseia na condigdc de quantizagio de Bohr-
Sommerfeld, segundo a qual o sistema cldssico é quantizado através das varidveis
de agio associadas aos toros invariantes [2]. Por outro lado, foi reconhecido por
Einstein[3], que este método s6 pode ser usado em sistemas cujas trajetérias se en-
contram sobre os 16ros invariantes. FEste método ndo podia conectar os sistemas
classicamente cadticos com o seu andlogo quéntico. Os métodos semiclassicos usados
para tratar os sistemas quinticos sio associados ao método WKB, ou A sua general-
izagéio para vdrios graus de liberdade, Van Vleck 1928 (4], para obter aproximagdes
do espectro e das autofuncbes de sistemas quanticos. Estes métodos s6 sdo aplicdveis
para sistemas integraveis, mas nio para sistemas caéticos.

Em 1982 Gutzwiller [5} demonstrou que a aproximagfio semicldssica para a
integral de caminhos de Feynman [6] podia ser usada para computar valores aprox-
imados da energia dos autovalores de um sistema quéntico (Problema de Kepler
Anisotrépico } cujo andlogo cldssico é cadtico. Uma longa série de artigos realizados
por Gutzwiller(7, 8, 9, 10, 11, 12, 5} e por Balian e Block [13, 14} relacionou as ¢rbitas
periédicas de um sistema cldssico ao o espectro do correspondente sistema quéntico.
A chamada Fdrmule de Trag¢os Semicldssica, apresenta a dificuidade matemética de
ser uma série divergente. Considerdveis esforgos tem sido feitos para resolver esta
dificuldade: mediante o método de ressomagées baseado em principios maternr dticos
{15},]16],[17],{18] ou sabre idéias fisicas.

Assim o propagador de Gutzwiller s6 poders ser utilizado para obter pro-
priedades estatisticas do espectro mas ndo para se achar niveis individuais de en-
ergia. Nesta mesma linha, as propriedades estatisticas do espectro sfo o cobjsto de
estudo da hipdtese de Bohigas Gianncni e Schmit que postula que os sistemas cujo
limite cldssico é integravel apresentam uma estatistica da flutuagdo dos niveis de en-
ergia do tipo Poisson, enquanto que os sisternas cadticos apresentam npma estatistica
modelada por ensembles de matrizes aleatérias que diferem segundo as simetrias do
sistema. Esta hipotese implica em uma universalidade importante ¢ prevé compor-

tamentos bem diferentes para os casos integraveis e cadticos, de fato, os sistemas
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cadticos apresentam a chamada repulsfo de niveis. Esta hipétese de universalidade
estd baseada em fortes evidencias experimentais e recentemente o uso de técnicas su-
persimétricas [19] mostrou-se grande utilidade para a verificagio analitica em muitos
€asos.

E importante mencionar que além desta linha de pesquisa ser muito interes-
sante "per se 7 ela estd fortemente motivada pelos sistemas ditos mesoscdpizos, ou
seja, cujas dimensdes fisicas se encontram no limite entre as duas vistes cldssicas e
quanticas. Estes sistemas tem tido, recentemente, uma grande importancia devido
a possibilidade de serem realizados experimentalmente tais dispositivos. A fisica en-
volvida é muito rica, assim como suas possiveis futuras aplicacdes tecnoldgicas, entre
as quais j4 se fala em eletronica quantica e computagdo quantica.

Uma ferramenta muito utilizada para o estudo do limite semiclédssico de prob-
lemas cadticos é a fungio de Wigner, originalmente construida com o propodsito de
reconciliar a mecénica estatistica quintica com uma visdo ro espago de fases cldssico
[20, 21, 22]. A fungio de Wigner, ou representacio de Weyl do operador densidade,
pode ser negativa, impedindo sua correspondéncia direta comn a densidade de proba-
bilidades cldssica de Liouvilie. Porém, suas proje¢des correspondem a probabilidades
em posi¢des e momentos, e um suavizado gaussiano, conhecido como funcgdo de Husimi
[23, 24], também é definida positiva.

O estudo do limite semicldssico de um estado quantico puro temn também
uma relacdo direta. com a fungdo de Wigner [25, 26]. O pornto importante é que as
caracteristicas que distinguem os movimentos entre integraveis e cadticos ao nivel
cldssico manifestari-se em forma mais clara numa visdo que inclue todo o espago de
fases. Assim, espera-se que sua emergéncia no limite semicldssico seja otimamente
clara mediante a representacio de Weyl. De fato, Berry [26] mostrou que os picos na
amplitude da fungio de Wigner para um estado puro de um sistema autdnonio com
um grau de liberdade encontram-se perto da camada de energia e Ozorio de Almeida
e Hannay [27] gencralizam esta visio para o toro invariante de sistemas cldssicos
integravels.

Para um ponto z dentro do toro, Berry obteve, mediante a construcio de
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cordas, que a funcio de Wigner ¢ oscilatoria, sendo uma fase proporcional & drea
simplética { ou agéo) aprisionada pelo toro e a corda centrada em %. Mais tarde,
Marinov [28] encontrou que uma construgao de cordas semelhante determina o limite
semicldssico do propagador de Weyl, ou seja a transformada de Weyl do operador
evolugio. A diferenga é que neste caso os extremos da corda centrada em z devem
se encontrar sobre a mesma drbita cldssica. Marinov [29] mostrou gue a fase do
propagador de Weyl satisfaz uma nova versio da equagdo cldssica de Hamilton-Jacobi,
levando assim a coustrugao de ecordas & prépria mecanica cldssica.

A derivagio da integral de caminhos para o propagador de Weyl introduz a
construgio de cordas dentro da estrutura da mecanica quéntica. Ogzorio de Almeida
[30] obteve uma formula que ¢ andloga ao principio variacional cléssico para a funcio
geratriz de centros [31] e ,recentemente [32], mostrou que a representacio de Weyl
A (z) de um operador A corresponde a decomposi¢io de tal operador numa base de
operadores E,, reflexdes guénticas de centro x no espago de fases. Analogamente a
representacao de Weyl, exisle uma representagho de cordas, decomposicho em ter~
mos de operadores de translacdo 'f’g de corda £. Centros z e cordas £ s80 varidveis
canonicamente conjugadas na mecanica classica.

Por cutro lado, os espagos de fase compactos sdo cruclais para o estudo
dos sistemas cadticos, pois modelos importantes de tal comportamento tem essa pro-
priedade. Este é o caso de, por exemplo, bilhares {cuja borda é estudada numa energia
fixa), mapas no toro e inclusive o método recentemente introduzido por Bogomalny
[33] da superficie de Poincarré quéntica gue implica a transformagio de um fHuxo
Hamiltoniano a wm mapa num espago de fases compacto. A vantagem de trabalhar
com um espago de fases compacto é aumentada com a quantizagio ja que ¢ corre-
spondente espago de Hilbert tem entdo dimensdo finita. A topologia mais siinples é
aquela do toro, que ¢ localimente plano. Ao nivel quintico, coordenadas e momentos
sdo restritas a urna rede de pontos de N x NV que tem o nome de Espago de Fases
Quéntico (EFQ) [34]. A restricio de que N = Z, implica no limite semicldssico
carresponder a NV — 00.

Dado que ¢ muite vantajoso investigar numericamente a propagagdo de ve-
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tores finitos ou matrizes definidas no EFQ, ¢ algo desconcertante que as diferencas
existentes entre o movimento cldssico e quintico sejam mais profundas no tero do
que no plano. A literatura existente [34]-[37] é fundamentalmente baseada em pro-
cedimentos formais, de forma que a obtengdo do limite cldssico quando N — oo pode
ndo implicar na emergéneia de estruturas cldssicas, inclusive para # finito, como tem
sido encontrado no rase plano.

Claramente uma forma de evitar tal dificuldade é considerar o toro clissico
como o espago de fases de um plano periddico, quantizar este 1ltimo para ai projetar
no EFQ. Generalizamos assim o procedimento de Hannay e Berry [38], permitindo
angulos de "Floquet ” on "Bloch ” arbitrdrios para cada circuito no toro. E entio
poss{vel projetar no toro operadores de translagio e reflexdo definidos no plane. Por-
tanto, definimos a representagio de Weyl (ou de centros) e a representagso de cordas
conjugada, mantendlo as caracterfsticas geométricas fundamentais do plano.

Aplicarnos & ferramenta desenvolvida a dos tipos de sistemas; em primeiro
lugar os sistemas Hamiltonlanos definidos no toro, para os quais pedemos obter uma
expressdo do propagador em forma de integrais de caminho, que nos permite obter
o limite semicldssico. Dada a invarianca simplética da formula¢do, a representacio
de Weyl resulta de suma impottancia para estudar mapas simpléticos no toro de 2L
dimensoes (onde L ¢ o ndmero de graus de liberdade) ou mapas multi-dimensionais
do gato.

Para o caso de um grau de liberdade estes mapas foram vastamente explo-
rados na bibliografia e consistem nos sistemas mais estudados para modelar sistemas
cadticos simples. Neste caso (I = 1) os pontos fixos podem ser elipticos (antovalores
no circulo unidade}, o que gera um mapa regular, ou bem, hiperbélicos, (autoval-
ores reais) o que gera uma estrutura cadtica com comportamento ergédico e mixing.
Estes mapas foram quantizados por Hannay e Berry [38]. Tais gatos quanticos apre-
sentam degenerescencias no espectro ji que o nimero de sitios aonde os autovalores
podem se encontrar cresce em forma nais lenta do que &V, o nimerc total de tais
autovalores [39]. Assim, o espectro néo apresenta a repulséo de niveis caracteristica

dos sistemas cadticos. Por outro lado Ford et at. {40] baseadus na complexidade al-
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goritmica argumentaram que ¢ mapa do gato é um sistema patoldgico onde o principio
de correpondéncia nio se cumpre.

Recentemente dois tipos de trabalhos mostraram que a afirmagio de Ford
et al. nao é vilida. Em primeiro lugar, Matos e Ozorio de Almeida [41] mostraram
que uma perturbagac estruturalmente estdvel do mapa do gato leva a uma estatistica
de niveis do tipo COE que ¢ a esperada neste caso segundo a conjetura de Bohigas
Glannoni e Schmit, [42]. Assim, o espectro do gato ndo perturbado ¢ singular devido
a propriedades decorrentes da teoria de niimeros, peculiar acs seus pontos periédicos.
Por outro lado Degli-Esposti et al. [43] mostraram que as autofungdes do mapa do
gato apresentamn uma estrutura ergddica e mixing no limite semiclassico. Deste modo
recupera-se o principio de correspondéncia.

Veremos aqui que para um ntimero maior de graus de liberdade, os pontos
periédicos ganham uma estrutura mais rica, podendo ser elipticos (autovalores no
circulo unidade) , hiperbdlicos (autovalores reais) ; mas tainbém aparece o compor-
tamento loxodromico [44] {os autovalores do mapa sio complexos). Neste fltimo
caso as Orbita vizinhas ao ponto fixo espiralan enquanto se afastam ou aproximam do
ponto fixo. Utilizaremos o formalismo das fungbes geratrizes de centros e cordas para
classificar a dindmica destes sistemas e para encontrara exemplos dos vérios tipos de
dindmica.

A quantizagio serd realizada mediante a representacio de Weyl desenvolvida,
para o toro. Obteremos formas simples para ¢ propagador tanto na representasdo de
centro quanto na de cordas, assim como a exactidio da aproximacio semicldssica para
a férmula de tragos. Os mapas do gato de diferente tipo apresenfarn caracteristicas
quanticas diferentes segundo o tipo de sistemas dinamicos que representem.

O trabalhc apresentado nesta tese consta basicamente de trés partes, na
primeira parte, os <iois primeiros capitulos, baseados na referéncia (32], lembraremos
o0s principais resultados da representagio de Weyl no planc assim como a sua relagio
com a mecAnica cldssica.

No primeiro capitulo, faremos uma resenha dos principais resultados decor-

rentes do uso das fungBes geratrizes de centros e cordas na meclnica cldssica. Comecaremos
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com as equagbes de Hamilton e a sua relagio com as transformacgdes simpléticas.
Logo definiremos centros e cordas e suas respectivas funcGes geratrizes, assim como a
relagio destas com as reflexdes e translacdes cldssicas. A seguir estudaremos & lei de
compasicio de func¢des geratrizes de centros deduzindo entdo o principio variacional
de centros.

No capitulo 2 lembraremos a representacio de Weyl no plano, assim como
a representagao de cordas no mencionado espago. Construiremos os operadcres de
translago e reflexfio quantices a partir dos quais definiremos respectivamente as rep-
resentagOes de cordas e centros. Estudaremos a lei do produto de tais representagées.
Terminaremos o capitulo estudando a representacio de centros do propagador como
uma integral de trajetdrias, e veremos a sua relagio com a fungéo geratriz de cordas
definida no primeiro capitulo.

A segunda parte, os capitulos 3 e 4, consta da apresentagdo da representacao
de Weyl no toro e sua aplicacdo para sistemas Hamiltonianos. Estes capitulos con-
stituem o niiclo central da referéncia [45). O conjunto formado pelas duas primeiras
partes serd também piiblicado [46).

A representagiio de Weyl no toro, € apresentada no terceire capitulo. Comegamos
apresentando o espago de Hilbert de dinensao finita no qual vamas trabalhar, veremas
que os valores discretos de coordenadas e momentos formam uma rede que chamamos
de espago de fases quintico {EFQ). Em seguida veremos como o espago de Hilbert
do toro pode ser visto como uma mera projegdo do espago de Hilbert do plano num
sub-espago menor. Logo projetamos os operadores de translagio e reflexio, original-
mente definidos no plano, para o espago de Hilbert do toro, obtendo-se as niesmas
lei de grupo. Centros e cordas agora realizam translagdes e reflexdes no EFQ e sio
assim definidas numa rede. Construimos entio as representacdes de cordas e centros
no toro, estudainos a sua relagio com a representagio de coordenadas ou momentos ¢
derivamos a lei do produto de operadores. Vemos que para o caso N fmpar os centros
das reflexdes podem ser definidos no EFQ, fato que simplifica consideravelmante as
leis do produto, tornando estas similares &s obtidas no plano. Na iltima secdo deste

capitulo vemos como os simbolos de operadores no toro podem ser obtidos a partir
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dos simbolos no planc.

O quarteo capitulo é dedicado & aplica¢io da representacio de Weyl no toro
para sistemas Hamiltonianos no mesmo espago. A relacio com a formulacdo no plano
nos permite obter o propagador como uma integral de trajetorias e sua a aproximacéo
semicldssica.

A terceira parte,que inlue os capitulos 5, 6 e 7, é dedicada ao estudo dos
mapas do gato multidimensionais, este trabalho foi realizado em colaboragdo com o
Professor Marcos Saraceno de Buenos Aires, e faz parte da referéncia [47].

O capitulo 5 visa o estudo cldssico de tais sistemas. Estudamos os diferentes
tipos genericos de dindmica e argumentamos a vantagem de utilizar as fungbes ger-
atrizes de centros e cordas que nos permitem classificar estes mapas. Em seguida
daremos exemplos de mapas do gato com as diferentes dindmicas possivels.

No capitulo 6 estudaremos mapas quanticos do gato, cujo propagador ad-
mite uma forma simples, sitmilar 8o caso plano. Veremos que estes propagadores sdo
periédicos e as conseqiiéncia de tal fato para o espectro de quase-energias. Também
veremos que para estes mapas a formula do trago de Gutzwiller é exata, permitindo-
nos obter muitas propriedades a partir de conhecimento da periodicidade do propa-
gador. Em seguida cuantizamos os sistemas estudados no capitulo 4. O estudo
da periodicidade do propagador nos permite verificar o acordo entre a ergodicidade
cldssica e quéintica destes sistemas.,

O sétimo capftulo é dedicado & construgic dos mapas do gato quanticos, os
casos simples ja foram estudados no capitulo anterior. Aqui colocamos a discuss@o
geral com respeito a estes sistema. Num primeiro passo obtemos as condigbes para
estes mapas serem quantizdveis e af mostramos que o conjunto de mapas quantiziveis
forma um grupo. A seguir, baseados na representagdo de centros e cordas definidas
no capitulo 3, obtermos tais representactes do propagador para mapas do gato. Logo
deduzimos as condigies para que estes propagadores admitam a forma simgles do

capitulo 6.

O ultimoe capitulo serd dedicado a conclusdes consideragdes finais e perspec-

tivas.
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Neste trabalho notaremos os operadores no plano por letras em itélica A,

enquanto que operadores no tore sdo escritos em negritro A.
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1 Mecanica Classica e fungoes geratrizes de cen-

tros

Neste capitulo estudaremos fundamentalmente o papel das fungGes geratrizes de cen-
tros na mecédnica cldssica. Como veremos nos capitulos seguintes, estas tem uma
relacdo fundamental com a representacio de Weyl. O capitulo revé resultados funda-
mentais obtidos na referéncia [32]. Cormecemos entdo estudando a mecanica classica

para vermos como estas funges geratrizes aparecem.

1.1 Sistemas Hamiltonianos e Transformagoes Simpléticas.

A classificagdo e estudo dos distintos tipos de dinamica é, como ji mencionamaos, um
ponto essencial para a modelagem de sistemas fisicos. Para tal propdsito é importante
introduzir alguns conceitos e definigbes dteis.

Um sistema dindmico cldssico é definido pela terna (T,M,u) onde M é um
automorfismo do espaco de medida T que deixa invariante a medida p. Dois pro-
priedade importantes destes sistemas dinamicos séo ergodicidade e mixing.

Definicdo : o sistema dinamico (T, M,u) ¢ ergédico se é somente se para

toda funcdo f definida em T
lim _Z FIM™z) = f duf(z (1.1)

Isto significa que a rédia espacial coincide com a média temporal. Também definimos
o "miging "
Definigdo : o sistema dinamico (T, M,u) é "mizing” se é somente se para

todo par de conjuntos A ¢ B em T, de medida respectiva p{A) e u(B),

lim p{M™AN B} = p(A)p(B). (1.2)

Fri—e 00
Os sistemas dindmicos obtidos como o limite classico de sistemas quénticos
sio caracterizados pela funcdo Hamiltoniana H(z,t), onde £ ¢ um ponto no espage
das fases que tem dimensdo par. Usuaimente as coordenadas deste espaco de {2L) di-

mensdes sao separadas em L momentos ¢ L posigoes, assimz = (g, ", PLy 17 ° VGL)-
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Em muitos casos, o tecrema de Darboux [65] garaute que a tal procedimento é possivel.

O sistema din&mico é definidc pelas equa¢des de Hamilton,

- aq H q - ap b N
aue podem ser compactadas na forma
OH
P=3— 1.
&=35- (1.4)
com a defini¢do da matriz J de (2L x 2L) dimensGes
0| —1
3= ) (1.5)
110
E importante notar que a matriz transposta J* = J7' = —J. Esta matriz J é em
geral obtida pelos colchetes de Poisson entre as coordenadas,
3ij == {33;', Ij} (1-6)

J4 que as equagdes de movimento sdo de ordem um, existe exatamente uma
rbita gue passa através de cada ponto no espago de fase. Hscolhamos a origem na
érbita que desejamos estudar; obtemos entdo as 6rbitas vizinhas para tempos curtos

expandindo o Hamiltoniano em série de Taylor:

H(z) = H(0} + on

1
T+ —gHer + 00, (1.7)
or

0 2

onde Hg é a mairiz Hessiana 6°H/8z® avaliada na origem.
A velocidade perto da origem &, para t = 0,

H
o) =3 %"; + JHox +- -, (1.8)

0

de forma gque
6f = &(x) — £(0) = JHox = JHolz (1.9)

até a primeira ordem em dz. Portanto, o movimento para tempos curtos entormo de

uma Orbita escolhida ¢ determinado por um sistema dindmico linear.
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Apdés um tempo infinitesimal 8¢, podemos transladar a origem para z =
0t2(0} e obter uma nova expansio. Iterando este procedimento, encontramos que o
fluxo (0} — z(¢) na vizinhanca de uma dada 6rbita z(0, 0} — =(¢, 0) pode ser aprox-
imado por um fluxo linear dx(0) — 6«(t) resultando de um sistema Hamiltoniano

linear dependente do tempo
0 = JH(x(t),t)éx. (1.10)

Ja que o produto de transformacdes lineares (infinitesimais) é necessariamente linear,

podemos definir a matriz AM; tal que
5.’3{ = Mgéﬂ')o . (I}.])

Devemos notar que para os pontos criticos do Hamiltoniano, onde 8H/0x = 0, a
orbita de zp se reduz a urn ponto de equilibrio, que satisfaz a teoria a seguir.

O estudo das possiveis matrizes M, ou mapas lineares, que podem ccorrer
nos sistemas Harmiltonianos € de fundamental importdncia. A propriedade mals im-
portante é que preservam a drea simplética (ou agdo) de qualquer circuito fechado v
no espaco de fases:

£
S=3 8=
4

-I—/
=1 =1

¢ vedae= §pag, (112)
e ¥
onde 7y sio as projecdes de v nos L planos conjugados (pe, g¢) como se mostra na
figura 1.1

Esta propriedade resulta da conservagao de area simplética do paralelogramo

formado por todo par de vetores § e
L

Z (EouTtge — Eaipe) = (JE)m=EA T, (1.13)

=1
onde esta (ltima identidade define o produto simplético de § e n. Notemos que as

projecbes mos L planos conjugados também sdo paralelogramos, como se mostra na

figura 1.2 Ja que

%(6 An) = (36 + (36)7 = (JIHE) . + (JE).AHn = —(HE).n + E(Hn) = 0,
(1.14)
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7,{0)
At)

Figura 1.1: Uma curva fechadz v no espago de fases se projeta em L curvas fechadas
v nos L planos conjugados. Em geral a 4rea dentro de cada circuito evolue, deixando

invariante a drea simplética total (1.12).

a mudanga total desta drea simplética é nula. Usando que & = M e nn = My,

devemos entdo impor que
(ML) (Men) =37, {1.15)
que se reduz a
M IM =3, {1.16)

a defini¢io de uma matriz simplética . Assim, o fluxo linearizado na vizinhanga de
toda 6rbita num sisterna Hamiltoniano é determinado por uma matriz simplética.

Uma conseqiiéncia imediata da propriedade simplética ¢ que
det My = 1. (1.17)

Tomando o determinante do produto em (1.16), obtemos ¢ médulo unidade. Entdo
a continuidade, com o fato de que Mp = 1, a matriz unidade, determina o sinal.

Portanto o fluxo linear preserva o volume no espago de fases.
E f4cil ver que o produto de matrizes simpléticas é também simplético. Isto é,

as matrizes simpléticas formarn um grupo. Segue que transformacoes dé semelhanga
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j
P,

Vg

9,

Figura 1.2: O paralelogramo Formado pelos vetores £ e 7 no espago de fases é proje-

tado em paralelogramos em cada um dos planos conjugados.

entre matrizes simpléticas sdo simpléticas. Pode-se mostrar que matrizes simnpléeticas
diagonalizadas ou levadas & sua forma normal de Jordan também sio simpléticas,
portanto isto também é uma propriedade das matrizes que as reduzem, que assim
podem ser complexas. Uma caracteristica fundamental é que se y € um autovalor de
M, v~} também é. Um estudo mais detalhado das matrizes simpléticas sers realizado
no Capitulo 5.

As propriedades que recordamos aqui para os sistemas lineares podem ser
estendidas para fluxos ndo lineares. Todo circuito pode ser dividido num niimero
arbitrério de paralelogramos para os quais a area simplética € preservada no limite,
de forma que a 4rea simplética total é invariante. Da mesma forma, todo volume no
espago de fases pode ser infinitamente subdividido em hipercubos para os quais vale

a conservacao do volume.

1.2 Funcbes geratrizes de centros e cordas

Uma vez integradas as equagies do movimento o fluxo pode ser obtido a partir das

funcbes geratrizes; neste contexto a fungdo geratriz de centros Si(z) tem um papel

privilegiado e tudo o que segue; para um exposigdo mais detalhada ver referéncia
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[32]. Suponha que o ponto z.. se move até o ponto z.., num dado tempo t. Teremos

entio;

Ty m:z::l:g {1.18)

onde a corda £ ¢ obtida a partir do centro z diferenciando a fungio geratriz de centros

Si(z), que abreviaremos em fungio de centros,

. 05 (x)
=3t (1.19)

Para um tempo curto £ == ¢, identificamos
Se(z) = —eH(z) + O(e?), (1.20)
ja que o fluxo é simplesmente
Ty =1x_+¢& m$_+63?9—f+0(63). (1.21)

Inclusive para tempos finitos. a corda £ serd tangente 3 camada S(z) = coustante,
como se mostra na figura 1.3, pois 7 é tangente a H(z)} == E. Em particular, os pontos
erfticos de S{r) correspondem aos pontos fixos da transformagdo candnica. Estes
coincidem com os pontos de equilibrio de H(z) no caso de fluxos Hamiltonianos.

Os movimentos mais simples que podemos considerar sio aqueles gerados por
uma Hamiltoniana linear H () = —a A z. As equacles de Hamilton sdo entdo ¢ = a.
Assim, apds integragio imediata o fluxo a tempo t € x4 = fa+ z_. Em resumo, a
transformago canénica que representa o fluxo é meramente a translagdo uniforme do
espago das fases 1, = T,{z_), onde o = ta. Encontraremos que as translacdes tem um
papel fundamental na teoria a seguir. Evidentemente, a composigdo de translagoes,
Ty © Ty () = Ty pao(x-) forma um grupo continuo. A funcdo de centros para T,
é simplesmente a fun¢io linear S(z) = a A z, de forma que a corda £ = «, uma
constante. Este é ¢ 1inico caso onde a relagio para tempos curtos (1.20) entre H{z)
g S(z) pode ser extrapolada para todo tempo.

Fungdes geratrizes de centros ndo estdo livres de custicas, mas esse problema

é resolvido definindo complementarmente a fungdo gerairiz de cordas S{€)} para a
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X

K,

S(x) = constante

4

Figura 1.3: A corda £ é sempre tangente & camada S(z) = constante. Se S(z) é
quadratica, a funcio de centros é igual, em cada ponto, a area simplética do tridngulo

que £(x) sustenta com a origem.

transformacdo 2 -+ z,., ou abreviando, fun¢éo de cordas. Ainda usamos (1.18), mas
agora obtemos o centro como

85
8

O exemplo mais simples de uma fun¢do de cordas é: S(£) = £ A a que é

z=J (1.22)

linear. Obtemos entdo que a é o centro para todas as cordas £. Em resumo, isto é a
fungao geratriz para a reflexao R,. Assim, se uma representacdo em termo de centros
¢ complementar a outra representacio em termo de cordas, num sentido similar,
translagdes T; sao complementares das reflexdes num ponto: R;.

O papel geral de reflexdes e transla¢des na defini¢io das fungbes geratrizes de
centros e cordas é revelado quando inguirimos sobre a existéncia de uma corda para
um dado centro, ou vice versa. Quando uma transformagio eandpica C : z_ — x4
é descrita pela fungio de centros S{z), a existéncia de uma corda &(x) equivale &
existéncia de um ponto z_(x), tal que C{z.) = Ry(z.). Como R, o R, = 1, a
transformacéo identidade, obtém-se que o ponto z_. é determinado como o ponto fixo

da ecomposicao de 7y com C :

x. = Ry o C{z_), (1.23)
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como mostra a figura 1.4.

Figura 1.4: A representagao de centros descreve a transformacdo candnica C': . —
z4 como uma reflexao de R, cujo centro z é tal que z_ é o ponto fixe do mapa
composto R; o C'. A fungac de cordas representa a mesma transformacio candnica

como uma translagio T de vetor £, tal que z_ é o ponto fixodomapa T ;o C.

Inversamente, se descrevermos a transformacao C pela fungéo de cordas S(£),
o centro da dada corda z(£) fica definido quando pudermos achar um ponto (),
para o qual C(z_) = Ty(z.), como mostra a figura 1.4. Nesse caso o ponto z. é

definido como 0 ponto fixo da compesicao de C com T
z_ =T ¢0C(z.). (1.24)

Assim, a descri¢cdo pela fungéo geratriz de centros € como se “vissemnos a trans-
formagao * como uma reflexao, enquanto a fungio de cordas é como se “a vissemog”
como uma translacio. A possibilidade de usar uma ou outra descrigdc depende da
existéncia do ponto fixo para a composi¢io de transformagGes apropriada. Vimos que
S(z) = a Az gera a translacic, T, enquanto S{£) = £ Aa gera areflexdo, R,. Assim,
a existéncia do ponto fixo requisitado depende do produto de translagoes e reflexces.

Sabemos que o conjunto de todas as translagoes forma um grupo,

Tsz O T& - T§1-§*52‘ :125)
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{a)

(b)

Figura 1.5: (a} A composigao de duas reflexdes Ry, o R;, é uma translagio uniforme
Tg, onde £ = 2(z3 — z1). (b} a composi¢do de uma reflexio R, com uma translagio

T¢ € uma reflex@o no centro = + £/2 (dependendo da ordem das transformagdes).

a0 passo que no caso das reflexdes isto é falso. De fato, podemos facilmente verificar
com referéncia  figura 1.5(a} que o produto de duas reflexdes é sempre uma translagio

uniforme;

}?’.rg © Rﬂ:[ = T2{:tg—xl)- (1‘26)

Porém, como o produto de uma reflexéio com uma translagdo € uma reflexio, podemos

escrever, com base na figura 1.5(b), que

Tf Q R,: _ Ra:+§f2= (1«27)

R.oT; = Ry /2, (1.28)

de modo que, juntos, os conjuntos das reflexdes e das tramslagbes formam um grupo.
As fungoes de corda e centro estdo reciprocamente relacionadas por trans-

formagbes de Legendre. De fato, segundo {1.19} podemos escrever a diferencial de
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com I; € g obtidos pela condi¢do {32]
o5 _ 65 _
6::1 - 63’?2 N

O ponto importante que temos de considerar para generalizar a regra de

0. (1.46)

composicao (1.45) é que, segundo (1.43}, as derivadas da 4rea simplética do tridgngulo
A3 estdo especificadas pelos lados correspondentes. O lado i ndo depende do centro z,
J& que ele deve ser considerado como a translacio resultante das reflexdes nos pontos
z1 € 73. Toda composi¢io destas duas reflexdes gera a mesma translacio de corda
7 = 2{xy ~ z,) segundo {1.26}, assim podemos colocar o centro z em qualquer lugar
sem mudar 7.

Se agora adicionarmos mais duas reflexdes em pontos arbitrarios z; e 74, de
novo obtemos uma translagdo uniforme de corda 2(x; — z4). Como esta tem também
um centro livre , sempre podemos as juntar e obter a corda n = 2(xy — x3) + 2(z; ~

£1) como mostra a figura 1.7. Evidentemente, podemos repetir este processo para

Figura 1.7: A composicao de quatro transformacdes canénicas define um pentigono
com pontos médios em T, Zp, 23 € z. O tridangulo Aj formado por m + 1, M3+ M ¢

7 depende da posicao de z; - - - £4 mas ndo de z.
quaisquer mimero par de reflex3es e assim obter o lado remanecente do poligono

q:gi (~1)z; . {1.47)

=1
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S(z) como
ds = €(z) A dz. (1.29)
Assim, se definimos
F(z,£) = ¢ Az — S(z) (1.30)
e
5(¢) = F(=(£).£), (1.31)

com z(£) dado pela prescricio 8F/dz = 0, obtemos precisamente a equacio (1.22).
Se considerarmos z e £ como coordenadas alternativas para o espago de fases
duplo (tem 4L dimenses) definido pelas posi¢bes iniciais x_ e finais z,, existe um

superficie de (21;)-dimensdes na qual
%f/\da: —0, (1.32)

devido ao fato de (1.29) ser uma diferencial exata. As coordenadas candnicas do
espago de fases duplo sdo (x,J¢) ou (-Jz,£) [32]
Fazendo outros intercdmbios de varidveis chegamos as fungbes geratrizes

tradicionais da mecanica cldssica [32]. De fato, lembrando que ¢ = (¢- + ¢4)/2,

definimos
F (q*“ ;‘gi,p) =S (ql;—qi) +plgs —2-) (1.33)
e verificamos que a funcao
S(g+,4-) 3F<q+;q_,p(9+ —q-)), (1.34)

com plgs —q_) dado a partir de 8F/8p = 0, é a fungdo geratriz de posigdes. Esia gera

a transformacio candnica determinada implicitamente através das eguagdes familiares

oS o8
— - = 1.35
P+ Og.  P- 0q_ ( )
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Uma caracteristica importantissima das fungées geratrizes de cordas e centros
¢ a invarianca destas perante transformaqgdes simpléticas. Seja uma transformacio

simpletica de coordenadas:

r = =Nz (1.36)
£ =+ {=N¢ (1.37)

onde N é uma matriz simplética. Para tal transformacio, a conservacio da area
simplética (1.29) implica em S(z) = S(2') e analogamente S{£) = S(&').

Como j& discutimos, o grupo simplético tem um papel preponderante na
mecanica cldssica. Uma transformagio simplética inhomogenea correponde a uma

funcéo de centro na forma
S(z)=zBzx+aAz, (1.38)

onde a matrix simétrica B é a parametrizagio de Cayley [48] da matriz simpletica M

38 = —-*8 ;ﬁ% (1.39)

Ja a funcdo geratriz de cordas tera a forma:

S(€) = 3EPE+aAE (1.40)
onde agora
M +1)
3= 1) (141)

1.3 Principio Variacional de Centros

Vamos ver agora como obter a func¢io de centros para a composicdo de duas trang-
formacdes candnicas, 5,(z) e Sa(z) respectivamente. A prescrigao ¢ que a ccrda 7
em ), na primeira transformagio se una com a corda 7z em Tz, para formar a corda
a traves de um porito 7, centro da coraposi¢io. Referimo-nos ao tridngulo resultante
formado por 7,7z ¢ 77 como o tridngulo circunscrito aos pontos médios z;, 21, & T,

em oposigdo a0 tridngule tnscrito com cantos nesses pontos [32].
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Esta geometria simples é mostrada na figura 1.6. E importante notar que
um poligono circunscrito no espago de fases completo se projeta em L poligonos nos

planos conjugados que sdo circunsecritos as projecbes dos pontos médjos. Assim a

Figura 1.6: A composicdo de duas transformacgtes candnicas requer que a corda re-

sultante n feche o tridngulo cujos lados sdo centrados nos trés pontos zj, T2 € 7.

geometria simplética é reduzida & geometria plana. A drea simplética do tridngulo

circunscrito € a soma das dreas das projegfes:

A3(3,21, 1) =2(z; —2)A {2y — ) =2[Z1 AZa + Zo AT+ T A D),

(1.42)
de onde obtemos
3A3 . 6&3
s ZZ2 o — = - s 2 P —_ _= - s
631 3(1:2 :E) 3??1 1 61:2 J(Il :I:) 37}2
(1.43)
onde 7; é 0 j'esimo lado de A3, na direcdo hordria.
A composicio desejada das duas transformagdes candnicas é
_ 85, 35
‘|: _— — = — rm—t——— T y 1.44
W1 = 63:1 ™ e ‘f? 3 61:2 T2 ( )

o que é equivalente a irnpor derivadas nulas para

S{z, z1, T2} = S1(x1) + Sa(z2) + Ds{x, %1, T2) {1.45)
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sempre independente de z, assim como para o caso do tridngulo.
A generalizacdo desta regra de composigio para um numero par de frans-

formagoes ¢ [32]
5{(z) = Si(z1) + -+ + Salzan) + Bansr(Z, 21, -+, T2n) (1.48)

com —_ =0. Aqui danyi(z, 21, ¢, T2,) € 0 Uinico poligono com lados centrados em
I, Ty, 1 Z2n-
Compondo um nimero par m de fluxos num tempo ¢ = ¢/m, obtemos se-

gundo [32] a fun¢do de centros

NSE

St(x) = St/m{xn) +Am+1('r:xl:'“ :Im)

=

it

]
aiﬂ"

Z H(z,) + Bmir(z,21,0 - 2m) + O (:: ) . {1.49)

Aumentando ¢ niimero de subdivisdes do intervalo até infinito, obtemos

Sy(z) = lim {___ S H(@n) + Ampr(z 3, m)} : (1.50)

s n=1
O poligono A1 tem um lado grande £ que passa pelo centro z e m cordas menores
=g — g4 (1.51)

J m—eo an 1
ou seja, sdo tangentes A érbita quando m — oo. Através do processo limite, garanti-
mos 85;/0z; = 0, e assim chegamos ao principio variacional de centros {32]: A agdo

de centros

5.(0)= §p-dg— [ Hez)i (1.52)

é estacionaria ao longo da trajetdria clissica. Os caminhos a serem comparados tem
pontos extremos centrados no ponto x. A segunda integral é avaliada ac longo do
caminho, enquanto a drea simplética definida pela primeira integral é fechada pela
corda em z, assim como se vé na figura 1.8 Pode-se mostrar que Si(x) € necessaria-

mente uma fungao impar de ¢.
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i
Figura 1.8: Dois caminhos possiveis, cujas a¢des sio comparadas pelo principio varia-

clonal de centros.
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2 Mecanica Quantica e Representacao de Weyl no
plano:

Como o capitulo anterior, este baseia-se nos resultados obtidos na referéncia [32],
aqui o principal objetivo é mostrar os resultados mais importantes decorrentes do
uso da representacio de Weyl no plano. Veremos o papel de centros e cordas dentro
da prdpria mecdnica quintica. Para tal propdsito passemos ao estudo da dindmica

quintica.

2.1 Cinematica ¢ Dindmica Quéntica

O estado de um sistema dinamico é representado por um vetor [ > no espaco de
Hilbert {ou espaco de Banach ) de acordo com a mecénica qudntica, em oposicio a
um ponto no espago de fases cldssicc. Este espago de Hilbert é determinado pelo
espago vetorial dos estados | > junte com um produto Hermitiano < 9'[¢) >

A evolugie dos estados para um tempo finito, em analogia as transformacoes

candnicas que temos estudado, resulte. da agio de um operador linear unitdrio Uy:
e >= Uil >, (2.1)

com a propriedade de que o seu adjunto E:’ﬁ e igual a0 inverso U, '. A familia a um
pardmetro de operadores de evolugio U; sdo as solucdes da equagdo de Schridinger:

onde o operador Hamiltoniano H é Hermitiano, ou auto-adjunto: H'=H.
Se 0 Hamiltoniano for independente do tempo ( autonomo), podemos integrar

(2.2) obtendo imediatamente
U, = exp(—ih1tH), (2.3)
onde definimos a exponencial pela sua série de Taylor.
Sendo que os autovalores de operadores Hermitianos sio reais, podemos em

muitos casos identificd-los com 08 resultados de medigses idealizadas. Estes equiva-

lentes quanticos de varidveis cldssicas so chamados de pbservdveis. Para um estado
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arbitrario qualquer {1 >, o valor médic predito para a medicdo da observavel Aé
< A=< PlAlp >, (2.4)

Consideremos agora a “evoluc¢do” de uma varidvel cldssica A(x) no fluxo
Hamiltoniano H(x). Para qualquer posicio inicial zo, obtemos Ag{zg) = A(z(zo,t)).
Assim A, resulta de considerar os estados classicos {on seja, pontos no espago de fases
) fixos e atribuir as modificagdes sofridas, devido ao movimento do estado, ao préprio
A. Se agora assamirmos o mesmo ponto de vista pata a evolugdo quintica (“a visio”
de Heisenberg } vemos que, atribuindo as mudangas de < A >; a Aénioaly>em

{2.4) implica em
fit = ﬁttﬁﬁz, (2.5)

de onde obtemos as equagdes de Heisenberg

d. iz

E bem sabido que (2.6} corresponde precisamente a equagio cldssica A = {4 H},
definida em termo dos colchetes de Poisson (49, 50]. Particularmente, se A for siraples-
mente uma componente da posi¢io ou do momento, obtemos assim uma das equagdes
de Hamiiton.

Assim, analogamente a0 caso cldssico define-se um sistema dindmico quantico
pela terna (’I_{?A,ﬁ ), onde H é um espago de Hilbert separdvel, A é a Slgebra dos
observaveis em H e, U : 1 — H é uma bijecio unitaria ,ou seja, o operador evolugéo
do sistema quantico. A ergodicidade quéantica ¢ definida segundo Von Neumann [51]
como:

Definiciio: o sistema dindmico quintico a tempo discreto {H,A, U } é ergddico

se e somente se, para toda observavel A € A

i~ 1 oo
; ] Ak Aa‘k. 2 -
- g = o] < enjAlen > 2.7
Lo k§:0:<bIU AUy > n{ﬁ:tal en] 4] (2.7)

onde Jp >= 3> an,le, > € um estado qualquer no espago de Hilbert H decomposto

na base |e, > de autoestados de U.
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Denotando A(k) = U*AU*, a conseqiiente definicio de mixing quantico é:
Definigao : o sistema dindmico quéntico (H,A, [7) & mixing se e someite se,
para todo par de observaveis AeB.

. 1= D N
lim lim — E < PlUt AU Bk) | >
k=0

{—o0 m—oo T

ol . =
= (riféc.?ﬁ > < ylAK) >) («ill’éo ~ ; < y|BE) >) (2.8)

k=0

A discussio acima é geral em qualquer espago de Hilbert onde a mecanica
quintica é construida em forma independente do seu limite cldassico. Mas este espaco
de Hilbert estd caracterizado pela geometria do espago de fases correspondente; ou
seja tanto a variedade quanto a sua estrutura simplética {1.6). Assim a especificagio
do espaco de Hilbert tem um papel fundamental na determinagio das propriedades
fisicas do sistema.

Nesta secfio estudaremos o espaco de Hilbert (espago de Banach neste caso)
Hz. Este tem como espaco de fases cldssico associado um plano, e estd composto
pelas funcoes de quadrado integrével definidas nos reais, mas pode ser estendido para
incluir distribuicGes delta de Dirac assim como ondas planas [50]. Duas bases de Hg
aparecem em analogia com as varidveis canénicas cldssica; em primeiro lugar estamos
interessados na posicao do sistema gg, que descrevemos como 0 autovalor do operador

d para o autoestado |gy >:

dlae >= olqo0 >, (2.9)
e da mesma forma o momento do sistema:

Blpe >= polpe > . (2.10)

O postulado fundamental é que as relagies entre os colchetes de Poisson das coorde-

nadas {1.6) sio mantidas a nivel quantico para os comutadores dos operadores §; e

Py

(Gk, 5] = i 85 1, (2.11)
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onde fi é a constante de Planck. O fato dos comutadores (2.11) serem multiplos do
operador identidade {e com & dimensio da agdo ) tem riquissimas conseqiiéncias.
Uma vez definida a base, todo estado de Hy pode ser univocamente escrito

COMo

w>:[mw@w>@~ 2.12)

onde 1(g) é uma fungiio de quadrado integravel. Para completar a estrutura do espago

de Hilbert precisa-se¢ de um produto Hermitiano
< glg' >=6(g - ), (2.13)
assim,
<ulyt >= [ viode (214)
Esta estrutura Hermitiana nos permite definir o trago de um operador A

Tr({A) = f < qlAlg > dg. (2.18)

2.2 Translacdes e Reflexoes Quanticas
Construimos agora a familia de operadores unitérios
Tt = exp(—ihi~l¢.p), e T, = exp(ih'p.4). (2.16)

Seguindo [32] definimos os operadores que correspondem & uma translagao de corda

£ = (&, &) no espago de fases
N 3 R 3 R N
Te = exp (EG A z) = exp [E(fp-q - fq-P)]
.. 3 P 1
= T;Tq exp [_'2_?1 §p~§q] - Tqu exp [éﬁ fp-fq} ’ (2‘17)

onde naturalmente & = (§,4). Em outras palavras, a ordem de f}, e T, s6 afeta
o produto numa fase global. Isso nos permite definir as translagdes como fizemos

acima j& que, segundo (2.8), operadores unitdrios atuam em pares conjugados para
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transformar outros operadores. Porém, veremos que a forma detalhada deste fator de
fase tem um papel importante na teoria a seguir. O operador ’f"'g é também conhecido

como o operador de Heisenberg. Com f‘g atuando no espago de Hilbert 7ig,temos:

Ly 3 £
Telge >= et Fg, 1 £, > (2.18)
e
ff |pa >= e"i"{“(”"”“{iq)lpa +& > (2.19)

Vemos assim claramente a mterpretacico de ﬁ« como operadores de translacdo no
espago de fases.
Comparando com as iranslacdes cldssicas, as propriedades de grupo sdo man-

tidas a menos de umn fator de fase:
e — A —i
T T =Tera fi“?[ﬁfl A&l = Tote EXP[?Ds(fmf-z)L (2.20}

onde D & a drea simplética do tridngulo determinado por dois dos seus lados. Ev-

-~
rT

identemente, a inversa do operador unitario Tg 1 = Tg = T1_¢. Podemos generalizar

(2.20) € escrever
By = s h DIt o)

onde Dy;yi(&y, ....€;) denota a drea simplética do poligono com j + 1 lados formados

pelas cordas, (&, ....&;) ligadas na ordem 1,2, ....j.

O operador que corresponde a uma reflexo no ponto z = (p, g) no espago de

fases é [32]
R, = (anh)~" f de ex*™Ty, (2.22)
Este operador tem as seguintes propriedades [32]

Te = (wﬁ)_f‘/dx e R MR, (2.23)

)

RoTy = Rpmgpze™ ™, (2.24)
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TeRy = Bypgppe 3¢, (2.25)

.

erﬁzz = ?2($3M£1}ei2z1f\22- (2.26)

Verificamos assim que 7 e R, formam um grupo andlogo &s translagdes e reflexdes

classicas no espacgo de fases. De (2.26) vemos que
R.R. =1 (2.27)

Obviamente R} = R, assim I, foi definido como um operador unitario.
Examinemos os tracos dos operadores unitarios de translagdo e reilexdo.

Comecando com as translagoes,

Trly = [ < oITelq > dg = (2nRY 8(6,)5(E,)
= {zﬂﬁ)‘{'ﬁ({), (2'28)

e tomando a transformada de Fourier,
Tri, = TrotR, = (Qrﬁ)“Lfdﬁexp [% z f\f] TrTa =1, (2.29)

onde, agora é conveniente definir a transformada de Fourier exata R, de T¢. Lembre-
mos que a transformacio cldssica B, tem um tinico ponto fixo {o prépric x}, enquanto
T¢ tem pontos fixos se ¢ somente se £ == 0, guando entdo todos os pontos serdo fixos.
Estes resultados estdo em: acordo com a nossa intui¢do da correspondéncia cldssica
dos tragos de operadores unitérios, ou seja, os tragos estdo relacionados com pontos

fixos classicos.

2.3 Representacoes cle Weyl e de Cordas

As propriedades acima permitem expressar qualquer operador 4 como uma super-

posicao linear de operadores de translagéo

- dE .
A= ] ey AT (2.30)
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A confirmagio resuita de

dé'f

T?‘(T—ﬁA:' = J/ (2 ﬁ) A(‘S )T—ﬁTﬁ’
dé;f o ; . n
H(‘é;i“h—)l’— 4{6 ) eXp [“ﬁ% £ "'\'5] TTT‘f’“E = A(f) ’ (231)

A analogia com as fungoes geratrizes de cordas é discutida em [32]. Da mesma forma

podemos representar o operador A como uma superposicdo de reflexdes:

A= [ @% A2k, = [ ( dj;L AR, . (2.32)

Novamente obiemos os coeficientes da expansao calculando

. . " odr! L oas a dz’ 12
TT(R::A) = T'J"'/ W AJ‘S'J!).R:DR__—,;! = W A(.’E’)22L exp [ﬁ z ."\:’I?] 7TT2{$ -t}

_ ! oL 72 LSz —-3)
= f( 5L A(z)2%" exp [h z Az:] (27h) -—-—-~—L = A(x) . (2.33)
Noetemos queé a comparagio de (2.30) e (2.32) com (2.22) e (2.23) nos leva a
fi ;
Ro(§) =27 exp [;_a, ””"‘51 e Tiz)=exp [_I:i 33/\‘5] ' (2.34)
L ,

Em analegia com os resultados acima, nos referimos a A(z) como a representacdo de
centros do operador A, mas o termo histérico é a representacdo de Weyl. Evidente-
mente, a origem da analogia entre (1.23) e (1.24) com (2.33) e (2.31) resulta do fato
de que o grupo fundamental de translacdes e reflexfes encontra-se definido tanto na
mecanica cldssica quante na guéntica.

O fato de poder intercambiar fungdes geratrizes de cordas e centros mediante
transformadas de Legendre na mecanica cldssica é exatamente similar ao intercambio

entre representaces de cordas e centros mediante transformadas de Fouriern
AlE) = (21rh)*bfd:1:A(x) exp I:%:c/\ E] {2.35)

€ inversamente

Alz) = (2xR)~F [da;A(f} exp [—-%:c A{] (2.36)
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Similarmente obtem-se a representacio de Weyl de A como a transformada de <

¢ |Alg- >, isto é

6

A(z) = faf&q < q + - Alq > exp [ =P fq] : (2.37)

Inversamente

) d _ i
< gi|djg. >= / @%)L Alp, gJL";—Q)exn [E p-{ge — q—)] :
(2.38)

Comparando estas dltimas equagio com as equagdes (1.29) até (1.34) vernos que
as transformadas de Legendre da mecinica cldssica entre as fungdes geratrizes sdo
isomorfas as correspondentes transformactes de Fourier na mecanica quintica.

E importante notarrnos que

Trd = A€ = 0) = f -(-2%3 Alz) (2.39)
enquanto
1(6) = (2nh)6(&) e 1{z)=1. (2.40)

Como a representacio de urn operador adjunto, At ¢
HY(E) =[H(-6)" e H(z)=[HE)]", (2.41)

vemos assitn que a representacdo de centros de um operador Hermitiano é sempre
uma funcdo real, porém na representacéo de cordas tal propriedade no é satisfeita.
Encontrarmos imediatamente a partir de (2.37) que todo fungéo f(g) tem f{q)

como transformada de Weyl, enquanto que a transformada de Fourier de (2.37),
\(z ! 5” s 2.42
Alzy = 1 dé <p+ —-IAI >exp |z ¢ Eat (2.42)

mostra que a representacic de centros de uma funcdo f(f) € f(p). A lincaridade
da transformada de Weyl implica entdo que a representagdo de Weyl da importante

clagse de Hamiltonianos

1
I - P V(g —— Hiz) = — P+ Vg, _ _ (243)
2m Weyl m
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ou sgja, a representacio de Weyl ¢ igual a Hamiltoniana cldssica H,(z). Isto ndo e
verdade para operadores Hamiltoniancs ou Hermitanos gerais, mas a representacgio
de Weyl serd uma funcéio real suave perto da Hamiltoniana cldssica e que se aproxima
a esta no limite i -+ 0. A representagido de cordas destes cperadores Hermitianos

estard entdo perto da transformada de Fourier das correspondentes funcdes cléssicas.

2.4 Produtos de Operadores e Integral de Caminhos
Estudaremos agora as leis de composicido dos simboles de operaderes. Comecando
com a representacéo de cordas, temos para o produto ApAs_q -+~ Ay,

‘ L{n-1)
An-ﬁnwl“'ﬁl(f) - (%ﬁ) jd{,ﬂ"'d‘f{An(‘gn)”'

Al- (61)5(‘52 A gﬂ- - {':) €xp [_%Dn-i-l(fl: T gn)} ) (244)

onde notamos que a distribuicio § de Dirac reduz o peligono de (n-+2) lados com drea
sunplética D, ., em um poligono de {n+1) lados, com n lados livres. Evidentemente,
podemos agora usar as distribuices § para integrar uma das varidveis, mas (2.44)
estd na sua forma nais simétrica.

Precisamos também de fermulas integrais para o produto de operadores na
representagdo de centros. Este resultade depende em forma crucial da paridade do
namero de operadores [32]. Comegamos entdo com ¢ caso mais simples onde n = 2.

A partir da definigdo {2.32), obtemos

. 1 2L . :
AQL‘AI(.’.CJ P (;ﬁ) /dEg(jﬁlAg(xg)Al(iE;) EXp [%.&3(&,.‘21,&2)] .

(2.45)
A extensio para (2n) operadores ¢ [32]
© 1\ 2L
Agy - Ar{z) = (_h) / dToy - - - d71 Asa{Ton)
- Ay(m) exp {';:Aian-t-l(x:zl: e ;xzn)} . (2.46)

Aqui a Area simplética Ag,, corresponde ao poligono de {2n + 1) lados circunscrito

nos centros {T, Ty, - ,Ton).



2.4 Produtos de Uperadores e Integral de Caminhos 35

E importante obter agora operadores unitarios correspondentes as trans-
formagbes candnicas gerais. J& construimos estes operadores para as transformagdes
correpondente a translagbes ¢ reflexbes. O passo seguinte é a quantizagdo do grupo
de transformagbes simpléticas, canénicas e lineares, estudadas no capitulo 1. Na re-
feréncia [32] mostra-se que a quantizagao de tal grupo de transformagdes é obtida
mediante 4 exponenciagio das fungdes geratrizes. Assim, existe uma correpondencia,
um a um, entre o grupo de trasnformagBes candnicas geradas pela fungdo geratriz
S(z), definida em (1.38), e 0 subgrupo de operadores unitarios. cuja representagio de

Weyl é
U (z) = 25|det(] + M) 3ezp{—ih (e Az + zBx) + 6]
= |det[1 + 307 S/6z%||3 explifi~' S(z)). (2.47)

Tomando a transformanda de Fourier desta expressdo, obtemos a correspondente

representagac de cordas
1 ) 1 ,
U (€) = 2%]det(l — M)| "% exp [-::L(a AE+ Zfﬁf) ~f~'£9’] , (2.48)

onde agora a matriz simplética 8 é obtida a partir de M usando (1.41}. A repre-
sentacio de posigdes correspondente, resultado da transformagao de Fourier simetrizada

(2.38), &
s 1 325
< ¢ U ig >= (27xh) 2 ]detaqaq;

onde S{¢’,q), também quadrética, é a transformada de Legendre simetrizada {1.34)

# eop 50,0 249

de S(z). Nestas representagBes, a fase indeterminada #, pode ser interpretada como
uma constante aditiva arbitriria na definigio da fungdo geratriz correspondente; es-
tas fases ndo tem importancia para a agho destes operadores unitirios sobre outros
operadores, j4 que esta ¢ cancelada em (2.5). Os operadores unitarios que discutimos
formam o grupo metaplético inhomogeneo [52, 53]. E importante notarmos que estes
propagadores tem a forma esperada pelo esquema de quantizagio de Van Vieck [4],
mas sao exatos neste caso.

A principal vantagem das representagdes de cordas e centros, reside na invar-

ianga simplética. £ bemn conhecido que transformagGes canonicas classicas z' = Mz
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correspondern a transformacdes unitarias em Hg
- e r\#‘\_l
A" pading 'rMAUJM . (250)

O efeito de tal transformacio unitdria nas representagdes de cordas e centros €, se-

gundo a referéncia [32], meramente
AE) = A(ME) e ,A(z) = A(Mzx) (2.51)
de modo que tal efaito é puramente cldssico. Este fato é conseqiiencia de que
T = B0 ¢ Baw = OuBRaly] (2.52)

para todo operador de translagao ’f’} e reflexdo ﬁm

Entretanto, ndo temos formas fechadas simples para as transformagdes nnitdrias
gerais geradas pelas Hamiltonianas ndo lineares. Como no caso da mecinica cldssica,
é importante desenvolver aproximacdes que sejam validas para intervalos curtos de
tempo. Expandidc a exponencial (2.3), obtemos a transformada de Weyl termo a

termo:

2

Uz} =11 -%-H(:v) - é (%) H(z) + -+ ?—3 (—i%)ﬂ}f“(z) + .-

(2.53)

Visto que H(z) estard na ordemn O{h) da Hamiltoniana cléssica Hc(x), pode-se mostrar

[32] que a representagio de centros de H™ é O(R?) de [H(x)]" e em particular
, h?
H*{z) = [H(z)]’ + ST (3H), (2.54)

onde H é a Hessiana de H(s) avaliada no ponto z. Assim, a série acima converge

uniformemente, e nos permite arrumar os termos na forma

Uplz) == exp{-—i%ﬂ(m)] +0 ((%) ) . (2.55)

Para tempos curtos o suficiente, podemos entao usar a exponencial de H ()

como uma aproximacao ao propagador de Weyl. Em analogia com a teoria descrita

no §1, orde vimos que a furgdo de centros tem como limite —t#H,(z). Porém, a
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aproximagdo cldssica ¢ valida na ordem O(t?), enquanto que o intervalo de validade de
(2.55) € extremamente curto no limite semicldssico. Por isso, contrariamente & teoria
cldssica, onde —tH, (r) pode sempre ser utilizado para gerar uma transformagio que
podemos garantir ser candnica, ndo podemos ter certeza de que (2.55) representa um
operador unitario,

Para melhorar a aproximacdo, podemos incluir a corregio (2.54) em (2.55)

de forma que, como em [32],
: [P 1t 5e8 /¢ 3
Ui(z) = | det[l — 572)°][* exp [—EH(.’C)] +O(E2R) + 0 ((g) ) .
(2.56)

Podemos agora estender o propagador de Weyl para tempos finites compondo

os operadores unitérios correspondentes a intervalos de tempo curtos:

l!' dml dlm

HU Zn) EXp{ { mt1 (T, 21, T} -
(2.57)

Esta formula é exata, mas s6 podemos inserir (2.56) para U+ () no limite em que
m
m — co. Podemcs agora ignorar a amplitude, j4 que o Hessiano #H,, permanece

limitado para cada centro r,. Assim obtemos a integral de caminhos

‘ dzy- - -du,, i to—
U:(l‘) = wll_ljgo W“ exXp { 5[1‘3m+1($;$1,' i ,l‘m)) - ;{ZH(%)}} :

f=1 (258)

Reconhecemos imediatamente que a fase desta integral coincide com a a¢do do prin-
cipio variacional (1.52) para o caminho poligonal com pontos extremos centrades em
z e cujo k-ésimo lado estd centrado em zx. Como no easo do principio variacional,
ndo precisamos nos preocupar com a defini¢io do “espago de caminhos” ja que (2.58)
¢ uma integral miltipla ordindria. O iinico custo € que haverd caminhes poligonats
muito complicados {veja figura 2.1) tanto quanto caminhos suaves, como a trajetéria
cldssica que resclve o problema variacional.

A forma mais simples de se obter a aproximagao semicldssica para o propa-

gador de Weyl é voltando a (2.57) com os propagaderes individuais para tempos
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Figura 2.1: Uma linha poligonal tipica com cruzamentos para M = 6.

curtos especificados pela expressdo (2.56). Estes iltimos jd se encontram na forma
semicldssica, no limite de tempos curtos. O limite semicldssico para o propagador
completo envolve agora avaliar a integral miltipla (2.57) pelo método de fase esta-
cionaria. O resultado explicito desta composigio de infinitas transformagtes candnicas

é finalmente obtido [32] como

Ulz)sc = 2511+ M) expli/h Si(z)], (2.59)
onde M é a matriz simplética da transformagio linearizada na vizinhdnga dos pontos
extremos da corda £{z) gerada pela fungdo de centros §,(x}.

Este resultado s6 é valido para tempos curtos o suficiente para que o prob-
lema variacional tenha uma tnica solugio. Evidéntemente haverd bifurcagOes que
produzirdo mais cordas cujo miimero cresce com o tempo. Assim, em forma geral

teremas

Uiz)sc ~ > 28 det(1+ My)|~% exp {ih7'Sy(e) +iv}, (2.60)

J
onde o indice j percorre todas as érbitas cldssicas que contribuem. No caso de uma
dnica orbita, corresponde o éndice de Morse v; = 0. O movimento linearizado em
torno de cada orbita pode também ser utilizado para aproximar a propagacio de

pacotes de onda como foi desenvolvido por Heller [54, 55].
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O fato de Si(z) ser sempre uma fungio {mpar de ¢ garante que U_.(1) =
[Ui(z)]* em (2.60). Isto é mmna condicdo necesséria, porém ndo suficiente para que
Ui(x) represente wmn operador unitdrio. Ainda encontramos que existe uma corre-
spondéncia entre as transformagGes canonicas cldssicas geradas por Hamiltonianas e
o propagador de Wey] semicldssico (2.60) que sio unitarios dentro da aproximacao de
fase estacionaria. Esta equivaléncia néo é especifica da representacdo de Weyl, tendo

sido discutida sistematicamente por Miller [56].
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3 Representacoes de Centros € Cordas no Toro

A j4 mencionada importincia do toro para o estudo dos sistemas classicamente
cadticos assim como a relevincia da representagio de Wey! para estudar a mecénica
quéintica no espa¢o de fases, torna imperante a generalizagdo de tal representagio
para o toro. No presente capitulo estenderemos as representacdes de centros e cordas
definidas no plano no capitulo antericr para o caso onde o espaco de fases € wm toro.
Para tal propésito, resulta imprescindivel iniciarmos por um estudo mais detalhado

do espaco de Hilbert do toro.

3.1 Pré-quantizagao

Espagos de fases classicos de (2L) dimensdes podem ser considerados periddicos, de
tal forma que atribuiremos a ele a topologia de um toro de (2L) dimensdes. Evi-
dentemente, devermnos usar a invariancga, com respeito as transformagdes simpléticas,
para igualar os periodos Ag == Ap = 1 das posi¢des e dos momentos. A elei¢do usual
é v = 1, mas deixaremos isto como um pardmetro livre, de forma a estudar toros
embutidos uns nos outros, isto é , o caso onde a quantiza¢io é imposta numa regido
{(periédica) maior do que a cela unitdria. Assim, o mimero de celas unitarias sera
v As condices de contorno periddicas sdo as inicas conseqiiéncias classicas prove-
nmientes do fato do espaco de fases ser um toro. Isto é, as relagdes (1.6} que envolvem
0s colchetes de Poisson sao inalteradas, assim como todo o formalismo cldssice desen-
volvido no primeiro capitulo é também vélido para o toro. Porém ao nivel quéntico,
haverd mudancas importantes devidas ao fato de que o toro é uma variedace com-
pacta. Esta mudanca topologica terd uma importéncia crucial na hora de definir o
espago de Hilbert.

Um primeiro passo importante € especificar o espago de Hilbert dos estados
quanticos, ou pré-guantizacéo , em forma independente da dinimica do sistema. Isto
&, tratamos a cinernatica quéntica, que corresponde a descrigao geométrica do espago
de fases ao nivel classico. As consideragBes a seguir aplicam-se para cada um dos L

grau de liberdade. Uma descricio completa para a pré-quantizacio deve incluir as
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condi¢des de borda. No caso, estas sdo que as fungdes de onda satisfagam as condigoes

de Bloch,

Wg+v) = U(g), (3.1)
bp+v) = emal(p), (3.2)

onde
U) = a1 [ gy (3.3)

e 2mixy € 27tx, san Angulos de Floquet arbitrarios, isto é, a pré-quantizacdo depende
do vetor x = (xp X,) cujas coordenacas est3o no intervalo [0, 1f,
Uma condigiio cinemsatica bem conhecida para a quantizagio de toros [57] é

que hi
V2N = 2(27R) 7 (3.4)

estados para cada grau de liberdade, assim N = (27K)~! é o nimero de estados
corresponidente & cela unitdria. Isto é um ponto crucial: o fato do espago de {ases ser
compacto implica no espago de Hilbert ter dimensédo finita.

Lembrando os operadores de translagio T, = exp (*23) e T, = exp (—£p)
que transtadam respectivarneate momentos em « e posigdes em § no plano, definimos
as translagdes minimas no toro ’fp,ys Ne ’fq,ye ~ cujos autoestados discretos |qy,, V2 N >
e |Pm, V' N > sdo fais que

Tpoen|tn, V2N >= el F ol |q,, 2N > Tpuen [Pm, VPN >= [P, V2N >
(3.5)

T'q,u'-‘Nana N >= qua%—l? VAN > ;:‘E'q,u?Nlpms PN >= e[mf«}%—(m-!-xp}} Ipm-; v’N >
(3.6)

O produto de 2N translagtes nos estades da base [gy, #*N > ou [P VN >
devem trazer devolta o mesmo estado, ou seja, estes operadores de Schwinger [58]

satisfazem

-~ v drixe TX
(TP"’?N) =€ 1‘quu?N (3.7)
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~ viN o
(Fourn)” ™ = e2miol, (3.8)

onde 1%, é o operador unidade no toro.

Para definir o espaco de Hilbert Y, ,;, devemos incluir a estrutura Hermitica

< Qs Vzﬁ‘rlq»’; PN S 55:;";?-’)6-%(11-11')}69! (3.9)
e
< Py V2N Py, VPN >= 6% Wl i tm—mxe, (3.10)

Aqui definimos a delta de Kronecker N-periddica
5,(—,31\2, = Z I (3.11)
jmo0

As bases sio intercambiadas com o niclen

< Py VN, VN >= *-1—_82”?’}W{m+x”}{“+x"] = Fon, (3.12)

L,leQ
formando uma matriz unitéria ( transformada de Fourier finita).
Claramente, esta dltirma expressio permite-nos interpretar a posicao gy ¢omo
correspondendo a ¢ = +k:(n + x,), enquanto py, corresponde a p = ;x(m + x;), de

forma que
< Drs V2N, 12N >= (21h) % exp (%pmqn) - (3.13)

Da mesma forma que o operador f‘,,, corresponde a uma translagdo no planc em
Ag = -, a mudanga de fase exp [~2mixp] resulta de uma translagdo em Ag = v ao
redor do toro. Apesar dos {ndices r e m poderem percorrer todos os inteiros, 6 VN
valores sucessivos formam uma base do espago de Hilbert X, do toro. Devemos
ficar no intervalo fundamental [0,2%2N — 1], que corresponde ao quadrado de lado
v, ou estender o plano periédico, tendo em conta as fases x. Estas consideragoes se
aplicam para cada um dos L graus de liberdade, de forma que no caso geral o deminio

fundamental é um {2L) —hipercubo. Vimos que posigbes ¢ momentos forman uma
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rede discreta no toro, como se mostra na figura 3.1, que chamaremos de espago de

fases quantico (EFQ), seguindo a referéacia [35):

P 1 { m+
z= == X (3.14)
q n+ Xq

WA 1 \}

Figura 3.1: O espago de fases quintico para N = 4. A intercessdo das linhas, em
negrito, no quadrado unidade determinam o EFQ para v = 1, enquanto que a figura

completa corresponde eleicio v = 3.

Consideramos agora a relagio entre os espagos de Hilbert de dois toros em-

butidos HY, ¢ ’Hf; ~ com v > 1. A condigio para que o EFQ correspondente a HX,
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seja uma sub-rede do EFQ de Hﬁ; ~ € que
x =vx -k, (3.15)

onde k = (kp, k,) é um vetor de coordenadas inteiras que denota o namero de voltas
ao redor do toro realizadas por x quando multiplicado por v. Assim x’ é univocamente
determinado por x. Os indices para o espago de Hilbert maior 'H:f; x Para pontos no

dominio fundamental do EF(} menor s&o

m = vm+k (3.16)

n = vn+ k. (3.17)

Podemos agora definir o espago de Hilbert #% como uma projecio do espago maior
'Hff; ~- De fato, é facil verificar que se qa, ¥2N > sdo autoestados de posicdo, ortog-
onais para 'Hff; v Entéo

r—1

1 2 2 ;
— Ze‘ X | Qg + T, VN >y (3.18)
ﬁ r=0

formam uma base ortonormal apropriada para HY. Assim, definindo o operador de

|Q~n: N >y

projecao

N—1
1?&’ = Z lqm ‘?V >< An, ZVI, ‘:319)

n==(

verificamos que este é Hermitiano em HX,,,, e que

Iy =14 (3.20)
Os estados s80 entéio obtidos como

|U,N >=T%[0 2N > . (3.21)

Para todo operador J?Lz,aN que atua em KX, ., temos um operador projetado

que atua em H:

Ay =1%A,n1%. (3.22)
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Se A2y deixar HYX; invariante, ou seja, se

1%, A,2n] =0, (3.23)
entao

Ay = Aan1%. (3.24)

Verificamos também que, para qualguer par de operadores que satisfazem (3.23),

encontramos a relacio:
.&Nﬁj\r == IiyzNﬁyiNifxv. (325)

Em particular, obtemos og operadores de translagio de Schwinger de Hy como as
projecoes destes em ?{.ff; N

Tonv =Tl i Tow=Thuwli. (3.26)

Tomemos agora o limite v — co. Claramente, a varidvel ¢, se torna continua

neste limite assim como o volume do toro v*Y — oco. Através do limite, a relagéo

{3.15) define um x’ (x) apropriado. O passo fundamental para recuperar o espago de

Banach Hg do espaco de fases plano é redefinir a normalizagéo, de forma que
< qlg’ >=b{g—4). (3.27)

Introduzindo a distribuicdo delta de Dirac & direita, e a integral de Fourier continua

para a mudanga de base

<ol >= (2nm) ™ [ dgexp (%) <> (3.28)

Em todos 0s outros aspéctos, a cinematica do plano coincide com a do toro. Porém, a
condigao de normalizagio (3.27) tmplica em uma mudanca na forma em que expres-

samos os estados em HY em termos dos de Hg. Para tal proposito, devemos lembrar

que

N1
I e = No) (3-29)
=0

m,n?

r
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¢ assim estendemos a definicio da funcio delta de Kroeneker N periddics para todo

T ey reais:

5 = <ei%’!(x~y}k>k (3.30)

onde {...), é a média em &

.1
= Jim

(3.31)

P‘/]W

k=—3

A partir de {3.30) vemos que 5&{? depende somente da diferenga z — y. Tomemos
entfo o caso em que y = 0. Para z = 7 inteiro, o argumento em (3.30) tem perfodo
N. Entéo, a média ¢ simplesrrente {3.29) dividido por N. Assim, a defini¢do (3.30) é
consistente com (3.11) para argumentos inteiros. Suponhamos agora que z = 5 sgja

un nimero racional. O argumento em (3.30} tera entdo periodo Nd, de forma que

Na—=1

s~ LN g L1oetm [ 1 ser=0 mod(Nd)
; Nd Nd1 - piaT 0 enso contrério

h (3.32)

Assim, mais uma vez, a funcio delta de Kroeneker N-periGdica é diferente de zero
para z igual a zero, médule N'. Permitindo d — oo em (3.32), estendemos a definigédo

N ’ £ r -
de 55(.;,3,} para niimeros irracionais, de forma que

1 selz—y)=20 mod (N}

6 = (3.33)

0 caso contrario
A defini¢io (3.30) & uma interpolagdo de (3.11), que nos permite realizar, néo
somente somas, mas sambém integrais com a fimgao delta de Kroeneker N-periddica.

De fato, podemos mostrar a equivaléncia formal:

5 = ( 5(‘”; LA k-)>k. (3.34)

Isto é uma conseqiiéncia da definicdo (3.30) e da formula de Poisson,

S sz -ty =Y e (3.35)

e keZ
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De fato, a partir da defini¢dc (3.30) temos que

2T
]

1 ; 2n 1 : T — 1

_ 1_—{z—'gr)k —— Y _ 1 L

v ;ﬁc N Vka &( i k) + VRV(;E Y), (3.36)
54 -

com
s v
Rufe—y)= 30 @R 37 62 - b (3.37)
k=—% P

Com a formula de Poisson(3.35), temos que lim, o R.(z — y) = 0, fazendo um
ordenamento apropriado dos limites » — oc e as larguras das fungdes delta — 0.

Uma consegiiéncia de [3.34) é que, para toda fungio f(¢),

T~y -,
S22 £)) =6 frin 2y, 3.38
(a2 - ar) =68 rEGHh (5.38)
Mudando a origem, de tal forma que o toro unitrio fique no centro do toro

maior, (3.18) deve ser substituida por

1 : ;
4 N >= Jim = 3 | 4> 2 (3.39)

= b

2

Um céleulo direto utilizando {3.38) mostra que as condiges de ortonormalidade (3.9)
sdo obtidas para os estados definidos em (3.39) com a normalizagdo (3.27). Assim,
consideramos que os estados 2 os operadores no toro unitrio sdo obtidos a partir do
plano mediante projecdes. Lembrando a definigo (3.31) da media, (3.39) pode ser

escrita como
iQn, N >= ( tXe s 62’”’”"’> (3.40)
\ N 7

e 0 operador de projegao 15 ¢ definido em (3.19). No caso x = 0 obtemos a definigao
de Hannay e Berry [38] para H%, como 2 média sobre um arranjo pericdico de dis-
tribuicdes delta de Dirac. Vamos agora definir a representacao de Weyl no toro

projetando as propriedades que foram bem estabelecidas para 0 plano no capitulo 2,

3.2 Restricao das iranslacbes e reflextes ao toro

As projecdes descritas acima serdo agora usadas para projetar os operadores T¢ e

R, definidos no capitulo 2, no espaco de Hilbert Hy. Estudaremos explicitamente
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o caso de um grau de liberdade, jd que a generalizaglo é sbvia. Para tal propdsito
investigaremos em primeiro lugar a a¢io dos operadores de translagio 'f‘g sobre a base
de estados |g,, ¥ > delinidos 2m (3.40). O efeito dos operadores de translagio (2.18)

num estado do plano implica em que

TelQu, N >= <I§~% + k4§, > e kG TR %5q}>k , (3.41)
usando a relacio (3.4) entre V' € h. Este estado somente pertencerd a HY, se ele tiver
a forma (3.40), ou seja, se pudermos escrever £, = &, sendo & um inteiro.

Em formna similar na representagio [py,, N >, temos que

- - 7 _ i m4 €
Tglpm,fv TS <|_..—I;I_X£ +k+ Ep ~ e 2mikxs o nfq{uwi‘l+k+—§1}> ’
k

i

(3.42)

o que ndo pertence a HY,, salvo que possamos escrever £, = - com r inteiro. Assim,
como j4 foi mencionado em [57), as nicas translagdes que deixam #%, invariante séo

aquelas cujas cordas sdo da forma § = (%, ) com 7 ¢ s inteiros. Nesses casos temos
~ T s G o (PEXE g s
Tilgn, N > = <:fw-;,x" +ht 5> e‘*’“"‘xve*2“""~rf“ﬁ"”‘+m’>
k

— ot iixe) <!n_____—|- 5t Xq + k> ehik{x”“)>
N k

- e"—?%r(ﬂ+%+xd|q”+s’ N > . (3.43)

Em resumo, obtemos os operadores de translagdes no toro Té‘ em terino dos

operadores no plano 7; como sendo,

oo T se £:= (%, &) onder e s sdo inteiros f
N1, = ¢ 7 (3.44)
0  caso contrario
L) 1 e
= TX <4§ (g - 3)) >( = 1% (3.45)

onde 0s operadores de translaces no toro Tf = T¥, séo definidos a partir de

’f",ﬂqu N >= e"%’(”‘*""“’{mlqﬁa,i\l > (3.46)

fﬁa)f,slpma N >= e-vi%’!s(m+xp+r/2] [Porr, NV > . {3.47)
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A Gliima equagdo em {3.45) é vilida devido ao fato de que f‘} e 1% comutam para
£ = («N’l, %) Vemos ent3o que os unicos operadores de translagies que ndo se an-
ulam quando sdo projetados no toro sdo aqueles que deixam H}, invariante. Estes
correspondem precisamente 3s transformacdes classicas que deixam invariante a rede
formada pelo EF(Q). Para simplificar a notacfo, assumiremos implicitamente a de-
pendéncia em x.

Estudemos agora algamas propriedades dos operadores de translagdo no toro.
Para o caso onde as cordas correspondem as translacbes minimas em alguma das

direcdes ¢ ou p, reobtemos os operadores de Shwinger [58] de forma que,

Torlan N >= Tolan, N >= |gne, N > (3.48)

T olbme N >8 Tplpmy N >= [Prast, N > (3.49)

O nicleo {3.12) implica que,

Assim todo operador de translacio em My é definido como

-

Te =T, = FI;TE, (3.51)

com cordas £ = (%, &). Podemos expressar os elementos de matriz dos operadores

de translacio na base de estados |q, >,

o~ _g3m_im+tn _N) (3x T m__,n_s}
§3L (AL Ly} of (2 Fxp M
N ( 3 ¢ 6m,n+se A ?

Tf,siqm ‘V >: £

< qm 1 j‘\.[r
(3.52)

usando as relacdes de ortonormalidade dos estados (3.9).
Como vimas na secdo 3.1, percorrendo uma volta no circuito dos momentos

obtemos

’f‘;’ = 82“"““?}% (3.53)
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e percorrendo umsa volta nas posicfes

=

TV = ¢ 20 TY, . (3.54)

Se agora percorrermos k = (k,, k,} voltas no toro, (3.50) implica em que obteremos

de novo o operador identidade, 86 que a menos de um fator de fase:

r’fk - (__1)kpk.,;=Nefzar(k,,;@,mkqx,,)‘i‘i{v — p—i2m{xAk+ r-"‘lk.:ik)i?{h (3.55)
onde,
- g11
J= (3.56)
110

Uma propriedade importante dos operadores de translagdo, que pode ser

deduzida de (3.50) é
'f‘&'f‘& = TEw{zehN&AEz: (3.57)
o que se generaliza em

’i‘& T& = T&%“_@ﬂg.egﬁNDj“{&""'Ej}, (358)

2

onde D;.,(£1,....£) denota & drea do poligono de j + 1 lados formado pelas cordas,
(&1, .--;), exatamente como em (2.21) no caso plano. Esta similaridade € devida ao
fato das translagdes T; e 1 comutarem para £ = (%, &) , assim, usando a propriedade
(3.25), e projetadando (2.21) ao toro obtemos (3.58}.

O fato do espaco de Hilbert ter dimenséo finita implica em que os operadores
lineares que nele atuam estario representados por matrizes de N x N. Entao N?
matrizes linearmente independentes formam uma base para os operadores em H.

Isto fica claro a partir das relacdes de simetria dos operadores de translago; usando

a relagio de grupo (3.57) e (3.55) vemos que

T£+k _ ("1)skpurkq+s&:_,,que£2n(kpxquqx,,)rI“E _ e—san[(§+§.~)Ak+§k§k] ,’I\&

(3.59)
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onde k = (k; kq) € um vetor de componentes inteiras que representa cordas que
percorrem respectivamente k, e kg voltas ao redor dos circuitos irredutiveis do toro.

Assim, para ter um base de operadores € necessario somente fndices r e s no
intervalo [0, N — 1], isto é, s6 precisamos de translagdes que percorram até uma volta
no toro.

O segundo fator de fase em (3.59) vem das condig¢tes de contorno de Bloch,
mas o fator (—1)*%e=7%+keksN mogtra que precisamos de duas voltas ao redor do toro
para recuperar o miesmo operador, duplicando assim a periodicidade esperada. Estes
fatores de fase sio apriorl sem importancia, j4 que poderiamos escolhe-los igulas a
ur, mas terfio uma importancia crucial, pols tanto a construgdo dos operadores de
reflexdo quanto a relagdo entre os simbolos do toro e o plano envolvem a interferencia
destes fatores de fase.

A partir de (3.57) e da unitariedade de ’T‘g podemos ver que
T =T;'=T . (3.60)

Para os operadores de reflexiio, usamos a defini¢ao (2.22) destes em termo de

translacdes no plano e af {3.45) projeta essas translagdes no toro, de forma que,

= (47h)"L <,a§2ﬂxﬂ€f»s"f,,s> . (3.61)

s

Para realizarmos & média, usamos a periodicidade das translagdes no toro {3.59),

porém damos duas voltas ao redor do toro, assim

1 2 2N =1 2N~1 ‘ . o N
Rx = (4?,{&)4 (_) AN Z <e-12m\"[(§£m+5%)A2k+k3k}8527r;’\"zn{£r,..+2k}T.%>

- 2N :'55 =0} k
1 EN-E2N-1 R
— N Z Z o 12 NBAL s T s (e-mx[(xsz}nak})k' (3.62)
r=0 s=0

A média em k ¢ diferente de zero se e somente se o ponto x for tal que z = Top =

| et X e
N , com o e b semi-inteiros.

b+ xg
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Em resumc,
—~ RX  se,z= (f‘i’-‘ﬂ, Ei7551) onde ¢ e b 530 semi-infeiros
DRI, = b Moow 63)
i caso contrario
= RZ ol - —+ 2= = R 1%, )
FTa.b < ( IN +1V)>k Rﬂ? N (3 64)
onde

AN 12N -1
:t:o L= Z Z s21rN::J‘\ETX (365)

r=0 =0

é a reflexdo no toro de centro z,p A dltima igualdade em (3.64) ¢ valida dado que
ﬁ'}z(a.a comuta com 'i[i{,. Mais uma vez, omitiremos a dependéncia explicita em y.

A construcio dos operadores de reflexfio no tore substitui a transformada de
Fourier (2.22) por uma soma de Fourier sobre os operadores de translagio no toro. As
somas devem ser realizadas sobre operadores num periodo completo; as propriedades
de simetria (3.539) mostram que tal perfodo é obtide com cordas que realizam duas
voltas ao redor do teoro, ou sgja, o perfodo é o dobro do esperade. Assim, apesar
de formarmos uma base de operadores com cordas que realizam até uma vclta ao
redor do toro, na soma de Fourier devemos somar sobre cordas que realizam ate duas
voltas. Entdio, os operadores da base sio somados duas vezes, mas com fases de
Fourier diferentes.

Doravante os sub-indices {(a,b) para os centros discretos e (r, s) para a rede
de cordas, ficardo implicitas e serfio explicitarmente escritos sé para prevenir slguma

possivel confusdo. Usando (3.29), podemos obter as seguintes relagdes uteis

P12 B1/2
Z Z LHRNIAE (2N) 5(2N)5(2N) : (3.66)
a=0 b=}

onde todas as somas em a e b sao feitas sobre os semi-intelros, €
2N -1 2N -1

2 Z et‘ZaerAf o 2N)26(N)6(N) (367)

r=0 =0
Aqui 6§‘26N ) ¢ 5 fungio delta de Kronecker 2N periédica. Inserindo (3.46) em (3.65)

vemos a agdo dos cperadores de reflexdo no espago de Hitbert:

Relan, N >m= et FAarwd|gyy o N > (3.68)
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Ra[Pm, N D= e H A |p, N (3.69)

A unitariedade de R, ¢ assegurada pelas relagdes (3.68) e (3.69).

Vemos entdo que R, reflete a rede de pontos do (EFQ)} no ponto z =
(*Exe b—"'Nici) Precisamos incluir valores semi-inteiros de ¢ ¢ b de modo gue dado
um estado |q,, & > possamos obter todo o espago de Hilbert #¥ aplicando os difex-
entes R,. Isto estd em completo acordo com o fato de que as reflextes cldssicas gue
deixam invariante a rede formada pelo EFQ devem incluir valores semi-inteiros de a
e b . Desta forma os valores semi-inteiros adquirem um significado geométrico claro.
Assim os centros das reflexdes formam uma rede cnjo espagamento € a metade daguela
do EFQ, como se vé na figura 3.2. Mais uma vez, os 1unicos operadores que nao se
anulam quando projetados no toro sio aqueles que deixam Hj¥ invariante. Estes

correspondem classicamente &s transformagoes que deixam invariante a rede formada

pelo EFQ.

WE...,__
£

e — e e e T

= 2

2N

By . S

M P

Figura 3.2: O espaco de fases quantico EFQ para N = 4 (linha cheia). O espago de
fases de Weyl EFW (linha pontilbada) é a rede de pontos z, centros dos operadores
de reflexdo no EF(}. A regido no quadrado em negrito é o quarto de toro ao qual

pertencem os centros x, que definem uma base de operadores R...
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Os elementos de matriz dos operadores de reflexdo na base de estados |q, >

< Qo N[Rz[qu, N >= ¢ Fommilern)s(0, o tFa2n—m) (3.70)
A partir de (3.68) podemos ver as propriedades de simetria destes operadores,
R

ot — (_.l)bkp'f'ﬂkq“i'kpkflfvﬁm? (3‘?1)

(=11

onde k = (k;, k;) é um vetor de componentes inteiras. E importante notar gue
sendo as varidveis a ¢ b inteiras e semi-inteiras, no quadrado unitdrio teremos (2/V)?
operadores de reflexao diferentes. Mas as propriedades de simetria (3.71) mostram
que somente N? destes sao independentes. Assim, tomamos os valores de a e b que
pertencem a {0, %“3], isto forma um conjunto completo de operadores independentes,
ou seja, precisa-se somente de um guarto do toro para definir um conjunto completo
de operadores de reflexdo. Nem todos os valoresde x = (5—%&, ﬁ,}‘-) gerados por estes
valores de a e b pertencem ac BF(Q); de fato, definimos aqui ouiro espago, o espago de
fases de Weyl, EFW, formadc pelo suporte de z, mostrado pels drea em negrito na
figura 8.2. No caso. de N impar, veremos que 0 EFW pode ser definido de forma a
coincidir com o EFQ).

Usando (3.66) podemos ver gue,

1 N-1/2 N—1/2
;i‘ = — K -;'211'}\";an N 372
RETPVDIEE o

onde nesta dltima equagio também estamos somando sobre os indices num intervalo
duplo daquele necessdrio para definir uma base de operadores. Este fato € devido
a que (3.71) implica em que as reflexBes classicamente equivalentes, em ponfos di-
ametralmente opostos em qualgquer um dos circuitos irredutiveis do toro, diferem
quanticamente por uma fase.

Pesquisarernos agora as propriedades de grupe ou cociclo dos operadores de
translacio e reflexdo definldos nesta secao . B importante notar que as transformagtes

aqui tratadas sdo tais que deixam invariante a rede formada pelo EFQ ao nivel cldssico,
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tanto quanto o espaco de Hilbert #%. Com a ajuda de (3.72) e (3.57), obtemos as
seguintes propriedades para us operadores,

P o~

R.T¢ = R,_¢/e VN, (3.73)
Tﬁﬁ'z — Rq;+£/26_i2wNZAE; (374)
f{wlﬁm‘z - r'ixz{%_m)ei%h’(%l!\mg}‘ (3.75)

Temos entdo as mesmas propriedades de grupo que no caso do plano {2.20)-(2.26).
Isto é uma conseqiiéncia da comutagdo do produto de operadores com as projecoes
(3.25) e terd uma importancia crucial para as representacdes de centros e cordas
no toro. Notemos que a caracterizagio de cordas £ por inteiros e de centros T por
semi-inteiros é respeitada pelo grupo de operagoes acima.

Outra propriedade que resulta da tltima relagéo de cociclo (3.75) é
R.R, =1, (3.76)

em acordo com as reflexdes ¢ldssicas. Isto significa que

R =R =R, (3.77)

T T

ou seja, os operadores de refiexdo no toro sdo unitarios e Hermitianos.
E importante, neste ponto, examinarmos os tragos destes operadores. Uti-

lizando (3.52) e (3.29), temos:

Tr(Te) = Ngf‘zf?(%wxp—sn}gg?{gg) = N 75 +rxe—sx) 5§N}
- N e__.1;2wN(§h§-+§ep;\§q) 6éN)_ (3.78)
No caso dos operadores de reflexdo, lembrando (3.70), obtemos

< qﬂ: 'ﬁ’rif{:l:{qQ‘l! ‘?\‘? > 6{!\1} ei%&(?b-?ﬂ} E (3'7g)

n.2b—n
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que é diferente de zero se e somente ge

N
n=>b  mod (E) . (3.80}
Porém, se por exemplo b for semi-inteiro e N for par, ndo haveria nenhum n tal
que (3.80} se satisfaca. Em geral podemos ter até 2 solucdes de (3.80) para n €
[0, N — 1], mas estas podem ter contribuicdes com fase diferentes em (3.79). Uma

andlise cuidadosa leva-nos a:

o~ \ 1 "
Tr(Ry) = fyv(al = S0+ (D™ + (D" + (-1 =
Q se N é par e ¢ ou b semi-inteiros
2 se N é par e a e b inteiros
= { : (3.81)

1  se N é impar ¢ a ou b inteiros

-1 se N é impar e a e b semi-inteiros
.

A importancia deste resultado para a teoria a seguir exige uma explica¢do intuitiva
em termos de reflexdes da rede discreta periodizada. Como 1o caso do plano, podemos
relacionar 'I‘r(ﬁx) com o nuinero de pontos fixos do mapa cldssico correspondente.
De fato, para N impar sempre hd um dnico ponto fixo, em acordo com o modulo
de (3.81}). Se NV for par, 86 haverdo pontos fixos se z for caracterizado por numeros

inteires (@, b}, em cujo caso haverdo dois pontos fixos.

3.3 Operadores e seus simbolos

Uma vez definidas as bases de operadores de reflexio e translacio, podemos decompor
todo operador como uma combinagao linear destes. O tratamento apresentado aqui
se baseia no trabalho de Balazs e Jennings {59] e na teoria para o caso planc [32].
Dada uma familia de operadores ﬁ(a, b} de dois pardmetros que forma uma
base completa dos operadores no espago de Hilbert, todo operador ) pode ser eserito

na forma

0= Qp(a,b)B(a,b), (3.82)
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onde 25(a,b) é uma fungdo no espago dos pardmetros a e b que chamamos o simbolo
B do operador Q .Para inverter esta expressao, precisamoes ter um conjunto de oper-

adores inversos B~ (g, ) tal que
Tr (§"(a’, »)B(a, b)) =d(a—a)d(b—b). (3.83)

Desta forma temos dois sfrnbolos bem definidos:

o covariante

Ga-(a,t) = Tr ( Bla, b)ﬁ) (3.84)
e 0 contravariante
$ip(a,b) =Tr (g"(a, b)@) . (3.85)

No nosso caso, estamnos interessados em representagdes nas quals os conjuntos
de operadores ﬁ(u.: b) sio as translagdes e as reflexdes definidas na seqdo enterior.
Construimos em primeiro lugar a representagio de cordas ou de translagbes de um
operador. Para termos uma base completa, precisamos somente de N? operadores,
de forma que os indices r e s percorrem o intervalo [0, N — 1). Diremos que as cordas
£ = (%, &) que tem esta propriedade pertencem ao dominio fundamental. Os outros
operadores de translagio sic obtidos a partir destes através das propriedades de
simetria, ou seja, as transtacdes fundamentais s3o aquelas cujas cordas s3o rnenores
do que uma volta completa em qualquer dos circuitos irredutiveis do toro numa
diregio dada. A partir de (3.57) e de {3.78) podemos ver que ‘i“g = T_;. Assim

definimos a representagio de cordas de um operador como:
Al =Tr (AT ). (3.86)

A partir do simbolo, recupera-se o operador

N 1 N1 N 1 N
A=52 AEOTe= 5 ;A(EJTe- (3.87)

T,5=0
Apesar de que, para recuperar o operador precisemos somente de simbolos

definidos no dominio fundamental (cn seja r, s em [0, N — 1]), podemos utilizar (3.86)
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para estender a definicdo do simbolo para r e s nlimeros inteiros quaisquer. I claro
que estes ndo serdo independentes dos sfmbolos no dominio fundamental e, a partir

das prepriedades de simetria de T(£) (3.59), vemos que A(£) satisfaz

A(f + k) — (_})skpi—rkq-ka‘;gkqjveizyr{k,,xq——kqxp)A({_-) - e-a’?arN[{%-k%)!\kﬁ-%ﬁk}A{é)

(3.88)

onde k = (&, k,) é umn vetor de componentes inteiras que denota cordas que percorrem
respectivamente k, e k, voltas entorno dos circuitos irredutiveis do toro. Isto é uma
conseqliéncia importante do fato das propriedades de simetria dos simbolos serem as
mesmas do que aquelas dos operadores usados para gerar estes simbolos.

Tratemos agora o caso no qual expandimos os operadores em termos de re-
flexdes, isto €, a representagio de centros, ou de Weyl. E importante lembrar que
devemos tomar valores de o = b pertencentes a [0, %:5] ou g¢ja, somente um quarto

de toro é necessirio para definir uma base completa de operadores de reflexio. Os

valores de z = (242 9%1) gerados por estes valores de ¢ e b definem o Espago de

N

Fases de Wey!, EFW, mostrado pela 4rea em negrita na figura 3.2.

-

Das propriedades de cociclo (3.75) e (3.78), vemos que R: = R,, assim

definimos ¢ simbolo de centros de um operador A tal que,
A(z)=Tr (I‘xﬁz) , (3.89)

Recuperamos o operador a peartir do simbolo mediante
A== Y RA(n) =) R:A®). (3.90)

As propriedades de simetria de ﬁz (3.71) implcam em
k

Alz+3)= (—1)bkprokathokaV A () (3.91)

para todo vetor k = (kg k,) de coordenadas inteiras. Este resultado ja foi nbtido
por Hannay e Berry [38] no caso da funcfio de Wigner, e vemos aqui que & uma

propriedade geral cdos simbolos de Weyl no toro.
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Como no caso plano, apresentamos agors algumas propriedades importantes

dos simbolos de cordas e centros. Notemos primeiro que:

Ro(§) = Tr(RoTg) = Ta(Rara)e@™oM = fiu( + £/2)e27 NN

(3.92)
e

Te(z) = Tr(TeRa) = Tr(Raye)e 27V = fylz + £ /2)e 2mHE,

(3.93)
Obtemos o trago come
(A) = Ag=0) (3.94)
N-1
i . .

= Z Alz) fw(z) = E};A(x). (3.95)

Para deduzir a 0ltima igualdade, usamos o fato de que os simbolos de Wey! no toro
completo sao obtidos a partir de um quarto de toro mediante as relacdes de simetria

(3.91) e a definicdo de fy(z) (3.81).

A representacao do operador identidade no espago de Hilbert #% do toro

tem a forma:

15(z) = fwlz) e 1%(6) =N (3.96)

Operadores Hermitianos sio associados a observaveis do sistema e, e par-

ticular, ao Hamiltoniano que gera a dindmica. Definidos como H = H!, obtemos
H'(§) = H(=¢)" e H'(z)=[H(z)]", (3.97)

como no caso plano (2.41).
O papel! da sransformada de Fourter, no caso plano, seréd aqui desempenhado
pela transformada de Fourier finita, nesse sentido val nos permitir substituir cordas

por centros, tanto quanto passar das representagbes de cordas ou centros para as
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de posigbes. Entretanto, teremos algumas modificagdes devidas aos fatores fy(z)

peculiares ao toro. Assim, intercambiando centros e cordas temos,

A(f) = Tr (% gﬁzA(x)’fwé) = %;A(x)’fﬁ‘(ﬁﬁm)em”“f

= j—i > " A(r) fulz + €/2)eTVEN, {3.98)
enquanto
Alz) = % ; A(E) fule + £/2)e2mNane (3.99)

Usande (3.52) e (3.88} obtemes a representacdo de coordenadas do operador

)

1

< A, N Algn, N> = 53" AlE) < @, N|Telgn, N >

1% (3 +xp)m—n—s)

= LS sl et s,

- S Algmon)e T, (3.100)

Notemos que nesta dltima expressao estamos utilizando cordas que ndo pertencem
ao domfnic fundamental, isto é, m — n pode ndo pertencer a [0, N — 1]. Porém, o
simbolo para estas cordas encontra-se definido em {3.86). Se restringirmos as cor-
das ao dominio fundamental, teremos um fator de fase i ¥ (5 Hxe)(m—n) suplermentar
na dltima somatéria. Este tipo de dificuldades aparece no resto do trabalho, mas,
permitindo que os indices percorram todos os inteiros, as formulas tomam uma forma
mais simples, como no caso de (3.100).
Usando a representagao de posigbes

N=1
A=Y [tmn N >< G, N|Algn, N >< ga, N, (3.101)

ma=0
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recuperamos o simbolo de cordas

N-1
A{f) = Tr ( Z < Uy N|A|qn, N > |G, N >< qn,.Nli‘_g)

m,n=0
Nt
= 3 < Gy N[Algn, N > e H Pl iR Gaxadlm—n-s)
m, =0
N—1
= 3 < Guys, N|Algy, N > e FTir+5+xa), (3.102)
n=e

Usando (3.70) e (3.91) intercambiamos as representagdes de coordenadas e de centros:

- 1 ~
< am, NJAlgn N> = = gA(x) < Qm, NRzlgn, N >

Foiet )

Tz
— m%» Z Alz, b)ei%2{b—n){a+xp)6£'f2)bmnei%2xp(mw2ﬁ+n)
] .
ab=0
N-1
1 < ;B
= ¥ D Az mpn et F mmmexe), (3.103)
a=0

Notemos que nesta dltima férmula tomamos centros x que nac pertencem ag dominio
fundamental (ou seja 22 pode ndo pertencer a [0, 257] ). Recuperamos o simbolo
de centros mediante

N-1
Alz) = Tr ( 3 < G, N|Algn, N > [gp, N >< qule)

mn=—{
M—1 . "
= 3 <au Mg, N > SFEnierlg, Hanm

m.n=2(

N-1 :
= 3 < qgen, N|Algu, N > e FH-M0x0), (3.104)

n:l

Teria sido possivel definir as representagdes de cordas e de Weyl pelas equagdes
(3.102) e (3.104) respectivamente. Porém, a estrutura geoméirica, o papel das translagtes

e reflexdes e a relagdo com a teoria no plano seriam relegadam a meras curiosidades.

3.4 Simbolos do Produto de Operadores

Derivaremos agora a lei do produto para os simbolos de operadores nas representagdes

aqui estudadas. Comecemos com a representagio de cordas (3.87). Para este propésito
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usaremos as relagoes ,{3.57) e {3.78), para obtermos

AB©) = (ABT.) = (1T AlG)BET (TaTaT)

£1,62
1 . .
= () > A(G)B(&) NN Pttty (T&+£z-£)
" £1.6
1 o
= () 2 Al&)B(E ~ g™V Pieo), (3.105)
) &

onde permitimos que cordas £ = £ — £; ndo pertencam ao dominio fundamental.

Tomemos agora o traco do produto; inserindo (3.94) em (3.105), nos leva a
Tr (AB) = E A(&)B (3.106)
A generalizagio de (3.105) para o produto de um nidmero arbitrério de operadores é

A A= (0 Y Ae)-

L1-8a—i
n—1
Antlbn1)An(€ — D &) exp[—i2aNDnyy (61, s €nmr, €]
L34
Assim, a regra do produto na representagao de cordas € obtida a partir da repra no
plano simplesmente substituindo a integral em (2.44) pela soma correspondents.
Para o simbolo de centros, (3.89), o trago do produto € obtido a partir de

(3.75) e (3.78):

Tr(AB) = _._)*’ Z Alzq)B{z:)Tx (Amﬁm)

Tz

1. 12 N{2e1 Ax T
= }E)“ S Ala)Blay )™V ATy (T2(zz—m)

TiaE2

_ x;* Alz)B(z0). (3.108)

Derivaremos agora em forma completa as propriedades do produto na representagao
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de centros (3.90); com a ajuda das propriedades de grupo (3.75), (3.73) e (3.81} temos

AB(z) = Tr(ABR) N)22Ax2 (27 (Re, R, Re)

T1,22
= j‘\{ 2 Z A(zg zZ@NZ{x;Ax2+man+fAm}rI\r (R$+I2 31)
T2
1.. .
= () 3 Alwy) By )ePmNosmma £y (1 4 gy — 1), (3.109)
Ey.T2

onde a drea simplética do tridngulo As(z, 11, z5) foi definida em (1.42). Notemos que
os lados deste tridngulo devemn ser vetores inteiros neste caso ja que simetria de cada
um dos lados com respeito @0 seu centro implica que todos os vértices vao ser do
mesmo tipo independende dos valores de & ou b serem inteiros ou semi-intejros. O
argumento da funcio fy definida em (3.81) pode entdo ser qualquer um dos vértices do
tridngulo, como se vé na figura 3.3(a). Vemos entdo que as propriedades das reflexdes

no EFQ levam a regras do produto mais complexas que no casc plano (2.45).

/S ) o)

>/</ ™ .
X

=% 4

Figura 3.3: Dois exerplos de poligonos que mostram a natureza uniforme dos vértice
do poligono. (a) todos os vértice caem nos semi-inteiros: fy = 0 ou —1 para N par
ou {mpar respectivamente (b} os vértice caem nos inteiros: fy = 2 ou 1 para N par

ou impar respectivamente.

A generalizagdo para o produto de 2n operadores ¢

AsnAr(@) = (5)" D Amlom)
1. L0
2n )
."AQ(xl)ez‘:z.rrNAzn«H{.J:,a:zn,...,:n)fN(z + Z(_l)j:“"ﬁ)’ (3.110)

=1
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onde novamente o argumento e fy ¢ qualquer um dos cantos do poligono cujos lados
tem centros nos pontos z,Tsn. ..., 23 {veja um exemplo na figura 3.3(b)). Para um
niimero impar de operadores & sé escolher A, = T}‘v, isto &, Ai(z,) = fw{z:) em
(3.110).

As leis do produto sio o resuitado principal desta se¢ao. Em constraste com
representacio a do tipc Weyl obtida por Galleti e de Toledo Pisa [35], precisamos
aqui a metade das somas. Kaperskovitz e Peev [37] também construiram uma rep-
resentacdo do tipo Weyl, mas somente para o caso onde N é par. Eles construiram
produtos de 2 operadores e a lei de produto que eles obtém é muito similar & nossa,
apesar de ter um significado geométrico bem diferente, j& que eles nao incluem os
indices semi-inteiros.

A partir dos resultados obtidos para as leis do produto, podemos agora dar as
condigBes sobre os simbolos de um operador para gue este represente um operador U
unitdrio,ou seja, Ot = Tﬂ‘v. Usando entdo a relagio (3.97) para o simbolo do conju-
gado Hermitiano no toro, a lei do produto (3.105) e a representacio da unidade(3.96),

vemos que, para o simbolo U{£) representar um operador unitério, deve satisfazer
1 N : * ) 1 N b
(‘NJ SSUEU" (6 - Qe = 1(6) = N &, (3.111)
£

enguanto que na representagdo de centros, operadores unitarios sac descritos por

simbolos U{z), tais que

(}\7) E Ul JU* (z,)eitmVE—208E=20) oy () = fy(z)
Iy 52 (3.1}.2)
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3.5 Representacao de Weyl no EFQ:

Se N for impar , poedemos definir o EFW de tal forma que ele coincida com o EFQ.

Para este propdsito definimos X = (2322, ﬁ—}ﬁ) de modo que ,

N _ 0 se a é inteiro
a = atjo onde j = (3.113)
1 casoe contrario
N g se b é mteiro
B8 = b+ k~2~ onde k = . (3.114)
1 caso contrario

Temos entdo que « ¢ 3 resultam ser niimeros inteiros para o caso N impar. Em outras

palavras, para cada r existe um ponto X, tal que

i & X 1
X = — + = =z + =n, 3.115
N N 2 (3.115)
i
onde n é um vetor inteiro. Se N for par, a ¢ § acima serfio do mesmo tipo (inteiro
ou semi-inteiro) que ¢ e b e entdo ndo podemos recuperar o EFQ. Assim, doravante

nesta secdo nos restringiremos ao caso em que N é fmpar. As relacdes de simetria

(3.71) mostram que
Ry = (—1)@bt2ieritiR (3.116)
g, com a ajuda de (3.81}, temos que
Tr(Ry) = 1. (3.117)

. . . . N1
Vemos agora que, deivando a e b percorrerrem os semi-inteiros em [0, %5-],
temos que & e [ pertencem z0s inteiros em [0, N — 1] e dessa forma recupera-se o

EF(Q). Para este espaco temos uma nova representacao de Weyl
A(X) = Tr (I&ﬁx) , (3.118)

a partir da qual reciperamos o operador:

N-1

PR o~ - ‘1 o~ ,

A= %r» 3 RxAlXag) = 5 > ReA(X). (3.119)
=0 X
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Vamos agora examinar as propriedades do produto nesta representagio:

AB(X) = Tr(fiﬁﬁxm) = (5" 32 A(XIB(XTr (R, R, R

X1, Xz
ﬁ Z AXB(X )ezwm(xmxg ~ X2 A X+ XAKL) Ty (ﬁx+xgw;-;;)
X1,Xa
1 _
() 23 AX)B(Xy et A X Xa), (3.120)
‘ XXz

Esta ultima expressfio é muito similar & obtida na se¢do anterior para o caso geral,
mas estd simplificada pela auséncia do termo fy, em analogia com o formalismo no
plano. Para o produto de 2n operadores a generalizacdo é

Azﬂ....‘ai(X} - (*“-“

;J) 7} Z A2n(X2n)---A1 (X1)eizﬂNAz““(X’Xz"““'x‘).

X1...%n
e (3.121)

A auséncia do fator fx nesta formula simplificada deve ser entendida pelo fato dos
poligonos cujos lados tem centros numa rede de pontos mteiros terem cantos na raesma
rede. Ora, fy é sempre igual a um para todos os vértices, se NV for impar.

Da mesma forma, para N {mpar, podemos realizar uma transformagéo sim-
ilar a (3.115), para um conjunto de cordas = que sdo muiltiplos pares de . Este
conjunto de cordas serd uma base completa, se permitirmos que elas realizem duas
voltas ao redor do toro. Este esquema pode ser generalizado de forma a realizar a
quantizagao em centros ou cordas que sao miiltipios de —j‘é, sempre que 2¢ e N forem
coprimos, Assim, as cordas (ou centros) terdo como suporte uma rede de espagamento
f:—, e de lado ¢. Estas transformagdes resultarao de grande importéncia para os mapas

do gato e serdo estudadas mais detalhadamente nos capitulos 6 e7.

3.6 Relacio entre os simbolos

Existem vérias forrmas de se representar um dado operador A que atua no espago de
Banach do plano g . Dentre elas, as representagdes de cordas e centros séc as de
especial interesse para este trabalho. Projetando o operador A no espaco de Hilbert

H% mediante A= Jfﬁ,ﬁﬁﬁ,, cle pode ser representado em termos de operadores de



3.6 Relacao entre vs simbolos 67

translagdo e reflexdo no toro. Mostraremos agora como os sfbolos do operador no
toro podem ser obtidos a partir dos seus andlogos no plano.
Comegando com a representagio de cordas, calculamos o simbolo no toro nas
cordas £ —= (}% ;{%) Usando que 'i‘_g e ’1\}{, comutam, temos
A© =T (THATXT ) = Tr (i‘g,ﬁ‘i"‘_fi‘fv) = Tr (A‘iﬁ}v) .
{3.122)
Logo, expressamos ¢ operador 4 em termos de translacoes {2.31) e usamos as relagoes

de grupo dos operadores de translacio {2.20) para obtermos

dgi i 1A T TX [
A©) = [y AlG)F T (Te-e13) (3.123)

Usamos agora a propriedade das projegdes no toro dos operadores de translagéo (3.45),

de forma que

- g () o),

(3.124)
Realizando a integracdo e usando a propriedade dos tragos (3.78), obtemos
S\ SkptritgHhpke N i2n(koxe—kaxp) A { £
AR = (it DA (5 g ),
= { mN(5- ) mier i A(§+k)> , (3.125)
s K

onde o vetor k de 21 dimensdes tem coordenadas inteiras. Notemos que devemos
realizar uma media ponderada por uma fase sobre pontos equivalentes para obtermos
o simbolo no toro. Isto & serneihante & forma em que Hannay e Berry quantizaram
os mapas do gato [38] na representacio de posigdes.

Procedemos em forma semelhante para derivar os simbolos na represertagao
de centros nos pontos & = (i‘%}l, 9—%“1) Usando a comutagdo de R, com i’}‘v e (2.31),

Lemos

(3.126)
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que combinado com as propriedades de cociclo (2.26), torna-se

~ d; i -~ -
Alr)=Tr (13{; f -(rT%)— A(y)efgyA:Tg(;_y) sz\r) . (3.127)

Projetando as translacdes no tere (3.43}, temos

Afz) = / (—% A(y)er BTy (f‘z{m—y)) <5 (2(“‘ —y) - 5) >’k‘

(3.128)
de forma que realizande a integragio obtemos,
y bt + %X, kp b4y, k
Alz) = { ei®rlako—thotFhaky) 4 a LI ¢ Nq .
(2) < Ny 2N t2)/,
<ez'2m—([(x—i‘r)nk+§k§k])A (:c + ,215)> , (3.129)
K

Novamente temos uma média ponderada por uma fase sobre pontes equiv-
alentes. Isto é uma propriedade geral das representagées de operadores obtidas me-
diante projegoes; somente a fase depende da representagio especifica que estejamos
usando. Uma caracteristica importante da representagio de centros é que as fases
sdo independentes dos parametros x da quantizacdo; iste se vé melhor na primeira
linha de (3.129). Notemos também, comparando {3.125) e (3.129) com (3.88) e (3.91)
respectivamente, que as fases sie uma conseqiiéncia das condi¢des de periodicidade
dos simbolos. E importante notarmos que se Ae i}{, comutarem, Aéa restrigao de
A no espago de Hilbert #% e denota um automorfismo. De {ato, a comutagao de A
e 1Y implica que os simbolos A(z) e A(£) sho funcées periddicas. Caso contrario, as
médias definidas em (3.125) e (3.129) podem nio existir, ou pode também acountecer

que o operador projetado A= i‘fvﬁig seja igual a zero.

3.7 Invarianca simplética

J4 mencionamos no capitule 2 que as representacOes de centros e cordas no plano sao
invariantes perante os equivalentes quanticos das transformagdes candnicas lireares,
ou transformagoes simpléticas 2’ = Mz, As transformagbes para as quais a matriz

simplética M é constituida de coeficientes inteiros sdo conhecidas celoguialmente
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como apas do gate. Estes tem a propriedade de deixar invariante a cela unitéria do
toro. Devido & comutagio do produto de operadores com a projegio do plano (3.25),
o efeito de uma transforinacdo de semethanca AT Mﬁﬁ‘{,} realizada por umm mapa
do gato quantizado sobre qualquer operador definido no toro serd puramente cldssico

nas representacoes de centros e cordas:
Alz) > AMz) e A(E) » AMYE). (3.130)

Evidentemente, a matriz M =z 1 ¢ um mapa do gato; o produto de mapas
do gato também é num mapa do gato, agsim como a inversa de um mapa do gato.
Por tanto, o conjunto dos mapas do gato forrma um subgrupo das transformagoes
simpléticas, ao quai nos referiremos como o grupoe felino. Desta forma, as re.agies
{3.130) indicam a invarian¢a felina das representagdes de cordas e centros. Este fato
sera explorado em maior detalhes nos capitulos 5,6 e 7, onde discutiremos o fato de
que nem todo mapa do gato pode ser quantizado. Portanto, o grupo felino quéintico

£ um sabgrupo do grupo feling cldssico.
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4 Hamiltonianos no Toro e integrais de caminho.

Uma vez desenvolvidas as representagdes de cordas e centros no toro, é importante
desenvolvermos potencialidades. Para tal propdsito, aplicaremos a ferramenta desen-
volvida para dois tipos de sistemas. Neste capitulo trataremos de sistemas Hemilto-
nianos no toro.

Lembremos primeiro que os colchetes de Poisson, (1.6), que definem a estru-
tura simplética do espago de fases, s€0 08 mesmos, tanto para o toro, quanto para
o plano; assim as fungdes geratrizes das transformagdes candnicas cldssicas sao gov-
ernadas pelas mesmas leis de composigao que as definidas no capitulo 2 para o caso
plano. A tinica diferenca é que no toro haverd mais cordas, para umn mesmo Centro,
devide s condigbes de periodicidade na borda.

Estudaremos entdo sistemas dindmicos com I graus de liberdade para os
quais existe uma funcdo Hamiltoniana que gera a dindmica através das equages de
Hamilton (1.4} e que é peri6édica em todas as suas 2L varidveis. No caso L =1,
este tipo de sistema tem aplicagdes na éarea de fisica dos sélidos; tem sido usado
como modelagem para um sistema de elétrons num sélido unidimensional comn uma
modulacao incomensuravel da estrutura [60] e em modelos de elétrons de Bloch em
campos magnéticos [61). Tem sido demonstrado [62] que estes modelos apresentam
um comportamento critico que leva a uma estrutura hierdrguica das solugdes através
do espéctro do tipn conhecido como Borboleta de Hofstadter [63] e a transicdes de
localizagio ¢ deslocalizagao dos estados.

O teorema de Fourier assegura que uma Hamiltoniana cldssica periddica no

plano pode ser escrita como
+o0 _
Hipq) = Z Hr‘seﬂw(rpwsq}_ (4.1)
.8=—00
Hs diferentes formas de se quantizar esta Hamiltoniana envolvendo diferentes orde-
namentos. Escolhemos o ordenamento de Weyl, tal que

+oc
Hipg)= 3 Hype 770 (42)

P Em—O0
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Lembrando a defini¢io dos operadores de translagdo no planc (2.17), vemos que esta

titima expressdo é equivalente a

Z: Hf, Tfraa (43)

Fg=— 00

onde &, = (2nhir, 2whs) = (%, 7). O Hamiltoniano é assim uma combinagio linear
de translagbes que deixam HJ, invariante. Se um outro ordenamento fosse escolhido,
haveria corregoes da ordem + em (4.3}

A evolugiio quéntica do sistema estd determinada pelo propagador:

o0 .

. o 1 2 =~

O, = it =3 — (i)™ (4.4)
n=0

Esta dltima relacdo implica em que o propagador seja uma combinagdo de produtos

de translagdes no toro dadas pela expanséo (4.3). Estas, como vimos, formam um

cociclo; assim podemnos escrever:

+00
Z: Ur,sfﬁr,, ' (45)

ra=—oo
isto é, 0 operador evoluglio tarnbém deixa H}, invariante. Escrito desta forma, pode-

mos ver que o operador de evolugdo ¢ o Hamiltoniano no plano periddico tem repre-

sentacdes de cordas escritas unicamente em termos das translagoes do toro
400
=
Ui€) = Y Ursbl(&rs— &) (4.6)
T 8= =00
Projetemos agora este operador em HY% . Devemos primeiro notar que (3.25)

e (4.3) nos permitem escrever,

+ox oG .
-~ P e 1 i - 'RA
U, = U= ) U,T= Eﬂ(#m 1%
T =00 el
o0 1 .
— I A — J+tH
= E o ﬁ " — ek (47}

n—=0

onde H =1% H1Y, = H1%, é o Hamiltoniano que atua no espag¢o de Hilbert do toro
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Os operadores de evclugdio, unitdrios, formam um grupo, de modo que
), (4.8)

Projetando no toro e usando (3.25) obtemos

U, = 40,15 =10 )" (4.9)
= (U™ (4.10)

m

Este ditimo resultado é muito importante; a evolugio e a projegdo no toro comutam,
Temos duas alternativas para obter a representagdo de centros para [4.10),
ou seja, trabalhar a partir das relagbes do plano ou trabalhar diretamente no toro.

Em primeiro lugar notemos que {4.7) implica em

lim U,(z) = ek™E) 4 0(#?). (4.11)

-0

O uso de (4.10) e {3.110) resulta em

N=1

| 1\ 2bm T
Uz} = ilm (_._) fN(a;-i-Z( 1) z;)

\‘T ar —0
1 i
exXp { ﬁ Agm_'_]_ (.‘13,_ be vy [ II;gm) -— '2—?';; Z H{ZI?,_}] } . (412}
i=}

Para o caso onde N é impar, obtemos a representagdo nos pontos X no EFQ

L\ & el E[B2mr (XX Xam )= 55 I H(X )}
— 1 it 2m+1 1. 2m)— i= i
Up(X) = mliz}zéo (N)} E ) .

(4.13)

Aqui vemos que para /N fmpar o propagador (4.13) ¢ similar a (2.58) substituindo a
integral pelas sornas apropriadas.

Para projetar, usando (4.9), podemos usar o conhecido resultado (2.58) para

a integral de caminhos do propagador no plano na representagio de centros.

Projetando o simbolo no toro mediante (3.129), temos ent&o

. ! . i Az dTom
Uyz) = <ei?rrN([(:z—~%)Ak%%k;\z\kq]) T;P_I;nm (; ﬁ)2mL2
i k t
exXp {E[A:Zm+l(ﬁj + 5@1:"‘ s Tam)) — . ZH(mn)]}>
n=1 k

<ez‘27rN([(m—-§‘}hk+§k§k])‘/‘d,.}, e§3«<z+’§)> , (4.14)
¥

k
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Se bem que nao seja imediatamente evidente, (4.12) e {4.14) 580 o mesmo objeto; em
(4.12}, primeiro fizemos a proiecde no toro e depois realizamos a evolucdo, enquanto
que em (4.14) evoluimos primeire no plano e a projecao no toro foi realizada poste-
riormente. Como a projegio (4.10) e a evolugBo sdo operagdes que comutam, (4.12)
e (4.14) coincidem. Se tivéssemos definido a transformada de Weyl intrinsecamente
no toro, sem ter projetade a partir do plano, pederiamos ainda obter uma férmula
equivalente a (4.14) com a ajuda da transformada de Poisson aplicada a {4.12).
Para tomarmos o limite semicldssico, {4.14) é a expressao adequada. De fato,
para aplicar este limite devemos avaliar as integrais em (2.58) mediante ¢ método da
aproximagdo de fase estacionaria. Isto ndo pode ser realizado em (4.12) devido ao
fato que as varidveis ali sfo discretas, o que impede realizar tais variagbes. Mas, como
j& vimos no plano, o propagador semicldssico é dado por {2.60). Assim, projetando

ng toro teremos

Uiz)se ~ <e£2’”"([(“’“ﬁ)’\k‘r%kw'\kq]}

22L|det(1+/\/[j)[“% exp {:‘iﬁ»_lsfj(j: -+ %)“i‘“i'}'j}) . (4.18)
3

3
A média em k é uma média sobre centros equivalentes no torc devido as condicoes de
contorno, mas esses pontos sio diferentes no plano. Para obtermos a periodicidade
correta, a contribuigio de cada termo deve ser promediada com fases diferentes. Mas,
ha varias érbitas cldssicas certradas em cada ponto e a contribui¢do de cada uma
destas drbitas é oblida pela soma em j. Assim no propagador semiclassico no toro,

temos uma proliferaciio de cordas para cada centro, devido as condigdes de contorno.
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5 Os mapas do gato classicos

5.1 Introducio e motivagao

Como j4 vimos no primeiro capitulo, a linearizacio de um sistema dinamico perto de
uma érbita periédica é um dos mais frutiferos pontos de partida para a analise do
movimento cldssico. Por sua vez, no capitulo 2 vimos que o grupo simplético dos sis-
temas Hamiltonianos lineares no plano é facilmente quantizado para formar o grupo
metaplético correspondente. Essencialmente, a fungdo geratriz do grupo de trans-
formagoes candnicas é simplesmente exponenciado para obtermos uma representagao
das transformacdes unitarias quanticas.

Se a Orbita escolhida for um ponto de equilibrio, o sistema linear rorre-
spondente pertence ac grupo simplético homogéneo, caracterizado por um porto de
equilibrio simples, usualmente tomado como a origem. Da mesma forma, o mapa de
Poincaré na vizinhanca de uma 6rbita periddica é linearizado num mapa simplético
homogéneo com tempo discreto (de perfodo um). As caracteristicas essenciais do
movimento sdo classificadas segundo os autovalores da matriz simplética M, que

determina a evolugio do ponto x no espago de fases:
3:! = M.‘II. (51}
Estes podem ser

(a) pares de autovalores reais (A, A™!). A dindmica de tais mapas perto de um ponto

fixo 4 mostrada na figura 5.1(a).

(b) pares de autovalores no circulo unitario (¢¥,e™%). Cuja dindmica perto de um

ponto fixo é mostrada na figura 5.1(b).

(c) quartetos de autovalores complexos gerais Mtle*® Nestes casos a dindmica perto

de um ponto fixo é mostrada na figura 5.2.

Variando parimetros, é possivel obter autovalores iguais a um, ou a Co-
lisio de autovalores, mas a classificacio realizada acima é genérica para todo sistema

simplético [65].
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Figura 5.1: (a} A dindmica perto de um ponto fixo hiperbélico {pares de autovalores
reais (A, A7)}, Esla contém uma variedade estével e uma variedade instavel.(b) A
dinamica perto de um ponte fixo eliptico (pares de autovalores no ecireulo unitdrio

(e, e)).

E sempre possivel decompor tal sistema linear genérico em sub-sistemas den-
tro de subespagos invariantes de duas dimensdes, correspondentes aos casos (a) e (b)
acima, ou de quatro dimensies no caso {c). O caso (b) é o mapa eliptico, que é
trivialmente integravel, enquanto o caso (a) define um movimento hiperbdlico. Este é
também muito simples no caso linear, mas podese tornar uma fonte de mixing cadtico
agregandoe uma perturbagfio ndo-linear. Alternativamente, este efeito é conszguido
tornando o espago plano num toro.

O resultante simplectomorfismo no toro € conhecido cologuialmente sob o
nome de mapa do gato, caracterizado por uma matriz simplética com elementos in-
telros. Um mapa do gate hiperbdlico ¢ estruturalmente estavel, ou seja, a estrutura
das orbitas é invariante perante pequenas perturbagbes nao-lineares devido a0 teo-
rema de Anosov [65]. O mesmo é vilido para um mapa do gato lozodromico de quatro
dimensdes de autovalores complexos gerais no caso (¢). Estes mapas estruturalmente
estaveis sao chamados de sistemas Anosov e tem a propriedade de serem ergdidicos e

MITING.
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Variedade Variedade
aestavel instavel

Figura 5.2: A dinamica pertc de um ponto fixo loxodrémico (quartetos de autoval-

otes complexos gerais A*let®)}. Vemos aqui a dindmica na variedade estédvel, e na

variedade instavel.

Portanto, quatro dimensdes é o limite inferior no qual podemos estudar pon-
tos periddicos loxodrémicos [63], caracterizados por variedades estdveis e instiveis nas
quais as érbitas espiralam para dentro e para fora respectivamente, e o seu efeito no
espectro quintico de energias. Esta é a razdo da auséncia destes em todos os estudos
prévios de quantizacio de mapas do gato, porém Greenman [67] recentemente anal-
isou a estrutura periédica dos mapas do gato cléssicos. Dimensdo quatro € tambem
a minima dimensiao para a analise da decomposicio da vizinhanga de Orbitas nas
componentes elipticas e hiperbélicas.

Em alguns casos esta decomposicdo é somente local, devido a que a trans-
formacio candnica que a realiza nfo é um mapa do gato. Entdo o espectro quintico
de quase-energias néo seré decomponivel nos correspondentes espectros de mernor di-
mensdo. De qualquer forma, todos os mapas do gato derivados uns dos outros como
o resultado de transformagdes de semellianca que envolvem outros mapas do gato sao
equivalentes: tem 03 mesmos autovalores {cldssicos e quénticos) e 0 mesmo nimero

de pontos fixos. (notemos que, no toro, um mapa linear homogéneo pode ter varios
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pontos fixos).

Por esta causa, discuriremos na préxima segio o subgrupe das transformagdes
simpléticas inteiras, ao qual damos ¢ apelido de grupo felino. Para um ndmero de
dimensdes maior do que dois, encontramos ¢ problema da identificacdo a priori de um
mapa do gato. Uma abordagem alternativa envolve as funcgbes geratrizes, das quais
temos vérias escolhas. Porém, é altamente vantajoso o uso de funcbes geratrizes

invariantes perante transforrua¢des felinas.

5.2 Funcoes geratrizes invariantes felinas

Consideremos agora um simplectomorfismo no 2L-toro gerado pela matriz M de

. . p- D
2L x 2L dimensoes, que leva o ponto z_ = ao ponto 1, = N
q- 9+
Ty = Mz mod(l) (5.2)
Em outras palavras, existe umn vetor m = ik de 2L dimensbes inteiras tal que
Mg
T, =Mz —m. (5.3)

As componentes de m denotam o nimere de voltas percorridas pelo pontos z_ ao
redor dos respectivos circuitos irredutiveis do 2L-toro apds a aplicagdo do mapa M.
O toro divide-se em regides indicadas pelos respectivos vetores m.

Como vimos no Capitulo 1, para que o mapa descreva uma transformagao

candnica € preciso que a matriz M seja simplética, on seja,
MM =3, (5.4)

onde M! é a transposta de M. Além disso, a matriz M deve ter elementos inteiros
de forma a transformar o 2I-toro nele mesmo (condigdo de automorfismo).
Para um grau de liberdade { Z = 1 ) estes sistemas sdo conhecidos pelo nome

de mapas do gato de Arnold [65]. Se |tr(M)| > 2 o mapa tem dois antovalores reais
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distintos e prova-se que ele é ergédico, mixing e puramente hiperbélico [65]. Para o
caso {#r(M}| < 2 nao hd autovalores reais e 0 mapa é entdo eliptico. Para {tr(M)] = 2
somente existe um autovalor real degenerado (iguala 1), e assim o mapa é parabdlico.
Para um maior nimero de graus de liberdade chamaremos estes simplectomorfismos
do (2L}-toro de gates multidimensionais cuja dindmica oferecer4d uma estrutura mais
rica, como serd aqui discutido.

O conjunto de matrizes A4 que satisfazem (5.4) forma , como vimos no
capitulo 1, 0 grupo simplético, de forma que a matriz A’ obtida de M por uma

transformacio de semelhanca
NMN = M, (5.5)

¢ também simplética se a matriz A for simplética. De fato, devemos considerar as
transformagoes simpléticas correspondentes a MM’ e M, como a mesma transformagao
vista em sisteinas de coordenadas simpléticas diferentes.

Consideremos agora um produto de mapas do gato; este deve ser simplético
e todos os elemento de matriz serdo inteiros. J4& que o inverso de um mapa do gato €
também uma tnatriz simplética de elementos inteiros e que a matriz unidade também
8, o conjunto dos mapas do gato é um sub-grupo do grupo simplético ao qual vamos
dar o apelido de grupo felino. Novamente, podemos considerar as transformagées de
simetria na forma (5.5) entre os mapas do gato M e M’ como definindo essencialmente
mapas vistos em coordenadas simpléticas alternativas no toro.

A importéancia de definir classes de equivaléncia de mapas do gato similares
cresce com a dimensio do toro. E simples definir matrizes inteiras e a condigio (5.4) a
posteriori, meramente restringe a dimensdo do determinante a ser um, no caso L = 1.
Porém, para L = 2, 3 propriedade simplética implica em dez condigdes independentes
para serem satisfeitas pelos dezesseis elementos de matriz inteiros. Um proceditnento
alternativo ¢ traballiar com funcdes geratrizes, que garantem a definicio (implicita )
de uma transformacio simplética. A dificuldade é entio assegurar que os elementos
de matriz sejam inteiros. Resulta que esta dltima abordagem tem se mostrado mals

frutifera, especialmente devido A quantizacio dos mapas do gato nos capitulos 6 e 7
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se realizar utilizando explicitamente as fungbes geratrizes.

Como discutimos no capitulo 4, as fungdes geratrizes no toro tem ¢ mesmo
papel e leis de composi¢io que suas andlogas no plano, porém existe no toro um maior
namero de drbitas devido as condiges de borda. A funcéo geratriz na representagio

de posigoes para mapas do gato com um grau de liberdade ¢, segundo Keating [64],

i
S1{g-, ¢4, m) = S [Maag? = 2 (g4 +mg) + Mui(gy +mg)* — 2Mamyi] .
(5.6)
Esta gera a dindmica do mapa em fun¢ido do nimero de voltas m através de
P = 351(g-+ 4+, M} (5.7)
dq.
po = — asl(qéa(LHm). (58)
g

Assim a parte quadredtica da fungdo geratriz é comum para todo o toro, enquanto
que a parte linear depende do vetor m,0 niimero de enrolamento, que muda de forma
discontinua na borda de cada subregiao do toro.

A fraqueza da funcio geratriz de posicdes é que transforma-se numa forma
complicada perante transformacdes de semelhanga felinas. Somente no caso especial
de transformacoes de ponto, que ndo rnisturam momentos e posicdes, a fungio ger-
atriz permanecerd invariante. Porém, as func¢des geratrizes de centros e cordas, sao
simpleticamente invariantes [32). Adaptadas ao toro, mostraremos que estas tanbém
sao invariantes perante transformagoes felinas.

O ponto de partida é ,como no caso plano, definir centros x e cordas § medi-
ante {1.18), de forma que o centro é

_$++$— 5.0
o (5.9)

i

x

]

e a corda é
Ezzy — 2. (5.10)
Dado um ponto inicial x_, o mapa do gato (5.3) define centros e cordas

1 m
o o= =1 Vo — — 5.11
2i‘,M+ Jz 5 (5.11)

& = M—-1z.—m. (5.12)
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Eliminando z_, estabelece-se 2 relagdc direta entre centros e cordas:

1{M+1)

Z(M_l)f+(M—1)”im (5.13)
M-1) -1
3 2(M I 2(M +1)" m. (5.14)

Do capitulo 1, sabernos que as fungdes geratrizes de centros e cordas, desig-
nadas aqui por S{r,m) e S{£, m) respectivamente, geram a dindmica a partir de

95(¢, m)
24
05(z, m)

oz

3 (5.15)

£ = —J—F— (5.18)

Igualando (5.13) a (5.15) e {5.14) a (5.16), obtemos as fungdes geratrizes quadraticas

S{z,m) = zBz+z(B~—J)m+ f(m) (5.17}
SEm) = 60+ 268 +Pm +g(m) (5.13)

lembramos que 8 e 3, definidas no capitulo 1, s80 matrizes simétricas, a parameirizagdo
de Cayley da matriz simplética M :
(1 - M)

JB T M) (5.19)
(M +1)
38 M=) (5.20}

Assim, a transformacdo (5.3) fica inteiramente definida, tanto pela matriz
simplética M quanto por uma das matrizes simétricas, B, cu 3. Se M tiver um
autovalor igual a 1, entdo a matriz 3 sera singular. Isto corresponde a uma caustica
na fungio geratriz de centrcs. Por outro lado, se M tiver um autovaler igual a
—1, entdo B serd uma matriz singular, ¢ que corresponde a uma cdustica da fungio

geratriz de cordas [32], Algumas relagdes tteis obtidas a partir de (5.19) e (5.20) sdo

(B-3) = —23(1+M)7, (5.21)
(B+3) = ~WBM-=-1)"", (5.22)
38 = ——, (5.23)

36
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(1+3B) (@6-1)

As funges f{in) e g{m) sdo arbitrérias, j4 que elas dependem somente dos

nimeros de enrolamento m, e de fato elas geram a mesma transformagio (5.13) ou
(5.14). Porém, a funcio geracriz de cordas para os mapas do gato pode também ser
obtida diretamente a partir do mapa {5.3). Este é 2 composi¢io do mapa simplético
M no plano, cuja funcio geratriz é 5;(x) = 2Bz, com a translagéo uniforme 7., de
vetor —m que traz o ponto final de volta & cela unidade D. A fungdo geratriz dessa
translacio é S,(z) = —mAz , também simpleticamente invariante. Assim, usando a
lei de composigio para funcdes geratrizes de centros, (1.45) com a prescrigdo (1.46),

obtemos a fiuncio geratriz (5.17) com o termo
f(m) = %mBm, (5.25)

Como j4 vimos para caso plano no Capitulo 1, as funges geratrizes se rela-
cionam entre elas através de transformagbes de Legendre. Desta forma, S(z, m} é

obtida a partir da funcio geratriz de posicdes S(q_, ¢4, m) como
S(z,m) = S(g_. gy, m) + %@H 4 pa)(gs —ao)s (5.26)
enquanto que a relagio entre as funcbes geratrizes de cordas e centros é
S(¢,m) = £ Az — S(x,m). (5.27)

Em cada caso, a varigvel ausente no lado esquerdo 6 eliminada requerendo que 0 Jado
direito seja estacionirio com relacio a essa varidvel. Em seguida, usando (5.27), para.
a funcdo de centros com o termo (5.23), obtemos a fungao geratriz de cordas (5.18}

onde

g(m) = imﬁm4 (5.28)

Chamaremos de z;, 0s pontos periédicos de periodo {. Assim, 0s pontos fixos
1, 580 tais que a corda £ = (0 ou O centro £ = Iy = (M — 1)"'m, que, inserido em
(5.27) conduz a

$(¢ = 0,m) = —8(x;, m}. (5.29)
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Segue assim, que s termos em S§(£, m) e S(z,m) que dependem unicamente de m

satisfazem
. 1
f{m) + g(m) = Zm(ﬁ + B)m. (5.30)
A escolha (5.25) ¢ (5.28) obviamente satisfaz tal criterio, mas outra possibilidade é
1 = 1 o

flm) = gm(B+Hm e g(m)= ym(3—F)m, (5.31)

Usando (5.31), obtemos, para o caso L = 1, o valor da agéo para um ponto fixo

previamente propostoe por Keating [64], na representagio de posigdes
S(q- = q7,¢+ = g5, m) = S(z;, m). (5.32)

Em conclusio, as funcdes geratrizes de centros e cordas para os mapas do

gato multidimensionals séo

Sz,m) = zBz+z(B- Jm-+ %m(B +3)m (5.33)
S(Em) = 1666~ A+ Ym+ gm(B - Hm. (5:34)

As funcoes geratrizes correspondentes a transformagio z,. = Mz _no plano
sio simplesmente $(z,0) e S(£,0). E importante notarmos que todas as reflexdes no
toro podem ser obtidas a partir de centros cujas coordenadas pertencem ao intervalo

[0, 11 Seria entdo possivel definir centros ' tais que

I

! Ei';x— mod(%). {5.35)

Esta escolha nio nos leva & relagao explicita (5.11) com o numero de enrolamento da

transformacdo, mas sim a
1 ! .
7' = §(M+1)m_-—%—, (5.36)

onde m' tem coordenadas m| = (m; ou m,+1), de tal forma que todas as coorde-
nadas de z’ estariam em {0, ’5] Em conseqiiéncia, permitimos que os pontos centrais z

definidos em (5.9) tenham coordenadas no intervalo [0, 1}, mantendo assim a relagao



5.2 Fungdes geratrizes inveriantes felinag 83

explicita com o numero de enrolamento da transformacfo. Come conseqiiéncia, as cor-
das definidas em (5.10) tem coordenadas no intervalo estendido |1, 1]. Assim, pontos
centrais, que diferem por um numero inteiro de voltas, sao equivalentes. Também o

s&o cordag que diferem por um nimero par de voltas:
x = r+k (5.37)
£ = £+ 2k (5.38)

Como consegfiéncia dessas equivaléncias o ntimero de enrolamento m em (5.13) e

(5.14) é equivalente a:
mz=m' =m+ {M - 1)k {5.39)
em (5.13) e

=m'=m- (M+1)k (5.40)

B
i

em (5.14), isto &, substituindo m por m' na fungio geratriz S(£, m), obtemos cen-
tros equivalentes segundo (5.37). J4& para obter cordas equivalentes relacionadas por
(5.38), é preciso substituir m por m” na funcio geratriz de centros S(z, m). Real-

izando as mencionadas substitui¢ées, obtemos

S m) = S(6,m)+EA k_%ml“lk—ik&;k (5.41)
Sz,m") = S{z,m)-2zA kw%ml‘gk-—%k&gk, (5.42)
onde
6= [(3-f) M+ (3+7)] (5.43)
A = [(MEM+T) - M (3+7) - (3-3) M (5.44)
r, = [(3+3)M+(3- 7) (5.45)
ay = [(MFM+T)+ M (3-3)+ (3+3) M]. (5.46)

Desta forma podemos restringir m a vetores de componentes inteiras em um

dos paralelepipedos fundamentais
Ge=(M-1)0  para S(¢m) (5.47)

O, = {(M+1)O para S{z,m) {5.48)
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onde O é o hipercubo unitdrio que designa 0 2L-toro. Assim, as diferentes orbitas com
uma dada corda £ sdo obtidas pelos vetores inteiros m definidos em <¢¢. O nidmero

1¢,de tals rbitas é dado pela drea de <y, ou seja,
221,

~ Tdet(38 - 1)

que é independente de £. Tomando ¢ = 0, igualamos 7; ao nimero de pontos fixos

r(M) = |det(M — 1)] =", (5.49)

(6rbitas periddicas de periodo um),
As diferentes 6rbitas que tem o ponto z como centro sdo designadas pelos
vetores inteiros m definidos agora em <O,. De novo, o nimero de érbitas e dado pelo

voiume de &g, que é
92L
r(—M) = |det(M + 1)} = TatGE+ 1) = (5.50)
Notemos que o nimero de drbitas periddicas de periodo dois é g7
Como ja mencionamos, para que a matriz A represente um mapa dn gato,
deve ser simplética para que possa representar uma transformacéo canéuica, e M
deve ter elementos inteiros. Vamos agora traduzir ambas condigdes para as matrizes
simétricas B e 3. A primeira condigiio implica em que B e 3 sejam matrizes simétricas,
e toda matriz simétrica pode ser associada a uma matriz simplética através de (5.24}.

A segunda condicdo restringe as matrizes B e § a terem elementos racionais. De fato,

segundo (5.19) e (5.20} teremos

B B
8 = —— = g 5.51
£ det(M + 1} :h'rx (5:51)

det{M — 1) :h‘rg
onde B e B sao matrizes simétricas com elementos inteiros e os denominadores estao
definidos por (5.49) e (5.50). Pode acontecer que todos os elementos da matriz B (ou
B ) possuam um mesmo fator em comum e este nao coprimo de 7, (respectivamente

7z ). Nesse caso reduzimos a fragao em (5.51} ( ou em (5.52) } de forma que

B = :k:i?; (5.53)
Tﬁ?
g = ig. (5.54)

£
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Porém, nem toda matriz simétrica 2 ou 4 de elementos racionais garante que a
matriz simplética associada tenha elementos inteiros. Devemos entdo determinar as
condig¢des sobre B ¢ J para ¢ue isto ocorra.

A caracterizacdo das matrizes B ou § requer que o mapa correspondente
no plano transforme entre si os pontos de uma rede inteira. Examinaremos o caso
L =1, pais a extensdo para vdrios graus de liberdade segue de forma simples. Ha

duas cordas fundamentais correspondentes aos pontos fixos no toro:

1 0
£ = e &=| | (5.55)
0 1
que levam aos pontos fixos:
1 )
7j=5(3BF1)¢  ondej=1,2. (8.56)

Claramente, existe também a corda £y = 0, mas este ponto fixo do plano nao faz
restrigdo nenhuma ac mapa no toro. Para que a transformacio seja um gato, todos
os vértices do paralelogramo fundamental O devem ser pontos fixos, assim, para todo

par de inteiros r e 5, existem inteiros m; e mq tais que:

P my o
myzy + My = =-(Fsx1) . (5.57)
& ey,

R

Isto ¢ verdadeiro se e somente 5e2(J8-:1)7" tem coeficientes inteiros. Mas, se a matriz
M descrever um mapa do gato, —AM também descreve um mapa do gato, cuja matriz
simétrica, na representacao de cordas, ¢ —B. Portanto, também é uma condigdo
necessaria e suficiente para que a fungdo geratriz de centros descreva um mapa do
gato que a matriz de centros B associada tenha a propriedade de que 23B+ 1)t
seja um matriz intelra.

A pesar de que as condigbes para que as matrizes simétricas B ou § de-
screvam um mapa do gato ndo sejam tdo simples quanto as condigdes sobre a matriz
simplética M, é malis simples achar matrizes simétricas racionais que satisfacam as
condigoes sobre B ¢ 3, do que buscar matrizes simpléticas inteiras. O fato de que

B ou 7 sejam simétricas, na forma (5.51), nos permite variar [(L) x (2L + 1) +1]
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nimeros inteiros. De outra forma, para satisfazer a condi¢do (5.4), precisa-se dos
(2L)? elementos inteiros da matriz M.

Para concluirmos esta secdo, verificamos as propriedades da invarianga felina
das fungbes geratrizes de cordas e centros. Em primeiro lugar, lembremos que &
invarianca felina no plano implica em que, perante um transformagdo simplética de
coordenadas = — 2’ = Nz, 8{w,0) = 5(z’,0) e S(£,0) = 5(¢', 0}, onde & = N¢. Mas,
também é evidente que ¢ numero de enrolamento m transforma-se na mesma forma:
m’ = A'm. A partir dos termos dependentes de z em Sz, m), vemos entdo que o efeito
de uma transformacdo felina é meramente substituir B — N*BA/, e similarmente a
mudanga em S{£,m) é obtida a partir de 8 — N*SN. Os termos constantes f(m) e
g(m) em (5.17) e (5.18) néo sdo invariantes perante transformagoes felinas na forma
(5.81) que temos escolhido pars. coincidir com a referéncia (64, assim € preferivel usar

(5.25) e (5.28) quando quizermos lidar com classes de equivaléncia de mapas do gato.

5.3 Classificacdo de mapas do gato classicos

As érbitas periédicas dos mapas do gato foram estudadas em detalhe por Percival e
Vivaldi [68] e também por Keating [64] para um grau de liberdade; mas os resultados
foram recentements estendidos para um nimero arbitrério de graus de liberdade [67].
Mostra-se que um ponto no 2.L-toro é periddico se ¢ somente se todas suas coordenadas
forem racionais, e toda rede de pontos cujas coordenadas forem racionais € invariante
perante a acfio do mapa. A partir de {5.3) podemos ver que 0s pontos periédicos
de perfodo inteiro i siio obtidos a partir do ndmero de enrolamento m de forma que

=P | =M -1)m =@~ 1)

aqi

1 -
5 (5.58)
onde 89 descreve a matriz simétrica associada a M através de (5.20). Para acharmos
7; no hipercubo unidade 0, m deve pertencer ao paralelepipedo formade pela agao
da matriz (M’ — 1) sobre C. Assim, 0 naimere de pontos inteiros m é dado pelo

hiper-volume desse paralelepipedo. Logo, o mimero de pontos periddicos de periodo
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22L
det(380 —1)[|

(MY = [det(M' — 1)] = | (5.59)

Segundo (5.58) os pontos periddicos de perfodo ! formam uma rede de coordenadas
racionais na espaca de fases.

O movimento de um ponta z_ = x; + §.. perto de um ponta fixo z, serd
Mz = J&'{{:.I?] + 6“) =TI+ M(S_ =+ 6+ = Xi. (560)

Para determinar o cardter de tal movimento temaos que estudar os autovalores da

matriz M:

M, =28 e (5.61)

O modulo |A,,] indica alongamento {ou contragho) enquanto que o argumento etfx
indica rotagio entorno da ponto fixo ). Para matrizes simpléticas M , se A ¢ € um
autavalor de M entao Ay, 57 € A,. rambém sao autovalores de M.

A classificacio dos autovalores pader ser realizado com quaisquer das matrizes
M, B, ou §. Usando {5.24) obtemos a relagao com os autovalores de JB e 38 notados

A3p € Agp respectivamente

. (-xp)  (As+1)
2= T hes) ~ Oas 1) 562

e inversamente

(1-2m)

‘ )
1 . (AM + 1) _ 1
= e T T (5.64)

Desta forma, se Agp ¢ um autovalor de JB entdo Ajg, —Azp — Mg também 830
autovalores. Seguinda, se Az3 € um autovalor de J3 entdo A3z, —Azs € —A também

sdo autovalores.

Para mapas do gato com L = 2 as matrizes M, B, e § sfo de 4 X 4 ¢ temos

entdo os casos gendricos seguintes para os autovetores
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1. Eliptico: tem um par conjugado de autovalores Axs ambos no circulo unitério

ou pares conjugados de autovalores puramente imagindrios Ajp e Agg.

2. hiperbélico: tem um par (A, ﬁ) no eixo real ou pares (A3, ~Aggs) e (A33, —Azs)

no eixo real.

3. Parabdlico: tern autovalores degenerados Ay = +1. Para Ay = 1, 0 3 €
singular e Ay == (, nessa variedade o mapa ¢ a identidade. Para Ay = —1; B é
singular e Azg == 0, nessa variedade 0 mapa representa a inversdo com respeito

a origem.
4. Misto: cada par pertence a uma categoria diferente das descritas acima.

3. Loxodrdémico: os autovalores das matrizes M, B, ou 5 formam quartetos de au-
tovalores complexos na forma (Au, 57, My 53-) Paraamatriz M e (Azs, —Ags, A5, —A3s)
Ad

para a matriz 5 padendo ser uma ou outra das matrizes simétricas B ou /3.

Os trés primeiros casos também acontecem para sistemas de um grau de liber-
dade. O caso L = 2 é o menor alimero de graus de liberdade onde, néo sé aparecem
pontos fixos elipticos, parabdlicos e hiperbdlicos, como também loxodrdmicos. Para
um niimero maior de graus de liberdade ndo apareceram casos novos, somente havera
uma maior variedade de casos mistos. Casos ndo genéricos aparecem em qualguer
dimensdo para familias continuas de sistemas [65]. NAo sabemos se existem mapas
do gato correspondentes.

No caso geral, o movimento é a composicio de alongamento e rotagao, mas
se os angulos da rotacdo tiverem a forma 8y = ;'.27r, depois de j aplicagbes do mapa,
a matriz M7 terd somente pares de autovalores reais | A%, F e l)‘fwrj- A dindmica
tem assim uma coordenada ignordvel; os angulos sfo constantes do movimento para
MY, Para sistermas de um grau de liberdade, onde hd somente dois autovalores, Am
e A}y, a condicao

Tr (M) = Ay + A}, = mteiro (5.65)

implica em que somente Angulos do tipo §; = %'ﬁ com j = 2 ou 3 sdo permitidos

no caso eliptico. Isto é um exemplo de restrigdes racionais em 6, ou seja A7 sera
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o mapa identidade no toro. Lste resultado estd em acordo com o teorema de Mafie
[69] de que simplectomorfimes em duas dimensdes sdo, ou Anosov ou, tem entropia
topolégica nula. Nogso resultado no 2-toro é mais forte; agui todo simplectomorfismo
¢ ou Anosov, cu uma raiz da unidade. Porém, rotagbes irracionals existem nos casos

loxodrémico e misto para L > 1,

5.3.1 Classificacdo da Dindmica

Nesta se¢ao tratarernos o casc de dois graus de liberdade. O objetivo principal é clas-
sificar os diferentes tipos de dindmica; isto é, achar as condigbes nas quais obteremos
os distimos comportamentos descritos previamente.

O polindmio caracteristico para toda matriz A de k X k é
Pa()) =det{d — A) = Zan,\*’--ﬂ (5.66)
onde os elementos a;, sio obtides mediante a relagho de recorréncia:
ap = 1 (5.67)
G, = —;2 i Qi onde a; = Tr(A%). (5.68)
Obtemos que para toda matriz simétrica B {ou seja B ou § )
Pyp(A) = Pyp{—2), (5.69)
dessa forma
Pip(A) = A* — %bg)\ +det B (5.70)
onde by = Tr [{(JB}?]. Segue uma expressdo similar para Pys()}, necessdria quando
a representacao de centros é singular,
Pya(A) = A* — %ﬁg,\ + det 3. (5.71)
onde Jp =TT [(3,3}2] . No caso simplético, obtemos

Pu(}) = ! = Tr(M)A+ 3 [TT(MQ) Tr(M)?] A2 — TrM)N + 1
(5.72)
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que é mais dificil de se analisar, logo realizaremos a classificacao dos diferentes com-
portamentos usando JB ou J3. Resoivendo a equagao Pyp{A) = 0 e usando (5.70)

podemos escrever

2
Azp = Eb-?- 4 J(b—?) —det B, (5.73)
4 4
enquanto gue
2
SRE I (R e

Podemos agora classificar os comportamentos segundo os invariantes das matrizes B
ou 3. Em seguida, os sutovalores da matriz M sio obtidos com a ajuda de (5.62). O
comportamento loxodrdmico que corresponde a quatro autovalores complexos aparece
quando o terno [(’312}2 — des B] dentro da raiz quadrada é negativo. Isto é, o com-

portamento loxodromico aparece somente se

det B > (i—) ou equivalentemente det 3 > (—43) )

(5.75)

Na figura 5.3 vemos uma classificagio completa dos diferentes tipos de com-
portamento segundo os invarisntes de 3, uma figura similar existe para os invariantes
de B. Os invariaites das matrizes 3 (ou B) também nos permitem achar 7, ©

ntimero de Srbitas dada uma corda §

4 4
6:‘ 2’ ‘: 2 detBl, (5.76)
Pyp(1) Pyp(l]
Ou 7y, 0 nimero de orbitas centradas em x como
4 4
S N . 1:1 (5.77)
Pyp(l) Pyp(1)

Assim, obtemos as caracteristicas da dinamica usando unicamente os invariautes da

matriz simétrica 8 ou B,
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DUPLO |

91

' HIPERBOLICO

DUPLO

MISTO

Figura 5.3: Uma classificagdo dos diferentes mapas do gato para dois graus de liber-

dade segundo os invariantes da matriz 8. Uma figura similar existe para a matriz

B.



5.4 Exemplos 92

5.4 Exemplos

Mostramos a seguir alguns exemplos de mapas do gato com diferentes tipos de
dindmica. Os exemplos escolhidos 3o tais que a matriz 3, que caracteriza a rep-

resentacdc de cordas do mapa, tem elententos inteircs.

5.4.1 O mapa de Hannay e Berry

E importante ver que o primeiro mapa do gato a ser quantizado {0 mapa de Hannay
e Berry) pode ser perfeitaments estudade mediante o formalismo aqui descrito. Para

matrizes de 2 X 2, o polindmic caracteristico é

1 -
Py =¥~ 1 679
sendo a matriz simplética
2 1 ) ) 3 0
Mg = , com a matrix simétrica asscciada fi = ,
3 2 0 -1 -
(5.79)

ASSIILL,
By =Tr [(3)’] =6

e ¢ numero de pontos fixos &

2%
Pya(A)
Qs autovalores de My sio
M= 243,
o= 23

O mapa ¢ entdic hiperbdlico.

A seguir, mostramos exemplos de deis graus de liberdade; estes foram achados
om forma numérica. Geramos numericamente todas as matrizes 3 simétricas cujos
elementos podem tomar valores de 0 até 2. Para cada matriz 3 gevada verificamos
se esta satisfazia a condigao felina. Para aquelas que a satisfazem, classificamos tais

gatos segundo os invariantes det 3 e Gr.
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5.4.2 O caso duplamente hiperbolico:

Estudemos agora mapas que possuem dois pares de autovalores ambos reais. Estes
s30 mapas que pertencem ao primeiro quadrante na figura 5.3; a matriz By, a seguir

descreve tal caso, e a matrix simplética associada € Mpp,

0 2 1 2 2 -2 -1 0
2 0 2 1 -2 3 1 ¢
Bnn = , a matrix simplética é My, =
1 2 460 o 2 1
(5.80)
12191 2 -2 0 1

(s invariantes sio
det ﬁhh = 17 e ;82 =Tr [(3@1}1)2] = 20.

Dessa forma o nimero de pontos fixos resulta 78" = 2,e os autovalores da matriz

simplética My, sac

Ab = 9112388

MR = 0.4739
MP = 522
Mh = 01914 .

5.4.3 O caso misto

Consideramos agora o caso em que os autovalores do mapa sio do tipo misto, ou seja
hé um par de autovalores resis e um par de autovalores conjugados de modulo um.

Este caso corresponde a matrizes 8 que pertencem ao terceiro e quarto quadrante na

figura 5.3.
A matriz fla & deste tipo, e & matrix simplética associada é Meri,
0 2 1 2 0 -1 O
2021 o 00 0 I
Bent = . & matrix simplética é Mepy =
12 0 2 10 2 1
(5.81)
2120 LG 1 1 2
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Os invariantes sdo
det Bopy = ~15 ¢ fo = Tr [(3Ben1)’] = 4.
O nimero de pontos fixos 7" = 1, e o autovalores da matriz simplética M.y, sio
AL = 2.6180
ARt 0.381966

2
/\ehl = - s
3 exp (3 8 )

. 27
A = exp (-—z—ﬁm).

O exemplo acima mostra angulos de rotagdo que s&o uma fracdo de w. A dinimica
decorrente serd entay equivalente & de um sistema hiperbélico com um grau de liber-
dade. Logo, outro exernplo de sistema misto é obtido pela matriz G € deste tipo, a

matrix simplética associada é Mgpa,

021 2 0 0 —1 0
2021 , 0 -1 -1 -2
Bong = , & matrix simplética é My =
120 2 Lo 2 1
(5.82)
212 1 0 2 2 3

Os invariantes sao
det o = ~7 & fo=Tr [(IBens)’] = 4.
O nimero de pontos fixos & 7§"? = 2,¢ 0s autovalores da matriz simplética sdo

XA 30906578
MR = (.32355571
MM = exp (im].27354496)
A% = exp(—imwl.27354496)

Agora, o mapa obtido ndo tem rotagdes racionais, a dindmica serd entdo ergddica e

mixing no espago de fases completo.
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5.4.4 O casc losodrémico

Escolhemos agora & matriz 3;,, pertencendo a regifo loxodrémica da figura 5.3. Por

exemplo, matriz 0, , cuja matrix simplética associada é My,

0210 01 00
20921 o 1 10
Bioz = , & matrix simplética é My,, =
12 011 1 -1 11
(5.83)
0011 1 -l -1 =20

Os invariantes sio
) 2
O ntmero de pontos fixos é 72"'*' = 2, e os autovalores da matriz simplética sao agora

Aoz —  1.7000157 exp (¢1.1185178x)
Ao = 1.7000157 exp (—i1.11851787)
Ao = 0.5882298 exp (11.1185178x)

(
APE = 0.5882298 exp (—11.11851787) .

como é de esperar, estes sio complexos ¢ de médulo diferente de um. A dinémica

deste mapa serd ergGdica e mixing pois as rotagdes nao sio racionais.

5.4.5 O caso duplamente eliptico

Neste caso os autovalores sio dois pares de complexos conjugados de médulo um.
Cada par caracteriza-se entic por um Angulo de rotagdo. Um fato interessante é
que para que T'r (M), Tr (M?), e o ndmero de pontos fixos sejam inteiros,os {inicos
angulos permitidos so, como no caso de um grau de liberdade, & = J%?r com j = 2
ou 3. Nao existem entdo casos de mapas cujos dngulos sejam miltiplos irracionais de
7, ou seja, estes sigternas sao raizes da unidade.

Assim, todo simplectomorfismo no 4-toro pertence a algum dos casos a seguir:
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1. Ergédice no espaco de fases completo (uma superficie de 2 graus de liberdade).
Para os casos duplamente hiperbdélice, mistos ou loxodrémico cujos angulos de

rotagdo sio nuiltiplos irracionais de .

2. Ergddico em familias de variedades de dimensdo 2. Temos uma constante de
movimento, e entdo a ergodicidade se produz numa variedade de dimensdo
menor ( uma superficie com L = 1). Para o0s casos mistos, ou loxodrémico,

cujos angulos de rotagho sao miltiplos racionais de 7.

3. Uma raiz da unidade; isto corresponde a ter duas constantes de movimento.
Todas as drbitas sio periddicas ¢ tem 0 mesmo periodo nestes casos duplamente

elipticos.
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6 Gatos quinticos simples

Como ja temos mencionado, a dindmica quintica se caracteriza por um operador
unitério de evolugdo,ou propagador. E possivel obter o propagador que caracteriza os
mapas do gato a partir do propagador do mapa no plano, assim como fizemaos para os
sistemas Hamiltonianos. Esta é a forma na qual obteremos os gatos quénticos, porém
a discussdo geral serd realizada no proximo capitulo. Em alguns cases o propagador
quéntico que descreve os mapas do gato adquire uma expressdo simples. Nesta segao

estudaremos estes casos especiais.

6.1 Forma simples do propagador

Primeiro, devemos restringir 2 atengio 2os mapas que podem ser quantizados nos
pardmetros de Floquet y = (0,0). Como veremos no préximo capitulo, isto implica

em que a matriz M satisfage

L
Y MMy = par (6.1)

j=1

Como mostraremos no capitulo 7, se 27y e N s0 numeros coprimos, uma

base completa para a representacdo de cordas é obtida com uma rede de cordas =
fais que

27¢

g (6.2)

M
i

onde as componentes de = sic niimeros inteiros até N. Assim para cada corda ¢ existe
uma corda equivalente = {isto é andlogo a forma na qual realizamos a representacao
de centros no EFQ para N {mpar).
Agsim, para os valores permitidos de N, o propagador do mapa do gato na
représentacdo de cordas €
Up(E) = 2% {'-r‘f)"% e—i2nN( 5262 Z o= N{m{F-J)m (6.3)
me0g

Para as matrizes J que satisfazem as condigbes felinas, o simbolo Ua(E) deve rep-

resentar um operador unitdrio. Neste caso (3.111) mostra que tal simbolo deve ter a
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forma

e~ 27 N[ 1257] (6.4)

0 que restringe,

e';‘r’-?N (A1)

— ok (r, )“% z e~i2wN%m(ﬂ“3)ln' (6.5)
=, £
\‘/‘?_‘? meQ

A primeira vista, a fase gx{M) ¢ um fator de fase global que parece sem im-
portncia, porém, cono veremos, a interferéncia dos diferentes py(M') para as
distintas poténcias ! do mapa terdo uma importéncia crucial para a densidade de
estados.

Como £ e = sdo cordas equivalentes, o simbolo Up(£) é obtido a partir de
U (Z) mediante a relagdo de simetria (3.88), assim

Uas(t) = fi_wi(f;}e—&w{s(ﬁ,n}], (6.6)
vN
onde S{€,n), definida em (5.34), é a asdo da drbita cldssica de corda £ e que percorre
n voltas ao redor do toro.

Se, para a funcio geratriz de cordas (5.34), em vez de (5.31) tivéssemos
realizado a escolha (5.28), simpléticamente invariante, terfamos em (6.6) um fator de
fase adicional e~ ¥m¥m — & gnde v, seria o indice de "Maslov” da érbita. Esta
observacao é valida para o resto da teoria quéntica a seguir.

No caso da represervacio de centros, para N e 27, coprimos, uma base

cornpleta para tal representacio é obtida mediante uma rede de centros X, muiiltiplos

inteiros de %,
1, 7<=
X=r+ §- :%X, (67)

onde as componentes de X sfo niimeros inteiros até N. Nestes centros o propagador

T do mapa do galo &

U (ZY) — 2LT;%E_£24rN[XBX] Z ez“Zerim(B+§}m (6.8)
medy

— eiw}g(M)eﬂwN[XBX]} (69)
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onde a tiltima expressio é obtida impondo a unitariedade de U9, e usando (3.112),
agora,
eiiﬂ:v(M} — 2L7.gﬂ Z ei?arN%m(B%ﬁ)m‘ (610)
me$;

A partir das relagdes de simetria (3.91) obtemos o simbolo na rede original

de centros x

UJL{ (m) — ei'@j\,, {M)eih'N[S{::,j)]’ (611)

onde aqui S{z,j), definida em (5.33), ¢ a fungio geratriz de centros, no ponto z para
uma orbita que realiza j voltas.

E importante mencionarmos que os propagadores (6.6) e (6.11) respectiva-
mente na representacan de cordas e centros, respondem exatamente aoc esquema de
quantizacio semicldssica de Van Vleck ({4]). Porém estes propagadores sdo exatos
¢ ndo uma mera aproximagao semicldssica. Os casos que temos descrito sio casos
especiais nos quais o propagador no toro tem a mesma forma que o seu equivalente
no plano: sio entio ideais para a comparagio das dindmicas cldssicas e quanticas.

Para obtermos a representacdo de posigoes do propagador a partir da repre-

sentacao de cordas, usamos (3.100),

EPN{M) N-1 4 m+ .
UM(qms Qn) = M,} 31, Z exp {_327“\? [ (gp,mwmn)"f'g““jﬂ'gp] } .

[ (6.12)

Enquanto que (3.103) nos permite obter a representacio de posigdes a partir do
simbolo de ceniros

N-1
i (My E
€N , .
Ut(Gyr ) = S 3 ex0 {120 [S(zmm, i)+ (i = 0a) 3] |-

0 (6.13)

Para o caso de um grau de liberdade obtemos assim o propagador de Hannay e Berry
[38].

Como veremos na capftulo 7, para as diferentes poténcias do mapa a condigio

{6.1) é preservada, assim se o mapa ¢ quantizavel nos pardmetros de Floquet x =
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(0,0), todas as suas poténcias também o sdo. Desta maneira, o propagador de A
na representacio de cordas adquire a forma
. e’i"r'-'N(Ml) —‘f?’&'N[iEﬂu}E]
UpmiE) = ———e . ; (6.14)
vN
onde 3% desereve a matriz simétrica associada a M através de (5.20) e = sdo pontos

numa rede na forma

e = (6.15)

6.2 Periodicidade do propagador

Como temos discutido ne capftule anterior, redes de pontos racionais sdo invariantes
perante os mapas de gato cldssicos. Assim, para cada rede descrita pelo denomi nador
g, existe umn perfodo minimo I, para o qual todos os pontos da rede sao pontos fixos de
M's_ oy seja, 0 mapa M restringido & mencionada rede é a identidade. Chamaremos
1, a fungdo periodicidade cldssica da rece g. Sendo que a quantizacio é realizada sobre
uma rede de pontos de denominador N, esperamos entio que o propagador quantico
também seja periddico.

E possivel dar condigtes & matriz M e ao nimero N para que fIM seja o

operador identidade, ou seja
Uy = Tye®. (6.16)
Isto pode ser visto em forma mais clara, na representagao de centros, pois (3.96)
implica em
U},{($) = ].N(!B')eié = 8£¢fN(.’E). (6.17)
Para o caso em que N ¢ impar, como jA vimos, podemos realizar a quantizagao
nos pontos X multiplos mteiros de 1}\-? Vemos entdo que, se & matriz B tem todos os

coeficientes miiltiplos de &, o propagador (6.8) adquire a forma (6.17), para fy(X) =

1e ¢ = @y(M). Assim, a matriz B descreve a identidade se todos os seus coeficientes
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sao0 multiplos de %r- Isto fmplica, através de (5.24), em que a matriz M deve ter a

forma
M = 1mod(N), (6.18)

onde 1 é a matriz identidade de (2L) x (2L). Podemos ver que este resultado estd
em acorde com a referéncia [38] para o caso L = 1.
Para toda matriz M e para um dado N impar, existe o menor inteiro k(N)

tal que

MY = 1mod(N) (6.19)

desta forma

-~ k{N) R
[UM] = 169N, (6.20)

Neste sentido, diremos que o propagador quantico é periddico cujo periodo é igual
a k(N) que chamaremos de funcdo periodicidede quéntica (FPQ), porém esta fica
completamente detenmninada em (6.19) pelo mapa cldssico. Notemos que, corao es-
peravamos k{(V} = {y; a funciio periodicidade quéntica coincide com a periodicidade
cléssica para a rede V.

Agora, torna-se simples ver que os (N)¥ autovalores 8, do propagador
unitario U m que devern pertencer ao circulo unidade no plano complexo, sio re-

stritos aos k{XV) possiveis valores

fog = [FEEEM} 1 << (6.21)

6.3 A formula do trago

O espectro de autovalores de U v relaciona-se com o trago do propagador

: NL '
Tr [(UM)] = ;e‘“’m (6.22)
k()

= Z djetd (6.23)
F=1
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onde d; é a degenerescéncia do sitio j definido por (6.21). A densidade de estados,

N o
p(0) =" 3" 50— 8+ 2m1), (6.24)
wml f=—n0

é claramente invariante perante § — # + 27. O uso da formula de Poisson, nos leva a
formula do trago, obtida por Tabor [70],
Nt o1 & ~ N
) = o 1 D} il .
plO) = 5 +%HB§T%[(UM)}8 , (6.25)
que vale para todo mapa no 2L-toro. Para os mapas do gato, a periodicidade k(N)

do propagador implica em que a densidade de estados possa ser escrita na forma

k(N o0
(N a0

p(0) =) Tr [(UM) ] e )" 8(¢(N) +2mj — k(N)B). (6.26)

{=i ) =0

Isto é, os dngulos estio restritos aos sitios a; em (6.21), cuja degenerescéncia 2
1 k(N) t

dj=—=—3 Tr|(U ~ile; 6.27
I R 2 [(84)]¢ (6:21)

Isto leva entio a expressdes simples para varias propriedades importantes da dis-

tribuicio de autoestados do propagador; por exemplo

KN) k) e
Z}:aﬁ;mm}.; 'I‘:-[(UM)” . (6.28)
J: g

E importante notarmos que as fungées-§ aparecem explicitamente em (6.26),
devido ao fato de propagador ser periddico. As diferentes poténcias do mapa quantico
em (6.26) contribuem somente 1a degenerescéncia, mas ndo para a forma de fungéo-6
da densidade de estados. Além disso, para todo &, impar finito, precisamos somente
de um nimero finito destas poténcias para determinar a degenerescéncia em cada
sitio, e desta forma obter o espectro completo. Porém, k(N) — oo quando N — oo,
requerendo mais termos para determinar o espectre ao aproximarem-se do limite

semicldssico.

Tomande agora o trace de (6.3) usando (3.94) e (6.14), obtemos

. d
Ty [(UM) } = WUp(€ =0)
- - ion (M)
= ok (r(M) Y elmmNimeO-Tm] e :ﬁ’* , (6.29)

£
m@og
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onde reconhecemos & a¢éo das drbitas periGdicas no expoente dos termos da somatoria.

Assim
- ¢ _3 r
’I%[(UM)] = 28 |det( M - 1) 7§ e Sim)] 16.30)
me<>§
ei‘PN(A’ﬂ}

Notemos que o fato de m € Of implica em que somamos sobre as ¢rbitas pericdicas
de periodo [. A equagio {6.30) é meramente a férmula do traco de Gutzwiller para
os mapas do gato. Poréni, devemos notar que esta é exata neste caso em vez de
ser uma aproximacio semicldssica. Notemos também que a densidade de estados
(6.26) implica na interferéncia dos diferentes fatores de fase e ') para as diferentes

poténcias { do mapa.

6.4 Exempios :

Os exemplos que apresentamos aqui sao o$ mesmos que ji estudamos classicamente
no capitulo5. Todes eles cumprem com a condigdo (6.1) € a matriz simétrica ¢ tem
a caracteristica de ser inteira. Desta forma a quantizacdo poder ser realizada para

todo N impar. Para todos estes exemplos o propagador na representagdo de cordas

tem a forma
= / 1 ~i2x N|LEAE
U},{(.‘:) = \‘ _]\“ﬁ'-e 2 N[“ 2 ], (632)
onde as cordas & definidas em (7.33) formam, nestes casos, uma rede de espagamento
2
.

Exceptuando o primeiro exemplo, tomamos mapas do gato de dois graus de
liberdade j& estudados classicamente no capitulo 5. Estes incluem todos os tipos
possiveis de comportameuto clissico e estudaremos seus efeitos na funcio periodici-

dade quantica (FPQ) definida em (6.19).
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6.4.1 O Gato de Hannay e Berry

Para podermos comparar os diferentes tipos de comportamento que ocorrem no caso
de dois graus de liberdade, é importante apresentar um estudo da ja conhecida FPQ
para o mapa de Hannay e Berrv cuja matriz simplética é My, definida em (5.79). Tal
estudo € mostrado na figura 6.1. Poderos ver que, apesar dc ter um comportamento
altamente irregular no seu conjunto, a FPQ apresenta muitos pontos localizados em
familias de retas cuja inclinacio admite um méximo. De fato. isto indica que existe
uma sucessio I'(p) de primos p para os quais Eﬁﬁ < ( para algum C independente de
N. Isto, segundo o teorema de Degli Esposti e colaboradores [43], indica que o mapa
quéntico é ergddico e rixing no limite semicldssico, no sentido que apresentamos no

inicio do capitulo 2.

Figura6.1: A FPQ para o mapa de Hannay e Berry, cadtico com um grau de liberdade,

cuja matriz simplética é My, definida em {5.79).
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6.4.2 O Caso Duplamente Hiperbdlico

Neste caso escolllemos a matriz simétrica Bps, dada em (5.80), cuja matriz simplética
associada € My, definids em (5.80). A FP(QQ) deste mapa se mostra na figura 6.2.
Podemos ver um comportamento bem diferente daquele obtido para o mapa do gato
de Hannay e Berry. Neste caso temos gue muitos pontos se encontram sobre familias
de parabolas, pois o papel de N na figura 6.1 é agora desempenhado por N2, devido a
que temos um sisterma de N? estados. Conjecturamos que tal comportamento indica
a ergodicidade e mixing quansico do sistema de dois graus de liberdade no limite

semicldssico. Um estudo mais detathado deste tema serd realizado futuramente.
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Figura 6.2: A FPQ para o mapa duplamente hiperbélico de dois graus de liberdade,

cuja matriz siplética associada é My, definida em (5.80).
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8.4.3 O Caso Misto

Estudamos primeira ¢ mapa cuja matriz simétrica é Sun, definida em (5.81), cuja
FPQ é mostrado na figura 6.3. Esta ¢ comparada com a B, definida em (5.82),
caracterizada por angulos de rotagdo irracionais, cuja FPQ é mostrada na figura 6.4,
Existe uma diferenga importante entre asg figuras 6.3 e 6.4. Enquanto ¢ comporta-
mento da primeira é parecido a aquele obtido na figura 6.1 para um sistema caético de
um grau de liberdade, a figura 6.4 é semelhante a figura 6.2 para um sistema cedtico
de dois graus de liberdade. Esta diferenca, como foi explicado na secdo 3, é devida
a que os autovalores do mapa A$* e A" descrevem rotagdes cujos dngulos sdc uma
fragdo de m para ey, Assim o comportamento € equivalente a um sistema hiperbdlico
de um grau de liberdade, ergédico cléssica e quinticamente somente num subespaco.
Par outro lado, AS*2 e A% descrevem rotaches cujos angulos sdo miltiplos irracionais
de 7; desta forma o comportamento é ergbdico cldssica e quanticamente no espago de

fases completo.
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Figura 6.3: A FPQ para o mapa misto de dois graus de liberdade com angulos de

rotacdo que sdo fraches de 7, cuja matriz simplética é Mgy, definida em {(5.81)
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Figura 6.4: A FPQ para o mapa misto de dois graus de liberdade com angulos de
rotacio que sio multiplos irracionais de 7, cuja matriz simplética é M.p;, definida

em {5.82)

6.4.4 O casc loxodromico

Fstudamos agora ¢ mapa cuja matriz é Gpe.definida em (5.83), a FPQ se mostra na
figura 6.5. Vemos que o compertamento de tal fun¢ao ¢ similar ao caso da figura 6.2
para um sistema ergédico de dois graus de liberdade. Este mapa apresenta entdo a
caracteristica de ser ergédico e mixing no espago de fases completo. Similarmente, ao
exemplo anterior, existern mapas loxodromicos cujos angulos de rotagdo sao fragbes
de 7, nesses casos o comportamento da FPQ sera similar ao apresentado pelos mapas

hiperbélicos de um grau de liberdade.
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Figura 6.5: A FP( para o mapa loxodrémico de dois graus de liberdade com éngulos
de rotacio que sao muiltiplos irracionsis de #, cuja matriz simplética é M., definida

em (5.83)
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7 O Grupo Felino Quantico

Neste capftulo apresentaremos a consirucao geral dos mapas do gato quéntico. Num
primeiro passo estabeleceremos as coundigGes nas quais tais mapas quantices podem
ser construidos e em seguida descreveremos a construgdo das representagdes de cordas

e centros destes mapas.

7.1 Automorfismos no espaco de Hilbert do Toro

Como vimos no capitulo 2 a linearidade do automorfismo cldssico gerado por M no
espaco de fases plano implica em que a quantizagdo no espaco de Banach [?{R]L tem

a propriedade,

para todo operador de translacio ﬁ Assim, o efeito de transformacGes de semelhanga
nas representacOes de cordas e centros € puramente cldssico, Veremos agara como
associar um operador unitdrio no espago de Hilbert [HY]" do 2L-tore a todo U

Para tal propdsito estudemos a restricdo de 01, em [#%]" . Obtemos entdo o seguinte

propriedade
Propriedade
Opm [HY]E © [%ﬁr (7.2)
onde
X = Mx + %}31\4* ®IM  mod(1) (7.3)

onde o preduto vetorial de duas matrizes e definido pelo vetor cujas compo-

nentes sio

2L
(A@ B); = Y AiyBj; (7.4)
g=1

Prova: A equagio (7.1} implica que
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Tomemos agora cordas que realizam raimeros inteiros de voltas entorno do tore, £ =
m, onde m ¢ um vetor inteiro de 2L-componentes. Aplicando entéo (7.5) num estado

de [H}])" ¢ usando (3.55) obtemos,

o (tmdmima)| g s ol (im(m It BT 1 >,
(7.6)
assim, para todo vetor m inteiro tereinos
£ N b -~ \
mAY = MmAy+m (M IM+3)m  mod(D) (7.7)

Especificamos agora 2L vetores inteiros independentes m = e; (j = 1,..,2L) tais
que cada um deles percorre uma volta ao redor de cada um dos j circuitos irredutiveis

no toro. Neste caso e;Je; = 0, e assim teremos

e AY = Mey Ax+ J—Z—e,- (M)tﬁ (Me;) mod(1} (7.8)

desta forma obtem-se (7.3). (1

Notemos gue
N/ o, xn N&
vy (J\"f & JML = T ; Mi,jMi,j—q—Ls (79]
desta forma no caso L = 1 a equagio (7.3) se reduz ao resultado obtido nas referéncias

(43]-[57]

MllM 12
Moy Mz

X' =Mx+ %3 mod(1). (7.10)

Enquanto que para dois graus de liberdade (I = 2), obtemos

( MMz + MMy )
Mgy Moz + My Moy
Mg Msz + Mz Maa
\ MuMys + MpMuy

= My 4 j;:is mod(1) (7.11)
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Dado M, existe para cada N um conjunto de solugtes de (7.3) tais que
x' = x. Este conjunto de pardmaetros de Floquet e dado por

= :f (1— M) i+ (1—-M)'m (7.12)

onde iy = JM' ® JMmod(4) é um vetor de componentes inteiras. Para tais

parimetros ¢ propagador ) s satisfaz
[ﬁ,\,f,’iﬁ] = 0. (7.13)

Chamaremos, tal conjunto de parametros de Floquet x, o conjunto de quantizabilidade
do mapa . Para tal conjunto podemos projetar os operadores U no espago de Hilbert

do 2L-toro [H¥]" , obtendo assim

0%, = T T4 T% = Uy (7.14)

Os operadores definidos em (7.14) sdo chamados mapas do gato quanticos e herdam
a unitariedade de I:im, pois

o

Oy, [0%]' =140

O fato dos mapas sirapléticos comutarem com as projecdes no toro, (7.13),
nos permite utilizar a propriedade, (3.25), da projecio do produto de operadores.

Dessa forma obtemos que
PURT
0, = [04] - (7.15)
A unitariedade de ﬁ}u junte com (7.13) implica em que
) -1 B T
0%, = [Ux ] - [Ufg,,} . (7.16)
Dados dois mapas M4 ¢ Mp quantizados para 0 mesmo pardmetro de Floquet x,, &
propriedade (3.25) implica em
Ui, Uy, = UM (7.17)

Isto 6, a quantizacdo da composigiio de diferentes mapas do gato é equivalente a

composicao das quantizagdes de cada mapa. Isto mostra entdo que os gatos quanticos
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formam um grupo, o propagador quantico preserva a lei de composicao cldssica. Esse
grupo felino quéntico ¢ ac mesmo tempo a projecdo no toro do grupo metaplético,
quanto um subgrupo do grupo felino classico.

O conjunto de quantizabilidade do mapa pode ser escolhido em forma inde-
pendente de IV, se o termo inhomogeneo de {7.3) se anular. Isto ¢, se a matriz M for

tal que, para todo vetor inteirs m

m {’M%'M) m=0 mod(4), (7.18)
ou, equivalentemente, se
L
3T M Migir = par. (7.19)
i=t

Assim os pardmetros de Floquet permitidos so
x = (M ~1)""m, (7.20)

ou seja, estes pardmetros sio descritos pelos pontos fixos do mapa (5.58). A origem
do EFQ pode ser qualquer um destes pontos fixos; sem perder generalidade pode-
mos escolher x = (. Para todo ! o mapa M! é quantizivel no mesmo conjunto de
parametros de Floquet do mapa M original, assim como nos parametros relacionados
aos pontos fixos identificados com pontos periédicos de M de periodo L. Para o caso

L =1, a condigio (7.19) implica em que a matriz M deve ter alguma das seguintes

formas
par fmpar impar par

impar  par par impar

chamadas de quantizéveis por Hannay e Berry [38].

7.2 As Representagdes de Centros e Cordas dos Gatos Quanticos

Em continuagdo, faremos ums construgéo explicita dos gatos quénticos baseada nas
representacoes de cordas e centros de operadores. Comecemos com a quantizagao

do automorfismo linear M no espago de Hilbert [’HR]L associado ao espaco de fases
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plano. Segundo vimos no capitulo 2, a linearidade do mapa M implica na exatidio da
construgdo de Van Vleck do propagador [4). Como vimos em (2.48), este propagador

na representacéo de cordas é

1) = fa [ifé@“ 4500, (7.21)

onde S{€) = S(,0) é a fungio geratriz de cordas do automorfismo no plano. Jd o

propagador de Van Vleck na representagio de centros é (2.47)
2

det [1 320k S(“)}
Ox?

onde S(z) = S{x,0) é a funcio geratriz de centros da transformagéo no plano.

Uplz) = g5, (7.22)

Dadas as respectivas fungdes geratrizes (5.34) e (5.33), obtemos [32]

Upi(z) = |det (1 IB)| 2 e=5= (7.23)

He (7.24)

h-l*—'

Upall) = |det (1 £ JB) 77 e

Vamos agora projetar estas representagdes do propagador no 2L-toro. Para
tal efeito, devemos frabalhar unicamente nos parametros de Floquet x pertencentes ao
conjunto de quantizabilidade do mapa definidos em (7.12). A projecdo dos sfrubolos
no toro se realiza substituindo os propagadores no plano em suas representagdes de
cordas (7.24), ou centros (7.23), respectivamente em (3.125), ou {3.129). Oltemos

assim para & representacdo de cordas dos gatos quéanticos

UJX\,[ (‘g) — ldet (1 + 3,5”—:32‘ <e—lZWN{%£-ﬁ§+%§(ﬂ+3)m+%m{.@—3)m+ﬁr!\l’l’l}>m

(7.25)

Temos varios objetos cldssicos presentes nesta férmula. Lembrando o capitulo 5,
vemos S(£,m), a funcdo geratriz de rordas do mapa do gato classico, definida em
(5.34), aparecendo no expoente de (7.25). Na amplitude reconhecemos 7, o numero

de pontos fixos do mapa definidos em (5.49). Desta maneira,

Ul(f) = 2h = (e semom) (7.26)

]
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Similarmente, para a representacio de centros dos gatos quantices, obtemos

Ufu () = |det (1 :t;j'B)r% <essz{szﬂ(Bws]m+§m(3+§)m—;&Am}>

m

(7.27)

onde reconhecemos S{z, m), a fungio geratriz de centros do mapa do gato cdssice,
definida em (5.33}, e 7, o numero de drbitas centradas em z, definido em (5.50}, de

tal forma que

U (a) = b (S0 om]y (7.28)

a Tz m

Ambas expressdes (7.26) e (7.28) sfo representagdes dos mapas do gato
quéiticos para um nimero arbitrarie de graus de liberdade, meostrando que o propa-
gador quéntico é inteiramente definido em termo de magnitudes cldssicas excesuando
o termo % Am no expoente que descreve as propriedades quénticas das condigbes
de borda. Porém, devemos realizar a somatéria em m para ter uma representacao
explicita. Dado que o conjunto de quantizabilidade (7.12) admite somente valores
racionais de y, as somatérias em (7.26) e (7.28) sao entdo somas Gaussiaras. A
condigio de quantizabilidade do mapa M, (7.18}, é equivalente & condigdo de que a
média Caussiana ndo se anule para L = 1. Nio conhecemos semelhante verificacéo

para L > 1.

7.3 Periodicidade da Soma de Orbitas

A seguir, restringimos nossa analise 208 mapas tais que cumpram a condigdo {7.18}.
Desta forma, o termo inomogeneo de (7.3) se anula, ¢ assim, come ja discutimos,
podemos realizar, sema perda de generalidade, a quantizagdo para x = 0, notaremos
ﬁ”M estes mapas quanticos. Todos os exemplos do capitulo 6 sao deste tipo, porém ©
indice x = 0 foi omitide na notagio do mencicnade capitulo.

Usamos agora a periodicidade da funggo geratriz S(£, m} (5.41) e vemos que
a funcéo exponencial em (7.26) € periddica. De fato, para m’' definida em (5.39}), e a

fungo geratriz S(£, m') definida em (5.41) temos que

o IRNIS(Em] o —i2mNIS(m)] =2 N gk~ frml sk~ {heAuk] (7.29)
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onde I'y e Ay foram definidas em (5.43) e (5.44) respectivamente. Para todo vetor
inteiro k, e 2"NEAKl = 1 como o mapa obedece a condigdo (7.18), teremos que

—iZ?rN{»— Imlyk—LkA k|

€ == 1, portanto

exp [—i27 NS (£, m + (M — 1)k)] = exp [~i2r NS (£, m)] . {7.30)

A média em (7.26) ¢ entdo periddica. Para realizar tal média devemos entéo somar
sobre um periodo ¢ dividir pelo niimero de pontos em tal periodo. Desta forma, de-
vemos restringir m & regido de periodicidade, ou seja, ao paralelogramo fundamental
Og, definido em (5.47), onde hd exatamente 7¢ vetores m de coordenadas inteiras.
Assim

_3 ,
U, (6 = ol (re) 2 Z o {2eN[86,m)]

med:
= (g h T ermaliesiemintoB] (7 3)

me O{

J4 que m deve pertencer a Og, a somatdria em (7.31) é meramente a soma sohre as
diferentes Grbitas cldssicas cuja corda é €.

De forma similar, para a representacdo de centros podemos ver que a regiao
de periodicidade é o paralelogramo fundamental <, , definido em (5.48), que contem
exatamente 7, vetores inteiros m. Porianto

Ul (2) = 2147.;% Z 27 NS (zm)]
meo,
_ 2LT;% Z ei21rN{:cBn:+z[B—~3)m+%m(B—f—ﬁ)m]’ (7.32)
med,

onde desta vez realizamos a soma sobre todas as diferentes érbitas classicas cujo
centro € o ponto z.

As expressoes do propagador (7.31) e (7.32) tem exatamente a forma esperada
para o propagador semicldssice nas representagoes de co rdas e centros respectivamente
(2.60), porém estas expressbes sd0 exatas para 0s gatos €m Vez de ser uma mera
aproximagao.

Para mapas do gato genéricos (7.31) e (7.32) sdo somas Gaussianas. mas
veremos que estas admitem wraa forms simples mediante uma escolha adequada da

rede de pontos onde realizamos a quantizagao.
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Comecando com a representagdc de cordas, jé vimos que a matriz 4 tem
a forma § = %,o casn mais simples é quando a matriz § tem elementos inteiros.
£
Lembrando que & = %f . realizamos a transformacio para um conjunto de cordas =
tais que
27
N

(o

(7.33)

(1]

—

onde as componentes de = sio inteiras até N e n tem componentes inteires até
27; — 1. A equagdo (7.33) admite solugdes para toda corda , se e somente se N e 27
forem coprimos. Nesse caso as cordas = formam uma rede de espagamento 2—§;. Um
hipercubo de longitude 27; admite entéo NEx NI cordas sucessivas = que constituem
uma base para os operadores de translagdo no toro 'fg. Para o caso em que a matriz 3

tem coeficientes inteiros, as cordas B formam uma rede de longitude 2 e espagamento

2
5

Podemos ver que na expressio (7.31) para o propagador na representagic de
. — i 1o N
cordas, avaliado nas cordas =, o termo &2V [326+9m] _ 1. Portanto a dependéncia
en1 Z sai da somatdria e obternos a expressio (6.3) estudada na capitulo 6.
Da mesma forma, para a representagio de centros, a matriz B tem a ‘orma
7 . . . . "
B = £ Realizamos entdo a transformacdo para centros X cujas componentes sao

Tat

Pl . . . . 1 “
miiltiplos inteiros de 2% mediante

X=z+§:7?, (7.34)

A

onde as componentes de X sac inteiras até IV e j tem componentes inteiras até 2r;— 1.
Mais uma vez, (7.34) admite solucdes para todo z se ¢ somente se NV e 27}, sio co-
primos. Nessas condigdes, refiexdes Ry para pontos X numa rede de espagamento
L'A} num hipercubo de lado 7, formam uma base do espago de Hilbert do toro. Es-
pecificando agora ¢ propagador (7.32) para centros X, o termo e X(B-3)m| — 1,
Obtemos entdo a expressdo (6.8) para o propagador na representagao de centros.

Os casos aqui descritus se caracterizam pela simplicidade da expressao do

propagador que adquire uma forma similar ao caso plano (7.21) (7.22); foram entdo

escolhidos para um estudo mais especifico no capitulo 6.
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8 Conclusoes

Nesta tese apresentamos uma nova construgdo da representacao de Weyl no toro. O
nosso método gera naturalmente a representagao de cordas conjugada. Esta parece
ser mais ftil no toro do que no plano onde também estd presente. A vantagem da
nossa derivacio da representacio de Weyl reside na clara interpretacio geométrica dos
operadores de base »m termos de translagoes e reflexdes no espago de fases quéntico.
Assim, a lei para o simbolo do produto de operadores adquire uma forma simples. De-
terminamos que a paridade do mimero de estados N tem um papel importante, pois a
lei do produto para N impar se relaciona com o caso plano, meramente substituindo
as integrais pelas somas apropriadas. Apesar da interpretagio geométrica ser vdlida
para geometrias torais, a construgdo pode ser aplicada para qualquer sistema. cujo
espaco de Hilbert tenha dimensio finita, qualquer que seja a estrutura geométrica
do espago de fases subjacente, enquanto compacto. De fato, esta base de oper-
adores e simbolos pode ser aplicada, por exemplo, para sistemas de spin ou sistemas
fermiénicos de muitos corpos [66]. Porém, tal generalizagdo destrdl a interpretacac
intuitiva do limite semicldssico. Definindo os operadores no tore como as projegoes
dos seus anslogos no plano, algumas propriedades importantes do plano podem ser
usadas no toro. Exploramos esse fato para sistemas Hamiltonianos periédicos onde
projetamos o problema contfnuo mum problema de dimensdc finita. A formulacao
de integrais de caminho dos sistemas Hamiltonianos no plano permite-nos obter tal
formulaco no toro, e assim esclarecer o limite semiclassico.

A invarianca simplética da representagdo de Weyl ne plano traduz-se no toro
pela invarianca felina; este fato é usado para estudarmos mapas do gato de dimensao
geral. Primeiro, realizamos um estudo cldssico; para tal propésito representagoes de
cordas e centros resultaram de especial interesse. Isto permitiu realizar uma classi-
ficaciio de todos os tipos de dindmica que podem ocorrer., Dois graus de liberdade
resultam suficientes para obter todos os tipos de dindmica. Nesse caso, aparece o
comportamento loxodrémico como um novo tipo de dindmica ausente no case de um

grau de liberdade. A classificacio realizada permite-nos também obter exemplos de



8 (Conclusdes 118

mapas com todas as possiveis dindmicas.

Em seguida, a quantizacao dos mapas do gato foi realizada utilizando as
representagbes de centros e cordas aqui desenvolvidas. As propriedades guinticas
do mapa mostram a exatidao do limite semicldssico independentemenie do ndmero
de graus de liberdade ou da caracteristica da dindmica. As propriedades espectrais
mostram o mesinc tipo de "patologias "observadas para sistemas de um gran de
liberdade. Através da funcdc periodicidade quintica temos indicios da ergodicidade
e mixing quintico nos sistem.as que apresentam classicamente tal propriedade, mas
um estudo mais formal deve ser realizado futuramente.

Devemos notar que este é um dos primeiros sistemas loxodrdmicos a ser
quantizado [71], assim abrem-se muitas perspectivas de estudo através dos exemplos
aqui apresentados. Por exemplo, esperamos poder realizar um estudo que mostre as
caracteristicas da dinimica nas fungdes de onda. Outro tipo de estudo que também
surge é o estudo dos mapas do gate multidimensionais perturbados, e a curiosidade
de ver se os diferentes tipos d= dindmica se manifestam no espectro de quase-energias
de tais sistemas.

Quitra linha em aberto para futuros trabalhos, € a construgao da fungio de
Wigner espectral para mapas ¢ utilizar os mapas do gato para estudar as propriedades
de tal fungio. Esperamos entio obter as cicatrizes das érbitas cldssicas de forma mais
clara do que no caso continuo, assim como, talvez, visualizar as variedades estaveis
e instdveis dos pontos periddicos. A funcio de Wigner espectral originalmente in-
troduzida por Berry [72] para sistemas continucs é a transformada de Fourier do
propagador quantico na representagdo de Weyl, uma fungéo que contém toda a in-
formagio quéntica do sistema. Apresenta picos na camada de energia, assim como
cicatrizes das Grbitas periédicas vizinhas a tal camada {32]. A representagdo de Weyl
1o toro permitira a construcio da funcdo de Wigner para o caso de mapas, isto ¢,
para sistemas cuja evolugéo temporal é discreta. Os mapas do gato constitiuem o

melo ideal para este tipo de estudo, devido & exatidao da aproximagdo semiclissica.,
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