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Resumo

A teoria dos espinores é reconsiderada para o caso de espagos-tempo com assinaturas
arbitrarias, tratando-se com especial atencéio as representacdes do tipo-Majorana-Weyl.

Em particular, consideramos o caso de 8 dimensdes, onde a trialidade de tipo-Cartan
desempenha papel de grande importancia. O propdsito central desta tese é rediscutir a
trialidade, formulando-a em uma espécie de " superespago”, onde se adota a representacio

de Majorana-Weyl, o que introduz significativa simplifica¢do no tratamento da questio..
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Abstract

Spinors are discured in space-times with arbitrary signatures and a great deal of
attention is drawn to the so-called Majorana-Weyl representation. In particular, we con-
template the case of 8 dimensions, where Cartan’s triality plays a central réle. Our main
purpose is to reassess triality by adopting a sort of ” superspace” formulation where a

Majorana-Weyl representation is adopted and greatly simplifies the treatment.
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Introducao

Nos ultimos anos, teorias fisicas em espagos-tempo com assinatura diferente da usual vém
sendo tratadas com grande interesse. Uma das razbes é a conjectura da teoria-F [14],
que supostamente vive em (2t+10s)dimensdes [15]. A fisica com 2 tempos estd sendo
explorada por Bars e seus colaboradores [16], e jé foi considerada ha alguns anos por
Sakharov [17]. De outro ponto de vista, lembremos que uma teoria fundamental deve
explicar ndo s6 a dimensionalidade espago-tempo, mas também sua assinatura [18].

Recentemente, Hull and Hull-Khuri [19] ressaltaram a existéncia de uma dualidade
que relaciona diferentes compatificacoes de teorias formuladas em diferentes assinaturas.
Tais resultados fornecem novos avangos na explicaciio da assinatura do espago-tempo.

Espacos-tempo de Majorana-Weyl (isto é, que suportam espinores de Majorana-Weyl)
sd0 a base para teorias de supercordas, super-Yang-Mills e supergravidade, em D=10
dimensaes.

Uma pregunta que pedemos nos colocar € se estes espagos-tempo de Majorana-Weyl
sao afetados pela dualidade espago-tempo: a resposta € positiva. De fato, todos os espagos-
tempo que estio presentes em alguma dada dimensao sdo relacionades uns aos outros por
uma transformagao de dualidade, que é induzida pela Trialidade: o automorfismo cxterno
do grupo Spin(8), que é o grupo Ss, isto é, um grupo de permutacées de 3 elementos.

A dimensdo mais baixa onde a trialidade naoc ¢ trivial é 8, os espagos-tempo (8t+0s)-

(4t—4s)-(0t+8s) sfo inter-rclacionados.



Estas sdo as coordenadas transversas de espagos-tempo {9t+1s)-(5t+5s}-{1t+9s) res-
pectivamente; a trialidade também pode relacionar espacos-tempo de Majorana-Weyl em
D=12 dimensoes {10t+2s)-(6t+6s)-(2t+10s). Isto é interessante para a teoria-F.

Uma importante conseqiiéncia da trialidade é que teorias supersimétricas formuladas
com espinores de Majorana-Weyvl em alguma dimensio, porém com diferentes assinaturas,
sido todas mapeadas dualmente umas nas outras.

As manifestacdes da trialidade podem ser observadas em diferentes contextos:

Uma delas é dada por E. Cartan [5] para D=8 dimensbes, com uma métrica nio-
diagonal. Formulada em um espago-tempo de Majorana-Weyl de assinatura {4t+4s),
temos a Trielidade Tipo-Cartan (V-C-A), através de qual o vetor, o espinor quiral e o
espinor antiquiral sdo perfeitamente equivalentes. Aqui, consideramos que 0s espinores
sao comutantes.

Também, pode-se mostrar que os 3 espagos-tempo de Majorana-Weyl de assinatura
(4t+4s),(8t+0s) e (0t+8s) sdo relacionados via o grupo de permutagoes S3. Fsta pro-
priedade é a Trialidade Tipo- FEspago- Tempo; neste nivel, a trialidade é independente da
estatistica.

Esta tese estd organizada da seguinte forma: no Capitulo 1, sac apresentadas algumas
convenqoes e definiremos algumos objetos de utilidade. Entre eles, apresentamos os di-
ferentes tipos de espinores para espagos de dimensdo arbitraria; também, proporemos as
diferentes representacdes das matrizes-I', uma em especial: a representacio tipo-Majorana
(MTR) e construimos uma tabela com aé MTR, até D=18 dimensdes.

No Capitulo 2, é desenvolvida a trialidade tipo-Cartan {(V-C-A) no espa¢o D={4t+4s);
estudamos as propriedades da representacdo de Majorana-Weyl neste espago, além do
grupo de Lorentz e de seus geradores.

Em seguida, faz-sc um estudo dos espinores puros [5] [6]. Depois disto, construimos a



trialidade tipo-Cartan (V-C-A) no espago-tempo D=4t+4s, que é uma simetria descrita
por 6 elementos do automorfismo externo do grupo SO{4,4). Construimos dois geradores
deste grupo, S3. P e R sio suficientes para construir o grupo Ss.

No Capitulo 3, constréi-se outro tipo de trialidade: a Trialidade Tipo-Espaco-Tempo.
Entdo, apresentamos primeramente as representacoes de Majorana-Weyl para 0s 3 casos
{ D=4t+4s, D=8t+0s, D=0t+8s ) nos dois tipos de estatistica (p = =41); construimos,
tambeém, as "matrizes-bridge” que relacionam as 3 métricas. Com esta informacgao, conse-
guimos construir a trialidade tipo-espago-tempo, que também serd uma simetria descrita
por 6 elementos de um grupo de permutacdes Sz, cujos geradores sic explicitamente
obtidos.

Finalmente, apresentamos a trialidade tipo-Cartan (V-C-A) em D=8t+0s e D=0t+8s,
construida como um mapeamento da trialidade tipo-Cartan (V-C-A) em D=4t+4s. Em
cada caso, fornecemos os geradores do grupo S;.

As conclusoes gerais sAo apresentados e seguidas pelos Apéndices A, B, C e D, onde

sao coletadas formas explicitas de matrizes e representacdes dtels ao longo da tese.



Capitulo 1

Espinores em Dimensoes Arbitrarias

1.1 Introducao

O propésito deste capitulo é estabelecer notagdes e convengoes: apresentar a métrica de
nosso espago, estabelecer algumas convencoes e definir alguns objetos que iremos utilizar
no decorrer desta tese.

Serao definidos os diferentes tipos de espinores: Weyl, Majorana e Majorana-Weyl
para espacos-tempo de dimensoes arbitrdrias, assim como também proporemos diferentes
representacoes das matrizes-I' que realizamn a A]gebra de Clifford de um espago-tempo
considerado.

Enfatizaremos uma em especial, a representacdo tipo Majorana (MTR), e construi-
remos uma tabela com todas as representagoes MTR até D=18, usando um algoritmo

especial [1] [4].



1.2 Aspectos Essenciais das Matrizes-I' para um Es-
pago-tempo arbitrario

1.2.1 Notacgao e resultados preliminares

Nesta secdo, vio ser introduzidos os ingredientes e convengoes necessarios ao desenvolvi-

mento desta tese. Scja g,, a métrica generalizada de Minkowski:

gue = diagonal(++.. . 4+, — — ... —), pv=(1,...,D)
t—'t:;zes s—!.:;zes

do espago-tempo de dimensdo D=t+s. Em nossas convengo€s, dire¢oes tipo-tempo sao
associadas a +1 e direcoes tipo-espaco sdo associadas a -1; vamos nos referir a este espaco
como M*!. Os indices de Lorentz {i, v) tomam D=t+s diferentes valores que correspon-
dem as D direcdes ortogonais do espago-tempo: "s” diregdes tipo-espaco e "t” tipo-tempo.

As matrizes-I" para espacos-tempo de dimensiao D=t+s (par) e D=t+s+1 podem ser

representadas por matrizes complexas-22/2 x 2P/2 que satisfazem & dlgebra de Clifford.

{17} = 2(g7 "1 (L.1)

1 é a identidade do espago de matrizes-2P7/2 x 2D0/2 Sem perda de generalidade, as

matrizes-I' que satisfazem a (I*2=1) e a (T*?=-1) serdo, respectivamente, associadas &s
diregoes tipo-tempo e tipo-espago.

As matrizes-I" para qualquer espago-tempo podem ser escritas como produtos tenso-

riais da identidade-2 % 2 e pelas matrizes de Pauli que sdo unitdrias; portanto, as matrizes-I’

tambem vao ser unitarias.

As matrizes [#1 T#* e I‘”T, a menos de fatores +1 ou -1, também satisfazem a eq

(1.1}, logo

[t = —(—1)PAT*A™ (1.2)



I'** = pBI*B7, (1.3)

T = —p(-1)7CcT*c, (1.4)

onde (n = £1).
A matriz A é dada pelo produto de todas as matrizes ['* que satisfazem a (I'*)?=1.
Estas sdo, na nossa convenc¢ao, as matrizes-I" tipo-tempo. A ordem do produto nao é
importante, j& que A pode ser sempre definida a menos de uma fase. Agora, as matrizes
A, B e € sdo unitdrias , pois elas também podem ser escritas como produtos tensoriais da
identidade-2 x 2 e pelas matrizes de Pauli.

Além de unitarias, terdo as seguintes propriedades|[2]:

¢C = BT4 (1.5)
A—I — (_1)r(t+lj;’2A (16)
B" = B (e=+1) (1.7)
CT — Ent(_l)t(t+l}/2c (18)
A* = 'BAB! (1.9)
AT = picATic! (1.10)
B* = y'C*BC. (1.11)

Os diferentes valores de ¢ determinam as maneiras diferentes de se impor a condicao
de realidade sobre os espinores; ao valor +1 de ¢, temos associado o espinor de Majorana
usual, que sera tratado aqui; ao valor -1, temos associado ¢ espinor de SU(2)-Majorana2].

O valor de ¢ para os espagos M > A 5TH e M5t onde s+t=par, é dado por[3)

m

e =cos—(s— £} — nsin Z—(s —t). (1.12)

g | =



Uma transformagao unitaria, U, aplicada sobre espinores atua em I'#, 4, B, C conforme

segue [4:

r s yreut (1.13)
A — UAU (1.14)

—s U*BUT (1.15)
c — Urcut. (1.16)

1.2.2 Operador de Quiralidade I'p;

Sabemos que a base de Clifford das matrizes-I' com 27 elementos (D par) contém (D+1)
matrizes que anticomutam entre si. Entdo, se temos o coujunto de matrizes I': Il

I'2 . I'P. pode-se construir, a partir destas, a matriz I'p,:

Tp. = (—1t=vApt 1o, (1.17)
Algumas propriedades de I'p_; e a utilidade das mesmas serdo vistas nas segGes seguintes:

{Tps, T} =0 (1.18)

(Tp+)? = 1. (1.19)

1.3 Espinores

Espinores sdo objetos que, sob a atuagdo do grupo SO(s,t), transformam-se como

e 2 (1.20)

onde
1 :
(1 = = wi, T (1.21)

-1



1
nF = I [T% 7). (1.22)

Uma importante relagio de transformagio das matrizes-T'[3]
e Skt = (e¥)# TV, (1.23)

Portanto, em principlo, a mais simples representag¢ao para o espinor € aquela em que
este possui 2272 componentes complexas. O espinor adjunto, ¥, é definido tendo a sua
transformacdo sob SO(s,t} inversa a transformagio de ¥

;

T =P, T=0l4 (1.24)

Para obter um escalar sob SO(s,t}, basta tomar o produto U¥
Para obter um vetor sob SO(s;t}, é suficiente formar o bilinear espinorial com as

matrizes-I'* que se transformam segundo (1.23); usando ¥ e ¥, obtemos:

Te e = (%) ITVT (1.25)

ou

— ' J—
T ¢ = A, TTV 0. (1.26)

Portanto, temos que W é um vetor que se transforma sob SO(s,t).
Podemos, entdo, associar a cada direcao do espago-tempo uma matriz I'# e, deste

modo, encontrar uma relacdo entre as representagdes vctorial e espinorial.

1.3.1 Espinores de Weyl

Para D par, tal representacao € ainda redutivel pois, neste caso, pode-se definir opera-
dores de projecao, Pr e Pg, que dividemn ¥ em duas partes, com transformagbes uma

indeperndente da outra.



As propriedades dos projetores Py g (Prp? = Ppg):

P+ Pr=1 (1.27)

A segunda propriedade bésica é a ortogonalidade:
P Py = PgP, =0, (1.28)

A terceira é exclusiva do espago espinorial;

[Prr, Q] =0. (1.29)
Usando eq(1.27), podemos reescrever a eq(1.20) como:

Uy + Wy = B0 (W) 4 W),

onde ¥yp=PLrY e Qur = PrLpll; as eq(l.28) e (1.29) implicam que §2.Qp =
(p§Y; = 0, de modo que

U, + W = Mt (G, 4+ Up) = e (T, 4 P00 ,) = 20, 4 7Y, (1.30)
Operando novamente os projetores F; e Pg no alfimo resultado, dividimos ¥ em duas

partes, com transformacoes independentes. Estas partes sao conhecidas como espinores

quirais ou de Weyl (left-handed ou right-handed):
U, =W, e U =R, (1.31)

Para espacos-tempo de dimensdo D par, mostra-se que:

1
PL’R: E(li]_—‘p+1) (132)

Entao, se temos um espinor ¥ sem qualquer vinculo, o espinor de Weyl-L é obtido a partir

¥ através da projecao:

v, = %(1 +Tpa )0 (1.33)



O espinor de Weyl-R é obtido através da projegao P
Uy = %(1 Ty (1.34)
Logo,
Ipa¥yr = %(FLH-I + 1Y =¥y
Cpu¥g= %(FD+1 - ¥ = —Upg.

Entao, podemos escrever os vinculos de Weyl L e R como ¥, e ¥ que sao auto-vetores

de ', com auto-valores, respectivamente, dados por +1 e -1.

1.3.2 Espinores de Majorana

Da eq{1.20}, obtém-se que

By = BB_lSI‘B(B—llI}*);

e, das eq(1.3) e (1.20), vé-se que
BTIQ*B = Q. (1.35)

Vamos definir o espinor conjugado-de-carga, ¥¢= B~1¥*, para o qual vale:

C P

o = eyl (1.36)

Assim, conclui-se que W€ transforma-se sob SO(s,t) como o prépric ¥. Portanto, uma

vez imposta a condi¢do de Majorana (MC), ¢ = ¥ | esta vail ser semprc preservada sob

as transformagoes de SO({s,t). Os espinores que satisfazem a esta ultima condigdo séo
denominados espinores de Majorana.

A condigdo de Majorana pode ser escrita como:

U=B"0"=CT". (1.37)

10



Convém observar que, na representagéo de Majorana, onde B = 1 [3], o espinor de Majora-
na tem todas as suas componentes reais. Da condi¢do de Majorana, segue que (B*B = 1).
Logo, da eq (1.7), conclui-se que os espinores de Majorana ! s6 podem ser definidos para

espacos-tempo (t,5) onde £ = 1

1.3.3 Espinores de Majorana-Weyl

Quando se pode impor a condigao de Majorana sobre os espinores de Weyl L e R, obtemos
entdo, os chamados espinores de Majorana-Weyl, e isto acontece em espagos-tempos tais

que:

s —t =10 mod8. {1.38)

Isto pode ser visto da eq(1.12).

1.4 Estudo das Representacoes

Aqui, fazemos um estudo formal das representagbes para as matrizes-[.
Assim, temos:

o Representacio de Weyl (WR),

¢ Representacio (Dual) de Weyl (DWR),

e Representacio de Majorana (MR),

¢ Representacio (Pseudo-) Majorana (PMR),

o Representacdo Tipo Majorana (MTR).

No easo ¢ = —1. podemos impor, por exemplo, a conhecida condi¢io de realidade-5U(2), ¢ definir os

espinores SU{2-Majoranal2].

11



1.4.1 Representacao de Weyl (WR)

Sabemos que a matriz I'py; tem autovalores £1; entdo, pode-se encontrar uma represen-
tacdo onde I'py; possui a forma:
1p s 0
I'pg= ) (1.39)
¢ —l1lp.

Esta € a chamada representagio de Weyl. Uma vez que
MTpyr + Tpul® = 0, (1.40)

as eq(1.39) e {1.40) asseguram a seguinte forma para as matrizes-I'#:

T = : (1.41)

- - . D D
onde ¢* e * sdo matrizes de ordem 277! x 2%
A forma de Q) &

1 S . wr O
Q= 2w (T - T'T*) = . (1.42)

Portanto, podemos escrever que
vy
¥ = , {1.43)
Yn
onde ¥Ry sdo os espinores de Weyl e possuem, cada um, 2(F-1) componentes comple-

xas. As matrizesT na representagio de Weyl {exceto T'pyy mostrada na eq(1.39)) séo

constituidas por blocos na posigao anti-diagonal.

12



1.4.2 Representagao (Dual) de Weyl (DWR)

Uma representacdo {Dual) de Weyl (DWR) é obtida de uma representacao de Weyl (WR)

fazendo uma troca de I'p, por uma das matrizes I

1.4.3 Representacao de Majorana (MR)

Pode-se mostrar que, para ¢ = 1, podemos sempre construir a matriz B igual a identidade;
1sto acontece na base de Majorana.

Assim, levando em conta que B = 1, a condigio de Majorana, eq(1.37), implica que
¥ € real; e também satisfaz a A = C.

Entao, as matrizes-I' ou s&o todas reais, ou todas imagindrias puras; conseqiiente-
mente, a matriz-{} serd sempre real, e qualquer transformac¢io de SO(s,t) val manter ¥

real.

A condigéo a ser satisfeita é dupla:

s —t=2mod8, para 9= —1 (1.44)

ou

s —1=16mod8, para n= 1. (1.45)

1.4.4 Representagao de Majorana-Weyl (MWR)

(Juando a representacido ¢ do tipo Majorana-Weyl (MWDR), entao a condigdo sobre o

espago-tempo é tal que:

s —t = 0 rnod8 para ambos os valores n = +1. {1.46)

13



1.4.5 Representacao (Pseudo-) Majorana (PMR)

Nesta representagdo, {Pseudo-) Majorana, temos que B é construida como abaixo:

B= ‘ (1.47)
0 -1

De maneira que obtemos espinores {quiral/anti-quiral) com uma parte real e outra ima-

ginaria respectivamente.

1.4.6 Representacao Tipo Majorana (MTR)

A representagdo Tipo Majorana (MTR) para as matrizes-I' é uma representacio em que
todas as matrizes-I' tém uma simetria definida: sio simétricas ou antisimétricas.

Em D dimensdes, uma MTR com "p” matriges-I" simétricas e "q” matrizes-I' anti-
simétricas {D=p-+q) serd denotada doravante por {ps -+ qa}.

Para esta representagio, a matriz de conjugagio-de-carga, C, é dada pelo produto de

todas as matrizes-I" simétricas (Cs) ou todas as matrizes-I' antisimétricas (C,):

Cs = Iy, I, (1.48)

Ca = Moy, JTla. (1.49)

Notar que o indice 5,A néo se refere as propriedades de {anti)-simetria das matrizes Cs 4.
Em dimensdes pares, Cs e C4 correspondem a valores opostos de 5, enquanto que em
dimensdes impares, a menos de um fator de fase , as duas defini¢des para a matriz de
conjugagao-de-carga tornam-se equivalentes.
Agora. uma representagdo de Majorana (MR) para as matrizes-T' de Clifford em uma
assinatura de espago-tempo dado implica que os matrizes-T' pertencem &4 MTR.
Verifica-se. também, que dada uma MTR, é possivel achar uma assinatura do espago-

tempo para o qual a representagdo é Majorana.

14



A condi¢ao necessdria ¢ suficiente para se ter uma MTR com pg matrizes simétricas
e qa matrizes antisimétricas (D= pg + q4) é que (D-2pg) mod8 devem estar nas tabelas
de Majorana dada pelas eqs(1.44}, (1.45) e (1.46}. A construgio é feita de modo que C
corresponde a umn valor de n dente as eqs(1.44), (1.45) e (1.46).

A lista dc todas as possiveis MTR em uma certa dimensao é facilmente computada.
Por cxemplo, podecmos mostrar que ecm D=6 existe uma MTR (que nido é de Weyl)
com 6 matrizes-I" antisimétricas além da I'? também antisimétrica {0g + 64,T%). Com
esta escolha temos uma base de Majorana para um espaco 6-dimensional Euclideano.
Construimos as matrizes-I" para esta representagao, o que se mostra no Apéndice A.

A seguir, construimos a tabela que mostra todas as MTR até a dimensao D=18.

Assim, temos:



W-R

NW . R

3
(13+1_4+F S)

3
(26 + 04 + 17 4)

51
(25 +24+17g)

5
(Bg+14+174)

(Bs+34+T"g)

(46 +24 +T74)

¥i
(0s +64+T7"4)

9
(8s +04+ 1)
- 9
(45+4A-1-F S)

9
(0g+84+T 3)

9
(55 +34+T A)

3}
(15+7A+f A)

11
(93 + 14+ I s)

11
(55 +54 +Tg)

11
(Is+84+I"g)

13
(10 4+ 04+ 4)

11
(65+4A+F A)

11
(26 + 84 +T1,)

13
(1054—2,1 +T 5')

13
{(6g+64+T"g)

i3
(25 + 104 +T*°g)

13
(115 + 14 +T A)

13
(75 +54 47T A)

13
(35 + 94 + T 4)

Ia
(113 +34+7T 5)

15
(Ts + T4 +T3)

15
(35 + 114 +Tlg)

i5
(126 +24 + T A)

15
(85 +6_4+F _4)

15
(43+10A+F ,;)

15
(0s + 144 + T 4)

16+1
16 +1
16 +1
16 +1

16 +1

(165 +04 +I'1s)
(125 +44 +T"g)
(8s +84 + F”s)
(4 +124 ~ ')

17
(Og + 164 +T 3)

17
(135 +34 + T 4)

17
(9s + 74+ I 4)

17
(s + 114 +T174)

a0k
(1g + 154 + T 4)
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D W . R NW-R

1841 (175 +14+ %) o (185 +04 +I'%4)
1841 (185 +54+T%) — (ldg-+44+T"%y)
18+1 (95+94+T"%5) — (10s+84+Ty)
1841 (bs+134+T9s) « (65+124+TI19)

18+1 (1g+174+I%s) « (254164 +I''9y)

Na segunda coluna, listamos todas as MTR do tipo Weyl; na dltima coluna, todas as
representagoes que sao Nao-Weyl.

A flecha conecta as duas representagdes, Weyl e Nao-Weyl, Esta tltima é construida
trocando a "I'® generalizada” por alguma das matrizes-I' de simetria oposta.

Até D=18, as unicas representacdes Nao Majorana-Weyl, e que nio tém contrapartida
de Weyl, sdo as mostradas em 6-dimensées (g + 64) e em 14-dimensées (Og + 14,), de
acordo com a tabela.

Diferentes M'TR pertencem a classes diferentes sob transformaciao de similaridade das
representacoes matrizes-I'.

Assim, temos que para o espaco Euclideano (4++...+), o indice [4]
I=tr(T™-TpT) = (ps— qa) - trl (1.50)

toma diferentes valores para diferentes MTR, e isto, por construgdo, ¢ invariante sob a
transformacao I' — OTO7 realizada pela matriz ortogonal O.

Até D=8 (excluide), existe uma Unica classe de similaridade de MTR de tipo Weyl,
de modo que espinores Majorana-Weyl podem ser definidos s6 em cspagos-tempo (n-+n).

Uma nova caracteristica val surgir para D > 8; as representactes de Majorana-Wey] sio
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compativels para diferentes classes de similaridade. Em D=8, trés solu¢des sao achadas
(85 + 04), (45 +4a) e (Os + 84}, que sdo associadas ao espago-tempo de Majorana-Weyl.
Uma eficiente ferramenta para produzir e analisar as representacoes de Weyl em di-
mensoes mais altas ¢ fornecida pelo algoritmo que se encontra em [1].
Isto nos oferece um procedimento recursivo para construir uma representacio de Weyl
em D-dimensdes a partir de "s” e "1”, representacdes das matrizes-I' em baixas dimensdes,

sendo que D | "s" e "r” satisfazem A condigdo:

D=s+r+2 (1.51)

Além disto, se as representagdes s,r-dimensionais sao do tipo-Majorana, a representacdo
D-dimensional sera Majorana- Weyl.

O algoritmo pode ser expresso por meio da matriz;

0 ]-r & ,Ym; —i’]/ﬁ ®1
¥ = T T (1.52)
L @ ive & 1 0
onde
M=12,...,D

m=1,2,... 5+1
m=12,....r+1,

1, denota a matriz identidade 27/2 x 2n/?
M={(m,s+ 1+ m).

Na eq(1.52), os valores s,r =0 sio permitidos.

O valor de 'y é exatamente 1.
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Aplicando iterativamente o algoritmo que comenca com D=2 (s, r = (), obtcmos as
matrizes de Pauli; logo, para caso D=4 (s=2, r=0), temos uma representacao de MW,

Em D=6, uma representacio MW (3s+ 34) pode ser obtida de s=4, r=0 ou s=2, r=2.
A representacio Nao-Weyl (Og + 64) ¢ construida com um método que sera exposto no
Apéndice A.

As representacdes MW em dimensoes elevadas também podem ser obtidas com este

algoritmo. Uma forma explicita de construi-lo é dada na tabela que segue.
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s=0 (1) r=6 (0s+64) — (85+04)
s =0 (1) r=6 (3s+34) — (ds+44)
s=0 (05+6a4) r =10 (1) (05 +84)
s=8 (85+04) r=20 (1) — (95 + 14)
5=0 (1) r=8 (4ds+44) = (bs+5a)
s =0 (1) r=8 (8g+04) + (lg+94)
s=10 (9s+1a) r =0 (1) — (105 + 24)
s=10 (55+ 54) r=0 (1) (6 + 6,4)
s =10 (lg+94) r=20 (1) — (25 4+ 104)
s=12 {105+ 24) r=0 (1) = (1lg+3a)
s=12 (65+6a) r =0 (1) b (Tg+7a)
s=12 (25+ 104) r=0 (1) — (35 + 114)
s=8 (85+0a4) r=6 (0g+64) — (165+04)
s=14 (11s+34) r =0 (1) — (125 +44)
s=14 (7g+74) r=0 (1) — (85 +84)
s=14 (35+11,) r=0 (1) — (dg + 124)
s=6 (0g+64) r=8 (85+04) r (0s+164)
s=16 (16g+04) r=20 (1) = (17¢ + 14)
s=16 (125 +44) r=0 (1) — (135 + 54)
s=16 (85+84) r =0 (1) — (95 +94)
s =16 (dg+124) r =0 (1) — (35 +134)
s=16 (0g+ 164) r=20 (1) — (lg+ 174)

Notar que, para fazer uma construgéo explicita de todas as MWR até D=18 com ajuda
da cq(1.52}, o nico conheciment.o extra é a MTR Nao Weyl (0g 4 64).

Daqui por diante, referimo-nos como * Trialidade tipo-espago-tempo” aquela proprie-
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dade em 8-dimensdes , na qual a condi¢do de Majorana-Weyl é satisfeita em 3 diferentes
assinaturas, e mostraremos logo sua conexao com a propiedade usual de ” Trialidade tipo
Cartan (V-C-A)" em 8-dimensdes, assim como o grupo de permutacao Ss.

Pode-se, também, construir em 3 assinaturas diferentes MWR para os casos D=10,
D=12 e D=14 .

Semelhante solugdo é conseqiiéncia direta da imersdo da dlgebra de Lorentz 8-dimensional
em dimensdes mais elevadas. No caso D > 16, obtemos MWR em mais de 3 assinaturas
diferentes,

Um exemplo é o caso D=18, que pode ser construido com a eq{1.52) para os valo-
res s=r=8. Portanto, as § diferentes MWR em D=18 podem ser obtidas a partir de 2
representagoes de Majorana-Weyl em 8-dimensdes.

Concluindo este capitulo, a base fisica para achar as MTR em dimensdes superiores
deve-se ao fato de que as teorias fundamentais mais recentes propostas para o programa
de unificagdo sdo formuladas em 10, 11 e 12 dimensdes onde espinores de Majorana e de
Majorana-Weyl tém relevante papel, em vista da necessidade de introduzir supersimetria.

Enfatizamos, uma vez mais, que todos os dados necessdrios para definir teorias em
semelhantes dimensées podem ser construidas usande o algoritmo da eq(1.52), com os
dados de D=8. Em particular, todas as " Trialidades tipo-espaco-tempo” em D > 8 sdo
construidas a partir da 7 Trialidade tipo-espago-tempo” em D=8. Por esta razdo, no

proximo capitulo vamos nos concentrar no caso D=8.
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Capitulo 2

Trialidade Tipo-Cartan (V-C-A)

2.1 O Espago de Dimensao D=4t+4s

Nesta se¢ao, apresentamos os dados necessirios para construir a Trialidade Tipo-Cartan
(V-C-A) em um espago-tempo de Majorana-Weyl D=4t-+4s ( um MWS suportara espi-
nores Majorana-Weyl). Apresentamos, no Capitulo 1, uma tabela com as representagbes
tipo Majorana (MTR) nos diferentes espagos-tempo; um destes espacos, em especial, é de
nosso interesse: o caso D=44-+45. Escolhemos a representagao tipe Majorana-Weyl em
um espago-tempo de Majorana-Weyl(MWS).

Neste caso, temos duas situagbes bem-definidas:

a) 7 = 1 == as ["'s sdo 4dg+ 44, que correspondem a D=4t-+4s, isto é. as ['s tipo-
tempo sdo todas simétricas, e também satisfazem a A = Cg = IL;[™g, sempre que 5 = 1
corresponder & espinores fermidnicos (anticomutantes).

b)nn = —1== as ["’s sao 45+ 4g, que correspondem a D=4t-+4s, isto é, as [''s tipo-
tempo sdo todas anti-simétricas, e satisfazem a A = Cp = IL,I",4, sempre que n = —1
corrcsponde a espinores de carater comutante,

Agora, apresentamos um conjunto de dados na representacac de Majorana-Weyvl.
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i) O campo vetorial, Vy,, especificado por um {ndicc vetorial "m’.

ii} Os campos espinoriais, ¢., xa, especificados por indices quiral e antiquiral; a, a
respectivamente.

iii) A métrica (pseudo-)ortogonal do espago-tempo, (g7 ')™, gmn, que se adota plana.

iv) A matrix-.4 ja foi introduzida no Capitulo 1, que coincide com a matriz-I'° no caso

Minkowskiano; em uma MWR, tem a forma A = A@ A, com estruturas de indices (A), P

e (A); P, respectivamente.

v) A matriz de conjugacdo de carga, C, em uma MWR tem a forma C = C '@ Cle
pode ser promovida a uma métrica no espaco de espinores quirais (e, respetivamente, an-
tiquirais). Usamo-la para elevar e abaixar os indices espinoriais. De fato, como estruturas
de indices, temos (C~1)%°, (C)ap e (C-1)3F (C)y

vi) As matrizes-I'™ na MWR tém a forma:

™ = , (2.1)

onde as estruturas de indices sio: (¢™), ® e (7™), P

vii} Os sinais = +1 especificam duas escolhas inequivalentes de C. Pela definicio de

uma MWR, a matriz-B resulta ser automaticamente a identidade (B = 1).

2.1.1 O Grupo de Lorentz no Espago D=4t+44s

As transformagdes lineares homogéneas consistindo de todas as matrizes reais A. 8x8,

satisfazendo a condicao:

AghT = g, (2.2)

onde AT é a transposta de A, formam um grupo a que iremos denominar grupo de
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Lorentz, O{4,4). As matrizes-A deixam invariante a quantidade (V? + V2 + V2 - V2 —
) q 1 2 3 4
S22 2 12
Se L™ , sdo os elementos da matriz AT, onde "m” e "n” sio indices da linha e coluna

respectivamente, a equagao acima pode ser escrita como:

Jonl™ kL% 1 = gu. (2.3)
Esta expressao impoe 36 condi¢des sobre os 64 elementos das matrizes-A 8 x&;
por esta razao, a matriz de transformacao de Lorentz contém 28 parametros indepen-

dentes.

Como o determinante de AT ¢ o mesmo de A, a condigio da eq(2.2) leva-nos ao

resultado:

det(A) = 1. (2.4)

O subgrupo de Lorentz, com as A's tais que det(A) = 1, serd designado por SO(4,4).

2.1.2 Os geradores de SO(4,4)

Para obtermos os geradores de SO(4,4), vamos considerar uma transfomacio infinitesimal.
A = 1+ w, onde os clementos de w sdo muito menores gque 1 (W™ , < 1).
Tal transfomagdo deve satisfazer a relagio (2.2). Desprezando os termos de ordem

igual ou superior a 2, e usando a propriedade (2.3) de abaixamento e levantamento de

indices, obtemos:

I:J-‘:III'IT'I — _wnm, (25)

existem 28 matrizes-8x8 linearmente independentes; este nutimero é também o de

paranietros independentes de A. Sendo assim, a matriz w pode ser escrita como:
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W gy D, (2.6)

onde ™ = —ynm
Os elementos de tais matrizes para o caso das coordenadas do espago-tempo, V,,, séo

obtidas da seguinte relacao :

EFh ' = o)™ = (g™ (2.7)

As matrizes-Ay de SO(4,4) podem ser exponenciadas como segue:

Av = expl(m )] (238)

As matrizes-27" designam os geradores das transformacoes de Lorentz no espacgo das
coordenadas (representacio vetorial).

Agora, construimos 0s geradores para os espinores quiral (¢) e antiquiral (x). Como
trabalhamos na representacio tipo Majorana-Weyl, entdo as matrizes-I'™ tém a forma
genérica dada pela eq(2.1).

Neste caso, a matriz-A de SO(4,4) para espinores pode ser exponenciada como abaixo:

A = exp [%(umnzmn)], (2.9}

onde:

1
umt = Z[Fm’ . (2.10)
As matrizes que realizam transformacdes de Lorentz sobre espinores quirais (¢) sao

CXPTesos coImno.

1
Ag = exp[g(wmnzrcnn)]: (2.11)

-
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onde os geradores léem-se:

oI [pm g0, (2.12)

Estas sao 28 matrizes linearmente independentes.

As matrizes de SO(4,4) no espago de espinores anti-quirais (x) sdo dadas por:

1
Ag = exp[g(wmnEE“)]? (2.13)

onde os geradores assumem a forma:

£m — [5m o), (2.14)

Estas também sdo 28 matrizes linearmente independentes.

2.2 KEstudo dos Espinores Simples (Puros) de Cartan

2.2.1 Espinores Simples (Puros) de Cartan

E. Cartan concebeu os espinores em 1932 [5], ao estudar novas representacdes de grupos
de rotagao; baseou sua concepgdo de espinores na equivaléncia com vetores isotrépicos ou
nulos{um vetor ¢é nulo se a forma fundamental: z? g5 sz[}).

Estudamos, entao, os espinores puros associados a wm espago, V, de dimensdo D,
com produto escalar g (g(y, vy} = v* gas y¥). Seja Cl(g) a representaciio da lgebra de
Chifford associada a V; entdo, o espinor é definido como um vetor 23] dimensional do
espago espinorial complexo (S), onde Cl(g) admite uma representacio irredutivel.

Se [1y, Iy, ..., IIp representa uma base ortogonal de V, seus elementos [14 (A=1,2,... D)

podem ser considerados como os geradores de Cl{(g), com a propriedade
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{I1a. IIp} = 2g451. (2.15)

Seja £ € S um espinor complexo 2(%._dimensional e seja y € V um vetor (que pode ser
p q

expresso na forma y = y*Il4), que satisfaz & equacio:

ye =y st = 0. (2.16)

Entdo, para { # 0, a forma quadratica fundamental de V é g(y,y) = 0.

Portanto, pode-se definir M({£):

M(€) = {y € V/y*1la = 0} (2.17)

como um sub-espaco de V associado a £, E facil ver que M(£) é totalmente nulo, J&
que de y, z € M(£) resulta gy, z) = 0.

Assim, temos:

Definicao : Um espinor £ é puro (simples) se M(£) é um sub-espago de V maximal e
totalmente nulo.

Como exemplo [6], consideremos o caso D=3 {em geral D = 2v+1), onde v = 1. Entao,

scjam x1, ro, £3 as coordenadas ortonormais de um vetor z € C%, sujeitas ao vinculo:

2 422+ al=0. (2.18)

Isto porque o vetor é isotrépico {ou nulo ou tipo-luz); x,, x2, z3 podem ser expressos

em termos de dois nimeros complexos linearmente independentes, &y, &;:

Ty = %(512 - fﬁz)
w2 =~ +ed), (2.19)
r3 = £180;
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e, vice-versa, £y, & podem ser expressos em termos de x1, xp, 23

So=2xvV-r1tizy, & =ZxVar+ixa (2.20)

A ambigiiidade no sinal é essencial, j4 que uma rotacio de 27 em z € C° | deixé-lo-4
Invariante, ¢ determinard uma mudanga no sinal de (&, &1). Por defini¢édo, &, & sao as

componentes do espinor &:

e=| . (2.21)

€1

2.2.2 Semi-espinores

Adotaremos a designagio de semi-espinores em espagos de dimensaoc par, D = 2y, para um
sistema de 2¥ componentes, £, ( exemplo: v = 2, entdo temos 2? = 4 componentes, £, =
{€0,&1. &2, €12} ), onde todas as componentes com niimero par (impar) de indices sio nulas.
Assim, temos dois tipos de semi-espinores;
Semi-espinores de 1° tipo { que denotaremos por ), com um nimero par de indices;
semi-espinores de 2° tipo ( que denotaremos por ), com um mimero {mpar de indices.

Exemplo: se D=6 =— v = 3, assinl os semi-espinores, neste caso, léem-se:
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/fo\ /0\

0 3

0 2

0 €3
P = , n=

&1z 0

&13 0

a3 0

\ 0 J \ §123

Qutro exemplo que sera 1itil logo a seguir: o caso onde D=8 == v = 4 (0 indice

superior ou inferior ”¢” indica que é tipo Cartan)
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0 €1
0 £2
0 €3
0 €4
§12 0
§13 0
c 514 c 0
¥ o= T =
§a3 0
€21 0
€34 0
0 €103
0 £124
0 €134
0 §234

\ S1234 \ 0 /

Se adotamos, por comodidade,

o — 1

12 = o

)
]

13 —
€14 — ¥4
§23 = ws
€24 — v
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$34 — @7

§1234

£o
£12
£13
§14
£23
§24
€34

§1234

entao, podemos escrever:

— M

— 2

!

Mg

— 7

- Tjs
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(o) [0\

0 M
0 n2
0 73
0 74
P2 0
03 0
P = o . ont = ’ : (2.22)
5 0
©g 0
Y7 0
0 75
0 76
0 nr
0 78
\ 7/ \

que pode ser escrito, também, como segue:
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m
2
13
74
o
3
A (2.23)
%5
o

w7

s
ted

78
\ #% )
2.3 Trialidade Tipo-Cartan (V-C-A)

Nesta sec¢do, fazemos um estudo da trialidade tipo-Cartan (V-C-A), que envolvera vetores
¢ espinores {quirais e antiquirais) de SO(4,4).

A razio fundamental para estudarmos a trialidade é a peculiar propriedade da dlgebra
de Lie Dy so esta admitira um grupo de simetrias ndo-trivial para o correspondente
diagrama de Dynkin. Este grupo de simetrias ¢ um grupo de permutagdes de 6 elementos
nao-Abelanos, S3, que, como é bem conhecido, corresponde a um automorfismo externo
de Dy [7] [8].
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Os espagos-tempo do tipo D=8 apresentam uma caracteristica unica e ndo comparti-
lhada com os outros casos: o fato consiste em que os vetores, espinores quirais e antiquirals
{V-C-A) possuem a mesma dimensionalidade , sendo todas de 8 componentes.

Até agora, nao falamos do cardter de espinor comutante (bosénico) ou anticomutante
(fermionico). De qualquer modo, a trialidade pode ser interpretada como uma proprie-
dade de invaridncia que permite introduzir o grupo de trialidade, Gr,, de simetria (que
logo definiremos). Para semelhante interpretagio, € necessario especificar se o espinor é
comutante ou anticomutante.

Voltando a Cartan, discutiremos agora o caso de espinores comutantes, no estudo da
trialidade tipo-Cartan (V-C-A).

Nosso objetivo agora ¢ tentar construir a trialidade tipo-Cartan (V-C-A) em um es-
paco-tempo D=4t+4s na representacio de Majorana-Weyl; para conseguir isto, usamos
os resultados apresentados por E.Cartan [5]. Nosso objetivo podera ser alcancado em 3
fases:

Na primera fase (I), apresentamos todos os objetos necessdrios para construir um
termo bilinear e trilinear, assim como como os geradores do grupo que deixam invarjantes
estes dois termog. Toda esta informagéo pode ser encontrada no livro de E.Cartan [5].

Na fase (II), fazemos uma transformagdo em um dos objetos apresentados na fase (I},
no semi-cspinor de 1° tipo ¢ no semi-éspindi‘ de 2° tipo. A transformagio que fazemos

\
deixara estes objetos como espinor quiral ¢ espinor antiquiral. Esta transformagéo também
afetara a matriz de conjugagdo de carga, assim como tambem as matrizes-I'. Além disto,
o5 geradores também mudam e verifica-se que deixam invariantes o bilinear ¢ trilinear.

Na ultima fase(IIl), faz-se um conjunto de transformacoes, de modo que conseguimos
construir uma representacido de Majorana-Weyl. Nesta representag@o se constroem-se o

termo bilinear e trilinear, assim como os geradores que deixam estes objctos invarlantes.

Ta
.
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I} Em scguida, revisaremos alguns resultados apresentados por E.Cartan [5] para a
trialidade no caso de espinores comutantes. No estudo da trialidade tipo-Cartan {V-C-

A), pode-se introduzir invariantes bilineares

B = XTX® = XT(g )™ X", (2.24)
B — ,,CTC c =4
c 14 s (2.20)
¢ _ T C
By = 17 Canfy (2.26)

onde temos:

X('

li
——
[
]
-..HJ
R

X5
X
Xy

%0 )

Estas formas bilineares sio invariantes com respeito ao grupo de rotagdo SO{4,4).

Agora, apresentamos os objetos necessarios para construir o bilinear e trilinear dados

v n

por Cartan [5. Daqui em diante os indices superior ou inferior ”¢” denotant Cartan.
Assim, temos a matriz de conjugacgao de carga: (..

As matrizes-gamma de Cartan: I'™.

Tambéni, temos a métrica de Cartan:
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ge = ; (2.28)

esta € uma matriz de dimensiao-8 x 8.

Assim, no livro do Cartan, encontramos as seguintes formas bilineares:

B{ — X1X5+X2X6+X3X7+X4X3? (229)
Be = (@18 — 9207 + ©306 — ¥4, U5, (2.30)
B = —mns + meth — ate + Nals. (2.31)

Além disto, temos o termo trilinear (T) de Cartan:

T = &7C I™Xe £ (2.32)

O grupo de invariancias, G, é introduzido como o grupo de transformacoes lineares

que, atuando no vetor, semi-espinor de 1° tipo e 2° tipo, deixam invariante separadainente
C C 4 C
By. Bg, By eTe.

Também, o grupo G pode ser completado com outras 5 transformagdes lineares que

deixam invariante o bilinear total, B, e o trilinear, T

B = B + B. + B, (2.33)

As novas transformagdes sdo obtidas dos geradores P¢ e R¢ [5], cuja agdo simbolica-

mente é:
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P ot s g (2.34)
??C — \pl:’
Xe — o

RE: of — X° (2.35)
. —

No primeiro gerador, P, observe-se que o vetor transforma-se em vetor e o semi-
espinor de 1° tipo em semi-espinor de 2° tipo, e vice-versa.

No gerador R, acontece algo mais interessante: o vetor trasforma-se em semi-espinor
de 1° tipo e vice-versa, e 0 semi-espinor de 2° tipo transforma-se em semi-espinor de 2°
tipo; note-se que se pode intercambiar de identidade um vetor e um semi-espinor, ja que,
neste caso o semi-espinor é comutante (bosdnico) e a matriz de transformacéo é numérica.
I[sto ndo acontece no caso de semi-espinores anticomutantes {fermiémicos); para este caso,
é preciso usar conceitos da supersimetria. Os outros geradores sdo construidos usando P¢
e R".

Assim formulamos o Principio da Trialidade com 3 objetos {vetor, semi-espinor de
1° tipo e o semi-espinor de 2° tipo) que desempenham exatamente o mesmo papel. Os
geradores formam um grupo que corresponde a permutacoes destas 3 classcs de objetos e
que deixam invariantes o bilinear (B = BY; + B& + B} ) e o trilinear (7).

IT) Agora, construimos todos os objetos para Cartan Modificado {indice superior ou
inferior "em”); assim, nesta segunda etapa, fazcmos uma transformacfo apenas sobre
os semi-espinores de 1° tipo e 2° tipo, de modo que o semi-espinor de 1° tipo agora
seja o espinor quiral e o semi-espinor de 2° tipo agora fique como espinor antiquiral;
a transformacio que executa csta tarefa é designada por D. é ortogonal, e encontra-se

abaixo:
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0
0

\0

Esta matriz de transformacao atuara nos objetos de Cartan como segue:

0
¢

0

0

¢
0

fc
Co
XC

Ge

0
0

0
0

0
0

0
0

gcm

Cem

0
0

0
0

0

XCITJ.

QCID
I = DIDT.
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Dee,

0
0

DC.DT,

X5,

= gC!

0
0

i

0

1

0
0

°)

(2.36)

(2.37)



P2 0
V3 0
04 0
¥5 0
96 0
w7 0
e R e a (2.38)
0 M 7
0 12
0 U
0 74
0 75
0 6
0 07
\ 0/ \ 7/
A matriz de conjugagao de carga, Com, agora é dada como: Com, = C_) & C;;, onde :
Con = -Ca
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Cl = : (2.39)

CInl

0o -10 0 0 0 0 O

\10000000)

Logo, construimos o bilinear, B™, e o trilinear de Cartan modificado, 7™, e se verifica

que nao muda frente a transformacao D:

Bem X;lmT(gcm—l)mn‘Xgm + E-::mchmgcm1 (240)
I Ly (2.41)

O importante da transformacdo D é que esta deixa o espinor original de Cartan, £°,
em forma quiral e antiquiral; tudo isto ainda na métrica de Cartan, g..
Agora, fazemos a transformacao de P¢ e R em P e R®™ (Cartan modificado)}. Para

conseguirmos este efeito, precisamos de uma transformacao, J, dada na forma seguinte:

1 ¢ 0
J=10 3, 3y |, (2.42)
o Jz L,
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Ji

J2=

41

o o o D

=

o R e T e

(2.43)

(2.44)



Jy= . (2.46)

Assim, obtemos:

P = Jpej! (2.47)

R = JRJL, (2.48)

observe-se que P™ e R™ tém as formas:

( P00

P = o o P&™ |, (2.49)
\ 0 P O
( 0 R™ 0

R™=]1R™ 0o o0 |- {2.50)

\ 0 o RI™
E interessante observar que, agora, P™ e R™ podem ser descompostas ¢m matrizes-

blocos de 8 dimensoes.
Logo, aplicamos as transformagoes (2.49) ¢ (2.50) aos objetos (vetor, espinor quiral e

vetor antiquiral) e se verifica que os termos B™ e T°™ ficam invariantes.
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ITI) Nesta ultima etapa, tentamos transformar os resultados anteriores que estio na

métrica de Cartan, g., em nossa métrica espago-temporal:

o= , (2.51)

0o006¢6 ¢ 0 -1 0

\00000 0 0—1)

Para conseguir isto, vamos precisar fazer a transformacio G, que também atuard no

vefor:

g = Gg™GT, (2.52)

Ve = GX™ (2.53)

onde a transformacio G é dada da seguinte forma:
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0 0 -1 0 0

\000—10

0
0

1

0

(2.54)

QOutra matriz de transformacao serd H, que atua nos espinores quiral, antiquiral, con-

Jugacdo de carga Cep, € nas I'fy .

Definimos:
o
I =
X
Entao:;
lI} - H‘Ecm;
C = HC.H",
I'* = HI'® HT,
onde:
G, 0O
H=
0 G,

(2.55)

(2.59)



G1

Go

e Gy e G» satisfazem as condigbes seguintes:

\

1

C—l
c1,

GiCGT

cin

— GQC— 1 Gg

{2.60)

, (2.61)

(2.62)

Assim sendo, a matriz de conjuga¢do de carga, C. em nosso espago de trabalho,

D=4t+4s, fica:



Por conseguinte, obtemos quc as matrizes-I'T satisfazem:

1“3;2 = 1 e simetricas, Vi=1,2, 3, 4;

(2.64)
Fig = —1 c anti — simetricas, Vi= 5,67, 8.
Com estes objetos, podemos, entdo, construir os termos bilinear e trilinear:
B, = vTave 4+ ¥icy, (2.65)
T, = ¥ICr.*v, V. (2.66)

Para que as matrizes-I'' estejam de acordo com a nossa métrica de trabalho, g,
¢é preciso que as [™ tipo-tempo (Fig = 1) sejam anti-simétricas e as ['™ tipo- espago
(T = —1) sejam simétricas; isto devido ao fato de que em nosso trabalho os espinores
sa0 comutantes, isto €, n = —1 [9); e, como trabalhamos na representacio tipo Majorand—
Weyl, temos A = Cs = ILT¢, onde i=1,2,3,4 (tipo tempo).

Entao, o tnico modo de fazer com que os resultados para I'? (2.64) sejam como dese-
jamos, é necessario fazer o seguinte: multiplicamos todas as I'™ pela unidade imagindria
"1”, assim temos: iII'?, Vm = 1,2,...,8

Logo, redefinimos:

M =i 2 = ir® =47, 0t =% r® = 0!, 1% = ir? 17 = ird 1 = ird
(2.67)

Verifica-se, entao:

" = 1, anti— simetricas, Vi=1,2,3,4;

(2.68)
" = —1, simetricas, Vi =5,6,7.8.
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Ja que as matrizes ['Y? foram modificadas, entao os termos bilincar ¢ trilinear também
devern ser modificados; para conseguir isto, fazemos uso de uma matriz de transformacgao,

S, que atua sé na parte vetorial:

S = . (2.69)

\00010000)

Assim, temos:

Ve — V = SV° (2.70)

Finalmente, temos o termo bilinear (B}, que assume a forma:

B = -vlgv +97Cy, (2.71)

Conseguimos, também, ¢ termo trilinear em nosso espago de trabalho, D=4t+4s:

T = UTCr™v, o = 267C o™V, y. (2.72)

Apresentamos, agora, os geradores P e R que deixam invariante o termo bilinear (B)

eq(2.71) e o termo trilinear (T) eq(2.72).
Ja temos P ¢ R, eq(2.49) e eq(2.50) respectivamente; para conseguir P e R,

fazemos o seguinte:
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lembremos que G atua sobre vetores e G; e Gg sobre espinores quirais e antiquirais,

Entao, construimos K:

G 0 o
K=]10 G o0
0 0 G

Assim, temos:

Po = KP™K™

Ry = KR™K™ L.

(2.73)

(2.74)

(2.75)

porém, os geradores ainda nao satisfazem as condigdes para que fechem o grupo 53; é

preciso que seu quadrado seja igual a identidade; entédo, usando W, e W, para normalizar

-1 0 0

W= 0 -1 0

0 g 1

1 0 0

Wo=10 -1 o0

0 0 -1

obtemos:

Poo = WPy,

Ron = WaRg.
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Assim, a forma dos geradores Py e Rop €

Ponn O 0

Pon = 0 0 P |- (2.80)
0 Poz O
0 Rom O

Koo = Rggg 0 0 . (281)

0 0 Ruu;}

onde agora:

P = 1, (2.82)

R, = 1. (2.83)

Entretanto, estes geradores, Pgo € Rog, ndo deixam invariante o bilinear (B) e ¢ trilinear
(T) eq(2.71) e eq(2.72}), respectivamente; isto acontece porque fizemos um reordenamento
das matrizes ['y’; entdo, para que o bilinear e trilinear fiquem invariantes, fazenios uso da
matriz S, eq(2.69). Temos os casos:

Para P, construimos,

P = SPuwSH,
Py = Pooz, (2.84)
Py = Poos.

Asgim, finalmente, obtemos o gerador P:
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P=10 0 P |. (2.85)

onde P;, P e P; sdo apresentados explicitamente no Apéndice B.
Se deixarmos que P atue sobre o vetor (V'}, espinor quiral (¢) e espinor antiquiral (x),

obtemos:

1% - 'PlV
P ¢ = Py (2.86)
X = P

Verifica-se que os termos bilinear (B} e trilinear {T) ficam invariantes sob a atuacdo do
gerador P, em nosso espago de trabalho, D=4t+4s, na representacio tipo Majorana-Weyl

[9].

Para R, construimos:

R1 = SRoo.
Ry = RgaS, (2.87)
Ry = Ropms-

Assim, finalmente obtemos o gerador R:

0 Ry O
R=| R, 0 o |, (2.88)
0 0 Rs

onde R, Ry ¢ R3 sdo apresentados explicitamente no Apéndice B.
Neste caso, também deixaremos que R atue sobre o vetor (V'), espinor quiral {¢) e

espinor antiquiral (yx): assim, obtemos:
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Vo= Raig,
R: ¢ = RV, (2.89)
X = Rsx

Verifica-se também, neste caso, que os termos bilinear (B) e trilinear (T) ficam in-
variantes sob a atuagdo do gerador R, em nosso espago de trabalho, D=4t+4s, e na
representacdo tipo Majorana-Weyl [9].

Nossa construgao de P e R satisfazem as relacoes:

PP =R =1 (PR} =1, (2.90)

mostrando, assiim, sua natureza de gerador de S3.

Desta forma, finalmente, os elementos de S3 sao: 1, P, R, PRP, RP e PR,

Finalmente reformulamos o Principio da Trialidade Tipo-Cartan (V-C-A) em nosso.
espaco de trabalho D=4t+4s.

Assim, temos que os objetos: vetor, espinor quiral e o espinor antiquiral desempenham
exatamente o mesmo papel. Achamos 6 elementos que deixam os termos bilinear (B} e
trilinear (T) invariantes frente a permutagdes dos objetos, estos 6 elementos formam o
grupo Sz (9], que como é conhecido é um automorfismo externo do grupo Dy. Este é o
grupo Spin{8) simplesmente conexo que é, por sua vez, o grupo de recubrimento do grupo
de rotacio SO(8) ou SO(4,4), quer dizer a algebra de Lie SO(4,4)= D, e esta possui
uma simetria conhecida como tnalidade, descrita pelos 6 elenientos de seu automorfismo
externo.

Observe-se que o principio da trialidade é aplicado aos aspetos geométricos e algébricos
da simetria Sz que SO(8) e SO(4,4) apresenta (7).

Pode-se, agora, construir o grupe de trialidade ¢, Lembremos que o grupo de in-

variancias, ¢, ¢ um grupo de transformagoes lineares e homogéneas que atua nos objetos
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(vetor, espinor quiral e antiquiral) e que deixa invariante separadamente By, Be, By e
T. Entdo, podemos definir o grupo Gr, como o produto semi direto de G pelo grupo finito

Sg:

Grr» = G ®g55. (2.91)

H& uma arbitrariedade na escolha de P e R, ja que qualquer gerador transformado
P = hPh ', R = hRh™! com h € G, satisfaz 4s mesmas propriedades, e podem igual-
mente ser considerados geradores de Sy. E interesante mostrar que sob uma transformacio
de Lorentz efetuada por e*®, os geradores P (R) sdo mapeados em P = e“ZPevT™" (e
respetivamente R = e“TRevE ).

Concluindo, neste capitulo foramn apresentados os dados necessdrios para construir a
Trialidade Tipo-Cartan (V-C-A) em uni espago-tempo de Majorana-Weyl, D=4t-+4s, em
uma representa¢ao Majorana-Weyl onde as matrizes-T" sdo 45 +4,4; usando os dados de E.
Cartan conseguimos construir os termos bilinear (B) e trilinear (T) em nosso espaco de
trabalho. Conseguimos, também, construir um conjunto de elementos que deixam estes
termos invariantes. Estes elementos formam um grupo denominado S3, que é um grupo de
permutagoes de 3 clementos ; que sao vetor, espinor quiral e o espinor antiquiral. Convém
observar que os espinores em nosso trabalho sdo considerados bosonicos (comutantes); é
facil, entdo, neste caso, transformar vetores en espinores e vice-versa, ja que sao todos
objetas bosénicos.

Pode-se construir a trialidade tipo-Cartan (V-C-A) considerando-se apenas os termos
bilineares [10!. Neste caso, por exemplo, um grupo de rotacio pode deixar invariante cada
um dos termos bilineares; esta é uma versio mais restrita, j& que nao contém o termo
trilinear.

No contexto de espinores fermionicos (anticomutantes), o conceito de trialidade tipo-
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Cartan (V-C-A} pode ser usado em teorias de supercordas [11] para encontrar uma relagio
entre o formalisimo de Neveu-Schwarz-Ramond (NSR) e o formalismo de Green-Schwarz
(GS}. Isto é possivel gragas a propriedade de trialidade de SO(8) e ao método de boso-
nizagao de Witten [12]. Este ¢ um metodo alternativo aquele desenvolvide por Green-

Schwarz [8].
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Capitulo 3

Trialidade Tipo-Espaco-Tempo

Neste capitulo, discutiremos a "Trialidade Tipo-Espago-Tempo” na representaciao de
Majorana-Weyl. A trialidade havia sido estudada no Capitulo 2, no contexto de Cartan, a
que denominamos Trialidade Tipo-Cartan (V-C-A); agora, as propriedades de trialidade
podem ser associadas a outras estruturas; com o propdsito de clarificar, apresentamos
todos 0s possiveles espagos-tempo de Majorana-Weyl (MWS) em D=8. Da eq(1.46) com
n = =1, apresentam-se 3 casos: D=d4t+4+4s, D=8t+0s e D=0t+8s; estes sdo os unicos

espagos-tempo de Majorana-Weyl em D=8 dimensoes.

3.1 Representacoes de Majorana-Weyl em D=8t40s

e D=0t+48s

A seguir, construiremos todas as representagdes de Weyl do tipo-Majorana. Usande a
eq(1.46) e a tabela apresentada no Capitulo 1, temos duas situac¢des bem-definidas:

p=1

e Para D=4t+4s, as matrizes-I" sao:

ds+ 44, A=Cg= Hifis, onde as matrizes-I[' tipo-tempo sao todas simétricas.
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o Para D=8t+0s, as matrizes-I" sao:

8s 4+ 04, A = Cs =T onde as matrizes-T" tipo-tempo s&o todas simétricas.
sendo: I'® =128

e Para D=0t4-8s, as matrizes-I" sdo:

Os + 84, A =5 =1, onde as matrizes-I" tipo-tempo sao simétricas.

n=-1

e Para D=4t-4s, as matrizes-I" sdo:

45+ 45, A = Ca = IITL | onde as matrizes-T" tipo-tempo sdo todas anti-simétricas.

e Para D=8t+-0s, as matrizes-I" sao:

8a +0s, A=Cx =T9, onde as matrizes-T' tipo-tempo sio todas anti-simétricas.

e Para D=0t+8s, as matrizes-I" sio:

Oa + 85, A =Cy4 = 1, onde as matrizes-I' tipo-tempo sdo anti-simétricas.

Agora, os 3 tipos de espagos-tempo de Majorana-Weyl podem-se relacionar indepen-
dente da estatistica (n = %1); as métricas destes espacos sdo:

Para o espago-tempo: D=4t+-4s

(10000 0 0 0\
61060 0 0 0 O
o010 06 ¢ 0 0

G114 = : (3.1)

6 000 0o 0 -1 0

\00000 0 0—1/

Para o espago-tempo: D==8t-0s



g80 =

\00000001)

Para espago-tempo: D=0t+8s

qog =

o o o ¢ 0o 0 -1

0

\0000000—1/

(3.2)

(3.3)

Temos em mente construir as ”"matrizes-bridge” que fazem uma ligacdo entre estes

espagos.
Assim, temos as “matrizes-bridge”:

] K\-"l

Ky ~T
911 — gao = gso = Ky gaa Ky

(3.4)



I{V] = f (35)

onde oy, € uma matriz de Pauli.

L ] KV?
Kva . .
9414 —> gos = gos = Kvz gaa Ky (3.6)
/01, 0 0 0O \
) 0 o, 00
Kvy = : (3.7)
0O 0 1 O
\ 0 0 0 1)
L ] K\/'B

0 0 o, O

\0 0 0 ('J'y/

Desta forma, conseguimos ter uma relagio entre os 3 tipos de espagos-tempo permiti-

dos em D=8 (D=4t+4s, D=8t+0s e D=0t+8s).
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3.2 Trialidade Tipo-Espaco-Tempo

Fazendo uso dos resultados obtidos para D=4t+4s, construimos os diversos objetos (matrizes-
[V, ¢, x) nos espagos-tempo D=8t+0s e D=0t+8s.

Os objetos em D=4t+4s sio assim definidos:

Fi;-. Caa, Vaa, @14, Xaa

Em D=8t+0s, temos:

L'go: Ceo, Vao, a0, Xs0

Em D=0t+8s, temos:;

I b :
F(}g: Cos» Vos, ®os. Xos

e 1°Caso:
D=4t + 45 D =8+0s
Vid =4 Vo = (KT,) " Vs
D14 By dso = (KE,) ¢4, (3.10)
X44 LEN xso = (K&, ) ™ xaa- |
Cua 2, Cso = HiCyHY,
Ty e Iy = (H)) 7' HY (K, ¢
onde:
me| " % = Coo _0 (3.11)
0 Ka 0 Gy

No Apéndice C, sdo apresentadas as expresdes para Ky, Kei, Ka), Cgp € Tk,

Entao, verifica-se que os termos bilinear e trilinear em D=8t+0s asswmem a forma:

B = —1’%9801’%0 -+ @EOCS‘J g0 + Xgoégnl?(sn (3.12)
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Tso = UeCs0l%0(Vao)u Yso (3.13)

e 2°Caso:
D=4t + 4s D =0t+ 8
- K\,.“) ; _ s
Vi — Vos = (K{;z) Wi
K
¢ —3 pos = (K&)' Pas,
44 ) 08 CZ) 44 (314)
X 44 — xos = (Kxo) " xaa-
Cas Rt Cos = HaCyyHE,
H2, K\«"l — L !
I E— ng = (Hg) Ty HI (K, #
onde:
Keo 0 Cid O
H, = i = (3.15)
0 Kao 0 Gy

No Apéndice D sio fornecidas as matrizes Ky, Koz, Kaa, Cos € Tk

Com isto, verifica-se que os termos bilinear e trilinear em D=0t+8s tomam a forma:

Bos = — V5908 Vos + $0sCas B8 + XasCos Xo8, (3.16)

ng — 'I’g"gCUgrgg(Vng)ﬂ\I’Ug. (31?)

Da mesma maneira pode-se construir uma transformacao de D=8t+0s — D=0t+8s.

Agora, o importante destes resultados é que conseguimos interrelacionar todos os cle-

mentos necessarios para construir uma teoria nas trés inicas métricas que se apresentam

no caso D=8 dimensdes na representacao de Majorana-Weyl; ou seja, sd é preciso construir

uma teorta em uma das trés métricas e as teorias nas outras métricas podem automati-

calleute ser construidas isto em D=8 dimensoes.
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Temos 3 métricas diferentes para o espago D=8 dimensoes ¢ j& construimos as trans-
formagGes que relacionam os objetos nestes 3 casos; agora, construimos um novo gerador
a que denominamos P,,.

Seja o gerador P.,:

dt +4s —— 4t 4 4s
Pt 8 +0s ~— 0f+8s (3.18)
0t +8s —— 8t +0s
» As matrizes-bridge que fazem o passagem: 4t + 4s — 4t + 45 sdo: Ky = K¢ =
Ka=1
* As matrizes-bridge que fazem o passagem: 8¢ + 0s — 0t + 85 530: Kvs, Kca, Kas

onde:

Kvi = 0v&0,00, oy
Kez = 1g (3.19)
Ki = 0,®0,80, B0y
e No caso, das matrizes que faz o passagem: 0t + 85 — 8¢ + 0s sZ0 0s mesmos dados
acima, Ky, Kcz e Iaa
Verifica-se que P2 =1

Agora construimos o gerador R:

4t +4s —— 8t +0s
Ret:  8t+0s +— 4t +4s (3.20)
0t+8s ~—— 0Ot +8s
» As matrizes-bridge que fazem a passagem: 4t + 4s — 8¢+ 0s (ver Apéndice C) sio:

Ky, Ke1 e Kay
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o As matrizes-bridge que fazem a passagem: 8f + Os —— 4 + 45 sdo também : Ky,
Keype Kay

Finalmente as matrizes que fazem o passagem: 0t +8s — Ot +8s Ky = K=Ky =1

Neste caso: RL =1

Logo verifica-se [13] que: (PouRe)® =1

Entao, pode-se construir um grupo de permutagdes S3 com 0s geradores Py € Re.

A esta propriedade denominamos " Trialidade Tipo-Espago- Tempo”, que estd em um
contexto diferente da trialidade tipo-Cartan (V-C-A); esta nova trialidade permuta via o
grupo Sy as 3 distintas assinaturas (4t+4s), (8t+0s) e (0t+8s) no espago de Majorana-
Weyl.

Um resultado importante é que as relagbes entre os elementos das 3 métricas podem
ser construidas sem levar em conta se os espinores sido fermidnicos ou bosodnicos; por esta
razao estes resultados sdo mais gerals que a trialidade tipo-Cartan (V-C-A), que envolve

cspinores bosonicos em nosso trabalho.

3.2.1 Trialidade Tipo-Cartan (V-C-A) em D=8t4+0s e D=0t+8s

Lembremos que, no Capitulo 2, construimos a trialidade tipo-Cartan (V-C-A) em D=4t+4s
¢, agora, como temos um modo de relacionar as 3 métricas e os objetos que vivem nestos
espacos, € logico que também podemos construir a trialidade-tipo-Cartan (V-C-A) em
D=8t—0s ¢ D=0t+8s.

Tentenios, entao, construir os geradores P e R nos espagos D=8t+0s ¢ D=0t+8s;

"

com esta finalidadc consideremos o indice "y" para D=4t+4s e "z”7 para um dos casos

D=8t+0s ou D=0t+8s.

Consideremos 2 casos:

61



1) v: D=4t+4s
z: D=8t+0s
Agora, desejamos achar os geradores P e R em D=8t+0s, usando os geradores achados
em D=4t4+4s

Entéo considerando as eqs(2.85) e (2.88),

Py 0 O
Py = 0 0 Py, |, (3.21)
0 Py O
0 Ry O
R, = Ry O 0 . (3.22)
0 0 Ry,

” “_,?.‘

Entao, para P em "y” e "z", temos;

Vo W= Pl Vo — ¥ = Rk
d’y - Q;' = P}QXY "Gy — @; = PZQXZ (323)
Xy — X;r = Py3¢y- Xz — X; = Pz3¢z-

Para o vetor (V): Construimos a relagac que existe entre Py1 € Pay:

&KL — KLY, = &R TPaKD) <)
— —— v — (3.24)

v, @ — V¥, = PuVs

1

Assim. obtemos:

P = (Ki) T Py (Ky) (3.25)

Para o espinor quiral (¢): Também construimos a relacio que existe entre Pyg e P
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(KE) ey — (KB, = (K507 Pu(h) 50 "y,

I

@z — C)z — pzZ Xz

Assim, obtemos:

P2 = (KT Py (KL (3.27)

Para o espinor antiquiral (x): Achamos a relagdo que existe entre Py e P,

(Kil)_l)(y — (Kil)_lx; = (Kilj_lfpﬁ(Kgl) (Kgl)_1¢y
—_— R — h ~ it (3.28)
Xz — X; - pzS.@z
Assim, obtemos:
Pus = (Kay) "' Pya(KEy). (3.29)
Destes resultados constréi-se P,:
como z D=8t+s
Pgo = 0 0 Pspe | {3.30)

este resultado é mostrado no Apeéndice C. Verifica-se que, ao fazermos wma transfor-
macgao no vetor, no espinor quiral e no espinor antiquiral de forma semelhante 3 eq(2.86),
os termos bilinear (Bgo) e trilinear (Tg) ficam invariantes sob a atuagio do gerador Py
em nosso novo espago de trabalho, D=8t+0s, na representacio de Majorana-Weyl,

1.1

Para R em "y" e 2", temos:
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1"; — V. = R}; 1 @ ¥ .Vz — 1‘; = Rz 1 (J')z s
RyVy, & — ¢, = RV, (3.31)
Xy — Xy = R}'?» Xy- Xz — Xz = st Xz-

Para o vetor (V). construimos a rela¢do que existe entre Ry; e R,

(Ky)™V, — (K3, = (K%)*Rﬂ(K&)(K&)‘lcﬁ%
— _ > ~ I (3.32)
v, -— 1% = P,V

Assim, obtemos:

Ra = (Kgl)_lﬁyl(Kgl)- (3‘33)

Para o espinor quiral (¢): também, construimos a relacdo que existe entre Ryo e Ry

(E076, — ()76, = (K5 RyaE) (K571
(bz — @; = Rz21’f2

Assim, obtemos:

R = (K&)' Ry (K3 )- (3.35)

Para o espinor antiquiral {x}: também, construimos a relagio que existe eutre Ry e

RzS
(K?S:l)_lh' — (KL)_ 13{;— = (Kil)_lR}B(Kgll(Ki )_16’5}:
—_— = ~ ~ (3.36)
Xz — X; - RZS(_":I)Z

Assimi, obteinos:

Rar = (KE,) "Ry (KT, ). (3.37)
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Destes resultados pode-se construir R,.

Para z : D=8t+40s

Rew=| Rgpr 0 0 : (3.38)

Isto é apresentado no Apéndice C.

Neste caso, também se verifica a invaridneia dos termos bilinear (Bgg) e trilinear (Tgo)
sob a atuagao do gerador Rgy em nosso espago de trabalho, D=8t+0s, na representagido
de Majorana-Weyl.

Em nossa construgao, Pgy e Rgo satisfazem as relagGes

P = Ri = 1, (PoRso)® = 1. (3.39)

mostrando, assim, sua natureza de gerador do grupo Ss.
2} y: D=dt+4s,
z: D=0t+8s.
Visto que os resultados obtidos nas egs. (3.25), (3.27) e {3.29) s@o gerais , entdo

obtemos:

Pozr O 0
Pog = 0 0 Pos2 | (3.40)

e usando as egs {3.33), (3.35) e (3.37) chegamos a:
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0 Ry O
Ros =] Rpsn O 0 . (3.41}
0 0 Ross,

0 que se encontra no Apéndice D.

Verifica-se, entdo, que, ao fazer uma transformacdo no vetor, no espinor quiral e no
espinor anti-quiral de forma semelhante a eq(2.89), os termos bilinear (Bgg) e trilinear
(Tos) ficam também invariantes sob a atuagio do gerador Rgs en: nosso novo espaco de
trabalhe, D=0t+8s, na representagio tipo Majorana-Weyl.

Assim, concluimos que, em cada uma das 3 métricas permitidas no espaco D=8 di-
mensoes, é possivel construir termos bilineares e trilineares que sio invariantes frente ao
grupo Ss.

Voltando a trialidade tipo-espaco-tempo em D=8 dimensdes, esta pode ter uma ligagao
com teorias de supercordas em D=10 [8], sendo bem-conhecido que os espinores nestas
dimensdes sdo do tipo Majorana~Weyl, que tém neste caso 16 componentes reais. Usando
uma nova simetria: a chamada simetria Kappa (k) pode-se reduzir a 8 componentes reais,
1sto no gauge de cone-de-luz. Estas sio conhecidas como coordenadas transversas; assim,
nesta teoria de supecordas no gauge de cone-de-luz, os campos vetoriais e espinoriais
(quiral e anti-quiral) tém o mesmo ndmero de componentes (8). Agora segundo nossa
tabela do Capitulo 1. em1 D=10 tem-se apenas 3 reepresentagdes de Majorana-Wevl, com

as métricas:

g1 = diagonal{+ - — — — — — — —— ), (3.42)

g» = diagonal{+++ ++ — — — —— ). (3.43)
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g3 = diagonal(+ ++ + + 4+ + + +-). (3.44)

Mostramos finalmente um ecsquema de como se pode relacionar os espagos D=10 e
D=8.

Assim, uma teoria de supercordas construida em D=1t+9s, pode-se relacionar com
uma teoria de supercordas em D=05t+5s e D=0t+1s, isto devide a que as coordena-
das transversas estio relacionadas via trialidade tipo-espago-tempo, conforme o esquema

apresentado abaixo.

(5+5) (4+4)

(9+1) — (14 9) (8 +0) - (0 + 8)
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Conclusoes

Considerando a construgio da trialidade proposta por E. Cartan {5] em D=8 dimensdes,
e levando em conta a representacdo tipo-Majorana [4], propusemonos, nesta tese, cons-
truir & Trialidade Tipo-Cartan (V-C-A), na representacido de Majorana-Weyl em um es-
pago-tempo D=4t+4s. Obtivemos que a trialidade é um automorfismo externo do grupo
SO(4,4), que é, na verdade, o grupo S3: um grupo de permutacio de 3 elementos (vetor,
espinor quiral € o espinor antiquiral). Conseguimos construir os 3 geradores deste grupo
e vimos que esta simetria de trialidade deixa invariante os termos bilinear e trilinear.

Além disto, obtivemos outro tipo de trialidade: Trialidade Tipo-Espaco-Tempo. Ao
considerar a representacio tipo Majorana, verifica-se que em D=8 s6 existem 3 assinaturas
onde vivem espinores de Majorana-Weyl; estas sao: D=4dt+4ds, D=8t+0s e D=0t+8s.
Entdo, conseguimos construir as "matrizes de bridge”, que relacionan todos os objetos
nestas 3 assinaturas; assim, fomos capazes de construir os geradores Pe, ¢ R do grupo
de permutacdo S3 da simetria trialidade tipo-espaco-tempo. Neste nivel, a trialidade é
independente da estatistica.

Finalmente, apresentamos a trialidade tipo-Cartan (V-C-A) em D=8t+0s e D=0t+8s,
fazendo um mapeamento desta mesma trialidade (V-C-A) em D=4t+4s,

O resultado mais importante desta tese é que, em termos da trialidade tipo-espaco-
tempo, conseguimos relacionar as 3 assinaturas possiveis (D=8), que sao consideradas

as coordenadas transversas da teoria de supercordas no gauge de cone-de-luz em D=10.
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Desta forma, podemos relacionar as 3 possiveis teorias em D=10 nas assinaturas D=1t+9s,
D=5t+5s e D=0t-+1s.

Uma possivel perspectiva de proseguimento é construir a trialidade tipo-Cartan mis-
turando vetor, o espinor quiral e o espinor antiquiral, com o vetor em D=4t+4s, ¢ espinor
quiral em D=8t+40s e ¢ espinor antiquiral em D=0t+8s.

Com estos objetos, pode-se construir os termos bilinear e trilinear, assim como os

geradores P e R do grupo S3 que deixam invariantes tais termos.
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Apéndice A

A Representagao (0g+6,) para as

Matrizes-1' em D=6

Para apresentar a constru¢io das matrizes-I' de Clifford em D=6 dimensdes construimos
aqui o caso onde as matrizes-I" sdo todas anti-simétricas.

A representagdo que mostramos é correcta para representar um espaco Euclideano
G-dimensional na base de Majorana, isto é, coerente para: t=6 e s=0 (D=6t+-0s), quando
n=-1, como também para: t=0 e s=6 {D=0t+6s), quando n=1.

Assim, para construir a representagao (0s+64), utilizaremos a representagio (3s+34).
que € facilmente obtida por meio do algoritmo apresentado no Capitulo 1, eq{1.52), e neste
caso particular, consideremos que o espaco seja Euclideano {0t + 6s); agora, segundo a
eq(1.45) temos s-t=6, que serd de Majorana para n=1.

Agora, na MTR (35 + 34), o valor de na=1 corresponde a:

Ca = T 4; (A1)

e, come fixamos D=0t+6s, entdo A = 1. Portanto,
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B = Ca. (A.2)
Agora, tentamos achar uma transformagio U que mapeie B — U*BUP = 1,
eq(1.15); como conseqgiiéncia, obtemos ri(os+6A) = L—FEI}S-{—SA)UTJ de acordo com eq{1.13).
A matriz extra I'7 também ¢ antisimétrica.
O resultado final ¢ apresentado aqui, onde todas as matrizes-I" séo reais (1“i2 -1)
(tipo-espago):
/ 0 00 0 0 10 0 \ ( 0 0 -1 0 0 0 0 \
0 00 0 =100 0 0 0o 0 1 0 0 0
0 00 0 0 00 -1 i 0 0 0 0 0 0
o g 00 0 0 01 0 2 0 -1 0 0 0 0 ¢
0 10 0 0 00 0 g 0 0 0 0 0 0
-100 0 0 00 O 00 0 0 0 0 -1
¢ 00 -1 0 00 0 0 0 0 0 -10 0
\ 0 01 0 000 0 ] \0 0 0 0 0 1 0 J
(0 o 0100 0 o) (0 000 0 0 10)
0O 0 1000 0 0 0 0 00 0 0 01
0 -1 06000 0 0 0 0 00 -1 0 00
3 _ -1 0 0000 0 0 o 0 0 00 0 -100
c 0 0000 0 -1 0O 0 10 0 0 00
0O 0 0000 -1 0 0 0 01 0 0 00O
0 ¢ 0001 0 o -1 0 00 0 0 00
\ 0 0 0010 0 0 ] \ 0 -1 00 0 0 00
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r’ =

——
=
—

= e B e

72

Lo B

0

(A.3)



Apéndice B

A Representacgao (45-+4g) para as

Matrizes-1' em D=8

Neste apéndice, apresentamos em forma explicita as matrizes-I' na representagdo de
Majorana-Weyl; além disto, em cada caso, apresentamos também em forma explita os
geradores P ¢ R do grupo de permutagoes S3, que deixam invariantes os termos bilinear
e trilinear para o caso 7 = —1 (espinores comutantes}.

Nas 3 representacdes de Majorana -Weyl, admite-se a matriz-I'? da forma:

eli=12...8, tem a forma:

. 0 o
"= : (B.2)
50
Entdo, apresentamos os resultados para a representacdo-(4a + 4s) das matrizes- I’ em

0 espago-tempo t=4, s=4, onde todas sao imaginarias.
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¢ 00 — 0 000 0O 0 +«+ 0 0 0 0 0
- 0 0 0 0 000 0 —-i 0 0 0 0 0 0
7 0 «# 0 0 0 000 8 -+ 0 0 0 0 0 0 0
0O 0 0 0 0 0=z 0 0 0 0 0 0 0 0 -
0 0 0 0 0 00 : g 0 0 0 0 0 ¢ 0
0 ¢ 0 0 —2 000 O 0 0 0 0 - 0 0
\ 0 00 0 0 i 00/ \ 0 0 0 0 — 0 0 0 |
onde 5 = —o'', para i=1234 e & = 0", para i=5,6,7,8 isto é, as quatro pri-

meras matrizes-I" (tipo-tempo) sdo anti-simétricas e as quatro ultimas (tipo-espago) sio
simétricas.

A matriz de conjugacdo de carga (C) é dada assim:

C_l = 14@ —14

c™! = ¢L (B.3)

Agora, apresentamos os geradores: P e R.

e Para P, os elementos da eq(2.85) sdo:
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Py

Pa

P3

(—-1 0 0

0 -1 0

0o 0 -1

_ 0 0 ¢
B 0 0 0
0o 0 0

6 ¢ ¢

\ 0 0 0

0 0
G 0
0 0
-1 0
0 -1
0 0
¢ 0
0 0
0

0

0

0

0

-1
0

0

0

0 0 0

0

0 0 ©

0

1

0

0

L)

(B.4)



e Para R, os elementos da eq{2.88) sdo:

[0 0 0
0 0 0
¢ 0 0
o = | 000
0 0 0
0 0 1
0 -1 0
\ -1 0 0
[0 o o
0 0 0
0 0 o0
¢ 0 0
R, =
-1 0 0
0 -1 0
0 0 -1
\ 0 0 0

o
=
= o o




/—1 0
0 -1
0 0
g 0
0 0
0 ¢
¢ 0
\0 0

T8

oo o

(B.5)



Apéndice C

A Representacao (85+0g) para as

Matrizes-1" em D=8

Apresentamos os dados necessédrios para construir o bilinear e o trilinear para t=8, s=0,
onde n = —1.

As "matrizes-bridge” neste caso sio:

( 10000 0 0 0 \ ( 10000 0 0 0 \
01000 0 0 O 01000 0 O O
00100 0 0 0 00100 0 0 O
o001 0¢ 0 ¢ O 6010 0 00

Ky = Ker =
0Ocecoco0 -2 0 0 ¢c 6000 — 0 OC
0000+« 0 0 C oo0oc6co6 s+ 0 0 0
00000 0 0 —4 0O 0oGcoGO0C ¢ 0 —2
\ ¢c ¢coo0o0 0 ¢« 0 / \ ¢c 6000 0 7 0 /
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0 0

\U 0

01)

As matrizes-I" neste caso sdo todas antisimétricas e imagindrias.

Entao, temos:

20

ame T o]
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(o
0 00 0 —i ¢ 00 00000 - 0 0
0 00 0 0 0 0 i 00000 0 —i 0
03:00000030 04:0000000@
0 i 0 0 0 0 00 i 0000 0 0 0
- 00 0 0 0 00 002000 0 0 O
0 00 — 0 0 00 00700 0 0 O
\00300000) \0 0000 0 0)
(?:0000000\ (03000000\
0 <% 0 0 0 ¢ 0 0 i 00 0 0 0 ¢ 0
00 —i 0 0 0 0 0 0006 - 0 0 0 0
0 0 0 — 0 0 0 0 . 00: 0 0 0 0 0
&0000—3000 0_00000?00
00 0 0 0 —i 0 0 ¢ 00 0 — 0 0 0
00 0 0 0 0 —io0 000 0 0 0 0 —i
\0 0 0 0 0 0 0 i)} \0 00 0 00 - 0
(00300000\ (000?0000\
00 0i 0 000 00 -0 0 0 0 O
i 0 00 0 000 0: 00 0 0 0 0
M:O_?UUOOOU stzooooooo
0 0 00 0 0340 00 0 0 0 0 0 -
0 0 00 0 00 i 00 0 0 0 0 ¢ 0
00 00 — 000 00 0 6 0 —i 0 0
\0 0 00 0 i 00/ \oooo—zooo)
onde: &' = —criT, para i=1,2,....8
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A matriz de conjugacio de carga () é dada como segue:

Peor =
0O 0 o0 0 -1 0
0 o0 0 0 6 -1
0 0 0 0 0 0
\ 0 o0 0 0 0 O
/O 0 10 0 00 U\
0 0 01 0 00O
1 0 006 0 000
0 -1 00 0 06 00
Psoz =
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Psos

0

\O

0
0

=

» Para Ry, os elementos da eq(3.38) sao:

Rsm

(00

33

oo O o

oo T . B |

(C.2)



Rgoo

R.803

84

(U 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 -1
0 0 0 0
0 -1 0 0
1 0 0 0
0 0 1 0

\O 0 0 0

(—1 0 0 0
0 -1 0
0 0 0
0 0 -1
0 0 0
0 0 0
0 0 0

\ 0 0 0

-1

0

0

0

0

0

0 )
0 0 )
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
-1 0
0 -1

(C.3)



Apéndice D

A Representacao (0p+8g) para as

Matrizes-I' em D=8

Apresentamos os dados necessdrios para construir o bilinear e o trilinear para t=0, s=8§,
onde n = —1.

As "matrizes-bridge” neste caso sio:

[0 —i 0 0 0000 ) (100006 0 0 0 )
i 0 0 0 000 0 010060 0 0 0
0 0 0 -4 0000 6 01006 0 0 0
00 i 0 00GO 0 0010 0 0 0
Ky = Kep =
00 06 1000 00000 —i 0 0
6 0 0 0 0100 000O0: 0 0 O
00 00 00610 0 0000 0 0 —i
\0 0 0 0 00O 1) \0 0000 0 i 0
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0

0

0

0
0

1

0

0

\0000{]{]

7

—2

0 )

As matrizes-I" neste caso sao todas simétricas e imagindrias.

Assim, temos:

0/

86

[ T )

0 — 0 \
0 —1q
0 0
-1 0
0 0
0 0
0 0
0 0




pan’

\0

onde: o' = &'

0 0 0 0
0 0 ¢ 0
0 0 0 0
i 0 0 0
0 —i 0 ¢
0 0 -7 0
0 0 0 4
0 0 0 0

T parai=12,.8
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A matriz de conjugagio de carga (C) é dada como segue:

Pos1 =
0 0 0o 0 -1 0 0
0 0 0 0 ¢ -1 0
o o 0 ¢ o0 0 -1
\ 0 0 0 0 6 0 0
(U 0 ¢ 10 0 0 0\
00 -1 00 0 0 O
01 06 00 0 0 0
10 0 006 0 0 O
Pogz =

88

(D.1)



=
—
=
o
=
=
g

[0 o

0 0100 0 0 O

Pogs = (D.2)

0 0 000 0 0 -1
O ¢ 000 ¢ -1 0
60 0 600 -1 ¢ 0

\00001000)

s Para Rgg, os elementos da eq(3.41) sio:
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Roga

0 0
0 0
0 0
-1 0
0 -1
0 0
\0 0
[ -1 0
0 -1
0 0
0 0
0 0
0 0
0 O
\ 0 0

90
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