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Resumo

Introduzimos a afinizacdo supersimétrica da dlgebra dos octénions. Esta satisfaz A
condi¢ao de super-Malcev e é supersimétrica N = 8 Sua construgiao de Sugawara re-
cupera, uum limite especial, a dlgebra superconforine nao associativa N = 8 (ASCNA
N = 8) de Englert et al. Supersimetrizamos os resultados obtidos por Osipov no caso
bosonico. A existéncia das transformacoes de Sugawara asscgura que a &lgebra super-
afinizada @ é compativel com a supersimetria global N =8 A ASCNA N = B nao
satisfaz a propriedade de (super) Jacobi, permitindo superar o tcorema que estabelece a
impossihilidade da presenga de cargas centrais nas algebras {super) conformes com N > 4.
A presenga de cargas centrais nesta dlgebra permite a construcao das supersimetrias esten-
didas para N > 4 das equagdes de KdV. Mostramos o primeiro exemplo de uma extensao
supersiniétrica N=8 para SuperKdV.

Classificamos e construiimos explicitamente os espinores ¢ a realizagao quaternionica e
octouidnica das algebras de Clifford, de uma forma iterativa. Apresentamos a dinamica
livre mais geral dos cspinores, para uma assinatura arbitraria do espago-tempo. Além
disso, 10 caso octonionico, apresentamos wna lista sisteinatica de resultados e tabelas
como, por exernplo, as identidades satisfeitas pelos tensores octonidnicos antisimétricos

de posto malor, e agsim por diante.
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Summary

A supersymmetric affinization of the octonion algebra is introduced. It satisfies a
super-Malcev property and is N = 8 supersymmetric. Its Sugawara construction recovers.
lu a special limit, the non-associative superconformal algebra N = 8 (NASCA N = 8) of
Englert et al. It extends to supersymmetry the results obtained by Osipov in the bosonic
case. The existence of Sugawara transformations ensures that the superaffine algebra
@ is compatible with the global N=8 supersymmetrics. The NASCA N = & does not
satisfy the (super) Jacobi property, what allows us te overcome the no-go theorem which
states that central charges are not allowed for superconformal algebras with N > 4. The
presence of central cliarges in this algebra permits the construction of the supersymmetric
extensions for N > 4 KdV equations. The first example for an N = 8 supersyimnetric
extension of the superKdV equation s show.

Quaternionic and octonionic realizations of Clifford algehras and spinors are classi-
fied and explicitly constructed in terms of recursive formmlas. The most general free
dvnamics iu arbitrary signature space-times for both quaternianic and octonionic spinors
is presented. In the octonionic case we further provide a systematic list of results and
tables expressing, e.g., the identities satisfied by the higher-rank antisyinmetric octonionic

tensors and so o1,
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Introducao

As simetrias descmpenham um papel importante na Fisica e, conseguentemente. na for-
mulagao de leis fisicas. A teoria dos grupos é, em csséncia, a estrutura matemstica que
cstuda as simetrias, e os grupos estdo intimamente relacionados com as algebras. Pode-
mos mencionar, de modo superficial, que por exponenciagao dos clementos das dlgebras
de Lie podemos recuperar elementos do grupo de Lie [1].

O programa de unificagio busca a descrigao unificada de todas as interacées fundamen-
tals e, neste sentido, a teoria das cordas ¢ supercordas ¢ a candidata com maior prestigio
e consistencia para ser tal teoria unificadora, pois jd se sabe que a supergravidade é uma
teoria efetiva a baixas energias da teoria das supercordas. Um ingrediente matemiético -
portante na construgao das teorias fundammentais da natureza é a supersimetria. A teoria
de supcrcordas ¢ a supergravidade precisam da supersimetria por razoes de consisténcia.
Mesmno a teoria quantica de campos precisa dela, por exemplo, para solucao de problemas
como o das hierarquias de calibre.

Depois do trabalho inicial de M. Virasore no final dos anos 60 a dlgebra de Virasoro e
super-Virasoro foram cstudadas dentro do contexto da teoria das cordas e supercordas [2].
Em outro contexto, a algebra de Virasoro aparece naturalimente na teoria de canpos e
2D com simetria conforme (em duas dimensdes o grupo conforme é infinito-dimensional)
[3]. Este assunto vaj ser detalhado um pouco inais no final do capitulo 1.

Desde os trabalhos de Jordan [4] houve tentativas de introduzir os octénions ua Fisica.



Recentemente, em conexdo com um programa. especifico de unificagio que utiliza super-
simetria, fol proposta uma descri¢io octonidnica das supercordas [5. 6]. Jé em [32] pode-se
observar que existe uma conexdo entre as dlgebras divisionais ¢ as supersimetrias estendi-
das, N =1,2.4 & Neste mesmo artigo também sao dados alguns resultados matematicos
relativos & relagdo entre os octonions e as dlgebras de Lorents ¢ de Jordan. Porém um
tratamento mais desenvolvido déd-se em [33]. Além disso, a caracterizacio da esfera S7
atraves dos octénions foi considerada em [37, 38]. Dentro do contexto da supersimetria.
na referéncia [19] introdus-se a supersimetrizacio da dlgebra dos octdnions, constréi-
se uma algebra superafinizada octonionica, usando-se as transformacdes de Sugawara e,
considerando-se processos adequados de limite, recupera-se wmna dlgebra superconforme
estendida e ndo-associativa N = 8 (ASCNA N = 8, introduzida pela primeira vez por En-
glert et al[23]). Desta forina, mostra-se também que existemn duas formas de implementar
a supersimetria global V = 8, seja através de uma representacao matricial, ou utilizando
os octonions [72, 73]. Com a ASCNA N = & constréi-se a extensao supersimétrica das
cquagoes tipo KdV, onde demonstra-se que existe uma tuica extensio N = 8 da equagio
de KdV, invariante sob uma supersimetria global N = 8 octoniduica.

Na Matematica e na Fisica, as algebras de Clifford tém sido muito estudadas (desde
wma perspectiva purarnente rmatemética. podemos citar {7, 31]). Na Fisica tém sido
usadas, por exemplo. para o cstudo e classificacdo das superdlgebras e supersimetrias es-
tendidas (ver [34, 42]). Uma rclagio clara entre as dlgebras divisionais e as dlgebras de
Clifford pode ser observada também cm [33]. Na referéncia [35], explorando a peculiari-
dade das representagoes irredutiveis “tipo Weyl"das algebras de Clifford, estabelece-se
utna correspondencia win a um entre as supershnetrias estendidas em 1D e as dlgebras
de Clifford tipo Weyl reais, conscguindo-se desta forma a classificagdo das supersime-

trias estendidas em 1D, Em particular, na referéncia [36] gencralizam-se os resultados



da ceferéncia auterior para o caso onde as dlgebras de Clifford tipo Weyl tomam valores
octonionicos ¢ as supersinetrias estendidas sio construidas com espinores octonionicos.

Por outro lado, nos dltimos tempos, estd sendo relevante o estudo o classificacao das
supersimetrias gencralizadas com presenca de cargas eentrais tensoriais. Em especial, a
assiin chanada superdlgebra-M {construida com supercargas reais), subjacente a teoria-M
(teoria que talvez tenha a maior relevancia no contexto da grande unificacao das interacoes
fundamentais}, tem sido motivo de muita atengio. Neste sentido, nas referéncias [42, 43]
foi mostrado que a superdlgebra-M admite uiaa representacao octonidnica consistente.
Assiin, na referéncia [71] estuda-sc a classificacao das algebras de Clifford corn valores na
dlgebra divisional, o que, por sua vez, permite o estudo e classificacio da dinamica livie
mais geral de espinores que tomam valores na dlgebra divisional. Finalmente, apresentain-
se algumas identidades dos tensores octonionicos antissimétricos nas diversas dimensdes
que logo serdo tteis no estudo das dlgebras supersimétricas generalizadas (como, por
exemplo, a dlgebra-AM era 11D).

Dentro do contexto do estudo das simetrias na Fisica, colocado em destaque 1o inicio
desta introdugio, desenvolveinos, em nosso grupo de pesquisa, wn outro trabalho [84],
onde estndamos as simetrias residuais de wna teoria quintica de campos, com acopla-
imento a um campo eletromaguético externo de fundo. Neste artigo demonstramos que,
devido a presenga de cargas centrais na algebra residual, esta ndo é mais subdlgebra da
dlgebra associada a teoria inicial, sem o campo eletromagétivo de fundo; no aesmo artigo
tambéin consideramos a versiao supersimétrica do probleima anterior.

Nesta tese, basicamerte, vaiiios nos coencentrar nas aplicacoes da dlgebra divisional,
emn particular a dos octonions, na forinulacac de algumas supersimetrias estendidas e nas
supersimetrias generalizadas (com cargas centrais tensoriais) que, atuahuente, tém mnto

interesse na Fisica.



A tese cstd organizada da seguinte forma. Temos a introdugao principal, trés capitulos
com suas respectivas introdugoes, as conclustes da tesc, a bibliografia ¢, por dltimo, um
apéndice onde apresento os trabalhos publicados com minha participa¢ao durante minha
permanéncia no CBPF.

No capitulo 1 basicamente apresentamos e discutimos alguns resultados matematicos
de nosso interesse, que serdo dteis no contexto dos capitulos 2 e 3.

Neste sentido, fazemos win breve resumo sobre as algebras divisionais, onde definimos
as dlgebras dos octouions ¢ as dlgebras de Malcev ¢ Super-Malcey. Em seguida, apre-
sentamos de forna simples a dlgebra de Virasoro e a de super-Virasoro, com a finalidade
principal de familiarizar o leitor a respeito destes assuntos.

No capitulo 2 mostramos a superafinizagdo da algebra dos octénions usando supercam-
pos fermiénicos. de forma manifestamente supersimétrica. Constriimos as transformagoes
de Sugawara quc mapeiam a algebra superafinizada numa Algebra superconforme N = 8
nao-associativa, obtida via um processo de renormalizagio dos colchetes de Poisson, para
fechar a dlgebra. O problemma de achar a dlgebra N = 8 superconforime néoc-associativa
fol resolvido através de computacdo algéhrica, usando um pacote de Mathematica de-
senvolvido para caleular a expansio de produtos de operaderes (OPE) [24]. O fato de
que a ASCNA N = 8 estd construida com 8 campos fermionicos e 8 bosénicos assegura
que esta superdlgebra afinizada @ é compativel com uma supersimetria global N = &,
Adicionalmente, construimos as & cargas supersimétricas globais. Na ttima parte deste
capitulo, apresentamos os principais resultados de outro traballio velativo & coustrucao
do primeiro exemplo da extensfo supersimétrica N = 8 das equagdes de KdV, partindo
de uma hamiltoniana mais geral com simetria ASCNA N = 8 e tamhém fazendo uma
revisao das equagoes N = 2,4 SuperKdV na linguagem da algebra divisional.

O capitulo 3 comeca com a apresentacdo da dlgebra de Clifford, mostrando alguns



exemplos para visualizar a conexao cntre elas ¢ as dlgebras divisionais. Logo, construimos
explicitamente as representagoes das algebras de Clifford tomando valores reais nas di-
versas dimensdes e assinaturas via um algorftmo proposto. Em seguida, realizamos a
classificagao das mesmas, construindo e classificando as dlgcbras de Clifford que temam
valores quaterniénicos e octonionicos (nao-associativas).

Na seqiéncia, apresentarmnos os espinores que tomam valores na dlgebra divisional ¢
revisamos a classificacio da dindmica livre dos espinores que tomain valores reais nas diver
sas dimensoes e assinaturas. Da mesina forma que no caso real, estudamos e classificamos
a dindwica livre de espinores quaterniouicos e octoniduicos. Para tal, usamos condicoes
de existéncia e de realidade para analisar a presenca ou nio dos termos cinéticos (K) ¢
massivos (M) na lagrangeana livre, nas diversas dimensdes e assinaturas. Mostramos os
resultados numa série de tabelas para os diversos casos (real, quateruionico ¢ octonionico).

INa parte final deste capitulo, cstudamos e apresentamos novas identidades dos ten-
sores octonionicos antissimétricos em diversas dimenstes. Fstas identidades serdo uteis
1o estudo das algebras supersimétricas gencralizadas, especialinente as octonidnicas, nas
diversas dimensocs, tencdo aplicacoes, em particular, 4 dlgebra-M, definida em 11D.

Coma indicador da originalidade ¢ relevancia desta tese, poderia ressaltar que, durante
minha permancncia no CBPFE, como aluno do programa de doutoramento, a partir de
2000, publiquei 5 artigos em revistas internacionais e um na Revista Brasileira de Fisica,
tendo outro cm processo de redacgdo (ver apéndice A). Devo também mencionar que os
artigos [19, 73, 36, T1] foram desenvolvidos dentro de um grupo de pesquisas do qual sou
integrante, liderado pelo professor Francessco Toppan (CBPF) ¢ com a participagio do

aluno Moisés R. Leyva {(CBPF).



Capitulo 1

Algebras Divisionais

1.1 Introducao

As digebras divisionais mais ronhecidas sdo as dos reais R, complexos €, e quatérnions
H (por exemplo, a identidade e as trés matrizes de Pauli formam a dlgcbra divisional dos
quatérnions). Existe uma ultima dlgebra divisional, menos conhecida, a dos octénions.
Antes de entrar em detalhies em relagio a esta peculiar dlgebra divisional vamos comentar
algumas idéias bésicas sobre as dlgebras divisionais em geral.

Podcmos cousiderar uma dlgebra A sobre os reais' como um espago vetorial equipado
com um mapecamento bilinear M @ A x A — A chamado de “multiplicacao”e o elementn
“unidade”denotado por 1 tal que 1 € A e M(1,a) = M(e.1) = a. Como ¢ usual, vamos

abreviar M(a,b) = ab.

1

umna algebra se define sobre o chamado cumpo, este campo usualmente sao 0s reias ou os conplexos



1.2 Defini¢ao de uma 4lgebra divisional sobre R

Uma dlgebra divisional sobre R {ou, uma algebra divisional rcal) & pot defini¢do win espaco
linear real A de dimensio finita com o produto bilinear [7]
M: AxA— A
{a,b) — ab,
tal que Ya,b € A,
ab=0=a=0vb=0. {1.2.1)
Equivalentemente, A é nma dlgebra divisional, se a operagao de “multiplicacio”pela di-
reita ¢ pela esquerda por qualquer elemento nao-nulo da Algebra ¢ inversivel.
As algebras divisionais admitem tambén uma operagéo de anti-evolugdo (conjugacio).
tal que
(@) =a, (ab)" =b"a" {1.2.2)
A operagio de conjugacéo corresponde & transposigao na representacio matricial.
Uma dlgebra divisional A é normada se existe a forima quadratica A” positivo-definida
N A— 3R
a— Na) = da,
tal que Va,be A
N{ab) = N(a}N(b). (1.2.3)

Uma &lgebra é alternativa sc a subdlgebra gerada por qualquer par de elementos ¢

associativa. De acordo com o teorema de Emil Artin [10], se ¥V a,b € A se satisfaz:
a(ab) = a®b, (ab)b = ab®, (1.2.4)

entao a dlgebra A é alternativa.

|



Se a subdlgebra gerada por trés elementos quaisquer é associativa, entao a dlgebra é
associativa. Para verificar se uma dlgebra nao-associativa é ou nio alternativa usamos
o conceito de associador. O associador é um mapeamento trilincar

v AP A
(a,b,c) — [a,b,¢] = (ab)e — albe), (1.2.5)

que mede a falha da associatividade, assim como o comutador mede a falha da comuta-

tividade.

Podeinos mencionar alguns resultados importantes relacionados & algebra divisional.

Teorema de Frobenius (1878): qualquer algebra divisional associativa sobre R é

isomorfa a R, C, ou H.

Teorema de Hurwitz: qualquer algebra divisional normada sobre R com clemento

unidade ¢ isomorfa a R, C ou @ [9, 10].

Qualquer dlgebra divisional alternativa sobre R é isomorfa a R, C, H, ou O [10, 11..

Qualquer algebra divisional sobre R tem dimenséo 1, 2, 4 ou 8 [12].
De uma forma resuinida e concreta, podemos afirmar que :

R é 4lgebra divisional real, associativa e norimada.
C ¢ élgebra divisional comutativa, associativa ¢ normada.
H ¢ algebra divisional nao-comutativa, associativa e normada.

(@ é algebra divisional nao-comutativa, alternativa e normada.

Enm seguida, vamos apresetitar a algebra divisional dos quatérnions, a qual designare-
mos, daqui em diante, apenas por quatérnions. Os quatérnions H sao uma dlgebra

4-dimensional, com base {7y, 7;} 7= 1,.2,3 e a seguinte tabela de multiplicagao.



Tabela de multiplicacao.

To T1 Ta Ty
T1 —Tn T3 — T
Ta —T3 =70 1
Ts| T2 | =71 | —To

De¢ acordo comn a tabela ;

¢ 7y ¢ 0 clemento identidade { 75 = 1).

e 77 =—1,Yi=123. (7 sdo os chamados quatérnions imagindrios)
¢ TTy =T T;Ti = —Tk, onde 4,7, k=123 (para i £ §)

A muliplicacao dos quatérnions imaginarios pode ser expressa através da seguinte forma

compacta.:

T Ty = —0i + €kTh (1.2.6)

onde €, ¢ o tensor totalmente antisimétrico, €jg5 =1 .
Uma forma faeil de lembrar a estrutura da tabela de multiplicacao ¢ usar a seguinte

figura:
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Quando multiplicamos dois clementos seguindo o sentido hordrio obtemos o proximo.
por exciuplo, 7,73 = T, No cntanto, gunando multiplicamos dois elementos comn sentido

anti-horario, obtemos menes o préximo elemento, 7,7, = —7%.

1.3 Octodnions e Algebra de Malcev

A algebra de Cayley, tambéin chamada de oltavas ou dlgebra dos octénions ¢é de-
notada por O, sendo uma Algebra divisional alternativa de dimensdo 8 [8, 14, 15]. Um
octdnion x é representado como x = z,7,2 onde z, € R, 7, denota a base dos octonions

ea=20,1,23..7 Explicitamente
X = Iy + TaTas (1.3.7)

onde a =1,..,7 e 20,25 € R. 7, 880 08 chamnados octonlons iimagindrios, com a seguinte

regra de multiplicacio

TaTa = _60,{?7_0 + CO:,&'E‘,'T’Y!

comn Cyy, completamente antisimétricos. Introduzimos também o tensor dual de C,¢,

e 7 dimensdes definido por C,,g.s:

2Consideramos soma sobre os indices repetidos.

10



I
Cor.,ﬁ',-é - gC-oﬁ»yaeq-:;chr;

onde =ya34567 = 1 {tenusor totalmente antisimétrico}. Os Unicos tensores diferentes de
7ero sa0 os dados na tabela abaixo, o resto sendo identicamerte zero.

Multiplicagao dos octOnions:

(Ta * Tb) C T ‘_I'é Ta* (Tb : Tr:)-

Para a.b.c gerais esta multiplicagdo nao ¢ associativa.

Comutador :

[Tﬂ: Tb] “def Ta'Th = Tp Tg = f(f.b(.‘TCS (138}
f r2hie = Qcabc‘.»

oude fue 880 as chamadas constantes de estrutura.

Caﬁ*y Cﬁ,)\,uu

Cios =1 | Casgr = 1

CSS-’I =1 C‘l 276 = 1

11



Como dite anteriormente, a dlgebra dos octénions satisfaz a relacio (1.2.4) e portanto é
uma &lgebra alternativa. Podemos visualizar este fato, tomando dois elementos arbitrérios
dos octénions, como por exemplo a =

1, b = 71, ¢ multiplicando-os de duas maneiras

distintas:

kB (’7174) = (71)27(1.

(1) = 1y (1)°

E interessante mencionar que o grupo de automorfismos dos octénions é o grupo ex-
cepcional® de Lie Gy de dimensdo 14 [8, 13, 16]. Estes automorfismos, acrescidos das
transformagoes lineares de multiplicagao pela dircita ¢ pela esquerda por octénions -
ginarios, geram o grupo SO(8) de 28 geradores (1(8.7) = 14 + 7 + 7). Podemos mostrar

tambény, numna tabela, os automorfismos das 4 dlgebras divisionais;

30s 5 grupos excepcionais sio Gy, Fy, Es. F7, Es.

12



Algc bra | automorfismos
R Identidade
C Cy
H SU(2)
O Gy

Além disso, de acordo as referéncias [17, 32] cxiste una relacio entre os grupos de Lorentz
Minkowskianos (com assinatura tipo (1,d — 1), oude d é a dimensdo do espaco-tempo)
¢ as dlgebras divisionais. Especificamente, existe wn isomorfisimo entre os grupos de
cobertura dos grupos de Lorentz Minkowskianos e os grupos 51(2) com valores nas dlgebras

divisionais, da seguinte forma:

SO(2.1) ~ SI(2,R).

SO(3.1) ~ S1(2.C).

SO(5,1) ~ SH{2, H).
S0(9,1) ~ S1(2,0).
(1.3.9)
Algebra de Malcev :

F uma geralizagao do conceito de dlgebra de Lie. Uma algebra L, definida através do

comutador [...,..]: L x L — L, é de Malcev se satisfaz as seguintes identidades :
[X.X] = 0,
J(X. Y, [X.Z)) = [J(X.Y,Z),X], (1.3.10)

para um dado triplete X,Y, 2 de elementos da dlgebra L. J(X,Y.Z) é o Jacobiano.

definido como :

JX.Y,Z) = [[X.Y],Z]}+[Y. 2], X] +[[Z.X],Y].
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Pode-se mostrar que a dlgebra dos octonions é uma dlgebra tipo Malcev [18]

1.4 Superdlgebra e Algebra de Super-Malcev

(1.3.11)

Umn exemplo simples de estrutura graduada se apresenta na soma usual dos niumeros

inteiros,

par+ par = par
par + fmpar = finpar
Impar + {inpar = par.

(1.4.12)

Esta operagao de adigdo pode ser re-interpetada como o produle (x) do grupo aditive dos

inteiros, logo (1.4.12) podendo ser expressa como

par * par = par
par x impar = impar
impar » impar = par.

(1.4.13)

Qutro exemplo de estrutura graduadae é o grupo ciclico de ordem 2, Zy, com clementos

{e.a}, operacio de multiplicagdo (*) e a seguinte tabela de multiplicacéo

x| €| a
cle)a
a|a|e

(1.4.14)

Observe-gse que e € o elemento identidade. Comparando (1.4.13) e (1.4.14) podemos dizer

que e é par e a € fmpar. Devido a esta identificacio sempre que aparecer a estrutura
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(1.4.13) podemos confirmar a presenca da dlgebra graduada Z,. E pessivel construlr
estruturas graduadas mais complexas. Porém, nesta tese, vammos sempre nos referir a Z,.
A]gebra de Lie graduada com Z,
Definimos uma algebra de Lie graduada & foraccendo um mapeatento bilinear, de-
notado por: [,-} 1 G x G+ G tal que as seguintes condicdes sao satisfeitas:

i) E uma algebra graduada

G =Gy T Gy, (1.4.15)
onde :
[GD: GU} - GU
[Go, G} C G

Gy, G} € Gy (1.4.16)
it) O supercomutador estd definido como :
(X, Y} = XV - (-1X0y . x (1.4.17)
onde,

0 se X € Gy (X é par).
e(X) =

1 se X € Gy (X é Impar).

i) O super-Jacobiano J(X.Y, Z) definido como

JX Y, Z) = (D)X Y, Zh} + ()7 [Y, [2, X})

H=1Y{Z [ X, Y}}. (1.4.18)
Ele satisfaz :

JX.Y.Z2)=0 (1.4.19)



Podemos fazer um comentédrio neste momento: a superdlgebra de Lie definida anterior-
mente ¢ muito familiar ¢ usual na Fisica, em particular na supersimetria. Analisemos.
entao, o supercomutador ou supercolchete (1.4.17) ¢

a) Se X,Y € Gy entao
X.Y] = X.Y —V-X, (1.4.20)

obtemos a defini¢ao usual de comutador. Isto nos leva a identificar Gy como a subglgebra

bosdnica da superdlgebra G.

b) Se X.Y € Gy entéao o supercomutador passa a ser o anticomutador
{(X.,Y} = X.Y+Y X, (1.4.21)

o que identifica &) eomo a componente fermidnica da superdlgebra G
Algebra Super-Malcev
Uma algebra de super-Malcev ¢ dada pelo supercommtador |..., ...}, definido em (1.4.17),

e satisfaz as duas propriedades seguintes:

(X, X} = 0.

JX.Y,[X.Z}) = [JX.Y.Z).X}, (1.4.22)

para wmn dado triplete X, Y, Z de elementos da superdlgebra G, onde J(X, Y, Z) é o Super-
Jacobiano definide por (1.4.18). Observe que esta definicdo é basicamcate a extensao

graduada da algebra dc Malcev dada cm (1.3.10) e (1.3.11).

1.5 Algebra de Virasoro e Super-Virasoro

As teorias de campos confories tém sido muito nnportantes na Fisica, em particular na

Fisica Estatistica e na Teoria das Cordas. Por exemplo, a agao de Polyakov, além de ser

16



invariante de Poincaré e por diffeornorfisinos, tambéin tem a seguinte invariancia conforme

ou de Weyl

gp.u(j}) — Q(:L')g_{w; Q(I") = em(m}, (1523)

ol, na versao infinitesimal,

3G, = wyu. onde w(x) & arbitrario. (1.5.24}

I

A Invariancia por diffeomorfismos leva & conservacio do tensor momenturn-encrgia v, 7
0. e a invariancia conforme leva a condigéo de trago nulo para o tensor momentum-energia
T, = 0.

Em geral, as transformactes conformes num cspago-tempo plano de dirnensao D
(D > 2) formnain o grupo conforme de dimensao finita. Basicamente o grupo conforme
esta constituido pelas transformacdes de Foincard, transfarmacoes de escala e as trans-
formagoes conformes especiais,

Em duas dimensdes (D = 2) a situagdo da invaridncia conforine é especial ¢ interes-

sante. Consideremos o plano 2D e a transformacio (¢, ) — (z, 2) da seguinte forma

=x+l

[

(o
I

= x — 1, caso Euclidiano, {complexificado)
ou

z=x+1

z =1 —#, caso Minkowskiano.

O grupo conformme G e duas dimensdes consiste em todas as transformacdes globais da
forma

I':z—¢&(z), T:z— £(2), (1.}

[y}
12
(W]

e
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onde I' (T') é o grupo da mais geral transformacao de coordenadas em 1D ou equivalen-

temente ¢ o grupo dos diffeomorfismos de uma dimensdo. Logo G ¢ dado pelo produto

direto

G=Tgl. (1.5.26)

A dlgebra associada ao grupo [ é denominada dlgebra de De Witt. Se denominamos G a

algebra associada ao grupo G, entao :
G = Witt & Witt (1.5.27)

Na literatura especializada cada componente de (1.5.27) é chamado de componente quiral
¢ antiquiral da dlgebra conforme em duas dimensdes, respectivamente. Consideremos
as transformacoes infinitesimais do grupo T comno: z — z + ¢(2). Tomando =(z) como
nma funcaoc infinitesimal analitica, cla pode ser representada como uma série infinita de

Laurent
2(z) = Z 2" nez (1.5.28)

Logo, as transformagoes infinitesimais

2 — 4+ E enz T, (1.5.29)
sao geradas pelo operador
Ti+1 d [
lpn=2""—.n=0,%1,+£2, .. {1.5.30)
dz

com as seguintes relagées de comutagao
[l b = (n — ) pme (1.5.31)

Esta analise podc se repetir para o grupo I', onde teremos tambdém a algebra

([, I} = (n — M)y, com I, = 27! a‘,_i—z_}n =0,+1,4£2, ... (1.5.32)
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O miinero de geradores da dlgebra (1.5.31) é infinito, ou scja a dlgebra conforme em
2D ¢& infinito-dimensional, diferentemente da dlgebra conforme em dimensdes mais altas,
que é fnito-dimensional.

A algebra de De Witt admite uma Unica extensao central [28] w : Witt x Witt — C

tal que w = m—%}—ménm,us
Ly =Witi@&Cc (Algebra de Virasoro), (1.5.33)

com as scguintes velagdes de comutagio

o
i

0,

mt—m i
[‘E'lh Em] = (ﬂ' h ﬂlﬂn-‘rm + 01—2611 1,0 (1334)

onde o valor da earga central “c” é o par@metro da teorla. O fator numérico, que aparece
ao lado da carga central, foi, na verdade, wina escolha apropriada para que os geradores
[_i,1p, [i formem wma subalgebra si{2, R) tal que s{{2, R) ¢ Witt. Sem perder generali-
dade, poder-se-ia fazer uma redefinicio dos geradores 4, tal que o fator numérico ao lado
direito da carga central fosse m3.

No inicie desta secao tinhainos eomentado as conscquencias da invariancia por difeo-
morfisioes e da invariancia de Weyl para a acao de Polvakov, no contexto das teorlas cle
cordas. Se considerarmos as mesimas simetrias para uma teoria de cainpo nun cspago-
temipo plano de duas dimensoes, teremos §,7*" = 0, e 7%, = 0. Como conseqiéncia
destas duas condigdes, o tensor moncntuin-cnergia pode ser quebrado em wna parte

holomérfica ¢ outra anti-holomdrfica. Logo, no plano complexo C* — {z = 0}

T, =T(2), Te=T(2). (1.5.35)

- L’m = = L-m T
T(z)= g T(z)=>_ Zred (1.5.36)



Os coeficientes de Laurent, conhecidos comno geradores de Virasoro estao dados por

a:

L-n -
] 2m

2"P2T(2), (1.5.37)

(com uma expressao similar para En). Na verdade, os L,, definidos pela equagdo (1.5.37)
satistazem & dlgebra de Virasoro (1.5.34) o que faz com que T(z) (T'(z)) também possan
scr considerados como geradores das transforinacdes infinitesimais do grupo T' ().

Os valores esperados do produto local de operadores {ou fungées de correlacdo) sao

objetos basicos de interesse na teoria quantica de campos ¢ na teoria de cordas:
<A> = <Az, %) Ax(2, Z2) . An(za, Zn) >, (1.5.38)

onde Az, %) forma parte de uma base de operadores locais. E immportante cntender o
comportamento destes valores esperados no limite cin que os argumentos de dois opera-
dores aproximain-se wn do oulro. A ferramenta que dé uma descricio sistemdlica deste
linite é a expansdo de produto de vperadores (useremos a sigla “OPE’para design-la.
devido a expresso em inglés operator product expansion). Ela determina que o produto
local de operadores de argumentos muito proxiimos pode ser aproximado, comn exatidao

arbitraria, como una soma local de operadores [3]:

Ai(2) Ay (w) ~ > CFy(z —w)Ap(w), 2w e C (1.5.39)
L..

Devido & transformacdo infinitesimal = — 2/ = 2z 4+ £(2), os campos locais A;(z)

tl‘aﬂSfOI‘l'l'l alll-se Como

5.A4,(z 2) = dne(mT(n) Az, 2), (1.5.40)

o8 '
onde o contorno €, cerea o ponto z. A mesma férmula vale {com a substituigdo T'— T)
se a transformacdo infinitesiinal for 77 = 7 4+ &(z). A variagdo §,.A; pode-se expressar

também e termos de comnutadores a temmpo fixo
b Ao, m) = [T, Ailo. 7)), (1.5.41)
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onde o gerador T, estd definido pela férmutla

T, = fgomz':? e(2)T(2)dz. (1.5.42)

As variagoes 0,7 e 6, T devem ser expressas linearmente em termos dos mesmos CAINPOS
T'. T e suas derivadas. Tomando em conta a dimensionalidade do campo T(z) ([T] = 2}

e razoes de analiticidade, podemos cscrever a expressio mais geral para as variagoes 6.7

()T + 26 (2)T(2) + L

8.7 (z
(2) 5

ce”(z). (1.5.43)

Observa-se que 6,1 (z) = 0, pelo fato de T depender somente de 2.
A seguinte relagéo,

T()T(w) = /2 + = T(w) + !

(z —w)t  (z—w)? 2 —

AT (w), (1.5.44)

é equivalente a (1.5.43), de tal forma que, utilizando a equacdo {1.5.40), podemos recu-

perar a expressao (1.5.43) (ver detalhes em [3, 27]). De forma similiar a expressio

[T..T(2)], = ()T + 26'(z)T(z) + 1—12CEM(Z), (1.5.45)

¢ equivalente a {1.5.43), o que pode ser verificado utilizando (1.5.41) (ver detalhes emn
[3, 27]).

Introduzindo (1.5.36) em (1.5.45) obtemos mma dlgebra de comnutadores para L, que
coincide justamente com a algebra de Virasoro (1.5.34). De outra forma, se definirmos
a algebra de comutadores para L, usando a expresdo (1.5.37) ¢ nela utilizarmos a equacao
(1.5.44), tambéin obteremos a algebra de Virasoro (1.5.34).

Uma conclusio importante é que a OPE das correntes (z"7T(z), z"T2T(3)) deter-
mina a 4lgebra das cargas correspondentes (L, L,) (ver 1.5.37). Computando explicita-
mente, vemos que o comutador é dado pelo residuo da OPE.

Por dltimo, usando as identidades

1 !

8z —w) = O, 0(z —w) = m

_ onden =0,1,2,... (1.5.46)
z—w
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a expressao {1.5.44) pode ser apresentada da seguinte forma :

T(2)T(w) = 1—02&9;5(2 —w) + 2T ()3 8(2 — w) + IT(w)d(z — ). (1.5.47)

A equagdo (1.5.47) é conhecida também como a dlgebra de Virasoro na sua versio

hosonica. pelo fato de scr equivalente a (1.5.34).

A expressao mais simples de nnia dlgebra de super-Virasoro se apresenta da seguinte

forma:
d : .
[Lms Lﬂ,} = (nl - n)Lm—l—n + é‘?n'(”“'z - 2(-1)()7!:——n,0 (1548)
m.
[Lmu G‘.I’] = (? - ?V)Gm-i-r-. (1549)
{Gr G} = 2Les+d/2(3* = S)ois, n.7 €L, (1.5.50)

L

oude L, é o campo bosbnivo © G, & n campo fermidnico. Na verdade, os valores
dos parametros d, ¢ neste momento nao tém relevancia. Como podemos observar das
equagoes anteriores, o comutador entre os campos bosénicos (1.5.48) {deixando de lado
08 pardmetros) tcm a mesma estrutura que a algebra de Virasoro (1.5.34). Por isto a
superdlgebra (1.5.48 - 1.5.30) é considerada como a extensdo supersimétrica da dlgebra
de Virasoro (1.5.34) (para maiores detalhes da origem desta dlgebra no contexto da teoria

de supercordas ver [2}).

1.6 Algebra Afim e Algebra de Loops

Seja G wmna dlgebra de Lie, com constantes de estrutura fu, ¢ com nimero finito de

geradores 7,. As relagdes de comutagao para esta dlgebra serao
T,.Ty) = fu'T. (1.6.51)

Uma algebra infinito-dimensional, ou seja uma dlgebra de Lie com ndmero infinito de

geradores, pode ser ohtida a partir da algebra de Lie G da mancira abaixo:
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Defini¢do da dlgebra de lagos G

G: G—-Gx&

T, — T" =T,.c¥", (1.6.52)

onde ¥ mora na csfera S7, n € Z. As rclagdes de comutagao para esla agebra de lacos

SeTA0

T2 1] = fatT (1.6.53)

onde m.n € Z.

Jomo exemplo vamos considerar G = su(2), com os 3 geradores T, = S,a=1,23.

e

onde ¢, 830 as matrizes de Pauli. Podemos construir a dlgebra de lagos su(2) tendo como

geradores T = %‘:e"ﬂ”‘. Para a = 3 teremos

ezﬂn 0

™ = (1.6.54)

b =

0 —e

Observa-se que podemos estender estas idéias para as algebras nao-associativas, por
exemplo, os octonions (1.3.8). Assim, podemos definir a dlgebra de lagos dos octonions
com os geradores 7 = 7,e¥" (7, satisfazendo a relagio de comutagao (1.3.8)). onde

a=0,1.2.7, n=04+1,+2 ..
[P = fatTrt, (1.6.55)

onde fope = 2C,. (Cyupe esté definido na pdgina 12 desta tesc).
Uma algebra de Lie afim G é a extensdo central de uma dlgebra de lagos G. Por exemplo.

para a algebra de lagos (1.6.53), podemos coustruir a seguinte extensio central [29]:

[T FalT0T™ 4 0 k tr(ToTh ). (1.6.56)

77,z = 0 (1.6.57)



onde o segundo termo do lade direito da equagdo (1.6.56) é a chamada extensao central.
tr(T.T3) € o trago numa dada representagao e ¢ é a carga central. As dlgebras afins? tém
uma vaviedade de aplicacbes em Fisica, todas relevantes, por exemplo, no programa da
classificagio das teorias de camnpos conformes em 2D com valor arbitrdrio para a carga
central ¢. Também desempenham um papel importante na teoria de cordas e supercordas.
desde que esta teoria, na formulagedo de Polyakov, tem simetria conforme {26, 27).
Obviamente, existe a questdo de estender o conceito da algebra afim para as dlgebras
nac-assoclativas, em particular a dos octonions. A resposta a csta questdo e a possibilidade
de construir nma algebra superconforme nao-associativa com superssimetrias estendidas

serao desenvolvidas no capitulo 2.

4Na verdade, estamos nos referindo &s dlgebras afins tipo Kac-Moody, ver 26, 27, 29].
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Capitulo 2

Algebra de Malcev Superafinizada
N =38

2.1 Introducao

Neste capitulo apresentamnos o trabalho [19], onde realizamos a cxtensdo supersimétrica
dos resultados obtidos por Osipov [20, 21], relacionados & afinizagio da dlgebra nio-
associativa octonionica e a construgio das transformacoes de Sugawara da mesia [20].

Especificamente, na referéncia [20] cousidera-se o caso bosénico da afinizagdo da
dlgebra ndo-associativa {octonionica), sendo a dlgebra afinizada coustituida por campos
bosbnicos reals. Nesse artigo tambéin constrdoem-se as transformacoes de Sugawara, que
vinculam a dlgebra afinizada a dlgebra de Virasore. Os geradores da dlgebra de Virasoro
sa0 combinagoes bilincares de correntes bosonicas, as mesmas correntes que formam a
algebra afinizada.

Em seguida, na referéncia [21] a superafinizagdo foi considerada. Porém, a superafinizagio
feita aqui [19] difere da feita cm [21] pelo fato de ser a nossa forrmlacao manifestamente su-

persimétrica. Também demonstramos explicitamente que a dlgebra octonionica afinizada



(2.2.4) ¢ uma Algebra tipo super-Malcev, ou seja, satisfaz a versao sraduada das identi-
dades de Malcev.

Embora a algebra octoniénica afinizada (2.2.4) csteja sendo expressa em termos de
supercamnpos /N = 1, na realidade ela é (N = 8)-supersiinétrica, o que podemos visualizar
através das transformagées de Sugawara supersimétricas, dadas pela equacio (2.3.7). Esta
realizagdo de Sugawara ¢ uma generalizagdo da construgéo feita por Osipov [20] para o
caso bosonico (que se recupera igualando a zero todos os campos fermiénicos em nosso
resultado), como também da realizacio de Sugawara da dlgebra superconforme (ASC)
N = 4[22] (que se recupera tomando a subalgebra quaternionica da versio superafinizada
e nosso resultado),

As transformagoes de Sugawara construidas neste trabalho nao fecham uma superalgebra,
e contraste com o caso puramente bosonico [20] e com o caso da ASC N = 4 {22]. Isto
¢ devido a presenca de termos extras (03 quais dependem dos campos fermidnicos asso-
ciados As constantes de estrutura octonidnicas). No entanto, depois de win processo de
limite adequado recupera-se wina algebra fechada, que é justamente a dlgebra de Virasoro
gencralizada N = 8 (construida com 1 campo bosonico de spin 2, 8 campos ferinidnicos de
spin 3/2 ¢ 7 campos bosénicos de spin 1). Esta dlgehra corresponde & chamada ASCNA
N = 8, introduzida pela primeira vez por Englert et al [23]. Para obter nossos resultados
usamos o pacote de K. Thiclemans [24, 25]. feito ua linguagem Mathematica, para cal-
cular as OPE’s. Na verdade, usamos a versao cldssica deste pacote (classical OPE's)! e
desenvolvemnos um pacote especial para trabalhar com os octonions.

Uma aplicagdo das idéias desenvolvidas neste capitulo e no trabalho [19] é a possi-
bilidade de realizar a extensio supersimétrica das equagoes de KdV. Neste sentido. na

tltiina parte deste capitulo, fazeinos um breve resumo do artigo [73] onde realizamos a

No caso quantico, ter-se-ia que prestar atengao, por exemplo a0 ordenamento normal.
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extensao supersimétrica das equaghes KdV até N = 8, partindo de uma hamiltonians

supersimétrica geral baseada na ASCNA N = 8.

2.2 Superafinizacao da Algebra dos Octdnions

Nesta scgdo vamos introduzir a superafinizacio da dlgebra de comutadores dos octdnions
(1.3.8) que, daqui por diante, chainaremos de @-lgebra. Posto que a algebra de octonions
(1.3.8) nao é uma dlgebra de Lie, a superafinizacio desta dlgebra requer a generalizagio
do couceito de superafinizacio de nma dlgebra de Lie G. E claro que a 10¢ao usual de
superafinizacdo deve ser recuperada quando particularizarmos as formulas para o caso da
algebra de Lie. im nosso caso, a dlgebra supcrafinizada dos quatérinions, que € equivalente
P
a algebra superafinizada sl(2) & o(2) [22], deve ser recuperada, ¢ é isto que acontece,
Dada uma dlgebra G com geradores g; e constantes de estrutura fi,,, uma superélgebra
afinizada G é definida associando mn campo bosdnico gi{z) de spin 1 e um campo
fermidnico 4;(x) de spin 1/2 a cada gerador g; da dlgebra G. Pode-se pensar que estes cain-
pos sdo componentes de wn Nnico supercampo ferimionico & = 1, U,(X) = ¢y () +675,(x).
oude X = (z,8) denota as coordenadas do superespugo e 8 é a variavel de Grassinan que
satisfaz #% = 0.

A dlgebra superafinizada ¢ é definida pelos parénteses

{U(X), 0,(V)} = FuUu(Y)S(X,Y) +k - trigig)) Dyv6( X, Y), (2.2.1)

Na formula anterior X = x,6 e ¥ = y,n sdo coordenadas do superespago. 8(X,Y) é a

funcgao delta
S(X,Y) = Sle—y)0—1) (2.2.2)

¢ Dy a derivada supersimétrica



O seguudo termo no lado dircito da equagao (2.2.1) corresponde & extensio central, onde
k ¢ chamada carga central, e tr(g;g;) é o trago do produto de dois geradores arbitrarios
da algebra G numa dada representacio (que poderia ser a representacido adjunta, por
exemplo). A equagdo (2.2.1) é manifestamente supersimétrica, desde que é construida
com supercanpos N = 1 e quantidades covariantes.

Na auséncia do termo central, a equacio (2.2.1) expressaria a cxtensio supersimétrica
da 4lgebra de lacos G (superloop dlgebra) vinculada a dlgebra G, como ja vimos na secio
1.6.

A supcrafinizacao da dlgebra dos octdnions é delicada, uina vez que cla é ndo-associativa,
nao aceitando representacdio matricial. Nossa proposta consiste em introduzir a su-
perdlgebra afinizada @ baseando-nos nos supercampos fermionicos ¥, (X)), a =0.1,2,...7.

da seguinte forma:

{Wo(X), Us(Y)} = fare%e(Y)HX, YY)+ k-7, - 1) Dy d(X,Y) (2.2.4)

onde II{7, - 75) denota a projegdo sobre a identidade 1 da lei de composicao dos octonions.

Da definicao anterior para dlgebra superafinizada podemos ver que as propriedades de
(antl) simevria dos parénteses séo satisfeitas. A dlgebra € manifestamente supersimétrica
c. qualido particularizamos as férmulas para © caso quaterniénico, recuperamos a si-
perafinizacao usual das algebras de Lie comentadas anteriormeunte. Por outro lado. a
construgio bosonica feita por Osipov {20] é reobtida quando anulamos identicamente os
campos fermidnicos. Portanto, vamos considerar a equagdo (2.2.4) como a superafinizagio
correta do comutador da dlgebra dos octénions. Na verdade, a superafinizacio ja havia
sido proposta em [21] usando campos componentes. No entanto, a élgebra introduzida
em {21] apresenta uma extensao central que nao é manifestamente supersimétrica. Ao
contrario, nossa cquacio {2.2.4) é manifestamente supersimétrica.

A dlgebra superafinizada O é super-Malcev {uma inspec¢do simples mostra que ela

28



satisfaz & condigdo (1.4.22) com a expressdo do superjacobiano (1.4.18)). Observa-se
que, na ausencia do termo da carga central na dlgebra (2.2.4), terfamos uma 4lgebra de
lagos para os octonions na sua versio supersimétrica (superélgebra-@), uma generalizacao
supersimétrica do case bosonico (1.6.55).

Em termos das componentes do campo, a dlgebra superafinizada @ pode ser escrita

CoOmo segue ;

(Vala) a0} = Kbublz —3),
{'E'Ja(ﬂ?)?jb(’!;‘)} = ,frlbr:"‘sbc('y)é(x_?a")!

{Ja(Ij‘jb(y)} = k(sabayétm - TJ’) + fu.hcjc(\y)é(x - y): (2-2‘5\3

ounde jo{x) e ¢, (2} sho campos reais, k é a carga central da dlgebra afinizada @, tomando
valores nos nameros reais. Para verificar que a expressae (2.2.5) satisfaz a condi¢do de
super-Malcev {1.4.22) pode-se usar o pacote “classical OPEs”, coustruido em Mathemat-

(1R

2.3 Transformacgoes de Sugawara e ASCNA N=8

As transformacées de Sugawara ligam a superdlgebra afinizada G e uma estrutura algébrica
fechada formada por campos reais na envelope algebrade G. Assim, nesta seciio, pesquisamos
a possibilidade de construir as transformacoes de Sugawara, usando os supercampos
afinizados da 4lgebra O (2.2.5). J4 sabemos que a subdlgebra puramente bosonica ad-
mite transformagdes de Sugawara (isto ja foi discutido em [20]). Adicionalmente, as
transformagdes de Sugawara associadas a subalgebra quaterniénica (obtida quando os co-
eficientes octonidnicos a. b sdo restritos aos valores 0, 1, 2, 3) correspondem aquelas de [22],

que realizam a dlgebra superconforme minima® N = 4. Ambos os casos serao recuperados

2A algebra construida com ¢ menor niimero de elementos.
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comnp limite especial das transformagoes de Sugawara eonstruidas aqui.
Pesquisamos a possibilidade de construir uma estrutura algébrica fechada na enve-
lope algebra de O, usando campos reais dotados com os parénteses definidos em (2.2.5).

supondo que eles satisfazem a versdo sraduada da regra de Leibnitz

XY.Z] = X[Y,Z]+ (-1)*®Y[X, Z] (

o
)
(=]

Na realidade, procuramos pela extensio da dlgebra de Virasoro N = 8, covarianternente
construida cor as constantes de cstrutura imaginarias dos octénions (rotuladas por indices
gregos). Para isto, precisamos dc um campo bosénico T' de spin 2, um eampos fermionico
() de spin 3/2, 7 campos ferimionicos ¢, de spin 3/2 e 7 correntes hosonicas de spin 1.
Este problema estd bem definido e admite solugdo eompleta. que pode ser obtida
usando computacgdo algébrica. Conseguimos resolver o problema, reformulando-o na lin-

guagem de “classical OPEs”. Obtivemos, assiin. as seguintes transformacocs de Sugawara:

112 1

I = @(Ja]a + (“-!'L":;'wa) + IJ;} - 3;'-3) Caﬁ'}T.A")(}:'f.i",ii’]'}' - 'A:fC{)H’jn’i'wfxu"',\"ﬁ’rw"‘r:w{?.'
11 L

QR = k_Q'?f"f‘a.?a + EU}‘F; - ;3‘(/a:_xh'@')a?«"f'ﬁ'w?7

_ 1, . , o 1, 2 L

Ga = P(woja — Wajo — Cosy¥gis) — A @C Sy Wi,
1. 1.1 o |

'](}: = @TP'OT.U(I + E}a - ﬁca;’j'}-'q.i"ﬂt.—“"y (237)

Com os campos reais anteriores tentamos encontrar wma estrutura algébrica fechada
e, como resultado, conclulmos que, diferentemente do caso puramente bosonico ¢ do caso
da subdlgebra quaternionica ASC N = 4, ndo existe uma estrutura algébrica fecharla
para um valor finito de & (carga central introduzida na superédlgebra afinizada (2.2.5).
A estrutura algébrica ndo fecha devido a presenga de termos extras (X)) (2.3.9), que
dependein das constantes de estrutura de 4 indices C .4 € dos campos fermionicos ¢,. To-

dos estes termos se anulam automaticamente para os casos das subdlgebras mencionadas

anteriomentc.
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Entretanto, realizando um processo de renormalizagao cldssica dos parénteses de Pois-

son em (2.2.5)

(o) = =50 .

e tomando o limite k& — oo, podemos encontrar uma estrutura algébrica fechada, que

mMostramnos a seguir

{T(x), T }r = —1@;;35@ —y) + 2T (y)3,0(x — y) + T'{(y)é(x — y).

2
(T, Qike = QWO ~ ) + Q)i —y) +(X1),
(T@)Qalt)ln = 3Quly)OS( — 1) + Q' )oe 1) + (X2,

{T(z). Jaly)tr = Jal¥)0,6(x —y) + L/ (y)é(z — y) + (X3)a,

Q). QU = ~58,%5( = 4) + 45705 —y) + (X4),
(@), Qul)br = ~Laly)By8(z —y) — 5 1/ )0(r — y) + (X5)a,
(QE) Jalw)be = —5Quly)dlz —y) + (X6
(Qule). Qslw)bn = —30000,78(2 —4) + Cop 1, )5z —9) +
+5BaT(Y) + Cogn ()12 — ) + (X T,
(Qule). Js}e = 5005} — Cosn Qu(y))O(x — 1) + (XB)s.
1

Uale): JsW)tr = 50080,8( = 1) = Cas 1 ()82 — ) + (XO)ag,  (23.9)

onde o8 termos extras (Xx) , que se anulam 1o ¢aso limite & — oo, sdo explicitamente

dados por (Xx) . = ()ﬁ{:;)m(y)é(x —y), com

3

(X1) = —Q—QCamé'i;ﬁu’ls’f‘a 38,
—_— 12 A 2 L 12 o o
(Xg)a = EC_@»,-a'fi»‘o'fx'-’a'i#»’a%’wfi - 1;3Cu;m'#‘-’o’lx»‘,a'?_av‘ry,}a + "’,;g Grde WaWati sy +
+_C:S’)’ﬁlwrl?_J'I)ﬁi.i':’.“fjﬁ — T‘()(xﬁjﬁc'}'ﬁcquywﬁwe — T,l'caﬁ"rft.i’.,ﬁ'w’}'.}dujﬁs
it k4 k
o~ 12 o 2 L
(X 3)(1 = Ecﬁi'}'é wcx"{p_ﬁw'}-wﬁ - ECa;’ﬁé?.-""_b"‘f"f'";fj a;
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(X9 = g Cossbatiotsts
(f 5)(}; = éCQ,ST(S@'T}Q-fl,-",'ll.all.l,}.tfja — !%Cg? SPatigtin s — 3—’,1{;3théq_‘.g'{{ﬂ%j&
(X6), = — 3%@(1% St s,
N = - ;50«;3@ seotas + ,fa (CanstoWstn s + CopstPoWatintis) + 20{54 sfe —
_;_B(CWICWSL 235+ Cpna¥atins) — k3 (Cormb-}h 6J8 + Copatintisja) +
+%6“-3 Croechmstede ~ 3% (Comsetb g thside + ConseVati s ),
()? S)r:n"i - #(SQBC}Jt?}"L‘TT.‘J}(j—JHI"t 90 st ts — 5515 + Cagagotonths + Copmgtin o
(X9 = }32 Comstns: (2.3.10)

Finalmente, a ASCNA N = 8 ¢ ({extensdo da superdlgebra de Virasoro N = 8)

(T, T} = —30,%5(x — ) + )35z — y) + Tw)5(z — ).
(T, Q) = g@w 5(a — ) + Q)i — ),

(T).Qul)) = 3Qu)B 1) + Qo' ()5 — 1),

{T(x). T}t = Jalw)8yd(z —y) + Jo'(y)o(z - v),

Q). 0u) = —§8y2r5(x—y)++§i“(' oz —y)

{Q). Qly)} = —Jaly)dydz —y )—5% (y)o(z — ).

Q@) L)} = —5Qal)éle 1)
(Qule) Qo) = ~30000,35(5 = ) + Casy , 1)0,5 — v} +

2 (g T(w) + Cagely )5z — ),
(Qol@). 150) = 5(0usQ) — ConsQu(9))3(x — v),
(o). )} = 58004505 1) = Case 1 ()8(5 — y). CERN

Podemos fazer alguns comentdrios aqui. O limite &£ — o estard bem definide desde

que os campos em {2.3.7) sejam de ordem {g) em & = % pois 0s termos extras {X+) .
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que aparecem no lado direito da expresao (2.3.9}, sdo de ordem superior em . Eles sio,
de fato, da ordein O{c?) ou superior. Poderiamos ter norinalizado os campos em (2.3.7}
em O(1) em ¢ mas, neste caso, o valor da carga central ¢ da dlgebra superconforme teria
sido oc. A tinica possibilidade de se recuperar o valor finito da carga central ¢ da dlgebra
superconforme consiste em cstabelecer a “renormalizacao clissica” descrita anteriormente.
O valor da carga central superconforme ¢ ndo esta relacionado com o valor da carga central
k da algebra afinizada. A fommula (2.3.9) apresenta o valor de ¢ = —6 {¢ é obtido como
a carga central de Virasoro da primeira equagdo cin (2.3.9) e corresponde a doze vezcs
o coeficiente do termo 6" (ver segdo 1.5, para maiores detalhes ver a referéncia (3, 27]).
Entretanto, este valor pode ser norimalizado a vontade {desdec que estejamos tratando
comn parentescs de Poisson cldssicos que satistagam, por construcao, a versao graduada da
propricdade de Leibnitz) fazendo simultaneamente o reescalonamento finito dos campos
(coletivainente denotados por ¢;) ¢; — z¢; em (2.2.5) e dos parénteses de Poisson (2.2.5)
({,.}— %{ .3). Isto permite fazer ¢ — zc e, em particular, escolher ¢ = 1, sempre que
c # (.

A dlgebra superconforme (2.3.11) recuperada para (X} = 0, coincide com a chamada
algebra nao-associative superconforme N = 8, introduzida pela primeira vez na referéncia
[23]. O termo “naoc-associativa’refere-se ao fato de que esta superdalgebra nao satisfaz
exatamente as propriedades de (super) Jacobi, e também ndo é uma hoa dlgebra de (super)
Malcev. Este ponto podce ser comprecudido observando-se que, na lei de composicao
X = X, - X, a propriedade de (super} Jacobi é garantida para o triplete X, Y. Z, sempre

que for satisfeita separadamente para os tripletes X, Y, Z and X, Y., Z
JXL,Y,2)=J(X, Y. 2)=0= J(X.Y,Z)=0. (2.3.12)

Contrariamente, a condicdo de {supcr} Maleev (1.3.10) ndo é automaticamente fechada

sob tal lei de comnposicao. Portanto, a propriedade de super-Malcev satisicita pela dlgebra

33



afinizada O nio garante a condi¢ao de super-Maleev para a dlgebra superconforme ex-
traida atraves das transformagoes de Sugawara. Pode-se dar um contra-exemplo explicito
em que (1.3.10) nao é verificado. E suficiente eescolher X = J, (@)Y = Quy), Z = L(2).
Por outro, lado a subdlgebra bosénica, restrita somente aos campos T{z) e J,{(z), ¢
uma algebra de Malcev.
A existéncia das transformagdes de Sugawara (2.3.7) assegura que a dlgebra superafinizada
O é compativel com a supersinetria global N = 8. Este resultado nao ¢ surpreendente,
pois a algebra é obtida emn termos das constantes de estrutura octonionicas. Em qual-
quer caso, a existéncia das transformacoes de Sugawara {2.3.7) 1os permite computar
explicitamente as transformacgoes globais supersimétricas N = 8 carregadas pelos campos
de entrada j,{(z) e ¥,(x) de (2.2.5}. Consideremos as cargas globais Q, supersimétricas

N = 8, definidas através de

Q. = }{ daQq (), (2.3.13)

onde a = 0,1,2, ..., 7 ¢ Qu{z) = Q(r). As transformagdes supersimétricas dos campos
Jelx) c wyfz) sdo determinadas usando (2.2.5) € (2.3.7), depois de tomar o limite k& — .

Assim, obtemos explicitamente

g
bngquO - EOE:
. iy
OEUQUJO = ED?J
. . Jo
dipota = 0
) , o 2 o
OeuQota = fio(—; - ECa,aqcs’b'f»‘,e'Uz‘q-'t."f‘a),
- ' jt’l
. Q%0 = oy
. . 2!
0(.0Qu.;"0 — _ec‘t?a!
N ) 0 1 . J S .y
écrx Q.¥Y3 = EG(_éaﬁ% - 500_87;?'}- - E('t."f'n?.i’,(i + C&,S’y"z!'/‘()qf'-""}r)):
. ) P 1 y 1 . . L L N o
0e,Qud3 = fa (5‘*57 + —2—0""3‘1"‘-"{”’? + ;(Cﬂaﬂﬁ’ﬂ’"fj 0 = CaprPotiy + Yol — Yoo + CaprsPrts) +
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2

+;;_—2(5&,-3C-H-(sf..‘G'»‘A,-'i.f-'(s’@"f’e — Cr60a¥0 — 2Cunsth310,105)). (2.3.14)

As transformacdes globais supersimétricas, dependentes do parametro infinitesimal fermionico
€q. 520 recuperadas das formulas anteriores depois de tomar o limite & — oo, Obscrvamos
que nao ha soma no indice relativo a a. Os principais resultados contidos neste capitulo
foram publicados cm Physics Letters A [19].

O resultado anterior mostra também que existem duas forinas inequivalentes de im-
plementar a supersimetria global N = 8, em termos dc uma representagdo matricial ou
de uma realizacao octonionica.

Este dltimo ponto motiva o cstado da possibilidade da extensdo supersimétrica das
equagdes hdo-lineares em {1 + 13D denominadas equagdes de KdV. Generalizagdes super-
simétricas das equacoes de KdV até N = 4 34 foram feitas nos trabalhos de Delduc, Ivanov
ct al [75]. Na referéncia [73]. realizamos uma descrigdo detalhada destas equagées no
contexto da supersimetria. Em particular, construnmos o prineiro exernplo da extensao
supersimétrica global N = 8 das equagdes de KdV. Este resultado sé pode ser obtido
devido ao fato de que, no artigo anterior {19], conseguimos construir uma realizacao nao-
associativa da supersimetria global N = 8 (na dltima parte deste capitulo vamos voltar a
este assunto). Partimos de uma hamiltoniana geral construida com os 8 campos bosonicos
T, Js € 8 campos fermionicos ¢, (Q,, onde « = 1,..,7. Usando condigbes de consisténcia
dimensional e considerando que esta hamniltoniana tem como paréntesc de Polsson geu-
eralizado a ASCNA N = 8 (ver 2.3.11), cncontramos as cquacocs de movimento para a
kamiltoniana, que identificamos como as equacoes de KdV estendidas, N = 8.

Demonstramos que existe uma tnica hamiltoniana (salvo fator de normalizagio) in-
varlante N = 8. Ela nfo contém parametros livres ¢ € quadratica nos canipos, coio

mostramos a seguir

H = 2T% +2Q'Q +20Q.0Q, — 2J.J,, (2.3.15)
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{onde & = 1,2, ..., 7 e entendemos que indices repetidos denotam soima). A hainiltoniana

(2.3.15) é invariante em relagio as 7 cargas globais [ dx - J,(x), isto é

{/d“’"’r‘-’fm*ff} = 0. (2.3.16)

As 7 cargas [ dx - J,(z) geram uma simetria que cstende SU{2)% e que ndo corresponde
a um grupo, devido ao carater ndo-assceiativo dos octdonions.

As equagtes de movimento para KdV, N = 8 sao obtidas através de
&, = {®, H}, (2.3.17)

onde ®; denota coletivamente os caimpos (2.3.11}. Obtemos, explicitanente,

T = —T"—197'T — 6Q'Q, + 17" J,,
(2 = -——Qm - (]T’Q - bTQF — 4@3&]{1 + 2@(1‘]; - QQQ}J&‘
Qo = —Qu" —2QJ) ~6TQ, — 6T'Qq + 2Q' J, +4Q"J, -

W Q3T — Qydl, = 2000,
Jo = =0 — AT T, — ATJ. 4+ 200" + 20/ Q0 — Capy (43T +2Qs0.).
(2.3.18)
onde a=10,1,..7.

E inportante discutir alguns pontos deste resultado. O fato que a ASCNA N =8
nao satisfaz a identidade de super-Jacobi, permite superar o teorema que estabelece que
nio € possivel construir dlgebras superconformes com cargas centrais para N > 4 [76, 77).
Tal tcorema ¢ vilido para (super) algebras de Lie que, evidentemente, satisfazem as
identidades de (super) Jacobi. Ou seja, conseguimos contruir uma algebra superconforme
com carga central N = 8, por termos relaxado a associatividade el nossa (super) dlgebra.

Por outro lado, a presenca da carga central é necessaria, sc quiscnnos que a dlgebra scja

3A hamiltoniana tipo KdV N = 4 admite invaridncia global SU(2).
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niterpretada como os parénteses de Poisson de wima hamiltoniana relacionada as equacoes
tipo KdV. Ou seja, como ¢ a carga central de Virasoro 6" (2.3.11) que produz o termo T
na equegao KdV (2.3.18), fica evidente que, com a estrutura da ASCNA N = &, podemos
construir equagoes de KdV com supersimnetrias estendidas com N > 4, assim como as
harniltonianas que geram estas equagtes [73].

Finalmente, restringindo o indice grego o ao valor de 1 ou 1, 2. 3 na equagdo (2.3.11).
recuperainos as dlgebras superconformes N = 2 e N = 4, respectivainente. Elas podem
ser consideradas como os parénteses de Poisson das equagdes de KdVecom N =2c¢e N =4

[73, 74. 75].



Capitulo 3

Espinores e Algebras de Clifford em
Dimensao Arbitraria, Baseados nas

Algebras Divisionais dos R, C, H, O

3.1 Introducao

O desenvolvimento das teorias de supergravidade e supercordas, onde se enfatizam as-
pectos de dualidade e compactificagoes tipo Kaluza-Klein para baixas dimensoes, motiva
a pesquisa das propriedades de espinores (e supersimetrias) em dimensées arbitrdrias do
espago-tempo. Neste sentido, existem alguns trabalhos analisando espinores emn espagos-
tempos de dimensdo ¢ assinatura arbitvdrias [32, 34|, dentre os quais podemos ressaltar
virios devotados & pesquisa das simetrias e do papel das superilgebras no programa de
unificacao de todas as interagdes conhecidas [56, 57]. Entretanto, exceto por alguns tra-
balhos especificos, a grande maloria ainda estd dedicada ao caso de assinatura usual do
espaco-tempo. Embora a interpretagdo fisica de coordenadas temporais adicionais scja

um problema aberto, teorias de cordas consistentes podem ser implementadas em assi-
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naturas diferentes do caso usual (veja. por cxemplo a conjectura da teoria-F [58, 59)).
Além disso, alguns trabalhos importantes [51, 52, 60] assinalam a existéncia de relacdes de
dualidade entre as teorias de supercordas formuladas cin espagos-telnpos comn assinaturas
diferentes.

Na perspectiva matemadticn, as dlgebras de Clifford tém sido muito estudadas, desde
o trabalho original de Clifford [30] até agora. Poderfamos mencionar a classificacio desta
dlgebra feita nos anos 60 por Atiyah el af [31]. Nos trabalhos de S. Okubo [33] estuda-sc a
classificagao das representacoes irredutiveis das dlgebras de Clifford baseadas nas dlgebras
divisionais dos reais R, complexos C, e quatérnions H, estabelecendo tammbém uma relacio
entre mn tipo particular da dlgebra dos octonions O e a dlgebra de Clifford C(8.0).

Numa abordagem feita para fisicos, nos trabalhos originais de P. Townsend e de T.
Kugo [32] mostra-se que existe uma relagfio entre os espinores cin diimensao e assinatura
arbitrarias coin as algebras divisionais. O mesmo trabalho sugere que exista uina relacao
entre as supersimetrias estendidas e dlgebra divisonal R, C, H, 8. Adicionalmente, na
referéncia [36] estabelece-se uima relagio entre as dlgebras divisionais € as supersimetrias
estendidas em 1D e, em particular, faz-se a classificacao das realizagdes octonionicas das
supersiimetrias estendidas.

Este capitulo esta dedicado exclusivainente & investigagao sisteinatica das propricdadoes
dos quatérnions e octonions e a realizacao das algebras de Clifford. Os octonions sdo nao-
associativos ¢ ndo podein ser representados através de matrizes com o produto de matrizes
usual. A realizacao octonidnica das dlgebras de Clifford tem propriedades peculiares.
Uma das mais notdveis talvez seja a de que eles ndo sdo inais geradores do grupo de
Lorentz correspondente, mas sim do grupo quociente entre o grupo de Loventz e o grupo
excepcional Gy (G € o grupo de automorfismos dos octénions [37, 39]).

Na primeira parte fornecemos um algoritino para construir explicitarmente as realizagoes

39



octonionicas das algebras de Clifford e classificamos tais realizacdes. Introduzimos as
nogoes de realizagoes tipo Weyl e ndo-Weyl nas diversas dimensodes. DPesquisamos as
condicoes de existéncia para os espinores tomando valores na dlgebra divisional e re-
alizamos a classificacio geral dos espinores livres nas diversas dimensées e assinaturas.
analisando a existéncia ou nédo dos termos massivo e cinético na lagrangeana do espinor
livre nas diversas dimensdes ¢ assinaturas. Estes resultados podein scr considerados como
extensao da classificagio dos espinores reais o sua dindmica livre [40]. Obviamente, no
caso octonionico, os resultados sdo bem peculiares, devido a sua nao-associatividade. Na
lltima parte apresentamos tabelas expressando propriedades dos tensorcs octonionicos
antisimetricos. Uma das aplicagoes destas propriedades se da no contexto das dlgebras
supersimétricas generalizadas ¢, cin particular, na algebra-A .

Na secio 3.2 fazeimos uima revisao das algebras de Clifford. Em seguida, na secao 3.3.
desenvolvemos a classificagio destas algebras para o caso real, nas diversas dimensoes e
assinaturas. No inicio da secao apresentamos alguns resultados conhecidos na literatura
e logo mostramos uma maneira simples de construir explicitainente as representacoes
irredutiveis das dlgebras de Clifford.

Na secao 3.4 desenvolvermos a construgao explicita da realizagio associativa guaternionica
e a realizacdo nao-associativa octonionica das algebras de Clifford.

Na secao 3.5 realizamos a classificagdo mais geral da dinamica livre dos espinores
gue tormam valores na Algebra divisional em assinatura e dimensao arbitrarias. Para
comegar a segac introduzimos definigoes nccessérias ¢ condigées de existéncia para os
espinores tomando valores na dlgebra divisional, nas diversas dinensoes e assinaturas.
Emn seguida, revisamos os resultados da classificacao muais geral da dinamica livre dos
espinores reals em assinatura e dimensdo arbitraria. Finalmente mostramos os novos

resultados da classificacao mais geral da dinamica livre dos espinores tomando valores
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quaternionicos e octonionicos, também em assinatura e dimensao arbitraria.

Na sc¢ao 3.6 aprescntamos algurnas identidades interessantes para manipular tensores
que tomam valores octonionicos nas diversas dimensoes.

Finalimente, na secdo 3.7, mostramos rcsultados interessantes em relacio as algebras
supersimétricas generalizadas nas diversas dimensoes e, em particular, na dlgebra-M.
que se desenvolve em 11 dimensdes. O estudo da dlgebra-M em conexao com as dlgebras
divisionais e a pussibilidade da classificagdo das algebras supersimétricas geralizadas pode
ser visto no trabalho de J. Lukierski e F. Toppan [42].

Os principais resultados deste capitulo foram desenvolvidos conjuntamente com o Pro-

fessor F. Toppan € o aluno Moises Rojas e cstdo resumidos no trabatho {71].

3.2 Algebras de Clifford

William Clifford inventou csta algebra em 1876 com a intengdo de gencralizar os quatérnions
para dimensdes mais altas, e publicou o trabalho dois anos mais tarde [7, &, 30]. A teoria
das algebras de Clifford tem sido cstudada desde entdo, tanto na litcratura matematica
quanto na fisica. A seguir vamos apresentar uma das possiveis defini¢oes das dlgebras
de Clifford. Dado umn cspago vetorial Vi, oy de dimensao n = p + ¢, sobre o campo dos

niimeros reats, com produto interno (v|w}, e bases v, tais que
(i) = 0 i#i
(.-\J,t!r}.r’) = -+-]_ f: 1,2;0
(vilvi) = -1 i=p+1..,p+q

(3.2.1)
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Introduzimos o produto vw de vetores em Vi, que é associativo ¢ distributivo com

respeito & adigao, satisfazendo a condigao

vw+wyv = 2(v|w), Vv.w e Vg (3.2.2)

Entao o conjunto de todas as possivcis somas e produtos dos vetores de Vip gy ¢ chamado

de dlgebra de Clifford C(V(,, 5} [46] . Observa-se que em particular :
Y+ = 20
(1) = +1 i=1,2....p
() = =1 i=p+1,...p+gq
YYo= W Y AF I (3.2.3)

A 4lgehra de Clifford, por construcao. é wm espaco linear de dimensao Z;(;’) = 2" com

bhasc

(Lo L Yoz oo Y2720V ) (3.2.4)

onde os subindices estao ordenados da forma I; < Ij;4.

Vamos apresentar alguns exemplos das dlgebras de Clifford
a) Trivialmente C(Viopy) =R
b} Consideremos Vo) com base {+v} tal que (7)? = —1. Entao qualquer cleniento de
C(Vion)) é da forma v = a + by, a,b € R. Observamos que a base para esta dlgebra de
Clifford é {1,+} o que nos permite identificar C'(Vjg,,) = C.
c) Seja Viga) com base {v1,v} o que implica em (3]y,) = ny com gy = —dy. Entéo
qualquer elemento de C(V(o,g)) ¢ da formma v = a + by + ¢y + dvyys onde a. b e, d €
R. A bhasc para esta dlgebra de Clifford é {1, v, v, 12} Podemos fazer a seguinte

identificacdo:

,{, = "}-'1’ J = '-};2? k’ _= "}-1"}-'.2, (325)
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lembrando que os quatérnions H {7. 7, k} tém a seguinte estrutura :

ij o= —ji=k
jk = —kji=1
ki = —ik=

Logo, C{Vig2) = H.
Algebra de Clifford | Algebra Divisional
C{Vioo) R
C{Vio.n) C
CVio)) H

Os 3 exemplos mostram que, na verdade, existe uma interessante relagao cntre as
Algebras de Clifford e as dlgebras divisionais, coo podernos ver nas referéncias [33] ¢ no
restante desta tese.

No contexto da Fisica e na sequéncia desta tese, vamos centrar nossa atencdo nas
representacoes matriciais das algebras de Clifford.

Podemos dar uma definicéo das dlgebras de Clifford associando cstas com o espago-
tempo Minkowskiano. Seja 7,, a métrica associada ao espago-tempo Minkowskiano
generalizado M** com ¢ dire¢les temporais e s dire¢hes espaciais, sendo D =t + s a

dimensao deste cspago-teinpo, onde

7 =  diagonal{+, +, ...+, —, —. ...}, pr=0..D-1

o o

t — vezes s — vezes (3.2.6}

As matrizes I associadas a0 espago-teinpo M5* sdo representages matriciais dos geradores

da algebra de Clifford T#(p = 0,...D — 1}, que satisfazem a seguinte relacdo de anti-
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commutagao da algebra de Clifford

[TF 1)} = 21y, (3.2.7)

A representacao desta dlgebra é realizada por matrizes do tipo 2777 x 2(2/2] (a identidade
1r é também da forma 207721 x 2127231,

Sem perda de generalidade, as matrizes-I" que satisfazem a condigao (T#)> = +1
podemos associar as diregbes temporais e aquelas que satisfazem (I'*)? = —1 associamos

as dire¢oes espaciais.

3.3 Classificacao das Algebras de Clifford para Qual-

quer Assinatura e Dimensao Espaco-Temporal

3.3.1 Algebras de Clifford e Algebras Divisionais

Na sec¢ao anterior vimos, numn exemplo explicito, a {utiina relagao entre as algebras de
Clifford e as dlgebras divisionals associativas, Nesta se¢do, vamos mostrar alguns resul-
tados j4 conhecidos da classificagido das dlgebras de Clifford, associados com as dlgebras
divisionais associativas R, C, H, seguindo o artigo de de Okubo [33].

A representagio matricial real irredutivel mais geral da dlgebra de Clifford (3.2.7) pode
ser classificada de acordo com as propriedadcs da matriz S mais geral que comuta com
todos os T* ([S,T#] = 0, ¥ u). Diremos que estamos tratando do caso normal {caso K)
quando S é uin miltiplo da identidade. Caso S possa ser expressa como a soma de duas
matrizes, a primeira sendo miltipla da identidade e a segunda, multipla de uma matviz
cujo quadrado € menos a identidade, diremos ser este o caso quase complexo. Finalnente,

temos o caso onde a matriz S é uma combinagdo de quatro matrizes que fechamn a algebra

1[D/2] denota a parte inteira de D/2



dos quatérnions (caso H). De acorde com [33] as representagdes irredutiveis reass tem
uma estrutura subjacente do tipo R, C, H, como podemos ver na seguinte tabela, cujas

entradas representain valores de # — s mod &.

R|C|H
0,2 4,6
1 [3.7] 5

A representagdo real e irredutivel é sempre Guica a menos que ¢t —s mod 8 = 1, 5. Nestas
assinaturas cxistem duas representacoes reais inequivalentes. Uwna delas € recuperada

fazendo uma troca no sinal de todas as I' (I'* — —T'}.

3.3.2 Classificacao e Construcao Explicita

Para nosso proposito de rlassificar as dlgebras de Cliford tomando valores quaterniénicos
e octonionicos (na proxima se¢do) ¢ convenicinte fazer uina revisdo da classificagdo das
representacoes irredutiveis das dlgebras de Clifford no caso real, seguindo a proposta [71].

Para comegar, vainos apresentar wn algoritino siniples que perinite construir explicita-
mente as representagoes irredutiveis das matrizes gania iuma assinatura arbitraria. Como
dissemos na subse¢do anterior, as classes de representagoes irredutiveis das algebras de
Clifford sao unicas, excetuado o caso especial em que + — s mod 8 = 1,5, onde temos duas
representacoes irredutiveis inequivalentes.

Consideremos uma matriz v; qualquer, de ditnensdo d, em uwma algebra de Clifford
C(t,s), associada ao espago-tempo de dimensdo D = ¢ + s com assinatura (1, s). Para
construir matrizes gama {denotadas por I'y) de dimensdo 2d em wma dlgebra de Clifford

associada ao cspaco-tempo (D + 2)-dimensional vainos usar o seguinte algoritino:
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Fj = . y
¥ 0 -1z 0 0 -1,
(£,8) — {f+ 1,5+ 1), (3.3.8)
ou
0 i 0 ld. 10" 0
Fj = : H
—¥i (} 1 d (} 0 -1 d
(t,5) — (t+2.5). (3.3.9)

Mostramos, a seguir, um primeiro exemplo que permite visualizar a praticidade deste
algoritmo. As matrizes de Pauli 74, 71, 7» de dimensao 2 com valores nos reais ¢ que
realizam a dlgebra de Clifford C(2, 1), podem ser obtidas aplicando-se o algoritino (3.3.8)
ou {3.3.9) ao namero 1, que € a realizacdo 1-dimensional da élgebra de Clifford C(1,0).

Em termos explicitos,

0 1 01 1 0
T4 = , T = , Ty = . (3.3.10)
-1 0 1 0 0 -1
Todas as algebras de Clifford sao obtidas recursivamente aplicando-se o algoritmo

(3.3.8) e {3.3.9) a édlgebra de Clifford C(1.0) (= 1} e & série de algebras de Clifford
C(0,3 4+ 4m) {onde m é um nilmero inteiro ndo-negativo}, que devem ser previamente
conheeidas. Em conseqiéncia, na tabela seguinte, podemos mostrar todas as dlgebras de

Clifford obtidas via este algoritino.
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Tabela 1 : dlgebras de Clifford maximais (até d = 256).

1 " 2 v 4 * # " 16 * 32 , 64 . 128 * 256 -
(.o o= 21 = 3 = (43 = (54) = {8.5) = (7.6) = (8,73 = RS =
() — (2.5) - {3,681 — (4.7} (5,8} — {68y —_
v
(0.3)
.,
(5,0 — 5.1 — {7.2) - (8,23 — (9,43 — (10.3) —
(L5 — 2.9 — (3,10 — (4,11} - (3021 -
e
(0.7}
~

(9.0} — (10,1 — (11,2) — (12,3} — (13.1) —

{1,121  —  {x1li)  —

(13,0} — [14.1) —

(1.16}

(0,153

Chamamos a atengao os seguintes pontos, na tabela anterior:

1 - Rotulamos as colunas pela dimensao d das matrizes que forimam as algebras de
Clifford C(#, &), as quais chamamos de dlgebras de Clifford mazimais.

2 - As &lgebras de Clifford sublinhadas na tabela chamamos mazimais ¢ primitivas. O

restante sera chamado de dlgebras de Clifford mazimais e descendentes. Elas 3o obtidas
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a partir das algebras de Clifford inaximais e primitivas usando iterativamente o algoritmo
(3.3.8) ¢ (3.3.9).

3 - Uma algebra de Clifford nao-maximal é obtida de uma dada dlgebra de Clifford
maximal excluindo certo mimere de matrizes gama. Pode-se observar que as dlgchras de
Clifford em dimensao par sfo sempre nao-inaximais.

4 - Observando a tabela fica claro que as dlgebras de Clifford maximais sdo encontradas

se e solmente se:
t—s=15mod8& (3.3.12)

Come exemplo concreto vamos apresentar as diversas dlgebras de Clifford maximais e
nac-maximais para D = ¢t + s = 11 (a dimensionalidade da teoria-M ). Mostranos o

resultado na forma de tabela:
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Tabelg B

(p,q) type d

(11,0) < (11,2) | 64
(10,1) M 32
(9.2) < (11.2) | 64
(83) M 64

(74) C(7,6) |64

65 M 32
(56) C(7.6) |64
(4,7) M 64
(3.8) < (3,10} |64

(29) M 32
(1,10} < (3,10) | 64

(0,11) M 32

Na tabela anterior, as dlgehras de Clifford maximais para D = 11 estao rotuladas pela
letra M. As algebras de Clifford nao-maximais podem ser obtidas a partir de uma inaximal
localizada na segunda coluna excluindo certo ndmero de matrizes gama. A dimensao da
representagao matricial € dada pelo namero (d) localizado no lado direito.

Vamos dividir emn duas séries as dlgebras de Clifford mazimais e primitivas C(0, 4m).
A série C{0,3 + 8n) e a série C(0,7 + 8n). Isto deve-se, como vamos ver cin hreve.
a relagdo que existe entre estas séries e as algebras divisionais 5 e U, respectivamente.
Para a construgao das representagdes matriciais das dlgebras de Clifford destas duas séries
vamos usar as 3 matrizes de Pauli (3.3.17). Em seguida, vainos mostrar as rcalizagdes

explicitas da algebra de Clifford C{0, 3), através de 3 matrizes 4 x 4, e também de C'(0, 7).



usando 7 matrizes 8 X 8, respectivamente.

I

C(0.3)

AR 7 % 1o,

TaA R T3 ¥ 1o,
1o ® 74 & 71,
Cl0.7) = Ligna®mn,
&1l & 74,
T2 ® 12874,

TA 8 TaXNTa.

(3.3.13)

(3.3.14)

Vamos denotar as trés matrizes de (0, 3) por 7, = 1,2, 3 e as sete matrizes de C{0,7)

por 7, 2= 1,2

,2....,7. Estamos agora cin condi¢oes de construir explicitamente as duas

sérics das dlgebras de Clifford maximais e primitivas C'(0,3 + 8n) e C'(0,7 + 8n) através

das formulas

TR v & ...
1,09 81168 ..

L@@y 1. ..
C(0,3+8n) = PR e

Li®7 8% ®; L ®. ..

14@’?5}'@...

@ g,

0B 115..
L ® L |
' (3.3.15)

LR 116.‘

R R ),



ﬁj'@’}/g@”. ....'83‘}-'95

15@“’;@115% ®115k

_ Ly @7, XLig® ... e . ® 1,
C(0,7 +8n) = ' (3.3.16)

LiB7w®7W 8y 1s®... ... ... .&1L,

Observe que o produto tensorial 16-dimensional de matrizes ¢ tomado n vezes. A di-
mensao final da representagfo matricial (3.3.15) é 4 x 16", enquanto a dimenséo final da
representacdo matricial (3.3.16) é 8 x 16™.

Para construir o restante das dlgebras de Clifford da série C(0, 7) necessitamos aplicar
o algoritino (3.3.8) a C(0, 7) e repetir o processo. Por exemplo, para obter a representagao
da dlgebra de Clifford C'(1, 8), temos que aplicar o algoritmo (3.3.8) a €(0,7), pois desta

forma obtemos 9 matrizes 16 x 16 que realizamm C(1, 8) {uma matriz tem assinatura positiva

e serd denotada por g, de modo que yy? = 1, enquanto charnamos de ;. j = 1,2....8
as matrizes com assinatura negativa, com ;% = —1).

As férmulas dadas acima fornecem uma forma pratiea e eficiente de construir todas as
representagoes irredutiveis das algebras de Clifford. Também pode-se observar que todas
as matrizes de Clifford sdo de dimensio par { potéucia de 2).

Urna importante subclasse de matrizes gama de Clifford é constituida por aquelas que

tém a forma de blocos de 2 x 2, onde os tinicos elementos nao-nulos sao os blocos anti-

0 [xa

diagonais . Elas recebeim o nome de matrizes tipo Weyl (generalizadas).

Llgwg O

Também sac chamadas de matrizes supersimétricas, desde que elas possamn ser promovidas

a matrizes fermidnicas associadas con a representacio das supersimetrias estendidas, ver
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[36].

Claramente vemos que nem todas as matrizes de Clifford primitivas por construcio sio
tipo Weyl. Portanto, todas as dlgebras de Clifford derivadas destas imatrizes primitivas
usando os algoritinos (3.3.8) e (3.3.9) também nao sio tipc Weyl. Logo, podemos dizer quc
as matrizes tipo Weyl (generalizadas) somente sao encontradas cin alginas assinaturas

do espaco-tempo. Entretanto, todas as dlgebras de Clifford maximais podem ser trans-

1; O
formadas em tipo Weyl se excluinios pelo menos a matriz . produzindo-se

0 -1y
desta maneira uma algebra de Clifford nao-maximal e tipo Weyl (todas as matrizes que

feam sao da forma anti-diagonal por blocos).
A seguir vamuos dar um exemplo concreto. Temos a dlgebra de Clifford maximal C'(2, 1)

com as seguintes matrizes de Clifford

0 1 a1 1 0
[ = , b= , Ta= ; (3.3.17)

-1 0 10 0 -1
sentdo que as duas primeiras sao da forma anti-diagonal e a ultima, da forma diagonal.
Tambhém podemos ver que ()2 = —1,(T3)? = (T'3)? = +1. Assim, T’y é tipo espago e
as duas tltimas, I'; e 'z, sao tipo tempo. Se excluimos I'; obtemos a dlgebra de Clifford
C'(1, 1) que evidentemente € tipo Weyl e, além disso, deixa de ser maximal. No caso emn
que excluimos a matriz I'y obtemos a 4lgebra de Clifford C'(2,0), que nao é tipo Weyl
¢ também deixa de ser maximal. Entretanto, para obter a dlgebra de Clifford C(1.1)
poderiamos ter excluido a matriz I'y por ser esta também tipo tempo. Porédwm C(1,1)
deixaria de ser tipo Weyl. Logo, se queremos uma algebra de Clifford tipo Weyl é preciso

excluir pelo menos a ultima gama, I';.

Ean geral Algebras de Clifford ndo-maximais sdo produzidas a partir das correspon-
dentes dlgebras de Clifford maximais excluindo as mafrizes gama tipo-tempo ou tipo-

espaco. Como jd dissemos anteriormente, dependendo se excluimos ou nao a ultima ma-
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1; 0
triz gama do tipo obtemos uma representacao tipo Weyl (W) ou néo-Weyl
0 —14

(NW) como mostramos na tabela seguinte.

W NW

(0 mod 8}

(t,5)

(1 mod 8) || (2 mod 8) (1 rnod 8)

(t+1,s) (t,s) (t.s+1)

(4 mod 8)
(t,5)

- -
= =
C (5mod8) | (3mod8) C (1 mod8)
“— “—

(6 mod 8) C (1 mod 8)
<=
C
o=

(F+1,3) (t.5) (t,s + 2) (3.3.18)

(t.- S)
(7 mod 8)

(t+3.5)

(1 mod 8)

f

i (ts)

(t+2,9)

Segundo a tabela acima, as matrizes gama tipo Weyl (W) apresentam-se no caso
em que t — s mod 8 = 0,4,6,7. As matrizes tipo nao-Weyl (NW) aparecem no caso
t—smod8=1,2357.

A importancia da realizacao tipo Weyl das dlgebras de Clifford esta relacionada com a
possibilidade de introduzir a proje¢io de Weyl para cspinores de Dirac. Os comutadores
entre matrizes gama X, = [[',,T.], podem ser considerados como geradores da algebra
de Lorentz correspondente ao espaco-tempo de mesma assinatura que a da digebra de
Cliflord. Como as matrizes gama tipo Weyl sdo da forma anti-diagonal em blocos de
2 x 2, a matriz produto delas (£,,) também se apresenta em blocos de 2 x 2, com o3
unicos elementos nao nulos na diagonal principal. Desde que ambos, tanto as matrizes
gama como os geradores de Lorentz 2, agem sobre espinores, e pelo fato de que eles sao

diagonais por bloecos, podemos cousistenteinente igualar a zero metade das componentes



do vetor coluna do espinor (a metade superior ou a inferior), originando desta forma o
chamado espinor de Weyl ou espinor guiral. Assim o espinor de Weyl admite metade dos
graus de liberdade esperados para o espinor original de Dirac. Este processo de reducio a

metade das componentes do espinor de Dirac pode ser realizado matematicamente usando

os projetores Py ( Py P. =P_ P, =0 e P, = P,, P_.* = P} definidos da seguinte

forma
1 —
P, = 5(124ir),
_ 1, 0 _
r = . (3.3.19)
0 —1y

Os espinores quirais {antiquirais) podem scr definidos como
U, = P (3.3.20)

Dec acordo com nosso algoritinoe T sempre estd presente na dlgebra de Clifford maximal
(D fmpar). Para cspagos-tempo de dimens@o par a taatriz T é sempre definida cono
o prodmo de todas as matrizes gama da algebra de Clifford {tipo Weyl) associada a
este espaco-tempo ¢ nao forma parte da dlgebra de Clifford. No caso do espaco-tempo
4-dimensional esta matriz corresponderia a conhecida I's

Em resumo, segundo nossa coustrugdo para as assinaturas t — s mod 8 = 0,4,6,7,
podemos introduzir os espinores de Weyl ou espinores quirais com miumero de compo-
nentes que é metade da dimensionalidade das correspodentes natrizes gama. Levando
emn conta estes resultados, podemos montar wima tabela onde visnalizamos a relacao que
cxiste entre a dimnensionalidade das matrizes gama e o nimerc de componcntes do espinor

associado, para cada dimensao espago-temporal e para cada assinatura.
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(p—q)mod8 | dr | de (p — @)mods | dy | dy
1 2d | 2d 0 2 | d
3 2d | 2d 2 24 | 2d
5 2d | 2d 4 2d | d
7 2d | d 6 2 | d

(3.3.21)

O estudo dos espinores, das superdlgebras e das representagoes associativas (R, C, H)

das algebras de Clifford, no contexto das supersimetrias cstendidas no espaco-tempo com

assinatura arbitraria, foi feito por Feirara et al (ver a referéncia [34]), entre outros.

Para ilustrar nossa discussdo ¢ atil apresentar wina tabela comn a algebra divisional

caracteristica e o namero de componentes reais, tanto para a algebra de Clifford (1)

como para o espinor fundamental (¥}, ao tmenos no caso especifico de cspagos-tempos

Minkowskianos até 11 dimensocs.

(pg) | T v i | T ¥
(L0) | R.1 | R | (0,1) | C2 | R,1
(L) | R.2 | R1 || (1,1) | R.2 | R.1
1,21 ¢4 | R2([ (21| R2| R2
(,3) | H,8 | ¢4 || 31 | R4 | CH4
(1,4) | H8 | H,8 | (4,1) | C.8 | H,8
(1,5) |H,16 | H,8 || (5,1) | H,16 | H,8
(1.6) | C,16 | H,16 || (6,1) | H,16 | H, 16
(1.7) | R,16 | C,16 || (7.1) | H,32| C,16
(1,8) |R,16 | R,16 | (8,1) | C,32 | R.16
(1,9) | R,32 |R,16 | (9.1) | R,32 | R,16
(1,10) | C.64 | R,32 [ (10,1) | R,32 | R, 32




(3.3.22)

Da tabela anterior, pode-se observar que as élgebras de Clifford nao sio simétricas pela
mudancga (p. ¢) < (¢, p). No entanto, no que se refere aos espinores, podemos ver que eles

sa0 invariantes (em algumas assinaturas é preciso usar a projecao Weyl).

3.4 Realizacao Quaternionica e Octonionica das

Algebras de Clifford

Nesta secao discutimos a relagio entre as dlgebras de Clifford e as algebras divisionais
{(quatérnions e octonions) de forma ligeiramnente diferente da feita na subsecdo (3.3.1).
Esta relagdo pode ser desenvolvida do seguinte modo: primeiramente, observamos que
as trés matrizes gama que realizam C(0,3) podem ser identificadas com os quatérnions
imaginirios 7; que satisfazem & cxpressao (1.2.6). Assim, V T, da 4algebra de Clifford
0,3, Ih=mr.

Com isto, podemos contruir a realizacio das dlgebras de Clifford C(1,4) e C(5.0)

usando entradas quaterniénicas para as matrizes gama nos algoritmos (3.3.8) e (3.3.9).

apresentados anteriormente na se¢ao (3.3.2). Mostramos estas realizacdes a seguir:

" A
0 = 0 1, 1, O
C(1,4) = | >,
\ T 0 —ld_ 0 0 —1ri
0 T 0 1,;, ld 0
C(5.0) { S . (3.4.23)
X —Ti 0 10{ U 0 _]-d )

Logo, a partir da realizagio de C(0,3) comn valores quaternionicos podemos obter a

realizacio das séries C(n,3 +n) e C(4 + n,n — 1) com valores quaternidnicos, com n



tomando valores inteiros e positivos (n = 1,2,...). A dimensionalidade Dr, das corre-
spondentes matrizes gama com entradas quatcrnionicas é 2% x 27, como podetnos visulizar

na seguinte tabela:

Dy Ix1l + 2x2 x 4x4 x 8x8 . 2" 2"
(14) — {25) — (36) .. C(n.3+n)
4 (3.4.24)
(0.3)
N\
(60) — {6,1) — (7.2) .. Cld+nmn-1)

Como conseqliencia, todo o conjuuto das dlgebras de Clifford privativas e maxirnais
C'{0,348n) (n =0,1,2..) e suas descendentes pode scr representado com matrizes com
entradas quaternidnicas agindo em espinores que agora vamos interpretar como vetores
coluna com entradas quaternionicas.

E 1til assinalar, por exemplo, que em todas as algebras de Clifford da série que comeca
cm C{0.3) teremos trés matrizes gama com entradas guaternidnicas e o restante das
matrizes gama comn entradas reals. Por exemplo, na dlgebra de Clifford C'(1.4) temos
3 gamas com entradas quaternionicas (tipo espaco) e 2 gamas reais. Similarinente, na
dlgebra de Clifford C(5,0), temos 3 gamas com entradas quaternionicas {tipo tempo) e 2
ZRITIAS TEeals.

Existe uma realizacdo alternativa da algebra de Clifford C{0.7) obtida identificando
os 7 geradores desta dlgebra com os 7 octénions bmaginarios 7, ou scja, ¥ I; da algebra

de Clifford C(0,7), Ty = 1;. 7 satisfaz a relagdo (1.3), que reescrevemos aqui,
T Ty = =070 + CijpTe, Parad, jk =1,...,7 {3.4.25)
onde Cjj; 580 0s tensores totalnente antisimétricos que representam as constantes de
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estrutura octonionicas, definidos como
Croz = Clar = Cros = Coug = Coz7 = Capy = Cagr = 1 . {3.4.26)

Esta realizacao octonionica da dlgebra de Clifford euclideana 7-dimensional serd de-
notada por Cg(0,7). Devido & nio-associatividade de (3.4.25) (que ja foi discutida no
capitulo 1}, a realizacdo octonionica ndo pode ser representada como um produte or-
dindrio de matrizes e €, consequentemente, uma realizagao diferente e incqnivalente desta
Algebra de Clifford euclideana, em comparacio com a representacio feita em (3.3.14).

De forma similar ao caso quaterniénico, msando a realizagio octontdonica de Co(0,7)
e 0s algoritmos (3.3.8) e (3.3.9) podemos construir a realizagao matricial de Co(1,.8) ¢
Co(9,0) com entradas octonidnicas (logo, as 9 matrizes gama de C(1,8) tém a mesina
forma que (3.4.23); a diferenga ¢ que, desta vez, temos 7 matrizes vinculadas aos octonions
imaginarios). O processo pode ser estendido a todos os descendentes desta séric, obtendo
a realizacdo matricial {com entradas octonidnicas) para as algebras de Clifford magimais
das séries Co(n,7 + n} e Co(8 + n,n — 1}, onde n toma valores inteiros e positivos
(rn=1,2....). Adimensionalidade das matrizes gama correspondentes Dy, com entradas

octoniénicas ¢ 2™ x 2", como podemos visualizar na seguinte tabela:

Dro: 1x1 *x 2x2 * 4x4 s+ Ex& . 27 x 2"
(1,8) — (29 — (3.10) . Co(n.7+n)
4 (3.4.27)
(0.7)
N
(9,0) — (10,1} — (11,2} .. Co8+n,n—1)

Devemos mencionar que a construcio (3.3.16), que realiza as dlgebras de Clifford maz-
tmats e primitivas C(0,7 4 8n), pode ser fetta com a realiza¢ap com entradas octonionicas
da matriz gama 9. Comp conseqliéncia, construimos a realizagdo de Co(0,7 + 8n) e

4
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seus descendentes com entradas que sdo produtos tensorials de octOnions, agindo sobic
cspinores com entradas octonionicas.

No restante desta tese vamos focalizar nosso interesse nas realizacdes Co(n, 7+ n) e
Co(9+n.n) (onde n =0,1,2,...), que sdo relevantes no contexto da teoria-M .

Pelo fato de que, no case octonidnico, as realizagbes das dlgebras de Clifford sao nao-
associativas, podemos concluir que X, = [[',,T',] ndo sdo mais geradores do grupo de
Lorentz. FEles sao promovidos, agora, a geradores do quocicnte SO(p, ¢)/Gs, sendo G,
a algebra de Lic excepeional dos automorfisinos dos octonions de dimensao 14. A titulo
de exemplo, no caso euclideano 7-dimensional, SO(6,7) tem $D(D — 1) = 21 geradores
(D =0+7). Assim, X, tem 21 — 14 = 7 geradores isomorfos aos octonions imagindrios.

E bom lembrar que a dlgebra de comutadores 7-dimensional
[Tia Tj] = QC'ijka; 3 j k= 1,... 7? (3428)
satisfeita pelos octonions irmaginarios, ndo € mais nma algebra de Lie, sendo na verdade
uina algebra de Malcev, como vimos na secdo 1.3 do capitulo 1.
Esta algebra adinite uma interessante interpretacio geométrica [37, 38]. Sc introduz-
imos a definicao usual da operacdo de conjugacdo dos octonions
x' = Tg — ;T (3429)
podemos definir facilmente a 7-esfera S7 como scgue
ST={xecQ; x=zy—x;7, Xx'x = 1}. (3.4.30)

Logo, os octonions de norma unitdria descrevem a esfera S7. Insistimos em que, devido &
nao associatividade da inultiplicagdo dos octdnions, S7 néo é mais 1uma variedade-grupo.
Na esfera S7, transformacoes infinitesimais homogéneas, que fazem o papel de trans-

formacgoes de Lorentz, podem ser introduzidas através de

§X = a-X, (3.4.31)



com ¢ um octonion infinitesimal constante. O requerimento de preservacao da condicao
x'x =1 (norma unitdria) implica em ag = 0, logo a = «;7;. Portanto, a 4lgebra [3.4.28),
gerada por 7 7, pode ser interpretada cowmo a algebra das transformacgodes “quasc” Lorenty.
agindo na csfera S7 [70]. Pelo menos neste exemplo especifico descobrimos um interessante
cenario geométrico enfatizando o uso da realiza¢io octonidnica da dlgebra de Clifford
Co(0,7). Ao mesmo tempo que a representagao associativa {3.3.14} da algebra de Clifford
7-diimensional € requerida para descrever o cspaco plane 7-dimensional, a realizacao nao-

associativa descreve a geometria de S7.

3.5 Dinamica de Espinores Livres na Algebra

Divisional dos Quatérnions H e Octonions O

3.5.1 Espinores Reais, Quaternidonicos e Octonidnicos

Para montar lagrangeanas, precisamos construir termos escalares sob transformacoes
de Lorentz. Como eles envolvemn produtos bilineares de cspinores, necessitamos da nogao
de espinor adjuuto ou espinor barrado ¥ definido por U = ¥ A. onde “t”denota uina
cotnbinagdo de transposicdo matricial e conjugacao principal na dlgebra divisional (ver
(3.4.29)). A é uma matriz unitaria definida pelo produto de todas as matrizes gama
tenmiporais, 1sto € uina generalizagdo da matriz I'g Minkowskiana 4-dimensional.

Nesta secdo vamos introduzir os ingredientes e convengoes necessarios para definir a
dinamica dos espinores livres (seguindo o trabalho [32], onde é considerado o caso de es-
pinores reais, complexos). Vamos nos concentrar no caso real, quaternionico e octonionico.

Em {32) sdo apresentadas 3 matrizes A, B, C unitdrias (somente duas delas sdo inde-
pendentes) associadas ds trés conjugagdes (hermitiana, complexa e transposta) agindo e

matrizes gama. No caso restrito, onde as malirizes gama séo reais, precisamos apenas da
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matriz A [40].
Em geral pode-se mostrar indutivamente que A, em conjunto com as matrizes gama .

satisfazen as seguintes relagoes:

ATHAT = €7,

AT = aA, (3.5.32)
com
£ = (-1
a = (=1L (3.5.33)
Nos casos quat.emiﬁnico.e octonidiico as matrizes A e C satisfazem as seguintes relagoes

AT, AT = ¢TI0,

Cr,ct = 6},
CT = pC,
Al = aA,
AT = sCACt, (3.5.34)

Os parametros «, £, 6, p, o serdo especificados depois.

A matriz A sempre ¢ definida pclo produto de todas as matrizes gama temporais,
sem importar a ordem da multiplicagio. Podemos, entdo, escolher A = [[122 (T,,). A
matriz C pode ser definida pelo produto de todas as matrizes gama simétricas (do mesmo
modo sem importar a ordem) Cgs = [] (I's,) ou de todas as matrizes antisimétricas
C4 = ] (T4,). Nos espagos-tempos de dimensdo impar Cy e Cg colapsam mun anico
alor C

Para todas as dlgebras de Clifford C(¢, s) construidas o partir da tabela (3.3.11), o
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sinal dos parametros esta dado por

o = (_1)?2(?.—});'21
g = (-1
5 o= (-1

p o= (=102

|t — s|w

o = sin( Y1) (3.5.35)

0 que pode ser demonstrado interativamente,
Da tabela 3.3.11 podemos ver que as dlgebras de Clifford maximais quaternionicas

satisfazem a seguinte condigao

t—s = bmod8, {3.5.36)
enquanto as octoniénicas satistazern

t—s = 1mods8, (3.5.37)

como j4 tinhamos dito {ver 3.3.12).

Da mesma forma que no caso real. no caso quaterniénico ¢ octonidnico as algebras de
Clifford nao-maximais sao obtidas depois de se excluir um certo miinero de matrizes gama.
Podemnos mostrar, entao, uma tabela equivalente a (3.3.18) para o caso quaternidmico,
mostrando algumas das possiveis redugoes de 110830 interesse, feitas a partir de wina dlgebra

de Clifford maxinal;

62



(4 mod 8) (5mod 8) || (6 mod 8) C (5 mod 8)

T N

(. q) (p+1.q) (r.q) <= (pg+1)

(3mod 8) < (5mod 8) || (Tmod8) C (5 mod 8)

(p.gq) <= (p+2,¢) (p.q) < (p.g+2) (3.5.38)

(2mod 8) C (5bmod8)| (0mod8) C (5mod 8)

(pg) <« (p+3,9 (p, ) < (pg+3)
(1 mod 8) < (5 mod 8)

(p.g) < (p+d,q)

E bom lombrar que, 1o caso quaternionico, temos 3 matrizes gama proporcionais a parte
imagindria dos quatérnions, sendo o restante das matrizes gama real. Por escolha nossa,
as matrizes gama excluidas sdo todas reais.

A partir de tabela (3.3.11) (onde podemos visualizar as dimenstes das matrizes gama
para cada assinatura e dimensdo do espago-tempo) ¢ da tabela anterior pademos construir
outra tabela onde mostramos a relacdo entre a dimensionalidade da matriz gama dr e a
dimcnsionalidade do espinor fundamental dy (com entradas quaternionicas). para cada

assinatura e dimensao do espago-tempo:

(p—gq)mod8 | dr | dy (p—q)mod8 | dr | dy
1 2d | d 0 2d | 2d
3 24 | d 2 2d | d (3.5.39)
D 2d | 2d 4 2d | d
7 2d | 2d 6 2d | 2d

No caso octonionico, também mostramos wna tabela com as possiveis redugoes feitas a

partir de uma algebra de Clifford maximal para construir uma algebra de Clifford nao-

63



maximal, tanto no caso W quanto NW:

W NW

(0mod 8) C (1mod8) | (2mod8) <C (1 mod8)

) = +lLo| G <= (pa+1)
(7mod 8) C (lmod8) | (3moed 8 C (1 mod8)

e = 29| @o = Ge+2) (3.5.40)

6mod8) C (Lmod8) | (dmod8) < (1mod8)

e <= +39) (o <« (@ae+3)
(5mod 8) < (1mod 8)

(pg) <= (p+49)

Lembramos aqui tambén que, na realizagao octonionica das algebras de Clifford maximais
estao presentes sempre 7 matrizes gama vinculadas a octonions imaginarios, sendo o
restante das matrizes gama real. As matrizes gama excluidas sao sempre reais.

De forma similar aos casos real e quaternionico, no caso octonidnico podemos construir
outra tabcla onde visualizamos a relacdo que existe entre a dimeunsionalidade da matriz
gama “dr”e a dimecnsionalidade do espinor fundamental *d¢” (comn entradas octonionicas)

para cada assinatura e dimensao do espaco-tempo.

(p— q)mod8 | dr | dy (p—q)mod8 | dr | dy
1 2d | 2d 0 2d | d
3 2d | 2d 2 2d | 2d (3.5.41)
3 2d | d 4 2d | 2d
7 2d | d 6 2d | d

Vamos mostrar os sinais corretos para os pardmetros a;, £, 4, p, 0 na expressao (3.5.34).
nos casos quaterf1iénico e octonionico, para as algebras de Clifford ndo-maximais obtidas

excluindo somente uma matriz gana real. Observando as tabelas (3.5.38) e (3.5.40), vemos
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que temos quatro casos com cstas caracteristicas. Destes, existem 2 casos inequivalentes
para a matriz C' designados por (Cg ou C4). Enquanio os sinais de a ¢ € estao dados por

(3.5.33), nos quatros casos temos:
§s = (-1),
§a = (-1 (3.5.42)

O restante dos sinais estd dado por

i) 1o caso quaterniénico 4 mod 8 (W),

ps = (=1)fT02
pa = —(=H2
o5 = Sin((t—s)%)(—l)m—;”
o4 = sin((t~s)2—w)(—1)ﬂ%}}',
1) no caso quaternionico 6 mod 8 (NW) |

ps = (1A

pa = (1)U

og = sin{|t — 3!37?/4)(—1)”‘“]-”2*‘,

o4 = sin{|t — s|3w/4) (-1 12

#i) no caso octonionico 0 mod 8 (W),

ps = (__l)f(t+l)_/2!
pa = —(=1)D2
3 e
os = sin((t - s))(—1)E2
16
37 o
o4 = sin((t—S)Té)(—l)"“_”-”,
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w) e. finalmente no caso octoniénico 2 mod 8 (NW) |

pa = (_ l)t{t—l)f'zj

gy = Sin(|t—s|g)(—1)w+l,

te—1 1

a4 = sin{|i —s z)(—l) z- T

Agora estamos em condicoes de cstudar a existéncia ou nao do termo de massa (M) e
do tenmo cinético {K') num lagrangeno livre construido com termos bilineares envolvendo
espinores com entradas quaterniénicas ou octonidnicas. Vamos fazer csta andlise para
dimensoes arbitrarias do espago-tempo e para qualquer assinatura. Apresentaremos uma
lista de todos os termos massivos possivels no caso octonidnico. Trivialmente, iremos
empregar os mesrnos simbolos para os casos quaterniénico e real.

Em geral. difercutes tenmos massivos podem ser encontrados no caso Weyl(M)2,

My = tr(VlAY,),
M, = tr(¥ AV + 0t AT ,),
Myrs = tr(ULATpsT,),
Mipg = tr(¥L AT ¥ _ + UL ALrs¥,),
My, = tr(¥LAJY),
My = tr(WLAJO_ 49 AJT ),
My = tr(¥LAFT,),
Mip = tr(UWLAFV_ 4+ 9 AFW,)

(3.5.43)

onde T'r, T's denotam (no caso da dlgebra de Clifford ndo-maximal) a presenga de matrizes

cama cxternas tipo tempo ou tipo espago. respectivamente. Esta muatriz gaina externa

2Aqui “tr"dencta a projecdo onto da identidade vetonibuica, trizg + ;7;) = Zo. Ele coincide com o

trago usual quando nos restringimos ao subeaso quaterniénico.

66



¢ justamente aquela que foi apagada do conjunto de gamas maximais. Similarmente, J
denota o produto de duas matrizes gama externas (ambas tipo tempo ou ambas tipo
espago), enquanto F' denota o produto de trés gama externas (todas tipo tempo ou todas
tipo espaco). Observe que, para definir as diversas possibilidades para o termo de massa.
estamos usando espinores quirais (antiquirais) introduzidos e (3.3.19). No caso ndo-
Weyl (NW) us expressdes para os termos de massa tém a inesma estrutura. Precisamos
somente excluir *//"e “1"no lado esquerdo das equagdes (3.5.43) e substituir os espinores
quirais (antiquirais) pelo espinor de Dirac no lado direito.
Podeinos tambén definir os termos cinéticos (K) no caso Weyl (W) da seguinte forina
. 1 . 1 : .
K, = §tr[(llf+‘4PF 10,V ]+ §tr[llf+(AF‘ 9,V 1],
K, = %tr[(wlAP*’-)aﬂm_] + %tr[llfi(AF”c‘?“lIJ_)] +
tr[(T ATH)9, 0] + %tr[\DT_(AF“c’)“'Iq)],
Kirs = %tr[(qx:Arﬂ-rTﬂ)aﬂq@] + %tr[wi(_qrﬁr-maﬁqu)],

1 | i
Kirs = §t-r[(lIFLAF“FT_g)dF_\If_]+it'r‘[‘lfl(AF“FTIg@HlI’_)]—|—

étr[(w'f_,qrﬂr?‘s)apm] + %tr[llﬁ_(AF“‘FT__;;E),,,IIU,)]
Ky = %tr[(wﬂ,ﬂlr‘w)aﬂqu] + %tr[wg(Ar-#Jaum)],
Ki; = %tr[(qli.ﬂlrw)aﬂ_] + %tr[mi(AF“Jaﬂ_)] +
%tr[(lIfT_AF“J)GP}L] + %t-r[llft(AT‘“JﬁplIf_)],
K,p = %tr[(llilAF“F)Spllu] 4 %tr{qu,(,qrﬂ-ﬁap,qm],
K.p = %tr[(ll’iAF“F)@ulll_] + %tr[wL(Ar“Fauw_)] +
%tr‘{(llfT_AT‘”F)aﬂ'lu] + %tr[ll’t(AF“FGﬂ U {3.5.44)
Como antes, para ter as expressoes dos termos cinéticos (/) no caso ndo-Weyl (NW) é
preciso excluir ¥/ /e “17no lado esquerdo das equactes (3.5.44) ¢ substituir os espinores

quirais (antiquirais) pelos espinorcs de Dirac no lado direito. Observe que, devido & nao-
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associatividade dos octénions, temos que respeitar a ordem das operacdes nos termos
cinéticos. Nos termos massivos ndo temos esse problema, desde que as matrizes Iy, Tg.
J e F sejam todas reais por construcdo. Portanto em (3.5.43) a ndo-associatividade nio

desempenha nenhum papel.

3.5.2 Revisao do Caso Real

Na rcferéncia [40] a condi¢do de Majorana para espinorcs complexos foi analisada e
fol apresentada uma lista das diferentes assinaturas do cspago-tempo que permitem a
cxistencia, no lagrangeano, dos termos cinético, pseudo-cinético, massivo e/ou pseudo-
massive definidos em termos dos espinores livres de Majorana. Varmos mostrar uma
generalizagao desses resultados nesta segfo, baseados na classificagio dos espinores reais
que apresentamos nas scqoes anteriores. Observe que os cspinores com 08 quais cstamos
trabalhando sdo reais por construgao e gque nao impusenios a condi¢do de Majorana pois.
para isso, 0 espinor teria que ter previamente uma estrutira complexa.

Usando resultados da subsecdo anterior (3.5.1). vamos apresentar um conjunto de
tabelas onde visualizaremos a existéncia ou nao dos termos cinéticos e massivos na la-
grangeana livre dos espinores, para cada assinatura do espago-tempo.

Em todas as tabelas as colunas sao etiquetadas por £ mod 4., enquanto as lnhaes sao
etiquetadas por ¢ — s mod 8. A presenga dos simbolos M (termos massivos) e/ou K
(termos cinéticos) em cada compartimento significa que os mesimos estiao definidos para
0 espago-tempo correspondente ao compartimento. (s compartimentos vazios significan,
evidentemente, que, para os corvespoudentes espa¢os-tempos, 08 tertmos massivo ¢ cinético

1nao cstao permitidos.
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A primeira tabela que apresentamos é para o caso real e ndo-Weyl (NW):

0 1 2 3
1 K K.M M
2 Mg K K, Kg, M Koo M, Mg
3 || Mgy, Mgy, My, K; | KM, | K, Kg1,Ksu,M | K1, K3, K7 M, Mg Mgy
5 K KM M
(3.5.45)
A scgunda tabela é para o caso real e Weyl (W),
0 1 2 3
0 K, My, K, M,
4 K, My, K, M,
6 K{‘/Tl? Kz;-rza ﬂ"f/_u: Kf/a ﬁ-’f//:rlaﬂ'f;/T;z-. M’ﬁ, KJ__‘ ﬂ’fJ_Tl_‘ K,,r'z.h M)
K. Ko7, Kire, Mo, M7y
7 Kz Ky Myr Kor | My Ko Mg M,
(3.5.46)

3.5.3 Espinores Quaternionicos e sua Dinamica Livre

Nesta subsecao, apresentamos a tabela onde sao mostrados os termos cinéticos ¢ massivos

permitidos para cada assinatura do espago-tempo, no caso em (ue os espinores e a algebra

de Clifford tem entradas quaternionicas. Coino na subsecdo prévia as colunas sao rotu-

ladas por ¢t mod 4 e as filus por ¢ — s mod 8, enquanto o significado dos siinholos ¢

explicado na subse¢@o anterior (3.5.1).
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Caso nao-Weyl (NW)

0

1 2 3
1{{‘}3, }{F, Pt'irgj? M J; 1{{: JKF-_ M J; K s K Sy M . M £ K’Sj? K Jjs ﬂ'ﬁr, M S5 M £
K K. M M
Mg K K, Kg. M Ks, M, M
K. Mg M, K, M, K, Kg. M Kg, Kj. M. M,
(3.5.47)
Caso Weyl (W)
0 1 2 3
Kyr, Ky, K K-r,, Kpe Ko, Kir Ky,
M i M LA M Fidie M LJ; 41[ 1L fh!r an M 1Ty M 1
Kyr, Ky K KT, K. Ky
ﬁz’jrlgf.rl; ﬁ/f}qrﬁ ﬂ’.fj_‘j ﬂff}f}f 1'1’,&_]’; ﬂ'f—J_
K Kir, K.,
3 K/;’T
Af}/}/q‘ ﬂf}/}f - i"'/irJ_T ,ﬂ-ifJ_
Ky,
4 Ky
ﬂ'{f }/ ,.'nl".{_}_

(3.5.48)

Observa-se que nas duas tabelas anteriores o sufixo “j"denota a existéncia de trés
escolhas inequivalentes das matrizes correspondentes (por exemplo, trés matrizes distintas
tipo espago S;), enquanto o sufixo “i"denota a existéncia de duas escolhas inequivalentes.
Como ja for dito, a existéneia ou ndo dos termos M e K depende da assinatura do

espaco-tempo. Obscrvando a tabela podemos dizer entdo, a titulo de exernplo, que, para
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espagos-tempos onde £ — s = 0 mod 8, f = 2 mod 4, tanlo K quanto os trés termos
cineticos inequivalentes K associados s trés matrizes gama tipo espago S; (j = 1,2, 3)

existetn.

3.5.4 Espinores Octonidnicos e sua Dindmica Livre

Apresentamos abaixo os termos cinéticos ¢ massivos permitidos para o caso octoniénico.
Como nas duas subse¢fes anteriores, as colunas sdo rotuladas por ¢ mod 4 e as filas por
t — 5 mod 8, enquanto o significado dos stmbolos é o mesmo dos casos anteriores.

Caso nao-Weyl (NW)

0 1 2 3
1 K K, M M
2 M K K, Ks, M Koo M. Mg
3 K;.Msg, M; K. M; K Ks, M | Ko, K, M, M,
4\ Ky, K, Ms,, My, | K, Kp, My, Mp | K, Ks,, M, Mz | Kg,, K., M, Mg,

(3.5.49)



Caso Weyl (W)

G 1 2 3
K.
0 Ky
M, My
. Kyr Ky, | Ky Koy, K, K, Ko Kor.
i"t’ffz),(h;j ) i"/IJ_F ﬂ’jﬁ;‘){Tj ) ﬂfJ_ J; .’lfﬁ ) PlifLTj .-MJ_ . J’Vf},«’/F
6 K)-()-(ng KJ_J: K_,I'Ifa K’LT,-_-. 1£g’.J_: }{/}-’Je
fbf’z/‘] 1 -ﬂ'fj'_/T‘: N i"l’fj_”r ."l{).().u ﬂ'fj_:rj‘. ﬁ/fJ_
. I(_.f' Py K T K 1
{ Ky
:'If/ /T .Ur fi .HVJ( 1T “tf 1

Como nas subse¢des anteriores, os sufixos “i"e “;”toman

(3.5.50)

dois ¢ trés valores distin-

t0s. respectivamente. Com estas tahelas apresentamos uma classificacdo completa dos

lagrangeanos permitidos para os espiuores {com entradas quaternidnicas e octoniénicas)

nos diferentes espagos-tempos.

3.6 Identidades para Tensores Octonidnicos

Antisimétricos de Posto Superior

Como vimos nas scgoes anteriores, espinores octonionicos estao associados com algebras de

Clifford octonionicas. Lembramos que as dlgebras de Clifford maximais sdo cspecificadas

por dois conjuntos de realizagoes octonionicas, para as seguintes assinaturas

Co(n,7T+8m+n)
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com n,m > (. Também temos as realiza¢Oes octonidnicas das dlgebras de Clifford nao-
maximais, obtidas de (3.6.51) pela cxclusdo de certo nimero de matrizes gama reais
(denominadas matrizes externas). O fato das matrizes cxternas serem reais restringe as
assinaturas do cspago-teimnpo nas quais é possivel uma descricao octonidnica. E 1til apre-
sentar, ewn forma de tabela, uma lista das dlgebras de Clifford recuperadas das dlgebras de
Clifford maximais para as diversas dimnensdes D = t+5 até D+13. As colunas da tabela
estao rotuladas por D, a dimensionalidade do espago-tempo. As dlgebras de Clifford
maximais estao sublinhadas. Cada dlgebra de Clifford est& acompanhada pela dimension-
alidade dg do espinor fundamental. Para cada dimensdo e assinatura do espago-tempo

mostramos a dimensionalidad ininima do espinor octoniénico, todos denotados por “x”.

7 8 9 10 11 12 13
(0,7)".1
(7.0, 1| (8,0),1 1 (9,0),2
(0,8),1 | (1,8)",2
(10.0),4 .
(10,1)*,4
(7,1,2 1 (& 152 | (9,1),2
0,992 | (1.9)",2 ]
(0,9) (1.9) 2.0 4

(2.7),4 | (2,8).4

(11,0),8 | (11,1),8

(11,2)", 8
(7,2),4 | (82,4 | (9,24 | (10,2)",4
(0,10),4 | (1,10)",4 | (2,10)", 4 (3.10)",8
3,7,8 | 38.8 | (3.9.8 |7
(3.6.52)

Na tabela anterior podemos observar que, em cada dimensaoc espago-temporal D, pode-
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se construir algebras de Clifford associadas com espinores octoniénicos de dimensionali-
dade minima. Entao, para visualizar melhor estas dlgebras de Clifford ¢ pela relevancia

delas em Fisica, vamos apresentd-las separadamente. na tabela abaixo:

D=7 (0,7), (7.0)

D=8 (0,8), (8,0)

D=9 (0,9),(9,0),(18),(81)

D =10 (1,9),(9,1) (3.6.53)
D=11] (1,10),(10,1},(2,9),(9,2)

D =12 (2,10), (10, 2)

D =13(3,10),(10,3),(2,11).(11,2}..

E necessario mencionar que, na tabela anterior, as algebras de Clifford ndo-mmaximais
(3,10} e (2,11) foram obtidas a partir das maximais em D = 15. Notemos que. nas
dimensoes pares D = 8,10, 12, temos espinores fundamentais octonidnicos tipo Weyl.

A pergunta seguintc e sua resposta serfo cruciais para os resultados da se¢ao 3.7:
qual é o nmimerc de componentes independentes de uma matriz genérica com elemen-
108 octonionicos, correspondente a um espinor fundamental octonionico ¥, supondo um
espago-tempo plano de dimensao D, tal que esta matriz seja hermitiana (H) ou antiher-
mitiana {A)? Para cada dimensdo espago-temporal e nas assinaturas permitidas para a
realizagao octonionica é possivel determinar o nimero destas componentes, tanto para as
matrizes hermitianas (H) quanto para as antihermitianas (A). O resultado é mostrado

na tabela seguinte (n = 0,1,2.3...}:
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D dy H A

7,8 1 1 7
9, 10 2 10 22
11, 12 4 32 76 (3.6.54)
13, 14 8 232 280

T+2n,842n | 2" | 274 x 2" -3) | 2¢(4 x 2" + 3)

A tabela anterior, construida para octénions, pode ser repetida para os reais, complexos
e quatérnions. Definindo k = 1,2,4,8 para os reais R, complexos C, quatérnions H e
octonions O, respectivamente, podemos apresentar o niunero de componentes indepen-
dentes de uma matriz hermitiana ou antihermitiana (para cada caso da dlgebra divisional)

numa dimensao arbitraria do espago-tenipo:

D dy H A
2(n + [[552]) + 2 (3.6.55)
51+ ) 2% | 2v Bom 1k | 27(k - 1) + (27 — 1)k
2+ [+ )41
Na tabela anterior [[..]] é a fungdo méximo inteiro e n = 0,1, 2, ..,. De acordo com esta

tabela, para um valor dado de n e diinensio k da algchra divisional podemos informar a
dimensao do espinor fundamental, as dimensoes do espaco-tempo onde estéd definido este
egpinor, o mimero de componentes independentes da matriz hermitiana correspondente ao
espinor fundamental e, finalinente, o mhnero de componentes independentes se a matriz
for antihermitiana. Nailtima parte desta se¢ao c na proxima varmos voltar a este assunto.

A segulr vamos estudar o modo como deve ser feito o produto de matrizes gama
octonionicas. Uma das motivagdes é a aplicagio destes resultados no estudo ¢ classificagio

da chamada dlgebra-M. Os detalbes desta aplicagao serdo tratados na proxima secao,
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Q) produto antisimétrico de k& > 2 matrizes gama octonidnicas deve ser consistente-
mente especificado levando-se em conta a naoc-associatividade dos octoénions. O poduto

antisimetrizado de k matrizes octonionicas ['; (¢ = 1,2,... k) cstd dado por

1
F[12....k] = El— Z (_1)“]'”% (ril ‘ Fiz N rik)s (3656)
DeTTL
onde (I'y - T'5... - T} denota o produto simétrico
1 . 1
Ty Ty-...-Tp) = 5(.((1‘11'2)1} Tk + 5(1“1(1“2(. VSR {3.6.57)

A utilidade desta prescrigiao deve-se ao fato de que o produto
Al g, (3.6.58)

com a matriz A introduzida na secao (3.5) (matrix definida como o produto das matrizes
gama tipo tempo) tem uma propriedade de {anti}hermiticidade definida. Os diferentes
tensores {3.6.58), sob diferentes escolhas de matrizes gama, sdo todos hermnitianos H ou
antihermitianos A, o que depende unicamente do valor de & (¢ néo da gama ein si}, fato
importante que vamos deinoiistrar a seguir.

Na presen¢a dos espinores de Weyl, os tensores de (3.6.58) podem ser “sanduicha-

dos” entre operadores P, {ver (3.3.19}), para fornecer
P Al P (3.6.59)

Levando em conta o fato de que, na tabela (3.3.11) as dlgebras de Clifford octonidnicas
estao construidas de modo que, dentre as DD matrives gama, 7 s&0 proporcionais aos
octonions imagindrios ¢ D — 7 sao reais, existe uina forma de controlar o nimero de
componenites octonidnicas independentes para ambos, tanto para (3.6.58) (em espagos
tempos NW) quanto para {3.6.59) (em espagos-tempos tipo Weyl W),

Como exemplo vamos demonstrar explicitamente a contagem do niimero de compo-

nentes independentes dos tensores totalmente antisimétricos octonionicos em 11-dimensoes.
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Em D = 11 podemos definir os seguinte tensores octonibnicos

M1, = AT, PJQ[#‘-”] = Al—‘[,uu]: ﬂ'f&pUQE = AF[F,_,,G;, 11:{42};_,,(“:3] = _-'“vfrfl[

peeed] s

i"lff(B[pUO.lge;] = ﬂfff)[puag(g], - ﬂ'fll[mm__ru] g = AF[

Bipzop1]

onde o3 11 indices vetoriais y, v sdo separados em 4 indices reais rotulados por a,b.c... e

7 indices octonidnicos rotulados por 4, 7, k,

MO = A 1 A (antihermitiano), (3.6.60)
M1, 4 H
M1, = . (3.6.61}
Ml 7T H
11
M2, 6 H
M2 = § M2, 4x7 H - (3.6.62)
L MFZij 7 H
41

ﬂffgabc 4 A
M3y 6x7 A .
M3y = S , (3.6.63)
_1{351‘} 4x7 A

M3y 1 A

k 75
{ Mipa 4 A
Mg, 4x7 A
MAfes = | Mdaw; 67 A (3.6.64)
Mdgp 4x1 A
My 1 A
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76

{ Mbdapeti 1 XT H
MbBapei; 4x7 H
MbBjuwags) = § MBupse 6x1 H . (3.6.65)
Mbajm 4x1 H
Mbijtm 1 M
\ 52

Assim, podemos coutinuar até o tiltimo tensor M11j,,,, ... Como resultado teinos,

Tensores antihermitianos A :

MO 1
;"\/13[”,,@] 75

MAyyag | 76

(3.6.66)
M T i 1 76
M8 ] | 75
MW s | 1
Tensores hernitiancs H .
M1, 11
M2, 41
luvaB] (3.6.67)

;1’;{6[“1;:.2---ﬂ-ﬁ] 52
,-ntﬂfg[y.”f.g..-,“-g] 41
M1

frpz.po)

Esta andlise, feita para D = 11 pode ser repetida ein todas as dinensées. O resultado
final, para espacos-tempos de diimensao D impar, é mostrado na tabela a seguir, com as

colunas rotuladas pelo tensor antisimétrico de posto k.
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0t1 (2|3 |4 |56 | 78] 91101111213
D=7 1|7 |71 11|71 7]1
D=9 1|9 |2i22|10]10]22|22] 91
D=11!1[11]41] 75 | 76 | 52 | 52 | 76 | 75 § 41 | 11 | 1
D=13[1|13|64|168 | 267 [279 [ 232 | 232|279 | 267 | 168 | 64 | 13| 1
(3.6.68)

As componentes hermitianas (H) sdo aquelas que estdo sublinhadas e as demais sdo

antihermitianas (A).

De inodo similar, podemos encontrar o niunero de tensores hermitianos e antihermi-

tianos para espagos-tempos de dimensao par. No caso Weyl usamos (3.6.59):

D=par, Caso Weyl,

o1 ]|2!3] 4 5 6 71819101112
D=811|0|7]0|1+1 0 7 0|1
=10|0]10] 0 ]22] 0 [l0+10 0 221 0|10 0
- 5 ' 52 + 52 76| 0 |52 1
120110 (52] 0] 76 52+52| 0 |76 0 [52]0

Uma anédlise mais detalhada das expressdes (3.6.61), (3.6.62) ¢ (3.6.65) revela que os 52
tensores octonionicos M5 podem se identificar com 11 tensores A71 + 41 tensores M2.
o que significa que, e 11 dimensoes, existemn somente 52 tensores octonidnicos indepen-

dentes. Este resultado em particular sera crucial na préxima se¢ao, onde estudaremos as

79

(3.6.69)



supersimetrias generalizadas na versdo octonionica. Adicionalmente, vamos mostrar as
equivaléncias permitidas entre os tensores octonidnicos antisimétricos de diferentes postos.

para espagos-tempos de dimensao impar.

7 MO = M3

I

9 MO+ M1 =M4

11| ML+ M2=M5p (3.6.70)

13 M2+ M3 = M6

D

D
D

D
D

15 | M3+ M4 = M0+ M7

Finalmente, tendo contado os tensores octonidnicos independentes para algumas di-
mensoes do cspago-tempao e determinado a hermiticidade on antihermiticidade dos mesmos
{(ver 3.6.68, 3.6.69), e levando em conta as relagbes de equivaléncia (ver tahela (3.6.70)).
podemos obter o niimero final de tensores octonionicos independeites ¢ suas propriedades

de hermiticidade ou antihermiticidade para as diinensées em consideragio.

D H A
78 | 1 | 7
9,10 | 10 | 22 (3.6.71)

11,12 52 | 76

13 | 232 | 280

E interessante ver que esta tabela tem a imesma estrutura gue (3.6.54), que foi elabo-
rada seguindo cutra linha de raciocinio. Isto ficard mais claro quando estudarmos as

supersimetrias octonionicas generalizadas, na proxima subsecao.
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3.7 Algebra—l\/l Octonidnica e Supersimetrias

(Generalizadas

A teoria das cordas nasceu em 1968 [48], coino candidata a descrever propriedades duais
dos hadrons. Substituida pela QCD, surgiu novamente em 1976 [49], como possibilidade
de descri¢ao unificada da gravitagdo e das demais interacoes fundamentais. Em 1984 con-
seguiu o primeiro grande impulso com os trabalhos de Green e Schwartz [50]. A teoria
das cordas postula que os objetos fundamentais sdo cordas (objetos estendidos), e nao
os objetos puntuais, propostos usualimente no contexto da teoria quantica de campos.
Vamos mencionar, resumidamente, algumas caracteristicas desta teoria:

1 - A teoria de cordas fcchadas prediz a gravidade (aparece naturalmente 1um campo de
spin 2 = graviton).

2 - Ela fornecc uma. teoria da gravidade quantica perturbativa consistente ¢ finita.

3 - Ela é formulada num espago-tompo com D = 1 4+ 25 de modo a nao haver qucbra
da invariancia de Lorentz.
4 - Com a introdugdo da supersimetria, Green e Schwarz [50] conseguiram constriir uma
teoria de supercordas consistente em D = 1+9 (primcira revolucao das cordas). Podemos
nencionar que existem & teorias de cordas supersimétricas consistentes em D = 1 + 9,
que sao : tipo IIA, tipo IIB, Tipo I, Heterdtica Es x Eg e Heterdtica S0O(32). No ano
de 1995, aconteceu o que foi chamado de segunda revolucao das cordas. Num trabalho
excepcional E. Witten apresentou a conjectura da dualidade entre as diversas teorias
de supercordas. Esta dualidade significava a equivaléncia entre teorias de supercordas

aparentemente diferentes [51, 52].
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Atualmente [53]-[55] acredita-se que exista uma teoria fundamental em D = 11 denominada
teoria-M , tal que as B teorias de supercordas sejam compactificagbes desta teoria funda-
mental (ver figura 3.7). De outro modo, podemos dizer que a teoria-M unifica as 5 teorlas
de supercordas e a supergravidade em D = 11. Esta altima seria uma teoria efctiva cm
baixas energias da teoria-M. Para uma revisio historica e pedagdgica das teorias das
supercordas e da teoria-M veja as referéncias [61]-[63].

Varnos discutir os possiveis vinculos gerados pela algebra divisional sobre as supersime-
trias generalizadas. Para iniciar nossa discuss@o, vamos considerar um espinor fundamen-
tal com 32 coinponentes reais, definido em D = 11 {ver tabela 3.3.11). Tais cspinores
aparecein haturalmente na formulacao da supergravidade ou da teoria-M 11-dimensional.
Suponhamos quc eles adinitam uma estrutura real, complexa, quanternionica ou oc-
tonidnica. Entao, os geradores supersimétricos (9, {espinores) podem ser representados.

respectivamente, como um vetor coluna de 32 componentes reais, 16 componentes com-



plexas, 8 componentes quaternidnicas ou 4 componentes octonionicas. Seja

{Qu, Qf} = Za, (3.7.72)

a algebra supersimétrica generalizada, onde Q; denota a conjugacdo principal na dlgebra
divisional. Esta dlgebra admite, no lado direito, wma matriz hermitiana Z,, (2, =
Z;G_)_._ de 32 x 32 componentes reais, 16 x 16 componcntes complexas, 8 x 8 componentes
quaternionicas ou 4 x 4 componentes octonionicas. Devido & condicdo de hermiticidade
nos diferentes casos das dlgebras divisionais (ver tabelas (3.6.54), (3.6.55)), o niimero de

componentes independentes (2) de Z,; estd dado na segiinte tabela:

¥ i exeruplos

R (32) | 528 | (6,5), (10,1)*.(3,6).(3.7)...

C (16) | 256 (0,5), (4,5).. (3.7.73)

H (8) | 120 (3.7), (3.6),(7,2)

O (4) | 52 | (10,1)*,(2,9).(0,10),(2,10)...

Na tabela, mostramos algumas assinaturas corno exemplos nos quais o espinor funda-
mental de 32 componentes reais® equivalentemente também aceita cotnponentes a valores
na dlgebra divisional. Obscrva-se que a questio de detertminar o nimero de componentes
independentes da matriz hermitiana Zg ja foi discutido e resolvido na secao anterior, com
resultados apresentados na tabela (3.6.55).

As supersimetrias generalizadas sdo aquelas que vdo além do esqueina padrao de HLS
[41]. Isto implica em que o setor bosénico da superdlgebra de Poincaré ou conforme nao

pode ser mais expresso como uma estrutura de produto tensorial Byeom, & Diye. onde By,

3Vemos, da tabela, que o espinor real é fundamental na assinatura Minkowskiana (10,1), assim como

0 espinor octonidnico.
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descreve a dlgebra de Poincaré ou a dlgebra conforme ¢ o resto de geradores sao cscalares
de Lorentz.
Apresentamos a cxpressao formal da superdlgebra generalizada num espago-tempo
arbitrdrio de dimenséo D
Zap = {Qn. O} = (AT, ) P + Z(Ar[m...;r-k])n-bZ[m"'p'k]-. (3.7.74)
k=2
contendo os geradores da supertranslacdo I, onde p = 1, ...D, Zlm-wr) ga0 cargas centrais
tensoriais de posto k ¢ Ty € © produto totalimente antisimétrico de & matrizes gama
correspondente ao espaco-tempo onde estamos definindo a superdlgebra generalizada.
Obhserva-se que, na superédlgebra (3.7.74), temos que saturar o mimero total de com-
ponentes independentes do lado esquerdo? com o ndmero total de componentes indepen-
dentes no lado direito. No lado direito temos os D geradores da supertranslacio e os

geradores extras Zbv-ml O mimero destes dltimos esté dado pelo bindmio de Newton

D

!71','

Em particular, para D = 11, tomando espinores reais de 32 componentes, esperamos
obter, para o anticomutador de (3.7.74), uma matriz simétrica em geral com 528 compo-
nentes independentes, como podemos ver na tabela (3.7.73). Para saturar 528, do lado
direito tomamos 11 componentes do I', associado a supertranslacio e completainos com
0s termos k = 2,k = 5, ou seja 528= 11 + 55 + 462. Logo, a algebra supersimétrica mais

geral emn D = 11 pode se apresentar como
{Qa: Qb} = (AF,u)abP# + (AF[;W])abZ[#v] + (AF[M“,,us])abZ[mmpﬁ]- (3??3)

Por outro lado, dos trabalhos [54],{64]-[67], podemos ver que, na verdade, a su-

peralgebra maximal (3.7.75) é a algebra fundamental da teoria-M ou da supergravidade

10 niimero delas jd foi calculado, ver tabela (3.7.73).
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em [ = 11. Os trés tipos de cargas que aparecem no lado direito desta superalgebra estao
associados ao supergraviton, a supermebrana { 2-brane) e a supercincobrana( 5-brune) que
sao 0s ingredientes basicos da teoria-M. E portando, natural chama-la de superdlgebra da
teoria-A" ou simplesmente digebra-M. Obviamente, quando fixamos ZB = Zln sl = g
recuperamos a superalgebra ordindria.

Por outre lado, no mesmo espaco-tempo Minkowskiano com D = 11, podemos impor
uima estrutura octonionica, com espinores fundamentais de 4 componentes com entradas
octonidnicas (ver tabela 3.7.73). Neste caso, a dlgebra supersimétrica generalizada (3.7.72)
admite, no lado direito, wina matriz com cntradas octonionicas de 52 componentes inde-
pendentes. Logo, obscrvando a superdlgebra generalizada especifica para D = 11 e os
resultados da se¢do 3.6 {ver a tabela 3.6.70), vemos que o lado direito da dlgebra (3.7.75)
1nao tein 3 termos independentes, como no caso real. Na verdade, eles podern ser expressos

como 11 + 41 geradores bosonicos da forma
Zup = PHATJas + ZB(AT,, o, (3.7.76)

ou como 52 generadores bosonicos da forma
Zoy = ZE AL, e (3.7.77)

Assim, diferentemente do caso das representagdes reals para os espinores e atrizes gama,
os setores especificados por (3.7.76) e {3.7.77) ndo sio independentes. Ou seja, a carga
central octoniénica de posto 2 e a carga central octonidnica de posto 5 nao sao indepen-
dentes. Este resultado, ao mesmo tempo nao usual e interessante, foi apresentado pela

primeira vez nos trabalhos {42, 43].

5Na verdade, a dlgebra 3.7.75 é usualmente apresentada com a matriz C' em vez de A, de acordo com
nassa construcdo das dlgebras de Clifford. No vaso real A = €. No entanto, para o caso octonidnico
A # C e A tem propriedade de hermiticidade bem definida. Dal ven a nossa proposta de usar A (ver

(3.6.58)).
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Numn contexto diferente, as cargas centrais vinculadas 3 2-superbrana e 5-superbrana
1140 sao independentes, como podemos ver nas referéncias [61], [68]-[69] onde se argumenta
que, em geral, uma p-brana nun espaco-tempo de dimensao D teria como seu dual a uma
D —p—4-brana. Logo, em 11 dimensdes, a 2-brana ¢ a 5-brana seriam objetos estendidos
duais, com a primeira estando associada a uma suposta “carga elétrica”e a segunda, a uma
suposta “carga magnética’. Estes dois resultados independentes podem estar relacionados
ol nao, o que é uma questao em aberto, que precisa ser estudada.

Mais detalhes sobre aplicacées dos espinores octonidnicos na supersitnetria general-
izada, em conexdo comnt a algebra-M octonionica e a algebra generalizada superconforme.
podem ser vistos nas referéneias [42, 43]. Os resultado mencionados nesta secao mostram a
necessidade de procurar a classificacao das supersimetrias octonionicas generalizadas, que
ainda ndo foi feita. No que se refere as supersimetriag octoniounicas ein D = 1, aplicadas

& meednica quantica octonidnica, ja existem resultados [36].
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Conclusoes

A énfasc desta tese recal, principalmente, nos resultados de dois traballhios. O primeiro.
publicado em Physics Letters A [36], encontra-se detalhado no capitulo 2, enquanto o
segundo publicado JHEP [T1], estd exposto no capitulo 3. Assim, separaremos as con-
clusoes desta tese emn duas partes. Na parte final do capitulo 2 também enunciamos alguns
resultados interessantes de outro trabalho [73].

No segundo capitulo, apresentamos a generalizacdo supersimétrica de alguns resulta-
dos obtidos no trabalho de Osipov [20], relativos a afinizagdo da dlgebra de comutadores
dos octonions no caso hosonico e sua transformacao de Sugawara. Introduzimos a algebra
de Maleev superafinizada (3, rcalizada por 8 campos bosonicos de spin 1 e 8 cainpos
fermidnicos de spin 1/2, sendo esta dlgebra manifestamente supersimétrica. Couseguimos
construir as transformacoes de Sugawara, que mapeiam a Algebra superafinizada O em
outra, denominada dlgebra superconforme ndo-associativa N = 8, de Englert et al (AS-
CNA N = 8, da referéncia [23]). O fato de que a dlgebra supcrafinizada O seja tipo
super-Malcev nao garante que a ASCNA N = 8, coustruida através das transformacoes
de Sugawara, também scja super-Malcev., Construfinos 8 cargas globais associadas a
ASCNA.

A ASCNA N = 8 ndo satislaz & identidade de super-Jacobi, o que perinite superar o
teorema quc cstabelece que nfo é possivel construir dlgebras superconformes comn cargas

centrais para N > 4 [76, 77]. Este teorema ¢ valido para (super-) dlgebras de Lie que.
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evidentemente, satisfazem as identidades de (super-) Jacobi. Ou seja, relaxando a associa-
tividade, conseguimos contruir uma algebra superconforme N = 8 com cxtenséio central.
Com esta algebra {(ASCNA N = 8) e seus comutadores interpretados como parénteses de
Poisson de uma hamiltoniana relacionada as equacoes tipo KdV, podemos construir a ex-
tensac supersimétrica das equagoes tipo KdV para N > 4. Concretamente, na reférencia
[73] construimos o primeiro exemplo da SuperKdV N = 8.

Mencionamos, a seguir, as principais conclusoes em relagao ao topico desenvolvido no
capitulo 3: fizemos uma pesquisa sisteratica das dlgebras de Clifford e espinores com en-
tradas reais, quaterniénicas e octonionicas. Apresentainos sua classificacao e procedimen-
tos para achar explicitamente suas representagoes, nas diversas dimensoes e assinaturas.

No caso das representagoes reais das dlgebras de Clifford (R) (mesmo tendo cstrutura
real, quaternionica ou octonidnica) precisamos introduzir somente uma matriz, 4, o que
difere do caso das representacoes complexas da mesma algebra, onde precisamos definir
3 matrizes A, 3, (associadas com conjugacoes hermitiana ¢ complexa e transposigio)
para definir espinores e dlgebras de Clifford num cspago-tempo plano com assinatura
arbitraria. No caso da representacdo quaternionica (H) ¢ octonidnica {), na pratica,
precisamos somente de duas matrizes. a matriz A definida como o produto de todas as
matrizes gama tipo tempo, e a matriz C' definida como o prodito de todas as matrizes
simétricas ou antisimétricas. Como ja dissemos, no caso real, particularmente, A = C.

Mostramos, em tabelas, as assinaturas e dimensoes do espago-tempo onde existern os
termos massivos M e cinéticos K para a lagrangeana livre mais geral construida com basc
em espinores com entradas pertencentes & dlgebra divisional.

No que diz respeito aos tensores octonionicos, levando em couta a peculiariedade da
sia nao-associatividade, construimos e derivamos uma séric de tabelas que expressant

identidades dos tensores octonidnicos antisimétricos nas diversas dimensoes. A motivagdo
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desta linha de pesquisa é a procura de nma classificagdo das supersimetrias octonionicas
generalizadas {com cargas centrais tensorias), que ainda no estd feita. Apresentamos um
exemplo, a chamada dlgebra-M octonidnica, com snas carateristicas peculiarcs obtidas
através do uso das identidades obedecidas pelos tensores octonionicos. Mostramos que.
neste caso, a carga central de posto 2, juntamente comn a supertranslacao, estao viuculadas
a carga central de posto 5. Somos otimistas quanto i relevancia deste fato para a Fisica.

No que se refere aos espinores quaternionicos, observaros que eles tambéim podein ser
interessantes nas supersimetrias gencralizadas. Pclo fato de que espinores com cntradas
quaternionicas sio perimitidos no espaco-tempo Euclideano em 11 dimensoes, eles podem
ser Utels na construcao da versao Euclideana da dlgebra- M.

Voltando ao caso octonidnico, na secdo {3.4) do capitulo 3 mencionamos que a real-
izagao octonionica da dlgebra de Clifford Euclideana 7-dimensional esta relacionada com a
geometria da esfera S7, quando levantarmos wina questao que precisa ser pesquisada: estard
a descricao octonionica da superdlgebra-M relacionada, de alguma forma, com a partic-
ular compactificacio da teoria-M 11-dimensional em AdS; x S7? Esta compactificacao
corresponde & solugio natural da supergravidade 11-dimensional {78]. Scria intcressante
verificar se as identidades tensoriais encontradas para os octonions tém sua contrapartida
também na geometria compactificada AdS;x .57, Por outro lado, ainda temos que entender
bern, mnna visao algébrica, as iniplicagbes na Fisica da superalgebra-M octonionica. Em
D = 11 esta superdlgebra é expressa por uma rmatriz octoniénica 4 x 4, fora do esquema
de Jordan [79]. Também ¢ valida a questdo da construgao de uma mecanica quéntica
octonionica consistente [80]. O caso da mecanica quantica quaternionica foi discutido por
Adler ¢ outros [81]

Outra questao importante, que ressaltamos como perspectiva de trabalho futuro e

que ultimamente tem sido muito considerada, é o papel das cstruturas excepcionais (as
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dlgebras excepcionais de Lie sio Gy, Fy, Fg, F7, Fy) e das dlgebras de Jordan na Fisica
fundamental. Existe a conjectura de que talvez as teorias da unifica¢ao sejamn baseadas
nas algebras excepcionais e ndo nas dlgebras de Lie usuals. Observa-se que a teoria de
supercordas heterdtica usa a algebra Fy X Eg, como ja dissemos antes; a supcergravidade
em D = 11 tem uma compactificacio natural Adsy x 87 (onde S7 é a esfera construida
pelos oetonions imagindrios); e a dlgebra Eg contém o SU(5) da GUT, o qual, por sua
vez, contém a estrutura algébrica do modelo padrao.

E importante ressaltar, também, que todas as dlgehras excepeionais podem. de alguma
forma, ser estudadas com base nos octonions 8], Por exemplo, a dlgebra Gy é o grupo
de automorfismos dos octénions. Logo, é evidente a importancia do estudo dos octdnions
como estrutura base das dlgebras excepcionais. A importancia desta area de pesquisa em
Fisica é medida pelo fato de que, nos dltimos tempos, varios trabalhos interessantes tém
aparecido independentemente [82, 83]. Existe, atualmente, uma atividade crescente no

sentido de explorar a relevancia destas estruturas excepcionais na Fisica.
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