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Resumo

Nesta tese, estudam-sc diferentes aplicagdes da Supersimetria & Mecanica
Quantica. Sdo abordados e discutidos problemas como a quebra espontianca du su-
persimetria, turbuléncia no regime de instantons, estabilidade de paredes de dominio
e a dinlimica de partfculas carregadas em campos eletromagnéticos estendidos. Para
o tratamcnto de todas estas questdes, idéias, conceitos e téenicas introduzidos pela
supersimetria desempenham importante papel, reforgando a relevancia da simetria

férmion-bdson para o estudo de uma série de sistemas fisicos.
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Abstract

This thesis sets out (o propose a number of possible applications of Super-
symmetry in Quantum Mechanics. Issues like spontancous supersymmetry break-
ing, turbulence in the instanton regime, domain wall stability and the dynamics of
charged particles subject to an extended clectromagnetic field are addressed to with
the help of ideas, concepts and technical tools brought about by Supersymmetry.
The latter appears to play a meaningful réle for the description of a great deal of

physical systems.
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Introducao

A Supersimetria apresenta-se, em teoria de campos, como a formulagio mais vidvel e
consistente para realizar o programa de unificagiio das interacdes fundamentais. Foi intro-
duzida em 1971 por Gel'fand e Likhtman 1] , Ramond [2] e Neveu ¢ Schwartz (3] e, pos-
teriormente, reapresentada por vérios grupos [4, 5, 6]. A dlgebra da supersimetria fecha-se
ndo somente através de relagdo de comutagio, como nas dlgebras de Lie, mas também por
anticomutagao, por isto, € chamada de dlgebra de Lie graduada, (uma extensin da dlgebra
de Lie). Sua aplicagio inicial foi em modelos de cordas, na unificagéio de setores bosonicos
e fermidnicos; posteriormente, Wess € Zumino [5] aplicaram-na para a construcio de uma
teoria de campos em (3+1) dimensdes com caracteristicas marcantes tais como divergéncia
ultravioleta menos drasticas € com balanceamento entre graus de liberdades bosdnicos e
fermidnicos. Uma das importantes predigdces das teorias supersimétricas exatas é a cxistén-
£1a de parceiros supersimétricos, como por exemplo parceiros dos quarks. 1éptons. escalares
de Higgs e bdsons de gauge, os quais possuem a mesma massa de seus parceiros, porém
nao sendo ainda expenimentalmente vistos. indicando, portanto, que a supersimetria deva
ser quebrada cspontaneamente. Vdrios esquemas para quebra da supersimetria tém sido
definidos, incluindo métodos niio-perturbativos de quebra. E foi no contexto desta questio
que, pela primeira vez, estudou-se Mecanica Quantica Supersimétrica, por Witten [33],
seguido posteriormente por Cooper e Frecdman [7]. Witten introduziu um indice chamado
indice de Witten para estudar a quebra da supersimetria e posteriormente no trabatho de

Bender et al. [8] um novo indice foi introduzido para se cstudar a quebra da supersimetria
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W]

em (eorias regularizadas na rede. Isto pois marca inicialmente ¢ uso da supersimetria como
laboratorio para se estudar métodos ndo perturbativos de quebra da supersimetria em teoria
de campo.

Contudo, a medida que se estudaram os aspectos da Mecanica Quéntica Supersimétrica,
ficou claro que estas ideias tinham seus préprios méritos. ndo somente como laboratério
para teorias de campo. Um destes € obviamente a fatoragio de operadores como, por ex-
emplo, a Hamiltoniana, através da chamada invariancia de forma, pode-se criar categorias
de problemas com potenciais solGveis analiticamente, algumas fatoragdes eram conhecidas,
porém n@o sob a otica da supersimentria. Feynman menciona [9] as circunstancias sobre
as quals a hamiltoniana de um elétron emt um campo magunético pode scr escrita como um
quadrado exato ¢ de como estas estdo associadas ao magneton de Bohr . Existindo também
aplicagdes em métodos de quantizagio estocdstica e na equagio de Langevin, onde vemos
na formulagdo de integrais a aplicagdo da Mecénica Quantica Supersimétrica [28].

O oscitador harmodnico supersimétrico é o modelo mais simples na Mecanica Quin-
tica Supersimétrica [99]. A sua encrgia € dada por Eny o, = w [(np + 5) + (nr — 3] .
onde cada nivel € caracterizado pelos niimeros de ocupagéio ng ¢ np. Vemos do mesmo que
o estado fundamental possul energia zero. A energia de vibragdo de ponto zero do bdson é
cancelada pela energia de vibragéio negativa de ponto zero do férmion. Este aspecto é o que
produz o cancelamento do infinito na energia de ponto zero em teorias supcrsimétricas. Nas
teorlas de campos ordinarias, a energia de vacuo € forgada a zero por um principio chamado
ordenamento normal dos operadorcs de criagdo e destruicdce. Este principio nio parte de

nenhum cutre principio basico da teona quantica de campos, € pots calocado a mio, ou
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seja, ndo decorre de uma explicagio plausivel (dedutivel) em teorias nio supersimétricas.
O ponto zero de vibragio ndo pode ser fixado aleatoriamente, ele é completamente real
{fisico) no sentido que sdo responsdveis pela corregio radicativa dos niveis dc energia dos
atomos (the Lamb shift).

Este cancelamento natural da energia de vdcuo atraiu muito interesse pela Super-
simetria. Esta propriedade ndo ocorre somente em teorias supersimétricas livres (sem in-
teragao) como no oscilador harmonico, pode ocorrer também para teorias com intcragio.
Podemos também pensar no oposto deste procedimento. ou seja: se em uma teoria pura-
mente bosonica a cnergia de ponto zero for ndo nula, paderemos tentar cancelar tal energia
bosbnica de vibragdo no ponto zero, introduzindo alguns graus de liberdade ficticios, de
natureza fermidnica. A legitimidade para tal procedimento ndo € diferente da usada no
ordenamento normal. A nova hamiltoniana efetiva teria pois supersimetria, ou seja uma
simetria que relaciona bdsons reais (fisicos) com férmions ficticios (ndo fisicos). Isto tdm
sido estudado em teoria quantica de eampo.

A Hamiltoniana supersimétrica de Witten [33], H = §[p* + W?(x) + o,W'(2)].
apresenta interac¢do tipo bdson/bdson ¢ boson/férmion; ja para uma teoria livre, como no
oscilador harménico, estas interagdes sdo desativadas, ou seja W = kx, a frequéncia de vi-
bragdo é a mesma para férmions ou bésons. E ébvio que também para as duas interagdes
referidas acima a constante de acoplamento é a mesma. E esta propriedade nas teorias
supersimétricas que permite o cancelamento das divergéncias quando se usa teorta das pet-
turbactes. Os diagramas de Loops na teoria de perturbagdes para o bdson e para o férmion

geram contribuicdes com sinais opostos, e como a constante nos vértices dos diagramas sio
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iguats isto poderd levar ao cancelamento mituo das contribuices infinitas provenientes dos
loops do béson e do férmion. Contudo, a supersimetria ndo ¢ suficiente para eliminar a di-
vergéncia completamente, mas fard com que haja uma redugiio no grau das divergéncias
ultraviolcta: as divergéncias que ainda persistirem siio tornadas menos dristicas. (uma lei
de poténcia vai a uma divergéncia logaritmica). Se a teoria supersimétrica possui simetrias
adicionais, entdo poderiamos em fese eliminar as divergéncias restantes. Um primeiro ex-
emplo que foi definido em teoria quintica de campos em D=3+1, livre de divergéncias foi
a teoria superstmétrica de campos de gauge do tipo N=4. O cancelamento das divergéncias
nas teorias supersimétricas € importante na obtengio de uma teoria quantica para a gravi-
dade, onde o parceiro supersimétrico do graviton com spin 2 é o gravitiono, uma particula
hipotética com spin 3/2.

Neste trabalho, estamos interessados em apresentar aplicagdes da Supersimetria
Mecénica Quantica; este é composio de cinco capitulos. No primetro capitulo, tratamos da
quebra espontinea da Supersimetria em Mecanica Quintica e centramos em certas ambigu-
idadcs no formalismo para quantizagio. No segundo capitulo, abordamos a supersimetria
em processos estocdsticos, com vistas a abordagem de um modelo com turbuléncia. No ter-
ceiro capitulo, analisamos a estabilidade de solugdes soliténicas do tipo parede de dominio
para determinadas classes de potenciais de interagio para os campos. No quarto capi-
tulo, analisamos um modelo supersimétrico onde uma particula carregada esta submetida a
um carmpo eletromagnético estendido e analisamos a possibilidade de existéncia de carga
central. E, finalmente, no quinto capitulo, reunimos as Conclusdes Gerals € as Perspecti-

vas de futuros projetos. Os Apéndices neccssdrios ao entendimento dos capitulos, quando
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necessarios, encontram-se ao final dos mesmos. Apéndices Gerais sdo também disponibi-

lizados para assuntos comuns aos diferentes capitulos.



Chapter 1
Quebra Espontinea da Supersimetria em
Mecanica Quéantica

Neste capitulo, mostramos como a quebra esponténea da supersimetria pode ocor-
rer em Mecénica Quéntica Supersimétrica na sua formulacfio em campos componentes, e
discutimos como esta quebra se apresenta em termos de supercampos. Analisamos explici-
tamente o caso do modelo-sigma supersimétrico unidimensional. Estudamos, no dmbito
deste modelo, certas ambigiiidades geradas pelo formalismo de quantizagdo cunénica, ¢

propomos um modo experimcntal através do qual poderemos resolver tal ambigiidade.

1.1 Introducio

A supersimetria leva, como se vé no Apéndice 1.A, a uma degenerescéncia dupla na en-
ergia, E, nos modos fermibnicos e bosdnicos, ndo necessariamente para E=0; ou scja o
férmion e seu parceiro bosonico possuem a mesma massa, experimentalmente isto nio se
verifica. Portanto se u supersimetria € realmente realizada na natureza. ela deve scr que-
brada. A supersimetria tem caracteristicas diferentes das demais simetrias internas. uma
destas caracteristicas é que ao comtrdrio das simetrias internas, a supersimetriz pode scr
quebrada mesmo para teorias com graus de liberdades finitos, fermidnicos e bosnicos.
Portanto podemos falar em quebra espontanea de supersimetria em mecinica quantica. O
interesse em quebra de supersimetria em mecinica quantica fica ébvio quando verificamos

que resultados obtidos em quebra espontinea de supersimetria para mecanica guintica su-
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persimétrica sdo generalizados e levados para teoria de campo. Neste capitulo comentamos
alguns destes resultados, e partindo de um modelo supersimétrico bastante genérico na
abordagem de supercampos, restringimos 0 mesmo e entéo recaimos no modelo sigma néo
linear supersimétrico em mecanica quantica. A partir daf analisamos a quebra da super-
simetria neste modelo na abordagem de supercampos, diferentemente da abordagem de
Witten que € em coordenadas componentes. Verificamos condi¢es para que aja qucbra da
supersimetria nesta abordagem de supercamipos, analisando como a quebra da supersime-
tria se apresenta nesta abordagem. E comparamos como a condi¢iio necessdria para que
aja quebra neste mesmo modclo sigma nio linear supersimétrico, agora na abordagem de
campos componentes ou mais apropriadamente coordenadas componentes que nio é pro-
priamente a abordagem de campos componentes de Witten, a abordagem aqui empregada
estd ligada de forma clara & ambigiiidade na definicio de grandezas relacionadas quando
da quantizagdo do modelo e ndo somente na topologia do operador superpotencial,

A quebra da supersimetria na abordagem de supercampos é particularmente interes-
sante, porque a partir dela espera-se poder calcular os superpropagadores para este modelo
em um caminho algébrico sem qualquer aproximagdo: todos os resultados sendo exatos em
todas as ordens no parametro de quebra da supersimetria, tal como feito em outro modelo

naref, [10].
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1.2 Quebra da Supersimetria na Proposta de Campos
Componentes

A Hamiltoniana de Witten

1., i '
H = §5Lp‘ + W2z) + oW ()] (1.1)

da mecanica quintica supersimétrica cm campos componente ou melhor coordenadas com-
penentes [?] possui em uma forma nitida, uma propricdade encontrada em todos os mode-
los supersimétricos, que € o fato de se ter a interagdo bdson béson represcntado pelo termo
W2(z), e béson férmion representado por o, W'(x], ou seja sdo determinadas pela mesma
fungao W (x).

Como visto no apéndice C, W(r) é proveniente do superpotencial V() por W(z) =
V(). por uin vicio de linguagem chamamos W (x) de superpotencial também.

No apéndice 1.A vemos que a degenerescéncia dupla que ocorre em todos os niveis
de energia com E > 0, € devido exclusivamente a dlgebra de supersimetria ou seja nio
depende de W (z). Também vimos que a energia do estado fundamental é niio negativa e
novamente 1sto vern da dlgebra supersimétrica e é independente da fungdo W (x ).

Sabcmos contudo que em qualquer simetria interna ordindria realizada em um dado
modelo, se {H,Gg| = 0 onde G € o gerador da simetria S, e se o vicuo € aniquilado
(5|0 >= 0 ou seja o estado fundamental é invartante pela simetria S, {e portanto temos
um (nico vdcuo), entdo nestas duas condigdes dizemos que tal simetria S nfo se quebra
espontaneamente. No caso da supersimetria um exemplo de supersimetria exata é o 0s-

cilador harmdnico supersimétrico onde W = wz.
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1.2.1  Topologia do Superpotencial e Energia de Vacuo

Nos aspectos gerais citados acima, a fungio W (z) nio importava propriamente, ja que a
dlgebra € quem definia tais resultados. Porém um outro aspecto que permanece em qualquer
teoria supersimétrica, apresenta uma dependéncia curiosa de W (z). que é como W(z)
nfluéneia na quebra da supersimetria. Isto foi estudado por Witten [?], que chegou a
uma elegante propriedade. A presenca ou ndo de um estado degenerado com Encrgia E=0
(estado fundamental), é determinado por propriedades topologicas de W {x) e nio depende
de sua forma particular. A generalizagao desta observagéo leva a critérios de quebra da
supersimetria em teorias de campo,

Mais propriamente se queremos cstudar o estado fundamental da teoria em (1.1),

consideremos a hamiltoniana definida por

H={Q-.Q.}= ( - H ) (1.2)

onde Hy = ATAT e AT = %[:bz’p + W{(x)]. sendo que A~ é adjuntade 4" e vice-versa.
O problema para se obter os estados com energia £ = 0. reduz as equagdes H ¢ = 0

ou H. = 0, as quais sio equivalentes as eq. A7v = 0 ou AT¢ = 0. Vamos definir as

solugdes das equacdes ATy = 0 por ¥, Os sinais + correspondem aos autovalores de o3
Segundo a definicao de A= como acima, A*y = 0 fica na forima

d
(o W) (1.3)

a solugdo desta equagio € dada por:

Wy =C exp[i/ W{x"de']. (1.4)
0
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Contudo para que ¢, seja rcalmente autofuncao da hamiltoniana H. ela deve ser de quadrado
integrdvel. Para que v em (1.4) seja de quadrado integrivel exigimos
.
f W({z')dz' ~+ oo com r — +o0, (1.5)
0
€ para ¥, exigimos
r
/f Wi(az")ydz' -» —oc comzx — +oc. (1.6}
4o
As condigdes de normalizagdo acima sa0 as que interessam para as argumentacaes que se
seguirdo, (ndo estamos considerando normalizagdes para ¢, oscilante em x — +£o0).

As duas condigdes (1.5) e (1.6) sdo nitidamentc incompativeis, entio apenas uma
destas fungdes ¢, pode ser normalizada. Conseqiientemente, se existe estado com uma
energta £ = 0, entdo ele nio serd degenerado. Este estado dentre as fungdes v_ é aquele
cuja fungao for normalizdvel.

Se porém nenhuma das condigdes (1.5) e (1.6) ocorrer, entdo ndo ha fungio normal-
1izdvel com encrgia E = 0. nestc case a ndo negatividade do espectro da hamiltoniana
supersimétrica implica que o estado fundamental tem energia E > 0.

Condigoes (1.5) € (1.6), sdo o que chamamos anteriormente de condigdes globais
(topologicas) do superpotencial. Uma deformagiio suave do superpotencial Wiz) dentro
de uma regido finita ndo fard surgir ou desaparecer um estado com energia £ = (). Por isto
se diz que tal estado com E = 0 tem uma invaridneia homotépica sobre deformagées do
superpotencial,

As condigBes acima tomam uma forma simples quando W () tem o mesmo sinal para
r — oo, Quando os sinais de Wz} sdo 1guais nos limites £ —» oo, entiio nenhuma das

condigdes (1.5) € (1.6) ocorrerd implicando em E > 0, esta € a situagfio para W) = 2.
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Por outro lado se W (x) tém sinais diferentes no limite * — +oc, entio uma das
condigdes acima se produzird. Neste caso onde a forma particular de W () ndo interessa.
o estado fundamental tem energia E = 0. O exemplo mais simples é o oscilador harménico

o qual corresponde a um W) = wz.

1.2.2  Quebra Expontanea da Supersimetria

De modo similar a outros tipos de simetria, a supersimetria pode ser quebrada espontanea-
mente, porém aqui em supersimetria existem algumas caracteristicas distinfas na quebra
comparada a outras simetrias. Lembramos que a qucbra espontinea de simetria € ¢ fato de
se ter H invariante sobre certas simetrias S (transformagdes) ou seja [H, G| = 0. onde G,
€ o gerador desta transformacéo, porém o estado fundamental |0 > ou vécuo da teoria nio
¢ invariante, G,|0 > 0.

No caso de simetrias ¢xatas, sem quebra espontinea , os geradores da transformacao
aniquilam o vdcuo quando eles atuam sobre o mesmo G |0 >= 0. Isto significa que o vacuo
permanece invariante sobre transformagdes do tipo exp(iaG), onde o é o parimeiro da
transformacao.

Os geradores da supersimetria sdo os operadores @7s. Logo se a supersimetria é
exata, Q0 >= Q2|0 >= 0, ou seja existe um estado com energia zero c o inverso também
¢ verdade.

Se tivermos um estado com energia zero ndo existe quebra, a supersimetria é exata.
Se a supersimetria é exata uma implica¢fio direta € que as massas dos bésons e dos férmions

sd0 degeneradas, o que contradiz a realidade que medimos. A quebra da supersimetria é
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pois extremamente importante. Se a supersimetria € realmente realizada nas particulas
elementares, entdo ela é necessariamente quebrada espontaneamente.

No exemplo visto de supersimetria em mecanica quantica, verificamos que sua que-
bra espontdnea estd relacionada com a topologia do superpotencial. Os sinais de W (z)
nos limites ¢ — o0, sdo caracteristicas topolégicas no sentido que tais limites ndo sdo
alterados por deformagdes do superpotencial. Uma importante distingdo entre a quebra
espontanea de supersimetria € a quebra de uma simetria interna ordindria, € que, para a
supersimetria @ quebra € possivel em um sistema com um nimero finito de graus de liber-
dade. como por exemplo na mecanica quantica supersimé(rica, isto € verdade até no caso

de um dnico grau de liberdade bosénico e um grau de hiberdade fermidnico, como vimos

depende dos sinais de W{z) para ¢ — +oc.

1.2.3 Modo Zero em Supersimetria

Como ji dissemoes, a presenca ou auséncia de niveis com encrgia zero estd relacionado a
caracteristicas globais do superpotencial, ou seja de suas caracteristicas topolégicas. Witlen
analisou em detalhes estas questdes e fez uma formulagiio geral para a mesma.

Em tecrias de campos, ¢ papel de niveis com energia zero € desempenhado pelos
chamades modos zeros. Estes modos, analisados em sistemas de Fermi por Jackiw e Relbi
[12] levaram a um subseqiientemente e significante desenvolvimento da teoria de campos.

Como um exemplo simples constdere a teoria de campos em duas dimensdes (1+1)

ne espage tempo com a lagrangeana

1 —
L= (0p) = Ulp) + ¥li7,0: — gp)¥ (1.7)
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onde ¢ é um campo escalar real , ¥ é um campo fermiénico , e g é a constante dc acopla-
mento boson/ f érmion.

Para determinarmos o espectro de particulas devemos primeiro determinar estado
fundamental (vicuo), j& que as excitagdes de uma particula sio os quanta de pequenas
vibragbes em torno do vicuo. O vécuo corresponde ao minimo da energia potencial, Com
o objetivo de determina-lo, resolvemos as equagdes cldssicas do movimento para a parte
bosdnica da lagrangeana no limite ¢ — 0, e realizando pequenas flutuagdes em torno
da solugao classica obtida e nos restringimos ao termos lineares. Escrevemos por w(x) a
solugéo da equagio de movimento cldssica, correspondendo i energia minima. Esta satisfaz

a equacio

¢ OU(p)

9xz  fy
Podemos perguntar: qual € o espectro das excitagdes fermidnicas dentro deste campo

bosonico classico @ (z}? Para tais excitacdes temos
(iv,0s — mlz)h(z. t) =0 (1.8)

onde m(z) = gy.(r). J4 que p () é uma fungio de x . Podemos procurar uma
solugdo em (1.8) com a forma (2, £) = exp(—ewt)y(z) substituindo dentro da eq. (1.8)
encontramaos
Hpy(x) = wi(z),
Escolhendo vy, = —aq, 7, = —ios, para matrizes gama bidimensionais, a Hamiltoniana

Hp fica Hp = axp — aym(x), ou seja,

Hps = —(Fip + m(z)). (1.9)
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A forma desta hamiltoniana é similar a de A+ visto anteriormente onde m{z) faz o
papel de supercampo. Podemos usar critérios andlogos aos anteriores usados em A= no
que se refere a existéncia naquele caso, de um nivel com energia zero para entio aqui deter-
minarmos sc existe solugdio da eq. de Dirac 1.8 com autovalor w = 0, ou s€ja com encrgia
zero. Portanto vemos que similarmente temos a solugfio 3, = C exp[+ fo miz')dz'] se
for normalizdvel, ou seja se o sinal de m(z) no limite x — +oo, sdo diferentes, ou seja se o
cantpo de bdson . (z) tiver sinais diferentes no limite assintético x — +oc. Observemos
que como antes estas condi¢des sdo necessdrias mais nfio suficientes. A existéncia de es-
tados fermidnicos com energia zero em teoria de campo foi um resultado que atraiu muito
interesse. Estes modos zeros foram posteriormente descobertos experimentalmente em
uma andlise das propriedades de condutividade de um polimero linear o poliacetileno. A
lagrangeana efetiva para este sistema ¢ andloga a discutida acima. Solugdes cldssicas estati-
cas para um campo de bdson pode ter sinais assintéticos diferentes nos limites z — +00.
em modelos onde solugdes solitdnicas sdo possiveis. Solugdes solitdnicas existem no mod-
elo descrito pela lagrangeana 1.7, porque o potencial V(i) é 0 pogo duplo. Existe portanto
uma relagio entre a existéncia de modo zero fermidnico e a existéncia de sélitons no setor
bosénico. Estas solugbes solitdnicas sfio estados fundamentais (vicuos) nfio triviais no que
se refere a topologia.

A relag@o entre 0 modo zero e a topologia foi explorada por Witten [11] para encontrar

critérios para a quebra espontanea da supersimetria. Ele introduziu a quantidade

A’w:ng—n?r, (1.10)



1.2 Quebra da Supersimetria na Proposta de Campos Componentes 15

onde nj ¢ n? $30 0s ndmeros de estados bosdnicos e fermidnicos com energia zero. Aw =0
¢ uma condi¢do necessdria (mais ndo suficiente) para a quebra espontineas da supersime-
tria.

Se Aw # 0. entdo pelo menos um dos ndmeros 7Y ou n‘} ndo é zero isto é existe
estado com energia zcro, entdo a supersimetria € exata. A quantidade Aw € chamada de
indice de Witten.

Partindo o espago de estados, em dois subespacos, estados bosdnicos e fermidnicos,

um vetor de estado pode ser representado na forma

B
@:(F) (1.11)

nesta representacao, um gerador de supersimetria leva estados bosdnicos em estados fer-

midnicos e vice-versa e € representado por

0-(5 %),

onde @ ¢ hermitiano; logo M e M* sdo adjuntas uma da outra. Estados com energia
zero sdo aniquilados pelo operador @ ja que H = (2. De acordo com (1.11) e (1.12),
estados bosdnicos e estados fermidnicos com energia zero satisfazem as eqs. MB = 0
e M*F = 0, respectivamente. Estados bosdnicos com energia zero formam o nicleo
(Kernel) do operador M, enquanto estados fermidnicos formam o nicleo para M*. A

dimenstonalidade do niicleo € precisamente igual ao mimero de estados com energia zero:

7y = dim KerM, 5} = dim Ker M (1.13)
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A quantidade
ind M =dim KerM — dim KerM*

¢ chamada por definicao de indice do operador M. Segue de (1.10) ¢ (1.13) que o indice de

Witten € 0 mesmo indice do operador M ou seja
mdM = A, (1.14)

A relagdo acima tem se provado (itil em ambos os lados, Como o operador indice é
uma caracteristica topolégica de M, ele nido muda quando o opcrador A sofre pequenas
deformagoes. entdo (1.14), pode ser usado para determinar o indice de Witten e assim a
possibilidade de uma quebra espontinea da supersimetria dentro de algum modelo em teo-
ria de campo. Fazendo portanto uso da invaridncia do indice de Witten sobre variagdes de
pardmetros da teoria (massa, constante de acoplamento, volume), podemos variar contin-
uamente tal teoria nestes parametros até uma forma na qual o indice de Witten possa ser

calculado explicitamente.

1.3 Quebra Espontanea de Supersimetria na Proposta de
Supercampos

Consideremos o modelo semelhante ao visto no apéndice C, ou seja o modclo definido por
1
S = /dtdgﬂ(;D“(I)Dﬂ@%—ﬂf((I))) (1.15)
onde

D = B(t, 01, 0,) = (t) + 180, (t) + 610, F(t) (1.16)

é o supercampo real e V{®) é uma fungio genérica do supercampoe a € {1, 2}.
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Obtemos, realizando neste modelo uma transformagio de translacio global
08% = iL", ot = i€°8, (1.17)

sobre o supercampo definido no superespago F, parametrizado por (¢, ;. #,), uma repre-

sentagdo diferencial para as cargas supersimétricas e para as derivada covariantes.

.
— a’éabﬁbg D, 9

d
o : b
QG - aga at + zéabg s

~ 500 at

a partir das quais, definimos a dlgebra [Q,, Q] = 64 H. E ap6s integrarmos (1.15) em

d*f e via transformacdo de Legendre, obtém-se a hamiltoniana correspondente

1 1 .
H == 1/2p2 + 51/!2(3:) -+ ‘-2*1/!”(.'17)0'3,

Usando o teorema de Noether para a translagdo acima (transformagio de supersime-

tria), obtemos a seguinte representagfo para as cargas
Q1 = o1p + g.V'(2) Qy = —oap + o, V'(x),

onde o1,09 € o3 sdo as matrizes de Pauli. Realizando entdo a quantizagio candnica e
usando a dlgebra das supercargas obtemos as relagdes de comutagio para os campos com-
ponentes. A questdo que se coloca, é que este modelo invariante acima ndo foi escrito na
representagio mais fundamental. E possivel pais obter um modelo invariante ainda mais
geral que o precedente, queremos dizer com 1sto que podemos escrever um modelo em
uma representagio da supersimetria que seja ainda mais fundamental, e passamos a isto

agora escrevendo um modelo similar ao anterior porém na representac@o quiral. Para isto
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realizamos a seguinte transformagio de reparametrizagio como no apéndice B
9=91+'£.92, §:91 —z‘92. (1.18)

Esta reparametizagfio fard a passagem do superespago parametrizado por (z, 01.8,) para
0 superespago parametrizado por (t, §, 8), onde definiremos o que chamamos de repre-
sentagéo quiral, a barra sobre um objeto representa o complexo conjugado deste objeto.

Procedendo pois a reparametrizagio teremos:

D _0 _ipd _ o iga
E 0 A B 1
=L 4 1gd w— O 10
D=~ a6 296 D a8 296£

%]

levando a seguinte dlgebra [Q.Q]. = He Q> = @ = 0. E importante também que

reparemetrizemos o supercampo (1.16) definindo-o no superespaco (£, 8, ), portanto
¢ = B(t,0,0) = z(t) + Op(t) — 8 H(t) — 200F(t), (1.19)

isto possibilitard a comparagdo com a representacdo mais fundamental do supercampo, ou
sejd a representagio quiral.

Finalmente passamos a definir a representagio quiral do supercampo no superespago
{t,0, 6),0 mesmo pode ser obtido escrevendo a fun¢lo mais genérica possivel neste su-

PETespaco ol sejd.
Q= X(t)+06(t) + 8C(t) +80Z(),

onde X {¢) e Z(t) sdo componentes complexas bosdnicas e ¢{t) e {(¢) sdo componentes

complexas fermidnicas. Impendo sobre £ o vinculo que chamames de vinculo quiral left

DQ =0
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e resolvendo, obtemos o supercampo quiral que dizemos ter quiralidade feft,
Q= U(t,0.0) = X(t) + 06() + %Eex(t) (1.20)
definindo t = ¢; — %59 e substituindo no supercampo quiral (1.20) e expandindo

Uity 0) = X{tr) + 0¢(ty). (1.21)

Analogamente o supercampo quiral right pode ser definido por D2 = 0
T(t,0,6) = X(t) - 0 o(t) — —00X(t) (1.22)

e agora definindo ¢ = ¢ -+ 66 e substituindo no supercampo quiral (1.22) e expandindo

W(tg.0) = X(tg) — 0 o(tr). (1.23)

Portanto a representagdo inicial do supercampo (1.19) se divide em dois setores um
left e um right, contudo a representagio da (supersimetria) translagdo no superespaco (1.17)
ndo ¢ exatamenle o produto de duas representacdes menores da transformagio de super-
simetria 6§ = £, 6ty = i@ e 66 = € , §tp = i£0 , porque como vemos o pardmetro da
translagido em cada setor ndo € o mesmo, logo ndo temos uma carga supersiméirica definida
em cada setor. Poedemos verificar que a representagao do supercampo em (1.19) é obtida
direto da soma dos supercampos de cada setor ou seja das duas representagdes nio equiva-
lentes (1.21)e (1.23).

$(1,6,0) =T(t,,0) +V(tg,0)

usando a definigfes t = t;, — %59 et =tp+ %@9 obtemos,

B(t,8,0) = X(t) -+ 0o(t) + %59}{@) + X(t) - 8 ot) - %@9?(0
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logo
®(1,6,6) = 2Re(X(t)) + 6¢(t) — 6 &(t) — 66 Im( X (1)). (1.24)

Identificando a representa¢io do supercampo acima (1.24) com a do supercampo (1.19),

teremos o seguintc resultado,

(_)

8(1) = o), z_c) tm(X (1))

com estas identificacles a representacio inicial pode ser escrita a partir da representacio

quiral left e right.

1.3.1  Acdo Definida com Supercampo na Representacio Quiral

Generalizando pois o modelo (1.15), podemos escrever agora um modelo em termos de um
inico supercampo quiral, onde igualmente em (1.15) as derivadas da componente bosdnica

nao sao superiores a dois,
S = /dtdﬁd?[U(Q P)D DD + V(®, D)), (1.25)

onde U(®, ®) e V (@, ®) sio fungdes reais do supercampo quiral.

Nosso objetivo € mostrar como a quebra da supersimetria na formulagio de super-
campos neste modelo (1.25) com supercampos quirais se apresenta. Antes porém vamos
ver que tipo dc sistema fisico este modelo pode representar. Usando a digebra apresentada
no apéndice 1 B podemos integrar em dédf e assim abrir em componentes a a¢io acima,

obtendo

_ 2, Z) (& F - o + o) + Lp 0BT 120V (2. T) 1.26
S—K/dtll(rai“)(m UV SUY) + i 2:': aI +  (1.26)
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10U ) icU.T) 10 V(eT) 103V(eT),

=t 1
vt 2" oz Toer T oz 29r  Bx

Podemos restringir nosso modelo definindo:

1

- 1
L'r (b,(b] = o m——————
(2.9 2(1 — gb®)?

V{d &) =0,

e assim representando o modelo sigma supersimétrico em mecénica quantica com simetria

0O(3) ou O(2,1) [13] dependendo do sinal dc g ser negativo ou positivo,

S :/dtdf)dgl D(bD.?
2(1 - g®®)?

em coordenadas componentes fica

g " 1 1 &7 z‘"-f,+z'—_r)+zi(_“ j:f~§:z:)
= - ro— = — b — ) . i
2(1 ~ gx®)? TETQYE T w I¥Y (1 - gzT)®

Os momenios candnicos associados sao:

JL " ¥ = _ 8L __ 3  Eoefaly o E
Pr= g5 = grgme T %9%"“’(1—; 73 P = 5 = gy IV
_ 8L __ _i_ ¥ _a8L __ _i__ ¥
Py = 55 2 {1-gz7)? Py = 50 T T2{lgezy
a hamiltoniana cldssica deste modelo é
H. = (1= gz7)°p.p: + igpw(l — 92%)(ps7 — D7 T) (1.27)
o~ iy
onde p = e

Este modelo possul vinculos de segunda classe, calculando pois os parénteses de
Dirac para as varidveis candnicas ., p, € ¢ , encontramos as seguintes relages de comu-

tacao ja pensando ¢m uma quantizagdo canonica,

[I,px] = {T:p'_x] =, [{Ps @}-'r =1
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Usando a transformagio dos campos componentes e via teorema de Noether (vide

apéndice C), obtemos os geradores da supersimetria.

Q= —i(l - gaZT)p,p . Q=141-gzT)p: P (1.28)

Também via tecrema de Noether obtemos os geradorcs das transformacdes dos grupos O(3)

e O2, 1),

= ( g [ ) ( ‘ )‘ ( " )

L3 == 555}%: - zfﬁ; - ﬁ(p

Salientamos contudo que durante o cdlculo da hamiltoniana , dos geradores de su-
persumetria e dos geradores dos grupos O(3) e O(2,1), niin nos preocupamos com o of-
denamento das varidveis candnicas bosdnicas, ou seja ndo estdvamos ainda prcocupados
com a quantizagdo do modelo, portanto podemos ter outros resultados para estas grandezas
que difiram de alguns fatores. Isto realmente pode gerar uma certa ambigiiidade real na
defini¢éo destas grandezas. O que queremos dizer € que o tormalismo usado nos leva a
concluir que algumas caracteristicas fisicas do modelo poderdo ser alteradas dependendo
do ordenamento adotado para as varidveis candnicas, quando da quantizacido do mesmo. O
que € estranho ja que as caracteristicas fisicas do modelo ndo deveriam depender do for-
malismo, revelando pois uma falha no formalismo na transi¢do do modelo cldssico para o

quantico.
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1.3.2  Quebra da Supersimetria na Abordagem de Supercampos

Analisamos agora como a quebra de supersimetria se apresenta no modelo sigma nao linear

supersimeétrico referido acima, porém vamos adicionar mais um termo na hamiltonianza
V(3 @) = —2i In(1 — g3&) (1,30)
g

este termo € o potencial eletromagnético que permitird incluir em nossa a¢do um campo

eletromagnético, com a seguinte simetria dc gauge,
V(®,®) = V(@) +iQP, @)

onde Q(®, &) é uma funcio real qualquer dos supecampos.

Portanto a agio que temos agora é

_ /1 D&Dd e _
S = dtdfdf | - ————— — — In(1 — g®d 1.31)
/ (2(1 oea) 29 9 )) (

A idéia € expandir o supercampo em torno do valor ¢sperado do mesmo 1o vacuo, e
€SCrever a nova agao em termos deste supercampo definido como sendo flutuagdes quanti-
cas em torno do valor esperado do supercampo no vidcuo. Desta forima a condigdo para gue
aja quebra da supersimetria surge de forma explicita na acio.

Para expandir o supercampo calculamos o valor esperado no viacuo dos campos com-

ponentes. No caso do campo componente fermidnico tém-se:
<P >=0 (1.32)

Isto pode ser visto através da regra de supersele¢dio de Fonda e Guirard, também a simetria

de rotagdo seria quebrada se fosse diferente. O valor esperado no vécuo para o pode ser
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calculado a partir das transformages de supersimetria dos campos componentes.
3 = —dgx, dx = —et, St = —iex, ST =2y
portanto, 2’ =z + dz = <2’ >=<T> —€<P >0 que nos fornece usando (1.32)
<z >=<z>= 14

ou seja o valor esperado no vicuo do campo & ndo muda por uma transformagio de super-

simetria. Também ¢’ = ¢+ 6¢p = < ¢/ >=< 4 > —i€ < & >, e usando (1.32)
Ta =< & >=1{.

O supercampo ® expandido em torno do valor esperado no vécuo terd a seguinte

forma em campos componentes
to . :
=zyta,+ 00, + §9|9(:‘Cd + &)
que pode ser reescrito na forma:
t—
(I) = A + 5991‘,;

onde A ¢ um supercampo definido por A = z, -+ z; + 81, + 166z, Notemos que se a
supersimelria ndo é quebrada entido o termo . € nulo, contudo o estamos mantendo no
supercampo exatamente para que a agio ¢m termos dos supercampos, possa apresentar de
modo explicito os termos de quebra da supersimetria.

Expandindo a agio (1.31) em termos de

@ = A + 06, e T=4-
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Com um pouco de cdlculo e algumas consideragdes chegamos ao seguinte resultado

para a agdo em termos dos supercampos,

— /1 DADA e —
S={ dtdddf | -————— — —In{1 = gA A
ot (57 5 =T ) +

i g DA i i DA

——8 — — _§ -
1 (- ghR? 4 (1—ghRp
70 (ELA_: i Mg - Mg, JfT) ‘ (1.33)
4 1-gAA  27(1 - gAY 8(1 — gAA)?

Mostramos entdo como a quebra da supersimetria se apresenta neste modelo em ter-
mos de campos componentes se .y # 0. Na seccfio seguinte mostramos que o valor
esperado no vicuo < & >= iy neste modelo quantizado pode ndo ser nulo, portanto a
acao expandida em termos das flutuagoes quanticas tém a forma definida acima realmente.
Este resultado tém uma segunda importdncia no que diz respeito ao cdlculo dos super-
propagadores deste modelo, a partir deste resultado espera-se obter 0s superpropagadores
de modo algébrico sem qualquer aproximacio, ou seja todos 0s resultados sdo exatos para
todas as ordens no pardmetro de quebra r. bastando seguir o andlogo feito em alguns

modelos em teoria de campo na ref.[10].

1.3.3 Ambiguidade no Ordenamento des Campos Componentes
Quande da Quantizacio do Modelo Gerandoe Quebra de
Supersimetria

Para concluir este capitulo, falamos rapidamente de como a ambigiiidade no ordcnamento
dos campos componentes na hamiltoniana e em outros operadores, pode gerar a quebra da
supersimetria neste modelo sigma ndo linear supersimétrico com o campo eletromagnético,

definidos pela acdo (1.31), a0 se passar do modelo cldssico para o modelo quintico como
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verificado por [14]. Portanto analogamente ao que foi feito para calcular os geradores da
supersimetria (1.28) , os geradores das simetrias O (3) ¢ O(2,1) (1.29) e a hamiltoniana
(1.27), refazemos para o termo do campo eletromagnético (1.30), e entdo adicionamos aos
termos do modelo sigma nio linear supersimétrico obtidos antes, pois a aciio completa ¢
(1.31). E Apds o processo da quantizagdo candnica que nos fornece as seguintes relacGes
de comutacao

[z.p] = [T.F:] =i e [p, Bl =1,

rescrevemos os geradores

Q = p(—i(l — gTz)p: + {ag — &)T) . Q = (ip:{1 — g72) + (g — e)x)p
1 2 o 1 . e L _
L = —(Ps — gp.x° — igapp + Az). L, = —(ps — 9T°Pz + 1gT@¢ + AT,
Ve NG|

L3y =ixp, ~ iTD; — Py + A,
onde a A, A, \; sio pardmetros arbitrarios proporcionats a constante de Planck %. E foram
introduzidos em vista das relagées de comutagio, com o objetivo de gerar todas os possiveis
ordenamentos dos campos componentes que agora s30 campos componentes operadores.
Onde consideramos as defini¢des, @ = QT e (L_) = L_.

O objetivo € definir de modo necessario € se possivel suficicnte os ordenamentos
corretos para a quantizagdo do modelo; isto € feito obtendo a condigio necessaria para a
quantizagio correta que implica na condi¢do necessdria para o ordenamento correto. O que
estara nerteando esta quantizagio correta ou seja ¢ que chamamos de condi¢do necessirta
para quantizagiio correta, é a exigéncia de que as cargas ou grandezas conservadas que
existiam antes da quantiza¢io, continuem a existir apos; isto implica na exigéncia de que

as simetrias existentes na teoria cldssica, também existam apés a quantizacio (na teoria
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quéntica), ou em uma exigéncia menor quc a algebra dos geradores destas simetrias sejam
a mesma antes ¢ depois da quantizagdo, portanto a dlgebra das simetrias deve ser invariante
neste sentido.

Os geradores das simetrias do modelo estio definidos em termos dos pardmetros de
forma genérica no que diz respeito a0 ordenamento dos campos operadores. Estes pardmet-
ros receberdo vinculos ao impormos a invaridncia da dlgebra das simetrias deste modelo,
gerando uma condigdo necessaria porém como veremos ndo suficiente sobre tais pardmet-
ros, de modo a definir 0 ordenamento correto. Portanto ainda existirdo ambigiiidades no
ordenamento, que como veremos s6 serdo eliminadas via um proccdimento experimental.
Isto dentro da conjectura que ndo exista mais cargas conservadas ou simetrias neste modelo,
que possa definir de modo tnico todos estes parametros, isto representaria uma condigio
necessdria e sufictente sobre o ordenamento dos operadores o que nao temos aqui.

Passamos entdo a impor vinculos sobre os pardmetros a A, A, As através das relagdes
de comutagéo para os geradores, (L, L_] = 2sinal(g)ls, [Ls, Ly] = +Ly, (L, Q] =
L+.Q] = [L3, Q] = [L3.Q] = 0obtém-se A = —ife + (1 —a)gle A3 =e/g+ 2 —a A

hamiltoniana é obtida de:

H =[Q,Q)s = (1 — gaT)p.pa(l — gaT) + %(1 — 92T} xp, — TP )¢ ~ yos)+

1 ! 1 ! j—
““2;(1 — gxT){g — ¢'o3) + 1(92 - ¢" )7z,

onde ¢’ = g(1 — a) + 2e.

Vemos que atnda permanece uma ambigiiidade em sua defini¢do representada pelo

Fle

parametro a. Considerando as seguintes realizagdes [14, 15] p; = —i(l — gTr)=(1 ~

gzTr) ', P = il ~ g"x’:r:)(%(l ~gTr)" !, p = 0, , % = o_ e impondo as condi¢des de
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quebra vista no inicio deste capitulo,

ou seja (—2(1 — gf:::)% +{g —ag+ e)T)o,¥(z.T) = 0 e (—ifl — _gfzr)% - (g —
e)z)o_W(z,T) = 0, a0 resolver chega-se as solugdes: ¥; = f; (TY(L—gzax)'—ote9 ( (1] ) ,_
normalizavel no intervalo o > 1/2 + e/g ;¢ ¥y = f1{T){1 — gTx)* /9 ( (1] ) . normal-
izavel no intervalo & < 1/2 + ¢/g . Normalizagéo esta definida via produto escalar [13),
(¥, 0,) = 5—};1’? | ufzig)z\l'}llfg, integrando em todo o planose ¢ < Ocem |z < 1/g se
g > 0.

Para que a simetria ndo se quebre temos que ter pelo menos uma soluciio normal-
1zavel, o que significa que 0 modelo possui um tnico estado fundamental com energia zero
se a # 1/2+e/g. Caso nenhuma seja normalizdvel &« = 1/2+¢/g entdo a simetria se que-
bra, a quebra espontaneamente da supersimetria neste modelo deve ser igualmente vista na
aclo (1.33). Neste caso temos entdo que = 0 valor esperado no vdcuo de = € ndo nulo.
E para o caso em que nfio existe quebra o # 1/2 + ¢/g, o valor esperado no vdcuo de z

¢ nulo, pelo mesmo argumento anterior. Isto € estranho e serd comentado na conclusio a

seguir.

1.4 Conclusoes

Neste capitulo analisamos como a quebra pode ocorrer em um modelo supersimétrico em
mecinica quintica de modo geral. Apds isto definimos um modelo com supercampos

quirais e fomos capazes de restringi-lo ao caso do modelo sigma ndo linear supersimétrico



LA Apéndice - Positividade e Degenerescéncia da Energia: 29

contento um campo eletromagnético. Neste modelo analisamos como a quebra da super-
simetria se apresenta dentro da proposta de supercampos, ¢ jd que neste modelo pode ou nio
existir quebra espontinea de supersimetria dependendo do ordenamento dos operadores, o
valor esperado de  no vdcuo serd nulo ou nio, dependendo unicamente deste ordenamenio
dos campos componentcs operadores, quando da quantiza¢io do modelo. O que é muito
estranho ja que o valor esperado de & no védcuo a priori é algo mensuravel através de al-
gum experimento, e portanto serd zero ou ndo, o que implicaria que um dado ordenamento
dos operadores € correto ou ndo. O formalismo empregado pode entdo ser ajustado através

deste caminho experimental.

1.A  Apéndice - Positividade e Degenerescéncia da Energia:

Considere a dlgebra [@Q;, Q)+ = 20;; parai e k € {1.2}, logo temos [Q;. Q4] = 0 para
i #£ ke Qf«;) = H parai = k; entdo [Q;. H] = 0, e como H ou seja Q? € hermitiano
teremos que €; € hermitiano e portanto possui auto valor real.

Portanto se temos:
Qi) = g9y = Hoyy = 92‘?5(5),

dos fatos, {Q;, H] = 0 ¢ o autovalor g de Q); ser real jd que @; é hermitiano, concluimos que
a energia necessariamente € ¢> > 0 e que tém necessariamente uma dupla degencrescéncia
para ¢ # 0, para energia positiva definida, ou seja se Q¢ = ¢, para j # 1 =
Hyy = HQ 04 = Q;Hoyy = ¢* Qb = ¢*dysy: € tambem Quiydysy = Q0 Qydy;, =

~Q;Qudu = —9Q;d;) = —qd(;;. Completando nossa afirmagéo.
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1.B  Apéndice - Defini¢des e Algebra:

Temos as seguintes defini¢des para as derivadas covariantes:

_ 0 igd D=2+
9 2 8t T8 2ot

@:x+9u‘;+%§93’:, @:f_g@_%ggi;
A algebra fica pois:
DD, = il, D'=D"=0 0.9, - -l @ -¢' -0
T o’ R ot’

[D.Q], = [D.Q],= [D.Q,=[DQ], =

Aplicando a dlgebra acima na integral de uma fungéo genérica dentro do tipo W{2),

onde {2 é um supercampo bosénico qualquer niio necessariamente quiral:

. = —r - 1 — oW
—= FPW oW — W _——  OW . _
DDW = D®D®+ —_DD® DDW = —D®D® + —DD .

Hoad o 0®0P P

Se porém W for uma fung¢io dos supercampos quirais entio:

D&=D®=0, DOz, =% Ddly_s.,=1,

W oW W ow
DDW :aq)a@D@D@-F—a—@"i@:‘?DDWb G=p — Ery — i +*—E)EIJ
DDW AU I
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Chapter 2
Reducio do Espaco de Fase e a Transicdo para

o Regime de Instanton em Turbuléncia em
(1+1)

Neste capitulo, estudamos a turbuiéncia em dimensio (1+1) no formalismo da teoria
de campo, dentro de uma abordagem de Martin-Siggia-Rose que como veremos tém um
aspecto similar a proposta da supersimetria em mecanica quéntica de Witten. A analise
estd focalizada no comportamento assintdtico do lado direito da fungiio de distribuicio de
probabilidade (fdp} da diferenga de velocidades no fluido linear, onde ondas de choque néo
contribuem.

Devido a falta de suavidade das configuragdes de velocidades relevantes, um esquema
que preserva a simetria de BRS no espago de fase reduzido é executado, conduzindo a uma
teoria efetiva definida com poucos graus de liberdade. A soma sobre as flutuagdes ao redor
da solugdo de fnstanton € escrita como valor da expectagdo do funcional de campos fisicos
dependentes do tempo, os quais evoluem em acordo com as equagdes de Langevin. Uma
regularizagdo do determinante das flutuagdes € feita a partir do fato que o instanton domina
a acdo por um intervalo de tempo finito. A transi¢do do regime wrbulento para o regime
dominado pelo instanton € produzida através de corregdes logaritmicas na ag¢do de ponto de
sela, manifestadas em torno da mesma como uma correcio para a diferenga de velocidades

(pdf) que vai como fator multiplicativo de lei de poténcia.

32
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2.1 Introducao

Como comumente aceito através da enorme quantidade de investigages numéricas em tur-
buléncia, a intermiténcia, pode-se dizer rapidamente, é o desvio do comportamento gaus-
siano simples da fdp em sua parte assintética direita ou esquerda, ( cauda direita ou es-
querda). Estd intimamente ligada ao ntmero de dimensdes espaciais. O quadro fisico
fundamental que estimula esta observagio ¢ a longa vida de estruturas coerentes, as quais
participam de modo aproximado, ndo rigoroso como reservatorios locais de quantidades
conscrvadas. como energia; estas interagem mais intensamente em dimensdes menores,
perturbando de modo significativo o processo de cascata entre grandes e pequenos com-
primentos de escalas. E, neste sentido claro, que o modelo de Burgers de turbuléncia com
compressdo em dimensdo (141) [16] tem sido uma base rica para investigagio tedrica. In-
termiténcia € ai associada 14 a existéncia de ondas de choque, as quais sdo descritas no
limite ndo-viscoso, v — 0, por um grande e positivo gradiente de velocidade d,u ~ u2/v,
com suporte em regides pequenas de tamanho ~ v/ up. A teoria de Kolmogorov de regides
merciais [17], a qual leva as fungdes de estrutura S,{r) = {|u(r) — uw(0)|9) ~ 7293, hd
muito € conhecida por ndo levar ao mesmo comportamento em igual escala encontrado no
modelo de Burgers, S,(r} ~ r [16, 18], obtido diretamente do fato que o fluido turbulento
em uma dimensao pode ser tratado como um gds dilueido de ondas de choques, interpolado
por campos de veloctdades suaves [18, 19].

Um considerdvel impulso, motivando o entendimento da turbuléncia em uma dimen-
sdo, vém sendo alcancado nos Gltimos anos, com 4 ajuda de um nimero de propostas com-

pletamente diferentes, entre elas métodos em teoria de campo ndo perturbativa. Muitos
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esforgos vém sendo concentrados na determinagdo das diferencas de velocidades ou tdp
das diferencas de velocidades. E, agora, claro que a cauda assintética da fdp a direita ¢
a esquerda merece tratamentos separados. sendo os resultados da cauda esquerda foco de
algumas controvérsias.

Nosso objetivo neste capitulo € definir uma teoria efetiva para o cdlculo da cauda dire-
ita da fdp, mantendo os graus de liberdades mais importantes dentro da analise. Tentativas
iniciais neste problema foram feitas por Polyakov [21] e Gurarie ¢ Migdal [22] que encon-
traram expressoes na ordem mais importante. Nossa proposta esta ligada a uma abordagem
com instanton, o que foi empregado posteriormente. O cédlculo das perturba¢Ses ao redor
do instanton serd realizado neste capitulo. onde, depois de um procedimento de regular-
izag¢Ao natural do determinante das flutuagdes, corregdes logaritmicas de menor ordem de
importancia para a a¢io de ponto de sela emergiram. No processo de se definir a teona efe-
tiva, calculamos o detcrminante oriundo da transformagdo envolvida, através da introdugio
de campos fermidnicos de modo andlogo ao que se faz na supersimetria em processos es-
tocasticos. A teoria efetiva € definida de tal forma que preserve a simetria de BRS na acgio
da teoria de campo obtida (27, 28], ligado a propriedades gerais como renormalizagio ¢
existéncia de um estado estaciondrio estatistico (provado ocorrer dentro de uma classe de
“equagdes de Langevin puramente dissipativas”). Como veremos. este estado estaciondrio
estatistico dentro da classe das equagdes de Langevin puramente dissipativas esta direta-
mente ligado ao fato de existir uma supersimetna inteira para estes proccssos estocasticos

ou seja sem quebra espontinea da supersimetria.
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Este capitulo estd organizado como segue. Na Seg¢do If, comentamos alguns resul-
tados da supersimetria em processos estocdsticos e, apds isto, introduzimos as equagdes
basicas 4 serem estudadas e o formalismo de integral de caminho de Martin-Siggia-Rose.
O esquema de redugdo do espago de fase que preserva a simetria de BRS € realizado, e a
configuragio de instanton € definida. Consideramos as flutuagdes ao redor do ponto de sela
com o objetivo de calcular corregdes de ordens menores. Na Secio 111, usando as fungdes
de correlagdo obtemos o funcional, Na Secidio [V, mostramos que acima da primeira ordem,
a viscosidade ndo modifica o resultado jd obtido, em acordo com o limite de nio viscosi-
dade. Na Segdo V, comentamos as nossas descobertas ¢ discutimos possiveis caminhos de

pesquisa,

2.2 Reducao do Espaco de Fase Dentro do Formalismo de
Martin-Siggia-Rose

Na formulacdo por integrais de caminho surgem determinantes funcionais (Jacobianos),
provenientes de transformagdes dos campos. Estes determinantes podem ser expressos
como 1ntegrats nas varidveis de Grassmann. Um exemplo simples é quando temos uma
quantidade randdmica -y com uma fungdo de distribuicdo P(7) a qual satisfaz a condigio
de normalizagio | P{y)dy = 1. Considerando agora outra quantidade randdémica z, a
qual estd relacionada com a primeira pelo vinculo W{z) = ~, entdo € possivel se calcular o
valor esperado de uma fungio de z qualguer ou seja: < f{x) >= | f(z(v))P(v)dy onde

x(7y) é a inversa do vinculo W{z) = v.
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Contudo nem semprc o vinculo W(x) = + pode ser invertido, ou mesmo ndo &
desejdvel inverté-lo, ji que tal vinculo poderia ter alguma simetria que fosse interessante
conservar explicitamente. Neste caso temos que transformar a medida de integragio dy =
igé‘ﬂda: € entéo integrar, gerando o Jacobiano < f(z) >= | f(.?:)P(W(IJ)%d:E.

Este determinante pode ser escrito com uma integral nas varidvcis de Grassmann. E

definindo In(P) = ~* o qual é chamado ruido branco, ficamos com:
< flz) >= /d-r.af-?,--":(iaf(:s:)exp(W2 + yW )

W? + W’ u é exatamente o potencial supersimétrico como visto no apéndice 1.
Contudo o caso de supersimetria em modelos estocésticos que temos real interesse é

o que envolve equagGes semelhantes ou proximas a de Langevin,

i—f = —-Wi(z) +v(#) (2.34)

onde v(t) ¢ uma for¢a randémica com uma fungdo de distribuigdo Gaussiana chamada

ruido branco definido por:
]' ! ! =
P(v(t)) = [Dv] exp(ﬂ% fdtvg(t)) <v =0, <), v(t) >=ad(t—1), (2.35)

estamos usando os parénteses como convengio de produtdrios.
A equagdo de transformagiio agora € uma equagao diferencial (2.34), Reescrevendo

a distribui¢do com o termo do Jacobiano tém-se substituindo (2.34).

P(a(t)) = [Da] E—:] exp(—% / dt(% W)
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O Jacobiano pode ser escrito por: [§£] = [ [ [Dy] [DV¥] exp [ dtd[d, + W'(z), 4 subsii-

tuindo acima teremos:

// (Dy] | Dx]{ ]exp/dt (_%(-‘Z‘%+W( ))2+1,7J[dt+W’(x)]w),

Se fizermos o pardmetro o = 1, o qual determina a ordem de grandeza das flutuagoes

em 2.35, e eliminando a derivada total 2" (z) da integragiio, obtemos

P(z(t)) :/'[[Dw] [Dy] [D:r;]exp[dt (—%i’? - %W(m) +Pld, + W’(;r)]w).

Os objetos de interesse sdo as fungdes de correlagio mais propriamente a de segunda or-

2(t), a(t f/fm [ DY) (D] 2()(t')
exp[dt(—ga, — W () + Ufds + W)l )

A lagrangeana que obtivemos é a continuagdo analitica no eixo imagindrio da mesma

dem:

lagrangeana supersimetria em mecanica quantica de Witten,

1 —
L=38"- §W( x) +lidy + W' (z)]y. (2.36)

Também € interessante saber se o processo randdmico z(¢) possui ou niio um regime
de estado estaciondrio. A resposta a esta pergunta passa em saber se existe ou ndo uma
solugdo probabilistica estaciondria da equag@o de Fokker-Planck,

a_P oW (x)P) N EaazP
ot Or 2 92

A solugdo conhecida ¢ dada por: P ~ exp|—2 [*_dzW(z)].
Contudo, a mesma deve ser normalizdvel e, come vimos no capitulo anterior, esta

condigdo € andlega a condigdo para que ndc haja quebra espontinea da supersimetria em
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Mecanica Quéntica. Portanto, se a supersimetria neste sistema estocastico definido por
(2.36) ¢ inteira, ou seja, ndo tem a supersimetria quebrada espontaneamente, entiio existe
regime estaciondrio no processo randémico de x(1).

Dentro de nossa proposta, imaginemos que um fluido em uma dimensio é mantido
em um estado de constante turbuléncia, através da agdo de forgas randémicas externas.
Nosso ponto inicial de partida € entdo a versdo estocdstica do modelo de Burgers e nio
ainda Langevin (mais a frente recaimos em Langevin), definido pela equagio de Navier-

Stokes
Ay + udyu = vOiu + f (2.37)
Aforga f = f(x, 1) é considerada ser uma varidvcl gaussiana randémica, com valor médio
zero ¢ fungdo de correlagdo de dois pontos
(Flz. ) f(2' 1)) = D{z - 2")8(t - t') (2.38)
onde
D(z — ") = Dyexp{~{(x — z'}*/L?). (2.39)

Acima, L fixa a escala de comprimento macroscopico onde é assumido existir o escoa-
mento da energia. Com L — oc e sem viscosidade, surge uma regido intermedidria de
nimero de ondas, chamada regido inercial, onde o comportamento de escala entra em agio.
Fungbes de correlagio de N —pontos arbitrarias do campo de velocidade, pode a principio

ser calculada através do funcional de Martin-Siggia-Rose[27, 28],

Z = thlD-uDEDcexp(iS) (2.40)
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onde

?

S = /da:dtﬁ(atu + udpu — v&:u) + §/d:zrd:r’dtﬁ.(3:, thu(z'. 6)D(z — 2)

+ / dzdié(dyc + cOpu + ub,e — vdic) (241

As fungBes ¢z, t) e é(x, ) sio varidveis Grasmannianas. Estes campos entram no aparato
matemdtico como uma maneira para se calcular o Jacobiano nio-trivial definido na for-
mulacdo de tempo continuo [28, 29], e estdo relacionados com a correta normalizacdo das
fdp’s. A proposta de Martin-Siggia-Rose para teoria de campos deve ser usada para definir
uma expansao perturbativa envolvendo potencias de termos de convecgiio, onde o papel do
Jacobiano € justamente o dc cancelar os diagramas de tadpole. Todavia, é importante notar
que o procedimento perturbativo € essencialmente a expansio de Wyld [30], contaminado
com a bem conhecida incontorndvel divergéncia infravermelho para L — oo [31].
Estamos interessados em estudar aqui a estatistica da diferenca de velocidades Au =
u(p/2,0) — u{—p/2,0) de maneira nfio perturbativa A fdp para esta quantidade observével

pode ser calculada com [21, 22]

P(Au) = L /OO drexp(iAAu)Z(\) (2.42)

27 J_

onde

Z(A) = {exp{—iA[u(p/2,0) — u(—p/2,0)|}) = /D'&DuDéDc exp(eSy)  (2.43)

Sy =35 - Au(p/2,0) —u(—p/2,0)]. (2.44)
Consideramos o mapa analitico A — A nos préximos cdlculos. Nossos resultados, obtidos

no limite para A grande, estard entdo associado coma cauda direita da fdp. onde as ondas de
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choque nio contribuem. A agfio S é invariante por BRS, dadas pelas seguintes variacoes:
de=0,0u=¢ec,dc=0, 6 = —¢is (2.45)

Acimay, € € um pardmetro grasmanniano constante. E fundamental, dentro de alguns mod-
elos estratégias computacionais, trabalhar dentro de um esquema que preserve a simetria
de BRS, o qual assegura a interpretagao da integral de caminho Z{A) em termos de alguns
sistemas estocdsticos dindmico. A simetria de BRS € nosso principal guia no sentido de se
obter a forma reduzida do funcional de Martin-Siggia-Rose. Isto , . Vamos definir as séries

de poténcia

o0

u{x, it} = Zap(t).ﬂp L Gp(t) = / drzPu{z,t)

clz,t) =

¢ 3

np(tha?, f,(t) = / drzPé{x, t) (2.46)

p=0
Entiio, aplicando (2.45) nas relagdes acima, obtemos imediatamente as transformacdes de

BRS reduzidas

66, =0, do, =en,, én, =0, &7, = —ed, (2.47)
A motivagao fisica implicita em (2.46) € que o campo de velocidades relevantes envolvidas
dentro do calculo da cauda direita das fdp’s € suave. A reducdo do espaco de fase € definida
truncando a expansdo em séries acima para algumas ordens arbitrdrias. Além do mais, se
queremos analisar o papel explicito dos termos de viscosidade, serd necessdrio truncar a
série acima da primeira ordem. A escolha mais simples é tomar a expansio u(x, t) at¢ a

ordem dois, 0 que nos da

S, = /dt{&o(d’g + 0901 — 2wog) + 61(61 + 05 + 20002) + 5a(F2 + 30109)
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Dy
2

2 2

: R o 2 3 . .
+17 (ag — EO’[}O’Q -+ Fal -+ Eaé) + Do (f1g + 1901 — 20m, + ny00)

+i () + 204 + 2my00 + 2n402) + T, (7, + 3oz + 30y ) — 8(t) ApdZ)48)

Para A = 0 a agdo acima, como pode ser prontamente checada, € invariante sobre as trans-
formagdes de BRS reduzidas, com deveria ser. As equacdes de ponto de Sela, importantis-
simas dentro do limite de A grande, sio

. . Dy . _ 2D .
gy + 000, —2v02+2D000—1E-§ag =0 & g +of+2000-2+-2.—i—2201 =0

‘ Dy 3Dq | s . _ )

G2+ 30104 — 3§00 + @-LTGQ =0 o 69— 06901 — 2610 — fgry, — 201, = 0

G1 — Go0g — 28100 — 35205 ~ Ny — 2,1, ~ 3g7), + iApS(t) = 0

Gy + by — 26100 — 3520, — 205 — 37y =0 e o + M1 — 2vm, + 1700 = 0
T+ 20,01 + 21500 + 21502 =0 @ @)y + 300 + 3,00 = 0

o — M501 — 2oy =0 o f§1 — foCo — 270y — 305 =0

Ty + 2079 — 2700 — 37,01 = 0. (2.49)

A equagdo exata de ponto de sela para ¢(x, ¢} mostra que a mesma evolui com “viscosidade
negativa”. Entdo, € necessdrio, no sentido de se resolver (2.49), impor a condigio de fron-
teira ,(0*) = 0. O instanton encontrado por Gurarie e Migdal {22] corresponde ter todas
as varldvels &; € ¢y Iguais a zero (hotemos que corregdes surgem em ordens grandes), o
que resulta

d
0(10}(1‘.) = a]n R(t)

&8 = iApR(¢)? (2.50)
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onde

Rt)y={(1—-t/m)!

Os campos da agio de Martin-Siggia-Rose podem ser definidos agora como perturbagdes

partindo das soluges de ponto de sela, através das substituicSes

R
2 R e ]

5, — 6% 45, (2.52)

2.3 Funcional Gerador e Fungoes de Correlagiao

Substituindo estas expressdes da se¢dio anterior em {2.48), obtemos uma forma fatoravel
para Z(A), expressada como um produto da contribui¢io dominante do ponto de sela e um

termo de corregdo, associado as flutuagdes ao redor do instanton:

Z(A) = exp[iSp( M Z:(A) (2.53)
onde
2D1;”2 ,
A) = —i = (Ap)¥?
So(A) 2 3L (Ap)
2
Zi(A) = / 11 D6, Do, Dy, D, expliSi (X)) (2.54)
p=0
e
0 0 0)
Si{A) = f dt{Go(Gg + ooy + 0"00(] - 2uoy) + 61(6y +of + 205 o1 + 20407)
- Dy, , 2. . 2., 3.
+62(67 + 3003 + 30&0)02) + uf?o(o% ~ 720002 + Eigf -+ Eag)
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_ . 0 .
+7i6 (710 + o1 + 7?005 - 2v, + myoe) + Ty lin + 200 + 27?1‘\7%0] + 21909 + 21790,

+7, (71, + 3,09 + 3,07 + 3?;101 ) + 0(1 )(Uf + 20003)}

A integral de caminho Z;{A) tem uma simples e interessante interpretacdo. Podemos escr-
ever
0 0

onde a média acima ¢ determinada pelas equa¢des estocasticas (Langevin) abaixo,

G0 + 000y + 701 — oy = fo(t)

g1 + 201050) + 07 + 20002 = fi(t)

&a + 3090\ ~ 30105 = folt) . (2.57)
As forgas randomicas dependentes do tempo estdo correlacionadas com { f;(t) f;(¢')) =

5(t — tI)ij, onde

X 0 -1
D
=210 2 0 |, (2.58)
“l-1 0 3L

Usando apenas os termos lineares nas cquagdes de Langevin, em acordo com a teoria
de flutuagdes quadrdticas ao redor do ponto de sela, e considerando o limite de viscosidade
nula, seremos capazes de obter as solugdes exatas, com a condigao inicial o,(—T) = 0

(onde fazemos T — o0)

s

o,(t) = expl—(p+1) fdtlo tl]f dtafp(ta)expl(p+1) | dtsolP ()]
0

_ p+1)f dt' f,(t "ypr) (2.59)

Uma aplicagdo direta do teorema de Wick mostra que contragdes internas do operador

02 + 2090 se anulam, Apenas contragfes entre campos definidos em tempos distintos

(2.55
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produzirdo resultados ndo nulos. Teremos. entio, ao expandir a exponencial em (2.56), a

expressdo com ordenagdio normal

L

=m0 0, , _
Zi(A) = Z_:ﬂ ;J/_T dtoi" (1) ([] : [03(ts) + 200(t,)0a(2,)] ) (2.60)

pul

Existem divergéncias no cdlculo de Z,(A) quando T/7 — oo. Tomando a expansio até a

segunda ordem no ¢ dificil mostrar que

Z1(A) ~ In(T/7) (2.61)

O comportamento logaritmico da expressio acima claramente implica que Z; se expande
em uma poténcia de T/7. A regularizagiio deste resultado divergente & um ponto sutil.
Note que, para tempos ¢ < —7, esperamos que as flutuacdes sejam governadas pela agiio
complcta de Martin-Siggia-Rose descrevendo a turbuléncia de Burgers. jd que o fnstanton
torna-se essencialmente irrclevante neste intervalo do tempo. Entdo, € natural supor que
o tempo seja quebrado em dois intervalos ou regides. Definimos de fato um instante de
tempo &y tal que parat < £ (regido 1) as flutuagdes de o, sdo descritas por uma turbuléncia
de Burgers pura, € no intervalo ¢y < ¢ < 0 (regido II) ¢ dominado pclo instanton, onde
entdo € consistente aplicar a teoria das flutuacdes quadriticas. O campo de velocidades na

regido II € assumido ser suave, ou seja
Gy 3 010 > O’gp2 > (2.62)

Como veremos, esta condigdo € satisfeita pelas solugdes das equacdes de Langevin, desde
que L > p. Para encontrar tg, basta tomar alguma das equagdes de Langevin, a equagio
para o4 (t), por exemplo. Olhando na eq. 2.57, estamos interessados em conhecer quando

.. . 0 . L
os termos quadraticos 7 tornam se mais relevantes do que o, 0& ). Um caminho pragmatico
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para comparar o papel destes termos € justamente substituir o por \/{o?). Isto ¢. temos
que calcular

9(t) = o R
Vigl)  Ty/(e})

O tempo £, ¢ definido pela condigdo g(fp) ~ 1. Usando (2.59) obtemos, no limite 7'/7 —

(2.63)

0,

QTDD -1
B (2.64)

(o}) =
Assumindo agora [ty /7| >> 1, o que € vilido dentro do limite assintdtico para A grande,

EnCconlramos,

; 1
to ~ —(L?/Dy)3 (2.65)
A conclusio bdsica, projetada a partir dos argumentos acima, é que trabalhamos para re-
solver (2.59) para um conjunto arbitrario de condig¢des iniciais ¢ = #;. Dentro desta idéia

Gp = o,(ty) representa o valor inicial do campo fisico na regido 11. Dentro do obijetivo de

ligar as regides I e 11, escrevemos
0
Zi(\) = / d5od51dG,P(5o. 51, 52 ) (expli / dte' (ot + 2040,)]) . (2.66)
c to

O sub-indice C denota a integragio sobre configuragdes suaves do campo de velocidades,
e P(Gq,51,52) € afdp para o conjunto de varidveis dindmicas no tempo tg, o qual envolve
todas as informagdes sobre as flutuagoes que desenvolve na regido I. Em acordo com a
proposta de Burgers para turbuléncia como sendo um gis diluido de kinks do campo de
velocidades [19], a imposicio de suavidade da velocidade na integragio € concretizado
quando as coordenadas x = +p/2 definidas dentro da evolugdo da diferenga de velocidades

estio localizadas dentro da regido entre choques. Assim, a interpretagio fisica de (2.66) é
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considerar [¢| como o valor médio do tempo gasto em um ponto arbitrario até que © mesmo
passe para um regime de ondas de choque dentro do fluido.
As solucdes das equagdes de Langevin (2.57), as quais contém agora uma dependén-

cia explicita sobre as condig@es iniciais, sio dadas por

R p+l
oolt) = £,(t) + { R((ttf’))] 5 (2.67)
cOm
£,(t) = R(t)"@+V tdt’fp(t’)R(t')“’*” (2.68)

to

E importante checar, como discutido antes, as condi¢des de suavidade (2.62) para as solucoes
acima. Obtemeos entao

R(I’-g)“' 2{p+1) ,
R(D) La

o!

Galt?) = (&, () + [

{ Rf 2(p+1)
= QppR(t)—z‘p“)/ d' R 2D 4 {—(U)}

=2
Ry | (@ 269

P

onde (52

) € a média sobre as condi¢des iniciais. E, proveniente da andlise puramente

dimensional, temos
(F2) ~ (LO7P) )7 (2.70)

Agora, Ja que dR(¢)/dt > 0, obtemos, para a integral em (2.69)

H t 0
dt'R(¢')*P+1) :/ dt' R(#' P R(4) 2 > R(t)—Q/ dR(#)*P2 271
to

to to
Aplicando esta desigualdade atrds para (2.69) e considerando que
L 7

P~ L g (2.72)
41 p41 K0p+1>

e também

[mr(pm < {%rmn | 013
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obtemos

(oo(t)%) > (o, (D)7, (2.74)
o que € de fato a condigio de suavidade (2.62) declarada em uma forma mais precisa.
O campo de flutuagido £ ¢) é um funcional linear do campo de forga, com a fungdo de

correlagio

Ayt t2) = (€ (0)E, () =

= TR(t) TVR(t,) U —[Firj(t2)B(t1 — t2) + Fiy ;(£1)8(t2 — #2]75)

€5
(t+7+1)
onde

t

F(t) = (p+ 17! / dt' R(t)PH2) = R()PY) — |7 /t,|l0+ D (2.76)
ty

Notemos que A;;{f1,12) € um operador positivo definido. A expressdo para Z; (A) torna-se

o produto de dois fatores:

Zi(A) = Zia(A) Z1s(A) 2.7

onde

0 0 0
Zia() = (oxpli [ ol (€ + 266)]) = dexpl- [ dt f GHE, (1) By (1.1 ()

ty

0 0 , , t2 .
Zlh()\)zfd&odﬁldﬁgP(ﬁg,él,r?g)exp[ dt/ dt' J (t) Mi; (£, 8) e (t) — —3‘1(5% + 2505
[ tu to

com

B(t,t') = ApR(t)*8(t — 1)

—_
- = O
[ e B

R{t)"'R(ty)°a2
J = 2)t,0 R(tg)251 . (2?9)
R(t)R(t9)50
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My(t.t) = [(A™h + 4B '(t.¢).

Estabelccemos, agora. argumentos com o objetivo de mostrar que Zyp t8m um limite
finito para 7 — 0. Dois casos tdm que ser estabelecidos aqui, dependendo de B ser ou
nao um operador positivo definido. Truncando na ordem dois, vemos que B nio & positivo

definido. Neste caso, somos capazes apenas de criar uma anglise perturbativa. Escrevemos

entao

1
My(t,t') = ———— = [1 - 4AB + (4AB)* + .. ]A. 2.
()= o yp = | +(44B)" + . ] (2.80)
Considerando a expansdo em primeira ordem para as séries acima, um calculo auxiliado

por computado (€ necessdrio para examinar um cnorme nimero de termos) mostra que

ambos

0 a
[ dty [ dta Ji{t1) Aij(te, ) J;(t2) (2.81)
to to

8 o 0 0
[ dtl[ dh[ dt3[ dty Ji(t1) Ayt ta) Bin(ta, t3) A (ts, ta) Ji{ts) (2.82)
to ty tg to

sdo finrtos quando 7 —+ 0. Conjeluramos que 0 mesmo comportamento se mantém em
qualquer ordem em feoria de perturbagdo. Por outro lado, se B é um operador positivo
definido, como ocorre para o truncamento em 2.46 em primeira ordem, é possivel enderegar
uma prova da conjectura acima. De inicio, observemos que devido ao fato de A e B serem

ambos reais, positivo definido e operadores simétricos, entdo o produto interno satisfaz

(¥, (! 4 4B)1T) < (T, (A + 33“1)@) (2.83)
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Para provar isto, definimos ® = {A™! + 4B)~1¥. Entdo,

(U, (A + %B—l)qf} = (®, (A" +4B)(A + L—llB—l)(A—l + 4B)®)
= 3{® (A7 +4B)1®) + i@‘ AT'B71A®) + 16(®, BAB®)
= ¥, (A +4B)7'Y) + %(A"‘@, B7'AT'®) +16(B®, AB®)
> (¥, (A7 +4B)7 ') (2.84)

Este teorema pode ser aplicado agora para o JM J termo contido dentro da definigio de

VATS:
0 4} 1] 0 1
f dtf dt’Ji(t)M%-j(t,t’)Jj(t’)</ dz/ dt’J%-(t)[AJrL—IB‘l]ij(t,t’)JJ(t’} (2.85)
tn ta ta i

o]

Obtivemos de fato um limite finito para para o lado direito da expressio acima, dentro do
limite 7 — 0. Temos, entdo, quc concentrarmos nossa alengiio sobre Z,,. Ja que apenas

termos quadraticos estdo envolvidos na defini¢io de Z,,, obtemos
Lig = exp[—%Trln(l + 4AB)) (2.86)
Expandindo o logaritmo, por
In(l1+4AB)Y = 4AB ~ 8(ABAB) + ..., (2.87)

e levando em consideragio que Tr(AB) = 0,a primeira contribui¢io ndo nula dentro do

limite 7 — 0 fornecerd depois de um prolongado célculo computacional,
Ziy = exp[dTr(ABADB)] ~ explcin{ity/7}]. (2.88)

com ¢ = 224/45 ~ 5. Desde que 7 ~ A™"%, a forma assinttica para a cauda direita da
fdp serd dada por

P(Au) ~ ufexp(—Au®) (2.89)
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Este ¢ nosso resultado central. Uma andlise cuidadosa desta transi¢ao para o regime de
instanton tem conduzido definitivamente para uma corregio tipo lei de potencia mostrado

na equagdo 2.89 para a forma assintética du diferenca de velocidades fdp na cauda direita.

2.4 Efeitos da Viscosidade

Com o objetivo de considerar os efeitos de viscosidade, tudo que devemos fazer, € Seguir o

que se faz a partir de 2.57, e realizarmos a scguinte substituicdo fo — fo + 2vo,. logo.

Jolt) = folt) + 2vR(t)? /t dt’ (£ YR(E)? + 2vd,. (2.90)

iy

Entdo, teremos agora,

{(folt) folt)) = Qoodit — t') + 20Q0 RV R(t)° + O

{fo(t)f2(£)) = Quad{t — ') + 200 RV R() Ot — ) (2.9

Usando os resultados acima podemos calcular corregdes para a fungio de correlagio A4;;(¢,¢').

Obtemos, até a primeira ordem,
Trin(l + 4AB) = 4Tr(AB) ~ — (2.92)

Nos encontramos, entdo, que a viscosidade ndao conduz a corre¢des logaritmicas, e que o
limite v — 0 & bem definido, no minimo para a primeira ordem nfo trivial em teoria das

perturbagdes.
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2.5 Conclusoes

Estudamos o problema da transi¢o para o regime de instanton dentro da abordagem tedrica
da proposta de Burgers pura turbuléncia. Com t, = —({L?/Dy)3, esta transi¢io é carac-
terizada pela mudanga do sistema vindo de um regime de turbuléncia desenvolvida com-
pletamente, dentro do intervalo ¢ < £,, para um regime dominado por instanton, dentro do
intervalo ty < t < 0, onde flutuagBes quadrdticas podem ser integradas. O resultado essen-
cial de nossas andlises € que a cauda direita da fdp recebe uma correcio multiplicativa lipo
le1 de poténcia ao resultado principal (expressdo de ponto de sela). Tal fendmeno, que é de
dificil detec¢do numérica, € semelhante a0 que ocorre em outros sistemas intermitentes.
Notemos que algumas questdes permanecem abertas, as quais requerem calculos
mais elaborados. Como prontamente observado, o operador B, introduzido na eq. (2.79),
€ positivo definido ou ndo, em acorddncia com a ordem de truncamento de (2.46). Jd que o
sina] do pardmetro ¢ (definido na eq. (2.88)) € positivo se B for positivo definido, mais o
inverso ndo € necessartamente verdade, fica claro que com ordens de truncamento maiores,
esperamos que: 1)B torne-se positivo definido ou nfo, com ¢ — ¢ > 0, ou ii)B torne-se
ndo positivo, com ¢ — ¢ < 0. Todavia ndo temos informagdes suficientes para decidir qual
delas € a escolha correta; sobre esta questdo € necessario trabalho posterior. Também. € im-
portante mencionar que as corregdes de lei de poténcia podem ser dependentes do modelo,
como ¢ sugerido fortemente pelo proprio resultado da ordem principal vindo do ponto de
sela, sendo este relacionado com a forma especifica da funcio de correlagio for¢a forga.
A questio natural € se resultados andlogos sdo produzidos para a cauda esquerda da

fdp. onde o formalismo de Martin-Siggia-Rose pode ser bem empregado {24]. Asg técnicas
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empregadas aqui s30 adequadas para estudar este problema, um assunto de relevancia para
futuras mvestigagdes. A despeito do fato da proposta da integral de caminho ser direta e
encantadora, ela estd firmada sobre calculos perturbativos pesados realizados sobre séries
truncadas. Serna Interessante, e talvez bastante itil, conhecer como as corregdes tipo lei
de poténcia podem ser derivadas a partir de algumas andlises alternativas da turbuléncia de

Burgers randomicamente forgada.



Chapter 3
Supersimetria e A Estabilidade em Parede de
Dominio com Potencial Escalar

A Mecinica Quintica supersimétrica-N=2, envolvendo uma representacgdo de auto-
fungdes com duas componentes, € aplicada para escrever e resolver a equagdo de estabili-
dade associada a um potencial definido em termos de dois campos escalares reais acopla-
dos. O problema de estabilidade ¢ investigado introduzindo uma técnica de operadores
para estados (BPS) Bogomol’'nyi-Prasad-Sommerfield e nio-BPS sobre duas paredes de

dominio em um modelo com potencial escalar e com supersimetria minima N = 1.

3.1 Introduciio

A dlgebra supersiméirica em mecéanica quintica, como formulada por Witten [33] e Suku-
mar [34], podem ser elaborada a partir de modelo em duas dimensdes com supersimetria
minima N=1. A generalizacdo da mecanica quantica supersimétrica {35, 36] , operadores
de abaixamento e levantamento em oscilador harménico com potenciais invariantc de forma
[37], bem como as conexdes existentes com os estados supercoerentes para sistemas de os-
ciladores supersimétricos de Wigner [38] associado a osciladores isotdnicos, sdo objeto de
estude [39].

A realizacdo supersimétrica do oscilador de Wigner, tem sido aplicada em sistemas

parabos6nicos puros em [40].

33
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A dlgebra supersimétrica tem sido também aplicada em uma variedade de novas
familias de potenciais que sdo parceiros supersimétricos isoespectrais em teoria quéntica
de campos [41, 42, 43, 44, 45, 46]. Recentemente, investigou-se [47, 48] superpoténciais
matriciais 2x2 associados com estabilidade cldssica linear proveniente de solugdes estati-
cas para um sistema com dois campos reais escalares acoplados, em dimensdo (1+1) que
apresenta poténcia com ordem acima de seis. Neste caso, a configuragio de campo estitico
pode ser determinada pelo método de Rajaraman [49].

Em [52] € analisado um superpotencial matricial 2x2 para um néutron interagindo
com um campo magnético esttico gerado por uma corrente em um fio reto, o qual é tam-
bém descrito por uma fungdo de onda com duas componentes, Em verdade, o formalismo
de Witten para supersimetria foi aplicado neste sisterna fisico planar em ambas as repre-
sentagdes de momentos [53] e coordenadas [52, 54]. Neste capitulo a dlgebra em mecanica
quantica supersimétrica ¢ realizada, na representagiio de coordenadas. em um modelo com
um potencial de dimensdo dois, contendo poténcia de ordem quatro nos campos e com
supersimetria N = 1. Mostramos que as duas componentes do autovalor do operador
de flutuagio podem ser de dois tipos; € claro, para 0 modo zero temos o correspondente
To(2) = ( gﬂ )

0

Tedavia , 1sto ndo é necessariamente verdade para um autovalor real arbitrdrio ndo
trivial w2. Aqui, determinamos os modos e indicamos o nimero de estados ligados.

Também construimos o superpotencial matricial em mecanica quintica supcrsimétrica
no caso da equagio de estabilidade associada a um modelo de potencial em duas dimensdes

considerado por Shifman et al [55, 56, 57]. Primeiro, consideramos as configuracdes cldssi-
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cas com solugoes de parede de dominio, as quais sio estruturas bidimensionais imersas em
3+1 dimensdes. Elas sdo estaticas, ndio singularcs, sio solucdes solitdnicas (defeito) BPS,
Bogomol’nyi [84] e Prasad-Sommerfield [58], estdveis classicamente. Elas sio solugdes
das equagGes de campo que possuem energia finita localizada, associada a dois campos
escalares reais. Também fazemos algumas andlises no caso nio BPS.

Parede de dominio tem sido recentemente explorada dentro de uma andlise que satura
a conexao com estados ligados BPS [60]. Algumas destas investigacdes sdo inleressantes
conexdes com a Matéria Condensada [61], Cosmologia [62],teorias de campo acopladas
com solugdes sohitOnicas [63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71], corre¢des quanticas em um
loop para energia solitdnica e carga central em modelos de supersimetria em ¢* e sine-
Gordon em dimensdo (1+1) [72, 73].

Neste capitulo, a conex@io entre Mecinica Quantica Supersimétrica ¢ a descri¢do de
um dado sistema fisico com equagiio de esiabilidade, € expresso em termos de fungdes
de onda com duas componentes. Isto conduz a uma Hamiltoniana supersimétrica e super-
cargas matriciais 4x4, dos quais o setor bosdnico possui um operador de flutuagio {Of)
associado com autoestados com duas componentes em termos de estados BPS e nio BPS.

Este capitulo estd organizado da seguinte forma: Na Seg¢fo I, investigamos as con-
figuragdes de paredes de dominio para dois campos escalares acoplados; implementamos
uma exlensdo para mecinica quantica supersimétrica nio relativistica com fungdes de onda
de duas componentes. Na Secdo 111, estudamos a estabilidade dc estados BPS ¢ nio BPS
no contexto da mecdnica quantica supersimétrica.

Nossas conclusdes sdo apresentadas na Se¢do IV,
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3.2 Paredes de Dominio Provenientes de Dois Campos
Escalares Acoplados

Nesia se¢do, investigamos um modelo com potencial em termos de dois campos reais es-
calares em dimensdo (1+1) que apresenta solugdes cldssicas conhecidas como paredes de
dominio.

A densidade Lagrangeana para este sistema nio linear, em unidades naturais (¢ =

h = 1), é escrito por

1 1
L% 8 0uX) = 5 (8,8)" + 5 (8ux)” = V(4,x), (3.93)

onde 7" = dig(+, —) € o tensor métrico. Aqui, o potencial V' = V (¢, v) é uma fungio
semidefinida positiva dos campos ¢ e x, o qual deve ter no minimo dois zeros como ex-
igéncia de se ter solugdes tipo paredes de dominio. As configuragdes cldssicas genéricas

deste modelo obedecem as equagdes:

T + EI = 0. Ox + Iy, (3.94)
0¢ Ox

onde O = J¥J,,.
Para solugbes solitGnicas estiticas, as equagOes de movimentio tornam-se o seguinte

sistema de equagdes diferenciais ndo lineares:

Jd
_0y w0y 395
qﬁ@é.xax, (3.95)

onde os tragos representam a diferenciagao na varidvel espacial.
Podemos também obier as solugdes estdticas para cerios potenciais, através do método
chamado por: 6rbitas tentativas de Rajaraman. Este método produz algumas solucdes para

a Eqg. (3.95) porem ndo se aplica a todas as classes de potenciais [49]. Recentemente,
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0 método de Srbitas tentativas tem sido aplicado em sistemas com dois campos escalares
acoplados com ordem de poténcia nos campos acima de seis [71].

Consideremos um potencial positivo, V (¢, x), com a seguinte forma explicita:

1 . omA\? 1 , m?
V(g x) = ;¥ ( ‘- 7) 30000 40T +ad($ - 7). (3.96)

onde a, A > 0. Este potencial € interessante pois possui solugdes do tipo BPS e nio BPS;
e também apresenta quatro minimos supersimétricos. E fcil ver que este potencial possui
a seguinte simetria discreta: ¢ — —¢ e x — —X, entdo aqui temos satisfeito a condigiio
necessdria (mais nao suficiente) de se ter no minimo dois zeros para que exista paredes de
dominio.

Neste caso, a densidade de energia para uma configuragio qualquer que consiste da
soma de termos quadréticos e de termos de superficie apresenta a seguinte desigualdade da
energia de Bogomol' nyi

B>

g :
[ 2= wieteh xtal). a9
onde o superpotencial W (2}, x(z)] serd discutido mais tarde. A equagio para ¢ e x do

estado BPS ¢ dada por [84]:

2
A
X = —2a¢x. (3.98)
com
. _
a7
ow = ¥, (3.99)
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O superpotencial W (@, x), em termos de supercampos. como proposto na ref [S6], tem
como componente bosdnica, o potencial V(¢, x) da eq. (3.96):, ai escrito em campos
componentes. O mesmo tem a forma:

m? A .
W(d x) = Tq:» - gqﬂ‘ — adx?’, (3.100)

Onde $ e x sdo supercampos quirais, 0s quais cm termos dos campos componentes bosoni-
cos (@, x), fermidnicos (3, £) e campos auxiliares (F, G), sdo 8 —expandidos como mostrado
abaixo:

_ 68
¢ = (,')‘1-9#’4-7}:1

g
X .x+9£+%G, (3.101)

onde f e § = #* sio varidveis Grasmannianas.

O superpotencial acima, com dois supercampos quirais interagindo, permite solugdes
descrevendo cordas do tipo domain ribbon que sio defeitos dentro de paredes de dominio.
E energeticamente favoravel para férmions no interior da parede, popular a domain ribbons
(faixa de dominio) [64]. O vacuo supersimétrico € determinado extremando o superpoten-

cial, ou seja

W _y (3.102)
L)
e
A7
W _y (3.103)
dx

produzindo aqui quatro estado de vicuo {¢. x) cujos valores sfio listados abaixo:

M, = (-f;i,o)

M, = (?0)
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M. = OJ__m_)
i ( VAo
m
AM = OL .
4 (m) (3.104)

Como as equagdes diferenciais eq. (3.98) sdo nfio lineares, podemos obter solugdes

topoldgicas ndo triviais tipo séliton conectando vicuos distintos. Cada par de vicuo conec-
tado por essas solu¢Ges constitui um setor topoldgico. A energia de Bogomol'nyi das
solucdes das equagdes diferenciais de primeira ordem depende apenas da diferenga do su-
perpotencial calculado nos valores assintéticos dessas solugdes, ou seja, nos vacuos. Por-
fanto, cada setor topoldégico possui sua prépria energia dada pela energia de Bogomol nyi.

Assim para as configuragbes de vacuo acima existem os seguintes setores

Sip2 = (:i:% [}) um setor
S12/34 = (:i:%, i%) quatro setores (3.105)
S3:4 = (0, i\___f"_ﬁ) um setor

As paredes M3, Mas, M4, May do setor topoldgico S12/34 t€m pois suas energias de-
generadas. E evidentemente, as paredes M, e M3, respectivamente dos setores topoldgicos
51,2 € S3;4 ndo sdo degeneradas na energia. como também podemos ver de 3.104. Somente
no setor topoldgico 53,4 ndo hd configuragio de sdliton tipo BPS conectando os vicuos, a
energia de Bogomol’'nyi neste setor € nula, porem uma solugdo ndao BPS pode ser obtida
neste setor. Neste trabalho, o potencial presente possui uma simetria Z>x Z», entdo algumas
interagdes podem ser construidas entre as paredes.

Este sistema pode ser resolvido pelo método de drbitas tentativas de Rajaraman con-
siderado em [49]. Contudo com o objetive de simplificar, estaremos trabalhando daqui para

frente somente no setor topoldgico 53 ,;. Entdo uma possivel solucdo soliténica ocorre ai, a
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qual gera a parede de dominio que chamamos aqui de Afy,, associada ao s6liton do modelo

#*:

olz) = 3; tanh(mz) (3.106)
x(z) =0

A energia minima de Bogomol'nyi pode ser obtida usando o superpotencial escrito
em componentes, ¢ corresponde ao estado saturado BPS. Vemos entdo que classicamente
em acordo com a equaciio 3.97 , temos [57]

4m?3

EE™ =| W[a(2), X(2)]sroe — WIo(2) X(Dim e |= 577

(3.107)

Também a tensfo da parede My ¢ T}, = %g

3.3 Estabilidade Linear em Mecénica Quantica
Supersimétrica

Analisamos, agora, a estabilidade cldssica da parede de dominios neste sistema [44, 45,

46, 63], o qual € feito considerando pequenas oscilagGes em torno desta solugdo solitbnica

¢(z) and x (=) no setor topolégico S o

o{z,t) = o(z) + nlz, 1) (3.108)
e
x(z,8) = x(z) + &(z, 8). (3.109)
Posteriormente expandimos as flutnagdes n(z, t)and £(z,¢) em termos dos modos
normais:

n(z,t) = Y €an,(z)e™ (3.110)

ki
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£zt = ZCREH ent, (3.111)
onde €, ¢ ¢, séo definidos de modo a se ter 1, (z) ¢ x,,(z) reais. Se &, = w,.entio a

equagdo de campo leva uma equacdo tipo Schridinger para fungdes de onda com duas

componentes, ¥,,. Contudo, em geral obtemos

Op¥,=¥,, n=012 ., (3.112)
onde
AR ) Ve 1%
OF:( i o ?‘*’f "’X‘*” 5 ) (3.113)
960x dz? T lé=d{z1.x =x(2)

¢ 0s modos sdo inseridos na forma abaixo:

3 win,(z)
T, = ( e ) , (3.114)

Observemos que para o modelo de potencial considerado neste capitulo, de acordo

eq. (3.96) , chega se as seguintes cquagdes para solugdes estaciondrias:

62 62
Vo= V = 4a(2a + Néx,
B0 Bod ( Jox
2
%V = 62207 — 2m? + 20 (20 + A )y,
@
2 2
;—X,zv = 6aty®~ 2a(20 + A)§ — 2“/,:” (3.115)

Podemos obter as massas das particulas bosdnicas, usando os resultados acima, a

partir da derivada segunda do potencial:

2 0V |
T = _"_ 2= Lo
& 6@
*PV
m? = e 2o too - (3.116)
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Entdo neste setor topoldgico Sy, a massa m'é = 4m? , ¢ a matriz do potencial de

flutuagio se torna

VB}Ds(L”) =m

5 ( Gtanh?(mz) — 2 0 ) | 3.117)

0 23(2a + A) tanh®(mz) ~ 2

Podemos ver que Vgps € uma matriz Hermitiana, entdo Op é Hermitiano. Entdo.
os autovalores w2 de Op, ¢ &7 de Op, sdo todos reais. Pode sc demonstrar que estes
autovalores nao sdo negativos, a prova disto nos leva as solugdes do potencial de Poschl-

Teller [86].

Temos modos de dois tipos, ja que as equagdes dos modos niio sdo acopladas.

2

Optin = ———0n — m?(6sech?(mz) ~ 4)n,, = win, (3.118)
e
d? 2m’a 2o 20 .
Op,,6, = —@gn — T(?a + A)sechg(mz)cfn + mg(?—(% +A) — 7)5,] = @2€ .
3119

Observemos que em acordo com as €gs.(3.96) e (3.115), sc & = 0, o poiencial se
torna V(¢) = %(qﬁz — T7)?, entdo a equaghio de estabilidade ¢ dada por (3.118) ¢ assim
mostramos a existéncia da parede M;, neste setor.

Vemos que ambos os tipos de sélitons cxistem somente para certos valores discretos
de w? ou &2 . Redefinindo mz = y, e por comparagiio com a equagdo (12.3.22) em [86],

nos obtemos os seguintes autovalores.

- 2
w2 = m? {4 . B A+ %)} } , (3.120)

Neste caso, encontramos apenas dois estados ligados associados com os autavalores

w2 = 0 and w? = 3m?. Expressando claramente a estabilidade da solugdo ¢(z) em 3.106 .
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Analogamente, para solugdes do segundo tipo, encontramos a partir da eq. (3.119)e

(12.3.22) na ref. [B6], os seguintes autovalores:

2
- 2ae 20 20 1 1
-2 2 /
W, =m —2-+)\———[.-—~—2- A+~ — o= , .
W /\2(& ) 3 L\J /\z(a-k )—1—4 (n+2) (3.121)
Neste caso, o niimero de estados ligados € dado por
20 11
=01, </ 520+ X+ -~ 2,
n \/ /\2( (x )+4 5
Como um exemplo, definindo o« = 2 A, obtemos
@ =m? {16 — (4 - n)*}.n =0.1,2,3. (3.122)

Vemos que, neste caso particular, temos quatro estado ligado associados com os au-
tovalores @ = 0, &f = Tm?, §2 = 12m? e &2 = 15m®. Expressando claramente a
estabilidade da solucio x(z) em 3.106, e tambem expressando a estabilidade deste estado
BPS dentro destes parametros definidos.

No calculo de estabilidade a obtengiio do superpotencial no caso de dnico campo
escalar real [42, 44, 45, 46], nos conduz a equacio de Riccati para este superpotencial, a

qual estd associada ao potencial de flutvagio Vps(z). No nosso caso com dois campos

escalares, esta equagio assume a forma matricial 2x2 como abaixo:
W? + W = Vgpgs(z), (3.123)
No caso geral a solugdo ou seja o superpotencial que satisfaz esta equagio € dado por:

W= 9 ( AP ax (3.124)

ax og )|¢:¢{z},x=x{$)
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Restringindo esta solugdo ao setor topologico S, teremos W diagonal como abaixo

e dai segue o que vimos acima,

h
W 2 ( mtano (mz) mgmgh(mz) ) _ (3.125)
A lé=g{z),x=0

Desta forma, € direto mostrar que a estabilidade linear ¢ satisfeita, ou seja, wl =
(OF) = (A"A7) = (A70,)/(A"T,) =| A"T, |*> 0, como anteriormente ja confirmd-
vamos. Observemos que temos definido O = A7 A™, onde estes operadores 41 ¢ 4~ da
mecénica quntica supersimétrica serdo definidos em termos da matriz do superpotencial,
W.

Entéo de modo andlogo ao modelo supersimétrico de Witten em mecanica quéntica
[33, 37], temos

AT = 2+ Wa), gy () = ('f.i'{_“}( ) (3.126)

X}

onde I € a uma matriz identidade 2x2.
O setor bosonico da Hamiltoniana Hgysy € exatamente fornecido por Of, o qual,
como obtido da equagio de estabilidade (3.112), possui exatamente o seguinte estado fun-

damental ou modo zero:

A vV =0, W) =T = ( ggg;; ) , (3.127)

como dito antes, @, = w, ndo é necessariamente verdade para os modos excitados e de
fato ndo o € para este modelo: Assim, as duas componentes do modo normal em (3.114)

satisfazem w,? > 0, assegurando a estabilidade da parede de dominio.
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Como dissemos antes, no setor topoldgico Sy/4 existe uma parede nio BPS, com

@ = 0, descrita pela seguinte equagdo de movimento:

d%x m? .
— = —2 . _— = /2 . .
T2 oy ( ;) y ) _ (3.128)

cuja solugfo conectando (assintoticamente) aos vicuos M; ¢ M, é dada por

Y(z) = ;,rz_tanh(_-‘l/fz), M = \Em (3.129)

vV Ax
neste caso, o potencial de flutuagiio na equagio de estabilidade da parede M3, é dado por

20 2a 2
2 4 (14 28)sech? (M) 0 ). cuo

Visps(z) = 2m’ ( 0 & 4 3 gech®(Mz)

Com a # A, atensdo de M;, ¢ diferente da tensfio da parede My,. A dlgebra de Lie
graduada da supersimetria em mecénica quéntica para os estados BPS e nio BPS. sio aqui
prontamente realizadas por

+tA- 0
Hspysy = [Q_. Q44 = ( A 0“4 A_OA+ ) = ( f’%*- 2 ) , (3.131)
4X 4 o

[HS‘USY:Q.-f:]_ =0= (Q—)2 = (Q+)2a (3.132)
onde {1 sdo matrizes 4x4 que representam as supercargas do modelo supersimétrico N =
2 de Witten, ou seja

+
Q.=0.0A, Q,=Q = ( g ’% ) =g_® A", (3.133)

com os operadores, A*, em termos do superpotencial matricial 2x2, dados pela eq. (3.126)
eoy = %(01 + igq), onde o, ¢ ¢, sd0 as matrizes de pauli,

Obviamente, o setor bosonico da Hamiltoniana Hsy gy, € exatamente o operador de
flutuagio H, = Of = —%ﬁ + V., onde I é uma matriz identidade 2x2, V = Vgpg, para

os estados BPS e V = Vyppg, para os estados ndo BPS.
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No caso acima, onde o operador de flutuagio é diagonal, podemos construir duas
representagdes de supersimetria me mecinica quantica. Na verdade, a partir de (3.125),
definimos,

Wi; = 6; Wiy, (3.134)
onde W;; sdo os clementos da matriz W (2. Estaremos usando agora a convencio de soma
para indices repedidos. Os parénteses suprimem ¢sta convengio.

As componentes de A* sdo obtidas a partir de (3.126),

Ay :ij(:tdd + Wiy (=) (3.135)

também, as componentes do operador de flutuagio sfio escritos como abaixo:

. d
Of = ASAG = b

d
L, T A 2 T Wi () (= + Wiy (2)), (3.136)

dz

ao contrdrio do tratamento anterior, aqui fica explicito a priori que os modos em uma orden
n qualguer, ndo estdo necessariamente vinculados, podendo vibrar com fregiiéncias distin-
tas. Por esta razdo, adicionamos outro indice (&), o qual conta a freqiiéncia, distinguindo
os modos,

OF 4 = LA = Sl ). (3.137)

Isto nos leva a duas representagdes de supersimetria em mecanica quantica [35], ou

sejd,

O;n'wbgn) = A;Au'dﬁ = }(n)wgn)'

Of,uy" = AL AR = wiyus”. (3.138)

E possivel agora construir os respectivos parceiros supersimétricos do potencial para

cada representacdo supersimétrica, de modo similar feito em (??). Temos que W; ¢ W, sfio
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provenientes de (3.124) e (3.134),

Wi = —2mtanh(mz),
o
W, = —.‘Zm; tanh{mz}. (3.139)

com 4 ajuda de [34] (shape invariance), temos um procedimento para construir a hierar-
quia destes operadores de flutuagio, obtendo assim autofunces e autovalores nestas duas
representacoes.

Mostramos aqui apenas as autofungdes (1'% = c(yef #%i()) do estado fundamental
dos operadores OF. e OF, , 0s quais sio dados respectivamente por:

'Ui‘{ln) = ¢pysech®{mz),

w:(zﬂ} = c(z)sechgf(mz), (3.140)

onde ¢(;; s&0 as constantes de normalizagiio para o estados fundamentais correspondente.
Os autovalores para estes estados fundamentais sio w{zﬂ(n) = 0, devido a condiciio de
aniquilagao, ou seja A;wg?)) = 0. O indice 1 identifica a que representagio supersimétrica
estd se referindo. Notemos que se a = A, teremos duas representagdes supersimétricas
equivalentes.

Devemos lembrar que os parametros do potencial 3.96, a e A, foram escolhidos pos-
itivas defimdos, logo ZTO‘ > 0, 0 que nos garante que ngn)(z) ¢ tambem uma configuracio
normalizdvel (al qual apf”(z); Portanto os dois modos zcros sdo normalizaveis. A hierar-

quia de potenciais, dos demais autoestados e autovalores, sio obtidos de forma andloga e

diretamente pelo algoritmo dado em [34].
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3.4 Conclusoes

Neste capitulo, investigamos os estados BPS e nio BPS em termos dos seus operadores de
flutuagdo, em um modelo com supersimetria minima N = 1, com um potencial de dimen-
sdo dois. A equagio de estabilidade correspondente foi analisada com e sem Supersimetria.
Uma conexdo entre os estados BPS ¢ nio BPS foi implementado via mecinica quantica
supersimétrica com fungdes de onda de duas componentes, e foi investigado a equagdo de
estabilidade associada com a solugdo solitdnica de um modelo com dois campos escalares
reais. Para ambos os casos com paredes de dominio de estados BPS e nio BPS, o modo
zero ou cstado fundamental ¢ uma autofungéio de duas componentes, obtivemos a forma
explicita dos diferentes autovalores para o caso particular.

A realiza¢do da algebra de supersimetria-N = 2 em Mecanica Quintica do mod-
elo de Witten, foi ligeiramente modificada para este sistema {36]. A razdo essencial para
esta necessdria modificagio foi que a equagfio de Riccati dada por (3.123) foi reduzida a
um conjunto de equagdes diferenciais acopladas de primeira ordem. Neste caso, o super-
potencial ndo ¢ diretamente definido por W(z) = ~ w(%f’ c%u'l'{_f}(z), de modo andlogo como
para o caso do modelo {33, 37], descrito por uma fungiio de onda com uma componente,
modelo este com uma supersimetria- N = 2 no contexto da Mecéanica Quéntica Nio-
Relativistica. Além do mais, como o modo zero estd associado a uma autofungio de duas
componentes, \I'{f)(z) , & equagdo de estabilidade para o superpotencial matricial assume
a forma gzklff}(z) = W\I’{f)(z) [36]. Todavia, podemos obter os autovalores do parceiro
supersimétrico H_ a pariir do outro parceiro H, = Op. ¢ a resolugdo espectral da hierar-

quia de Hamiltonianas matriciais pode ser obtida através de um caminho elcgante, usando
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o método de Sukumar para mecénica quéntica supersimétrica [34]. Neste caso. os oper-
adores A*{ A~} convertem uma autofungdo de % _(H. ) em uma autofungiio de H,(H_)

. . . ) P . +1
com a mesma energia € simultaneamente cria ou destréi modos do tipo lIf{f )(3_)._ v {(2).



Chapter 4
Dinamica Supersimétrica-N=2 de uma
Particula de Spin-1/2 em um Campo Externo
Estendido

Consideramos a dindmica quantica de uma particula carregada de spin-%em um campo
cletromagnético externo, proveniente da reducio dimensional de uma teoria de gauge Abeliana
em d=4+1 dimensdes. No limite ndo relativistico em d=3+1, identificamos o sistema
como um setor da dindmica da Mecanica Quantica Supersimétrica-N=2. O modelo super-
simétrico completo € estudado e analisamos a dlgebra das cargas fermidnicas; a conclusio é
que a carga central nao surge. Discutimos uma possivel interpretaco dos campos externos

extras, um escalar e um campo magnético.

4.1 Introducio

A teoria quintica de campo supersimétrica a baixas energias (limite ndo relativistico) , €
especialmente interessante por um grande ndmero de razdes, [92], [95], [99]. [103]. Se a
Supersimetria € uma simetria da Natureza, o que vemos hoje em dia deve ser o remanes-
cente desta a baixa energia, através de algum mecanismo de quebra de tal simetria [98],
[100], [101]. Se além disto estamos interessados no regime de baixas velocidades, A teo-
ria de campo fundamental deveria se aproximar de uma teoria de campo supersimétrica
Galileu invariante, pela regra de superselecio de Bargmann [94], tal teoria de campo serd

equivalente a uma equagdo de Schrodinger supersimétrica em cada setor de nimero de

70
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particulas da teoria. Propomos um modelo de particula baseado na equagio de Dirac; esta
estd inserida em um modelo supersimétrico que consiste do modelo de Wess-Zumino es-
tendido com 2 supercampos quirais de matéria. Analisando este modelo no limite de baixas
energias, procedemos o limite ndo relativistico. Neste limite, excluimos os dois graus de
liberdade do espinor que correspondem as componentes fracas. Entio obtemos um modelo
supersimétrico invariante por Galileu, baseado na equagdo de Schrédinger.

Neste capitulo, vamos considerar uma particula carregada de spin—%e de massa m em
um campo externo, [90), [96], [88].[89]. Vamos construir uma ag¢io no superespago para
este modelo, obtendo as transformagSes das componentes coordenadas e assim obtendo
os operadores de carga supersimétricos [87]. Analisaremos sua dlgebra e procederemos a
investigacao sobre uma possivel existéncia de uma carga central no sistema.

Iniciamos nossa discussio considerando tal sistema em 1+2 dimensdes. A agio de

Dirac em tal espago-tempo pode ser escrita como:
L = a(’-’:”.r’”D# —m)¥,

onde 7 = (1,—1,~1) e+® = 03, %' =102, 7% = 01, ¥4 = 179y, Dy = 8, +ieA,. Da

equagio de movimento,

€ com a seguinte aproximagio

E+m—ep=2m,

(D3 + D) |

- 2'”1 tf"lt

s

.l‘lli,z
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a Hamiltoniana de Pauli em d=1+2 [91] toma a seguinte forma abaixo:

— : ; 2
e AR L AV R

2m | .

O acoplamento minimo ndo gera aqui nenhum tcrmo de acoplamento do tipo SpIn-campo
magnético como € o caso para a Hamiltoniana de Pauli em d=143. Podemos mostrar tam-
bém neste caso, que este acoplamento ndo pode aparecer de um acoplamento nio minimo

do tipo:

D,=0,~1eA,+ igﬁ'ﬂ,

Fi= %eiij"‘k.

Em (1+3)D, vemos que o grau de liberdade bosdnico, z*(¢) (posi¢do), é igual ao grau
de liberdade fermidnico, S*(¢) (spin). Isto possibilita a construgdo dc supercampos e de
uma Lagrangeana manifestamente supersimétrica com uma supersimetria realizada linear-
mente [87]. Todavia, em (142)D, o mesmo niio ocorre; o momento angular neste caso nio
€ mais um vetor, o nimero de graus de liberdade de z* é agora diferente do nimero de com-
ponente de spin e desta forma nio podemos mais por este caminho construir supercampos
ou a Lagrangeana supersimétrica no superespago. Poderiamos tentar trabalhar em (1+3)D |
partindo da equagédo de Dirac, tomando o limite ndo relativistico e fazendo uma redugio di-
mensional para {1+42)D. Porem, isto nfio arrasta para (1+2)D o andlogo de um acoplamento
spin-campo magnético que existe em (1+3)D [91]. Nossa estratégia sera entdo estudar este
modelo em (143)D com supersimetria N=1 e N=2; com este proposito, partimos de (144)D
[102], onde temos a priori 0 mesmo nimero de coordenadas espaciais e compenentes de

spin em 5D: procedendo a redugdo dimensional para 4D, obtemos um campo semelhante

ao campo eletromagnético entendido. Desta maneira , a idéia de construir um modelo a
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partir de um espago-tempo de 5 dimensdes é uma estratégia para termos um modelo su-

persimétrico de particula onde o nimero de coordenadas do espaco ¢ das componentes de

spin sdo iguais. Os graus de liberdade da particula estdo acoplados com um campo eletro-

magnético estendido em 5D e, através da redugdo dimensional a particula supersimétrica

interage com um campo estendido externo proveniente do campo eletromagnético em 5D,

4.2 Redugao Dimensional N=1-D=5 para N=1-D=4

Consideramos a seguinte a¢iio em D=4+1,

L=Y(El4D, — m)¥,

onde definimos:
ﬁ€{0,1,2,3,4}, T?:-(—h_v_!—v_):

i = (t,x,y, 2, w), Fho = 034, — 0, A,
D’_‘ = 8[& =+ -ifeAﬂ, A.Hv = (Ai:i'\), {1—-.{&‘1-\1‘/} _ 2??'&,;!

. g . = . —
O+ V, )+ F'e— FE, B < B,

a‘
Foa =&, Fy=B,, Fj;=euBr, Fu=FE

(4.141)

(4.142)

_}
sendo 7,7,k € {1,2,3}. Observamos que o escalar, £. € o vetor, B, de modo analogo

% % . . . ’ - PR
aos vetores £ and B, serdo identificados mais tarde como campos elétrico e magnético,

respectivamente. Nossa representag@o cxplicita para as matrizes gama e dada no Apéndice

A. Também definimos:
v,
v=| % | w=vwr
¥
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Tomamos agora a equagio de movimento para ¥ proveniente da equacdo de Euler-

Lagrange (4.141). Supondo uma solugio estaciondria,
U(z, t) = expliet)x(x);
Aqui, estamos considerando que o campo externo nio depende de t, € 4, = 0. Nossa
proposigdo para redugio é:
Ba(A,) =0,
Leremos entio:
E = Fy = GoA — 8,40 = 0; (4.143)
E = Foy = A4 — 0445 = 0
Fij = 0A; - ;A = —€1By;
Fyy = 0;Ay — 04A; = OA = -8B,
Entdo, considerando o limite ndo relativistico da teoria reduzida, obtemos as seguintes

equagoes de movimento;
(e + m)I,xy + (—i0"(8; + ied;) + il,eAs)x, = 0. (4.144)

(ic'(8; + teA;) + il,eAs)x, + (—e +m)I,)x, = 0.
desta forma , vemos que x = ( il ) perde dois graus de liberdade, deserito pelo espinor
2
“fraco”, x,. Entdo a Hanmltoniana semethante a de Pauli fica na forma abaixo:

H:—éi—n [(?—-ﬁe?)ere?(?x f) (4.145)

—e??(.ﬁ‘q) -~ ez(A;;)ﬂ _.

onde estamos usando (4.142).
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) - =
Se definirmos, P' = —{V* (A = 1), entiic a Hamiltoniana (4.145) serd

1

H=_—
2m

) 2
(pi — ieA;)? — eB,S, + eB,S; — %A? :
a Lagrangeana correspondente é dada por

1 ] .
L= (&) + %%u‘l',; + e A+ (4.146)

BZAZ

ie . i€ o
5Bifijku-"jwk - gsifijkijk - T‘

ondc o ponto representa uma derivada com respeito i t. Podemos também escrever

1 . i .
L= 5(3‘31'}2 —+ iw?vt —+ 614il',', (4147)
2&2
—eB;8; +~ el 5; — - 1
2
onde identificamos o spin como no produto abaixo:
1 .y
S = ~ =€y

2
O spin (momento angular) ¢ construido a partir de {érmions, porem sua natureza é
bosonica. De fato, podemos verificar, com a ajuda das relagoes de comutagio candnica para
os férmions (Estas serdio escritas mais adiante, em 4.150), que a dlgebra [S;, SJ-] = 164555k

é satisfeita.

4.3 Acao Supersimétrica N=1

Para fornar mais sistemdtico nossa discussdo, passard a ser fixado o supercampo. Nos
orientaremos através da idéia de definir um modelo supersimétrico N=1, que seja de certa

forma analoga ac modelo apresentado acima, eq.(4.147). Para isto o supercampo deverd
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carregar os graus de liberdade minimos. Iniciamos definindo os supercampos na forma
(1, 0) = zi(t) + 0y, (¢) (4, 8) = &(t) + BR(t), (4.148)

Az) = Aglz) A(®.) = Alz) + i(8,Al))bu,.

O operador de supercarga , a derivada covariante e a hamiltoniana sio dados por:
Q=0p+1i00, D =08y —i08, H =i0,. (4.149)

Entio, a Lagrangeana supersimétrica N=1, que gera a Lagrangeana (4.146) pode ser
escrita em termos dos supercampos como:

—eDA(D) + e i B A(E) S, Dy,
onde fixamos m = 1.

Os comutadores e anticomutadores para as componentes do supereampo sio

{'ﬁ)f,%’-"‘j]Jr =d&y, (&8, = =2 [zip] = iy, (4.150)
[w: 6], =0
0s demais comutadores se anulam.

A componente R do campo ndo possut dindmica; desta forma, usando a equagio de

movimento removemos a mesma da Lagrangeana:
R = eA. (4.151)
A agdo superstmétrica € entdo:

S= /dtdﬁﬁ
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Temos usado a Lagrangeana supersimétrica em componentes, [87], na seguinte forma,
L= K+86L

onde definimos K e L nas seguintes formas:

. 1., . R e _
K= ot - ey A+ 08 el — §ffjk6j$jw-k
r 1. . 1€ .
L= *2".'L'i$-¢' - rjiﬂ)i'l;fjf- + 833,‘/‘1-; - Eer{Lle—i_ (4152)
iR
+§€£E + 7 - e¢RA +3€£T,t)j8j+

e . e e
+§fijk8i$j$k - EfijkBiwﬂbk - Efijk'wrasBrﬂfjtbk

Tambem a partir de L em (4.152). nos podemos obter a seguinte Hamiltoniana:

1 Ly tE ,
H =30 = ed') + SepBrv;+ (4.153)
e r te .- _ .
——Q"EijkBsij.ka - EG;;‘.(&Bk)i‘jwk% + ieB &+
€ ; e? e*A?
_§fjki8j3:k(pi —eA") + 'S_EjkifrniBjBrIk:Cn + 3 :

na equagdo acima, eliminamos as componentes de campo que nio tinham cardter dinamico.

4.3.1 A Carga Supersimétrica

Atuando o operador de supercarga (4.149) sobre os supercampos (4.148), podemos obter

as transformagdes supersimétricas das componentes de campo; as quais sdo:
6yt = ext, 66 = —eR, SR =1ef, bz' = —ievy’. (4.154)

Partindo das transformagdes supersimétricas ¢ da Lagrangeana (4.152), podemos cal-

cular a supercarga de forma analitica, usando o teorema de Noether. O operador de carga é
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pois
o1 :
) = ¥,&; + 5(1 — )ER — efA. (4.155)
A dlgebra da supercarga ¢ dada por
[QJ Q]-i— = 2H

onde H é a Hamiltoniana da eq. (4.153),

4.3.2  Equactes de Movimento para o Eletromagnetismo Estendido
em D=4+1

Iniciamos considerando as seguintes equagbes de movimento
eﬁﬁ&-ﬁ’fa&% =0 ed;: F = p%; onde Fy. éo field strength definido em (4.142), e

€757 & o tensor de Levi-Civita em 5 dimensdes. Desta forma, obtemos:

= —
V-8B = J°
- =
Vx B =0
- —
v-B =0
—~  8F
_}
VxB = =+ J, (4.156)
ot
98
- -
E = %=
V x EY
- —
V-E = J°
- 8§
vg _E.

Calculamos a forga de Lorentz usando o fato de que a Hamiltontana definida em

D=4+1, seja

. —3y 2
H= (7 red) +ea (4.157)
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a for¢a de Lorentz fica pois, como esta escrita no lado direito das equagdes abaixo:

m a:; =¢B. T + ek, (4.158)
a2z - = —
m 5; —ev x B +eBis+ekE.

—>
Os campos extras £ e B, que apareccm como produto do Eletromagnetismo em 5D,
podem ser interpretados como campos externos extras em 4D. associados a um campo de
Kalb-Ramond, por excmplo. De fato, um potencial de gauge 2-formas em 4D produz um

escalar e um parceiro vetorial como componentes de seu correspondente field strength.

4.4 Modelo com supersimetria-N=2

Analisaremos agora o sistema anterior, porem o descreveremos através de uma supersimetria-
N=2, evidentemente nosso objetivo serd o de investigar a possibilidade de haver carga cen-
tral neste modelo. Comecamos redefinindo nosso superespaco.  As coordenadas do su-
perespago sdo (t, 01, 02) com 8, e 0 reais, ou (¢, 6,8) com § = 8; +1i0, ¢ 0 é seu complexo
conjugado. 8, 8 sdio varidveis Grasmannianas complexas.

As transformagdes de translagiio

Ot =ie*0" +icl, 08" =i’ e o8 = —ie

1

define as transformacdes de supersimetria no superespago, onde € é¢ um pardmetro Gras-
manniano complexo. As representagdes diferenciais para os operadores de carga sio dados

abaixo:

Qs = Oy + 164, Qo = 0y + 180, (4.159)
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e as derivadas covariante sio

Dg = 8y — 105, Dy = 85 — 168, (4.160)

Temos entdo a seguinte dlgebra,

[Q3,Qel, =0,  [Q4.Q6l, =0, (4.161)
e
[QB: Q?}].@. = 23& = 2H

onde H serd identificado com a Hamiltoniana.

Se puder definir uma agdo invariante, S, por uma determinada translacio no superes-
pago {£,8, 8) [90],[99], onde os pardmetros de transformacdes sdo parimetros Grasman-
nianos, entdo esta a¢do S, € dita ter uma supersimetria N=2. Neste caso podemos definir
supercampos N=2 como veremos na seqiiéncia.

O supercampo quiral complexo (D®; = 0) admite a seguinte expansdo em 8
O, = z,(t) + 0w, (t) + i00%;(¢). (4.162)

Y, € uma vanavel Grasmanniana e z; € uma varidvel complexa comutante.

Temos também o supercampo real (5 = %),

= £(t) + 0%(t) + ifx(t) + O0R(L), (4.163)

onde &, R sd0 componentes reais dos campos; x and x* sdo componentes complexas dos
campos; x € uma varidvel Grasmanniana e R ¢ uma varidvel comutativa. Partindo das
transformacdes de supersimetria destes supercampos, as coordenadas componentes [87)

podem ser transformadas da seguinte forma:

dz; = —tey, O, = 2’y O = —€e'x +ex” (4.164)
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§i, = —iey; Ox' = —¢'(R+if) &y =e(—R+ix)
OR = €™y +iex*
Com estes supercampos, podemos definir uma nova acdo, similar a anterior pesquisada,

porem agora com supersimetria N=2; a mesma tem a forma,

S = /dtd@d@ﬁ, (4.165)
1 dd; t_ d®r e i€
= 2B B A (D)D) — —d,(A, (D))"
L= ¥+ g8 gt + LA - Tau(4,(8))
1 2
~ < (DeX)(DgX)" +—£EA( ;) + (@)D
4 4 4
+§e£jk;\,;( )b, B} — 4613,9@,@ A (D), (4.166)

onde
Ai(®) = Ai(x) + ewjain(m) + 10"01,;0; Ai(x),

A(®) = A(z) +6¢,9;A(z) +1i8"04,8,A(x),

: 0?A(x) OA; ()
Ap = Aj =
dz; bie E 7 Bz,

Para calcularmos a Lagrangeana supersimétrica em termos das componentes, comegamos

por definir:
L=K+0Vy+6Vp+66L.

Integrando a eq. (4.165) em @ e 6, obtemos

S = /dtL, 4.167)

onde definimos

ay
=L+ — 4.168
L+ o ( )

P!
|
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O termo ¥ € um termo de superficie, Lé portanto a derivada total do termo de superficie

somadoa L, ¢
1 . ® Z L d * K 1 g
Ve = —ixiwi — Eefl;z_,-u'i- + iemf(_é‘jffl@) W+ Z(RX + X))+

; 1
ie\/iz\x _ ie\/i(ai;x)*g@; —e\/_ DA%y — eema Az

+ zeemxkt (GO, A) ) ;efijkxk(aiA)*

1 L; (4.169)

. ) NP H .
‘[/9 = Z$3UJ 46.‘11’{."/‘1- -+ ie:riﬁj.ﬁliwj + E(RX - 35){ )
+ie\/§:\* —e\/_ 2Ax" — eem(a A) e+

1 , 1 . .- i .
Zeﬁﬁzz\ﬁwl -+ Zeea-jkxk;tj@g@p!\wp + Zefijkﬂfkaﬂ\w}.

A Lagrangeana em termos das coordenadas fisicas, podem ser escritas como abaixo:

1 1 "
L= 537, T,D AT+ 8U LJ + - 5¢ A3} eaj_fflf-z;’)ju;i
I .. 1 U U S
5¢ & A; + gl (O:A;) ] + 20— i {4.170)

+%R2 - 3152 + %6 V2 (1€a:B; + i By, x + RA)

e VE(AR 41 (B Uix — i (B8

1 e . "
+ie €kji (23k$j$i -1 Bkiji —1 aer:rjwr%)

1 : * ! * . P *
+£E’ €kji (21:6-;(3&)*37; + e (Be) 0] + 1 (0. By) 373'1“«;"»0,«) ;

alem disso, os termos de superficiec ¥ sdo dados por:

f;r.,-A; (4.171)

Y = ——z@) — —a,20 — —Ai_i'.‘: - 1

R S

€ . € v p
"Z"\ix;‘-‘rkefik - —4~$k$j;'\ €15k
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4.4.1 Carga Supersimétrica Proveniente da Lagrangeana

Escrevemos a Hamiltoniana na forma:
H =1+ [T, I:( -+ L'.‘,‘-Hu-,! - Hu;,: I,')it +

+xIL, — T X" + €10, — L

eA,; eAy
(o 4) (%),
1

temos portanto,

+

1
4

i
4

ed\ ., € . .
EEkﬁ H:c" - 7 kaj —+ :L_EkjieﬂpinBi I‘j;I'p

i * * kK ¢ ;
eEkJ’%'Bkﬂ)ng‘ + weegi (0, By) i, + Zefka'Binf

1 e A e? I g2
“VoeeB (1, — )+ St - L L Lo

onde obtemos a partir da Lagrangeana (4.170) o momento candnico IT;.

Usando o teorema de Noether com as transformagdes supersimétricas, obtemos as
cargas abaixo. Desconsideramos aqui os termos de superficie, jd que neste ponto nio es-

tamos interessados em solugdes topoldgicas. Os termos de superficie serdo considerados

mais tarde.
3. 3. 5 . 1.
Q5 = (Z?Hz; - gief‘lf - Ee\/ﬁff\i + g@e:rjAg-j
1 ., L. . b " i
g'ﬁf'ffk«;j-’ﬁjf\k + gaefmmj:r,,:\kj + éae T (4.173)
1 1, . .1 .
_Zzeejki:f:kf\j — gzeejrk;\ﬁ:crxk + fefjrkf’\ijlrfk)wi
+ (20 + %8\/@\"‘ + %ex/if\ - %ex/ﬁ:cf;r\i)x
e
5! 3 5! 1
Qo = (—7illy, + cied] - 1—6&/5@\,- - gle Ay,
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4
i

8

, 1
* . .
-—zefk3;j$jf\k - zefk,ﬂ,;a:;:z::ﬁkj - gi&AJ‘;‘I‘;‘f‘

8

H

%'iefjkixkﬁj + éieejrk:’lﬁ:rrl‘; — %ieejrkﬁ,-j:rrx;)w
R - eVBA -~ LovaAT+ CeVITAY
Podemos verificar que
Q5. Qsi, = 2H, (4.174)

5., 5\ °
[Qe, Q9]+ = ‘?;5163’3;;‘4:;[;@] - (é) e\/ﬁfﬁfi,j]

2

. V¥ . R *
— e T erin — Tie A 5T ERin

16 16

5, ., ,
—@Eeﬁ,"erﬁmk(ﬁﬂji — 2Ajm' — .E’\mj + 21'11;“’,-)1_,-")1-‘1,{);';

5 . . 9. .
[Qa, Qal, = (—@ieﬂ?kAk[f,j] - (g)ze\ﬁff\{j,i]

* 5 - *
+—1eA[j‘k].f1:nek1-.n + Eze.-'\[k__i]znekjn+

16
5 . * {,\)« '\* * .\* g
ﬁwzkxfﬁmk(‘ nig 20y — Anyi T 2850 0W507,

onde o sub indice {7, j] representa uma anti-sinterizagdo sobre os indices i,j. Se impusermos

a dlgebra das cargas na forma dada em (4.161), teremos que ter

A =0 Apsn =000 Ay

0 4.175)

fll

r(7.4)

Hl

isto significa que as fung¢des possuem derivadas segundas continuas. Verificamos cntiio
que nesta algebra de supersimctria N=2 a possibilidade de carga central poderd ocorrer
somente se tivermos configuragdes do potencial com derivadas segundas nio continuas, de
forma semelhante ao que ocorre em presenga da linha de descontinuidades no monopolo

de Dirac.
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44.2  Cargas Supersimétrica Provenientes da Lagrangeana com
Termos de Superficie

Se agora considerarmos o termo de superficie proveniente de Y, teremos a Lagrangeana

dY

L=1L+"—.
&

Poderemos agora avaliar as contribuicdes provenientes destes termos de superticie,
solugGes topoldgicas podem agora ser consideradas, as quais poderiam induzir o surgi-
rento de carga central nesta dlgebra de supersimetria N=2. A carga supersimétrica fica
pols escrita agora na seguinte forma abaixo:

4 1. 1 .
Qp = (5 Moy — giedi — 56\/551’\5 + e, ;i

: 1. 1.
—ZGEj,;kiIJkA; -+ gieﬁrjkitk.’li;)"\;i — _ieﬁjkkaf\j)?ji’:

3 3
+ (20 + %e\/ﬁ;\* + %eﬁ;\}x (4.176)

4. .. 1 Lo i
Qe = (—gzﬂx‘. + g’eeAz- — geﬁfz\i — g-ae:rjAﬁ

. 1. 1. e
—cieurp; — clee i A + gzefj;‘-_g-xkf\j)wi

3 3 '
(2IL; — %e\/EA - %e\/ﬁf\*)x'

procedendo ao calculo da dlgebra para estas cargas obtemos:
[Qﬁv Qﬁ']+ = 24,
M 4 U 4 \/3
[QG! Qﬂ_{. - (_e'ﬂ‘rkAk[j,'i,; + §€ -'é-A[:,;,r]

9
4 .
+ §ei$ﬂ$;cemkf\r[j,,-])w%-wj, 4.177)

4 . 4 — .,
(Qs, Qa).,. = (—56?-1"-1«‘4&;,1] T gEVEA

—563‘1‘.;33;{6”1;51\

*

rfi,j])w;vi )



4.5 Conclusdes 86

onde a Hamiltoniana H ¢ a mesma obtida da lagrangeana L pela transformagdo de Legen-

dre.

Se impusermos que a dlgebra destas cargas seja a mesma considerada em (4.161),

teremos que exigir o que se segue:
Ak[j,i] =0 j’l“‘j] =0 Ar[j.i] =0 (4.178)

* J— w J— * J— .
A =0 Ay =000 A =0
a algebra ou melhor as relagdes de comutagdo para as coordenadas componentes sdo dadas

por:

[I,‘, ka]_ = i(ﬁik [CL‘:, Hm;]_ = 3'(5,;;; [f, Hg]_ =3

[1':"@': i‘;‘:’;]_; - 86'&&1 [X X‘].{_. = _4.\ (4]?9)
[wi! Hwk]+ = — Elr/‘:\ H‘\‘:'E:]—,— =—1 [X!HXj+ = i
DI = -1

todas as demais relagdes se anulam. Esta mesma dlgebra para os componentes do super-
campo, pode ser obtida pelo procedimento de quantizagio candnica [97], onde 0 momento

S

I1;, e proveniente agora da Lagrangeana L.

4.5 Conclusoes

Propusemos um sistema em mecinica quantica supersimétrica formado de uma particula
ndo relativistica em um campo externo. Formulamos o problema em 5D, onde a particula

apresenta 4 graus de liberdade fermidnicos e 4 graus de liberdade busonicos. Em dimensoes
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menores que 143, nio se obtém graus de liberdade suficiente dentro do setor fermidnico.
Desta forma néo se pdde escrever o modelo em termos de supercampos.
Partindo de (1+4)D, acabamos por arrastar outros campos quando reduzimos para
—
(1+3): £ e B podendo ser tratados como campos (field-strengths) externos associados a
um campo de gauge tipo Kalb-Ramond.

Notamos que, embora as cargas da supersimetria N=2 eram alteradas devido i in-
ser¢ao de termos de superficie na Lagrangeana, o mesmo nido ocorria com a dlgebra desta
supersimetria. Em outras palavras, os termos de superficie ndo induzem uma carga central
neste modelo, exceto no caso em que as derivadas ndo comutem quando aplicadas sobre
A" e A, ou, em outras palavras, quando existir uma corda de descontinuidades semelhante
a de Dirac.

Aqui, estabelecemos um modelo eletromagnético estendido para analisarmos como
cargas centrais poderiam aparecer em um sistema formado por uma particula de spin %sobre
a agdc de um campo eletromagnético. Posteriormente como um possivel prosseguimento,
tentaremos descrever um sistema turbulento em termos de uma supersimetria N=2-D=2.
Este modelo [93], apresenta uma simetria BRS, e serd apresentado no capitulo 3. A solugio
de instanton apresentada neste modelo pode induzir uma carga central na algebra desta
supersimetria N=2. Também, a realizacao de uma supersimetria N=2, devera assegurar que
as fungdes de correlagiio sejam bem definidas, a idéia € integrarmos os graus de liberdade

fermidénicos no funcional aplicando posteriormente um mapa de Nicolay.
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4.A Apéndice - Defini¢io das Matrizes [

Apresentamos abaixo as matrizes I' representando a dlgebra de Clifford em (1+4)D:

5 U 12 . i_ 0 O"g ) o __ ].'2 U i 4 _ 5 _ 0
(85 e (%) () rewee (D

i

0

).



Chapter 5
Conclusoes Gerais e Perspectivas

Concluimos este trabalho dando uma sintese global dos resultados obtidos e in-
dicamos perspectivas de futuros trabalhos. Para conclusdes mais detalhadas, sugerimos
a0 leitor que proceda a leitura da respectiva concluso parcial que se encontra ao final de
cada capitulo desta tese.

No primeiro capitulo, usando um modelo com supercampos quirais, fomos capazes
de apresentar a forma como a quebra de supersimetria se apresenta na agao escrita na pro-
posta de supercampos, e restringindo este modelo ao caso do modelo-sigma nfo-linear
supersimétrico; porém, agora, na presenga dc um campo eletromagnético, vimos que du-
rante o processo de quantizagio, ambigtiidades surgiam em determinados operadores dev-
1do ao ordenamento dos campos componentes, tais ambigiiidades sdo parametrizadas por
um tinico parametro, mostramos que tal pardmetro pode ser bem definido no caso em que
existe quebra da supersimetria, através de uma medida experimental do valor esperado no
vacuo de x , com isto eliminamos a ambigiiidade do formalismo ou melhor no procedi-
mento da quantizagio deste modelo.

No segundo capitulo, nsando idéias similares as da supersimetria em processos es-
tocastico fomos capazes de calcular corregdes para a fdp. No terceiro capitulo, usando in-
varifincia de forma verificamos a estabilidade de solug¢des solitdnicas. Finalmente no quarto
e dltimo capitule verificamos que no sistema com uma particula carregada € massa m em

um campo eletromagnético externo pode ser escrito em termos de uma supersimetria N=2,

89
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sabe-se que neste caso produzimos o valor correto para u ou seja g = g g- Verificamos que
a carga central pode surgir apenas quando tivermos uma espécie de string de Dirac, ou seja
quando as derivadas primeiras das configura¢des dos campos néio forem continuas.

Uma extens@o natural desta tese é proveniente do Capitulo I, onde o resultado ali
obtido, ou seja, representagio explicita na agfo da quebra da supersimetria na proposta de
supercampos, pode ser usado para calcularmos de modo algébrico os superpropagadores
naquele modelo. Outra continuagdo natural vem do modelo do capitulo 11, por apresentar
a possibilidade de uma interessante aplicacio da Supersimetria em Mecinica Quantica,
Ja& que a supersimetrisacdo do Lagrangeano ai envolvido, assegurard que as fungdes de
correlagdo sejam bem definidas, se no funcional realizarmos uma integragio nos graus de

liberdade fermidnicos e, entdo, encontrarmos um mapa de Nicolai.
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Appendix A
- Invariancia de Forma

Considere o operador hermitiano ndo negativo dado por H+ = A" A, onde A*¢é
auto-adjunta de A~ e vice-versa. Se  é autofungdo de H* com energia E. entio: Hbp =
ATA ¢ = Fp.

Obviamente E € positivo definido pois multiplicando a equagio acima por ! vemos
que:

0z f{,o*H*'so = f@A"A‘so = /(A‘w)*/l“so = fEsoftp =F,
onde estamos supondo [ oy = 1.
Consideremos agora 0s seguintes tcoremas e resultados:

Multiplicando por A~ a equagiio A* A~y = Fy pelo lado esquerdo, t2m-se,
ATA (A p) = B(A7 ),
ou seja podemos definir um outro operador por H- = A~ AT | o qual possui o mesmo auto-
valor £ 3 0, e sua autofungiio normalizada é dada por: ¢ = F~ : A”p, e de modo analogo

obtemos ¢ = £~3 A, naturamente E > 0, para screm normalizdveis. Resumindo pode-

mos enunciar um teorema cuja prova jd estd acima.

Teorema 1. Um autovalor de H' = AT A~ ¢ também autovalor de H- = 4" 4T,
exceto quando A7 = 0 = HTp = 0 = E = {. As autofungdes normalizadas de

HY = AtA- e H™ = A~ A" sio respectivamente:

o =E1A%¢ e ¢=E3470
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Diretamente do teorema 1 acima é ficil demonstrar o resultado C1 abaixo:

Resultado C1.  Dado A* ¢ H® = A* A+ EJ com estado fundamental 0 e energia
EY, entdo podemos definir H* = 4 A+ E? que pode ser escrito em uma forma andlogo
a H' = =30%/02® + V(). H' terd o mesmo autovalor que H°, exceto para o estado

fundamental de Hy. Cujas as autofungdes para n > 0 sio:
ooy = (EY - EN %A'"a,o?r energia E° para H*,

oo = (E) — EOD)_%AJH,O;_P energia E° para H°.

Teorema 2. Qualquer hamiltoniana da forma H = —18% /02> +V (), que possui o estado
fundamental e sua respectiva energia (¥, Fy), pode ser fatorada como H = At A=+ E,
onde A* = %[:tﬁ/a:r + (1/Tg) (0¥ /0x)]. O teorema 2 pode ser provado considerando
a 1dentificagiio
H= —%82/03:2 +V(z)= ATA™ +¢
definindo AT = %[:l:afaa: + W{(z)}, onde W(z) é o superpotencial da supersimetria na
proposta de Witten. Substituindo esta definicdo em H acima, temos a seguinte identifi-
cacio,
W24+ oW/ 9zr = 2(V — ),

uma solugiio desta equagdo é:
W = (1/U4)(0%,/0z), onde ¢ = Ey

onde ¥, € o estado fundamental e sua respectiva energia é Ey.
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A.0.1 Hierarquia de Hamiltonianas

Portanto dado qualquer i com a forma H = —1§%/0z% + V(x), pelo teorema 2 pode-
se retirar a forma equivalente H = H® == ATA-+ EJ e a defini¢io de A* e usando o
resultado C1 geramos H' = A~ A™+ EJ o qual ¢ isoespectral 3 H = HY exceto para
o estado fundamental de H® que tém energia E . Fornecendo as seguintes autofungdes:
oLy = (E) - E§) 1A~y , energia EY para H'ec @ = (E? — E)-3 A*pl | energia
E% para H° onde n > D.

Como pelo resultado CI, H' pode ser escrito em uma forma andlogad H' = —18%/82>+
V1(x), sendo assim reiniciamos o algoritmo obtendo uma nova hamiltoniana H?2 e assim
por diante.

Vemos pois dos trés resultados acima que associado a qualquer hamiltoniana na
forma:

H® = *%82;’83:2 + V(z) (A.1)
com o estado fundamental o e energia definida por Es ndio necessariamente positiva. Ex-

1ste uma hierarquia de hamiltonianas quase-isoespectrais, ou seja

ES HY,
E0  =FE] H°, HY,
E} =E =E H°, H' H?

ES =FE! =E =E} H' H'. H?) H



Appendix B
- Transformacio Supersimétrica em D=(0+1)

A transformagdo supersimétrica nada mais é que uma transformacio de translacio
global particular 7', em um dado espago E, chamado superespaco, parametrizado por (#;,t)
no nosso caso de interesse que é em D = 0 + 1; onde 6, sfio varidveis de grassmann reais
(fermi0nicas) e ¢ é uma varidvel comutante real (bosénica).

O exemplo mais simples, € quando o superespago é o mais simples; ou seja é parametrizado
apenas por (£, £). Neste caso consideremos uma fungiio qualquer £ (6, ¢) definida neste su-
perespaco L. Consideremos uma translagio infinitesimal genérica definida neste superes-
pago, por:

§=6+480 e t =t+ 4t
transformando (#,t) ganhamos.

a0 a1 (6.1)

onde se pode desconsiderar os termos de ordens > 2.
Particularizando esta transformago para uma translagdo global; 0 modo mais simples
¢ coloca-la na forma
OF = €QF . (B.1)
onde () € o gerador desta translagdo e ¢ € o parametro global real da transformacio, o
mesmo & uma varidvel de grassmann. Obviamente uma definicdo simples para 6t e 56
que permitiria escrever a transformacdo nesta forma (B.1), € dada por: 86 = ¢ja para

definirmos df temos que lembrar que ¢ € real e comutante, portanto sua transformagio

10}
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mais simples devera ser proporcional a0 produto de duas varidveis de grassmann, uma € ¢
necessariamente, a outra varidvel de grassmann disponivel é £, usamos pois o produto €f
que nos induz a definir 6 = 2. Jd o nlimero ¢ vém do fato de ¢ ser real e €8 ser puramente

complexo {e8)* = —ef; embora € e # sejam puramente reais por definicio. Isto nos conduz
a:

ore.s  or@e.t) 8 8.
ot + € By = E(“a—e +39§)f (9,3),

Uma fungiio £ (8, t) gue se transforme como acima é chamada de supercampo, um exemplo

GF(6,t) = ieb

€ F(6,t) = A(t) + 10y(t), onde A(t) é real e comutante e v () é real e anticomutante.

Portanto a transformacéo de translagio global
08 = e e 8t = —ieh

€ 0 que gera neste exemplo simples em D=0+1 o que chamamos de transformacio de
supersimetria. Que apresenta a forma (B.1): 6 = eQ ouT, = ¢°?, onde @ = & + 62
€ a representacgdo diferencial do gerador desta transformagiio de translago particular ou
supersimetria e é chamado de carga supersimétrica. Podemos obter a derivada covariante
para esta transformacao tal qual para qualquer outra transformagdo R ; ou seja D € definida
por: RDR™! = D', onde D' traduz que a forma de D é a mesma dc D’'. No caso da

translagdo aqui definida,
D' =T,DT,' = D + ¢[D, Q] impondo [D. Q], =0

e resolvendo esta segunda equagéo (realizando esta algebra), chegamos a representagio da

derivada covariante, que tém a forma abaixo,
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O subgrupo G,(1) das translagdes ou supersimetria cujos elementos sio T, = e,
possui apenas um gerador, que é chamado de supercarga. Esta simetria é (ambém chamada
de supersimetria N=1 (por causa desta \nica carga). Contudo realizando o produto direto
deste subgrupo por ele préprio G,(2) = G,(1) x G,(1), pode-se obter um subgrupo G,(2)

com dots geradores, obtendo assim uma supersimetria N=2; ou seja,
{R1) — (/1) (F1) K1) (f2) _ q{Rz) (Ra2) y(Ra)
L =1V 4 Rt T =10 4 eI e

onde Ty (1), e(R) ¢ a representacio R; da transformagdo e seu respectivo parimetro

associado a esta representagdo R;. A transformagZo da supersimetria N=2 é definida por:
T;ERIXRQ} - T;ERl)TSERB) =1+6Q + Q= 11+

Portanto a supersimetria N=2 1ém duas cdpias {Q) Qo) da carga @, ou seja,

9 8 8 9
- Lz = 7 1.2
Ci1 =g Ty © Q=gptibhg,

analogamente temos duas cpias dus derivadas covariante:

o 0 a 0
Dlzé?l—?‘.g]g € DQ—G—B;—EGQE‘

O superespago onde T

esta definido. é parametrizado por {6, 65, ¢). Esta supersime-
tria N=2 € pois gerado pela translagio TIEH"XRZ} definida neste superespago, quc também

pode ser escrita por:
0y =6, +06, 8, =8, + 06, e t' =t+ 51,

onde

561 =€}, 592 = €7 € ot = ?.-6191 + ?;629} (BZ)
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Aqui 0 supercampo pode assumir a forma: [7(6,,8,,t) = B, (t) + 1Y (t) + 02905 (t) +
16,6, P onde A(t) e P(t) sdo reais e comutantes e 4, (f) e 1,{t) sfo reais e anticomutantes.

Até o momento a translag@o aqui foi definida em um superespago onde os pardmetros
de grassmann eram reais 6° = 8. {em N=1 ou em N=2). Trabalhando agora somente
com N=2, vamos realizar uma transformagio que nos levard a um superespaco onde os

parametros de grassmann sdo complexos 8* = @. Esta transformagio 7" é definida por:

g = (1(91"1"1‘-92) (83)

b = a(b — i)

cuja inversa é

1 _

g, = —(8+8
i QLL( + )
9, = i(a—é)
$ 7T g '

onde a é uma constante a ser determinada. Transformando pois @1 Q2. Dy, Dy, por T :
(917 92: t) — (9 97 t)!

Q = 05 +108,, Q= dy + 83,
D=08;-i08, D=3 —ibd,,

para estas transformagdes acima usamos e = 1/4/2. Também usando (B.2) em (B.3) obte-

mos:

_ _ — 1 .
00 =¢€,80 =€ e Ot = 1e0+ied — & = €(F5+100,)+€(Fg+i0,),onde € = 7§(el+zeg).
(B.4)

A dlgebra satisfeita por estes objetos estd definida no apéndice }.B. Observemos

somente que 4 o pardmetro a da transformagio T : (6,,8,,¢) — (8, 8, ) é outro por isto,
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as defini¢des das derivadas covariantes, e das cargas diferem da defini¢des aqui por um

dado parametro.



Appendix C
- Cargas Supersimétricas

Consideremos o modelo definido no superespaco parametrizado por (6,8, 1),
. 1 B
S = / dtdfde bD@D ¢+ V(@)} = /dtdﬂdf)[f(@)] (C.1)

onde ® ¢ um supercampo definido por
© = q(t) + 00, (t) + i, (t) + BON(t) = q(t) + 09(t) - u(t) + 0ON(t)  (C2)

onde g(t) e N(t) sdo reais e comutantes, ¢ ¢, (t) = 1 (¢) sdo complexos e anticomutantes.

Vamos calcular a corrente usando o tcorema de Noether, o que temos a fazer € sim-
plesmente integrar (C.1) em d@df (usando a algebra do apéndice 1.B) e entdo realizamos a
transformag@o nos campos componentes, obtendo um primeiro resultado que pode ser es-
crito como uma derivada total no tempo; a seguir fazemos o processo inverso, realizamos a
ransformagdo de supersimctria em (C.1), € depois integramos obtendo um segundo resul-
tado que também pode ser escrito como uma derivada total no tempo, estes dois resultados
obviamente sio iguais diferindo somente por uma derivada total no tempo do objeto que é
a carga.

Como £(®) ¢ uma fun¢do do supercampo, abrindo em componentes podemos escr-

ever 0 mesmo na forma:
£(®) = K{q,v, ¥, N) +i8T(g. v, w. N) + i8¥ (g, 4,9, N} + B0L{q, ¥, v, N)

onde K{q,v,9, N),¥(q, %, ¢, N). L(g, ¥, ¢, N) sio fungbes das componentes do super-

campo $. Entdo integrando [ didfdf [£(®)] = [ dtL{g, v, ¥, N) . Procedendo a transfor-
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magao teremos:

susyJ/ dfd9d9 i{q’) /dtésuSJ (q.""-.bei;s AI) =

g dL aL 9L aL
dt— |§g—— + 64— + §y — + SN — C3
// afﬁqa L@w ha@- 8.‘\] (3

onde usamos as equagGes de Euler-Lagrange para as componentes de ®. A transformagdo
das coordenadas componentes g, v, &, N do supercampo & sdio obtidas de (B.4):

53u3-g(I) = f[ag + at?at) + 6(89 + 3@6;)]@
Realizando agora uma transformagiio supersimetria em (C.1) ficamos com:

BousyS = ] dtdOdB [8 sy £(D)] (C.4)

Usando a algebra do apendice 1.B verificamos que 8,5, £ (®) = [eQ+eQ]£(®) = 9(6‘If+

ev) = 892 [e¥ + W] . Substituindo ¢ integrando C.4 teremos:

bsusyS = / dtdgdo {9933 e‘I’+e‘I’] / dt— ey (C.5)

Este resultado prova que uma lagrangeana escrita em termos dos supercampos ¢ nec-
essariamente 1nvariante pela supersimetria equivalente ja que a transformagio levou a um
termo de superficie dentro da integral. E obvio pelo processo como foram obtidos, que

estes dois resultados (C.5) e (C.3) sio iguais a menos de uma derivada total ou seja:

o |, oL N T / 2
dt— |8 o Jut AN — €U - B = [ dt— [eQ +
J/ o [qaq +5¢ o oy ov ¢ } i 0+ Q]

portanto as duas cargas saem diretamente por:

— oL aL 8L oL
e = dg— + Jur— 4 IN— — ¢l —- ).
€@ +eQ =g dq Ouaufr +o¥ 31&-‘ aN ¢ ¢
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C.0.2 Expansio em Campos Componentes da Lagrangeana e
Hamiltoniana de Witten.

Utilizando a dlgebra do apendice 1.B em (C.1),
£ _ r1 -
S = / did6dd bD(I)D d + V(<I>)]

onde V'($} € chamado de superpotencial. Podemos expandir § em termos do supercampo

definido em (C.2), resolvendo a integral acima para d6d8,

S = lim / dtDD [2D<I)D P+ V(@)]

§.8-—10

oquenoslevad § = [ dtL(g, v, ¢. N). apds usarmos a algebra do apendice 1.B e proceder

o limite chega-se a

e — Vf2
WY = Yh) — 2@

+ V" (q)ov

1_2+'ef(
29 73

L(ql zlb! E! *N) =

A hamiltoniana pode ser obtida através da transformacio de Legendre,

H=_(¢"+V*q) - V(@) ([, ¥] + [¥,9]4))

Lo =

a algebra de grassmann pode ser realizada, usando a representagdio vy = o_e ¢ = o, ==

[, ¥]. =0e [,9] = —o3 onde o3 é matriz de Pauli, logo

H= 2 (¢ + V?q) + V"(q)os)

o =

que ¢ exatamente a hamiltoniana de Witten para mecanica quantica supersimétrica.
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