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Resumo

Nesta tese construimos modelos escalares bi-dimensionais que possuem solugoes solito-
nicas a apartir das flutuacdes de modo zero. Também calculamos as primeiras corregées
quanticas para a massa dos sélitons nos modelos construidos, usando o método de regu-
larizacio por " cut-off’ no momento energia. Logo consideramos o acoplamento do campo
escalar a um campo fermidénico de Majorana e mostramos que a introdugdo do campo
fermidnico permite a existéncia de solitons a nivel quantico em modelos onde eles ndo tem
sentido se somente fosse considerado o campo bosonico. Finalmente estudamos o processo

de termalizacdo em modelos mecénico quanticos mediante a abordagem de Liouville-von

Newmann.
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Abstract

We construct bidimensional scalar field theoretical models that possesses solitonic so-
Jutions starting from the zero mode fluctuations. Also, we compute the first quantum
corrections for the mass of the solitons in the constructed models, by using the sharp
energy momentum cut off regularization method. Afterwards we consider the coupling
of the scalar field to a Majorana fermionic fie]ld and shown that the introduction of the
fermionic field allows the existence of solitons at the quantum Jevel in models where they
don’t make sense if only the bosonic field were considered. Finally, we study the termali-

ation process in some quantum mechanical models by using the Liouville-von Newmann

approach.
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Capitulo 1

Introducao

Os sélitons sdo solugdes das equagoes cldssicas ndo lineares de movimento, com as seguintes
propriedades fundamentais: seus perfis sio estaveis, as suas energias associadas sdo fini-
tas e também tais solu¢des se comportam como particulas no sentido que as solugoes
multi-soliténicas se comportam assintoticamente (no tempo) como solugdes solitonicas
(um séliton)[1]. Também existe uma classe menos restrita de solugbes para as equagbes
néo lineares que possuem as mesmas propriedades que as solugbes solitonicas, exceto a
propriedade de manter os seus perfis iniciais apos de uma colisdo. Neste caso estas solugdes
sdo chamadas de ondas solitarias. Em geral os sdlitons podem existir em qualquer niimero
de dimensdes. Na caso dos campos escalares estas solugbes sé6 podem existir em (1+1)
dimensdes [2] e s&o chamados de "kinks”. Estas soluges ligam dois vdcuos degenerados
da teoria. Uma propriedade importante destas solu¢des é que eles permanecem estaveis
quando as corregoes quanticas sao incorporadas. De outro lado existem solugbes que
se tornam instaveis quando as corregdes quinticas sdc incorporadas. Estas solugdes sao
chamadas de "lumps” ou ”bounces” [3].

Em (1+1) dimensées qualquer modelo escalar é renormalizavel. Para tornar finito a

teoria basta usar uma prescrigao de ordenamento normal para os campos. Mas como é bem
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conhecido, um dos maiores interesses em modelos de teoria de campo em (1+1) dimensdes
é a possibilidade de entender os seus aspectos ndo perturbativos. E esta é a razao pela
qual ndo deve-se considerar modelos arbitrarios, dado que nem sempre serd possivel fazer
uma analise ndo perturbativa. Em particular, o setor soliténico de uma teoria é nao
perturbativo, isto quer dizer que simplesmente se somando infinitos graficos de Feynman
nio serd possivel se chegar ao conceito de séliton (estado quintico soliténico). No setor
soliténico, existem algums modelos ( os chamados modelos integraveis) que podem ser
resolvidos exatamente, tanto no nivel classico quanto neo nivel quantico. O exemplo mais
conhecido é 0 modelo de sine-Gordon [4]. De outro lado, 0 modelo ®* em (1+1) dimensdes
admite solucdes tipo ”kink” no nivel cldssico ¢ também as primeiras corregbes quanticas,
podem ser calculadas analiticamente. Isto é podemos calcular as corregbes quanticas a
ordem %i. Na primeira parte desta tese vamos estar interessado em modelos deste tipo. No
capitulo 2 fazemos uma revisio dos aspectos cldssicos e quanticos dos modelos escalares
que possuem solucdes tipo ”kink”, seguindo as Refs. {1] e [2]. Em particular para estudar
o significado quantico das solugdes soliténicas generalizamos o método de Kerman-Klein
para modelos bem gerais seguindo as linhas das Refs. [2, 5, 6]. Como veremos no capitulo
2, 0 modelo ®* (e também o modelo de sine-Gordon) admite um tratamento semi-classico
devido ao fato de que as Autuagdes quanticas ao redor dos solitons ' sdo descritas por uma
equacio de Schridinger unidimensional exatamente soltvel. Usando este fato, no capitulo
3 construinios modelos escalares bi-dimensionais que possuem solugdes soliténicas e cujas
Autuagdes quanticas sio descritas por equagdes de Schridinger exatamente soluveis [7].

Originalmente esta idéia foi proposta nas Refs. [5] e [8] e mais recentemente, usando-se

INe que segue usamos invariavelmente os termos "kink” e soliton, como ¢ feito usualmente na comu-
nidade da fisica de particulas.
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a mecanica quintica supersimétrica, nas Refs. [9] e [10] a idéia foi levada adiante. Para
outras referencias interessantes ver a Ref. [11].

No capitulo 4 calculamos as primeiras corre¢des quanticas para a massa dos solitons
nos modelos construidos no capftulo 3. O problema do calculo das correces quanticas
4 massa dos solitons tem sido recentemente reaberto [12, 13, 14, 15, 16, 17, 18], em
particular na Ref. [18] os autores coucluiram que a regularizagdo pelo método do "cut-
off’ no momento energia d4 resultados incorretos quando aplicado ao calculo das corregdes
quénticas 4 massa dos solitons. Na Ref. [19] mostramos que isto ndo ¢ assim. No capitulo
4, apresentamos um estudo mais detalhado que na Ref. [19].

No capitulo 5 estudamos sobre a questdo da existencia dos sélitons no nivel quantico
e mostramos que nao todos os modelos contruidos no capitulo 3 fazem sentido no nivel
quéntico. Também mostramos que mediante a introdugao de campos fermiénicos acopla-
dos aos campos escalares de uma maneira convenientemente escolhida os solitons ainda
fazem sentido no nivel quantico.

Na parte final da tese estudamos o processo de termalizagio usando o formalismo de
Liouville-von Newmann. Esta parte da tese esta baseada na Ref. [20]. Embora a situagdo
fisica do assunto seja distanta & da primeira parte, alguns aspectos tecnicos sdo comuns

a ambos. Nesta tese usamos unidades h =c=Kg =1



Capitulo 2

Modelos escalares em (1+1)
dimensoes

2.1 Solucoes estdticas de energia finita
A densidade Lagrangeana associada a um campo escalar ®(xz,t) pode ser escrita como t

L= %a#@a% _U(®), (2.1)

onde vamos supor que U(®) tem pelo menos dois minimos absclutos degenerados, como
mostrado na Fig. 2.1-a, ou um minimo relativo, Fig. 2.1-b. Por simplicidade vamos supor
que nestes minimos U(®) é zero 2.

A equacéo de movimento para o campo ® obtida a partir da Eq. (2.1) é dada por

e &

onde U'(®) = dU(®)/d®. Em primeiro lugar vamos analizar as solugdes estaticas da
Eq. (2.2) que possuem energia finita. Nas segbes seguintes estudaremos o significado

quantico destas solugoes.

1Como foi dito na se¢io anterior nesta tese sé vamos considerar modelos escalares em {141) dimensdes
espaco-temporais.

2Quando esta condigao nao for satisfeita pode-se simplesmente transladar U(®) de tal forma a satiz-
fazer tal condicao.
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Figura 2.1: (a) U(®) com dois minimos (vécuos) degenerados e (b) com um minime relativo (ou vdcuo
falso).

i

(a} (b)

No caso de configuracoes estaticas a Eq. (2.2) se reduz a

d2

() =U'(®). (2:3)

Neste caso a energia é dada simplesmente por

H[®)] = LZ dz [% (%’)2 +U(®)

Estamos interessados em solucdes da Eq. {2.3) que possuam energia finita. A Eq. (2.3)

(2.4)

pode ser facilmente integrada. Ja que estamos interessados en solugdes de energia finita,
vamos fazer uso da seguinte analogia para encontrarmos tais solugdes. Se & for inter-
pretado como uma varidvel de posicic e r como uma varidvel temporal, é facil concluir
que a Eq. (2.3) é a equagdo de movimento de uma particula de massa unitaria num
potencial conservativo —U(®). Desta forma, para estudarmos as solugdes da Eq. (2.3)
basta analizarmos as possiveis trajetérias fazendo uma analogia com a descrigao mecénico-
classica do movimento de uma particula pontual. Para obtermos a energia da configuragao
estdtica devemos integrar a varidvel espacial z desde —co até co. Desta forma para que a
solucdo possua energia finita ela deve se manter finita para todo . Na analogia anterior-
mente citada temos que a trajetéria deve se manter confinada entre dois valores finitos da

posicio ®. No caso da densidade de potencial mostrada na Fig. 2.1-a as trajetorias que
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satizfazem esta condicdo sao aquelas que se encontram confinadas no pogo entre os pontos
1 e 2 {lembre que falamos do pogo j4 que devemos pensar no potencial invertido —U(®)].
No caso da densidade de potencial mostrada na Fig. 2.1-b esta condigac se cumpre para
aquelas trajetérias que ficam confinadas no pogo entre os pontos 3 e 4. Em geral estas
trajetérias oscilam entre dois valores finitos de . Mas como o sistema é conservativo as
trajetorias oscilam com a mesma amplitude indefinidamente no ”tempo” (representado
aqui por z). Desta forma ao integrarmos estas solugdes em todo x obteremos uma quan-
tidade infinita. Entretanto existe uma solugio que nio oscila. Esta solugao € aquela que
descreve o movimento exatamente entre os pontos 1 e 2 no caso da Fig. 2.1-a ou entre
os pontos 3 e 4 no caso da Fig. 2.1-b, isto &, a trajetéria de energia zero na analogia da
mecanica de uma particula. No caso da densidade de potencial mostrada na Fig. 2.1~a por
exemplo, a solucio toma o seu valor no ponto 1 (ou 2) em £ = —o0 € o seu valor no ponto
2 {ou 1) em ¥ = oo onde fica em repouso. No caso da densidade de potencial mostrada
na Fig. 2.1-b, a solugiio de energia finita toma o seu valor no ponto 3 em & = —oo depois
se desloca até atingir o ponto 4 onde anula a sua velocidade e depois volta em diregao
do ponto 3 onde chega no "tempo” z = oo e fica em repouso. Para provarmos que estas
solugdes sio de energia finita s6 temos que provar que as trajetdrias de energia zero nao
oscilam. Desta forma é preciso provar que todas as derivadas de & com respeito a = (ou
seja a velocidade, a aceleragdo, etc) se anulam nos pontos 1 e 2 ou 3 nas Figs. 2.1-a-b.

J4 que estas trajetérias (solugdes) sdo de energia zero, da Eq. (2.3) obtemos

2
1]d
—|—® =U(® 2.5
[ tew)| -vm), 25)
uma equacio que é conhecida como a condigido de Bogomol'nyi [21]. J4 que nos pontos

1, 2, e 3 a densidade de potencial é zero, da Eq. (2.5), concluimos que nesses pontos
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&' = 0. Nesses pontos também temos que U'(®) = 0 e da Eq. (2.3) concluimos que

$" = 0. Derivando a Eq. (2.3) com rela¢io a £ obtemos,
"(z) =U"(2)2'(z) , (2.6)

de onde concluimos que " = 0 nos pontos 1, 2 e 3 ja que nestes pontos ¢ = 0. Derivando

a Bq. (2.6) com relagido a = obtemos
(I)””(;B) — U’”(‘I’)[‘I”(&T)]g 1 U”(‘I’)@”(&T) , (27)

de onde concluimos que ¥ = @ nos pontos 1, 2 e 3 j& que nestes pontos ' = " = 0.
Derivando a Eq. (2.7) com relagio a = provaremos que a quinta derivada de & se anula
nos pontos 1, 2 e 3, derivando a equagio resultante provaremos que a sexta derivada se
anula nesses pontos e assim sucessivamente provaremos que todas as derivadas de ¢ se
anulam nos pontos 1, 2 e 3.

Integrando a Eq. (2.5) obtemos as solugdes de energia finita @,

(2.8

o [‘I’c d&®
T — Ty = m )
onde zy € uma constante de integracao.
Agora vamos estudar a estabilidade cldssica das solugbes que acabamos de discutir.
Para estudarmos a estabilidade das solucoes introduzimos uma pequena perturbacao de-

pendente do tempo sobre as solugbes que acabamos de considerar e depois estudamos a

evolugio temporal destas perturbages. Podemos escrever por exemplo
®(z,t) = D.(z) + n(z, ), (2.9

onde supomos que inicialmente num determinado instante ¢ a perturbacdo 7 € pequena.
Se a solugio ®, for estdvel esta perturbacio inicial se manterd pequena em tempos pos-

teriores, mas se a solucdo for instdvel a perturbagéo inicial, por menor que seja crescerd
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indefinidamente no tempo. Vamos expandir 7 utilizando uma base completa {¢n(z)}.

Desta forma temos

n(z,t) =Y dulz)e™ " (2.10)

n

Substituindo a Eq. (2.9) na Eq. (2.2) linearizando em 7 ¢ usando as Eqs. (2.3) e (2.10),
obtemos
d2

—— + U [2:(2))| dulz) = widn(a) (2.11)

Segundo a nossa definigao de estabilidade, teremos estabilidade quando todos os wy forem
reais, ou seja devemos ter w2 < 0. Desta forma pequenas perturbagbes ao redor de @, 50
oscilario no tempo, caso contrario eles crescerdo exponencialmente no tempo.

Para estudarmos a estabilidade das solugdes devemos estudar as solugdes da equagdo
de Schrisdinger (2.11). No caso de modelos de teoria de campo com densidade de potencial
que possuem pelo menos dois vacuos degenerados trivias, como mostrado na Fig. 2.1-a, &
facil mostrar que as solug@es estaticas que unem os minimos degenerados (vdcuos trivias)
si0 estaveis. Por outro lado, para modelos que possuem um minimo relativo (vcuo
falso) as solugbes sdo instdveis. Para provar estas afirmagdes note que fazendo ® = ¢, a

Eq. (2.6} pode ser escrita como

—dd—; + U@ (2)]| P{2) =0, (2.12)

o qual prova que ¥, e auto-fun¢ao da Eq. (2.11) com autovalor w?=0,

4x) = L a(z). (2.13)

A auto-fungdo ¢(z) de autovalor zero, dada pela Eq. (2.13), é de norma finita toda vez

que a energia é finita®. Agora vamos ver em que casos este autovalor é o menor autovalor.

Substituindo a Bq. (2.5) na Eq. (2.4) obtemos H = [° dz[ £ & ()]
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Na analogia de particula mecanica, que usamos para estudar as solugbes de energia finita
da Eq. (2.3), ® é a velocidade da particula. No caso do modelo mostrado na Fig. 2.1-a
®' a velocidade, é zero somente nos pontos 1 e 2. Mas estes pontos sdo atingidos somente
em z = 400, isto 6, a auto-funcio . ndo tem nodos e isto prova que w? =0 é o menor
autovalor. Neste caso todos os w, sio reais e portanto as solugdes estaticas de energia
finita sdo estdveis. Por outro lado no modelo mostrado na Fig. 2.1-b, a velocidade é
zero no ponto 3 (o qual é atingido pela "particula” em z = +o00) e no ponto 4 { o qual
¢ atingido num "tempo” z finito). Isto quer dizer que a auto-fungdo ®; tem um nodo
e entio w? = 0 nio é o menor autovalor. Existe uma outra solugdo sem nodos e com
antovalor w? < 0. Neste caso as solugOes de energia finita sio instavels.

A estabilidade ou instabilidade cléssica das solucgoes de energia finita se traduz ao nivel
quéntico no que diz respeito & estabilidade dos estados quéanticos correspondentes a estas
solucdes classicas. No caso de modelos como o mostrado na Fig. 2.1-b pode-se ver que
o vécuo trivial localizado no ponto 3 é estdvel ao nivel cldssico, mas ele torna-se instavel
ao nivel quantico. Um estado quéntico inicialmente preparado ao redor do ponto 3 torna-
se instavel, decaindo por tunelamento atravéz da barreira da densidade de potencial de
forma semelliante ao que acontece na mecénica quantica [22] [23]. E por este motivo que
o ponto 3 é chamado de vacuo falso.

Uma outra forma de entender o aparecimento da solugdo de modo zero é através da
invariancia translacional. Da Eq. (2.8) pode-se ver que se ®.(x) € uma solugao entdo
®.(z+() também é uma outra solugio de energia finita. Para zo suficientemente pequeno

podemos fazer a seguinte expansao,

O.(x + zo) = Do) + 2o P(2) , (2.14)
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e das Egs. (2.9)-(2.10) podemos concluir que @, é uma pequena perturbagio (flutuagdo)
de frequencia zero.

Estes resultados sfo validos em (1+1) dimensdes. No caso de dimensdes maiores é
f4cil provar que modelos de teoria de campo que contém sémente campos escalares nao
possuem solugdes estéticas estdveis de energia finita. Em dimensbes maiores (denotemos
por d = (D — 1) o ntimero de dimensdes espacias) a equagdo de estabilidade é uma
equacio de Schrodinger em d dimensdes. Neste caso existem agora d auto-fungdes 39;®(z),
i =1,2,..d, com autovalor w? = 0. Quer dizer, a solugio w? = 0 é d vezes degenerado
e portanto nio é o menor autovalor. Neste caso existe pelo menos um autovalor w? < 0.
Ento as solucdes estaticas de energia finita em dimensdes maiores séo instaveis.

Antes de passarmos a analizar as propriedades quanticas das solugdes consideradas
nesta secio vamos mostrar as solugdes assim como as equagdes de estabilidade em dois
modelos que tem sido considerados amplamente na literatura. Estes modelos sdo os

modelos de sine-Gordon, com densidade de potencial dado por

o

{H@)=Ei[1—am(%@)], (2.15)

e 0 modelo ®* com densidade de potencial

4 2 2
m 4o
_ 1 —— 2| . 2.16
U@ = s [1- 257 (2.16)
Estes modelos possuem as seguintes simetrias discretas:
sine — Gordon : ® — £®+ 2an{(m/a); n=0,x1,£2,.. (2.17)
* -0 (2.18)

Os minimos destas densidades de potencial I'(®,) = 0 [note que estes pontos sao solugdes
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constantes da Eq. (2.3)] sdo

sine — Gordon : ®, = 2an{m/a), n=0£1,%2, .., (2.19)
m
. Pp=— 2.20

08 quais mostram que as simetrias descritas pelas Eqs. (2.17)-(2.18) sdo espontaneamente
quebradas pelo estado do vécuo perturbativo. Sendo assim temos que o valor esperado

no vacuo do operador de campo @ é dado por

sine — Gordon : <0|<AI>|D> 0, (2.21)

P* (2.22)

T

0|®[0)

Sk

Fazendo uma expansio de Taylor ac redor dos minimos {ou vdcuos triviais ou pertur-
bativos) na densidade de potencial pode-se ver facilmente que a massa (a0 quadrado)
das particulas em ambos modelos é igual a m?. Substituindo as Eqs. (2.15)-(2.16) na
Eq. (2.8) se obtem facilmente para as solu¢des de energia finita as segumtes expressoes:

sine — Gordon : ®.(z) = i%n tan~'exp[tm(x ~ zo)] , (2.23)

o %@ﬁ:%%mmF;@—xd. (2.24)

Substituindo estas equactes na Eq. {2.4) obtemos para a energia destas configuragées

estaticas,
) &m?
sine — Gordon : H[®] = R (2.25)
3
1 H[®,) = 2.26
¥ HE] = (2.26)

Usando as equacdes anteriores na Eq. (2.11) obtemos a seguintes equagdes de estabilidade

sine — Gordon : —d—2 +m? — —2@2—— Pnlz) = whd (x) (2.27)
b reon dz? cosh®(mz)| 7 P '
d? 0 3m?

] bule) — w2pnlz) . (2.28)

——— m —
2 2 cosh?(maz/2)
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Estas equacoes podem ser resolvidas exatamente. No capitulo seguinte vamos discutir as
solugbes deste tipo de equacdes. E importante salientar que estas equagdes possuem um
niimero finito de solugdes discretas e um ntimero infinito de solugoes continuas. No caso
do modelo de sine-Gordon, somente existe uma solugie discreta, a solugdo de modo zero
&' . No modelo " existem duas solugdes discretas. Em ambos casos o espectro continuo
(que denotamos por w}) comega em wi = m?. As solugdes continuas se comportam
assintoticamente como solucdes livres, e sendo que w? = m? + k?. Entdo jad que as
solugdes sdo positivas entdo as solugdes de energia finita dadas pelas Eqs. (2.23)-(2.24)
sio estaveis. Note que estas solucdes sio da ordem O(a~'), da mesma forina que as
solugbes constantes, Eqgs. (2.19)-(2.20). Isto quer dizer que estas sclugbes ndo podenam
ser obtidos perturbativamente. Tamnbém pode-se notar que a densidade de energia destas
solugdes ¢ localizada ao redor do ponto zy. Solugbes com densidade de energia localizada
sao usualmente chamadas de solitons.

O séliton, ainda que sendo solugdio de uma equagio classica de campo, se assemelha
muito a uma particula. Tem densidade de energia localizada em torno de um ponto,
a sua energia ¢ finita e é estivel. Também pelo fato da Eq. (2.2) ser invariante por
transformacdes de Lorentz, ao obtermos a solugdo estatica, podemos obter a solugao
dependente do tempo simplesmente fazendo um "boost”, isto é, se ®.(z) ¢ uma solu¢do
estdtica de energia finita, entdo a solugio de energia finita dependente do tempo é Pz —
vt/+v/1— v?), onde v é tal que |v] < 1. Entéo o séliton pode-se deslocar no espago. Neste

caso é facil mostrar que a energia satizfaz a seguinte relagao

H(®(z)]

H{®.(z,1)] =

a qual sugere interpretar a energia da configuragao estatica como sendo a massa do séliton.
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2.2 Quantizacao ao redor das solugoes classicas

Nesta segio vamos quantizar os modelos escalares com densidade Lagrangeana descrita
pela Eq. (2.1) ao redor das solugdes cldssicas de energia finita. O método que descrevere-
mos s6 é valido a ordem A. Em ordens mais altas aparecem complicagdes devido a simetria
translacional que possuem as solugdes cldssicas [1]. Este método é o mais simples mas,
temos que salientar que a interpretagio fisica dos resultados € obscura. Na seguinte segao
usaremos um outro método, o método de Kerman-Klein, relativamente mais complicado
mas que nos permitira uma intepretaggo fisica direta dos resultados. Para uma expanssao
tipo WK B, usando-se integrais de trajetdria, pode-se consultar as Ref. [24, 25] e para
uma expassio canbnica em ordems mais altas mediante o uso de coordenadas colectivas

pode-se consultar as Refs. [8, 26, 27].

Como na segio anterior, o nosso ponto de partida é a densidade Lagrangiana:
L— fd:s Ea@aw _ ()| . (2.30)
Expandindo ® ao redor da solucdo cldssica ®. podemos escrever,
B(z) = ®c(x) + (2, t) (2.31)

e substituindo esta expressio na Eq.  (2.30), mantendo termos sémente até ordem

quadrética em 7 e fazendo uma integragéo por partes obtemos,

1 n d?
L = L[&, /d o T -2 s ue ) gl 2.32
yad+ fa[3 - 2 (= 07w ) o (232
Podemos agora expandir n numa base completa {¢,}, com coeficientes ¢ dependentes do

tempo,

73(53: t) - ZQn(t)qf’n(x) . (233)

T
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Escolhendo a base completa {¢,} como sendo as auto-fungdes do operador Hermitiano,

{_d-d; + U”[(ﬁc(x)]] , (234)

substituindo a Eq. (2.33) na Eq. (2.32) e usando a propriedade de ortonormalidade dos
elementos da base {¢,} obtemos,

L=Lad+ 53 (- widd) | (2.35)

onde w? sd0 os autovalores do operador dado pela Eq. (2.34). Desta forma os elementos da
base {¢, } sdo solugdes da equagdo de estabilidade classica, representadas pela Eq. (2.11).
Note que o nosso problema tem se reduzido a um sistema de osciladores harménicos
desacoplados.

Para quantizarmos precisamos do operador momento conjugado do campo II. Dado
que U(®) ndo contém derivadas em ®, entdo o operador momento conjugado do campo €

II = & Desde que ®. nio depende do tempo, da Eq. (2.31) obtemos
O(z,t) = 7z, t) . (2.36)
Promovendo os campos a operadores de campo, a regra de quantizagéo exige que

[@(z,2), I{y, 1)) = id(z — y) . (2.37)

['«f’(;v, t), flc’(y, t)] = [fI(;t:,t), ﬂ(y, t)]=0. (2.38)

Ao promover os campos a operadores de campo, das Eqs. (2.31) e (2.36) vemos que os
coeficientes dependentes do tempo g,, tem que ser promovidos a operadores ja que os
elementos da base {#,} sfo quantidades cldssicas (ou ” c-numbers” ). Agora resta saber

qual é a dlgebra entre os operadores associados a g» € gn compativeis com as regras de
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quantizcdo dadas pelas Eqs. (2.37)-(2.38). Em termos de g, ¢, a estrutura da Lagrangiana
dada pela Eq. (2.35) permite introduzir o momento conjugado p, = ¢x. E imediato provar
que a dlgebra entre os operadores ¢y e P, compativeis com as regras de quantizagdo dadas

pelas Eqgs. (2.37)-(2.38) sdo,

[éﬂsﬁm] = 2.5ﬂra.m ) (239)

[@mﬁm] = [ﬁmﬁm] =0. (2'40)

Na Eq. (2.39) 6., tem que ser substituido por uma distribui¢do delta de Dirac quando
os modos associados aos indices n,m forem continuos. Vemos entdo que o problema ¢
equivalente a um sistema quantico de osciladores harmonicos desacoplados. Mas devemos
lembrar que existe um modo zero associado & simetria translacional do sistema. Intro-
duzindo operadores de criagio e aniquilagio a! e @, para os modos diferentes de zero,

podemos escrever entdo para o operador Hamiltoniano a seguinte expressao:
. e 1
H = H[®,] 50 +3 (a;am + 5) Wh (2.41)

onde Py é o operador de momento associado & go € 0 apéstrofo no somatorio significa que
estamos levando em consideracdo no somatorio somente os modos diferentes de zero. A

energia do estado fundamental é por exemplo,
] 9 Z (2.42)

No caso dos modelos cujas solugdes cldssicas sio estaveis, estd quantidade é real e apds
subtrairmos a energia do ponto zero ela é interpretada como a massa ("bare”) do estado
quantico correspondente & solugio classica. Como veremos na se¢ao seguinte, este estado

quantico tem propriedades de particula, ele é chamado de estado quéntico solitonico. De



Capitule 2. Modelos escalares em (1+1) dimensdes 16

outro lado, no caso de modelos cujas solugdes estaticas sdo instdveis, a energia dada pela
Eq. (2.42) ndo é real, j4 que existe um modo imagindrio. Neste caso a Eq. (2.42)
nio tem uma interpretacio fisica direta mas a parte imaginaria sinaliza que o estado
quéntico correspondente é instivel. Este estado quantico é o vacuo falso do qual falamos

previamente.

2.3 O significado quantico das solucoes classicas: o
método de Kerman-Klein

Para analizar as propriedades quanticas das solugdes soliténicas, usamos o método de
Kerman-Klein [5], [2]. Para tal finalidade vamos postular que:

#) Além dos estados perturbativos {que nés chamaremos de estados mesdnicos) existem
outros estados de particula, os estados quinticos soliténicos (na literatura estes estados
sio chamados de estados baridnicos). O estado de um séliton, que denotaremos por |E )

¢ UM autovalor da energia e do momnento,

H|E)=E|E)
P|EY=P|E) (2.43)
onde E = /P2 + M? e M é a massa do estado quantico solitdnico.

ii) No caso da constante de acoplamento « ser pequena, o estado quantico solitonico é

muito pesado, 7.e, M é da ordem
M~ O™?). (2.44)

i) Existem estados compostos por um soliton e vdrios mésons que denotaremos por,

|P, ky, kq... ) onde P é o momento total e k; é o momento assintético do i-ésimo méson.
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i) O estado quantico solitonico é estével, isto é, elementos de matriz tals como
{mesons, estado solitonicol®® ... mesons) = 0 (2.45)

sio nulos.

Este setor do espaco de Hilbert é chamado setor solitdnico. Vejamos agora sobre
a diversidade de estados quanticos soliténicos que podem existir associados as solugdes
cléssicas. Sempre existe uma diversidade correspondente a uma simetria do problema.
Por exemplo, temos uma diversidade indexada por g que vem como consequéncia da
invariancia transiacional. Também podemos ter uma outra diversidade indexada pelo
sinal da solucdo correspondente & simetria de reflexio do campo. No caso do modelo de
sine-Gordon temos uma diversidade dos multiplos ramos do tangente inverso associado
A simetria de translacio do campo. Estas solugbes relacionadas por uma simetria sao
inconsequentes para distinguir diferentes tipos de estados quénticos solitonicos. Porém,
se houverem outras diversidades nas solugdes cldssicas, entdo postularemos que existem
igual nimero de estados quanticos solitonicos quantas diversidades de solugles estdticas
existirem. Finalmente postulamos que
v) os setores do espago de Hilbert associados a diferentes estados quanticos solitonicos
s30 independentes. No que se segue vamos nos concentrar num desses estados quanticos
solitonicos.

O conjunto de postulados que temos enunciado sdo suficientes para mostrar auto-

consistentemente que

2

(PLE, K BIP ke, K Yo A O™, (2.46)

onde o sub-indice 7" denota a parte conectada ¢ ® ¢ wm operador de campo. Para esta
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finalidade usamos a equagio de movimento para o operador de campo @,

8% % -
LA § 113 .

5 o U'(®) (2.47)
Em primeiro lugar vamos calcular f(P', P) = ( P'|®|P) a ordem O(a!'). Em todos os

modelos que consideraremos sempre é possivel fazer uma expanséo de Taylor para U (®)

ao redor de um dos vdcuos triviais obtendo
U(®) = Za;a (& — @) . (2.48)

Na Eq. (2.48) ®;, denota um dos vacuos triviais e os coeficientes a; ndo dependem de a.

Usando a Eq. (2.48) na Eq. (2.47) temos

e 5
el i —Zfa;oz (& — do)t . (2.49)
=2

Usando as equages de Heisenberg

0 . .
5 =9
0% 5 =
— = —{|P 2.50
o = —ilP,d) (2.50)
duas vezes na Eq. (2.49) obtemos
[(P— P2 = (B - E)|f(P Zia;o.r ( P'|(d — &)Y P) . (2.51)

Cada elemento f71(P', P} = ( P'|(® — ®,)'"}|P ) pode ser escrito como

FUPLP) = 34 PI(® — @o)|my ) { ma|(® — Bo)bma ) (ma-.

T

ol Y {my_a|(® — @) P ) (2.52)

onde a soma é sobre toda a base completa |m; }, isto é, sobre o estado solitonico, o estado

séliton + um meson, o estado séliton + dois mesons, etc. Na Eq. (2.51) o lado esquerdo
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é da ordem Q(a~!). Por consisténcia temos que tomar o lado direito da mesma ordem.
Para que isto seja possivel temos que tomar cada termo f~1( P!, P) da ordem O(a~("1),
Entéo na Eq. (2.52) temos que manter sé a soma sobre o estado solitonico. Entao temos
para f'-Y(P’, P):

dP, dP, dP; 2
o 2w

X[f(Pl, Pz) - QTT‘I’gé(Pl — Pz)]...[f(Pg_g, P) — Q?T‘I’Q(S(H_Q — P)] . (253)

[f(P', P)—2nd o0(P' = P1)]

foHPP) =

Substituindo a Eq. (2.53) na Eq. (2.51) obtemos uma equagio integral para f(F, P},

(P~ P)* (B~ EV|f(P Zﬂa;at 2 fgl...d?:
[F(P' P) — 20®06(P' — P)]..[f(Pia, P) — 27®06(P o — P)].  (2.54)

Para solucionar a Eq.  (2.54) notemos que a esta ordem (E — E') ~ 0. Isto pode
ser mostrado usando B = P2+ M2 =~ M + % e notando que o segundo termo €
da ordem ©O(a?), isto é, a energia é independente do momentum, Isto é compativel
com o postulado de que o estado quéntico soliténico é muito pesado. Agora observemos
que a funcdo f(P', P) depende sémente da diferenga (P’ — P) na ordem mais baixa em
«. Para mostrar isto lembremos que a invariincia de Lorentz assegura que f pode ser
sémente uma fungio dos invariantes de Lorentz (P, — P,)* e ¢ P, F,. Na ordem mais
baixa (P, — F,)* = [E(P') - E(P)]? — [P' — P}* = —[P’' — P]>. Também ¢ PP, =
E(P)P' — E(P')P =~ M[P' — P|. Entéo, na ordem mais baixa f(P', Py~ f(P—P)
Usando este fato, a Eq. (2.54) pode ser reduzida a

(P— P2f(P, P) = —Zla ol 2 dpl ..dP‘ 2P~ Py) — 28y6(P — ).

...[f(Pg_g - P) — 2?1"1)06(}31_2 - P)] . (255)
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Podemos solucionar a Eq. {2.55) usando uma func¢do &(z), que tem como transformada

de Fourier,

F(P'—P)= / dz expli( P’ — P)z]®(z) . (2.56)

—®(z) = isala*~2(¢(x)—¢:o)‘—l
=2

= U'(d). (2.57)

A Eq. (2.57) é a equagdo classica de inovimento para ®.. Entdo a ordem O{a ™), obtemos
que o elemento de matriz do operador de campo entre estados quanticos solitonicos vem
dado por

(P'&|P) /ds: expli(P' — P)z®.(z) , (2.58)
Como foi visto [Egs. (2.23) e (2.24)] a solugéo cldssica &, é proporcional a 1/a e entdo
verifica-se facilmente que { P'|®|P) ¢ da ordem O{a~!). Podemos calcular na ordem

mais baixa diferente de zero a massa do estado quintico soliténico usando o fato que na

ordem mais baixa H|P ) = P2+ M?|P )~ M|P ). O operador de energia é
. 1. - - .
A= [ (éa@a‘,@ + U(@)) . (2.59)
Substituindo a Eq. {2.48) na Eq. (2.59) obtemos
(PIH|P) = fd:z:( (P9,%3,8|P) —|—Za;a (P|{® — &) P ))

= /d;r(§Z(P|6“¢A>|m1){m1|3ﬁi|1’ +§Zﬂtﬂ‘

=2 my

(PU® — ®o)|my ) (mul.lmuas ) (musa[(8 = B0)[P))  (2.60)

e sendo que o lado esquerdo da Eq. {2.60) é da ordem O{a~?) podemos ver que na soma

sobre m; temos que manter somente a soma sobre os estados de um séliton e usando a
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Eq. (2.50) no primeiro termo do lado direito da Eq. (2.60) obtemos

(P|H|P) ~ 2x8(P-P)M

1 {dd,\’
:250/d . 3, 2.61
wo(0) fds |5 (%) +vied 261)
Entdo temos para a massa do estado quantico solitonico, em ordem mais baixa,
M /d 1 (4% 2+U(<1>) (2.62)
M= T |- Jl s :
2\ dz

isto 6, na ordem mais baixa a massa do soliton é igual & energia da configuragao classica
estatica. Como ja foi dito a solugo estatica @, é proporcional a 1/a. Entéo é facil ver
da Eq. (2.62) que M ¢ da ordem O{a"?) confirmando o nosso postulado inicial. Para
calcularmos f(P’, P) na seguinte ordem de aproximagio temos que reter na Eq. (2.52)
a soma sobre os estados compostos de um séliton + um meson |P, & ), entdo obtemos o
proximo termo para fH(P’, P):

dP, dk, dP, dP; dP_,

OQr 27 2% 2@ 2w
1PV ¢ Pi(® — @0)| P ) { Prva] | Pima ) { Pima}(@ — ®0)|P ) + .
dplfg dP; dk; dP_

o 97 2w 2w 2w
|P¢§kz'><Piiki|(‘i’—‘1’0)|Ps+1>(Ps:+1|---|Pt—2)(Pr—2|(‘i’—¢’0)|P>+---
dP, dP,dP; dP,_y dkis

-t 27 97 2x 2% 2w
1PV Pi(® — ®)|Piyy ) { Popal | Prezi ueg ) { Prozi ko | (@ — ®0)|P ). (2.63)

(P'|(® — ®o)| Prsku ) { Prs | (B = @0)[ P2 ) { Pal-..

(P'[{® — Do) | P ) ( PL[{® — Do) | P2 ) ( Pl

(P& — @0)|Py) { PLI(® — @0)|P2 ) { P

Sendo que fi{P1, P») = (P1|<§|P2,k} é da ordem O{a®), entdo a contribuigdo para
Fi-UP' P) dada pela Eq. (2.63) é da ordem O(a®"?) e da Eq. (2.51) podemos ver que
a expressio (2.63) é uma contribuigio para f(F’, P) da ordem O{a!). Podemos ver que

para calcularmos f(P’, P) na ordem seguinte de aproximagdo vai ser necessario conhecer
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fe{P,, P;) na ordem mais baixa. Entdo a nossa préxima tarefa vai ser calcular fu(Py, Po)

na ordem mais baixa diferente de zero. Usando as equagdes (2.49) e {2.50) obtemos

((Pz—Pl)z—(Eerw(k) Eh) )fk (P, P) = Zfﬂta (P(D — )M Pyk) .

(2.64)

Podemos escrever fi Py, Py) = ( Py|(®—®)'"!| Py k ) na mesma forma que na Eq. (2.52),

“YPLP) = Y (P& - o)l ) (ma| (@ — Bo)|ms ) { mal...

m;
dmuy Y (musa|(® — @) Pok ) (2.65)
0O lado esquerdo da Eq. {2.64) é da ordem O(a®) entéo f; (P, P;) precisa ser da ordem
O{a®"). Se retermos na Eq. (2.65) a soma sobre os estados soliténicos pode ser visto que
Y P, Py) é da ordem requerida O{a?7"). Mas se mantermos na soma sobre m;_z 0s
estados compostos de um séliton + um méson (nos outros m;'s somamos somente sobre

os estados solitdnicos) usando
( Progi ki ®| Py k) = 278(ki_s — k) { Pa|®|Py ) + ( Piogy kia|®| Pk ), (2.66)

e mantendo somente 0s termos desconectados podemos ver que também esse termo e
da ordem requerida O(a?~!). Também podemos manter na soma sobre my_> € my_3
estados compostos de um séliton + um méson e mantendo como no caso anterior sémente
os termos desconectados pode-se mostrar que também este termo é da ordem 0o~
Depois podemos reter na soma sobre m;_y, my_3 € my_4 estados compostos de um soliton
+ um méson, depois na soma sobre my_z, Mmy_3 My_4 € M5 € ASSLIN SuCessivamente. Todos
estes termos sio da ordem O{a?7!). Vemos que existe um termo com origem na soma
sobre estados soliténicos e (I — 2) termos da soma sobre estados compostos de um séliton

+ um méson, isto &, temos (I —1) termos da ordem O(a?!). Nesta ordem de aproximagéo
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ainda E = M. Introduzindo uma fungio ®,(z) através da transformada de Fourier
fo(Py P) = / dz expli( Py — P)z)®(z) (2.67)

podemos mostrar que os (I —1) termos contribuem da mesma forma na Eq. (2.64). Entéo,

obteremos a seguinte equagio para ®;(z)

l—% - wz(k)] Pp(z) = - i 1 — a2 @, (z) — Bo]' 2By (x)
= —U"[®.(z)]®(2) (2.68)

isto é, obtemos uma equagio de Schrodinger para & ()

{—dd—; + U”[@c(sc)]l &y (z) = W (k) ®r(2)- (2.69)
Em geral a Eq. (2.69) tem autovalores w?(k), discretos e continuos. Os autovalores dis-
cretos podem ser interpretados como os estados excitados do estado quéntico soliténico.
Os autovalores continuos sio dados por w(k) = k%2 + m? {onde m é a massa do meson)
e as auto-fungdes se comportam assintéticamente como **, isto é, como ondas planas.
Isto quer dizer que na ordem de aproximagdo utilizada o espalhamento dos mésons pelos
estados quinticos solitdnicos sio descritos pelo problema de espalhamento unidimensional
dado pela Eq. (2.69). Como sabemos d®./dz é auto-fungio de (2.69) com autovalor zero.
Na Ref. [5] foi mostrado que esta auto-fun¢do pode ser desconsiderada da base completa
&, (z) em uma forma consistente com a invariancia de Poincaré e as relagbes de con-
mutacio entre os operadores do campo. A solugdo de autovalor zero da Eq. (2.69) ndo
tem significado fisico, ele da conta (numa ordem de aproximagio mais alta) das primeiras

corregdes ao movimento do soliton. Para mostrar estes fatos é necessdrio escrever @ {x)

em termos de auto-funcdes normalizadas ¢r(z), como ®i(z) = ¢u(z)//2w(k) e entdo
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teremos para fi(Py, P1)

(P, P) = /dm expli( P> — P)z] (ﬁ;ti?i) (2.70)

onde agora ¢ excluido o modo zero, Usando a Eq. (2.70) na expressdo (2.63) é facil provar

que f(P', P) é ainda dado pela Eq. (2.56) mas agora com ®(x) dado por

;i;@(m) =U'(®) + %G(I, z)U"(®) , (2.71)
onde
Clz,y) = Z réig?ﬁ:)(y) ] (2.72)

onde apéstrofo no somatorio indica que o modo zero é excluido. Também podemos calcular
a massa do estado solitdnico na seguinte ordem de aproximagio mantendo na Eq. (2.60)

a contribuigdo dos estados compostos por um séliton + um méson, obtendo
1 _
M=H[® ]+ 3 an . (2.73)

Onde temos trocado a notagdo w(k) por w, para evitar confugGes posteriores, isto €,
reservamos o indice & para denotar os autovalores continuos.
Podemos continuar com o processo e incluir corregdes de ordens mais altas. Assim por

exemplo, obteriamos para a massa na seguinte ordem de aproximagio [28]

M o= HE 45 Y ent g [ dU[800)]6(, 516, )

“% / dzdyU™ [®.(x)]|G(z, 2)G?*(z, )G (v, y)U" [$y)]

2
1 bimn [Pe, 4] +8H[1(I)c]2 / da [dii;@c(m)l . (2.74)

- Ejmnwl‘f—wm‘f’wn

onde
1

Witdmn

Bimn [P, @] = ( f de”’[@c(x)]cbz(w)qu(w)%(w))2 : (2.75)
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As correcbes quinticas para a massa dos séliton, na ordem dada pela Eq. (2.73) ou
na ordem dada pela Eq. (2.74) sfo divergentes. Assim, a primeira corregdo quantica a
energia dada pelo segundo termo da Eq. {2.73) é generalmente quadréticamente diver-
gente. Mas, como toda medida é feita tomando como zero da energia, a energia do vacuo
trivial, devemos definir a massa do séliton subtraindo a energia de ponto zero do vacuo

na ausencia do séliton. Entdo redefinimos a massa do séliton { a um loop) como sendo
1 1
M=H[¢>c]+52wn~—-2—2wk, (2.76)
n k

onde wf sdo as auto-frequéncias na ausencia do séliton e que sdo obtidas a partir da

equagdo de autovalores
d’ 2| Lo 6y2,40
[_ dz2 +m ] L(x) = (wk) k(x) ) (277)

onde m? = U"[®(~00)] se U"[®.(—00)] < U"[®c(00)] oum? = U"[®(00)] se U"[®c(—00)] =

U"[@.(00)].



Capitulo 3

Reconstruindo modelos escalares
bi-dimensionais a partir das
flutuacoes de modo zero

3.1 Introducgao

A equagio que descreve a solugio estdtica em (141) dimensdes é dada por

d? ,
58 =U'(@). (3.1)

Sempre pode ser escolhido o zero da densidade de energia potencial U(®) tal que as
solugdes de energia finita podem ser obtidas a partir da integragdo da Eq. (3.1) com
constante de integragdo igual a zero. Entfo, integrando a Eq. (3.1) teremos

1 {d®\*

——] =U(®), 32

L 5) —ve (52)
uma equagio que é conhecida como a condigio de Bogomol'nyi [21]. A solugdo de modo

zero das flutuagées quanticas ao redor do soliton é proporcional a derivada espacial da

solugdo solitomnica,
dd,.

— (3.3)

Qbo(.’ﬂ) o

26
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Mostraremos agora que conhecendo-se a solugio de modo zero podemos em principie

reconstruir o modelo escalar bi-dimensional. Integrando a Eq. (3.4) obtemos

®c(z) f " dydo(y) | (3.4)

Se for possivel nverter a Eq. (3.4) teremos z = z(®.) ¢ substituindo na Eq. (3.2)

obteremos

vie) = 3 (%) x 3 lele (2" 35

e ignorando o sub-indice "¢” obtemos novamente o modelo escalar bi-dimensional original.
Agora, para reobtermos o modelo escalar bi-dimensional precisamos somente conhecer a
solucio de modo zero. Note que estamos interessados em reobter modelos escalares a
partir de equacdes de Schrodinger exatamente soltiveis pois desta forma garantimos que é
possivel calcular as corregbes quanticas. Nas se¢Ges seguintes vamos reconstruir modelos
escalares bi-dimensionais partindo de equagdes de Schrédinger com os seguintes potenciais
exatamente soliveis [29]:

i) o potencial de Rosen-Morse II hiperbdlico,

B? A(A + 1)
Vig)= A+ = — ="~ "~ + 2Btanh B < A? 3.6
(‘1:) A =+ A2 COSh2($) + tan (‘1:): ! ( )

%) o potencial de Morse,
Viz) = A* + BYexp(—2z) — 2B(A + 1/2) exp(—z) (3.7)

i) e finalmente o potencial de Scarf II hiperbdlico,

tanh(z)
coshiz)

(B? — A% —
cosh?®(z)

Viz) = A%+ 4) +B(2A+1) (3.8)

Antes de construirmos os modelos escalares (1+1)-dimensionais vamos apresentar a

relagio exata que existe entre V(z) e U”[®.(z)] que aparece na Eq. (2.34). Para todos
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\, X

Figura 3.1: O potencial de Rosen-Morse II hiperbélico.

os potenciais acima mencionados o estado fundamental possui autovalor igual a zero [29].
Entdo, no caso de modelos estaveis teremos U”[®.(z)] = m*V(mz) enquanto que no
caso dos modelos instdveis teremos U"[®.(z)] = m*[V(mz) — A\*], onde A\? é o autovalor
associado ao primeiro estado excitado do potencial V(z) e m é um fator de escala. A
relagio anterior entre V{z) e U"[®.(x)] no caso de modelos instaveis é necessaria para
que seja satisfeita a condigdo de que o autovalor do primeiro estado excitado associado a

U"[®,.(x)] seja igual a zero.
3.2 O potencial de Rosen-Morse hiperbdlico I1

O potencial de Rosen-Morse Hiperbélico II é dado por

B?  A{A+1)
— A = A 49 B 2 _
Viz)= A"+ 2 cosh?(z) +2Btanh(z), |B| <A, (3.9)

cuja forma é mostrada na Fig. 3.1 para B > 0. Este potencial admite auto-fungoes

discretas e continuas. As auto-fungdes discretas sio dadas por [29]
balz) = (1—p)**(1+ )" PEO(y), (3.10)

com autovalores

B? B?

-Aj—(—A-—_—n—)Q, n=0,1,2..<14.. (3.11)

A=A—(A-n)'+
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Na Eq. (3.10) temos ¢ = A—n+ B/(A—n), b=A—-—n-B/(A-n), y = tanh(z)
e P{ad(y) sio os polinomios de Jacobi [30]. As auto-fungdes continuas, que podem ser
obtidas a partir das solugdes discretas mediante uma extensio analitica, se comportam

assintéticamente como (supondo B > Q)

[ oige t ,—igr _
CEF BT T 00 9p < A2 < A+ 2B
| dpe r—r oo g
bty =4 , (3.12)
hTLBi‘Hx 7 — 00 AP+ 2B < Ay <00

onde os autovalores continuos /\g, sd0 expressos em termos de ¢, ¢, e k respectivamente

por
A=¢"+(A*-2B), (3.13)
A =q) + (A*+2B), (3.14)

€
A=—k’+(A*+2B). (3.15)

Os coeficientes R, Ti, Ry e T, que aparecem na Eq. (3.12) podem ser calculados em
forma exata [31]. Em particular os coeficientes de reflexio e transmissdo Ry, Ry, e Ty, séo
dadas por:

B=20

Neste caso o potencial dado pela Eq. (3.9) é simetrico em z. Somente o segundo conjunto

de solucdes na Eq. {3.12) fazem sentido, ¢ = ¢4 e fg e T s&o dados por

. isin{nA)
R, = TL—-—Smh(ﬁg) (3.16)
e
T — I{—A—ig)T'(A+1—iq) | (3.17)

I(—ig)T(1 - ig)
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Note que para valores inteiros de 4, da Eq. (3.16), temos que Ry = 0. Neste caso o

potencial correspondiente é chamado de irreflexivo.

B#0

Neste caso temos

, TEgT(—A+ % — ) T(A+ 1+ % —id)
Ry = TR ST (3.18)
I{—ig)T(~A+ %+ T(A+ 1+ %8 + i)

Pg)T(1 —4qy)
— —— (3.19)
(—A+il - TT(A+ 1442 — %)

RL :TLF

T(-A—if - )(A+1-if—i%)

T(Cig)[(1 — ig.) (3:20)

TL:

Note que as solucdes dadas pela Eq. (3.12) sdo aquelas correspondentes ao espal-
hamento de ondas planas provenientes desde £ — —oo. Tambem existem solugdes corre-
spondientes ao espalhamento de ondas planas provenientes desde x — o0, com coeficientes
de reflexio e transmissio correspondientes e os quais podem ser obtidos a partir dos co-
eficientes de reflexdo e transmissdo dados pelas Egs. {3.16)-(3.20) usando a propriedade
de o Wronskiano ser constante em .

Para construir modelos escalares que admitan solugdes tipo "kink”, isto é, solugOes
estdveis, a partir do potencial dado pela Eq. (3.9), temos que considerar o estado fun-
damental, a auto-fungio sem nodos ¢o{z). De outro lado para construir os modelos de
teoria de campo que admitem solugdes tipo "lump” temos que considerar a auto-fungéo

com um nodo ¢, ().
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3.2.1 Modelos estaveis

Para obtermos o kink devemos integrar a auto-fungdo correspondente ao estado funda-

mental ¢g(z), a qual pode ser obtida da Eq. (3.10) fazendo n = 0,
do(z) = (1-y)** (1 +y)"*. (3.21)

Substituindo a Eq. (3.21) na Eq. (3.4) obtemos

e (3.22)
e da Eq. (3.5) obtemos para U(®.)
U@) = (1-y)*(1+y)". (3.23)

Em geral, a integral na Eq. (3.22) ndo pode ser efetuada analiticamente. Consequente-
mente, vamos nos restringir aos seguintes casos:

B=0

Neste caso a = b = A, e as BEgs. {3.22)-(3.23) ficam, respectivamente, como
tanh{z) A
o2)= [ (- Py, (324)

U(@e) = (1— ). (3.25)
A integral na Eq. (3.24) pode ser resolvida em termos de fungbes elementares somente

para valores inteiros de A. Para A = 1 obtemos
®.(z) = sin" {y) . (3.26)

Resolvendo a equagiio anterior para y em termos de & e substituindo na Eq. (3.25)

obtemos

[1 — cos(2d)] (3.27)

B3| =

U®) =
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Desta forma recuperamos o modelo de sine-Gordon. Para A = 2, obtemos da Eq. (3.24)

y = ®.(x) ¢ usando este resultado na Eq. (3.25) obtemos
U(®) = (8" - 1)?, (3.28)

recuperando o modelo ®%. Como mencionamos, a integral dada pela Eq. (3.24) pode ser
efetuada para qualquer valor inteiro de A. Porem, para A > 2 a expressao resultante
nio val poder ser invertida, e entdo ndo serd possivel recuperar o modelo de teoria de
campo nestes casos. Note que nos modelos de sine-Gordon e &%, o potencial que descreve
as flutuacdes quanticas é irreflexivo. No capitulo seguinte ao calcularmos as corre¢oes
quanticas & massa dos sélitons nestes modelos vamos ver que esta propriedade simplifica

enormemente os calculos.
B#0

Neste caso a # b. Podemos re-escrever a Eq. (3.22) como
tanh(z} ;
& (z) = f (1= y)@2/2(1 4 )22y (3.29)
Fazendo (@ — 2)/2=re (b —2)/2=s, temos
tanh(z} .
®.(z) = f (1-y) (A +y)dy. (3.30)
Consideremos o caso no qual » = 0. Entéo, da Eq. (3.30) obtemos
&.(z) = [1 + tanh(z)]**", (3.31)

o qual pode ser resolvido para y = tanh{z). Substituindo esta solugao na Eq, (3.23)

obtemos

U®) =3 (2- /1) (3.32)
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Podemos ver que para valores de s onde 1/(s+ 1) é fracionério, teremos em algums casos
(por exemplo quando 1/(s+1) = 1/2) valores complexos para U(®). Para tais valores de
s, poderiamos redefinir ®1/6+1) como ($?)}/%¢+1) e fazer com que U(®) seja uma fungao
real. Porem, desta forma produziriamos descontinuidades nas derivadas de U(®). Se

tomarmos s tal que 1/(s + 1) = 2[, com [ inteiro, encontramos
U(®) = 2* (2 - 2%)° (3.33)

i.e., obtemos modelos de teoria de campos polinomiais com trés vicuos degenerados. O
caso ! = 1 é o modelo ®° com trés vicuos degenerados. Este modelo foi considerado na
Ref. [32], aonde o autor obteve uma expressio para a massa renormalizada do séliton.
Também gostariamos de chamar atengio ao fato de que na Ref. [23], 0s autores obtiveram
as mesmas solugdes tipo kink associados a0 modelo $8 estudando a taxa de decaimento
do vécuo falso no modelo massivo ®$,,, na aproximagio chamada de parece fina. Tomando

1/{s +1) = (20 + 1) com [ inteiro encontramos
U@) = (2-¢¥)° (3.34)

i.e., obtemos modelos de teoria de campos polinomiais com dois vécuos degenerados. O
caso I = 1 é o modelo % com dois vacuos degenerados, que foi considerado também na
Ref. [10].

Se considerarmos o caso no qual s = 0, obteremos as mesmas configuragdes que no
caso r = 0. Por outro lado se considerarmos o caso no qual r e s sdo inteiros, poderiamos
ainda integrar a Eq. (3.30), porem neste caso ndo seria possivel inverter a expressao

resultante.



Capitulo 3. Reconstruindo modelos escalares bi-dimensionais a partir das flutuagbes de modo zero 34

3.2.2 Modelos instaveis

Neste caso as solugdes do tipo "bounce” sido obtidas integrando o caso n = 1 na Eq.

(3.10),

or{z)y =1 -)"* A+ )" [(a+b+2y+a—8 , (3.35)

integrando a expressao anterior obtemos

tanh(a) (1 — )%2(1 + y)?2[(a + b+ 2)y + a — b]

dy . (3.36)
Os modelos instéveis de teoria de campos relativos ao ”bounce” dado pela Eq. (3.36) sdo
dados por

U@) = (1—)*Q+y)°[a+b+2y+a—b) . (3.37)

Podemos resolver a integral definida pela Eq. {3.36) nos seguintes casos:

B =1

Neste caso a = b = A — 1. Consequentemente da Eq. (3.35) obtemos fazendo n = 1,

sinh{z)
=24 3.38
#1() cosh?(z) (3.38)
e portanto a integral na Eq. (3.36) pode ser facilmente resolvida, obtendo-se
3.(x) ! (3.39)
AT) = Ty '
cosh®*'{z)

Resolvendo a equagdo anterior para y = tanh(z) e substituindo na Eq. (3.37) obtemos os

modelos de teoria de campos dados pela classe de densidades de potencial
U(®) = (1 — ¥y, (3.40)

Para A = 2 temos o modelo instivel ®*. Este modelo foi considerado na Ref. [33] como

um modelo de teoria de campo para o estudo da cinemdtica das transiges de fase de
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primmeira ordem. Para 4 = 3 obtemos o modelo instdvel $3. Este modelo tem sido usado
como um laboratorio para o cdlculo da taxa de decaimento de um sistema que inicialmente
se enconttra num estado de falso vacuo[34]. Também, recentemente o modelo ®* tem sido
usado como um modelo de campo, para a condensagdo do "tachyon” em teoria de campos
de cordas, exatamente solivel [35]. Notemos que a solugdo dada pela Eq. (3.38) so faz
sentido quando A > 1, pois s6 nesse caso a a fungéo de onda ¢, € quadrado integravel.
Na Ref. [10], os autores consideraram o caso A4 = 1 ¢ obtiveram o modelo de Liouville
[36]. Mas neste caso é facil mostrar que as solugdes cldssicas que assintoticaniente tendem
a0 Gnico vacuo assintGtico! possuem energia infinita, consequentemente tdis solugbes nao
s&0 "lumps”.

B#0

Neste caso a # b e a integral dada pela Eq. (3.36) pode ser escrita como

wnh(z) (1 — y)*/2(1 + y)**
1 —y?

wls) (1 )21+ )

P (z) = (b+a+2)/ dy+(a—b)/ 1— 42

(3.41)
A integral dada pela Eq. (3.41) pode ser integrada para algums casos particulares deae
b, entretanto a expressio resultante é ndo inversivel e portanto, neste caso nao é possivel

recuperar os modelos instiveis de teoria de campo.
3.2.3 O limite A — o

A equagio de Schridinger dada pela equagao

d? B? (A+1) 2B _\2
——dx—g + A+ :4_3 — W =+ —A—tanh(w/\/Z) Qﬁn(&?) = And)n(x) ) (342)

10 modelo de Liouville & descrito pela densidade de potencial e~® a qual toma o seu valor minimo
em ® — co. Entdo & — oo, pode ser considerado como o vdcuo trivial da teoria
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pode ser colocada na forma dada pela Eq. (3.9) fazendo-se a mudanga de varidvel z =
v/ Az. Neste caso os autovalores )\fI sdo dados por

1 B? B?

Devemos notar que quando A — oo o ndmero de autovalores também vai para o infinito.

Mantendo B fixo e tomando o limite A — 0o nas equagdes anteriores obtemos

-~ 122 dnle) = Mol (3.44)

M=2n, n=01,2, (3.45)

i.e., obtemos a equacio de Schrédinger para o oscilador harménico. Para obter o modelo
de teoria de campo estdvel devemos considerar a auto-fungdo do estado fundamental, dado
por

polz) = e /%, (3.46)

o qual permite obter a solugdo tipo kink

o(z) = fz dye

= erf(z/V2) . (3.47)

Dado que a fun¢do erro [30] ndo pode ser invertida, ndo é possivel obtermos o modelo
de teoria de campos associado. Observemos que, embora a Eq. (3.47) ndo possa ser
invertida, ¢ possivel obter o modelo de teoria de campo implicitamente em termos de
outro campo. Este tratamento foi desenvolvido na Ref. [37], onde o campo é escrito em
termos do chamado campo do “tachyon”. Devemos notar que V' (+oo) = oco. Este fato

ndo nos permite concluir que a massa das particulas, associadas &s flutuagdes ao redor
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do vécuo trivial, é infinita. Neste caso néo é possivel falar de particulas dado que neste
caso nao existem solugdes continuas, isto é, ndo existem solugdes que assintéticamente se
comportem como ondas planas.

Para obter os modelos instdveis, consideramos a auto-func¢io do primeiro estado exci-
tado, dado por

o qual implica que o modelo de teoria de campo instdvel é dado pela densidade de potencial

UE) =  ($:L@I)

= [z(®)Pe @M (3.49)
Neste caso a solu¢ao do tipo "bounce” é obtida facilmente,

P(z) = fxye_yzdy

= %12 (3.50)
Resolvendo a equacdo anterior para x e substituindo na Eq. {3.49), obtemos
U(®) = —d*ind° . (3.51)

Este modelo acima descrito, de teoria de campo instivel foi recentemente considerado na
Ref. [38] onde os autores estudam a condensacdo do "tachyon” em teoria de campos de

supercordas.

3.3 O potential de Morse: O modelo $2In* (9%

O potencial de Morse é dado por

V(z) = A® + B?exp(2z) — B(2A + 1) exp(x) . (3.52)
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Figura 3.2: O potencial de Morse.
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Este potencial é mostrado na Fig. 3.2. Neste caso a equagdo de Schrodinger possul

solugbes discretas e continuas. As auto-fungdes discretas sdo dadas por
dnlz) =y e VLA y),  y = 2Be”,

com os respectivos autovalores
M=4-(A-n? n=012.<A.

Por outro lado as solucdes continuas tem comportamento assintético dado por

€' + Rqe_“qx r— —00

o) = { ¢ Ol

onde os autovalores continuos )\3 sA0 expressos em termos de g por

2 _ .2 2
Ag=q + A%

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

Também neste caso o coeficiente de reflexdo R, podem ser calculado exatamente [31] (ver

apéndice B);
(2B)~ %40 (—A — ig)['(24q)
I'(—A +ig)[(—2iq)

R, =

(3.57)

Para os modelos de teoria de campo estdveis consideraremos a auto-fungdo do estado

fundamental ¢y, a qual pode ser obtida da Eq.(3.53) tomando n = 0,

dolz) = yle ¥/?,

(3.58)
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_¢/\ /\¢ .

0 0

Figura 3.3: O potencial U(®) dado pela Eq. (3.62).

Integrando a expressio anterior obtemos a solugdo para o kink,
P (z) = szew YA le v 2y . (3.59)
Os modelos de teoria de campos estdveis sdo dados por
U(®) = y*ev . (3.60)
A integral na Eq. (3.59) pode ser resolvida somente para A inteiro. Para A =1 obtemos
®,(z) = exp(—Be”®) , (3.61)
a partir da qual, resolvendo para y = 2Be” e substituindo na Eq. (3.60) obtemos,
U(®) = & In*(9?) . (3.62)

A densidade de potencial dada pela Eq. (3.62) é mostrada na Fig. 3.3, onde vemos que
existem trés minimos. Um dos quais estd localizado no ponto @ = 0, isto ¢, temos que
U'(0) = 0. Neste ponto U”(0) = oo e também todos as derivadas de ordem mais altas sao
infinitas.

Embora a integral na Eq. (3.59) possa ser resolvida para A = 2,3..., ndo vai ser
possivel inverter a expressio resultante e portanto, néo val ser possivel obter os modelos
de teoria de campos nestes casos. Também, neste caso néo é possivel construir os modelos

instaveis.
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A densidade de potencial dada pela Eq. (3.62) pode ser redefinida de tal forma que
aparecam constantes de acoplamento no modelo. Nés temos construido o modelo de teoria
de campo a partir de uma equagio de Schrodinger que possue somente um parametro
livre (A = 1 e B arbitrario) e, jd que em geral podemos fazer um escalamento no campo
e nas coordenadas na Lagrangiana (eliminando assim duas constantes de acoplamento),
concluimos que a densidade de potencial dada pela Eq. (3.62) pode ser redefinida com néo
mais que trés parametros livres. Reservando um pardmetro para a massa podemos ver
que o modelo dado pela Eq. (3.62) pode ser redefinido introduzindo-se duas constantes

de acoplamento. Redefinindo a Eq. (3.62) com uma constante de acoplamento c, temos

2 252
U(®) = =32 1n? (o‘ i ) , (3.63)
Onde escolhemos os fatores ntimericos de forma adequada. De U'(®) = 0 obtemos que os

trés minimos estio localizados nos pontos ® = G e ® = £&¢, onde

2
By = (3.64)
o
Usando a Eq. {3.63) na Eq. (2.8) obtemos
3m2 +m{zr—xo}
@c(:r) = :t—"a— exp(~e 0 ) - (365)
Temos dois pares de solugdes tipo kink e anti-kinks que conectam & = —®¢ e & =0 ou

d=0e® = B,. Pode se ver facilmente que U"{x®;) = m?, isto é, m? é a massa ao
quadrado das particulas associadas com as flutuagdes quanticas ao redor do vacuo trivial
+3y.

Usando a Eq. (3.63) podemos ver que as massas das solugdes tipo kink e anti-kink

dadas pela Eq. (3.65) sdo as mesmas e dadas (classicamente) por

o {1 (dBN\° m?_, a?®2\]?
Had = [ do (E(da:) T % {1“ (—gm4)
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Figura 3.4: O potencial de Scarf II hiperbélico.

9mb poo N
= ﬁ/—w dz €™ exp(—2e™?)

g 5
= ﬁ%. (3.66)
3.4 O potencial hiperbélico de Scarf II: O modelo
U(®) = d2 cos? In (®?)
O potencial de Scarf hipérbolico II é dado por

(B? — A? — A)
cosh?(z)

tanh(z)

cosh{z) (367)

+ B(2A+1)

Viz)= A"+
Este potencial ¢ mostrado na Fig. 3.4. Neste caso as auto-fungdes discretas sdo dadas por

balz) = () (1 +y?) 427 B W pEEmATIZHBTATAy), g = sinh(e),  (3.68)

com autovalores

N=Ar—(A-n)?, n=0,1,2.<A4. (3.69)

n
As solugdes continuas se comportam assintoticamente como

€9 + Rpe ‘¥ z — —o0
e ={ e DT (2.70)

onde os autovalores continuos sdo dados por

A=g®+ A% (3.71)
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Como nos casos anteriores os coeficientes de reflexdo e transmissdo podem ser obtidas

exatamente [31],

cos(nA)sinh(wB)  sin(wA) cosh{7B)

cosh(mq) ! sinh(mq) i (372)

RL:TL

- M(—A—igT'(A+1- 'iq)F(% +iB — iq)l"(% —iB — g}
= M(—igT(L - i@T*(2 = i) - BB

Para obter os modelos estdveis de teoria de campos vamos considerar a auto-fungéo

com ausencia de nodos, obtida da Eq. (3.68) tomando n = 0,
¢0($) — (1 + yZ)aA,Qe—Bta,n—l(y} ? (3‘74)
Entio, os modelos de teoria de campos sdo dados por
U(®) = (14 2B ® (3.75)
Integrando a Eq. (3.74) obtemos para &
sink(z) 2y—-{A+1)/2 ,- Btan™!
B.(z) = / (1 4 )~ A D/2g-Braa" gy, | (3.76)

A integral anterior pode ser resolvida analiticamente somente quando A = 1. Neste

obtemos

d.(z) = g~ Btan™!sinh(z) (3.77)
resolvendo para y = sinh(z) e substituindo na Eq. (3.75) obtemos
1
= d%cos® | == 21 3.7
U(®) = &°cos (QBln‘I)) (3.78)

Na Fig. 3.5 mostramos a densidade de potencial dado pela Eq. (3.78) para ® > O e
supondo B > 0. Como no caso do potencial de Morse, neste caso nao é possivel construir

modelos instaveis. Para o modelo com densidade de potencial dado pela Eq. (3.78) temos
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NVAVE
©“ Y % ¢

Figura 3.5: O potencial U{®)} dado pela Eq. (3.78).

a seguinte imagem sobre o espalhamento das particulas pelo estado quantico soliténico: da
Eq. {3.70) podemos ver que as particulas sdo espalhadas pelo estado quéntico soliténico
em particulas refletidas e transmitidas de mesma massa, V{—o0) = V'(c0). A Eq. (3.70)
somente descreve o espalhamento de particulas provenientes de z — —oo. Para particulas
provenientes de £ — +o00 a imagem qualitativa de espalhamento é a mesma. Mas, pelo
fato do potencial ndo ser simétrico em z, o espalhamento é quintitativemente diferente
[39].

Redefinido a densidade de potencial dada pela Eq. (3.78) com pardmetros adequados

temos

1 1 o’ P?
U{®) = §m232®2 cos? lzé In ( o )] . (3.79)

Este modelo possue vécuos trivias infinitamente degenerados nos pontos & = £&@,, com

&, dado por

wB) n—0,41,42, . (3.80)

As solugbes tipo kinks e anti-kinks sio obtidas usando a Eq. (2.57),

2
& .(z) = :i:gﬂ:— exp [R?TB + Btan™* sinh(mm)] , m=0,%£1,%£2,.. (3.81)

onde as solucdes com os sinais (&) nos exponentes correspondem as solugGes tipo kinks e
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anti-kins respectivamente, para cada valor de n e para cada sinal que aparece no fator pre-

exponencial. Temos um ntimero infinito de kinks e anti-kinks que conectam um numero

infinito de pares de vdcuos trivias vizinhos. Este fato nos lembra em certo sentido o

modelo sine-Gordon. Porém, contrario ao modelo de sine-Gordon, onde todos os setores

soliténicos ? sdo equivalentes, no modelo dado pela Eq. (3.79) isso nao acontece. Por

exemplo, se calcularmos as massas (a nivel cldssico) dos kinks {ou anti-kinks) obteremos
H[®] = /_D; dx (% (ddfl;):)z + %szszz cos® [ln (C;jf;)])

9 B2e2BrT /00 4 EXP [+2Btan~"sinh(mz))

i

B o —oo cosh®(mz)
ngBZeZBﬂﬂ'
onde I(B) é dado por
1 =1
I(B) = / ds 2855 7H) (3.83)
-1

Da Eq. (3.82) vemos claramente que para valores diferentes de n obtemos massas difer-
entes.

Antes de passar para o proximo capitulo gostariamos de fazer a seguinte observagao:
expandindo a densidade do potencial dada pela Eq. (3.79) {por simplicidade escolhemos

B = 1/2) ao redor de um dos vécuos trivias obtemos,

m O _dontlyn, 3 1 a_z_e—%(2n+1)ar 4 (256) g‘lﬁ —(2ﬂ+1)ﬂ¢6+o(e—4(2n+l)w) ,

2776 4'm? (81)6! m®
(3.84)

onde ¢ = (® + ®,). Da Eq. (3.84) podemos ver que para n — o9, Ulp) = ""‘Tga,oa, isto é,

no setor perturbativo {para n — co) o modelo é praticamente livre.

2Tsto é, os setores com um s6liton
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Renormalizacao a um loop para as
correcoes quanticas a energia de
configuracoes classicas

4.1 Introducgao

Em vérias situacdes de interesse fisico é preciso calcular a seguinte quantidade

as=tnm{iy @ _ 1 (4.1)
2 —0g +m?

onde V(x) é uma configuragio cldssica ndo homogénea, m* é uma constante com dimensio
de massa ao quadrado e Og = 82/872+ V2, sendo que 7 = iy = it é 0 tempo imagindrio
(Euclidiano).

Uma situacio fisica onde aparece uma expressio da forma dada pela Eq. (4.1) é no
tunelamento em teoria quantica de campos. Neste caso a densidade Lagrangiana que
descreve o sistema é

1
L= 5@@6”@ - U(@), (4.2)
onde g = 0,1,...,d = (D — 1) e U{®), a densidade do potencial, é uma fungio de &
que possue um minimo relativo (o chamado védcuo falso, mencionado anteriormente) o

45
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qual é estavel do ponto de vista cldssico, mas que a nivel quantico torna-se instavel
devido a possibilidade de tunelamento pela barreira da densidade do potencial. A taxa
de decaimento I' por unidade de volume V; do chamado vécuo falso, na aproximagao

semi-classica, é dada por [22, 23]

- —1/2
det'(—Op + U"[@(x))) | Sslt)

det(—Up + U"(D0)) (4:3)

I [Sg(®@)]""
78 [ l

- 2

Na expressdo anterior ®.(z) (chamado de “bounce” ou "lump”) é uma solugao da
equacdo classica de novimento obtida a partir da agao Euclidiana Sg[®], enquanto que g
& um minimo relativo (o vdcuo falso) de U(®). O apéstrofo que aparece no determinante
da Eq. (4.3) significa que o modo do operador {-~Og + U”[®.()]} com autovalor zero

deve ser excluida da expressdo. A equagio que descreve ®.(x) é
Op®, = U'[&] . (4.4)

De fato, como foi mostrado na Ref. [40] a solugdo da Eq. (4.4) que dd a maxima con-

tribucio & expressio dada pela Eq. (4.3) é aquela solugido que possue simetria esférica

D-dimensional. Fazendo r = v/72 + 22 , a Eq. (4.4) se reduz neste caso a
d—2+dd ®, = U'[®,] (4.5)
dr? " rdr) ¢ o ‘

A equagio anterior tem que ser resolvida com as seguintes condicdes de fronteira, ®.|, 00 =

Bge L9, _, = 0. Usando a identidade Det(A4) = exp(Trin A) podemos escrever a Eq.
(4.3) como
L [8p(3)]°"
L [ tep (- Spfe] - Asfd)] (46)
Va' 27

onde AS[®.] ¢ dado pela Eq. (4.1) identificando U"(®y) = m® e V(z) = U"[®.(z}] -

U (®y).
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Outra situagio onde aparece a expressio dada pela Eq. (4.1) € no célculo da ener-
gia de ponto zero (energia de Casimir) de um modelo de teoria de campo escalar sem
auto-interacio num campo de fundo V(Z) independente do tempo, o qual é descrito pela

seguinte densidade Langrangiana,
L=28,80¢0 - —m?d* — _V(F)P*. (4.7)

De forma similar ac mostrado no capitulo 2, podemos mostrar que a energia do estado

fundamental do sistema descrito pela densidade Lagrangiana dada pela Eq. (4.7) é igual

AFE = Ean - EZwE, (4.8)
2% 2 4

onde, 08 wy’s € 0s w) sdo obtidos, respectivamente, & partir das equagées de autovalores

=97+ m + V(@)] $u(F) = win(Z) (4.9)

[- V2 +m?] $UE) = (W’ R(D) - (4.10)
De fato estamos supondo que ¢ campo de fundo V(¥) se anula quando || — oo. Como

mostramos no apéndice A, a equagio (4.8) é equivalente a seguinte expressao

. AS
AP = AT
1 V(F)

onde T é o intervalo de integragio no tempo imagindrio 7.
No caso dos modelos escalares bi-dimensionais que possuem solugoes solitGnicas, a

massa do estado quéntico soliténico a um loop, como foi mostrado no capitulo 2 é dada
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por
1 l—
n k
onde ®.(z) é uma solugdo de energia finita da equagdo nio-linear de movimento, E[®] ¢

a energia classica, w, é obtido & partir de uma equagao similar 3 Eq. (4.9),

[ & +U”[<1>c(xn} bulz) = w2ba(c) (4.13)

 dz?

e w0 ¢ obtido & partir de uma equagao analoga a Eq. (4.10)
_Ez_ 2 4] - 042 4 14
+m* | ¢y (z) = (W) Pelx). (4.14)

De forma semelhante ao caso da energia do estado fundamental na presenca do campo de

fundo V(z), podemos escrever para a massa do estado quantico soliténico a um loop, a

seguinte expressao

U"[@e(z)] - mz} j (4.15)

) 1
M = E[®] —0—211_1:101(:l ﬁTrln {1 -+ O, 2

onde Og = b‘% + 66%‘

Estas si0 algumas situagdes de interesse fisico, onde aparece uma expressao da forma
dada pela Eq. {4.1). Esta expressdo contém infinitos que precisam ser regularizados e
renormalizados. A seguir vamos regularizar e renormalizar estes infinitos, isto €, vamos

escrever expressoes finitas fisicamente consistentes e de caricter preditivo, seja para a

taxa de decaimento de um vdcuo falso ou para a massa do séliton a um loop.
4.2 Regularizacdo e renormali¢cao de AS

Para regularizarmos AS dado pela Eq. (4.1) vamos usar a seguinte idéia. Podemos

formalmente fazer uma expansio do logaritmo na Eq. {4.1) e calcular os tragos dos
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termos da expansido de uma forma simples. O resultado desta expansio é
o (__1)1'1

! Wz) "

D _ .
- [ P [ 5 )G@)—i | Gtp )V~ GV~ )

b i) D - ¥
6/ d e d p2 a_p: =GPV (p1 — p3)G{p2)V(p2 — p1)G(p2)V(ps — p2)

mn

D (2m)P
—1 ”+1 dpy dPp;  dPpn T -
I 23@ f(%?)’D (25;.‘(2;;1) T G}V —pmoa) -, (416)
onde
Vip—gq)= /dpxef(p_Q)zV(:r) (4.17)
1
G(p) = e (4.18)

No produtério do tltimo termo da Eq. (4.16) deve-se fazer a identificagio pg = pn. A
expressio dada pela Eq. (4.16) também pode ser expressa de outra forma equivalente no

espago de configuragdes,

o0 n+1
- % z f dP2,dPz,...dz, 1‘[ V(E,)Olzn —an),  (4.19)
onde
Clz —y) = / o=t (4.20)

De fato ambas as expressdes para AS, dadas pelas Egs. (4.16) ou (4.19) podem ser

representadas mediante graficos de Feynman,

AS = @ + + — 4+ S (4.21)

.

O grafico do "tadpole”, corresponde ao primeiro termo da Eq. (4.16), ou (4.19), o grafico

com dua patas externas corresponde ao segundo termo da Eq. (4.16) ou (4.19), e assim
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sucessivamente. Da expansio em graficos de Feynman ou da Eq. (4.16) podemos notar
que somente os primeiros termos da expansao sio divergentes no limite ultravioleta L,
O ntmero exato de termos ou graficos com divergencias ultravioletas depende exclusiva-
mente da dimensionalidade do espago-tempo D. Assim, quando D = 1 nenhum termo
é divergente, quando D = 2 ou 3 somente o primeiro termo, correspondente ao grafico
de tadpole, ¢ divergente no ultravioleta, quando D = 4 os termos divergentes sao os
graficos do "tadpole” e aquele com duas patas externas. Vamos chamar de S;, Sa,...5,,
estes graficos divergentes, sendo que n denota o nimero de linhas internas do grafico
correspondente. Se D for par teremos que o nimero de graficos divergentes é n = D/2
enquanto que se D for impar n = d/2. Ent80 o primeiro passo para regularizarmos de
forma simples a expressado para AS é somar e subtrair os n termos divergentes ultravio-

letas S;. Somando e substraindo 3%, S; da Eq. (4.1) temos,

AS:{}T‘.rlnll-l-—v(i)——]—iSi}-l-iSi. (4.22)
2 —DOp+m?| o i=1

O primeiro termo da Eq. (4.22) é finito, a parte ultravioleta divergente de AS se encontra
no segundo termo. Vemos entdo que o processo de regularizagio e renormalizagao de AS
de forma exata passa pela regularizacio e renormalizagdo dos primeiros termos da sua
expansio perturbativa em poténcias de V(z). Ja que o primeiro termo da Eq. (4.22) é
finito podemos por exemplo implementar um cdlculo niimerico e determinar o seu valor,
A parte divergente pode ser regularizada e renormalizada de forma convencional, como é
feito perturbativamente.

A modo de exemplo vamos renormalizar a expressio para a taxa de decaimento do

vécuo falso dado pela Eq. (4.6). Lembremos que tal expressdo é vdlida a um loop, ou seja

1De fato, em algums casos, dependendo da forma funcional de V(z) poderiam aparecer divergéncias
infravermelhas
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a ordem fi. Os pardmetros que aparecem na Eq. (4.6) sio parametros "bare”. Isto quer
dizer que tanto Sg[®,| quanto AS[®,] sdo fungdes dos parametros "bare”. Expressando
0s parametros "bare” em termos dos parAmetros renormalizados a ordem % substituindo
em Sg[®.] e fazendo uma expanssio a ordem /i para a expressao resultante obteremos
uma expressio da forma Sg[®.] — kdSg[®.], onde agora os parametros que aparecem
s3o os pardmetros renormalizados. Da mesma forma obteremos que AS[®,] — AS[® ] +
h§AS[®,). Logo no exponente da Eq. (4.6), em unidade 7 # 1, podemos escrever Sgl®.]+
AAS[®.] = Sg|®,] — h6Se[®.] + hAS[®,] + h*6AS[®,]. Entdo, podemos escrever a taxa

de decaimento por unidade de volume dado pela Eq. (4.6), em termos dos parametros

renormalizados
T [8g(8,)1°"7
L [#} jexp (~Sp[®:] + 6558 — AS[®])| + OB, (4.23)
d

onde voltamos as unidades & = 1. Na Eq. (4.23) os pardmetros que aparecem sao 0s
parametros renormalizados. Somando e subtraindo do exponente da Eq. (4.23) os n

graficos divergentes no ultravioleta da expansio para AS [®.] obtemos,

Vd 2w

i=]

r_ {S_E(‘I’_c)rﬂ exp [—Sg[q:'c] _ (AS[%] - i&-[@c])

+ (5SE @] — i sz-[q:c])] ’ +OR), (4.24)

i=1
onde agora todos os termos sdo finitos. Como foi explicado o segundo termo do exponente
da Eq. (4.24) é finito e dado que 8Sg[®,] contém infinitos, entdo a diferenga dada pelo
tiltimo termo do exponente da Eq. (4.24) também é finito. E claro que este Gltimo termo
é ambiguo, sendo que para eliminar esta ambiguidade devemos fixar os parametros fisicos
da teoria seguindo algum esquema de renormalizagdo.

Para finalizar esta se¢io vamos considerar o caso em que V(z) = V() € independente
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do tempo. Neste caso, & partir da Eq. (4.17) obtemos

Vip—q) = 208(po— ) f T T D7)

= 2w8(pe — qo)V(F— ), (4.25)

onde
= /dd* -85 7) (4.26)

Substituindo a Eq. (4.25) na Eq. (4.16) obtemos

Ad /dd‘w /deG 1) @nyi(en)?

&5 dd o - ANV — (s — 7
6/ oL p2 };3 G(p3, 7 V(51 — 53)G s, P2) V(P2 — P1)Gps) V(D5 — o)

1 n+1 n—1 dd dD N n—1 m . - .
(2?,3 / 11 G oy [HGpmmm pa_l)]c(pnmpn—pn_l)
=1 {=1

T (4.27)

Substituindo a equagio anterior na Eq. (4.11) obtemos

oo n—',—l n—1 d dD " . - B
AE = / P [HG pns pf ( Pt — pl-—l)] G(pﬂ)v(pﬁ _pn—l) .

i=1

(4.28)
No caso em que D = 2, a equagio anterior é a expressdo para o segundo membro da Eq.
(4.15).

4.3 Renormalizacdo a um loop para a massa de sdlitons
em modelos escalares bi-dimensionais

Em termos de parimetros "bare”, a massa do séliton a um loop em modelos escalares
bi-dimensionais ¢ dada pela Eq. (4.12) ou a Eq. (4.15). Em termos de pardmetros

renormalizados, a BEq. (4.12) pode ser escrita como,

M=E[¢>C]+%an—%zwg—5ﬂ/f. (4.29)
n k
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A equacio anterior é obtida de forma similar 2 Eq. (4.23). Isto é, na Eq. (4.12) escrevemos
os parametros "bare” em termos dos pardmetros renormalizados a ordem k, o que equivale
a fazer a substituicdo E[®.] — E[®.]—6M. A ordem % a expressdo para os somatorios em
termos dos parimetros "bare” e renormalizados é o mesmo. Os somatorios da Eq. (4.29)
sio equivalentes formalmente a Eq. (4.28) com D = 2, e como foi comentado acima, o
dnico termo divergente da expansio ¢ dado pela contribuigéo do gréfico de "tadpole”, ou
seja pelo primeiro termo da expansio dada pela Eq. (4.28) com D = 2. Da Eq. (4.28)

este termo, o qual denotaremos por M), € igual a

v 5
T
d*p 1
= 4.
<V>] (27)2 p? + m? ' (4.30)
onde
1 o0
V) =3 /_ ~ daV(a). (4.31)
Subtraindo e somando M; & Eq. (4.29) obtemos
1 1
M =E[®,]+ (izt"”ﬂizwg—%) — (6M — M) . (4.32)
n k

Clomo mencionamaos anteriormente, todos os termos da Eq. (4.32) sdo finitos. O ultimo
termo da Eq. (4.32) é finito mas ambiguo; para levantar a ambiguidade temos que usar al-
gum esquema de renormalizagio. Vamos usar o esquema mais simples de renormalizagao,
isto é, de que o grafico de tadpole, M), se anula identicamente com o contratermo oM.
Esta prescricio é equivalente a ordenar normalmente os operadores de campo [41], o qual,
como é amplamente conhecido, é suficiente para tornar finito qualquer modelo escalar em

(1+1) dimensdes. Entdo, a massa renormalizada a um loop para o soliton é,

M =E[®|+ (%an — -;- ijwg — Ml) : (4.33)
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A seguir vamos escrever uma expressio fechada para a Eq. (4.33). O segundo termo da
Eq. (4.33) é finito, mas os somatorios e M sdo logaritmicamente divergentes, logo, ao
escrevermos expressoes para M; a os somatorios devemos ter cuidado, pois elas fazem sen-
tido somente quando adotarmos algum esquema de regularizagdo. Nés vamos regularizar
as expressdes para os somatorios e M; usando um corte no momento, K < A ("sharp

cut-off’). Integrando na energia py na Eq. (4.30) e colocando o corte A no momento

obtenios,

V) A de 1
S AT A (s 4.
M= /_A 27 VEZ 1 m2 (4.34)

Como foi mencionado no capitulo anterior, as auto-frequéncias na presenga do séliton wy,
sio discretas e continuas. O niimero de auto-frequéncias discretas, as quais denotaremos
por w;, s80 finitas. As auto-frequéncias continuas, as quais denotaremos por w,, tomam
0s mesmos valores que as auto-frequéncias na auséncia do séliton, wg = vk%24+m? ou
seja sao dadas por

wy =g +m?. (4.35)
Entéo, podemos escrever para a primeira corre¢ao quantica a massa do séliton AM, a

seguinte expressao
1Y 1 1
AM—_—QZwi-kﬁqug—l—mQ—-z-Zm—Ml. (4.36)
f=1 q k

Embora w, ¢ w? tomem os mesmos valores, nao podemos simplesmente concluir que os
somatdrias continuos na Eq. (4.36) se cancelam ja que estes somatdrios somente fazem
sentido quando expressos em forma integral. Ao expressarmos as somas sobre q e k em
forma integral vio aparecer densidades de estados para os g e para o0s k e 0s quais sao

em geral diferentes. J& que w_, = w, € w?; = wy, podemos escrever para a Eq. (4.36) a
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seguinte expressao
1 N A A
AM =535 wi+ )y +m? =3 VR +md = My, (4.37)
i=1 gq=0 k=0

onde colocamos o mesmo corte A, tanto na soma sobre g, quanto na soma sobre k. Para
escrevermos os somatorios na Eq. (4.37) em forma integral vamos em primeiro lugar
discretizar os modos continuos confinando o sistema numa caixa de comprimento L, tomar
condicdes periédicas de contorno nas auto-funcdes das Egs. (4.13) e {4.14) e voltar ao
continuo tomando L — 0o. A equacdo para as auto-frequéncias livres wy, Eq. (4.14) tem
como solucées, ondas planas ¢3 ~ exp(ikz). Impondo condigbes periddicas de contorno
nas fronteiras da caixa unidimensional [—~L/2, L/2] obtemos exp(—iLk/2) = exp{ikl/2)

de onde obtemos o seguinte espectro para k,

]

2
k, = —'EE n=0,+1,+2, .. (4.38)

Da equagao anterior obtemos a seguinte densidade de estados para &,

PRy = = (4.39)

n+l — kn T 2m
Para determinar a densidade de estados associado com w,; devemos considerar as solugoes
continuas da Eq. (4.13). J& que estamos supondo que a integral dada pela Eq. (4.31) é
finita exigimos como condi¢do necessaria que U"[®.(z — —o0)] = U"[®.(z — o0)]. Sendo

assim, as solucdes continuas da Eq. (4.13) vem dadas por
prlz — —00) = &€ 4 Rpe ™™ | ¢p{z — o0) = Tpe'®® | (4.40)

ou

r;f)R(:L‘ — —OO) = TRG_SIQI , QbR(ﬂt — OO) — e 9" 4 RRBWI , (441)
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sendo que a Eq. (4.40) descreve o espalhamento de ondas planas incidentes pela esquerda
enquanto que a Eq. (4.41) descreve o espalhamento de ondas planas incidentes pela direita.
Nas equagdes anteriores os 7s e os R’s ndo sdo independentes. Para encontrar as diversas
relacdes entres estes coeficientes vamos usar o fato de o Wronskiano W(a,b) = a'b — ba’,
com a, b sendo diferentes solucdes da eq.(4.13) com o mesmo g, ser independente de z.

Considerando W (¢, ¢r) € igualando os seus valores em z — Foc encontramos que
Ty =Tg=T. (4.42)

Dado que U"[®.(z)] é real, entdo ¢} ¢ tambem solugdo da eq.(4.13), e considerando

Wior, o] obtém-se que
& T

- 4.43
Ry, T+ (443)

A unitariedade, ou a conserva¢io do fluxo exige que
TR+ |RL? = |T)* + |Re*=1. (4.44)

Agora se U"[®(z)] for simétrico em z entdo ¢r(—=z) é também uma solugio de (6.151) e

considerando W{¢r(z), ¢r(—x)| obteriamos
Ry = Rpg (sempre que U [®.(z)] = U"[®.(—2)]) - (4.45)

Em vez de célcularmos a densidade de estados para as auto-frequéncias na presenga do
séliton, é melhor escrever o espectro de ¢ em termos do espectro k, dado pela Eq. (4.38),
e depois passar ao limite continuo usando a densidade de estados na auséncia do séliton,
dado pela Eq. (4.39). Por simplicidade vamos considerar em primeiro lugar o caso em
que R, = Rp = 0, isto é o caso em que o potencial que descreve as flutuagbes quanticas
ao redor do séliton classico é irreflexivo. Logo geralizaremos o resultado para os casos em

que esta restri¢do nao se cumpre.
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4.3.1 O caso dos potencias nao reflexivos: R; = Rp=10

No caso em que Ry = Rr = 0 da Eq. (4.44) obtém-se que,
TP =1, (4.46)

isto ¢, T pode ser escrito simplesmente como T = ). Substituindo a Eq. (4.46) nas

Eqgs. (4.40) e (4.41) obtemos

pr(z — —0) = &%, Pr(x — 00) = gleztidla) | (4.47)

dr(z = —o0) = e BHD golz — o0) = . (4.48)

Confinando , no intervalo [—L/2, L/2] e impondo condigdes peritdicas de fronteira em

+1./2 obtemos da equagdo (4.47) ou (4.48)

B 6(@:1)

n
— =0, %1, 2, .. 4.49
L L ¥ n O? l}j: 3 ( )

Gn = 27
Agora, em termos dos indices discretos a Eq. (4.37) pode ser escrita como

lN N N .
AM=§§w§+Z1!q2+m2~ZVk2+m2—M1- (4.50)

=T n=0
Na equacio anterior escrevemos diferentes limites nos somatorios dado que o que se exige
segundo a Eq. (4.37) é a igualdade nos limites das somas sobre os momentos ¢ e k. Da

Eq. (4.38) obtemos para A em termos de N,
A= (4.51)

O indice ng na Eq. (4.50) corresponde a ¢ = 0. Entdo da Eq. (4.49) obtemos

ne = % : (4.52)
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De outro lado o indice N’ corresponde a ¢ = A. Neste caso, da Eq. (4.49), obtemos

!
A= Q?Tf - 6—%2 : (4.53)
Das Egs. (4.51) e (4.53) obtemos
N =N 2B (4.54)
27

Antes de prosseguirmos com a nossa deducdo vamos enunciar um importante teorema a
respeito do ”"phase shift” §(k).
Teorema de Levinson unidimensional No caso em que U”[¢.(—o0)] = U"[gc(c0)] e a

defasagem for escolhida de tal forma que 6{co) = 0 temos que [39)]
5(0) = Nx | (4.55)

onde A é 0 nimero de autovalores discretos da Eq. (4.13)".
Note que o teorema nio exige que Ry = Rp = 0. A defasagems nos casos em que
Ry r # 0 serd definida na seguinte subsegao.

Usando o teorema de Levinson obtemos da Eq. (4.52)

ng = N (4.56)

2

e da Eq. (4.54)

N'=N+0(A") . (4.57)

Agora devemos lembrar que segundo a Eq. (4.49) ng e N' devem ser inteiros. Dado que

A é muito grande, na Eq. (4.57) podemos tomar N’ = N. Na Eq. (4.56) devemos ter um

2Devemos observar que quando d(oc) = 0 a defasagem é discontinua na origem, rigorosamente, na Eq.
(4.55) deve-se entender 8{0%).
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pouco mais de cuidado dependendo se NV for par ou impar. Quando N for par, podemos

escrever N = 2M, M = 1,2, ... e assim ng = M, logo teremos para a Eq. (4.50)

\,r‘ +m2—M1
(\/anrm? ,/k2+m2) My, (458)

N
Z 2+m2

=AM
lm+

Substituindo a Eq.(4.38) na Eq. (4.49) obtemos

AM =

1
27
1 M-
§

§(kn)
L

gn =kn — +O(L7?) (4.59)

e usando esta expressdo obtemos que

Ja2 +m? = k2 -7 \/m +0 (L7} (4.60)

Usando a Eq. (4.60) na Eq. (4.58), usando a densidade de estados para k dado pela Eq.

(4.39) e tomando o limite L — oo obtemos

1Y VET +m? A dk d
AM = - . — S S, — — - M
i 5 iizlw Mm o (k) St 2ww(k)dk5(k) 1 (4.61)
Para k — oo, podemos escrever para &(k)°,
N W 2
6(k) ~ ===+ O (k%) . (4.62)

Usando o teorema de Levinson unidimensional e a Eq. (4.62) na Eq. (4.61) obtemos

N
AM:%Z 2/‘1 g:: k k)—M1+O(A—1) : (4.63)

=

Substituindo o valor de M, dado pela Eq. (4.34) na Eq. (4.63), obtemos no limite A — oo,

AM = 22 M 2/ [ (k)%&(k}—%] , (4.64)

i=1

3Este resultado é obtido fazendo uma espansio de Born unidimensional
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onde agora estamos usando w(k) = V&% +m2. Consideremos agora o caso em que A €
fmpar. Neste caso podemos escrever N = 2M +1, M =1,2,... Da Eq. (4.56) podemos
notar que neste caso obtemos um valor semi-inteiro para ng = M+1 /2, valor que nao esta
presente no espectro dado pela Eq. (4.49). Logo esse valor deve ser excluido da soma da
Eq. (4.50), a soma deve comegar no préximo inteiro maior que AM + 1/2,isto é em M+1.
Também no tltima somatério da Eq. (4.50) a contribui¢do de momento zero n = 0 deve
ser multiplicado pelo fator 1/2, dado que na soma original dada pela Eq. (4.36) o termo
correspondente é contado somente uma vez. Sendo assim, podemos escrever para a Eq.

(4.50)
AM = _i vk +m? — quﬁ+m —-—Ml
Z_:\fﬁ m2——+2(1!k2+m2 1/2+m2) . (4.65)

Usando agora a Eq. (4.60) na Eq. (4.65) e tomando o limite L — oo obtemos

b | =

-
1|
A

[l
|
Ma

-
Il

PR o Lsky — M. (466)

A
1 w
AM—§Zwi—(M+§)m—2—JD(k) "

Usando o teorema de Levinson e a Eq. (4.62) e tomando o limite A — oo obtemos
novamente a Eq. (4.64).

Antes de generalizarmos o resultado dado pela Eq. (4.64) para os casos Ry g # 0 vamos
calcular as corregdes quanticas para a massa dos séliton nos modelos de sine-Gordon e ®*,
onde sabemos do capitulo anterior que nesses casos R, = Rz = 0 e portanto podemos fazer
uso da Eq. (4.64). Também a primeira corre¢ao gquantica para massa dos solitons nestes
modelos estd firmemente estabelecida. Isto vai nos permitir saber se a nossa formulada

dada pela Eq. (4.64) é correta.
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O modelo de sine-Gordon

Este modelo é descrito pela densidade do potencial dada por

U(®) = 2—2 [1 ~ cos (%@)] (4.67)
e U"[®.(z}] é dado por
U'® ()] = —&% +m?. (4.68)

Fazendo-se uma mudanca de varidvel z = mz é facil mostrar que o potencial dado pela
Eq. (4.68) se transforma no potencial dado pela Eq. (3.9) com A = 1. Neste caso, da
Eq. (3.11) podemos ver que sdmeute existe um autovalor discreto, wi = 0. Neste caso

R, = Rg = 0 e a defasagem é dada por 6(k) = 2tan~'(m/k). Também da Eq. (4.31)

obtemos (V) = —8m. Substituindo estas expresses na Eq. (4.64) obtemos,
AM = -2 (4.69)
m
O modelo $*

Este modelo é descrito pela densidade de potencial

mt 42 17
= - . 4.7
U{(®) 2207 ll — o } (4.70)
Neste caso U"[®.{z}] é obtido como sendo
2
V(z) = sm m? (4.71)

- +m?.

2 cosh®{mz/2)
O potencial anterior é o caso A = 2 (fazendo um escalamento z = mz) do potencial dado
— mv3

pela Eq. (3.9). Neste caso temos duas auto-frequéncias discretas, wp = 0 e wy = =~

Neste caso o potencial dado pela Eq. {4.71) também é irreflexivo e a defasagem é dada por
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§(k) = —2tan~t[3mk/(m? — 2k%)]. Da Eq. (4.31) obtemos (V) = —12m. Substituindo

estes valores na Eq. (4.64) obtemos

NV 3 3m 1 rodk 6m(2k% + m?) N 3m
4 2r  2Joco 27 [ (4k2 +mAWE2 +m?  2VEE +m?
m am e w
4 2r 2 J-00 21 (42 +m?)VE? + m?
3 1
S LI B 4.72
m(% 4\/2‘») (472)

Os resultados dados pelas Eqs. (4.69) e (4.72) s@o idénticos aos obtidos mediante outros
métodos. Fsses resultados foram estabelecidos pela primeira vez na Ref [25]. Note
que tanto no modelo de sine-Gordon quanto no modelo $* as flutuagbes quinticas sio
descritas por equaces de Schrédinger com potenciais nao reflexivos. Este fato torna facil
o calculo das primeiras corregdes quinticas & massa dos sélitons. Na se¢do seguinte vamos
calcular a massa do séliton num modelo onde as flutuagGes quanticas sdo descritas por
unia equacio de Schrédinger com potencial tal que R g # 0. Antes de fazer isto vamos

generalizar a Eq. (4.64) para estes casos.

4.3.2 O caso dos potencias reflexivos: Ry g # 0

Vamos generalizar o resultado da segio prévia para potenciais U"{¢.(z}] [ou equivalente-
mente V()] mais gerais, onde ndo necessariamente R, = Rp = 0. Para tal fim vamos
construir, a partir dos coeficientes T' e Ry, g, a matriz unitéria de espalhamento S(k), com

elementos

S(k) = (}i I}R) | (4.73)

No caso de potenciais com Ry = Rz = 0 esta matriz é diagonal

eié(k) 0
sw= (") aw) (474



Capitulo 4. Renormalizacio a um loop para as corregles guinticas & energia de configuracées cldssicas 63

Neste caso podemos escrever §(k) como
1
§(k) = fln detS(k) . (4.75)
)

No caso geral, gragas a unitariedade, S(k) pode ser diagonalizada mediante uma trans-

formagéo de similaridade U(k) e colocada na forma

eiél(k] 0 ) (4 76)

U RSEUE = () s

Logo podemos notar que existe uma base na qual o processo de espalhamento ainda é
nio reflexivo. A diferenca é que agora o espalhamento de ondas planas na nova base
¢ diferente quando espalhado pela direita ou pela esquerda, sendo que temos em geral
diferentes defasagens, denotados por 8;(k) e d2(k). Se usarmos a Eq. (4.76) na Eq. (4.75)

obtemos que
1
(k) = 5 [8.(k) + 82(k)] , (4.77)
o qual € uma generalizagdo razodvel para a diferenga de fase. Entdo, a expressao dada pela

Eq. (4.64) pode ser usada também nos casos em que V(z) nio é irreflexivo. Calculando o

determinante da matriz S(k) dada pela Eq. (4.73) obtemos usando as Eq. (4.43) e (4.44)

5(k) = %m [TZ] ? (4.78)

e substituindo esta expressic na Eq. (4.64) obtemos

Embora a Eq. (4.79) seja uma generalizagio razoavel para a Eq. (4.64) devemos estar

seguros de nio termos introduzido termos finitos ambiguos na Eq. (4.79), pois como ja

dissemos as quantidades originalmente divergentes devem ser tratadas cuidadosamente.
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Sendo assim vamos deduzir a Eq. (4.79) em forma similar a como foi feifo no caso em
que Ry g = 0. Isto é vamos confinar o sistema numa caixa de comprimento L e vamos
aplicar condigdes periédicas de fronteira nas solugdes dadas pelas Egs. (4.40)-(4.50). Ja
que neste caso Rr g # 0, ndo basta impor condigdes periddicas de fronteira na solugao
dada pela Eq. (4.40) ou (4.50). O que devemos fazer é considerar a solugio completa, isto
é, uma combinacio linear de ¢r(z) e ¢r(z), e aplicar condigGes periédicas de fronteira na
solugido completa e na sua primeira derivada. Denotando por ¢,(z) a solugdo completa

devenmos entiao considerar

bo(z) = P1(2) + hor(z) | (4.80)

onde h é uma constante. Impondo ¢,(—L/2) = ¢,(L/2) e usando as Eqgs. (4.40)-(4.41)

obtemos

e~0L/2 4 R, il _ Teiak/2 — p (e_ingzRRengz — Tes’qLﬂ) _ (4.81)
Tmpondo £¢()lee_r/2 = £¢q(2)|c=1/2 Obtemos
q (Rbeiquz B e—iqL;’2) + q+TeiqL;’2 —h [q (e—qujz + RReiqLﬂ) - qTeiqLﬂ] _ (4.82)
Eliminando h das Eqs. (4.81) e (4.82) obtemos
(RLRp — T?)e* % + 2T —1=0. (4.83)

A partir da Eq. (4.43) obtemos Ry = —RyT/T", substituindo na Eq. (4.83) e usando

|Rg|?+|T|? = 1, obtemos

H610) _ |0 1= 0, (484

onde 8(k) ¢ definido segundo a Eq. (4.78). Resolvendo a Eq. (4.84) obtemos

eel+d) — || +44/1 —|T)?, (4.85)
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de onde obtemos as solugdes

2mn 8(gp) £ cos ! |T|

+ _ 4.86
G =T 7 (4.86)

J4 que temos dois conjuntos de solugBes e nada nos diz apriori qual das duas deve-
mos considerar, na primeira soma continua da Eq. (4.37) devemos considerar estes dois
conjuntos. Mas, devemos multiplicar pelo fato 1/2, para nao contar duas veces 0 mesmo
valor de ¢. Agora vejamos quais valores de ng e N', definidos na Eq. (4.50), correspondem
aos valores de g& = 0 e ¢* = A. Fazendo ¢© = 0 na Eq. (4.86) e usando o teorema de

Levinson §{0) = A'w, obtemos

(4.87)

N cos™H|T(0)]
=G

2

Como no caso dos potencias n&o reflexivos obtemos N' = N, jadque §(A) — Oe [T(A)[ — 1.
Agora, dado que 0 < |T| < 1 e dado que em geral |T| é uma fungdo crescente de g,
concluimos que |T{0)} é o seu valor minimo, isto é |7(0)] ~ 0* Logo podemos escrever
para a Eq. (4.39),

o~

ﬂ;o—z

. (4.88)

] =

Para continuarmos a nossa analise vamos supor que A = 2M é par. Entao temos

1

onde vemos que ng nao se encontra no espectro, ele nao € inteiro. Entao no caso + a
primeira soma continua na Eq. (4.50) deve comegar em M + 1 enquanto que no caso —
a soma deve comecar em M. Também devemos multiplicar pelo fator 1/2 a contribui¢ao

do termo n = 0 na segunda soma continua j4 que o momento correspondente k = 0 €

‘Estrictamente |T(0)| ndo é zero, ele é muito pequeno mas nao zero. Lembre-se por exemplo que T{0)
possui uma fase dada pelo teorema de Levinson.
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contada somente uma vez na expressio original, Eq. (4.36). Entdo podemos escrever para

a Eq. (4.50) a seguinte expressao

wri( 5 Vs $ e

n=M+1

+ZW-%-M1
- 3 (S ViR« S it em)

n=1

N
+ % > (Vigry o2 + g+ m? — 2y + i) — My (490)

AM:-l-
2

uMa

Usando a Eq. (4.86) obtemos

ko (6(k,) £ cos™ T (k, "
Vigh)? +m2 = k2 +m2~ (91 ;\/k“mlg ( )|)+O(L ). (4.91)

Usando a Eq. (4.91) na Eq. (4.90), e tomando o limite continuo L — 00 obtemos,

1 ¢ VETmE. N ade  d
AM =33~ Mm = 5 ) + [ k)b (k) - M (4.92)

expressio que é idéntica & expressio dada pela Eq. (4.61). Usando o teorema de Levinson,
as Eqs. (4.62) e (4.30), e tomando limite A — oo recuperamos a formula dada pela Eq.
(4.79). O caso N impar segue os mesmos pasos obtendose a mesma Eq. (4.79).

Na seguinte segio vamos usar a formula dada pela Eq. (4.79) para calcular a primeira
corregio quantica para a massa dos sélitons no modelo @2 cos? In(¢?), modelo no qual, as

flutuacdes quanticas sio descritas pela equagio de Schrédinger num potencial reflexivo.
4.4 O modelo ®2cos? In(®?)

No capitulo anterior introduzimos o modelo com densidade de potencial dado por

2p2
U{(®) = %m232@2 cos’ [% In (C;m4 )} ‘ (4.93)
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Como foi visto no capitulo anterior, o modelo descrito pela densidade de potencial dada
pela Eq. (4.93) admite solugdes estdticas de energia finita dadas por

3 2
®,(z) = :I:% exp [nwB + Btan 'sinh(mz)] , n =01 £2,. (4.94)

A energia associada as configuragdes dadas pela Eq. (4.94) é dada por

5 R2,28Bnm

2
onde I{B) é dado por

= /_11 ds e?Bsin () (4.96)
As flutuagdes quanticas ao redor das configuragdes cldssicas dadas pela Eq. (4.94) sdo
descritas pela Eq. (4.13) com U”[®.(z)] obtido a partir da Eq. (4.93). O resultado para

U"[®.(z)] é
(B* —2) L thanh(m:B)

UH[(I)C(:B)] =m?l1+ coshz(m’.ﬁ) COSh(m.I‘) (497)
De onde usando V(z) = U"[®.(x)] — m? obtemos da Eq. (4.31)
V) =2(B*-2). (4.98)

O potencial dado pela Eq. (4.97) é o caso (fazendo un escalamento z = mz) A = 1 do
potencial descrito pela Eq. {3.67). A equagdo possui um autovalor discreto igual a zero.
O coeficiente de transmissdo é obtido a partir da Eq. {3.73) fazendo-se o escalamento
k=q/m,

(=1 — ik /m)T(2 — ik/m)D(1/2 F iB — ik/m)T'(1/2 = iB — ik/m)
T'(—tk/m)T{1 — ik/m)['?(1/2 — tk/m) '

T(k) = (4.99)

Substituindo as Eqs. (4.98) e (4.99) na Eq. (4.79) e depois de algumas manipulagoes

algébricas obtemos

AM /mdq g
m r 2)-x2r NS
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. {1 lr(1/2 —iB —ig)T(1/2 +iB — ig)T?(1/2 + z'q)] B?

2 | T(1/2 7B +iq)0(1/2 — iB + ig)T2(1,2 — iq) +?} (4.100)

onde fizemos a mudanca na varigvel de integracio k/m — g. A integral na Eq. (4.100)
nio pode ser efetuada analiticamente, mas para B = 0 essa integral se anula e neste caso
obtemos AM = —m/=, como esperado, igual & corre¢do quantica & massa do soliton no
modelo de sine-Gordon. Isto é facilmente compreensivel, pois para B = 0 o potencial
U"[®.(z)] dado pela Eq. (4.97) se reduz ao dado pela Eq. (4.68). Para valores de
B # 0 podemos integrar numericamente a integral da Eq. (4.100). O resultado obtido
é mostrado na Fig. 4.1, de onde podemos notar que a corre¢io quantica a massa do
soliton é negativa e decresce mais e mais a medida que B cresce. Embora nao tenhamos
calculado AM analiticamente, devemos chamar atengdo ao fato de que todos os passos
foram feitos analiticamente e sémente o passo final foi feito numericamente. Entdo, o nosso
célculo, embora ndo seja exato, é preciso. Frequéntemente os modelos de sine-Gordon e ®*
s3o usados para testar métodos aproximados ou nimericos, desenvolvidos para calcular
correcdes quanticas ao redor de configuragbes classicas (ver por exemplo a Ref. [42]).
Aqui apresentamos outro modelo que pode ser usado para este fim. Acreditamos que
este modelo é mais adequado para testar métodos nimericos ou aproximados dado que
os modelos de sine-Gordon e ®* so muito especiais: as flutuagdes quanticas ao redor das
solucdes classicas sio descritas por equagdes de Schrodinger em potenciais irreflexivos.
Neste capitulo foi considerado a renormalizagdo & corre¢do quantica a um loop para
a energia de configuracbes cldssicas. Restringimo-nos ao caso em que limyg| e Vi{z) — 0.
Em especial no caso dos sélitons em modelos escalares em (141) dimensGes foi dado
uma expressio renormalizada para a primeira corre¢do quéantica a massa do soliton em

modelos tais que U”[®.(£00)] = m?. Mas no capitulo anterior construimos modelos nas
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Figura 4.1: em fungio de B.

quais est4 tltima exigéncia nio se cumpria. Assim, por exemplo no modelo &% triplamente
degenerado, o potencial, na equagio de Schrédinger que descreve as flutuagbes quanticas,

tem limites assintéticos diferentes. No capitulo seguinte vamos considerar este ultimo

caso.



Capitulo 5

A nao existéncia de sdélitons a nivel
quantico

Como foi mencionado na parte final do capitulo anterior, neste capitulo vamos considerar o
caso de modelos de teoria de campos em (1+1) dimensdes, no caso em que U"{® (—o00)] #
U"[®(z)]. Vamos mostrar que em geral estes modelos ndo possuem estados quanticos
soliténicos, isto é, estes modelos admitem sélitons somente a nivel cldssico, mas nao a nivel
quantico. Também vamos ver que, acoplando o campo escalar a um campo fermidnico,
novamente aparece um estado quantico soliténico, ou seja a incluséo do campo fermidnico
permite a existencia do séliton ainda a nivel quantico. Este fenémeno nao é novo, na
Ref. [43] os autores mostraram mediante um célculo explicito, tal ocorrencia no modelo
S triplamente degenerado. N6és vamos mostrar tal fenémeno em forma geral. Vamos
considerar em primeiro lugar o caso em que U[®.(z) é finito e depois o caso em que é

infinito.
5.1 Modelos onde U"[®.(z)] é finito

Vamos considerar um modelo escalar em (1+1) dimensdes com densidade Lagrangeana

L= %aﬁqaaf@—u@), (5.1)

70
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onde U(®) possui pelo menos dois minimos absolutos. Nesse caso, do capitulo 1 sabemos
que existem solucdes solitdnicas para a equacdo de movimento. Denotando por ®_ e &,
dois minimos vizinhos de U(®), sabemos que tdis solugdes solitonicas ligam esses dois
minimos vizinhos assintéticamente, ou seja temos que ®.(z — +oo) = +£P.. Entdo, nos
casos em que U"(®_) £ U"($,) teremos que U"[® (—00)] # U"[®.(00)]. Consideremos
em primeiro lugar, modelos onde U”[®.(x)] é finito para todo r. Exemplos de modelos
com esta carateristica sio os modelos descritos pela densidade de potencial dado pela Eq.
(3.32). Dentro destes modelos temos os modelos polinomiais triplemente degenerados (por
exemplo o modelo %) descritos pela Eq. (3.33) e os modelos com dois vacuos degenerados
(por exemplo, o modelo &%) descritos pela Eq. (3.34). As flutuagbes quanticas ao redor
das solugdes clissicas nestes modelos sdo governadas pela equagdo de Schrodinger no
potencial de Rosen-Morse hiperbélico II no caso em que B # 0 e dado pela Eq. (3.9).
As solucOes deste potencial sdo discretas e continuas e vem dadas respetivamente pelas
Egs. (3.10) e (3.12). Denotando U"(®_) = m? e U"(®;) = m3 podemos escrever, para
qualquer modelo com as carateristicas acima descritas, o comportamento assintotico de

U"[®.(z)] da seguinte forma:

lim U"[®.(z)] =m3 . (5.2)

T—too

Supondo m? < m2, o comportamento assintotico das solucdes continuas da equagédo de

Schrodinger no potencial U"[®.(z)], sio dadas por
¢z = —o0) = 9% + Rre ' | ¢p(z — o0) = Ty e+ (5.3)

ou

¢R($ — —OO) = TRE_éqI 5 @R(ZIC — OO) = E_iq"'w -+ RRE£q+m s (54)
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onde ¢(z) e ¢r(z) descreven as solugbes de espalhamento pela esquerda e direita re-

spetivamente. Os autovalores continuos correspondentes sdo dados por w? = @ +m? =

@ + mi Ja que o espectro de w, vai desde m_ ate infinito, entao vemos que para

m_ <wy < My, g = \/QQ +m? —m3 = z\/mﬁ_ — m? — ¢?, é imaginario. Neste caso nas

solugdes dadas pelas Egs. (5.3) e (5.4) devemos fazer a susbtituigdo ¢, = i, sendo que

k = /m2 —m2 — g% De outro lado para m, < w, < 00 temos que gy é real. A corregao

quantica & massa do soliton a um loop vem dada por

N
AMr:1 w£+2wq—2w£, (5.5)

23 720 E>0
onde w) sdo as auto-frequencias na ausencia do séliton e dados por Wl = k2 +m?.
Devemos chamar atencio ao fato de subtrairmos, na Eq. (5.5), a energia do ponto zero
das flutua¢des quanticas ao redor da configuragdo trivial _ e ndo a energia das flutuagoes
quanticas ao redor de ®,. Isto se explica pelo fato de U"[®_] = m?2 ser menor que
U"[®,] = m2. ou seja a energia do ponto zero ao redor das flutuagdes quanticas ao redor
de &_ é menor ao correspondente em ®, '. Como sabemos, confinando o sistema numa
caixa de comprimento L, e impondo condigdes periddicas de contorno obtemos o espectro
kn, = 2nn/L, n = 0,+1,£2... de onde se obtem a densidade estados igual a L/(27).
Para discretizar o espectro continuo w, devemos impor condigdes periddicas de contorno
nas solu¢des dadas pelas Egs. (5.3)-(5.4). Ja que a soma das solugdes dadas pelas Eqgs.
(5.3) e (5.4) é tambem uma solugdo da equagéo de Schrédinger correspondente, devemos

considerar uma combinacio linear dessas solugdes e impor as condigdes periddicas de

fronteira. Isto é, aplicamos condicdes periddicas de contorno em ¢q(z) = ¢r(z) + hor(z),

1Notese que sendo a energia do ponto zero em ambos casos infinito, esta conclugdo s6 tem sentido
guando pensarmos nestas energias propriamente regularizadas, por exempla, impondo um limite cu corte
nos valores da energia momento.
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onde h é uma constante. As condi¢des de contorno que impomos s&o ¢4(—L/2) = ¢4(L/2)
e L ylom—rso = 4 §|=1/2. Substituindo ¢.(z) e ¢r(z) dadas pelas Eqgs. (5.3) e (5.4) em

¢q(z) impondo ¢,(—L/2) = ¢,(L/2) obtemos,
emwli2 RLeiqL,fz _ Tbe"“m —h (e—iq+L,f2RReq+L/2 _ TReiqL;‘Z) (5.6)
e impondo £dg|,——r/2 = %gﬂxzfﬂ obtemos
q (RLes‘qL;z _ e—iquz) + q+TL6€q+L;’2 =} [q+ (e—iq+L;’2 + RReiq+L;‘2) . QTRGWLIZ} ) (5’7)

Eliminando » das Egs. {5.6) e (5.7) obtemos

_ ' , . T, .
1= 9= 4 (RLe‘qL - RRe"”L) + (RpRp — TLTR)B“HQHL + g 22L iaren)l/2 (5.8)
g+ 44 978

Para obter os possiveis valores de ¢, devemos resolver a Eq. (5.8) nos seguintes casos:

m_ < Wy < My

Neste caso temos que ¢ = ix, logo podemos desprezar os trés ultimos termos do lado dire-
ito da Eq. (5.8) por conterem termos da forma e'+* = e*%, o qual se anula rapidamente

quando L — co. Logo temos que

1= (q — m) Ryet . (5.9)

g +iK
Usando o fato de que o Wronskiano é constante e considerando W@z ({—00), ¢ (c0)] pode-
mos mostrar facilmente que |Rz| = 1. Escrevendo entdo Ry = g~tilnRi} e a4 Eq. (5.9)

pode ser escrita como

1 =expli(¢gL + 6 ~iinRy)], (5.10)

onde 8 é defimdo tal que

et = z.-l_-z,: : {(5.11)
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Da Eq. (5.10) obtemos

gn = 2";” G Z;j“ Ro) o oo,41,42. (5.12)

My <y <00

Neste caso considerando os Wronskianos Wgr(z), ¢5(z)], e Widr(z), ¢5(x)] obtemos

respetivamente,

0l Tel? = (1~ [Re?) (5.13)

aITr* = ¢ (1 - |Ral?) . (5.14)
Considerando os Wronskianos W (¢, (z), ¢r(z)] W(or(x)*, ¢r(z)] obtemos respectivamente,

qTr = ¢, Ty (5.15)

qRTp = —q+ RRTL . (5.16)
Substituindo a Eq. (5.15) na Eq. (5.16) obtemos
R,T:, = —RpT} . (5.17)

Escrevendo

Ty = |Typle? (5.18)
e substituindo na Eq. (5.17) obtemos,
Rp = —R;e* . (5.19)
Usando as Egs. (5.15), (5.19) e (5.13) obtemos para (RyRr — T:7Tx)

(ReRr —TiTr) = IRy 2% — %WLPGM

= —% (5.20)
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Substituindo a Eq. (5.20) na Eq. (5.8) obtemos

, . 1 — . .
1 = _eQzﬂ {1 _ 28—1& I:2L|TL| + = (q Q-l-) (RLec(qL—ﬂ) + Rzewz(q}l—ﬂ})} } }

q+ag+ 2\q+4q+
(5.21)
onde
L
A=d+(ata)y - (5.22)
Vamos provar gue o termo
¢ +ay 2\g+g+
é tal que
Y] <1. (5.24)
Escrevendo Ry, = |Ry|e*” e substituindo na Eq. (5.23) obtemos
y =2 & |Ty] + (q-q+) |Rp|cos (gL +6r — A) . (5.25)
q+44 ¢ +qs

J4 que ¢> +m? = ¢& + m2, temos que ¢* > ¢}, dado que m2 > m?%. Supondo para
simplificar que ¢ e g, sdo ambos positivos temos ¢ > ¢,. Elevando ao quadrado a Eq.

(5.25) temos que

2
VZ: = [2 K |TL|+(q_q+)iRLcos(qL+5R—~A)

g+4qy g+4q.
2
q_
< [2 4 mu( q*)ma]
g+qy qg+4q.
<1, (5.26)

dado que |Ty| <1e R, < 1. Usando a Eq. (5.23) na Eq. (5.21) obtemos

eH8 -2V +1=0, (5.27)
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da qual obtemos

et =Y +iv1-Y2. (5.28)

Pelo fato de |Y] < 1, podemos concluir da Eq. (5.28) que
cos(A) =Y, sin(A) = +/1-V2, (5.29)
Quer dizer temos dois conjuntos de solugdes para A. Estas solugdes vem dadas por
A=2rntcostY, n=0,+1, 42, .. (5.30)

Substituindo a Eq. (5.30) na Eq. (5.22) obtemos para o espectro de g,

G+ g+ 271 6§ tcosTlY
2 L L ‘

(5.31)

Descompondo a soma sobre ¢ na Eq. (5.5) temos,

_MlN = 2 2 2 2 2 - 2 2
AM_EZwi—i-;}\!m_%—q + > ym?t4g *kzzgwm_‘i-k ; (5.32)

i=1 = ¢=Am
onde Am = /m2 —m?2 e A denota o corte tanto na soma sobre ¢ quanto na soma sobre
k para darmos sentido as somas divergentes. O segundo termo na Eq. {5.32) corresponde
a soma sobre as auto-frequencias tals que m_ < w, < m,, enquanto que o terceiro termo
representa a soma sobre as auto-frequencias tais que m, < wy < 00. Usando a Eq. (5.12)

obtemos

JE it = i rmr - el ) g ey (5.33)

Li/k2 +m®

De outro lado a partir da Eq. (5.31) obtemos

9y 2 -1 2 _ k2
J@E+mE = ks + AMEY 2 (GLeos V)(Am — k) (L‘Q) . (534)
" kn Ly/(k2 + Am?)* + m2 k2
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Escrevendo a versdo discreta da Eq. (5.32), substituindo as Eqs. (5.33) e (5.34), e

tomando o limite L — oo obtemos?

1Y smdkk(6 —ilnRyp) am dk
= E - b SO LA k2 Lm?
2 0 Wi /(: 2 k2 4 m2 Lj; 27 k m=

A dk
\/k+— +m Lf \!k2+m

Am 2T

1 ff\ dk (6 + cos ' Y) (Am® — k?) N ff\ dk (§ —cos™'Y) (Am? — k?)
T2 Jam 2+ Am2R 4 m2 gz Jam 2T 02 4+ Am? )2 4 m2R?
amdk g A dk Am
2 _ 2
[/ K2 4 m? + Am 2?r\/ +m [ ke 4 me ]
li fam dk k(6 —ilnRp) [A dk §(Am?* — k?)
T4 2 JKm2 2ﬂ\/k2+Am2) + m2k?

(5.35)

Note a dependencia da Eq. (5.35) em L — oo, isto é, aparece um infinito que nao pode
ser eliminado pelos contratermos usuais da teoria da renormalizagdo. Isto é, as corregoes
quinticas em modelos destes tipos sdo expressdes ndo renormalizaveis. Note também
que somente quando Am = 0 o termo dependente em L se anula identicamente na Eq.
(5.35), isto é a corre¢do quantica a massa do soliton é livre deste tipo de divergéncia
(infravermelha) somente em modelos tais que U"[®c(—00)] = U"{®.(c0)]. En conclugio
podemos dizer que o soliton, embora ela exista a nivel classico, ele ndo faz sentido no
nivel quantico. Poderia se pensar que a divergencia dependente em L na Eq. (5.35)
aparece como consequencia de confinar o sistema numa caixa de comprimento L. Para
nos convecer de que este nfo é o caso, consideremos a definigao equivalente paraa corre¢ao
quantica 4 massa do soliton e dado pela Eq. (4.28) com D = 2. O primeiro termo da
expansio vem dado pela Eq. (4.30), o qual é proporcional a (V) = %2, V(z). Note que

quando U"[®.(—oc0)] # U"[®.(00)], (V) & infinito. Este infinito ¢ proporcional ao intervalo

2Note que nio estamos nos preocupando em obter os indices adequados ng e N' correspondentes aos
momentos g = 0 e g = A, como no capitulo anterior. De fato estamos considerando ng = 0e N' = A
e portanto o resultado que vamos obter difere do correto por uma quantidade finita. Porém, a maior
conclussio desta se¢ao nao depende deste fato.
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de integracdo sobre x. Logo vemos que a natureza do infinito é da mesma natureza que

na Eq. (5.35).

5.2 Modelos onde U"[®.(z)] é infinito

Nesta se¢do vamos considerar o caso no qual U"[¢{—00)] ou U"[¢(00)] é infinito. Este
é o caso do modelo construido na secio 3.3, onde as flutuagdes quinticas sdao descritas
pelo potencial de Morse. Vamos supor sem perda de generalidade que U@, (—o0)] = m?
é finito e que U"[®.(00)] é infinito. Neste caso o potencial que descreve as flutuagdes

quénticas é do tipo potencial de Morse e mostrado na Fig. (3.2). As soluges tem o

comportamento assintético dado pela Eq. (3.55),

bq(z) =

igT —igT _
{ e'? 4+ Hye T — —00 } (5.36)
0 T — oo

onde agora ndo existem mais solugdes de espalhamento pela direita. Confinando o sistema
numa caixa de comprimento L, e aplicando condi¢bes periodicas de contorno $_rs2 =

¢${L/2), obtemos

1=¢ll-mR, (5.87)

e dado que nio existe coeficiente de transmisio, o modulo do coeficiente de reflexdo

R,| = 1. Escrevendo R, = ¢* obtemos da Eq. (5.37)
q q

2tn 0+ T
n = — — , n=0,x1,+£2,..
1 L L

d+
= Kk, - . .38
LR (5.38)

Da Eq. {5.38) obtemos

JaE tm? = /i L" \/f_:% o (1) . (5.39)
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Substituindo a Eq. (5.39) na Eq. (5.5) e tomando o limite I, — co obtemos

N A
- o [ B8,
Note-se que a Eq. (5.40) é o limite da Eq. (5.35) no limite Am — A — co. Embora a
Eq. (5.40) nio dependa de L, nao podemos concluir que a corregdo quantica a massa faga
sentido. Para mostrar que a Eq. (5.40) possui divergéncias ainda mais graves que no caso
U"(®.(z)] finito, vamos nos restringir ac modelo ¢*(In¢?)?. Nesse caso U"[®c(z) é dado

pelo potencial de Morse. No apéndice B temos resolvido para o coeficiente de reflexao

Ry, a partir do qual obtivemos §, dado pela Eq. (B.12),

[{—1—ik/m)[(2ik/m)
F(—l+¢k/wﬂFQ—%k/wﬂ) ' (5:41)

8(k) = Arg (2_2””(’"
Podemos ver que para k — 0, §(k) esta bem definido e é finito, entdo neste caso nao

temos divergencias infravermelhas. Mas se analizarmos o comportamento de §(k) para

k — A — oo obtemos usando as propriedades assintoticas da fungdo Gamma

A A A
§(k — A) = EmE_E+W+AU+&m% (5.42)

onde B, é o mimero de Bernoulli. Na Eq. (5.42) podemos notar que alem da diver-
gencia usual em (1+1) dimensdes, dado pelo ultimo termo da Eq. (5.42) existem outras
divergéncias mais complicadas. Em particular a divergéncia dada pelo primeiro termo da
Eq. (5.42) nfo poderd ser eliminado via a introdugéo de contratermos usuais. Concluimos
entdo que como no caso de U"{®,] finito, os sélitons no modelo ¢? In?(¢?), s6 fazem sentido
a nivel classico. Embora tenhamos feito a prova com o modelo especifico descrito pelo

potencial de Morse, podemos concluir o0 mesmo olhando a estrutura de (V),

V)= /_Zv(m) ; (5.43)
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onde V(z) = U"[®.(x)] — m?. J& que U"[®(—00)] = m?, entdo V(—~00) = 0, mas ja que

V(o0) — oo, podemos escrever para a integral na Eq. (5.43)

(V) ~ Jim SV(L/), (5.44)

L—oo

onde podemos notar que a estrutura da divergencia é mais complicada ja que neste caso
V(L/2) é mfinito.

Concluimos estio que, em quaisquer modelo escalar bi-dimensional, tal que as flu-
tuacdes quanticas sao descritas por potencias que possuem limites assintoticos diferentes,

nio existem estados quénticos soliténicos. Eles s6 fazem sentido a nivel cldssico.
5.3 Acoplamento com um campo fermidnico

Vamos acoplar o campo escalar & a um campo fermiénico ¥ de Majorana, da seguinte

forma,

T [iv"d, — G(3)] T , (5.45)

b | =

L= -;-aﬂqaaﬂcra _U(@) +

onde G(®) em principrio é uma fungio quaisquer de ®. Vamos quantizar o sistema descrito
pela densidade Lagrangeana dada pela Eq. (5.45) ao tedor das soluges cldssicas ®.(z).

O Hamiltoniano correspondete 4 densidade Lagrangeana da pela Eq. (5.45) é
1 -
H= 5/.:39; (I + (8,8)2 + U(®) + ¥ [~ir'0: + G(2)] ¥} (5.46)

onde IT = & é 0 momento conjugado associado ao campo ®. Para o campo ¥ o momento
conjugado é ITy = 2 = i¥40. As equagbes de movimento para os campos ® e ¥ sdo

v

governadas pelas equagdes de Heisenberg,

& =i H], ¥=i[¥ H]. (5.47)



Capitido 5. A nio existéncia de sélitons a nivel quantico 81

Usando-se as regras de quantizagio para os campos bosonico e fermionico

[®(z,t),1I(z',t)] =i6(x —y), [@(z,t),®(z',t)] = [I(z,t),1I(z',2)] =0 (5.48)

[U(z, 1), Mg(a', 1)} = i6(z —y), {¥(z,1),¥(2', )} = {Me(z, 1), Mg(a’, )} =0 (5.49)
nas equagbes de Heisenberg (5.47) obtemos

0® + U'[®] + G'()¥¥ =0 (5.50)

[iv*8, — G(®)] ¥ =0. (5.51)
Expandindo agora o operador de campo ¢ em torno das solugoes estaticas dadas @,

® = @, + 1 e usando a equaciio de movimento satisfeita por ®., Eq. (2.3), obtemaos para

as Eqgs. (5.50) e (5.51) respetivamente,

{O+ U"[¢e(z)}nlz, £) =0 (5.52)

{iv"8, — G[@o(x)]} ¥(z, 8) = 0, (5.53)

onde temos desprezados as nio linearidades nos operadores de campo 7 e V. A sclugao

mais geral para n(z,t) pode ser escrita como

n(@,t) = 3 (andn(z)e " + al g4 (2)e™) . (5.54)

T

Substituindo a Eq. (5.54) na Eq. (5.52) obtemos

- o] ) = ) (5.55)
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Da mesma forma podemos escrever a solugdo mais geral para ¥. Escrevendo ¥ em

componentes®,

U(z,t) = ) {(5nu.n(x)e-iant +5Lu:l(m)eiant) ( [1) )
+ (EJnUn(:E)e—imnf + BLU;(QS)e“I@nt) ( (1} )} ’ (5.56)

substituindo na Eq. (5.53) e usando a seguinte representagdo para as matrices 7"

e () () 55

obtemos
d .
{5 + G[‘I’C(m)]} un(x) = Wavn{x) , {5.58)
{% — G[@c(m)]} U (2) = i0nun(z) - (5.59)

Das Egs. (5.58) e (5.59) obtemos,

l‘di;E +G2[(I’c($)] - %G[ch(l')]] Un(:},") = {I}iuﬂ (.’L’) (560)
li_ dﬁf‘;‘Q + G2[‘I’c($)] + %G[%(.’L‘)]l ’Un(;’}) = {Divn (.’L‘) (561)

Substituindo as Eqs. (5.54) e (5.56) na Eq. (5.48), com &{z,t) = ®.(z)+n{z,t) e usando

as propriedade de ortogonalidade das bases {¢,}, {un} e {vn}, obtemos
{&ma’jﬂ} = 5nm 1 {Bméjn} = 6nm ' (562)

com todos os outros conmutadores ou anticonmutadores iguais a zero. Expandindo o
campo ® ao redor de ®.(x) no Hamiltoniano dado pela Eq. {5.46), mantendo somente os

termos lineares nos operadores de campo i e ¥, substituindo as Eqs. (5.54) e (5.56) na

3Estamos usando a representagio de Majorana, onde os fermions de Majorana tem componentes reais
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expressio resultante e usando a ortogonalidade das bases de fungdes {¢n}, {un} € {vn}

obtemos,
; (6} + i) ) wn + % S (blbn + blby) @y - (5.63)

Das Egs. (5.62) e (5.63) obtemos

1 e
= (aont5)ont S (816 - 5) an- (5.64)

n

Logo para a energia do estado fundamental teremos,
1 1 _
H(]:'Q—an—izwn. (565)

Substraindo a energia dos véacuos trivias tanto nos setores bosdnicos como fermionicos
obtemos
_ 1 0 1 - -0 x
AMgr = 3 M =D wi -3 SMan—> | - (5.66)
n k n k

Da Eq. (5.66) podemos ver que existe uma chance de que os infinitos ndo renormalizaveis
(como nos modelos descritos nas segdes anteriores) do setor bosdnico se anulem, sempre
e quando o setor fermidnico também tenha os mesmos tipos de infinitos. A forma mais
simples de realizar isto é acoplar o campo bosonico ao campo fermibnico atraves de G(®)
tal que as auto-frequencias bosonicas e fermidnicas sejam iguais. Isto ¢ devemos escolher

G(®) tal que

C@c(w)] ~ 2 GlRe(w)] = U"[6)] (567
G*®(z)] + %G[‘I’C(m‘)] = U"[¢c(2)] . (5.68)

Se fizermos 2 escolha dada pela Eq. (5.67) entio temos que a Eq. (5.60) para un(z) &

identica a Eq. (5.55), entdo temos que u,(r) = ¢n{2) € Wy = &, € podemos determinar
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va(z) a partir da Eq. (5.58) exceto quindo w, = 0. Fazendo w, = 0 na Eq. (5.59) e

integrando obtemos
x
volz) o exp {/ d:c’G[@c(:n)]} . (5.69)

De outro lado integrando a Eq. (5.58) com w, = 0 obtemos

ug(xz) o exp {—- /I dm’G[@c(:ﬂ)]} : (5.70)

J4 que uo(z) = ¢o(z) x £&.(z), e uma auto-fungdo de norma finita, entdo podemos
conluir comparando as Eqs. (5.69) e (5.70) que vg(z) ndo é quadrado integravel. Con-
sequentemente, podemos concluir que néo existe solugdo para vn(z) com auto-frequencia
igual a zero. Se fizermos a escolha dada pela Eq. (5.68) simplesmente os papeis de u,(z)
e va(z) ficam trocados. Para fixar G(®), devemos fazer uso da equagao de movimento
para ®.(z), £&.(z) = :I:\[?m")—]. Logo podemos escrever para as Egs. (5.67)-(5.68)

Uiede)] = CUB(x)) £ -8.(2)CB.(x)

= G¥[®(2)] £ 2U[0c(z)]G'[ec(2)] - (5.71)

Entdo, para determinar G[®] devemos resolver a seguinte equagdo
d
d?U(@)dEG(@) + G @)FU(P)=0. (5.72)

A equacio anterior deve ser resolvida com a condigio G(®..) = im = ®+m_, sendo
¢_ o minimo de U(g) tal que, por exemplo, ®.(z — —oo) = ®_. Esta condigio é deduzida
a partir da Eq. (5.71) tomando o limite z — —o0 e notando que limg—_oo Ly (z) =
0 Outra condigio é obtida tomando o limite z — oo, nesse caso obtemos G(¢,) =
\/U”—(é:) = m,. A Eq. (5.72) é de primeira ordem, mas pelo fato de ela ser ndo linear,

uma condicfio inicial ndc determina em forma tnica a solugio. Dado que a equagio ¢
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quadrética em G(®), para quaisquer condigdo inicial ela possui duas solugbes. As duas

solugbes independentes da Eq. (5.72) com as condigdes de fronteira especificadas sao?,

1 d
G(@) = iﬁd—q,,/v(@) . (5.73)

Dado que as auto-frequencias bosdnicas e fermiénicas sdo iguais, poderia se pensar
que a difereca dada pela Eq. (5.66) é nula. Na verdade isto ndo é assim. Da Eq. (5.56)
podemos notar que a metade da contribuigio fermidnica vem dada pelas auto-frequencias
associadas a u,(x) e a outra metada pelas auto-frequencias associadas a v, (z). Para G(¢)
dado pela Eq. (5.73) ambas auto-frequencias possuem o mesmo espectro (descontando a
auto-frequencia nula, que ndo contribui). O fato é que, embora ambos espectros sejam
iguais as auto-fugdes sdo differentes e pelo tanto as densidades de estados associado aos
modos continuos nio serio iguais, somente a contribui¢do das auto-freqliencias discretas se
anula. Ja que metade das auto-frequencias bosénicas tem a mesma densidade de estados

que as auto-frequencias bosénicas, podemos escrever para a Eq. (5.66)

W= |

st = (e 3t) = (T3
(e gt) -3 (o o)

20 k20 =0 520

b | =

onde temos escrito @, em lugar de wy para chamar atengdo ao fato de que as auto-fuges
associadas aos modos bosdnicos ¢, e fermidnicos v, sdo diferentes. O primeiro termo da
Eq. (5.74) é duas veces igual & Eq. (5.35), no caso em que U"[¢.(z)] é infinito, o qual
possui um termo infinito, nao renormalizavel. No caso em que U “[®.(z)] é infinito temos
divergencias ainda mais graves. Vamos provar separadamente que a expressao dada pela

Eq. (5.74) esta livre de infinitos néo renormalizaveis. Supondo que as flutnagda quanticas

“Neste caso pode-se provar que a o sistema descrito pela Eq. (5.45} é supersimétrico com N =1 [44]
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bosdnicas &, sao governadas pela Eq. (5.60) que tambem descreve a metade das flutuagoes
quanticas fermionicas u,{z), entdo a outra metade das flutuagdes quanticas fermionicas
vn(2) é governada pela Eq. (5.61). Dado que os potenciais nas Egs. (5.60) e (5.61)
sio qualitativamente iguais® entdo a contribuigdo fermiénica a Eq. (5.74) vem dada pela
mesma, expressao [sﬁemos que substituir os coeficientes Ry e Ty, correspondentes ao po-
tencial que aparece na Eq. (5.61)] que no caso bosénico. Assim por exemplo no caso em
que U"[¢.(x)] é finito a contribuigdo fermidnica vem dada pela (metade da parte continua
da) Eq. (5.35), somente devemos trocar os coeficientes Ry, e Ty, pelos correspondentes ao
potencial que aparece na Eq. (5.61). Notando que na Eq. (5.35) o termo dependente
de L nio depende de R, nem de T}, entdo concluimos que o mesmo termo val aparecer
na contribuicio fermi6nica, logo vai existir um cancelamento dessa divergencia nao renor-
malizavel, No caso em que U"[¢.{xc)] é infinito, a contribui¢do bosénica vem dada pela
Eq. (5.40). A contribuigio fermidnica associada a v,(z) vem dada por uma expressao
similar (dividido por dois), somente temos que trocar o &, pelo delta correspondente as
solugdes v{z). Escrevendo uma expressio similar & Eq. (5.36) para vy(z) com R, = e

substituido por R, = ¢l e substituindo nas Eqs. (5.58) e (5.59) obtemos

iq (e_’:‘”t’/2 — RqeiqLﬂ) +G{®_) (e_’:ql"’2 + Rqeiql‘m) = thw, (e_iq‘r“’lz -+ R;eiqf’m) (5.75)

h [éq (e—iqu — R;eiqL,fz) —G(P) (e—‘éqL;'Q + R;eiqLﬂH = i, (e—iqL,f2 + Rqequz) ,
{5.76)

onde temos multiplicado u,(z) por uma constante k de forma que as Egs. {5.58) ¢ (5.59)

®Na linguagem da mecinica quantica supersimétrica se diz que estes potenciais sao parceiros su-
persimétricos. Eles também sdo conhecidos como potenciais invariantes de forma ("shape invariant
petentials”)[29].
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se cumplam simultaneamente. Eliminando h das Egs. (5.75)-(5.76) e usando as relagdes
G(®_) = /U"(®_) =m e w, = /¢ + m?, obtemos

, _ ig—m

[~ ™5 5.77
q ﬁq_i_m q ( )

de onde obtemos

§ =8+ —2tan” (5.78)

1 m
q ?
Onde vemos que existe uma diferenca finita entre §' e §. O primeiro termo da Eq. (5.74)

vem dado pela metade da parte continua da Eq. (5.40), o segundo termo vem dado pela

mesma expressio, trocando § por &' dado pela Eq. (5.78). Entdo temos para AMgr,

A dk ktan~t(m/k)

AMgr=-2[ = 7
=2 o VR (579)

A expressio anterior diverge logaritmicamente para A — oo. Esta divergencia pode ser re-
movida mediante a introdugdo de contratermos usuais da teoria de perturbagdes, tal como
foi feito nos modelos escalares considerados no capitulo anterior. Temos provado entéo,
que a introducio de fermions de Majorana acoplados com o campo bosdnico da forma
dada pela Eq. (5.45) com G(®) dado pela Eq. (5.73). Como dissemos neste capitulo, nao
estamos preocupados em calcular o valor exato das massas dos sélitons (supersimétricos),
somente em provar a existencia dos estados quanticos solitonicos quando acoplados a um

campo fermionico de Majorana.



Capitulo 6

Termalizacao

6.1 Introducgao

A dinamica de ndo equilibrio de sistemas quanticos é um assunto importante de se estudar,
com aplicacdes que variam desde sistemas de matéria condensada a cosmologia. Neste
contexto, entre os problemas tipicos que temos em mente estudar estao aqueles problemas
relacionados com a dinimica de fora do equilibrio térmico associada com as transigbes de
fase em diferentes sistemas fisicos, tal como a aplicagdo atual ao estudo da formagdo de
condensados de Bose-Einstein depois de um "quech” de temperatura [45], ou no estudo
da dinamica de campos acoplados e inicialmente deslocados do seus estados fundamentais
determinados pelas suas densidades de energias livres [46].

Nestas situacoes usualmente estamos interessados em enteder a maneira como o sis-
tema alcanca o equilibrio térmico (termalizagdo) e nas relevantes escalas de tempo en-
volvidas, junto com um entendimento da gera¢do de entropia [47] e produgio de particulas
para sistemas dissipativos em ndo equiliibrio que interagem com um ambiente [48]. Isto
é particularmente importante no contexto de estudos recentes que envolvem a natureza
dissipativa intrinseca de campos em interagdo [49, 50, 51] e também suas aplicagdes aos

problemas atuais na fase de re-aquecimento apds a inflagéo [52].

88
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Tipicamente naqueles cendrios que envolvem transigoes de fase, temos que tratar com
situaches caracterizadas por estados misturados envolvendo operadores densidade bem
gerais e onde um formalismo de equilibrio ou quase-equilibrio néo pode ser aplicado.
As ferramentas comuns usadas para se estudar tais situagdes de nio equilibrio em sis-
temas quanticos sio o formalismo funcional de tempo fechado de Schwinger e os métodos
canénicos de quantizacio [53]. Nesta parte da tese nds vamos estar interessados na com-
preensio de cenarios ”quench” simples e exatamente soliveis. A ferramenta que vamos
usar para este fim ¢ o formalimo canénico quantico de Liouville-von Newmann (LvN) [54].
Para outras abordagens interessantes e recentes relacionadas ao problema da termalizacio
pode-se consultar as referencias {55, 56, 57, 58]

A evolugio temporal para o operador densidade g de um sistema descrito pelo operador

Hamiltoniano H é dado pela equagio de LvN:

9 bty = la), ], (61)

onde H ¢ o operador Hamiltoniano. A idéia bésica que poderia ser usada para se resolver
a Bq. (6.1) é a seguinte: Suponha que existem dois operadores O (t) and O2(t) que

satisfazem a equagdo de LvN,

20,6 = 0,0, ) ©2)

entio podemos provar facilmente que que qualquer operador f(Ol, Oz), também satisfaz
a Eq. (6.2} contanto que f dependa do tempo somente através da sua dependéncia nos
operadores O, and O,. Para provar isto, em primeiro lugar devemos provar que a soma e
o produto de 0, and O, satisfazem a equagdo de LvN. Dai segue-se imediatamente que

qualquer produto da forma (él)n (éz)m também satisfaz a equacio de LvN. Expandindo
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f em série de poténcias de Oy e O e j que os coeficientes da expansdo ndo dependem
do tempo, entio concluimos, usando os resultados anteriores, que f também satisfaz a
equacio de LvN. Este fato vai nos permitir construir uma solugio exata para a Eq. (6.1)
para o operador de densidade em termos de operadores que satisfazem a equagao de
LvN. A abordagem de LvN tem sido recentemente usada nas Refs. [59, 60] para tratar
diferentes problemas em teoria quéantica de campos e cosrnologia e também para enfatizar
as vantagens do método, quando comparado com outras abordagens da dindmica de nao
equilibric em sistemas quéanticos.

Nas secdes seguintes vamos fazer uso da abordagem de LvN para resolver sistemas de
osciladores acoplados exatamente soliiveis, Com o estudo destes sistemas esperamos apro-
fundar nossa visd para estendermos entio esta andlise a sistemas mais complexos, isto €,
para 0s casos nio triviais, os quais envolvem interagbes néo-lineares, onde usualmente de-
vemos empregar métodos ndo perturbativos, como por exemplo nos campos quénticos em
interacio e na descrigio da evolu¢do de sistemas quando a intera¢ao com um ambiente
térmico é incluido. Na sec¢do seguinte damos uma ilustragio simples do uso da abor-
dagem de LvN resolvendo para o oscilador harmonico dependente do tempo (através da
frequéncia). Na Sec. 6.3 discutimos um resultado geral a respeito da adi¢ao de interagoes
nio-lineares, para um modelo que possul interagio de poténcia a quarta, no contexto do
oscilador anarménico. Entdo na Sec. 6.4 estudaremos dois exemplos de sistemas quanticos
em interacio composto de dois osciladores harménicos, inicialmente em diferentes estados
térmicos, que sio acoplados linearmente num tempo determinado. O caso de um "quench”
suave é explicitamente resolvido. Na Sec. 6.5 estudamos o caso de um oscilador harménice

linearmente acoplado a um conjunto infinito de osciladores harmoénicos, tal como nos mod-
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elos de Cladeira-Legget, obtendo explicitamente a distribui¢do final de equilibrio, no caso
de um ”quench” repentino. Finalmente na Sec. 6 consideramos brevemente o caso de dois
campos em interacio linear onde encontramos que o problema se reduz ao caso de dois

osciladores harmonicos acoplados linearmente.

6.2 O oscilador harménico dependente do tempo

Comecaremos mostrando como o método de LvN se aplica ao problema do oscilador
harménico dependente do tempo, descrito pelo hamiltoniano dependente do tempo:

- 1 1
H= 20"+ S0 ()8 (6-3)

com freqliencia dependente do tempo w(t). Consideramos que inicialmente o sistema
se encontra em equilibrio térmico & temperatura 7 = 1/8. Em seguida, introduzimos

operadores de criagdo e aniquilagio dependentes do tempo, d(t) e a'(t) dados por

a(t) = A(t)g + B(¢)p (6.4)

alt) = A1)+ B (1), (6.5)
onde a dependéncia no tempo ¢ dada somente através dos coeficientes A(t) e B(t). Da

relagao

la(t),a' (1)) =1, (6.6)

obtemos que

A(t)B*(t) — B(t)A™(t) = —t . (6.7)
Usando a Eq. (6.4) na Eq. (6.2), obtemos

A)g + B(t)p = —At)p +«*(1)B(t)q, (6.8)
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Eq. (6.8) obtemos entdo que

B(t) +w?(#)B(t) =0 (6.9)

e A(t) é dado em fungio de B(t) pela relagao
A(t) = —B(2). (6.10)

Usando a equagio anterior podemos reescrever as Eqs. (6.4), (6.5) e (6.7) e expressa-las

a(t) = B(t)p — B(t)d , (6.11)
al(t) = B*(t)p — B*()q , (6.12)
Bt)B*(t) — B(t)B*(t) =1 . (6.13)

E ficil ver que a Eq. (6.13) é o Wronskiano da Eq. (6.9), isto é, fica garantido que
os operadores a(t) e &' (t) sdo operadores de aniquilagio e criagdo para todo ¢. J& que
estes operadores satisfazem a equagio de LvN, qualquer fungdo deles também satisfaz tal
equacio. Em particular podemos construir uma solugdo exata para p(t). Dado que a

condi¢iio inicial é de equilibrio térmico podemos, portanto, escrever

plt) = Zi,@ exp {—ﬁwo [&T (ta(t) + %] } , (6.14)
onde
Zg =Tt exp {—,&uu [&'(t)&(t) + %]} (6.15)

e wp = wW(t & —oc0), isto é, estamos supondo que o sistema se encontra em i — —00
em equilibrio térmico & temperatura 1/8. Segundo a relagdo (6.6), podemos definir o

operador dependente do tempo N(t) = af(t)a(t), o qual possui autovetores dependentes
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do tempo |n(t)). Entretando, jé que Eq. (6.6) é independente do tempo, os autovalores

numero n sao independentes do tempo, isto é,
N(®)ln(2)) = nln(t)) - (6.16)

Usando a Eq. (6.16) é ficil mostrar que o traco do operador p(t) é igual a funcdo de

particio Zs correspondente ao estado de equilibrio térmico inicial,

Trat) = f: in(t) exp { = [0 + 3]} In0)
e

S B (6.17)

2 sinh (Q%) .

Note que p(t), dado pela Eq. (6.14), é uma solugio exata para a dindmica de fora do
equilibrio do sistema com a condigéo inicial de equilibrio térmico. Para calcular os valores
esperados térmicos dos operadores fisicamente relevantes é conveniente reescrever as Eqgs.
(6.11) e (6.12) em termos dos operadores de aniquilagdo e criagao iniciais, os quais deno-
taremos por & e 41. Para fazer isto primeiro resolvemos para § e p em termos dos valores
iniciais de B(¢) e B(t) os quais denotamos por B e B, respectivamente. Encontramos
entao que

§=i(B*a— Ba"), (6.18)

p=i(Ba—- Bal). (6.19)

Usando as Egs. (6.18) e (6.19) nas Egs. (6.11) e (6.12), obtemos a chamada transformagéo

( fi(;t)) ) - ( g*((tt)) cf*(éf)) ) ( :: ) : (6.20)

onde a(t) e 3(t), os coeficientes de Bogoliubov, sdo dados por

de Bogoliubov:

—+

a(t) =i (B B(t) - B*B(t)) , (6.21)
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B(t) =i (BB(t) - BB(t)) . (6.22)
Em termos de «(t) e 3(t) a Eq. (6.13) nos fornece a seguinte relagao
o B)]* = 18P = 1. (6.23)

A utilidade da Eq. (6.20) fica evidenciada quando calculamos o valor esperado térmico

do operador nimero de ocupagio N,

a(t) = Tr[p(t)a'a]
- Ziﬁ 2(”&” eXp {_ﬁwU [&T(t)&(t) + %] } ata|n(t)) . (6.24)

Resolvendo a Eq. (6.20) para @ e 4' em termos de a(t) e a'(t), substituindo na Eq. (6.24)

e usando a Eq. (6.16), é facil mostrar que

a(t) = [la() + 18] n+ 1B . (6.25)
onde
_ 1
A= (6.26)

é o valor esperado térmico inicial do operador niimero de ocupagéo.

6.2.1 O oscilador harménico independente do tempo

Como aplicacao simples consideremos o caso trivial do oscilador harménico independente

do tempo com w(t) = wg. Neste caso a solugio para a Eq. (6.9} é
B(t) = ae®®* + be~*0" . (6.27)

Substituindo a expressio anterior na Eq. (6.13) obtemos

1

5 (6.28)

al® = bl =
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Neste caso podemos obter o operador niimero, independente do tempo, fazendo a escolha
b=0e |a| = 1/4/2wy. A outra possivel escolha a = 0 é |b| 7 0 ndo faz sentido, pois ela
implicaria que |52 < 0. Escolhendo uma fase nula para a, obtemos entdo as solugdes

eiwot

a(t) =

a'(t) = (B + iwod) - (6.30)

Embora a{t) e @'(#) dependam do tempo, o operador nimero N = a¥(#)a(t) é independente

do tempo, como esperado neste exemplo trivial.

6.2.2 TUm oscilador harmoénico dependente do tempo exatamente
soluvel

Consideremos agora o caso de um oscilador harménico com frequéncia dependente do

tempo:

w?

w’(t)

Neste caso, da Eq. (6.9), a equagao satisfeita por B(t) é

2

B(t) + lcoshm/f)

+ wgl B{(t)=10. (6.32)

A Eq. (6.32) pode ser resolvida com a condi¢do de que em £ — —oo o sistema se encontre
em equilibrio térmico & temperatura 7. Do resultado da subsegao precedente temos entao

que tesolver a Eq. (6.32) com a condigéo assintética

ein 4

Nk (6.33)

B(t & —0) =

O problema anterior é formalmente idéntico ao problema de espalhamento quantico uni-

dimensional. A solugio da Eq. (6.32), sob condigdo assintética dada pela Eq. (6.33) ¢
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[61]

—iTwo
A/ 2|’.u‘0

onde F(z,y,z w) é a fungio de Gauss hipergeométrica [62] e os coeficientes @, be ¢ sio

+ %tanh(t/fr)] , (6.34)

B(t) = [Sech(at/qv-)]"“"0 F {&,5,6,%

dados por
I S 1
a= -+ iweT + fwir? + -, (6.35)
2 4
b= L + fweT — 4fw?T? + ! (6.36)
2 4
e
=1+ iwpr . (6.37)

quando t — oo, intuitivamente espera-se que o sistema alcance um estado de equilibrio

térmico final, Tomando o limite ¢ — oo na Eq. (6.34) obtemos o resultado

DTG +5h—&) vt T(ET(E—G 5) p—iwot
é b

T@IG)  vVaos  T(e—a)T(e-15) Vi (6.38)

B(t) =

Substituindo a Eq. (6.38) nas Eqgs. (6.21) and (6.22) podemos obter uma expressao para
7i(t), dado pela Eq. (6.25), expressdo que, em geral possul um comportamento oscilatério
no tempo. Para estes casos, claramente o sistema nunca atinge um estado de equilibrio
térmico final. Mais se analisarmos com cuidado as argumentos das funcdes gama na
Eq. (6.38), veremos que para valores de 7 tais que 7?w? = N(N + 1), com N inteiro, o
segundo termo do lado direito da Eq. (6.38) desaparecera. Neste caso o sistema alcangara
um estado de equilibrio térmico final, com temperatura igual a temperatura inicial. Este
resultado foi também obtido independentemente na Ref. [63], onde os autores estudaram
este problema resolvendo a equagio de LvN obtido a partir de um principrio variacional.
Podemos também mostrar que o estado de equilibrio térmico final somente dependera

dos pardmetros que caraterizam o estado de equilibrio térmico inicial (we ¢ 3). Todos
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os fatores que aparecem multiplicando o fator exponencial no primeiro termo da Eq.
(6.38) contribuem com um fator de fase independente do tempo. Isto é equivalente ao que
acontece no problema de espalhamento unidimensional, como consequéncia da Conservagao
de probabilidade, num potencial ndo reflexivo [61]. Ao calcular quantidades fisicas o fator
de fase se cancela e entdo, podemos concluir que quando o sistema alcanga o novo estado
de equilibrio térmico final perde-se toda a informagao a respeito de como esse estado fol
alcancado. Implicitamente temos aqui uma manifestagdo da decoeréncia jd no nivel deste
problema simples, como consequéncia de um cenario de " quench” particular.

Como exemplo de um resultado concreto, consideremos o caso N = 1, isto é, quando
r2w? = 2. Neste caso a expressio para B(t) é

e‘iwgt

V2wo(1 + tweT)

B(t) = [iwer — tanh(t/7)] . (6.39)

Substituindo a Eq. (6.39) nas Eqs. (6.21) e (6.22) obtemos

_ [1 — tanh? (15/1")}2

a(OF = 1+ 4 2 (6.40)

) [1 — tath(t/*r)}2

= . 6.41
40372 (1 + wiT?) ( )

ol

Usando estas expressoes para |a(t)|? e |8(t)]> Na Eq. (6.25) obtemos para a(t) o resultado:

a0 = 1+ [1 - ta,nh2(t/"r)]2 ) [1 - tEth(lf/T)]2

- . 6.42
2wiT2(1 + wiT?) 4?1 + wiT?) ( )

Resultados para 7i(t) para wef = 1 e para diferentes valores do ”tempo de decaimento”
7 sio mostrados na Fig. 6.1. Note-se que o miximo valor de f(¢) em ¢ = 0 representa
justamente o instante de maxima variagdo da frequencia dependente do tempo w(t), Eq.

(6.31), e esse mdximo & maior quanto menor é o tempo de decaimento 7, em concordancia
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com o fato de que, da Eq. (6.41), quanto menor é 7 a produgdo de estados excitados

(particulas, no contexto da teoria de campos), representado por |6(1)|?, é maior.

6.3 Nao linearidades a nivel Gaussiano

Nesta secdo consideraremos o efeito das ndo linearidades na aproximagao Gaussiana. O
modelo que consideramos é descrito pelo seguinte Hamiltoniano

~2 2
S (t) o | Alt) 4
H—2+ 5 q+——=~4!q. (6.43)

Como foi feito na Sec 6.2 introduzimos operadores de aniquilago e criagdo dependentes

do tempo

aft) = A(t)g + B()p , (6.44)

a'(t) =A@y (t)§+ B*(1)p , (6.45)

das quais usando a Eq. (6.7) podemos resolver para § ¢ § em termos de a(t) de al(t),

obtendo

G=1[B(Ma(t) - B)a' ()] (6.46)

p=1i|B(t)a(t) - B(t)a' ®)] - (6.47)

Substituindo as Egs. (6.46) e (6.47) na Eq. (6.43), ordenando normalmente os operadores
de aniquilagdo e criagdo dependentes do tempo e mantendo somente termos de até ordem

quadratica nesses operadores obtemos

At)

o = (1wr+ iR+ Phsr) s
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at@)]’
- (Az(t) +w?(t) B () + 5(2—”3*(1&)33&)) ] g)}
- (WP o Or Mpesor) L. e

Substituindo @(t) na equacdo de LvN e usando para H a aproximacio Gaussiana, dada

pela Eq. (6.48), obtemos as seguintes equagdes para A(t) e B(t),

Alt) = —B(¢) (6.49)

B(t) + w?()B(t) + ’\—g)-JB(t)PB(t) =0, (6.50)

Note que agora B(t) é descrito por uma equagio nao linear, isto mostra como ao nivel da
aproximacio Gaussiana ja é possivel incluir as ndo linearidades do modelo. Como na Sec.
6.2 os valores esperados térmicos para o operador nimero de ocupagao sao dados pela
Eq. (6.25), com os coeficientes de Bogoliubov dados pelas mesmas relagdes da Sec. 6.2,
a {mica diferenca é que agora B(t) é descrito pela equagio ndo linear (6.50). Em geral a
Eq. (6.50) nio pode ser resolvida exatamente, Mas podemos extrair algumas conclusoes

qualitativas no caso em que a frequéncia é independente do tempo e quando A(t) evolui

segundo
0,2<0
Alt) = { A t>0 (6.51)
Neste caso temos que
eiwt
B(t<0)= (6.52)

e para t > 0, B(t) é descrito por

B(t) +w*B(t) + %[B(tﬂzB(t) =0. (6.53)
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Temos que resolver a equagio nio linear (6.53)) com as condigdes iniciais em ¢ = 0, abtidas
a partir da Eq. (6.52),
i
B= —
v 2w

Para resolver a Eq. (6.53) escrevemos B(t) na forma polar

 B=i % (6.54)

B(t) = ¢(t)e"® (6.55)

onde 1(t) e ¢(t) sio fungdes reais. Substituindo a Eq. (6.55) na Eq. (6.54) e identificando

as partes reais e imagindrias da equacio resultante obtemos as seguintes equagoes:

B0 + (7~ BOR) () + 2076 =0, (6.56)
20(0)8(1) + B()d(E) = 0. (6.57)

Da Eq. (6.57) obtemos
i) = cv(t) (6.58)

Para fixar a constante ¢ usamos as condicdes iniciais. Comparando a Eq. (6.52) com a
Eq. (6.55), concluimos que para t = 0, 3 = 1/+/2w, =0, ¢=0e¢=uw Usando estes
valores na Eq. (6.58) obtemos ¢ = 1/2. Integrando a Eq. (6.58) com a condicdo inicial
¢ = 0 obtemos,

8t = [ drv(e). (6.59)

Para resolver para (¢) substituimos a Eq. (6.58) (com ¢ = 1/2) na Eq. (6.56) obtendo
v 2 1 -3 A 3
J)+ wBle) — 0 + S0 =0 (6.60)

Note que a equagao anterior é singular para ¥ = 0, mas como mostraremos posteriormente,

esta singularidade jamais serd alcangada por ¥(t) na sua evolugio temporal. Usando as
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Egs. (6.21) ¢ (6.22) na Eq. (6.25) e usando B(t) dado pela Eq. (6.55), obtemos para o
valor esperador térmico do operador niimero de ocupagio, a seguinte expressao:

(t) = (7(0) + 276 + 39720) =+ o (PO + e + [70) -5 (66

W

Entdo, para determinar a evolugdo temporal de f{t) precisaremos somente conhecer a
evolucio temporal de (). Da Eq. (6.60) e usando as condigdes inicias para ¥(t) e ¥(1)

obtemos

1., wvz 5 I A g W A
Lt + S+ O + 0 = 5 s

(6.62)

de onde

P3(t) d
t:i/ ad , (6.63)
1/2w \/_i+(w+ lﬁtz)x_wzxz_ 233

A integral anterior ndo pode ser resolvida analificamente, e entao nao poderemos resolver

para ¥(t). Mas nés podemos obter conclusées qualititivas sobre o comportamento tempo-
ral de /(t). Isto vai nos permitir entender qual é o efeito da néo linearidade no sistema que

estamos estudando. Reescrevendo a Eq. (6.61) mediante o uso da Eq. (6.62), obtemos

_ A A _ A A
nt) = (1 + ™™ Ew“(t)) n— -8;11)4@) TR (6.64)

Entdo, se conhecermos 0 comportamento qualitativo de ¥(t) podemos igualmente conhecer
o comportamento de 7(t). Se na Eq. (6.62) pensarmos em 1(¢) como sendo a coordenada
de uma particula mecénica, entio a Eq. (6.62) expressa a lei de conservagao da energia

de uma particula de massa unitdria que se move no potencial conservativo U(v) dado por
B . S

Fica claro observando a forma do potencial U{v), para todo valor finito da energia, que
¥(t) evolui no tempo em forma oscilatéria, jamais alcangando um valor fixo, e conse-

quentemente o sistema, nesta ordem de aproximagao, nunca alcanga um estado final de
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equilibrio térmico. Note também que ¥t} alcancard a singularidade ¥ = 0, somente se
a energia, na analogia da dindmica de uma particula, for infinita. Ja que esta energia,
dado pelo lado direito da Eq. (6.62), ¢ finita, concluimos que tal singularidade nunca serd
alcancada.

6.4 Osciladores harménicos acoplados dependentes do
tempo

Aqui consideraremos um sistema de dois osciladores harmonicos dependentes do tempo,
linearmente acoplados através de uma constante de acoplamento A{t}, com Hamiltoniano
dado por

2
A _ %Z:: [p} + w qj.] + )\( )QLQ‘AQ . (666)

Os operadores de aniquilagdo e criagdo podem agora ser escritos como (1=1,2)

=> [ i ‘?r.?(t)th] (6.67)

=1

=3 [By s - By 0] (6.68)

=1

Exigindo que &;(t) e &l (t) satisfagam a equagdo de LvN, Eq. (6.2}, obtemos as seguintes

equagbes para os coeficientes B;;{2):

Ba(t) +wi(t)Bu(t) + A(t) Balt) = 0 (6.69)

Biy(t) + wi(t)Bia(t) + Mt) B (t) = 0. (6.70)

Da condigao

[a:(2), a1 ()] = &5, (6.71)
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obtemos agora a

> [Balt)Bji(t) - Bi(t) By, (t)] = 16,5 (6.72)

e de

[a:(2), a; (1)} = [a)(t), al ()] = 0 (6.73)

obtemos, respectivainente, as seguintes restri¢des adicionais para By;(t):

e

[Bik(t)Bjk(t) — Bik(t)Bjk(t)] = 0,

1

=
Il

[B1.() By (t) - BR(O)Bj(t)] = 0. (6.74)

e

=
Il
—

Usando as Egs. (6.69) e (6.70), pode ser mostrado que as Eqs. (6.72), (6.73) e (6.74) sdo
independentes do tempo. Como no caso do oscilador haménico simples podemos escrever
os operadores de aniquilagéo e criagdo dependentes do tempo em fungéo dos seus valores
iniciais (0s quais denotamos por &; e &I . respectivamente, sem o argumento temporal,
notacio que indica que eles devem ser avaliados no tempo inicial). Isto poderd ser realizado
no caso em que inicialmente os osciladores se encontram desacoplados com freqiencias wy
e wy, cada um dois quais se encontra em equilibrio térmico as temperaturas 1/61 el/Ba,

respectivamente. Neste caso a matriz { B}, no instante inicial, possui elementos B;; dados

por

Bt

Bij =6 . (6.75)

2|'.;Ji
Podemos agora mostrar que a transformagdo de Bogoliubov neste caso é dado por

(B0 =350 0 (%), 70

—|—

onde

auig(t) = i (B} By (1) — B} By (1)) (6.77)
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Bii(t) =i (By; By(t) — By;By(t)) - (6.78)
Em termos dos coeficientes de Bogoliubov as condigdes (6.72) e (6.74) sdo dadas, respec-

tivamente, por
2

= [a'k ( ) ﬁzk j’k ] = (5%_? (679)

Z [ovir (t ﬁﬂ» — Bu(t )ajk( )] = 0,

S [an 850 — B ai(n] = o (6.80)

Ja que a;(t) e c’if-(t) sdo solugbes da equagdo de LvN, a solugdo exata para o operador
densidade dependente do tempo, com a condigao inicial de equilibrio térmico é

B = 5 e {— z B [al (it + 1) } | (681)

onde Zg, i = 1,2, sdo as fungdes de partigdo para cada oscilador, € dadas pela Eq. (6.17).
Podemos calcular como no caso do oscilador harménico simples, os valores esperados

térmicos dos operadores nimero de ocupacao, N; = I&.f?

mlt) = Tr[p(t)al]

-5 <n1(t),n2m|exp{-

Zﬁl Zﬁz ny,nzg=0

2

s a1t + 5| }

alaaln (), ma(t)) - (6.82)

1

Para avaliar as expressdes anteriores temos que resolver a Eq. (6.76) para @; e Em} em

termos de &;(t), al(t). Isto pode ser feito facilmente usando as Egs. (6.79) e (6.80),

(&)-5(50 28)(50) o

?

obtendo
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Usando a Eq. (6.83) na Eq. (6.82) obtemos

S [low (D +18,:®1)n; + 18;:(0)1°] (6.84)

i=1
onde #i; é a distribuigio inicial de equilibrio térmico,

) 1
n; = ;3-3_'-0;_—]_ . (685)

6.4.1 Solucao para o caso de interagio repentina

Como primeira aplicagio das equagdes anteriores, consideremos o exemplo de dois os-

ciladores acoplados com frequéncias independentes do tempo e com acoplamento (%)

dado por
0,t<0
Alt) = { N (6.86)
Neste caso temos gue para t < 0
Bi‘(t S 0) = w1 fwgt (687)
3 0 [t
V2uws

e para t > 0 podemos resolver as Eqs. (6.69) e (6.70) em termos de coordenadas normais

@;;(t), definidos em termos de B;;(t) por
2
Bij (t Z nij%k (688)

onde a matriz de transformagdo 7;; é independente do tempo. Substituindo a expressao

anterior nas Eqs. (6.69) e (6.70) obtemos (para detalhes ver o apéndice C1)
Qi (t) + LQu(t) =0, (6.89)
sobre a condigdo de que 7;;, uma matriz ortogonal, possua os seguintes elementos

h; = [1 + ({‘}T/\“—)i] E ) (690)
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A

As frequéncias normais €2; sdo dadas pelas solugdes da equagao

(@ - 02)(wl - 9F) = N2, (6.92)
da qual obtemos
1
Q2 =3 [wf+w§+\/(w12—w§)2+4/\2} :
2 _ 1 2 z _ 2,232 2
0 =2 lof ) V0w — w2+ x| (6.93)

Resolvendo a Eq. (6.89) e substituindo na Eq. (6.88), obtemos para B;; (1),
2 - -
Bi{t) = > (aikem"'t + b;‘ke_m’“t) : (6.94)
k=1

onde a;; e b sao constantes de integracio a serem determinados pelas condigoes iniciais.
J4 que para t = 0, B;;(t) e By;(t) sdo continuos, entdo das Eqgs. (6.87) e (6.94), obtemos

que os coeficientes a;, e by, que aparecem na Eq. (6.94), sdo dados por

i, = _?:-":L (1 + &)
ik .-'—‘Swi Qk )
by = —E_ (1 - E’i) . (6.95)

8&.}1‘

Substituindo a Eq. (6.95) na Eq. (6.94), obtemos o resultado

2 B
N ik ik wy ]
5(t) = : — Qet)| . 9
Bye) = T [cos(e2et) + 5 sin(€201) (6.96)

Usando a Eq. (6.87) para B;; na Eq. (6.77) obtemos para os coeficientes de Bogoliubov

as expressoes

a;;(t) = %Bij(t) - “\/Q—TjBij (t) (6.97)
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By(t) = /S By(0) + ﬁsﬁ(t) . (6.98)
As Egs. (6.96) - (6.98) junto com as Eqgs. (6.90) - (6.93) resolvem completamente a
evolugio temporal de fora de equilibrio do sistema em consideragdo. Neste caso o sistema
nunca alcancard um estado de equilibrio térmico final ja que os coeficientes de Bogoliubov
obtidos usando os valores de B;;(t), dados pela Eq. (6.96), tém um comportamento
oscilatério para todo t. As solugdes para 71, (t) e fip(f) sdo mostradas Na Fig. 6.2 para o

caso w; = ws. Os resultados serdo discutidos na subse¢do seguinte .

6.4.2 Um ”quench” suave exatamente solivel

Como exemplo de um "quench” nao instantaneo exatamente soldvel, consideramos a seguir

o caso de um "quench” suave
A
Alt) = 3 [1+ tanh(¢/7)] , (6.99)

e onde as freqliencias sio independente do tempo e tais que w; = w2 = w. As equagbes

para B;;(f) sio agora dadas por

Ba(t) + w?Bu(t) + %[1 + tanh(t/7)] Ba(t) = 0 (6.100)

. A
ng (t) + szgg (t) + -2*[1 + tanh(t/‘r)]Bﬂ (t) =0. (6101)
As BEgs. (6.100) e (6.101) sdo facilmente resolvidas introduzindo duas fungdes R;i(t) €

Gi(t)

Ri(t) = Baf(t) — Ba(t)

G;(t) = Bil(t)+ Balt) . (6.102)
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Substraindo e somando as Eqs. (6.100) e (6.101) obtemos as seguintes equagdes de-

sacopladas para R;(t) e G;(t),

Ri(t) + {w2 - %[1 + tanh(t/r)]} Ri(t)=0 (6.103)
Ga(t) + {w2 + %[1 + tanh(t/*r)]} Gi{t) =0. (6.104)

As solugdes das Eqs. (6.103) e (6.104) sdo dadas por

Ri(t)

Gi(t)

onde

Aje™t Fl—ay, —by, c*, —e?/] + Bie® Flby, a1, c, —e*7] (6.105)
Cie ™ Fl—ap, —by, c*, —®"] + D;e™' Flbs, as, ¢, —e27] | (6.106)
1T
a) = E(u) - Qz),
iT
g — i(w — Ql),
By = — (w + ),
2
b-z = %(w + Ql),

c =1+ iwT,

(6.107)

e Q) = y/w? & |A. Da Eq. (6.102) obtemos que

B

1 - .
§ {Cie_“"tF[—ag, —-bz, C*, —em’h’] + Dit‘,’MtF[bg, ila, C, —-ewf]
+ AT F [—ay, —by, ¢t —e®T] + By Flby, ay, c, —ewT]} , (6.108)
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1 N )
B’i2 = 5 {Cie_ith[_a% '"'62: C*a __thfT] + Diei‘wsF[b?: ag,C, _e%;{‘r]

— A MtF[—ay, —by, ¢, —e®] — Bie"' Flby, a1, c, —62”7]} . (6.109)

Usando as condicdes imicias (em ¢ — —o0),

exp(iwt
B = Bayy = ——p,—w;w )
Blg — le — 0 ' (6110)

obtemos as constantes A;, By, C; e D; como sendo dadas por: 4; = A, = Cy = Cy=0c¢e
B, = —B; = D; = Dy = 1/v/2w. Entéo, finalmente, encontramos as solugbes para By;(t),

eswt

Bu(t) = ng(t) = 2\/@;

Bua(t) = By (t) = 2\/ﬂ{ Flby, a1, ¢,—€*7] — Flby, a,c, —e*/"]} . (6.111)

{F[b;,al,c, —ew”] + F[by, a,c, —em”]} )

O comportamento assintético (t 3> 7) para as fungdes By;(t) segue do comportamento

assintético das fungdes hipergeométricas [30], as quais nos fornecem os seguintes resultados

_ 1 F(C)F(al bl) tﬂgt F(C) (bl_al) -'lﬂgt
Bult =00} = T, [r(a) Do) ¢ T el —an) ©
F(C) ( ‘52) IE ( )F(bZ —‘12) o it
Fla)e—by) ¢ T(ha)T(c—aa) © ] (6.112)
_ 1 F(C)F(al_bl) it [(c)l'(b — a1) —itat
Bult = 00) = m[r(al)r(c_bl)e e —ay) ©
)

L(e)T(ag —b2) it T{c)T'(by — a2) _;0.
T Nt T T =) © : ] - (6113)

Note-se que as Bqs. (6.112) e (6.113) sdo similares 4 Eq. (6.94) para o caso deum” quench”

instantineo com w; = wy. Consequentemente esperamos que ambos casos conduzam a
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resultados qualitativamente similares no limite assintético, onde ambos osciladores nao
alcancam um estado final de equilibrio térmico comum a ambos. Esta é uma consequéncia
do cariter reversivel dos dois modelos considerados, a energia é transferida em forma
reversivel de um oscilador ao outro (como pdde ser concluido da Fig. 6.2), com o sistema
total jamais se equilibrando ou termalizando. Esta situagdo ¢ mudada consideravalmente
quando o sistema é acoplado a um ambiente, modelado por exemplo por um conjuto
infinito de osciladores harménicos, tal como é feito nos modelos de Caldeira-Legget. [64].
Sobre esta condicio a energia poderd ser tranferida irreversivelmente desde o sistema de
osciladores para o ambiente e eventualmente conduzir a equilibragio e termalizagdo do
sistema. Isto sera estudado explicitamente na secdo seguinte no contexto da abordagem

de LvN.

6.5 Um oscilador em interacao com N — oo osciladores

Nesta secio consideramos o sistema composto por um oscilador interagindo com N — o0

osciladores (aqui considerado como o ambiente). O Hamiltoniano correspondente a este

sistema &

o1, wi, 1T& . ) B
= §p§ * ?ﬂgg T3 2 [pi + Wiy + 2/\»%@)90%] : (6.114)
k=1

onde Ag(t) é dependente do tempo. Em geral as frequéncias também podem ser depen-
dentes do tempo, mas este caso ndo serd explicitamente considerado aqui.

Consideremos que inicialmente o oscilador e o banho estdo separadamente em estados
de equilibrio térmico com inversas da temperatura Gy e B, respectivamente {(aqui nao
vamos discutir sobre como um estado inicial deste tipo pode ser realizado fisicamente).

Isto é, consideramos que inicialmente A;(t) = 0. Entdo o operador densidade inicial po do
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sistema total serd dado por

Po = Pgo @ P, (6.115)

onde pg, e pg sdo os operadores densidade que descrevem separadamente os estados de
equilibrio térmico inicial para o oscilador e o banho respectivamente. Desejamos investigar
como o estado inicial de equilibrio térmico correspondente ao oscilador evolui no tempo
quando é acoplado ao ambiente. Isto é, desejamos estudar o processo de termalizacd e
em particular gostariamos conhecer a distribuicdo final de equilibrio. A fim de resolver
exatamente para o operador densidade procedemos em forma idéntica a como foi feito
nas segdes anteriores. E claro que expressdes andlogas aquelas obtidas na se¢do anterior
serdo obtidas tambem aqui. Por exemplo, o valor esperado térmico do operador namero

de ocupacio em termos dos coeficientes de Bogoliubov é obtido como sendo
N
#u(t) = 3 [(low (OF + 18P ) 2 + 1Bun(B] (6.116)
v=0

onde u = (0,k), k =1,2.. e fig, 7, 540 as distribuigbes de equiibrio térmico inicial para o

oscilador e 0 ambiente, respectivamente, dados por

_ 1
o= 1 (6.117)
e
_ 1

Note-ge que na Eq. (6.117) temos usado @ em lugar de wq. Como ficara claro na dedugio
linhas abaixo, wy representa uma frequéncia "bare”, enquanto que as corregoes de ponto
zero provenientes do acoplamento com o banho de osciladores conduzem & defini¢do {renor-

malizada) de uma frequéncia fisica, que aqui denotamos por . Os coeficientes de Bogoli-
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ubov sio dados por Eqgs. andlogas as Eqs. (6.77)-(6.78)
0p(t) = i (Bl B (t) = BlBult)) (6.119)

Buu(t) =i (B Bu(t) — BB () | (6.120)

onde B,, sio os valores inicias de By, (t),

(6.121)

onde @, = (@, wg). Os coeficientes de Bogoliubov também seguem relagdes idénticas as
dadas pelas Eqs. (6.79)-(6.80). Os fatores B,,(t) obedecem equagdes similares as Eqs.

(6.69)-(6.70),

Buolt) + wiBo(t) + i () Bu(t) =0, (6.122)
k=1
By (t) + wiBu(t) + Ax(t) Buo(t) = 0. (6.123)

Em geral as Eqs. (6.122)-(6.123) ndo podem ser resolvidas analiticamente para Ay(t)
arbitririo. Existe uma situagio na qual estas equagGes podem ser resolvidas exatamente,

e este é o caso quando Ag(t) é dado por

0, £<0

M) :{ o TEE, 130 (6.124)

onde ¢ é uma constante introduzida por conveniéncia e Aw serd definido a seguir. Com o

propdsito de simplicar os calculos comegaremos considerando wy como sendo dado por

wk:}%,kzl,z... (6.125)

e entdo passaremos ao limite continuo no final fazendo L — oo. Na Eq. (6.124) definimos

Aw = I como sendo o0 o intervalo entre duas frequéncias vizinhas w;. Parat < 0 a

solugiio para o sistema de Egs. (6.122)-(6.123) é dado pela Eq. (6.121). Para t > 0
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a solucdo é determinada introduzindo-se, como na segao anterior coordenadas normais

agora definidas por @, (t)

N
£) = 2 1oQup(t) . (6.126)
onde Q,,(t) satisfaz
Q#,o(t) + Q,on,up(t) =0, (6.127)

e 7, é uma matriz ortogonal com elementos { para detalhes ver Apéndice C1) dados por

weV/ghw (6.128)

Ty = Qi — WE How »
N oaa, 13
- Z gwk Qv;) ’ (6.129)

e onde as frequéncias normais (2, sdo obtidas como solugdes de

2
gwiAw
- Q= Z Eant T (6.130)
k=1%
A Eq. (6.130) pode ser reescrita como
N o g(BPA
WE - gNAw - 02 = 5 L (6.131)

k=1 - Qi ’
Tomando o limite N — oo na Eq. (6.131) vemos que a equagio anterior ndo faz sentido,
dado que em tal caso o lado esquerdo da equagao é infinito enquanto que 0 lado direito nao
é. A fim de superar este problema introduzimos a frequéncia renormalizada w definido

como

o =Jwt — gNAw . (6.132)

Para que & seja finito vemos que wi tem que ser infinito. Entdo concluimos que wo
ndo ¢ a frequéncia fisica do oscilador, mas uma frequéncia "bare” {ndo renormalizada).

A frequeéncia fisica é a frequéncia finita renormalizada @. A introdugido da frequéncia
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renormalizada também garante que todas as solugdes (2* da Eq. (6.131) sejam positivas,
evitando-se desta forma possiveis solucdes que desestabilizem incontroladamente o sistema
[65].

Usando a Eq. (6.125) e tomando o limite N, L — oo nas Egs. (6.128)-(6.130) obtemos

Ty = lim 2Q” gAw ; (6.133)
= Awes0 \/4 2 4 29202
2gwr Aw Qy
Moy = , 6.134
ki Q2 - w3) ‘\/4(Qﬁ — o) 4+ ﬁzgzﬂi ( )
e
20 A 20*
cot(LO) = o+ W;“; (1 - gzw) . (6.135)

Na Eq. (6.135) retiramos o indice g por simplicidade. Deve-se entender que £, sdo as
raizes da Eq. (6.135). Substituindo as solugdes da Eq. (6.127) na Eq. (6.126) encontramos

as seguintes expressoes para B, (1),
N - -
Bu () =3 M, (amempt + bnpe‘m*") : (6.136)
p=0
Da continuidade de B,,(t) e da sua primeira derivada em t = 0 podemos obter a,, e by,

(ver o Apéndice C1). Substituindo as expressGes obtidas para estes coeficientes na Eq.

(6.136) obtemos

N . -
B, (t) = 3 e [(1 + ;—z) gt 4 (1 —~ -‘5—’;) e'mp‘] , (6.137)
p=0

84,

&‘

a partir do qual encontramos as seguintes expressoes para os coeficientes de Bogoliubov

wy

lt) = || 2 Baw®) = =Bl (6.138)

Bu(t) = @Bw(t) + ﬁfiw(t) : (6.139)
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Fazendo p = 0 na Eq. (6.116), obtemos o valor esperado térmico do operador ndmero de

ocupacio correspondente ao oscilador gy,

() = (Jaoo®)[* + 180 @)[) 7o + |Boo (B)]?
+§:m%k +18s0(8)?) i+ Bra(O)] . (6.140)
Da eq. anterior podemos ver que para obter Rg{t) temos primeiro que calcular os coe-
ficientes de Bogoliubov ag(t), Bao(t), aox(t) e Brolt). Estes coeficientes sdo obtidos no

apéndice C2, com valores dados pelas Eqs. {C.25), (C.26), (C.33) and (C.34). Das Egs.

(C.25)-(C.26) podemos ver que
Ct’(_m(t —F OO) = 6(](](t —F OO) =9{. (6141)

De outro lado das Eqgs. (C.33)-(C.34) obtemos

agr(t — 00) = g (@ + wi) (2w — 207 + imgwy) o gAwe k! (6.142)
W [4 (w2 —@?)* + w2g2w,ﬂ ‘
g (& — wi) (2w} — 2% + imgwy) :
Grolt = o0) = ) —— Awe™ 6.143
o) = [T e BT e (6.143)

Agora substituindo as equagdes anteriores na Eq. (6.140) e tomando o limite continuo

L — 0o, Aw — 0, obtemos para fig(t — 00) o seguinte resultado

ot — 29f o w(w? + &%) 1
i o0) =

“ T )
2

(6.144)

+ 9 wlw — &)
/dw ©?)2 + w2gw?

Observe que, como consequéncia da Eq. (6.141), o resultado assintético para o nimero de
ocupagio correspodente ao oscilador ¢, ndo depende da sua temperatura inicial, somente

depende do ensamble (continuo) inicial & temperatura 7 = 1/3. Notemos também que

o primeiro termo do lado direito da Eq. (6.144) é convergente, enquanto que o segundo
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termo diverge logaritmicamente para w — 00. E facil provar que este termo divergente
¢ igual ao valor assintdtico de {0]a}(t)aq(t)|0), onde |0) denota o estado fundamental
inicial do sistema, isto é, o estado no qual todos os osciladores estdo nos seus estados
fundamentais. Entdo podemos interpretar o termo divergente na Eq. (6.144) como as
particulas, de freqiiencia &, produzidas pela modificagdo do estado fundamental (vidcuo)
iniciall. Claramente esse termo nio tém origém térmica. Tal termo é uma resposta do
estado fundamental & interacio. Ao calcular a temperatura final de equilibrio temos que
usar somente a parte de 7ig(t — o0) que tem origem térmica e este termo cotrresponde
ao primeiro termo (finito) da Eq. (6.144). Alternativamente devemos chamar atengao
para o fato de que o termo divergente da Eq. (6.144) pode ser eliminado fazendo um
ordenamento normal dos operadores de criagdo e aniquilagdo.

Para obter a temperatura final de equilibrio do oscilador podemos supor que a parte da
expressio assintética para fig(t — 00) que possui origem térmica é igual a uma distribuigdo

tipo Bose-Einstein. Entdo denotando por fieq, 0 primeiro termo da Eq. (6.144) podemos

escrever
loq = ! 6.145
Meq — m } ( . )
onde 3y = 1/T;. Da equagdo anterior obtemos,
1 1 1
Tf w neq
Introduzindo pardmetros adimensionais, § = I e 3 = &f podemos escrever para o

1(laramente neste caso o vacuo é instavel. Se usarmos a condigao fisica de estabilidade do vacuo seria
necessario introduzir novas coordenadas para descrever as coordenadas fisicas do sistema. Neste caso as
coordenadas, da mesma forma gue a frequéncia wp, seriam coordenadas "hare”. Introduzindo as novas
coordenadas fisicas o infinito ndo apareceria mais dado que agora o vacuo seria estavel[66, 67, 68, 69]
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primeiro termo da Eq. {6.144) a seguinte expressao

z(z? +1)

4(x? —1)2 + 7222 (eﬁ‘“ ) . (6.147)

leq = 2"&/0 dz,

Das Eqs. (6.146) e (6.147) a temperatura final 5‘;1 (em unidades de @) de equilibrio é
obtida. Embora a integral na Eq. (6.147) nfio possa ser resolvida analiticamente, podemos
considerar como um exemplos simples, o comportamento da Eq. (6.147) no limite de altas

temperaturas. Neste caso podemos tomar (e#* — 1) ~ Bz e a integral na Eq. (6.147) é

calculada exatamente. O resultade obtide é

(6.148)

.

Neq & 5
Usando a expressio anterior na Eq. (6.146) obtemos Ty ~ T, isto €, no limite de altas
temperaturas (comparadas & frequéncia do oscilador) a temperatura final de equilibrio €
aproximadamente idéntica & temperatura inicial do banhe, em geral um resultado esper-
ado. Para temperaturas iniciais arbitrdrias, assim como para constantes de acoplamento
arbitrarias podemos integrar numericamente a Eq. (6.147). Os resultados obtidos para

a relagio T'/Ty, em fungdo da temperatura {(normalizada) inicial do banho térmico, sao

mostrados na Fig. 6.3.
6.6 Campos quanticos em interagao linear

Nesta secio consideramos brevemente a extensio da abordagem de LvN ao estudo de
sistemas de campos quanticos. Vamos considerar o modelo mais simples de dois campos
acoplados linearmente. Entdo definimos o seguinte modelo de um campo escalar ¢, em in-

teracdo com outro campo escalar ® através de um acoplamento linear, com Hamiltoniano
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2/053 (V82 + mid2 + 112 + (VE,)2 + m3d} + 2(t)didn) . (6.149)

onde II; e I, séo, respetivamente, os momentos conjugados de @, ¢ ®3.
Como nas se¢des anteriores vamos supor a existéncia de dois conjuntos de operadores

de aniquilacio e criagao bosonicos a;(k, t) e Ei;[(q? t), que satisfazem a algebra
[a:(k, £), a}(q, )] = 6,;8(k — q), [a(k, 8}, 8;(q, )] = (6] (k, 1), @}(q, )] = 0,  (6.150)

e que evoluem no tempo segundo a equacdo de LvN

ggaa(k t) = i[a;(k, 1), H] , %aﬁ(k,t) = i[al(k, 1), A] . (6.151)
Fazendo a expansao
ik, t) = [ d*x (Bl L () — Bl (x, 0%;(x)) |
alk, 1) = Z/GP (Bl (x, HI;(x) — BE (x,1)8;(x)) | (6.152)

onde B{‘j(x, t) sdo campos classicos e ®;(x), ij (x) sdo operadores independentes do tempo.

Substituindo a Eq. (6.152) na Eq. (6.151) e desconsiderando termos de superficie

obtemos as seguintes equagdes de movimento Bg;(x, t),

(O +m) B (x,t) + Mt)BE(x,t) =0 (6.153)

(0 + m2)BY(x,t) + A(t)Bi(x,t) = 0. (6.154)

Podemos resolver as equagbes anteriores fazendo

—ik.x

WB@@) , (6.155)

k _
Bz‘j (x,t) =
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e entdo das Egs. (6.153) e (6.154) obtemos

BY (1) + w3 () BS () + A(1)Bj(t) =0 (6.156)

Bh(t) + wi(k)BS(t) + M) B () =0, (6.157)

onde w2(k) = k* + m?. Agora usando a Eq. (6.155) nas Eqs. (6.152) obtenos

ailk,t) = z / e (B0 () — B (0)8,(0) |

al(k, t)

I

Z/ e (B O — By (08,00) - (6159)

Usando a Eq. (6.158) na Eq. {6.150) obtemos;

Z[B — BY()BE(1)] = idy ,
Z [Bl(t) B (1) — BE®)BE®] =0, (6.159)

relacio que garante a independéncia do tempo das relagdes dadas pela Eq. (6.150).

Para escrever os operadores de aniquilagéo e criagdo dependentes do tempo, em termos
dos seus valores num instante inicial ¢ = fg, vamos supor, como no caso dos osciladores
acoplados, que inicialmente os campos estdo desacoplados, cada qual encontrando-se inde-
pendentemente em equilibrio térmico as temperaturas 3, le 851, respectivamente. Neste
contexto é facil provar a partir das Egs. (6.156), (6.157) e (6.159) que os valores iniclais
para Bf(t) (que denotamos por Bf;) sdo

iwj (k)t

B?;— - dij - (6.160)

2w; (k)
Agora podemos escrever os operadores de campo e 0§ seus momentos conjugados ®;(x),

I1,(x) em termos dos valores iniciais ij e em termos dos operadores de aniquilagdo
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e criagao (que denotamos como d;(k), &;(k)). Usando a Eq. (6.160) na Eq. (6.158)

obtemos que

b6 = [ (zi;ﬂ 2:,-(1«) (e7=a(k) — e*al(k)) |

Mi(x) = / (Qf)l;z “"gk) (e‘*’”‘”“(k)+e‘kméT(k)), (6.161)

onde k;z = w;(k)t — k.x. As relagbes anteriores entre os operadores de campo e 08
operadores de aniquilacdo e criagio diferem das relagdes que aparecem nos livros texto
j4 que estamos usando a equa¢io de LvN em lugar das equagdes de Heisenberg. Agora
usando as Egs. (6.161) nas Egs. (6.158) é facil obter as seguintes relagoes,
a;(k, ) ) : ( afi(t) B5(t) ) ( a; (k) )
R = o K4 . , (6.162)
( &} (—k, ) ; 5 () a’f; ®) )\ aj(-k)

onde os coeficientes de Bogoliubov sdo dados por

oki(t) =i (BY B (t) - BY B (1)) (6.163)
85y =i (BLBL() - BB, (1)) (6.164)

com B% dado pela Eq. (6.160). As Egs. (6.159) podem ser reescritas em termos dos
22

coeficientes de Bogoliubov como

IZ: [ 1!(t - ﬁﬁ(t) f:*(t)] = 5ij ’
Zf: |k Eak(t)] =0. (6.165)

Usando as relages anteriores podemos inverter a Eq.(6.162) e obter

(%) =2 (S 2 J(555) e
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Agora podemos escrever o operador de densidade dependente do tempo exato p(t)

(com Hamiltoniano normalmente ordenado) como

pt) = exp[ Zﬁj,/d3kw5. k)é }(k,t)&j(k,t) . (6.167)

Zﬁl Zﬁz
De forma idéntica as secbes anteriores podemos obter os valores esperados térmicos de-

pendentes do tempo para os operadores niimero de ocupacéo, Nilk) = &I (k)a;(k),

ik, t) = Tr(al(k)adon(t))

= S [(lea®) + 185 OF) 25k) + 185 0F] | (6.168)

onde ﬁ;’- (k) sdo as distribuigGes iniciais de equilibrio térmico para os operadores numero

de ocupacio ee dadas pela distribuicdo de Bose-Einstein,

1

= w11 (6.169)

Note que 0s nossos resultados sdo idénticos ao caso de dois osciladores acoplados. Entao, as
conclusdes da Sec. 6.4 sdo também validas para o caso de dois campos em interegdo linear,
isto é, dois campos em interagdo linear jamais alcangam um estado final de equilibrio

térmico.
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0.9

Wy

Figura 6.1: A evolugdo temporal do nimero de ocupa¢io para wp3 = 1 e para tempos de decaimento

{em unidades de 1/wo} 7 = 1.0, 1.5 e 2.0.

50

Figura 6.2: A evolugao temporal do nimeros de ocupagio 71 (t) (curva tracejada) e fia(t) (curva continua}

paraw; —ws =w,wh =1/2, whh =le A= w2 /2.
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-— g/w=0.01
—————— g/@=0.1
.......... g‘,fmz
000 02 04 06 08 1.0
T/6

Figura 6.3: A relagdo T'/Ty em fungao da temperatura (escalada) T para diferentes valores da constante
de acoplamento g.
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Conclusoes

Nesta tese temos considerado a construcdo de modelos escalares bi-dimensionais a
partir das flutuacdes de modo zero. Ein particular temos encontrado dois novos modelos
que possuem solucdes solitnicas: os modelos & In*($?) e & cos® In(®?).

Usando a regularizagio pelo método do ” cut-off” no momento energia temos dado uma
formula geral para o cdlculo das corre¢bes quanticas & massa dos sélitons em (1+1) di-
mensdes. A formula é bem geral e s6 se exige 0 conhecimento do coeficiente de transmissao
do problema de espalhamento unidimensional. Em particular temos calculado a massa
do séliton no modelo proposto ®° cos? In(®?). Como mencionamos na introdugao, na Ref.
(18] os autores concluiram que o método de regularizagdo por "cut-off’ no momento ener-
gia dé resultados incorretos quando aplicado ao cdlculo das corregoes quanticas a massa
do séliton. Nés temos mostrado o contrario, que o método de regularizagio por cut-off
da resultados corretos quando aplicado ao célculo das corregdes quanticas a massa dos
s6litons. Isto ficou evidenciado quindo usamos a nossa formula, Eq. (4.64) ao célculo da
massa dos sélitons nos modelos de sine-Gordon e ®!. Também devemos chamar atencéo
ao seguinte fato. Das Egs. (4.58) ou (4.65) podemos notar que a soma discretizada

das auto-frequéncias continuas na presenga do sdliton contem N termos a menos que a

124
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soma sobre as auto-frequencias na ausencia do séliton, sendo que N é o niimero de auto-
frequéncias discretas na presenca do séliton. Este fato, é exatamento o ponto de partida
(quer dizer uma suposigiio a priori) usado no esquema de regularizagao conhecido como
"mode number” e o qual foi introduzida na Ref. [18]. Nos provamos que esse fato ¢ uma
consequéncia da regularizagio pelo método do "cut-off” no momento energia.

Também mostramos que em modelos tais que o potencial, que descreve as flutuagées
quantica ao redor dos sélitons, tem diferentes valores assintéticos os sélitons nao fazem
sentido a nivel quantico. A nossa prova fol bem geral. Finalizamos a primeira parte da
tese mostrando que mediante o acoplamento do campo escalar a um campo fermidnico de
Majorana os solitons novamente fazem sentido ao nivel quantico.

Na parte final da tese estudamos alguns modelos simples para entender o processo
de termalizacio em sistemas fora do equilibrio térmico. Em particular mostramos que
em modelos onde o nimero de graus de liberdade é igual (dois osciladores, dois campos)
nio existe termalizagdo, isto é, os subsistemas permanecem indefinida e reversivelemente
trocando energia e nunca atingindo um estado final de equilibrio térmico. Da Sec. 6.3
podemos concluir que o papel fundamental da néo linearidade é a de estabilizar o sistema.
Isto pode-se ver facilmente a partir da Eq. (6.65) onde se fazemos A =0 e wi(t > 0) =
—w? entio U(y) = —w)?/2 +¢~2/8 e entdo teremos que a soluglo para 3 crescerd
exponencialmente no decorrer do tempo. Por outro lado para A # 0 temos U(y) =
—w? /2 + ¢2/8 + AY®/8 e agora a solugio para ¢ € oscilante no tempo, isto €, ele se
mantem finito para todo £.

No caso de um oscilador interagindo com um ambiente mostramos que o oscilador

termaliza. Neste caso demos uma expressio para o nimero de ocupagio a partir do qual
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calculamos niimericamente a temperatura final de equilibrio térmico. Também a partir
deste simple modelo podemos concluir que o tempo medio necessario para que o sistema
termalize é da ordem [ver Egs. (C.25), (C.26), (C.33) e (C.34)] 7 ~ 1/g, sendo g"/? [ver
Eq. (6.124)] é uma constante de acoplamento entre o sistema e o banho.

Podemos ento concluir que: para que um sistema fora do equilibrio térmico termal-
ize é necessario que o sistema seja dissipativo, isto €, perca emergia irreversivelmente e
alem disso é necessario a existencia de nao linearidades para desta forma garantirmos a

estabilidade do sistema no decorrer do tempo.



Apéndice A

Neste apéndice vamos mostrar que

. AS
AE = Jm
i V()
- %H‘I;Oﬁm“{“m}’ AL

onde Op = % +V2e T étal que —T/2 < 7 < T/2. Usando a indéntidade det(A) =

exp(TrA) podemos escrever

W(T) B det[—Dg + V() + m?]
Tr ln{1+———_DE+m2} = ln{ det]—Op + m2] }
_ Il €
_ m{Hm } | (A2)

onde ¢ e € sio, respectivamente os autovalores dos operadores [—Og + V(Z) + m?] e

[-Og + m?], isto é, eles satisfazem as seguintes equagoes:
(—0p + V(@) + m’]ée(z) = ede(z) , (A.3)

[_DE + m2]¢'€[1($) = fﬂqﬁﬁu(‘r) v (A4)

J4 que V(Z) ndo depende de 7 podemos escrever

$e(1,8) = £ Pn(T), Peo(T, T) = €T HRUT) (A.5)
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onde ¢; é obtido impondo condicdes periddicas de contorno e {—%,%) = Deeo( 3. F), de

onde obtemos

ol
o = —;— C1=0,41,42, ... (A.6)

Substituindo as expressodes {A.5) nas Egs. (A.3) e {A.4) obtemos

[=V2 4+ V(E) + m?|¢n(F) = wién(E) (A7)

[V 4+ meh(E) = (1)262(2) , (A-8)
onde w? = (e — 02) e {wf)? = (¢ — af). Substituindo os valores de € e €0 na Eq. (A.2)

obtemos

V(£) } _ ln{ [ 1172 o0 [wn + ai] }
T 172 oo [(w2)? + o]

[Tn wn g H?.;l [wi + 0{?]}
= 21 . AQ
“{(nkws) e T (w2 + o (&-9)

T&‘ln{1+

Substituindo a Eq. (A.6) na Eq. (A.9) e usando a idéntidade

oo 2 :
[1 N %} _ sinh(wz) (A.10)
n=1 n mz
encontramos que
V(Z) M1, sinh({w,T/2)
— M V= n . All
Ir ln{1+ —DE+m2} 2In []’[ksinh(wkT/Q) ( )

Substituindo a Eq. (A.11) na Eq. (A.1) e usando sinh(z)|,0 — €7/2 obtemos finalmente

AE:%Z&JH—%Z&JE. (A.12)
n k



Apéndice B

Neste apéndice vamos calcular o coeficiente de reflexdo R, = e*¥9) correspondente ao
potencial de Morse, o qual descreve as flutuagdes quanticas ao redor das solugbes cléssica
do modelo ®2In?(®?). Substituindo a Eq. (3.65) em U"[®] obtido a partir da Eq. (3.63)

encontramos que a equacio de Schrodinger que devemos resolver €

2
_d_(i_z_ i m2(ei2mz _ 3e:i:m:': + 1) ¢q(m) = w§¢q($) . (Bl)

Vamos nos restringir ao caso +. Neste caso para encontrar é(g) temos que resolver a

Eq. (B.1) com as seguintes condiges de fronteira

(= —00) = Ae'™® + Be " (B.2)

$glz — 00} =0. (B.3)

Para calcularmos o valor de R, temos que calcular a relagdo entre A e B na Eq. (B.2).

Para este fim fazemos a seguinte troca de variaveis
£ =2e", go(a) = e H2EVMx(E) . (B.4)
Substituindo a Eq. (B.4) na Eq. (B.1) obtemos a seguinte equagdo para x(¢)

EX"(€) + (2ig/m -+ 1 = §)x'(€) + (1 —ig/m)x(§) =0, (B.5)
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uma equacio hipergeométrica confluente a qual pode ser resolvido em termos de fungdes

hipergeométricas [71]
V(&) = e F (ig/m — 1,2iq/m + 1,€) + co6 #Y™F(—ig/m — 1,1 —2ig/m,§) .  (B.6)
Usando a Eq. {B.6) na Eq. {B.4) obtemos para v;{z)
hy(z) = ™42 [clgiquF(z‘q/m ~1,2ig/m+1,8) + ey W™ F(—ig/m — 1,1 — 2ig/m, g)} :
(B.7)
onde podemos ver que para £ — 0 {x — —00) esta solugio se comporta segundo a Eq.

(B.2). Usando os valores assintéticos de F{a,,§) (30]

Fla,7,§ = 00) = mesfc‘_’* , (B.8)

IN()
é ficil mostrar que a solucio dada pela Eq. (B.7) se comporta segundo a Eq. (B.3)

somente se

_ T(ig/m - 1)I'(~2ig/m)
‘= I'(-1—ig/m)['(2ig/m) 2 (B.9)

Agora usando a Eq. (B.9) na Eq. (B.7) e tomando o limite z — —oco obtemos

I'(ig/m — 1)I'(—2ig/m)
I(—1 - ig/m)T'(2ig/m)

Pa{z = —00) = ¢ 9ia/mgiqr 4 9-iafme=iqs (B.10)

A partir do qual obtemos para a amplitude de reflexao:

I(—1—ig/m)['(2ig/m)

R,= B/A=27%/m B.11
e / [{—1+ig/m)['(—2ig/m) ( )
e §(g) é obtido tomando o argumento da expressdo anterior,
it T{—1—1g/m)T(2ig/m)
= 2-2%a/m . B.12
o) Am( T{~1 + ig/m)T{—2ig/m) (B.12)

Note que como esperado |Ry| = 1. O caso (—) na Eq. (B.1) segue-se idénticamente ao

caso anterior.



Apéndice C

C.1

Neste apéndice vamos resolver o sistema de equagoes

Bo(t) + w2 Buolt) + 3 MeBu(t) =, (1)
Buu(t) + wiBu(t) + MBuo(t) =0, (C.2)

com a condic¢do inicial em ¢ = 0 dado por

& . w
B, = B, =i,/ . C.
iy 2('0“7 sy aa,u,v 2 ( 3)

Quando N = 2, k = 1 e escrevendo A, = A as equagoes anteriores sdo as Eqs. (6.69)-
(6.70) com constante de acoplamento dependente do tempo {trocando os coeficientes U, 1
por 1,2). De outro lado, quando Ay = wiy/gBw recuperamos as Eqgs. (6.122)-(6.123) com
constante de acoplamento independente do tempo e dada pela Eq. (6.124). Também, neste
caso, nas condicbes iniciais dadas pela Eq. {C.3) temos que substituir as frequéncias nuas
w, pelas renormalizadas &, = (@, w) [ver Eq. (6.121)]. Para resolver as Eqs. (C.1)-{(C.2)

introduzimos coordenadas normais @, {t) através de

Buv(t) = ZnuﬂQW(t) ' (C.4)

p=0
onde somente o segundo indice de B, (t) aparece na matriz de transformado {n} ja que

0s primeiros indices estdo desacoplados nas Egs. {C.1)-(C.2). Substituindo a Eq. (C.4)
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nas Egs. (C.1)-{C.2) obtemos

N s

Z: [HUPQ#P( ) + wonﬂpQ,up + Z )\knkapp )] =U, (05)
Z [nkapp )+ Wi Quo(t) + )‘kf’?anpp(t)] =0. (C.6)
p=0

Multiplicando a Eq. {C.5) por 7os € a Eq. (C.6) por 7. € somando as equagdes resultantes

obtemos

N
Z { lz wy'-'?u,onua + Z )‘k MepMoo + TopTlke ] Q,up Z ??up??anp( )} (CT)

p=0 v=0

e impondo que,

N
Z NupThe = Jpa ! (08)
v=0
N N
Z wﬁ??v.o?}'va + Z Ak (nkpn(]a + nﬂpnka) = 6;)0'93 : (Cg)
v=0 k=1
obtemos
Quo(t) + Q2Qu(t) = 0. (C.10)

A Eq. (C.9) pode também ser escrita cono
N N
37w+ 30 Ak (TaBos + M0k )| Moo = G002 - (C.11)
v=0 k=1
Das Eqs. (C.8) e (C.11) obtemos que
N
winvp + Z Ak (nkpa(]u + T?Dpaku) has nupﬂf, . (C 12)
k=1
Tomando v = 0 na equagao anterior obtemos que
N
Winop + 3 Mo = mopS5 (C.13)
k=1

enquanto que para v # 0 obtemos para n, o resultado

Ak

??kp Q2 2 T?Op (C 14)
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Tomando p = ¢ na Eq. (C.8) e usando a Eq. {C.14) podemos resolver para 1, obtendo

a expressao
_1
2

i 2
1+ kz::l oo ikaP (C.15)
Usando a Eq. (C.14) na Eq. (C.13) obtemos
-2 = i N (C.16)
? k=1 wfge - Qg
Agora, da Eq. (C.10) podemos escrever para B,,(t) a seguinte expressao
(C.17)

N
By, (t) = Z Tvp (aﬂpemp: + bnpe_mpt) )

p=0

e usando as condicdes iniciais dadas pela Eq. (C.3) obtemos para a,, € by,, respectiva-

mente, as equagoes

= (1 —“fﬂ)
G pp 8, +Qv

e _ﬁ) ,
» \/%I(l o). (C.18)

Substituindo a Eq. {C.18) na Eq. (C.17) obtemos finalmente o resultado

N
_ NupTlp ot R IR L Wa ) -t 1
B (t) =) /5, Kl + —Qp) ettt (1 _Qp) e ] . (C.19)

C.2

Vamos calcular os coeficientes de Bogoliubov cigg (%), Boo(t), cox(?), € Bro(t). Usando a Eq

(6.137) nas Eqs. {6.138)-(6.139) obtemos

o) = L {22 (0 209 5 (0, =30 ]

n,upnvp [((L‘M + Qp) eiﬂpt + (&",“ _ Qp) e-—iﬂpt]} ' (020)
4 Wyloy
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Tomando u,v = 0 nas equagdes anteriores obtemos

oo =32 0 [(5 & D) o (5 2 _ Do) sn (©22)
=2y a, " Q, o ’ '
N ( 2 ~ "
Toe) R APRR R @Y\ i C
— - . _r P - # . 2
Boo g{:} 4 Kﬂp tD)e + (JJ Q, € (C.23)

Substituindo a Eq. (6.133) nas equagdes anteriores e tomando o limite continuo obtemos

para ago(t), a expressdo

g dQQ [(Q i Q)z i€ (& — Q)z —mt}

ago(t) = 5/0 4(02 — ) + 12202 '
w + Q) o (& — Q)Ze—iﬂt]

_/ d} 4(2 — 2)2 + 12g20)2 '

-9 fm g MO e (C.24)
— 2?4 MR

a integral na BEq. (C.24) pode ser facilmente avaliada usando o teorema de Cauchy escol-
hendo como contorno de integracio o semi-plano superior complexo. Os pélos localizados
no semi-plano superior sao +4 + i—’fﬂ, onde & = /&% — ”—igi Supondo @ > 7 o resultado

é
e—:lrgt;'ﬂl

6400

orgo(t) = [(4@ 45+ ing)” & — (40 — 4 + ing)’ e—*'ﬂ | (C.25)

Da mesma forma obtemos da Eq. (C.23) a expressio para Su(t) (supondo de novo

0 > 22,

Boolt) = fr% [(27g — i) et — (2rg +id) e~ (C.26)
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Fazendo u = 0, v = k& na Eq. (C.20) obtemos,

agi(t) = @0y g0 > AwQ | (wi + Q)(Q, + 2)e Pt | (we — Q,)(Q, — D)e
Vowy, S50 —wi|y (2 - @2)2 + 2202 402 @2)2 T g
(C.27)

Quando tomarmos o limite continuo devemos ter cuidado, dado que nesse caso aparece
uma singularidade quando 2 = wy. Na verdade esta singularidade é ficticia e pode ser
eliminada da Eq. (C.27) usando a Eq. (6.131). En termos da frequéncia renormalizada

& a Eq. (6.131) pode ser escrita como (fazendo u = k)

2 gPAw
-_QZ - gy k
Sl A

P
B , 02 ngAw
- f Tt g (C.28)

onde isolamos o pélo em wy = Y e o apéstrofo na integral significa que o ponto w = (Y &
excluido da integragao. E ficil mostrar que tal integracio é nula. Com este fim escrevemos
a integracao como

=9 f d'w Qz , (C.29)
onde agora entende-se que omitimos os pontos = = wy na integragdo sobre a frequéncia.

Usando o teorema de Cauchy obtemos,

I=

g2 ( vy o )
=0. .
2 \af T a0, (C-30)

Entdo, da Eq. (C.28) obtemos

. g Aw
-0 = S5, (C.31)
k

onde fica entendido que O = wy e pelo fato de estarmos considerando o limite continuo,

caso no qual Aw — 0, entdo o lado direito da Eq. {C.31) é bem definido. Agora, podemos
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usar a Bq. (C.31) na Eq. (C.27) para eliminar asingularidade apés isolar tal singularidade.

Isolando a singularidade na Eq. (C.27) e tomando o limite continuo obtemos

wkg\/gm/‘ 70 [ (wy + D(Q+ D)et™

Vaowy —w} [4(02 — &?)° + w220
(wp — (O — w) _‘ml N wrgvgAw Awll
4(02 — 52)% + 7292002 Vowy i — wi
(wi + Q) + @)™t (wy, — Q) (Y — @)e™ ™
: (@) + w20 | A~ &) +nig 0 |

Wy bt Q(Q+rb)em‘
— g/ /_\wf a0
W VI e s 0 [a(02 w2 + m2g20?)

auk(t) =

k

oV 9Bwwy (wy + @)(@F — wi)e !
el - g

onde ao passar & segunda igualdade usamos a simetria par do integrando, fatoramos o
termo (wy, +), também usamos a Eq. (C.31) para eliminar a singularidade (0 —wi)™' e
finalmente fazemos 0 = wy. Ja que estamos evitando os pélos em zwy na integral dada
pela Eq. (C.32), ao usarmos o teorema de Cauchy temos que multiplicar os residuos destes

polos pelo fato im em lugar de 2in. Entdo apds o uso do teorema de Cauchy obtemos,

fog (& + wi)(2w? — 207 + 1 . VgA
a’uk(t) — %(w wk)( Wi W +iﬂgwk) ngwezwkt+ % g:w

[4 (w2 — &%) + ﬂzgng} W 4w

y (40 + 40 + img) G0t (46 — 40 + img) e=ibt] gmmet/d  ((,33)
(45— dwg +img). | (45 + duy — ing)

fazendo u = k, v = 0 na Eq. (C.21) obtemos a expressdo para fo{t) a qual contem a
mésma singularidade que no caso de ag(t). entdo, procedendo da mesma forma que no

caso anterior obtemos
W (w wk)(ka —20% +imgwy) it [ VoAw
ﬁko(t) = AW € — =
[4 2) +71’2 2,2 } w Ao

. (4:"-:" — 4 — 37"9) pidt 1. (40 + 40 — ing) —uf:t} p= Tt/ (C.34)
(40 — 4wy +ixg) (4% + 4wy — img)
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