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Resumo

() propdsito desta tese ¢ apresentar os desenvolvimentos atualizados da inflagio induzida
pela anomalia. Este maodelo de inflagio baseia-se completamente nos principios da Teoria
Quantica de Campos {(TQC) e na abordagem efetiva comum que nos habilita separar
a desericdo de fendmenos de baixa energia de uma fisica fundamental desconhecida que
supostamente vale em altag energias. A tese inicia com uma breve revisdo do formalismo
da TQC em espago-tempo curvo, incluindo a derivacdo da anomalia conforme para campos
conformes sem massa no fundo da métrica classica. Logo apds, a solugdo de Starobinsky
¢ reproduzida usando o método de acio efetiva e generalizado para constante cosmoldgica
ndo-nula. As condigbes de estabilidade da solucdo inflaciondria sho investigadas usando
o método de Lyapunov e sio mostradas serem independentes da presenga da constante
cosmoldgica e da eseolha da topologia global & = 0, £1. A estabilidade da inflacio depeude
do contetido de particulas da teoria ¢ admite uma interface entre a inflagdo estdvel em
altas energias e o comportamento de FRW em baixas energias. Esta transi¢do é causada
pelo decréscimo do parametro de Hubble durante a inflacdo. Para ver a origem deste
decréscimo, a ac@o efetiva de vacuo € obtida para a teoria dos campos quénticos massivos
no fundo da métrica inflaciondria. O resultado ¢ um modelo de Starobinsky meodificado
que parcce ser um candidato mals natural ao modcele de inflacio. As vantagens deste
modelo incluem a auséncia de inflaton, a ndo necessidade de ajuste fino da teoria cu/e de
dados inicials, passagett aulomdtica para FRW, estabilidade e concorddncia em todos os
estdgios da inflagdo. Uma das vantagens mais iinportantes com relagdo ao modelo original
de Starobinsky ¢ o espectro de ondas gravitacionais completamente controlavel que nio

requer nenhum tipo de ajuste fino.
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Abstract

The purpose of this thesis is to present up-to-date developments in the anomaly-induced
inflation. This model of inflation is completely based on the principles of Quantum Field
Theory and on the standard effective approch which enables one to separate the descrip-
tion of the low-energy phenomena from the unknown fundamental physics which supposed
to hold at high energies. The thesis starts from the brief review of the known formalism
of Quantum Field Theory in curved space-time, including the derivation of the conformal
anomaly for the massless conformal fields on classical metric background. After that,
the known Starcbinsky solution is reproduced using the effective action method, and is
generalized for the case of the nonzero cosmological constant. The conditions of stability
for the inflationary solution are investigated using the Lyapunov method and are shown
to be independent on the presence of the cosmological constant and on the choice of the
global topology £ = 0,:+1. The stability of inflation depends oun the particle content of
the underlying theory and admits an attractive interface between the stable inflation at
high energies and the graceful exit to the FRW behavior at low energies. This transition
is caused by the decrease of the Hubble parameter during inflation. In order to see the
origin of this decrease, the effective action of vacuum is derived for the nassive quanium
fields on the background of the inflationary metric. The result is the modified Starobin-
sky model, which looks as the nost natural candidate to be the model of inflation. The
advantages of this model include the absence of inflaton, no need for the fine-tuning of
the parameters of the theory or/aud initial data, automatic graceful exit to FRW, the
stability and robustnes of all stages of inflation. One of the most important advantages
with respect to the original Starobinsky mode! is the completely controllable spectrum of

the gravitational waves, which does not require any sort of a fine-tuning.
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Capitulo 1

Introducao

Historicamente, a Teoria Quéntica de Campos estd intimamente retacionada com a fisica
de particulas. Por enquanto, experimentos realizados em aceleradores confirmam a va-
lidade do Modelo Padrao de partfculas elementares (veja, por exemplo, {87], [26], [71]).
Porém, mesmo por meio de aceleradores mais modernos, ndo € possivel estudar a fisica de
energias mais altas, como as Teorias de Grande Unificagio GUT’s e Gravitacfio Quéntica.

A aplicacdo da Teoria Quantica de Campos abrange atualmente varias dreas como
a fisica estatistica, matéria condensada, cosmologia e vérios outros ramos da fisica [11].
Em particular, em cosmologia, temos a possibilidade de considerar ¢ Universo primordial
como um laboratério para o estudo dos fendmenos numa faixa de energia que nio pode
ser atingida pelos aceleradores. Inclusive esperamos que, nos préximos anos, possamos
obter dados experimentais sobre ondas gravitacionais que sio geradas no final do periodo
inflaciondrio. Assim, poderemos ter maiores informagdes sobre os fendmenos ocorridos
no Universo primordial. Qutro aspecto relevante é que a Gravitacio Quintica nio é
renormalizdvel. Uma das razdes deve-se ao fato de que sua constante de acoplamento
tem dimensao de comprimento, ¢ que ndo ocorre com as teorias renormalizaveis como
eletrodinamica quéantica e teoria de Yang-Mills. Com isto, outras teorias tém sido desen-
volvidas como a teoria de (superjcorda e supergravidade (veja, por exemplo, [42], [68])
com o objetivo de obter uma teoria unificada de todas as interacdes. Por enquanto, a
realizagdo deste programa estd longe de alcangar o sucesso. Existem cinco tipos de teo-
rias de cordas consistentes a 10 dimensbes. Elas se conectam por relagdes de dualidade.

Supeita-se que estas cinco teorias de cordas sejam diferentes manifestacdes de uma tinica
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teoria a 11 dimensGes, denominada teoria-Af, da qual s6 se conheceria seu limite a baixas
energias, a supergravidade a 11 dimensGes. Por conseguiute, o contetdo fisiec das teorias
de cordas ¢ alnda um problema em aberto. No entanto, existe uma possibilidade alterna-
tiva de conseguir bons resultados usando abordagem efetiva da TQC (veja [85], [26], {71]
entre outrns). Assim, podemos estudar fendmenos de energia relativamente baixas sem
que a fisica de altas enevgias influencie os resultados.

Um exemplo importante na drea de gravitagdo é a abordagem semi-cldssica, onde a
meétrica € congiderada como um parametro externo para a quantizacfo dos campos de
matéria. Existem vdrias tentativas em aplicar aproximacdo semi-cldssica em Cosmologia.
Em particular, no trabalho de [33] foi utilizado corregdes quanticas na agdo de Einstein-
Hilbert (EH). Nas pesquisas de Starobinsky [81] ern 1980 (veja também [56] onde as
mesmas solugbes foram obtidas), foi construido um modelo sem singularidade inicial,
baseado na anomalia do traco. Esta anomalia vem do fato de que o trago do tensor
momento-energia, a nivel quantico, néo é nulo. A auomalia pode ser calculada e, a partir
dela, chega-se a uma equacio para a correcao quantica finita para a acdo cldssica do vacuo
(veja [T2], [34]). Vérios aspectos deste modelo foram discutidos em outros srabalhos [1],
61]. Infelizmente, este modelo perdeu sua popularidade apds os trabalhos histéricos de
Guth [44], no qual ainfla¢io resulta como conseqiiéncia da quebra espontanea de simetria
no Modelo Padrio das interagdes eletrofracas. Nas pesquisas seguintes, o modelo de Guth
foi modificado, e como resultado apareceram varios modelog de inflagio (modelo cadtico,
“slow-roll” etc). O problema destes modelos surgiu pelo fato de ter que introduzir um
campo escalar {chamado inflaton) para produzir inflagdo com um potencial de forma
muito especial (veja [7], [35], [51]}). No entanto, nestes modelos “padrdes” de inflagdo
é importante a presenca deste campo escalar € um poteneial que reproduz a constante
cosmoldgica durante o periodo inflacionario e atinge seu estado fundamental no final deste
perfodo. Porém, estes modelos exigem ajuste fino (fine tuning), escolha dos pardmetros do
potencial ou dos dados iniciais etc. A precisdo deste ajuste € muito grande, tipicamente da
ordem de 10719, Aléw disso, 0s potenciais utilizados nos modelos de inflagdo baseados no
inflaton para produzir a inflacdo, sdo postulados de alguma forma apropriada, na maioria

destes modelos. Em outras palavras, estes potenciais sdo fenomenoldgicos e dificilmente
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podem ser obtidos a partir de alguma versdo da Teoria Quéntica de Campos. Além
disso, o inflaton deve ser algum campo escalar com um valor esperado de energia (VEV)
da ordem da cnergia de Planck. A existéncia de tal camp6 € inconsistente com a fisica
moderna de altas energias, que favorece outros candidatos como a teoria de cordas para
um papel como teoria fundamental. Por outro lado, os modelos inflacionarios baseados
em teoria de cordas encontram dificuldades com relagio a saida da inflaglo (graceful exit),
veja por exemplo [52). Ao mesmo tempo o Modelo de Starobinsky original também exige
ajuste finc de vdrios parametros, como dados iniciais € pardmetros da aglio do vdcuo.

Em nossos trabalhos, aplicamos os métodos da teoria quantica de campos efetiva
numa abordagem semi-cldssica para a gravitacdo. Como resultado, surgiu um modelo
que chamamos de Modelo de Starobinsky modificado [31], [32], [76], [66]. Neste modelo,
resolvemos varios problemas do modelo de Starobinsky original. No momento, nosso
modelo de inflagdo é o dnico que ndo exige nenhum ajuste fino para os dados iniciais, nem
mesmo para se chegar a fase de Friedmann-Robertson-Walker (FRW), ndo inflacionéaria,
dominada pela radiacao.

Aqui voltaremos & origem da inflacio, segundo ¢ Modelo de Starobinsky [81], [56]
¢ derivaremos os efeitos quinticos, ou seja, uma corre¢ao quantica a equacac classica
de Einstein. No caso de campos sem massa reproduzimos os resultados de [81], usando
agio cfetiva e principio da acio minima, enquanto os artigos [81], [56] utilizaram as
componentes-(0, 0) da equacio de Einstein-Hilbert. Investigamos as solugGes cosmologicas
para diferentes valores do pardmetro k& = (0,1, —1 ¢ também com constante cosmoliogica
A. Estas solugdes sdo parecidas com as encontradas por Starobinsky, porém agora, o
parametro de Hubble H é modificado pela presenca da constante cosmoldgica. Estudamaos
estabilidade destas solug@es e verificamos que, na aproximagio para tempos grandes (final
da inflagio), temos a mesma equagdo perturbada e a condigdo de estabilidade para todos
os valores de curvatura k. Outro fator importante é que esta condicéo de estabilidade néo
depende da constante cosmoldgica. Portanto, isto simplifica a investigacao posterior de
uma estabilidade para sitnacdo mais complicada, guando devemos considerar os efeitos de
campos massivos. MNesta situagdo, podemos utilizar os resultados de campos sem massa

considerando k € A nulos, nma vez que nio surge termos novos com esta dependéncia.
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Para nosso modelo de inflagio é importante mostrar que apds um certo tempo a partir
do inicio da inflagio os efeitos das massas dos campos quinticos ganham importancia
tal que isto provoca uma desaceleracdoe da inflagio {66]. Isto é especialmente importante
se supormoes que existe supersimetria em energias altas. J4 na iltima fase da inflacio,
as particulas-S (parceiros supersimétricos das particulas do Modelo Padrao) tornam-se
muito pesadas comparando cam o parametro de Hubble (que define uma escala de massa)
e ndo produzem efeitos quéinticos de vacno. Isto acontece devido a um fendémeno que
se chama desacoplamento (detalhes de desacoplamento para campos quanticos massivos
em espaco-tempo curvo foram considerados emn [41]}). Como resultado deste fenémeno,
o Universo passa para uma inflagio instdvel e finalmente acontece uma transicdo para a
evolucao FRW dominada pela radiacio. Outro aspecifo importante é a amplificacdo das
perturbactes da métrica (ondas gravitacionais) durante o perfodo inflacionsrio, especial-
mente nos Ultimos 65 e-folds (uma expansio em €% ordens de magnitude cornegando de
algum tempo inicial) da fase estdvel. Investigamos o espectro de poténcias destas ondas e
encontrames concordancia no indice espectral tanto com os modelos de inflagio baseados
em inflaton, quanto com os dadoes observacionais,

Durante as investigacdes utilizamos o pacote algébrico Mathematica [89], também
Fortran e método de aproximacdo analitica baseado no critério de Routh-Hurwitz {20].
Usamos também o programa CMBFast [74] para obter o espectro de anisotropia da ra-
diacio césmica de fundo devido as ondas gravitacionais.

Nesta tese apresentaremos uma visao completa do modelo de inflagdo baseade nos
efeitos quinticos de vacuo. Uma parte desta tese é nfo original: a revisdo nos capitulos 2
e 3 foi baseada em livros na drea (tais como [85], [33], {17] e outros) e também em notas
de aula [78]. Por cutro lado, os capitulos 4, 5 e 6 sio originais.

Esta tese estd organizada da seguinte forma: no capitulo 2, derivamos a solugao cos-
moldgica cldssica [85] no espago plano. No capitulo 3, apresentamos uma rdpida revisio
de renormalizagio da teoria quéntica dos camipos com wmna métrica externa como fundo
11] {(aqui seguimos como base ¢ livre {17]} e, posteriormente, consideramos em detal-
hes a renormalizaciio da acidn do vacuo. Logo a seguir, revemos a derivagiio da corregio

quantica para a acio cldssica gravitacional [72, 34], Mostramos que esta correcdo resulta
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da anomalia do trago [27] e que contém um funcional conformalinente invariante descon-
hecido. Porém, para a métrica FRW (Friedmann Roberston-Walker), este funcional €
irncelevante e a solucio €, dentro deste modeio, exata [72, 34]. No capitulo 4, vamos con-
siderar o modele de Universe primordial preenchido por radiacéo livre. Esta radiacao
€ composta por um conjunie de campos de matéria livre, sem massa e conformalmente
invariantes num espaco-tempo curvn arbitrario. Também levamos em conta a correc¢ao
quintica para a agio classica gravitacional apresentada no capitule 3. Ainda no capitulo
4 apresentamos as solugles particulares para os valeres de & = 0,1, —1 e com constante
cosmologica A. Apds isto, mnostramos nossos estudos numéricos e andlises fisicas da in-
flagdo para dois casos especificos — Modelo Padrio de fisica de particulas (SM) ¢ modelos
de GUT - que surge apés compactificacdo da teoria-M para 4 dimeusdes, para & ¢ A
nulos, Verificamos que a estabilidade ou instabilidade das perturbacoes do fator conforme
depende do niimero dos campos com spin 0, ; e 1 e ndo depende de A. Além disso,
mostramos que na aproximacio para tempos grandes, a estabilidade para curvatura nao
nula, se comporta identicamente gquando consideramos k = 0. No capitule 3, encontramos
a equaclo das perturbagtes da métrica para & = 0 seguida pela andlise espectral das ondas
gravitacionais por métodos numérices utilizande o pacote Mathematica ¢ comparamos
com a previsdo tedrica do rmodelo de inflagao haseado no inflaten e com dados obser-
vacionais. Posteriormente, no capftulo 8, levamos em conta a contribuicae des campos
masgsivos e investigamos o comportamento das perturbagbes do fater conforme da métrica
por métode analitico e andlise numérica utilizande os programas Mathemaiica e Fortran.
Finalmente, fazemos estude da estabilidade das pertubacdes da métrica via método de
aproximacao analitica. Seguem-se as Conclusdes Gerals ¢ os Apéndices A, B onde sdo

reunidos expresstes auxiliares no desenvolvimente dos topicos estudados.
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Capitulo 2

Uma breve revisao do Modelo
Cosmoldogico Padrao

Neste capitulo vamos rever o Modelo Cosmolégico Padrao, inclusive quando a constante
cosmolégica A # 0. Vamos ver dois tratamentos para o modelo, primeiro utilizando
as equaches de Einstein e posteriormente, considerando o principio variacional, onde a
métrica é introduzida j4 a nivel da agdo. Veremos que, independente do tratamento,
ternos as solucdes com singularidade (o Universo se reduz a um ponto) para duas versoes
da equacéo de estado da matéria: radiagao (Universo primordial) e poeira (Universo atual)
quando consideramos A = 0.

O Modelo Cosmolégico Padrio baseia-se na hipétese de um Universo homogéneo e
isotrépico [85]. Isto implica que ele pode ser descrito pela métrica de Robertson-Walker.

(Ou seja, ¢ elemento de linha é dado por:

dr?

1—kr

ds* = dff — a¥(1) - [y +r2d0Y (2.1)

onde r é a distancia de algum ponte do espago dade (para espago-tempo homogéneo &
isotrépico a escolha deste ponto ndo é importante), a{f) ¢ uma fungéo somente da variavel
temporal e dQ é o elemento do angulo solido. O valer de & define a curvatura ®)/C da

secio espacial M?® de uma variedade 4-dimensional M?+

k

3 _
”;‘C_EE.

Portanto, para k = 0 o espago M2 € plano, &k == 1 o espago A3 é uma esfera 3-dimensional

e k = -1 o espace M° é uma pseudo-esfera 3-dimensional.
pag: p
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Consideremos a soluchio das equacbes de Einstein para & = 0. Primeiro, temos que
definir uma fonte. Suponha o Universo preenchido por matéria que pode ser, em escalas
césmicas, descrita conio um fluide perfeito. As Unicas caracteristicas deste fluido sao a
densidade de energia p e pressio p, na qual tem que satisfazer alguma equagio de estado.

O tensor momento-energia pode ser apresentado, em coordenadas co-mdéveis [33] como
T, =diagip. —p, —p,—p}. (2.3)

Para chegarmos na equac@o para a(t} precisamos enconirar os Simbolos de Christoffel

F {x

1.
P ;ng (Ouine + Fugap =~ ahgw) (2'4)

considerando a métrica {2.1). Apds cdleulos algébricos, obtemos as componentes ndo nulas
de (2.4) que contribuirdo para as equacoes de movimento. I, conseqilentemente, as do

tensor de Riccl K, e curvatura escalar R para as equagbes de Einstein
1
Gﬁy = Rﬂv i ”é‘ Rg‘“y = SIﬁMGpr -+ 4”\. g#y. (2_5)

Primeiramente vamos considerar constante cosinoldgica A = 0. Com cdlculos diretos,

usando as componentes de (2.5}, encontramos as seguintes equacdes de Einstein:

-y 2
2 _ (@) _ 87G
onde H = a/a ¢é a constante de Hubble, ¢
oy 2 .
2
(9) +22 = ~8aGp. (2.7)
a o

Aqui adotamos o sisterna de unidades em que ¢ = i = 1. A equagéo

dp _ _3da

b (2.8)

vem da Lei da Conservacdo de BEnergia V,T*" = 0 e podemos escrever a seguinte integral

d
3lna=- [ —F_ + const, (2.9)
p+p
Neste caso, a eq.{2.9) da uma relagio entre p e o fator de escala a (¢). A relagdo entre p

e p é dada pela equagio de estado da matéria.
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Diferenciando (2.6) em relagdo ae tempo e usando a relagdo entre p e a (¢) obtemos
uma equacao gue, apds uma combinacao linear com a equacao inicial (2.6), resulta na
equacdo (2.7). Em outras palavras, as equagdes (2.6) e (2.7} néo sao independentes e,
tanto uma quanio a outra, podem ser utilizadas para se chegar na sohigdo das equagdes
de movimento. Este resultado ja era esperado, uma vez gue & feoria tem apenas um grauw
de liberdade a(t).

E comum considerar dois casos particulares, separadamente, com relagao as equagoes

de estado da matéria

1} Quando ¢ — 0, a densidade de matéria total torna-se infinita, assim como a pressao.

Neste caso, usamos a squacac de estado p = p/3, para radiagdo e, a partir de (2.9), temos

QZE-

Utilizando a equagio de movimento {2.6) encontramos a seguinte solucdo
a~ 13, (2.10)

ou seja, um Universo primordial em expansdo. O problema da singularidade aparece se
uisermos saber como o Universo se comporta no inicio desta expansio (ou seja, quando
t — 0). Neste caso, temos # singularidade a(t}) — 0, e os valores de curvatura e da

densidade de energia p ficam infinitos. A este perfodo denominamos fase rediative.
2) Alternativamente, recorremos & equacio de estado da matéria incoerente p = 0 ¢ a
partir de (2.9) temos:
o
= ag‘
Neste caso, as equagoes de movimento apresentam a soiugao

o~ 13, (2.11)

com as mesmas caracteristicas da solugdo anterior, ou seja, em ambos 0s €4s05 temos uma
singularidade no inicio da expansio do Universo. Denominamos, a este periodo, fase de
muoetéria.

Uma solucdo sem singularidade para o Universo primordial pode ser obtida con-

siderando A # 0 em (2.3). Neste caso, na auséncia de matéria, temos uma expansao
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da forma

alt) ~ eVt (2.12)

Assim, o Universo primordial expande muito rapidamente por esta exponencial. Um
dos problemas para esta inflacdo originada da consiante cosmolégica inicial é explicar
a passagem para o Universo observado hoje. A constante cosmoldgica nao poderia ser
alterada neste modelo, e tudo indica que, no Universe primordial seu valor deveria ser
muito maior que o esperado atualmente. Para resolver este problema, modelos incluindo
rampo escalar {chamado inflaton) foram considerados [44] com um potencial reproduzindo
esta constante cosmoldgica (veja [7], [55], [51]). Acontece que nestes modelos é necessdrio
ajuste fino dos dados iniciais e o potencial deve ser postulado. Aqui vamos trabalhar com
um modelo alternativo, generalizando o modelo original de Starobinsky [81]. No modelo
original de Starobinsky € preciso um ajuste fino para atingir a fase de FRW e controlar as
ondas gravitacionais. Mostraremos que é possivel resolver este problema de forma natural
e sern ajuste de parametros.

Primeiramente, vamos ressaltar alguns pontos relevantes com relagao a forma inicial
das equacaes consideradas. E importante notar que, por exemplo, pelo fato de termos
apenas um grau de liberdade, podemos obter as mesmas solugdes acima considerando o
trago das equagtes de Einstein

—R =87rGT,

ou seja,

. .9
a @

b — A+ — ] =87G (p— 3 2.13
bLz'&) wG {p — 3p}, {2.13)

onde foi considerade A = 0. Para simplificar, podemos escrever a equacdo (2.13) em

termos do tempo conforme {7) definido por a (t) dn = dt. Denotaremos %2 =a/, ng% =g

e assim por diante. Com isto, a equacdo de movimento fica

e para radiacio p = p/3, temos:
a"(t) = 0. (2.14)



Capitulo 2. Uma breve revisio de Modelo Cosmoldgico Padrio

Apds transformagdo de volta ao tempo real, utilizando § = « 4g» Obtemos novamente
alt) x 3. Este fata é Importante, pois pode simplificar a solugio das equagbes de
movimento ¢, em alguns casos, explicitar simetrias.

Vale ressaltar que a equac¢io (2.14) também pode ser obtida levando-se em conta o
principio da agdo minima, ou seja, exigindo que a derivada variacional com relacdo & da

acao e Einstein-Hilbert

Spx = w——/d TV=g (R +2A) (2.15)

seja nula, onde Mp é a massa de Planck.
Usaremos o fato de que a métrica de FRW, com k = 0, pode se escrita como
Gpo = G 32"'? {2.16)

onde g, = 7y é a métrica de Minkowski e @ = Ina(t) é o fator conforme da métrica.
Neste caso, podemos transformar R, curvatura escalar, em termos de o {veja Apéndice-A

para a transformagao conforme de outras grandezas) e obter, para n = 4,
R=e""IR - 6(Vo)* - 6(V)], {(2.17)

onde R = ~6k =0, para n caso plano. Porém, € til guardar os resultados em termos de

ke A. O determinante da métrica g, se transforma como
onde, para métrica de Minkowski, /=g = 1. A acéc de Einstein fica da seguinte forma
Suald] = - [ gt ke e (07 + (0)?) - 2ev]
e sua derivada variacional, apds algumas simplificagdes e integracdes por partes, vale
d5ex (7] _ 121’1@.62%

2A
Vd " ! 2 o
e = T CY [T o0 - e 219

onde V' é o volume 3-dimensional originade da integracio espacial direta.
Escrevendo a equacao de movimento acima em termos de a(¢) e considerando k e A
nulos (caso estudado nesta segdo), chegamos ac mesmo resultado (2.14) para a evolugio

de radiacdo-dominante.

10



Capitale 2. Uma breve revisdo do Modela Cosmoldgico Padrio

Porém, este é um resultado particular, somente para radiagio. Para considerarmos a
matéria, devemos uiilizar como parte da acéo total, a acdo do fluido ideal preenchendo o

Universo. Esta agdo pode ser obtida através do tensor momento-energia
T = ufu” (p + p) ~ pg**,

onde w* é a quadri-velocidade, p a pressdo e p a densidade de matéria. Por outro lado, a
definiao do tensor moments-energia € a seguinte:
. 2 &S .
1 w = ==y T = O (219)
\/:Q 59&5
onde 5 € urna agéo das particulas ou dos campos de matéria. Portante, podemos escrever

a a¢ao da matéria como

Sy = ffwx/fg{x (p—p) v’ g +yp+ 20}, (2.20)

onde x, y, z sdo, a principio, alguns coeficientes desconhecidos. Fazendo variagdo de {2.20)
em termos da métrica e comparando com a eq.(?7), encontramos os seguintes valores para
0s coeficientes z = —1/2,4 = 3/2 ¢ z = 1/2. ¥ facil ver que, para métrica conformalmente
plana g,, = a®y,,, a variagio de (2.20) com relacio ao fator de escala

%Sg = (3p — p)a*V (2.21)
¢ nula para p = p/3 e. portanto, o trago do tensor momento-energia é nulo também. Isto
faz (2.18) coincidir com o resultade (2.14). O mesmo pode ser obtido em termos do fator
conforme. Porém, para outras equacdes de estado, devemos considerar como agao cldssica

a seguinte acio total:

Sy = Spp + Sy

e a equagao de movimento deve ser 5—51;—1}@» = (. Podernos facilmente ver que isto nos leva
a mhesina equacao (2.13), se ME == 1/G, inclusive se eonsiderarmos A # 0.

Aqui vamos trabalhar com este método variacional diretamente na acio usando trans-
formagoes conformes. Considerarémos termos mais complexos na agio onde levaremos em
conta a contribuigdo qudntica para esta solugao. Portanto, vamos no préximo capitulo,
apresentar algumas considerages gerais sobre Teoria Quéntica de Campos emn espago-

tempo curvo para chegarmos a estas contribuicdes.

11



Capitulo 3

FElementos da Teoria Quéantica de
Campos em espaco curvo: acao
efetiva induzida pela anomalia

3.1 Introducao geral

Podemos esperar que, no inicio do Universo. as forgas gravitacionais foramn bastante in-
tensas e geraram particulas com energias muito altas, até chegar 3 energia de Planck. Por
este motivo, consideraremos a importancia dos efeitos quanticos dos campos de matéria
num espago com métrica cldssica (de fundo) como uma teoria efetiva para energias abaixo
da escala de Planck.

Neste capitulo, mostraremos como estes efeitos podem ser analizados com o objetivo
de aplicar, em seguida, uma descricdo para o Universo nove. Inicialmente, mostraremos
como devemos formular a teoria dos campos no espago-tempo curvo. Introdugio geral de
renormalizacio da Teoria Quéntica de Campos em espago-tempo curvo pode ser encon-
trado nos livros [17], [11], [36], [25]. Apresentaremos esta parte com base no livro [17] e
notas de aulas [78].

Nosso primeiro objetivo é valcular as corregbes quanticas. Usaremos o método de
Schwinger-DeWitt [25] para os campos de matéria livres e sem massa com spin = 0, sel
Assim, chegamos a umna acao efetiva que possui termos infinitos. Para retirarmos estas di-
vergéncias, contratermos s8o introduzidos resultando em implicagoes como a dependéncia

de escala nos parfmetros da acio do vicuo ¢ anomalia conforme.

12



Capitole 3. Elementos da Troria Quéntica de Campos am espago curve: agdo efetiva induzida pela anomalia

Necessidade de Teoria Quantica de Campos e/ou Gravitacao Quéantica

N#o podemos dispensar o significado das singularidades j& que elas surgem nas solugées
mais importantes e mais simples, que correspondem 3s principais dreas de aplicagio da
Relatividade Geral (RG), como a solugio de Schwarzschild e a solucdo cosmoldgica.

A resclugio mais natural para o problema das singularidades é que a RG nao ¢ vilida
eth todas as escalas. Assim, estamos forgados a supor que, para distancias muito peque-
nas, quando as eurvaturas se tornam muito grandes, os fendmenos gravitacionais devem
ser descritos por alguma outra teoria, mais geral do que RG. Mas, devido ao sucesso
da RG na 4rea cldssica, esperamos que esta teoria mais geral coincidira com a RG no
limite de grandes distincias. A origem mais provavel do desvio da RG s@o os efeitos
quinticos. Usualmente, a escala esperada dos efeitos da gravitacio quéntica estd asso-
cisda as unidades do comprimento, tempo e massa de Planck. A idéia das unidades
de Planck é a seguinte. Suponha que existam apenas trés constantes fundamentais na
nafureza

3
¢ =310 em/seg, ho=1054-10% erg - seg, G=2667-107% »»E-nz— . {31
seg’. g

Em termos destas constantes, pode-se construir uma forma dnica para as quantidades

com dimenséo de comprimento lp, tempo ¢p e massa Mp:
Ip = GYIRM? 32 14107 % omy

ip = G2 RM2 752 o 0.7-107" seg;

ﬁ’{P — 6“11{2 ﬁ)l!}z (_;lﬁ ~= .2 - 10_5g ~z 1019 Gﬁv . (32)

As Unidades de Planck podem ser utilizadas de diferentes formas. Em fisica de particulas,
é comum considerar ¢ = b = 1 e medir todas as grandezas em GeV. Esta unidade ¢
muito conveniente neste ¢aso, pois as quantidades de medidas sio energias ¢ momento de
particulas, e estas costumam ser grandezas comparéaveis entre si. Tambem pode-se medir
a constante de Newton G, em GeV; obtendo, de acordo com (3.2), a correspondéncia
G = 1/M%. Claro que, nestas unidades tp =lp = /Mp.

Agora, se considerarntos Mp como wmng medida universai, devemos fazer Mp = 1,

tal que G = 1 também, ¢ todas as outras grandezas passam a ser medidas em poténcias

13



Capitalo 3. Elementos da Teoria Quiniica de Campos em espago curve: agio efetiva induzida pela anomalia

de massa de Planck Mp. Km gravitacao quintica, este é o melhor sistema de unidades,
J4 que ele estd baseado nas unidades fundamentais e nao hd necessidade de indicar a
dimensdo das grandezas. Ji que as quantidades (3.2) envolvem, simultaneamente, ¢, A
e (&, pode-se interpretar isto tal que a escsla fundamental corresponde a algum efeito
quantico relativistico. No entanto, esta interpretacao é também ambigua por estar rela-
cionada com duas tecrias bastante diferentes: o efeito quintico dos campos de matéria ou
quantiza¢ao dos mesmos. A reoria quintica de campos de matéria, no fundo cldssico, nio
apresenta problemas como renormalizag¢do ¢ tem sido aplicada com sucesso em cosmologia
inflaciondria e evaporagdo de buracos negros. Por outro lado, a quantizagio dos campos
gravitacionais encontra sérias dificuldades. Uma delas é devido & natureza dimensional
da constante gravitacional e sua versio perturbada nfo ¢ renormalizivel na aproximacio
tradicional. Nesta tese, ndo consideramos guantizagdo da métrica ¢ executamos nosso

trabalho dentro de uma abordagem semi-cldssica.

Construgao de ag¢ao para os campos de matéria em espago-tempo curvo

Mostraremos a seguir algumas regras que devemnos exigir para a construcao das agdes
dos campos de matéria em espago-tenipo curvo.

Uma primeira possibilidade para construir uma teoria em espago-tempo curvo € supor
que num ponto qualquer do espago nas coordenadas locais de Lorentz, a agdo deve ter
a mesma forma que no espaco-plano. Portanta, guando fazemos uma transformacio de
coordenadas, devemos obter a acdo como wna funcio escalar. Entdo, uma forma usual de
se obter a acdo no espago curvo € utilizar as seguintes correspondéncias entre espaco-tempo

plano e curvo para que s¢ mantenha a agio conmo um escalar:

/ld":r:w&fd‘ix -4,

onde g = detg,, e V, ¢ a dertvada covariante. No entanto, existe um procedimento

mais geral que é, na verdade, o mais adequado para a construgdo de wna teoria quantica
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renormalizdvel de forma mais simples possivel. De acordo com a Relatividade Geral, para
constriirmos a acdo devemos impor as seguintes condigdes:

1. localidade;

2. covariancia geral;

3. preservagdo de todas as simetrias da agfo cldssica, no espa¢o-tempo de Minkowski;

4. nio introdugio de novos pardmetros com dimensao [massa] ™.

De acordo com estas condigdes, obteremos as expressOes para a agao de campos livres
escalares, férmions de Dirac e campos de gauge vetoriais (com spin 0,1/2,1 respectiva-
mente)

i 2 o
So =5 [ dav/=g {(Ve) + mi +ERA) (33)

onde € é o pardmetro de acoplamento ndo-minimo e (Ve)? = g* 3,00,
M

Sip = i [ dtav/=g {$ 1 Va+img] v} ; (3.4)

U 1 is & Py

53 = /d4$\;‘—'g {—E F;.wFﬂ } - («30)
A acao do vacuo, que satisfaz as condigdes mencionadas acima e também possui a forma
mais simples possivel garantindo a teoria renormalizdvel [11, 17, 78], adquire a seguinte

forma geral
Svae = Sap + SeH, (3.6)

onde Sy é a acdo de Einstein-Hilbert, dado pela eq. (2.15}, Sap é o termo que chamamos

de *altas derivadas”

SAD = /dﬁlx\/fg {alcg + &QE + G3V2R -+ a-iRz } y (37)

onde
C*4)=R2 ;- 2RL, +1/3R (3.8)

pead
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¢ o quadrado do teasor de Weyl no espaco 4-dimensional. E «til ter, além de (3.8), uma
expressdo similar para dimensio n arbitrdria:

4 2
C*(n) = Coppu T = B2 5 — —— R% + : 22, :
(’f?) B ol D (TL . 1)(??/ o 2) R (3 9)

QOutra combina¢io importante dos quadrados do tensor de curvatura é
E = Ruqs R — 4 RsR** + R?, (3.10)

integrando do invariante topologico Gauss-Bonnet (no caso 4-dimensional).

Os coeficientes a; s sdo pardmetros arbitrdrios. Para qualquer campo livre, o Gnico
diagrama de Feymann que existe é o de I-loop, fechado e sem linhas externas de campos
de matéria. Por isso, utilizando o céleulo dos graus de divergéncia, obtemos que ag
divergéncias que encontrainos para campos livres sio as de 1-loop para a agdo do vacuo.

Os campos de matéria sein massa possuemn invaridncia conforme local guando o es-
calares sdo acoplados & gravidade com acoplamento ndo-minimo e com £ = 1/6. A nivel
classico, este valor faz com que o trago do tensor momento-energia seja nulo. Além disso,
no nivel a 1-loop, a condigho £ = 1/6 produz renormalizacao [17], mas nic em loops
superiores [45]. Logo, como estamos interessados apenas no nivel de 1-loop, assumiremos
este valor,

Notemos que é possive] a introdugio de termos nio conformalmente invariantes na agio
do vécuo, tais como [ /—gR ou [/~gR?, mas ndo é necessario para a rencrmalizacao
de teorias livres conformalmente invariantes.

Na proxima se¢do, vamos dar uma revisdc sobre a técnica de Schwinger-DeWitt para

extrair divergéncias a 1-loop da ago efetiva.

3.2 Meétodo de Schwinger-DeWitt

O método de Schwinger-DeWitt ¢ » maneira mais elegante (e por isto, mais popular)
de calcular as correcdes quanticas a 1-loop para os campos de matéria em espago-tempo
curve. Neste método nds obtemos a agfio efetiva em forma de poténcias em termos da

curvatura e suas derivadas. Como estes termos sdo locais, esta técnica é mais pratica para
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a avaliagao das divergéncias. Ndo apresentaremos aqui os detalhes da obtencdo da acio
efetiva, apenas damos as referéncias [17, 25] e artigos originais neles citados [17].
No método de integral de trajetéria, definimos o funcional gerador das fungdes de

Green no espago-tempo curvo
210 = f dp ST} (3.11)

Aqui usamos as notagdes condensadas com ¢ denotando um conjunto de campos de
matéria, J denotando um conjunto de fontes correspondentes, enquanto o produto ¢ - .7
representa soma sobre todos os indices e integracio sobre todas as varidveis continuas do
espago-tempo (notagdes de DeWitt), Nio apresentaremos aqui detalhes da CONStrUCAo
dos loops de Z[J] que pode ser visto em [17). Mas para isto € necessirio uma expansio
do funcional gerador em série de Taylor apds a seguinte mudanca de varidvel ¢ — ¢ + @,

algumas vezes chamada de “deslocamento de fundo”. Ounde ¢ € o campo médio

P(r) =< ¢ >, = %%—I)] (3.12)

e W[J] é o funcional generalizado das fungdes de Green conectadas e ests relacionado com
Z|[J} por
ZIJ) = ¥V, (3.13)

Em particular, no nivel a 1-loop obtemes uma férmula conhecida [17]

SO0 /dqﬁ /282027 _ %Deg—lﬁ Sa[d)], (3.14)

oun
T0[g = % In Det Sy[d] = é Tr In 5o, (3.15)
onde,
Lesiel
289 (1)) 6¢ (o) le=5"

Na equagao {3.13), ndés generalizamos uma relacio bem conhecida da 4lgebra linear

(3.16)

5[4 = -

trlnA = det In A. Em principio, deve-se ter um cuidado a mais usando esta relacio,

mas 56 em situagoes mais complicadas, quando estudamos termos nio-locais.
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Os céleulos préticos a 1-loop sempre reduzem o calculo dos determinantes funcionais
eq.(3.15). Portanto, nossa proxima tarefa serd considerar estes determinantes, veja como

referéncia o livro de DeWitt [25]. Definirnos

o sela,

AR /‘.szi}“"g"" 'Y ) = %TT In H. {3.18)

Fal

Este operador depende de parametros externos, como a métrica. Considerando a ex-
Pressio

% Tr In H

¢ fazendo variagdo com relacio aos pardmetros externos, temos
T 5 A S
—¢TrlnH = ~TrH'6H.
2 2
O propagador G = H~! admite a representacio
- s .
H™ = / idse
0
onde s ¢ o tempo-prdpriv de Schwinger. Logo,
] Y s i z % :
I sA f idse™™H = —~ Ty § f idse "8
2 0 2 i
Além disso, obtemos que
i - ) x o .
: TrIln H = -2 Tr / je_‘SH+Cte,
2 2 0 5

onde o termo constante pode ser seguramente desprezado. Seguindo DeWitt [25)], devemos
introduzir o operador evolugiio temporal Uz, z';¢) = e *# como

A 1 DYz, 2} ety o
¥ 7, 1 i —im?s
Uo(z,"58) = (Ariyn/2 gni2 7 K ’

onde o operador H age na funcio-delta covariante. Aqui o{x, z') & a distincia geodésica

entre os pontos % e z', que satisfaz uma identidade 20 = (Vo)? = o“o,. O indice em o
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sempre denotard derivada covariante: o, = V0, g, = V,V, 0, assim por diante. Além

disso, D é o determinante de Var Vieck-Morett e tem a seguinte forma

Holx, 2’
o o ,‘ -— 3 e W\—a—’
Dz, z') = det ( sl I

que ¢ um tensor de densidade dupla, com rels¢do a ambos argumentos do espace-tempo

z e 2. B util definir o correspondente bi-escalar A(z, 2'):

A(z,5') = /—g(") Diz,2') /—g(x).

Consideremos uma possivel representagio para o operador evolugio ff(:_z; 2':8) na forma
. R o)

Uz, i) = Dylz,a'sa) 3 (i) aule, o) (3.19)
k=0

onde ax{z,z’) sao alguns coeficientes que podem ser considerados de tal forma que o
operador evolugao satisfaz a equacao

au . .
ig = +HU. (3.20)

Vamos construir a equaciio para os coeficientes 4, (. 2}, Usando as regras para se derivar

determinantes e a identidade 20 = (Vo)?, podernos estabelecer as seguintes relagoes
ATY V. (Ao#y =n;
Th O + IOy = o -
Fazendo contragio com (o)., chegamos em

of, + 6 0 (07 = (n— b )A.

Substituindo (3.19) em (3.20), chegamos nas seguintes equagbes
TV i = 0, (3.21)
(k + Dager + 0"V, = ATV2(A%8y) + Tag,  k=1,2,3,.... (3.22)

A solucao dessas equactes ndo pode ser encontrada na forma geral, mas é suficiente saber
a coincidéncia dos limites limg, ,» @5 (2, '), onde podemos fazer algum célculo, Denotemos
este lhmite por uma linha vertical e chegamos nas seguintes relacdes

O‘J-"'l = Omu'l - 0: O—MU o gpu-

T
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Analogamente,

T

= _g;)y

¢ Ay = 1, agsim por diante. Depois de algumas dlgebras, temos

i .
T el ‘é (Ru_ﬁcxu + R;acxﬁy} s
. ﬁ 1.
0.# vp.a(] - O: vuvva(} = 3 R;uf 1

onde H,, = [V,, V.| estd no espago dog campos correspondentes. Outra relagio 1til é
1/2 1 ' Z Li2
oIV AT = =V gy A"

da qual conseguimos

1 1

v,aY = o, V.V, AYE = & R VMVU,AMQ‘ = — ER‘W' (3.23)

Se substituimos estes resultados na equacio para 4,, chegamos na seguinte solucio

R. (3.24)

| e

&li = &1($?$) = ﬁ—{—
Notemos que se considerarmos o operador mais geral [9]
Sy = H = 1V? +20¥V, +1I, (3.25)

o termo linear pode ser de fato absorvido ne definicio de derivada covariante

Vpy=D,=V,+h,
Se considerarmos apenas divergéncias ultra-violetas (UV) podemos também, incluir o
parametro m? na definicdo de 1T para simplificar. Logo, todos os cdleulos serao essencial-
mente os mesmos, com duas excecdes. O ¢omutador das novas derivadas covariantes ndo
serd Fu, mas

g;w = f‘é;w — (VV‘E'# - v.uﬁu) - (Euf}'u . ﬁ#hy) (326)

e, no lugar de (3.24), temos

.111|| = di{z,x) = P =11+ éR— YV, h* — by (3.27)
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Apés calculos muitos extensos chegamos em
1

5 1 -
R@#V2ﬂ)+-2-P2+—

&2| = 83z, z) = R2 8

— 52 . (328)

e

A grande vantagem desta expressdo estd na sua universalidade. Calculos dos demals
coeficientes é; sio possivels, apesar de serem mais complicados.

Agora, consideremos novamente a expressao

!' gl 3 i 4 f'wds " L _
—2~Tr InH = 3 Tr jo »—;D(m,:c P 8) =

¢ 2 ds 'Dlpw ) eman i, & .
—_ e K A 7 ei e e PR E-.S ?I fI;’{[If ) 329
ST )5 Gris)h? 2 (5)" iz, ) (3.29)

E facil ver que (para mais detalhes veja [10]) as divergéncias UV correspondem ao limite
inferior desta integral € que, em n = 4, somente 0s trés primeiros termos sao divergentes.
Além disso, as divergéncias logaritmicas s3o dadas pelo terceiro termo da expansao, tal
que a expressio para a parte divergente da agio efetiva, na regularizagao dimensional,

nada mais € que
i —#4

_g].':i = [dd‘?v tr oz, z) , (3.30)

onde £ = (47)%(n — 4) é o pardmetro de regularizagdo dimensional e y, parimetro dimen-

sional de renormalizagdo . A Gltima {drmula é uma ferramenta poderosa para o obtencao
das divergéncias de varios modelos de teoria de campos em espago-ternpo curvo. Substi-

tnindo (3.28) em (3,30) chegamos a

| 1
T [0] = /=g { 5 e — Fag + VIR + 5 PP+ 0 (V2F) 4 msﬁ, }

6
(3.51)

Esta é a férmula de Schwinger-DeWitt para o célculo das divergéncias a 1-loop {onde
voltamos & convengdo em que % = 1). A seguir, utilizaremos esta expressao geral para

caleular as divergéneias dos campos de matéria com spin =0, e 1.
o Campo escalar

Para o campo escalar real, sem interacfo, consideramos a agéo eq. {3.3) ¢ o operador

H tem a seguinte forma

H = (-V2+ml+ER),
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onde,

ﬁ:~(mf~i-§}2).
Consegiientemente, o operador P da eq.{3.31) tem a forma
P= (E éj) R—m?
=3 2
Temos também que
Sp =0,
Substituindo estes valores na equacio (3.31) e considerando as identidades (3.8) e {(3.10),

chegamos no resultado para as divergéncias

o 1 1 ] 1 1,1
{scy .  © 44 g L . . v > D _ 2
Vi = e,/d 7> Q{ 550 W55 iV R slE—g)ViR+

1 1v200 2 L L :

““5 (6 - “6") R +ms(£—g)R+§ﬁ13} s (332)
porém consideraremos £ = é para obter uma forma conformalnente invariante e m = 0
no modelo para campos livres sem massa. O indice {s¢) em TE;? [¢] é apenas para indicar

que {3.32) nos dé as divergéncias a 1-loop para o campo escalar livre (spin-0), mumn campo

gravitacional externo.
o Campo espinorial

Para que a ac&o do campo espinorial satisfaga as condigoes impostas anteriormente,

introduzimos o tetrada {verbein) e da seguinte forma:
eieu& = g;.w; 8#98.: = gw

e também

S pb o ab o
€’ =", €u€y = Nab-

Com esta construgao, podemos definir y# = y“¢% covariantemente {y* sdo as matrizes de

Dirac [12] ). Definimos a derivada covariante de um espinor como

7 e
V0= G, + ;wﬁb%byﬁ!) {3.33)
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onde
%
Tap == 5 (’}‘"a'.}/b - ’Ybﬁfo) 3

¢ também os coeficientes de conecgdo espinorial

1 1
— , A x
Wab = (ebaOueh — €anlu€l) + ZF(;“ (f,’.aeba. - ebem) ,
0 que nos permite escrever a acdo da seguinte forma eq.(3.4). Para os espinores, temos

outro tipo de operador

H =i {y"Vy~ims) . (3.34)
Para reduzir o cdleulo da agio efetiva para o férmion
M= i TrInH

nds primeiramente multiplicaremos H pela expressio conjugada H" =i (v°V, +im; ).
A diferenga no sinal é devido & paridade impar do campo fermionico enquanto Tr é
considerado de forma usual “bosdnico”.

Supbe-se que a parte divergente de I/ nfio pode depender do sinal da massa, apenas
por razdes de dimensdo. De fato, ‘f‘gi-?, deve ser um funcional local, dependendo somente da
métrica e sem os pardietros de dimensfo inversa da massa. Esta estrutura de T segue,
tamnbém, da possibilidade de sua obtengio usando os diagramas de Feymann simples ou

representagio momento local. Existe uma prova direta geral da identidade
TrlnH = TrinH* (3.35)

de acordo com [65]. Uma vantagem adicional desta prova é que ela afeta também a parte
de Tr In H e inclui casos mais complicados de férmion em uma métrica externa, campos

vetoriais e vetoriais axiais. Vamos agora simplesmente usar (3.35) e escrever
T = Ty mHH = TrIn ("9'V. V. +m}), (3.36)
onde usamos Vav#* = 0, identidade que est4 relacionada com a condigio de metricidade

Vg Gupr = ( e Gy — Fﬁag)\v - Fﬁagy}. =0. (3'37)
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Agora aplicamos as indentidades

1 1
[v,{s s vu} = :(i -Rp,y/\? ’YArYTg ,},u,},yv#vy = Vg — E K (338}

e chegamos ao operador padrio (3.25) com os seguintes elementos

. 3 1 . 1 A -
pe=0  Ml=-2R  P=-ZR = S.= %me*% (3.39)

Depois de alguma dlgebra chegamos 3 seguinfe expresséo para divergéncias
2
L — “;} f d47‘\/~_g{ -11—002(4) - Tlglﬁ E+ 11—5:721{ + ?%IiR — 4m} } . (3.40)
Note que as duas componentes fermionicas contribuern com o coeficiente geral 1/2.
Podemos fazer trés observagdes interessantes se compararmos o resultado (3.40) com o
caso escalar. Primeiro, no caso conforme my = 0, as divergénelas sdo também conformal-
mente invariantes para os férmions; Segundo, as contribuigdes dos espinores e escalares
nao se cancelam, exceto para a renormalizacdo da constante cosmoldgica. Para todos os
trés termos de altas derivadas 0%, F e V2R ambas contribuigbes de escalares e espinores
contribuem com mesmo sinal.  Terceiro, a ambigiiidade relacionada & escolha de C?(4)

também acontece para os férmions, exatamente como se ele fosse escalar.
« Campo vetorial

No caso vetorial sem massa ' nds ndo precisamos distinguir os casos Abelianos e ndo-
Abelianos, pois somente a parte livre da agio ndo-Abeliana é importante e as contribuigdes
desses campos livres sdo somados. Entretanto, podemos considerar um vetor Abeliano
simples e entdo multiplicar o resultado pelo nimero de campos vetoriais. A acao deve ser
completada pela fixacio de gauge de acorde com o método de Fadeev-Popov [17], Afim

de fixar o gauge introduzimos
1
Sgp = 5 fd4$\f -8 (VaA#)Q

e também 2 acio dos campos auxiliares C (z), campos fantasmas (ghost) e C (x), campos

anti-fantasmas

S = /d%;ﬂ?MQ

A obtenciio das divergéncias para o campo vetorial massivo (Proca} foi determinado em [10].
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prde

_ %X
M= 6_.4“'Ra’

ou seja, M = V2, Entdo, a contribuigio da aglo efetiva do vacuo é

P Ly in g - Tr In A, (3.41)

i B
onde H e Hy, séo as formas bilineares da acao dos campos. ( sinal da contribuigao dos
‘whosts” de Faddeev-Popov é devido ao fato de que estes campos sao anti-comutativos &
paridade impar de Grasmann dos ghosts.
Depais de algumas integracdes parciais e comutagdes de derivadas covariantes, a agao

(3.5} pode ser reescrita como
1 . 1 v .
Si=5 / d'e/g (0 A4,) + 5 / d'v /g ALV — R)A,. (3.42)

Agora, escolhemos o termo de fixaciio de gauge na forma S,y = —(1/2) - [ d*z,/g(8,A.)*

e chegamos 3 seguinte forma bilinear
H=§V"~-R]. (3.43)

Levando em conta o gerador para as transformacdes de gauge, chegamos em ffg& = V2,
portanto

P = % Tr ln(64V2 - R;) —i Tr In (V7). (3.44)

Para o primeiro termo obtemos que

O=0¥=-R¢ = A =0,
j& que
R 1 -
P=Pp=zR&; R, Sap = [Sasls = —R 0

Substituindo essas expressdes em (3.28), e considerando as contribui¢des dos campos

fantasmas, temos

S{vet} 1 — 1 2 " 1 ~
FS;?_; =T ] d*z /g {”lﬁ C*(4) - T80 E— 0 VZR)} : (3.45)

Como era esperado, as divergéncias sdo dadas pelos termos conformalinente invariantes e

termos de superficie. As contribuictes dos termos de altas derivadas C* ¢ E tém o mesmo

o
o
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sinal para férmions e escalares, enquanto que a contribuicio para o termo-V2R tem sinal
contrario.

Para condensar os 3 campos, usaremos uma notacao conhecida em termos de Np, N

]

¢ Ny, que determinam a quantidade de campos com spin = 0, % e 1 existentes
{1 far ar . A (F} 7 uer) ¢
T (No, Nuja, Ny ) = No TS89 (6] + Nopp T8 (o] + NLTGED [,

onde Ny, € denominado como o conteddo de particule da teona.

De forma condensada, escrevermnos

T e o ar 17 3 , _
Tin (Vo Nip, Ny ) = = Ty j d*z/=g{wC? -+ bE + ¢V*R}, (3.16)
com 0s respectivos coeficientes
1 1 1 1
] ooz as— T T _"?\"’ £ I ’ .5
w (a7)? (12 Ny + 50 12+ 10 IV;)? (3 47)
1 1 11 31
b= SNy N+ —— N ) 3.4
(47)? (368 ot 3602 g ! (3-48)
1 1 1 1
= [ Ny+ == Nyjg = == Ny | ,
“= 4y (188 R ER T ’) (3.49)

A expressio Ti;i (Ng, Ny, N;) é a divergéneis 2 1-loop para o conjunto dos campos livres

no espago-tempo curvo [11],i17].

3.3 Equacoes do grupo de renormalizacao

Exploraremos agora uma conseqiiéncia importante da renormalizacao. Os resultados fi-
nais da teoria renormalizada podem depender da escolha da escala de renormalizagio
g Existe wuma simetria associada com esta dependéncia, ou seja, um grupo de trans-
formacdes envolvendo variagGes em u. Este grupo de trausformagoes é chamado grupe de
renormalizacdo (para aprofundamento veja, por exemplo, os livros {22], [71]).

Para obtermos as equaces do grupo de renormalizagio no espago-tempo curvo seguire-
mos [17]. Os funcionais geradores das fungdes de Green conectadas “nuas” (bare) e renor-

malizadas s&0 escritos respectivamente

& Woldo] :/D@ﬂef(50§¢’o‘??0]+¢’o‘fo)? (3.50)
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VI = [ Doeiearen, a1

onde p ¢ conjunto de pardmetros {massas, constantes de acoplamento €, pardmetros da
acao do vAcuo) e py séo pardmetros “bare” correspondentes.

Renormalizagdo multiplicativa significa Splég, po] = S16, pl. Faremos a seguinte mu-

l . . —~~ » - +
danga de varidvel ¢, — Z7¢, onde ¢ e ¢ sdo os campos médios escalares. A partir das
cquagtes (3.50) e (3.51) temos que Wy [Jg] = W [J]. Neste caso,
J = =975 J,.

Desta forma o campo médio satisfaz a seguinte relacio
8,
dJo

e, congequentemente, encontramos, para a agio efetiva

G0 = =y 754,
T [$a] = Wo [Jo] — dodo = T'[g].
Entao, podemos escrever que
Ff) ;gaﬁ': {5501 Pu, n] =r égftﬁe _ar’: Py,

onde n é um pardmetro de regularizacfio dimensional e p é a energia de escala tipica. A

parte esquerda da equagdo anterior ndo depende de p. Logo, é evidente que

e
f-“’;};;r {g&,ﬁ: é: D, |, n] — 01
¢ COIMOs consequéncia
%, rip 2 dq) dg(z) ¢
& r ads ¥y Py Hy =0.
[P«au +/d i 54 (908 &, 0, 14, 7]
Denotamaos
dp d¢ (=}
_ o / . 3.52
b P = 5 ), W )6 @) (3.52)

denominadas fung¢des beta ¢ gamma. Desta forma,
a9 c’) =3

éa equar;é%o do grupo de renorma.lizar;éo para a agdo efetiva.

] F [gﬁtﬁv (;5: pa Hy T.l] = {) (353)

Na proxima seg@o, rencrmalizaremos a a¢ao efetiva e ealcularemos, a partir de (3.52),

o8 parametros de renormalizacio da acio do vicuo.

27
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3.4 Renormalizacao para a agao do vacuo

Vamos considerar a agio total {sem o termc de Einstein-Hilbert, gque introduziremos
posteriormente)} como

"= £ materia T Sap + F(i} ; (3‘54)

onde S4p é dado pela eq. (3.7) e 'V ¢ a corregao quintica simples (n&o renormalizada)

da acdo cldssica S5 = Syueria = Sap €O a agao

i Nysa N
1
materm /dix\t Z 2 v ‘:Oiv,u&?z + GRYS} ‘L’ i Z ?g)] )’#vg@_‘} Z Fk,;,ka
i=1 k 1

des campos livres semn massa conformalmente invariantes reunindo as equagbes (3.3),
(3.4) e (3.5), que sdo invariantes perante transformaco conforme (consideramos m = e
______ 1
€= 1),
A correcdo a 1-loop I'™™ possui termos infinitos. Para retirarmos esta divergéneia

fazemos a seguinte renormalizacio
SAD —?Szﬂ"f” AS = S;{Dg (3:}5)

onde AS ¢ um contratermo e S%;, e o termo de altas derivadas da a¢do de vdcuo eq.{3.7)
em n-dimensoes.

Queremos nm AS que seja
1. um funcional local;
2. infinito, tal que S4p + '™V + AS seja finito.

Para retirar as divergéncias de I'(") definimos AS = —T') | equacio (3.46) no espago
n~dimensional. Devemos notar que esta mudanca em Sp nao altera o valor de I‘dw, uma

vez que 'Y tem como origem os efeitos dos campos de matéria e nio depende da acdo

div
do vdcuo (3.46). No caso geral de teoria com interagfes, também néo teremos mudanca
alguma em f‘fg pois AS é proporcional & h, e por isto, s6 poderd afetar termos de ordem
superior a 2-loops.

AS retira toda a parte que diverge em '), mas ainda ficamos com uma parte finita

¢ que ndo é conformalmente invariante. Isto gera uma anomalia no trago do tensor

28



Capitufo 3. Elementos da Teoria Quintica de Campos em espaco curvo: acdo efetiva induzida pefa anomalia 29

momento-energia. Veremos na préxima secdo que esta anomalia nos habilita a encontrar
o termo nao conforme da agdo efetiva do vacuo [34], [72].

A agdo do vécuo renormalizada %, = §+ AS fica da seguinte forma

SR =t / d*z/—g{ (al + —?) C* -+ (Gz + :9:2-) E+ (ag + f%) V2R},
[ Z

onde
5y w
& = (47?)2 ]
83 c

para termos correspondéncia com a equagio (3.46), j& que os coeficientes sao idéntices.
Mas ainda temos um problema: a aglio efetiva é finita, mas a acdio cldssica, S%p, ¢
infinita porque seus coeficientes sio infinitos em n = 4, uma vez que € = (4n ) (n — 4.

Para resclver este problerna, introduzimos os parfmetros “nas” (bare) agu)} tal que
55401)) = Sﬁpz (3.56)
tenha a seguinte forma
5 = ]d“x\/ﬁ{a%‘}}cﬁ +a"F + af"V*R}.

A equacho {3.56) significa que dois funicionais séo iguais se seus pardmetros satisfazem a
seguinte relacao:
a&ol =yt (tlg + f}") :
£
Desta forma, os valores observéveis {renormalizados} a; sdo finitos, mas os valores nao
observiveis (ntGs ou “bare”) (LEB) sio infinitos. Veremos agora como ¢; depende de y

utilizando 2 equagio do grupo de renormalizacdo (3.53), fazendo

d (0) d { s ( Si)]
S et e+ 2 = 0.
#d,u,al pd,u # “T

Desta equacao obtermos o valor de 4,

(i 53

p.@ai =~ (n—4} (ai + ;) .

Substituindo o valor de £ e depois considerando o limite n — 4, chegamos 2 fungao

beta (3.52} para a;
d

J— - — '91:
'3”'" - p'g;;a?'}n:«‘-l B (4‘?T)2 '
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Fazendo, na equacdo anterior, uma mudanga de varidvel ¢ = ln p/ o, chegamos a

a; (8) = a: (0) ~ (3.57)

5 A
(4m)?’

onde a; (t) ou a; (4) ¢ uma constante de acoplamento adimensional. Definimos [3]

1
A B ——
@;

e, como em {77}, conecluimos que

A (0)

siA{0} . 7

X (1) =

Supondo que A, > 0, podemos analizar duas situacdes:

1.

b

s oy 1 ]
8; < 0. Neste caso, quando ¥ = - (T%%}) , vemos que X, (t) — oo. Este é o
comportamento tipico para teorias como a eletrodindmica quéntica {QED) ou a

teoria escalar com acoplamento quéadruplo.

s; > 0. Aqui A (£) — 0 guando t — oo, este é o comportamento assintoticamente
livre. Para as cargas A; e A; podemos observar este mesmo tipo de comportamento
para quaisquer valores (Np, N: e N,) dos campos da teoria. Para A3 encontramos
uma teoria assintoticamente livre se V; < %% + %N 12, € comportamento do primeiro
tipo no caso contrério. £ importante ressaltar que, no nosso modelo, este compor-
tamento ndo traz problemas como em QED, pois todos os A; ndo sdo parametros da
expansdo em logp, mas sim, pardmetros da agfo do vdcuo. Veremos também que
termos conformalmente invariantes na agdo do vdcuo (3.6) nao contribuem para as
equacdes dinamicas do fator canforme. Por isto, a dependéncia de escala para os
pardmetros da acio do vécuo ndo tem importincia para cosmologia isotrdpica e ho-
mogénea. Por outro lado, as fungdes-3 definern a anomalia do trago e esta anomalia
faz grande mudancas na evolugao do Universo primordial. A proxmma segdo serd

dedicada a este assunta,

3.5 Anomalia do trago do tensor momento-energia

O efeito que surge do fate do tensor momento-energia, nas teorias classicamente conformes,

nio ser nulo quanticamente é chamado de “anomalia do trago” [11, 27, 19]. Veremos
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como esta anomalia contribul para a corre¢do quéntica da agdo classica. Para tratar de
casos Inals gerais, vamos considerar, inicialmente, uma métrica arbitréria no espaco-tempo
curvo. Porém, no modelo cosmoldgico a ser apresentado posteriormente, escolhemos uma
forma particular para esta métrica, a métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW);
neste caso, teremos uma corregao gquantica exata. Primeiramente, introduzirenios o ponto
principal para execucdo dos cdiculos neste modelo que € a simetria conforme. Logo apds,
verenios como a anomalia surge da renormaliza¢io da a¢lo do vdcuo gerando assim a agio

efetiva, considerada como corregdo guantica da agho cldssica.

3.5.1 Simetria conforme local

Os campos de matéria considerados em (3.54) sdo conformalmente invariantes (no espago-
tempo 4-dimensional). Veremos que isto faz com gue o trago do tensor momento-energia
seja nulo. Porém, isto € verdade somente no nivel cldssico. Quando consideramos as
corregdes quanticas a 1-loop dos campos de matéria sem massa e livres, citados anterior-
mente, temos divergéncias (termos infinitos}. Para retirar esta divergéncia, contratermos
s80 introduzidos no espago n-dimensional. Estes ndo s&o conformalmente invariantes,
surgindo assim a anomalia no trago do tensor memento-energia.

Segundo a eq.(??}, para que & seja conformalmente invariante, devemos ter
38 58
—2Gupe— + Y dy e =0, (3.58)
}gégw ; v 65
onde d,, sdo chamados de pesos conformes.

Quando as equagdes dos campos sao satisfeitas E%? = (J, temos

gue implica em %f == () para o fator conforme da métrica o, s¢ g, = G, €%
Em termos de 7, dado pela equacao (77), temos

2, 85
V=" 8gu

Naop ¢ dificil verificar que a ago classica 3 = Snperia + Jap € também 08 campos de

T = — 0. (3.59)

matéria, considerades em (3.54), satisfazern as equagbes (3.58) e (3.59), ou seja, séo
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confermalmente thvariantes. Detalhes de transformagdo conforme de varios termos da
5Cao do vacuo estdo apresentadas no Apéndice A,

Porém, como verernos daqui a pouce, a nivel quantico

, j 2 4r
[T

onde {(I*) indica o valor médio do trago do tensor momento-energia.
A partir da eq.(3.60) encontramos a corregio quéntica para a agio clissica. Veremoas a

seguir, como esta anornalia surge e calcularemos sua contribuicdo para a corre¢ao quantica.

3.5.2 Divergéncias e anomalia

Apés a renormalizacdo, a acio efetiva a 1-loop tem a seguinte forma
Ir=S5+1T, T=TW4+As (3.61)

onde ' é a corregiio quantica da aciio cldssica S. Em (8.61), T") possui termos finitos e
infinitos (encontrado anteriormente por ser f‘;ﬁ , segundo a equacdo (3.46)}. Colocamos

AS = —f‘fiﬁ, como um contratermo definido ern n-dimensdes
n—4
AS = '(-fl”i"lii } d"z\/=g{wC? + bE + cV2R}, (3.62)

que ndo é conformalmente invariante e gera uma anomalia no trago do tensor momento-
energia [27]

2 SAS ,
T = — T 40, (3.63)

"“-'"_gpv
1Y —q F11
lembrando que S e TV sdio conformalmente invariantes, E conveniente escrever AS da

seguinte forma

Ag e M }d%v,g—- {wcﬁ b (E _ gsz) + (c: + gb) VQR} (3.64)
4) g T3 | 3 ‘ ‘

(n -
Faremos o calculo da anomalia do trage {3.63) utilizando a transformacgao conforme
(2.16). Obtemos facilmente que /—g = €"?/—7 (n é a dimensio do espago-tempo) e,
portanto, podemos encontrar 7' a partir da seguinie equagao

T — 2a
- “eww?éﬂ%l} (3.65)

-7 do
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sendo que, apds considerarmos a derivada variacional em termos da métrica, devemos
considerar os limitesn — 4, ¢ — 0 € g,, — g, Para resolver a equagao (3.65) precisamos
aplicar a transformacdo conforine considerada na equacdo (2.16) afim de obter AS em
termos da métrica conforme g, . Podemos considerar esta transformagio no quadrade do

tensor de Weyl (3.8) e ver que este é conformalmente invariante, ou seja,

-2
‘ praf

Crpp=e" (3.66)

no espago 4-dimensional (veja o Apéndice A para mais detalhes). O integrando topolégico
de Gauss Bonnet (3.10) pode ser combinado com o tercetro termo da eq.{3.64), dando uma

transformagio conforme simples

25 S S e
Wer (E - §v’BR) = /F [(E -~ 2% ) ¥ «mo] 7 (3.67)
onde
Ay = V42ROV, Y, %Rv? - % (V*R)V,

¢ um operador autc-adjunto conformalmente invariante /—g &, = /—g &4, N0 espaco-
tempo 4-dimensional.
Utilizando (3.66) e (3.67) em (3.65) e fazendo a derivada funcional em relagio a ¢,

ndo esquecendo de considerar os limites para n, @, g,,, ocbtemos
T =— (wC?+bE + cVR). (3.68)

Este é o resultado para a anomalia [46, 17, &, 49] (veja também (27, 28]). Na préxima

se¢io, obteremos a contribui¢do para a corregio quintica da agao de vacuo.

3.6 Acao induzida pela anomalia

A nivel quéntico, encontramos a anomalia do trace do tensor momento-energia {3.68),
como fol mostrade na secdo anterlor. Porém, esta anomalia pode ser considerada numa
equacdo para a parte finita de I' da forma

, _
T g = (wC? 4+ BE + ¢V?R). (3.69)

\/‘“9 59;51/
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Em termos do fator conforme, temos

5T
4wt e, o2 SRR v -
¢ 5 Vg (?.z,C + 6K 46V R) por =G (3.70}
Como anteriormente, reescreveremos o tensor momento-energia na forma
I= - |uC+h(E - VR +(c+§b)VR (3.71)

¢ aplicamos transformacio conforme dos termos. Utilizando os resultados do Apéndice
A, fazemos integracdo direta em termos de o na eqguagdoe {3.70) e chegamos ao seguinte

resuliado

_ . . _ - - 2._.- -
T [5,] = $ulg,,) / @3y {woT" +bo(E - ST*R) + 2050}

Janima (co )
12/@’3} gc+3bR.

Sendo que, o Gltimoe termo na equacdo anterior vem do fato gue

. d*zr/—gR? = —12V°R.
;——Q.u Ton /

Escrevendo todos os termos na métrica conforme, temos [72, 34]

Ting = Sclfu] /d‘i&’?\, Gg{weC?* +bo(E ~ - VQR) + 2bor Ao —
1 2. = .12 22 y12 ~
T (c+ gb){R —6{Vo)® — 6{Ve)]")}, (3.72}
onde S. g = Selgu] ¢ um funcional conformalmente invariante desconhecido [72] e
surge como uma constante de integracio da equacio {3.69). De modo geral, o cilenlo
exato deste funcional é unpossivel. Se estamos interessados em solucdes cosmolégicas,
este funcional ndo € importante para as equactes de movimento, uma vez gue o mesmo
nao depende do fator conforme . Poréni para considerarmos outros casoes, como por
exemplo, perturbagdes da métrica (ondas gravitacionais), ele deverd contribuir e também
deveinos utilizar a a¢do de forma covariante néo-local.
A seguir, apresentaremos 0s passos para obter esta agio [78]. Para conseguirmos a

forma nao-local da acdo efetiva, devemos usar novamente as transformacgdes conformes
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dos termos. Para um A = A{g,,) arbitrdrio, conformalmente invariante, femos a seguinte

relagéc

) : 2, -
—5{7@) j d‘lz:\,f—g(:z:) A (E — gszHgM‘:ﬁw = 4/—GAL A = 4y/—gAs A

Por exemplo, temos

)/d‘* 2/ —g /d“ysz’ y) C2(z) Gla,y) (E—%VQR)

= [dzy/=5(x) Ba(2) Glo,y) €)= V=9 CM)

Assim, o termo na acéo efetiva, que produz T, = —w(C?, é

w S~ 2
=% [day=g(s) [ dw/-9() @) Gla,v) (B~ SV7R), . (3.73)
Analogamente, pode-se vertficar que a variacio conforme (sempre usaremos esta forma)

2 dAlgw] _ 1 48 A[Gu ]

- = - e

v g e (sg,up \/""_(-}' do
produz o termo Tj = b (& — 2V*R), se

/d‘* /-9 /d“y J(E - —V2R)3»G(:L‘ y) (E — ~V2R)y. (3.75)

Junto com o dltimo termo da acdo efetiva [/—gR?, completamos a derivagdo da agido

Grore = Fpase

(3.74)

§;u/ e o T -3

na forma covariante e nio-local. Podemos também escrever de uma forma mais simétrica
e criar uma apresentagdo covariante local mais dtil para a acée induzida. Para isto,
devemos tentar reescrever as expressoes tipo ndo-locais (3.75) e (3.73) como uma integral
Gaussiana sobre campos auxiliares.

Devemos levar em conta gue a integragio sobre estes campos pode, provavelmente,

dar contribuicdo para a anomalia do trago, podendo mudar

w—w, b—l, c—c.

A expressao para
3¢ + 2%
?r:-—w/d"x —glz) R*(z 3.76
o=t V=9(@) R¥(a) (3.76)
4 é local e ndo Tequer a introdugio de campos suxiliares. Os termos-w, b restantes podem
ser escritos na forma

Pw"ﬁ’ =Ty + Ty =
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= [da/=s(@) [ du/~stw) ﬁ““z;‘v ‘R G fzz){ C? + r(E—%v’%)] -
¥
- ‘-_15 f‘-’fiim‘_ﬁ'fdd‘y ~gy) — ? {(E~ z—v?RH %i;c?] x
NaTY

xGia, y)

.2 w o
[(E—gVQR)—I—?C‘Z:I +
v

41 [ute/ 9@ [an/ o) (55 Glew) () - e

A expressdo acima possui as funcoes de Green Gz, ¥}, 0 que torna complicado a obtencgao

2

posterior das equagbes de movimento. Uma forma de elimind-las é utilizar o propagador
da forma A~! e introduzir campos auxiliares produzindoe uma agdo local equivalente a
{3.77). A acdo (3.77) pode ser obtida novainente se buscarmos as equagdes de movimento
para os campos auxiliares, sua solugdo em rermos do fator conforme o, e substituirmos
novamente na agio. Introduzinda dois campos auxiliares ¢ € v, chegamos na seguinte

expressao final da acéo efetiva da gravidade na forma covariante

\ 3c + 28 25’ i |
' = Sclgu) — fﬁy (z) R :z:)+[d4 W —glz) {55,0%_\4@— -9-_1,9&4?;;

o [";b' (E—gvza)—gjmcﬂ]%ﬁjwcﬁ}. (3.78)

E irnportante ressaltar que estes campos auxiliares nao dependem de ¢ e, portante, nao

contribuem para a equacdo de movimento. As condigdes iniciais para os campos auxiliares
san independentes.

A magnitude de w', b',¢ depende da interpretagdo. Se a agéo {3.78) é apenas uma
representacio cldssica alternativa pars a a¢o induzida pela anomalia nao-local eq.(3.77},
entic o correto é colocar w' = w, b’ = b e ¢ = ¢ [5]. Somente para o casc em que
queremos integrar sobre os campos suxiliares na integral de trajetdria, eies devem dar
unia contribuicio independente para a ancmalia [72].

Algumas observacbes devem ser feitas. O terino cinético para o campo auxiliar ¢ é
positivo, enquanto para o € 3, negativo. O sinal negativo no termo cinético dos camnpos

auxiliares ¥ ndo pode ser visto como um problema, pois este campo auxiliar ¢ um modo
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induzideo e ndo precisa satisfazer as condigdes de usnais para os campos fisicos. Portanto,
a acdo efetiva induzida pela anomalia fica, na forma geral:

r— [ oG {C? + 0B + 0, VPR~
2
3

onde a; 23, 840 par@metros arbitrarios da agéo cléssica de vdcuo. Os coeficientes k; 53 e

1 . 1 o
—--% R+ 5 pho+ [kIC“’ ko E ~ v‘?R)] + 5 WAG + LGy } : (3.79)

1, dependem do conteddo de particulas e possuem correspondéncia com os valores apre-

sentados em (3.78), ou seja,

1w Vb

U
ko= Y20 ky=cd

2
e W Tl 3.80

2
Todos os coeficientes ¢; na expressdo (3.79) sio as correctes quinticas da acdo cldssica do

vacno. As equagles para ¢ e ¥ tém uma forma simples

b 7.
Var [mw‘*‘%(ﬁ -3 V'R -

!
2+/—b
W .
A — 2| —o.
BV ]

Devemos lembrar que g, 3 sfo conformalmente invariantes, ou seja, eles nao se trans-

C‘QJ'::U,

V=g

formam guando fazemos g, — 6?"{”)@”,,. Se escolhemos G, = 7, considerando uma

transformacio conformalinente plana, chegamos nas seguintes equagoes
8o +8nyV/ b Bjo =10, 8y =0. (3.81)
As solucBes de (3.81} podem ser apresentadas na forma

o= 87y o+ o, v = o, (3.82)

onde g € ¥y sB0 constantes de integragdo arbitrarias. Portanto, enconframos uma arbi-
trariedade relacionada com a escolha das condigOes iniciais para os campos auxiliares ¢, ¥.
C'omo veremos no préoximo capitulo, isto nao afeta a solugdo inflaciondria pois ndo ha de-
pendéncia em @o e Y. Substituindo (3.82) novamente na acao e fazendo variacdo com
relacio ao fator conforme o, chegaros na mesma equagao para ¢ na forma local (3.72).
A escolha de g € ¢y € arbitrdria e estd relacionada com o funcional S.fg,.] na eq.(3.78).

Voltaremos a este ponto no momento conveniente, quando considerarmos perturbagoes

da métrica.
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Capitulo 4

Modelo cosmolégico induzido pelos
eleitos quanticos dos campos sem
massa

Neste capitulo, vamos descrever nosso modelo cosmolégico e apresentar as solucdes cos-
mologicas particulares para as curvaturas: & = 0,1, —1. Estas solucdes foram primeira-
mente descobertas por Starobinsky [81], Mamaev e Mostepanenko [56] (veja também [16]).
Porém, aqui aplicamos uma abordagem um pouco diferente e obtemos também, solucio
com constante cosmoldgica A, que nao foi apresentada em [81, 56].

Nosso propésito ¢ implementar uma corre¢io quantica no sistema cléssico de maféria e
gravitagio. Faremos estudo da estabilidade das solugdes através de perturbacfes do fator
conforme chegando a um critério de estabilidade nas solucdes.

Utilizaremos como agao total para o modelo, a acao clissica Sy +Syy, introduzidas em
(3.6) e (2.20) respectivamente, adicionadas a agéo efetiva induzida pela anomalia (3.72),
que é a contribuigdo quintica. Para adicionarmos a parte de matéria, ndo podemas em
geral utilizar as acdes dos campos quénticos porque isto s6 é valido para a micro-fisica e
elas nfio sdo prdprias para as equagées cosmoldgicas. Para longas distancias é necessdrio
utilizar a¢do macroscopica como, normalmente, a acdo do fluido ideal [85], apresentada
exn (2.20). Por isto, consideramos, como parie da a¢io total (analogo ao apresentado para

0 caso cldssico), a a¢do do fluido ideal preenchendo ¢ Universo.
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4.1 Solugoes cosmoldgicas particulares

No Universo primordial, devemos considerar a equacdo de estado p == p/3, ou seja, periodo
dominado pela radiacio. Neste caso, como no segundo capftulo, a variagdo da aciio {2.20)
com relacdo ao fator conforme da métrica é nula, ou seja T§ = 0, de tal forma que a
radiacdo deva ser descrita por aglGes de campos conformalmente invariantes.

A contribuicio nao trivial da equagio dindmica para ¢ = ¢ vem somente da agao
efetiva do vacuo. De fato, os termos conformes e de superficie da acdo cldssica do vacuo
{3.7) ndio contribuem para as equagbes dindmicas do fator conforme. Por outro lado, para
ter correspondéncia com a gravitagio cldssica, precisamos adicionar o termo de Einstein-
Hilbert Sgy na acao total. E importante lerzbrar que este termo é completamente classico

e nio é objeto da rencrmalizacdo em teoria conforme. Logo, a agdo total tem a forma
_ M3 = , :
Sy = —Efi / d*z/—g (R -+ 2A) + Tlg] + termos conformalmente invariantes,  (4.1)
73

onde T[g] vermn de (3.72) e M} = 1/G é a massa de Planck. No nosso caso, a agao de
matéria fol incluida como termos conformalmente invariantes.

Agora, para encontrarmos as equagbes de movimento, vamos aplicar a transformagao
conforme {2.16) na acéo total Sy, ou seja, Spx e I'lg] e encontrar o principio da variagao
rninima para o fator conforme égf} = (.

Devemos lembrar que o = Ina(y), onde a{n) é o fator de escala e s¢ depende da
variavel temporal {neste easo, o tempo conforme 7}, portanto, Vg = g" e Vo = o'
Usaremos linha (), quando considerarmos derivada em rela¢do ac tempo conforme 7.
A contribuico classica, ou seja, do termo de Einstein-Hilbert, & fdcil de indentificar por
ter o coeficiente M2, mostrada no capitulo 2. Incluindo termos quanticos vindos da agao

efetiva induzida pela anomalia, & equacdo de movimento fica:

£ Q a M2 q " 2{&
o — 2k (1 + ?é) o' —2 (3 + E—J) () 0"~ —Le¥ [k + o+ (o) — =¥ =0,
c

¢ Brre 3
onde k¥ = 0,+1,—1 para métrica de FRW plana, aberta ou fechada com solugao de
DeSitter. Vamos escrever esta equagio para tempo fisico, lembrando que e®dn = adn = di,

da seguinte forma

3} b\ ... A
T 44 50 T 60 +4 (3 - —) 6% —2k (1 + —) e > (02 +- 0) +
[# C
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4b 4 ML, .. . ..o 2A |
Dt I ket 5 426”0 =0, (4.2)
c 8rc 3 )

Esta equacao serd importante para estudarmos estabilidade da solucao. Porém, faz mais

sentido buscarmos as solugdes das equagées para o fator de escala a{t), como feito no
capftulo 2 para o caso cldssico. Desta forma, apés transformacio de varidveis, lembrando
que at) = e chegamos

Q) a@il) [, 4\d@at) @ 26\ aft)
S 6 Y) -2 (10 F)

CMR[E (Y fiz(tJuE\}:g (4.3)
8re ) B

@ alt)  a(t) 3

onde convencionamos por pontos as derivadas com relagdo ao tempo real ¢, A dltima
equacdo contém constantes adimensionais b e ¢, definidos pelas equacgdes (3.48), (3.49),
que dependem do conteudo de particulas da teoria, ou seja, do numero de particulas
com spin = O, é- 1. Os valores de b e ¢ podem ser fixados pela escolha de um modelo
de particulas. H4 também uma constante dimensional Mp {massa de Planck), que de-
fine a escala. A equacdo (4.3) é bastante complicada e uma solu¢do exata é dificil de
ser obtida. No entanto, nesta equacio de movimento, podemos facilmente verificar trés

solugbes particulares para k = 0,1, —1. Elas tém a seguinte forma:

k=0 al(t) = A exp(Ht), (4.4)
1

o — 1) = —si 4.5
k 1 a(t) I sinh(Ht}, (4.5}

1 )
k= +1 a(t) = i cosh{H1%), {4.8)

onde A é uma constante arbitraria e, em todos os casos, a constante de Hubble vale

1/2

_ AM’P 6471’& A .
H = e 1 e 4.7
~327h ( + 3 M: ) (27)

As solucdes para o caso coin constante cosmolégica A nula foi encontrada por Starobinsky
em [81] (veja também [56]). Pelo fato de b ser sempre negativo em (3.48), as solugdes
{4.4), (4.5) e (4.6) existem somente para A > 0. Mas, jd que estamos interessados em
regides de alta energia, o sinal mais natural de A é positivo. Vamos investigar este ponto.

No Universo atual, A é também positivo mas muito pequeno, devido ac cancelamento
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das densidades induzidas e da energia de vicuo {veja, por exemplo 75, 67] e também
[73, 86, 80]). A constante cosmolégica induzida aparece da quebra espontanea de simetria

no Modelo Padrio, como uma energia de vicuo correspondenie ao potencial minimo de

Higgs
; 1 .,
Vo = —5m’e’ + g-gf)“ (4.8)
e tem como valor classico
4
m
A =< Vg = ——— < 0 .
Appg =< Vi > 57 < {4.9)

com magnitude em torno de 55 ordess maior que a constante cosmoldgica observavel.
A parte da contribuigio do vdcuo deve ser positiva para providenciar o cancelamento
em baixas energias. Mas, em altas energias, com temperatura em torno de 300GeV, a
simetria no potencial (4.8) ¢é restaurada, tal que a parte induzida (4.9) desaparece. Apds
isto, o valor da constante cosmoldgica serd dado pelo termo de vacuo com as corregoes
quinticas correspondentes [75]. Aumento similar de A pode ser esperado em qualquer
outra transicdo de fase que pode ocorrer em altas energias. Em particular, a contribuigio
da constante cosmolégica pode vir da quebras da supersimetria. Uma 1itimna observagdo
& que, apos a inflagio, quando o conteddo de matéria do Universo entra emn estado de
equilibrio, a radiacio de alta temperatura domina sobre ¢ termo de constante cosmoldgica
'13]. No que segue, a nio ser que indiquemos explicitaraernte, assumiremos que a constante
cosmolégica A, no periodo inflaciondrio de alta energia, satisfaz a relagdo 0 < A < M3,

Entdo, a expansio de (4.7) em termos de A/M3, resulta em dois valores

A / Mg A
o — = b — 41
H \/3 ¢ H X’ 1656 37 (4.10)

sendo que, o primeiro valor é exatamente ¢ que encontramos sem corre¢des quinticas
eq.(2.12). O erro de H, em ambos 0s casos, tem 2 ordem de magnitude A?/M}E. No
Universo atual, isto significa que, o que nés observamos, é exatamente A, sem corregdo
quéntica T, relacionada com o termos da agio {3.72). No periodo inflacionario, devemos
comparar a segunda solucdio de (4.10) com o caso em que A = 0. O espectro de H ¢
modificado por correcoes dependentes de A e esta corregio é muito pequena. Veremos

detalhes do estudo de H posteriormente através de graficos.
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4.2 Solucao inflaciondria sem singularidade

Uma solugio particular bastante especial ¢ a para £ ¢ A nulos. Historicamente, este
toi o primeiro exemplo de comportamento inflaciondrio [81]. Pretendemos estudar es-
tabilidade desta solugdo, portanto, vamos reescrevé-la como sendo a solugao inicial nao
perturbada

N ray o AEHl — Mp

a(t) = gu{t) = Ae™", Hy = Nt (4.11)
A soluglo com sinal positivo descreve uma expansio do Universo. Esta solugao expo-
nencial (4.11) é exatamente uma das solucdes obtidas em [81, 56] com o uso do Tensor
Momento-Energia renormalizado [24] (veja também [33}). A equacdo para o(t) que foi
usada em [81] é diferente de (4.3}, pois em [31], a componente-(0,0) da equacao de Ein-
stein (2.5) foi utilizada, engnanto que em (4.3) utilizamos o trago da mesma. De fato,
ambas contém a mésma informacao, uma vez a métrica tem somente um grau de liber-
dade, como jd mostramos na capifule 2. Por outro lado, na nossa consideracio, fica claro
que a introdugdo dos campos de matéria conformalmente invariantes ou a agdo para o
flmido ideal {2.20) com p = p/3 (que é sempre vilido para particulas nitra-relativisticas
sem massa) nao modifica a equacdo de movimento. Entdo, a solugao inflaciondria acima é
valida para qualquer matéria conformalmente invariante. Uma conseqiiéncia importante é
qgue as perturbacoes de densidade, que ndo violem o vinculo p = p/3, ndo podem destruir
o comportamento exponencial de a(t). Obviamente, qualquer perturbagao que viole este

vinculo implica no surgimento de particulas massivas ou de uma constante cosmoldgica.

Algumas questbes importantes relativas a solugdo exponencial acima sao:
1. O periodo de inflaciio é suficiente para atingir uma taxa necessaria de expansio?

2. A inflagio ocorre somente para condicdes iniciais especiais ou podemos encontrar

uma situagdo mais geral?

3. A solucio inflaciondria é estdvel perante perturbagtes da métrica que s3o counsis-

tentes com p = p/37

Para entender melhor o significado da massa de Planck nas expressbes acimna, introduzire-
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mos uma nova varigvel para o Lempo, sem dimensio, da forma

Mp
F= ——1. 4.12
167 ( )

Fazendo isto, a equacio (4.3) permanece 1déntica, exceto pelo fato de que Mp desaparece.

Logo, em termos de 7, temos a seguinte solugio inflaciondria
. I an oy
aglT) = AetTVE (4.13)

A equacio acima (4.13) pode ser utilizada para encontrarmos a taxa com que a inflagéo
ocorre. Suponha que queremos wma expansdo do Universo em 10™ ordens de magnitude,
comegando de algum 7. De acordo com (4.18}, a taxa fotal de inflagdo é
a7 Mé«/ﬂ = exp { dar \/___ AT} = 107, (4.14)
ao ()
onde

Ny = Ng + 11Ny 2 + 62N,

é o contelddo de particulas da teoria. Agsim, obtemos

nl0d | A,
AT =05 — ) 4.15
TERTE V360 (4.15)

Como primeirc exemplo, podemos considerar o Modelo Padrdo extendido, Ny = §, Ny =
48 ¢ Ny = 12 (serad explicado, no final deste capitulo, detalhes sobre estes ntimeros de
campos) e concluimos que A7 ~ 0.345n. Supondo, n = 60 encontramos um periodo
necessario de inflacido A7 = 20.7¢p, onde tp & 0 tempo de Planck, que serve como uma
unidade de tempo para r. Se aumentarmos O conteudo de particulas da teoria, AT
sumenta ym pouco. Lembremos que as contribuigoes de diferentes campos no coeficiente
b em (3.68) possuem os mesnos sinais. No caso geral, o tempo de inflagio esperado pode
ser calculado com uma ou duas ordens superiores ac tempa de Planck, dependendo da
escotha do modelo. Detalhes sobre a estabilidade desta solucfo exponencial serd discutida

na se¢ao seguinte.
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4.3 Estudo da estabilidade da solucao inflacionaria
por métodos numéricos

Nesta secdo, consideraremos a estabilidade para o caso de campos livres sem massa,
da. solucio com k& = ( e constante cosmolégica A = 0. Em vez de trabalhar com a
equacgio (4.3), pode-se também, considerar a componente-(0,0) da equagdo de Einstein
(2.5) obtendo uma equagao de terceira ordem para a(t) equivalente & equagéo (4.3) (veja,
por exemplo [81, 33, 47]). A equagdo-(0,0) pode ser resolvida analiticamente [81] e o
diagrama de fase mostra a existéncia de um atrator simples correspondendo & solugo
inflaciondria no caso estdvel e varios atratores, incluindo H = 0, no caso nao estavel, com
E=A=0.

No infcio da inflacio, a estabilizacdo da solugdo exponencial acontece muito répido
131]. No entanto, no estagio final, ela é suficiente para verificar a estabilidade assintdtica
da solucio inflaciondria com relagio a pequenas perturbagdes na forma de Lyapunov
(veja, por exemplo {57, 21], para estabilidade em modelos de altas derivadas). Nesta
secdo, vamos estabelecer algumas propriedades importantes da estabilidade para o caso de
campos sem massa. Aplicarernos anélise numérica e aproximagbes analiticas que poderao
ser utilizadas para situacbes mais complexas, como por exemplo, considerando campos
NMASSIVOos.

Vamos estudar a estabilidade da solucdo para o caso de k = (. Veremnos, na préxima
seciio, que para estudar estabilidade devemnos fazer perturbagio do fator conforme o(r) =In
a{r}. Além disso, mostraremos que, considerando estabilidade assintdtica, permanecenios
com as mesmas equagdes perturbadas enconiradas para k = 0, independente dos valores

= 1,—1 e com constante cosinoldgica A. Portanto, vamos considerar a equagao (42) e

reescrevé-la em termos de 7, definido na eq. (4.12), como

by . .2 .2 b . 1 R
o+ Too+4 (1—3—) G074+ 46 —d-¢" — — (20' + O’) =, {4.16)
¢ ¢ 8rc

e a partir dai vamos incluir as perturbagles de
o{7) = ooy + y(7) {4.17)

em relagio & solugdo inflaciondria op(7) = ln A+ =7 . Para simplificar, consideraremos
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A = 1. Neste caso, a equagao para as perturbagdes y{r) tem a forma
¥+ THY + 2(6 -~ gj HY%Y — 8;};3@ = 0 (4.18)

(com todas as derivadas com relagdo a 7) e podemos facilmente explord-la. Veremos
que a estabilidade da solucac inflaciondria da equacdo (4.18), curicsamente, depende do
contetido de particula da teoria. Devemos notar que, se fizermos uma mudanca de varidvel
na equacdo (4.18) da forma

d L d

=Y

teremos (na equacio abaixo as derivadas sio com relagio a T

by 8b.
y+7y+2(6—~~;)ym—c~y——-0, (4.19)

ou seja, a estabilidade depende somente da razdo b/c. Substituindo y = €™ encontramos
trés raizes diferentes de zero r) 25 ¢ também rq = 0.

Lembremos que a existéncia de raiz nula significa arbitrariedade dos dados iniciais
em uma das coordenadas no espaco 4-dimensional {escotha do In A). Isto pode ser visto
também se fizermos perturbactes em (4.3). Os valores de ry 5 3 dependein do conteudo de
particula No; 9. Com o aumento propercional do ndmero de campos Ny /2,1 0s valores
absolutos da parte real de »; decrescem. Também, de acordo com (4.13), ¢ perfodo
necessario de inflagéo pode ser maior nesie caso. Substituindo os valores tipicos para o

Modelo Padrao extendido (N = 8, Nysp = 48, N, = 12}, obtemos
T —20.63 & 35.62+%, T3 = —5.40. (4.20)

Assim, para este modelo, todas as trés rafzes tém a parte real negativa. Isto implica
que a inflagio exponencizl é estdvel sob pequenas perturbagbes do fator conforme da
métrica. Uma possivel fonte de instabilidade permanece nas perturbagdes de outros graus
de liberdade, ou nas perturbactes de densidade. E necessirio observar que a analise da
estabilidade feita {de diferentes formas) em [81] resultam em conclusBes diferentes das
obtidas acima. A origem desta discrepdncia é que em [81] fol escolhido o sinal negativo
do coeficiente ¢ em (3.68). De fato, o sinal negativo corresponde as contribuigGes dos

campos vetoriais em (3.46), enquanto os campos de spin-0 e spin-1/2 contribuem com

45



Capitulo 4. Modelo cosmoldgico induzide pelos efeitos guinticos dos campos sem massa

sinal positivo. Os resultados apresentados sio para campos contidos no Modelo FPadrao
extendido, e nossas conclustes serdo confirmadas utilizando métodos numéricos.

Como um segundo exernplo, estudemos a teoria-M |, que é atualmente considerada como
uma possivel candidata para o modelo unificado de todas as interagdes. Uma possivel
realizacio da teoria-M é a supergravidade méaxima de N = 1, n = 11. O setor de spin-
0,1/2,1 da teoria compactificada em n = 4 tem 70 esealares, 28 vetores e 56 espinores

Majorana. Considerando Ny 91 = (70, 28,28) encontramos as raizes
rige & —56.47 = 67.124, r3 & +76.63. {4.21)

indicando a instabilidade da solugdo inflacionaria. Uma questdao é, esta instabilidade
implica num tempo necessario de inflacio em todas as circunstancias? Como veremos
posteriormente, a resposta é nao. O estudo da estabilidade na se¢@o anterior nos da
poucas informagdes sobre o comportamento de a (t} com relagio aos dados iniciais numa
vizinhanga da solucio especial considerada. Podemos verificar como estas solugdes se
comportam se fizermos pequenas alteragbes nos dados iniciais. Para isto, utilizaremos
métodos numéricos do programa Mathemalica [89; e verificaremos, por métodos graficos,
qual o comportamento de aft) perante estas pequenas madificactes nos dados iniciais.

A equacio de guarta ordem (4.3) depende de dois parimetros b e c¢. O primeiro
pardmetro, b, é negativo para qualquer conteddo de particula, e o segundo paréametro, ¢,
pode ser tanto positivo quanto negativo. A integragdo numérica desta equagdo exige que
os valores numéricos de b e ¢ sejam especificados, assim como as condigoes inicias. Entre

0s Imuitos possiveis cendrios para estes pardmetros, podemos identificar trés principais:

1. Expansio singular do Universo, com possiveis oscilagdes entre fases de aceleragio e

desaceleracao;
2. Expansio inflacionaria do Universo;

3. Universo nio singular, apresentando contragio na fase inicial, seguida por uma fase

de expansdo, uma sclugio ricochete (bounce solution).

A solugdio inflaciondria exata {4.13) representa uma escolha particular das condigoes

iniciais. O estudo perturbativo, indica que esta solugdo é estdvel para o contetido de
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Figura 4.1: Gréfico de o versus tempo fisico normalizado 7 para o Modelo Padrao ex-
tendido com os valores tipicos dos nimeros de campos Ny = 8, Nyjp = 48 e Ny = 12 ¢

condicBes iniciais: ¢(0) = 1; 6(0) = 2 (- b)"%; 5(0) = 0; (0} = — 0.1. Podemos ver uma
répida estabilizagdo da solucao exponencial.

particula do Modelo Padréo extendido com Ny = 8, Nyjo = 48, Ny = 12 (veja as figuras
4.1 e 4.2).

Para podermos usar a representacao grafica dos resultados vamos explorar o compor-
tamento da varidvel logarftmica o(7) ao invés de a(7). A inflacdo ocorre para um grande
conjunto de condigbes iniciais, até mesmo quando estas condigdes sao levadas longe da
solugao exponencial exata {4.13).

Um estude numérico para variagdes nas condigdes iniciais representando a solucao

{4.13) revela que esta solucio inflaciondria é bastante sélida; hid dois cendrios principais:

1. Uma expansdo inflaciondria eterna,;
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sat

L0 g

Figura 4.2: Grifico de ¢ versus temipo fisico normalizado + para o Modelo Padrao ex-
tendido com os valores tipicos dos nidmeros de campos Ny = 8, Njp = 48 e Ny = 12 e
condigdes iniciais: o{0) = I; 4(0) = 0.1(—b)"; (0} = 0; ¢(0) = 0. Exemplo de solugio
ricochete (bounce solution).

2. Um Universe nio-singular, apresentando um contorno para o fator de escala.

No idltimo caso, o Universo exibe uma contracio aceierada, seguida por uma uma ex-
pansao acelerada; em alguns dos casos especiais hd um pequeno perfodo ndo inflacionério
de coniracdo {expansdo). Esses resultados numéricos confirmarm 0s possiveis cendrios
analiticos e extendidos do Universo incluindo contorno. Somente estes dols cendrios foram
encontrados para o Modelo Padrio extendido (as figuras 4.1 € 4.2 dao exemplos tipicos dos
graficos). O principal efeito dos cendrios obtidos aqui € seu comportamento inflaciondrio
quase universal, enquanto que, ern outras teorias, havia um pequeno periodo de inflacio
préximo ao contorno. Consideremos agora, por exemplo, o multipleto da teoria-31 (setor

de matéria n = 11 da supergravidade compactado para n = 4). Quando fazemos uma
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pequena mudanga nas condi¢des iniciais para a sciugfo inflaciondria exata, temos uma
expansio extremamente ripida, com singularidade apenas por uma fragdo da unidade de

tempo (Planck), apds o momento inicial (veja as figuras 4.3 ¢ 4.4).

Figura 4.3: Gréfico de o versus tempo fisico normalizado 7 para o setor de spin 0,1/2,1 da
teoria-M compactificada em n =4, Ny, = (70,28,28) e condigbes inicials: o(0} == 1;
5(0) = (b)~F; 5(0) = 0.001; F(0) = 0. Neste caso, niio existe estabilidade e observamos o
caso de “hiperinflagito 7, que é fisicamente inaceitavel.
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Figura 4.4: Gréfico-exemplo de ¢ versus tempo fisico normalizado 7 para o setor de spin-
0,1/2,1 da teoria-M corapactificada em n = 4, com N0y = (70,28, 28) e condigdes

iniciais: ¢(0) = 1; {0} = (- by~%; 6(0) = 0; 5(0) = — 80. Aqui observamos uma grande
variagao no comportamento de o(t) para condigdes iniciais distintas.

4.4 Estudo da estabilidade das solugoes particulares
por métodos analiticos

Aqui vamos investigar, pelo método analitico aproximado, a estabilidade da inflagio com
relagio ao fator conforme levando em conta também a constante cosmoldgica e as topolo-
gias k = 0,1,~1. Nesta segiio, considerarenios a existéncia de uma fase inHlacioniria
do Universo bem no infcio, quando os efeitps de massa das particulas sac despreziveis.
Em seguida, no capitulo 6, generalizamos os resultados para o caso de H varidvel que é
conseqiiéncia das contribuicdes de campos massivos.

Primeiramente, vamos esclarecer porque ¢ necessario trabalhar com as perturbagGes
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em relacio ao fator conforme o(7).
Para entender a importéncia desta escolha de varidveis, consideremos uma perturbagdo
da forma a = gy + 2{7). Lembrando que o(7) = Inaf{r) e a eq.(4.17), teremos a seguinte

relacdo entre as perturbacoes

- z(7}
y(r} = In {1+a0(?)} ;

onde aq € dado por {4.13}.

Ji que ao(r} cresce muito répido, o crescimento em z(7) pode ser desprezivel pois
¢ suprimido pelo fator 1/ag(r). Claro que, isto acontece somente quando z{T) produz
uma perturbacio estdvel. Portanto, ndo é seguro estudarmos estabilidade considerando
perturbacdes do fator de escala a{7).

Por outro lado, podemos também trabalhar com uma equacdo para H (), considerando

& = H{(t) em {4.2) resultando

H+TH H+4 B +4 (3 g) g
. 2b —92 . ﬁ’fz 7 _ . 21’\
—2k 1+ =) e {H? — £ e 2_—|=0. 122
( C)e (12+ A1) o [k H A2H - 5 = 0 (4.22)

£ t4cil verificar que se fizermos:
H(t) = Hip + ylt),

onde Hypp = f‘%—ﬁ é uma coustante que satisfaz a equagdo acima para A = {, temos
nma equacio persurbada idéntica & eq.{4.18) para k = 0. Porém vamos trabalhar com
#(7) por ter uma relagdo simples com a(t), ¢ = Ina, para todos os valores de curvatura
k=0,1,—1, o que ndio acontece se considerarmos o parémetro de Hubble.

Finalmente, aprendenos algo importante para estudarmos o caso massivo, que é 4ls
complicado: devemos perturbar o(t) em vez de a{t). Os cdlculos para k£ # 0 sio um
pouco mais complicados. Mas, as condiges de estabilidade s30 as mesmas uma vez que
apGs aproximagdo para tempos grandes, teremos as mesmas equaches perturbadas. O
importante ¢ que esta condicao de estabilidade serd para k = 0,1, —1 e independente da

constante cosmoldgica A. Vamos formular dois tcoremas simples:
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Teorema 1. O valor de A ndo influencia a estabilidade assintdtica.

Prova: A egquacfio perturbada para z(?) ou y(f} ndo muda a equa¢io original para
«(t), ou oft), se esta for multiplicada por uma fator a®, ou €. Portanto, podemos
sempre isolar o termo cosmoldgico, tal que sua contribui¢do para a equacao perturbada
seja zero. A dependéncia de A pode ser vista em H. mas a magnitude de £ & irrelevante
para a estabilidade, pois podemos sempre renormalizar o ternpo tal que, na nova equagao,
termos H = 1.

Observacdo. Este teorema é vélido somenie para A < M3,

Teorema 2. A escolha de & = 0,1 e —1 ndo influencia a estabilidade assintética e

teremos uma mesma condigdo para os trés casos.

Prova; B suficiente aplicar o teorema de estabilidade assintética para k = 0 e no limite
{ — 0o. Na equacgdo para as perturbagdes, podemos trocar as fungbes dos coeficientes
pelos seus valores assint6ticos. Ja que ambos, senh{Ht) e cosh(Ht) comportam-se como
uma exponencial para ternpos posteriores, as condigdes de estabilidade nos trés casos serao

as mesmas. Veremos mais detalbes a seguir.

Jlustragdo. A equagio pars a perturbagéo, para teoria dos campos sem massa é
. 2bN ;.9 . MZ
; ~ [ . . F —2eq,
y {t]+ 7 oo¥ i+ I:(l 5 —g) (JG + O:)) b Tore dke™ %0yt

; ?
+ [8 og +4 (3 - ?) &ﬁ -2k (1 + 2—;) g2 —A{’i] ¥ 18]

¥ 8¢

by . . 164 . 2b G - MZ Y.
-+ [7 go +8 (3 — ) Tl —? 03 —4k (1“"‘ “—) 6_260 apy — - J{l] y ‘_ti =0.

¢ > 2me

Se desprezarmos os termos nos coeficientes das perturbagoes que tendem a zero quando
¢ —» 00, a dependéncia dos termos com k desaparece.

Ou seja, serd suficiente considerar A = 0 ¢ & = 0 para investigar estabilidade das
solucdes. Bsta informagio pode ser 1til ne capitulo 6, quando estudarmos campos mas-

sivos, j4 que ndo serdo incluidos termos Noves COMl dependéncia na curvatura e constante

cosmologica.
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4.4.1 Critério de estabilidade das solugoes

Padermos fazer um estudo analitico destas perturbagbes do fator conforme e chegar a um
critério para que ocorra a estabilidade das solugdes. Usaremos as condigoes de estabilidade
de Routh-Hurwitz (veja [20! para detalhes) que serd resumido a seguir: Suponha que

conhecemos uma solugao particular ap(t) da equagao

£ p WD N2 ), {4.23)

onde x = z(t) e zt¥ = gﬁ; Para verificar a estabilidade assintStica desta solugio sob

pequenas perturbacdes, consideramos z{t) = wg(t) +y(t) € expandimos (4.23) em primeira

ordem de y(t)
Boy™ by by B 4 by by = 0, (4.24)

onde by > 0 por definicio. Consideremos duas possibilidades:
1) Todos os valores de b; sio constantes. Neste caso, o problema se reduz 3 andlise

das solugdes da equaglo caracteristica
oA 4+ BT gAY - Lt by A+ by =0 (4.95)

A solugiio geral de (4.24) é uma combinagao dos termos exp(A; - ), onde A; sdo as raizes
de (4.25) e os coeficientes sdo polinomiais em £. Se todas estas raizes tem a parte real

negativa

Re{\) <0, (4.26)
a solucio w(t) é assintoticamente estdvel. O critério acima, relagao (4.26) produz o que
chamamos de condigdes de Routh-Hurwitz. As condigles sdo que, os determinantes I;

devem ser positivos, onde D, = by e

by by b5 ... b
ho by by ... Doy

Dj = det it 5’1 b;; bgj_a s (427)
0 b B . buya

comj=2,3,..,Neby=0, ¢ >N. ParaN =4, que é nosso Mailor interesse, eNCoOnLramos

quatro determinantes.
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2} Para os valores de k = 1, —1 encontramos os coeficientes b; = 5,{{) néc constantes.
Mas, existe um teorema geral {veja, por exemplo [20]) que o estudo de estabilidade neste
caso, pode ser reduzido ao de coeficientes constantes &;, quando existem os limites b(t) — b,
parat — oc¢. Isto € exatamente o que acontece ao considerarmios as perturbagdes de ¢ com
i =1,—1. Além disso, os valores de b; correspondern aos mesmos da equag¢do perturbada
com k = {).

Portanto, podemos considerar os coeficientes de (4.23) para & = 0 ou o0s limites dos
cocficientes para k = 1, —1 e buscarmos as condi¢ées dos sinais do determinantes (4.27).

Fazendo isto, encontramos gue, para os determinantes serem positivos (ou seja, es-
tabilidade das soluc¢des) devemnos ter *% > (. Como sabemos, o sinal de » em (3.48) ¢
sempre negativo independente do conteddo de particulas. Ou seja, para que haja esta-
bilidade devemos ter ¢ > 0 e instabilidade ¢ < 0 (veja (81}, [31]). De acordo com (3.49),
¢ < ( & equivalente a
1 1

Ny + o Ny 4.28
3 L2 18 0 ( )

A unica forma de preduzir uma nio estabilidade na inflagdo, para quando ¢ > 0, é

Ny >

introduzindo algum terieo adicional na acio cléssiea de vdcuo. Por exerplo, um termo-
T +/—¢R? com um coeficiente suficlentemente grande que serve para este objetivo.
Notemos porém, que a correcdo quantica {3.72) néo é vilida somente para o Universo
primordial, mas também nos ltios estagios da sua evolugdo. Portanto, o conteido de
particnlas Ny, Ny e N; pode ser diferente. pois para energias tipicas pequenas, os cam-
pos massivos devem se desacoplar. Vamos considerar alguns exernplos de conteido de
particulas possiveis para determinados estdgios da histéria do Universo. Para H com-
paravel com a energia de Fermal Mp = G;” %~ 293 GeV, podemos considerar o Modelo
Padrio da fisica de particulas elementares {Standard Model, SM). Neste caso, N; = 12,
pois existem W, 7 e foton, além de 8 quarks. H3 também 3 geragbes de férmions, or-
ganizados em representactes de grupo SU(2) que sdo quarks e léptons, além do fato dos
quarks possuirem cores e também pertecerem ao grupo SU(3).. Logo, Nyp = 6418 = 24,
onde 6 corresponde 508 1éptons e 18 aos quarks. Além disso, existe o campo de Higgs que
¢ um escalar complexo ua representagio do grupo SU(2). Portanto, Ny = 4. Nestc caso,

o sinal da eq.{4.28) permanece o nesmo ¢ a inflagio & instdvel.
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Para energias mais altas, o conteddo de particulag deve ser diferente. Em particu-
luar, podemos esperar encontrar supersimetria (SUSY) que proporciona grandes vauntagens
contparando com o SM [14, 73]. Neste caso, o nimero de vetores € o mesmo V; = 12,
pots as forcas fundamentais (forga eleiromagnética, forcas fraca e forte) nao mudam. Por
outro lado, para providenciar a supersimetria, cada partcula do SM precisa de um “super-
parceiro”, as particulas-S. Assim, precisamos adicionar 0 gougino que contribui com 12
espinores de Majorana, equivalente a 6 espinores de Dirac. Além disso, para o setor de
Higgs € necessario acrescentar mais um camnpo escalar e adicionar o Higgsino com 2 es-
pinores de Dirac. O leptino e o guarkine contribuem com 96 escalares. Logo, obtemos
para o MSSM N, = 104, Ny 5 = 32. Neste caso, temos estabilidade.

Consideremos outro exemplo, o Universo atual. O valor da constante de Hubble atual
é extremamente pequeno, em torno de 107% GeV, que sdo 30 ordens menor que a massa
do neutrino. De acordo com dados recentes [67], esta magnitude da constante de Hubbie é
devido principalmente & contribuigio da constante cosmoldgica. O valor de “¢”, eq.(3.49),
no Universo atual é negativo devido A contribuicdo de uma unica particula sem massa -
faton * com N, =1, Ny = Ny, = ). Portanto, a inflagdo ¢ estavel.

Porém, devemos verificar se os termos de altas derivadas ndo destroem a estabilidade
da primeira solugdo na eq.(4.10}. Usando (4.18), chegamos na seguinte equagao carac-

teristica para a perturbacao de H

) ] . M2 M2
X4 THX + 4(3-—%}#—& A — E6—&1![1*3Jr—PH = (0, (4.29)
e Bre ¢ 2re

Para obter a solucéio explfcita desta equacéo, vamos comegar comn o caso particular quando

A = 0. Entdo H = 0 e as raizes da equagdo (4.29) sdo

AP =g, Ml = i (4.30)

Até este momento, ndo podemos definir nenhuma condigdo para a estabilidade, pois a
Yinica raiz real é nula. Agora, vamoes procurar solucho para a eq.{4.29) fazendo per-

turbagdes em (4.30). Devido & grande diferenga entre as ordens de grandeza de H e Mp,

"Se o neutrino for sem massa, pode acontecer uma igualdade em (4.28).

(3

(31
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esta aproximacgio é perfeita. As solucdes tém a forma

M f
A = —4H, Aoz = w-?—’ H L “““;,._..“““—'P..z » onde H = & > 0. (4.31)
' 2 \/8?7 c 3

Podemos ver que uma pequena constante cosmolégica A > 0 realmente estabiliza a solugio
na regido de baixa energia, exatamente como esperavamos. Além disso, podemos verificar
também a estabilidade para o préximo perfode pés-inflaciondrio, guando a densidade de
energia do vécuo deve ser menor que a densidade de radiagio [13, 86]. Para periodo
posterior, como ji mencionamos, quando substituimos a solugdo de FRW na eq.(4.3),
0$ termos quanticos decrescern com 1/t2 comparando com os termos de Einstein-Hilbert
e termos de matéria. Portanto, no periodo posterior da expansdo pds-inflacionaria do
Universo, a solucio de FRW é uma boa aproximacgio. Logo, a relagao {4.28) mostra a
nio-estabilidade e nio é necessirio introduzir o termo especial [ /~gR®.

A condicio (4.28) nos habilita construir um cenério inflacionario muito atrativo (veja
(76, 66]). O Universo pode comegar na fase estdvel, tal que a inflagao inicia independente
dos dados iniciais. A forma mais simples de providenciar a estabilidade em (4.28) é
assumir supersimetria na regiso de alta energia e também supor sua auséncia em energias
baixas, pois as particulas- S sdo pesadas e desacoplam-se [76]. Se, no decorrer da inflagao,
a magnitude da constante de Hubble diminuir, os loops das particulas-S desacoplam-se e
o conteddo de matéria Ny1s fica modificado. Como resultado, o sinal da desigualdade
{4.28) muda para o oposto ¢ o Universo entra em uma inflagdo ndo-estavel com a transicdo
eventual para a evolugao de FRW. Uma questao importante €, porgue o parametro de
Hubble deve decrescer durante a inflagio? De fato, as solugdes (4.4), {4.5) e (4.6) sio
caracterizadas pela constante H. A resposta a esta pergunta é que o valor de H decresce
realmente, se formos além da aproximacio sem massa [77, 66, como veremos no capitulo 6.

Outro aspecto interessante da cosmelogia baseado na agao efetiva de vacuo induzida
pelos efeitos quanticos dos canpos sem massa é a possivel contribuicdo de matéria. Aqui,
temos duas situacdes diferentes. Primeiro, a possibilidade de ter um conjunto de canmpos
massivos no inicio da inflacio. Fsses campos podem vir da transigao de fase de cordas.
Para nosso modelo é importante que este contettdo massive nao destréi a estabilidade

neste estdgio da inflagio. Suponha, para simplificar a considerag@o, que estes campos
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criam pressdo p = 0. Ento, a equacdo (4.3) é modificada pela adicio do termo pa™ no
lade direito. A investigagio da equaglo comn este termo e com A =4 = 0
& 3ad 4 4b\ ae® Mi fa & a3
T (o B M) ey
a a* a ¢/ a 8re\a a c

foi feita numericamente. O resultado ¢ tal que, mesmo para p, = Mp, o sistema nfo
perde a estabilidade e a solucBo volta a ser expenencial em pouces tempos de Planck.
Os graficos sao quase idénticos ao estudo de campos sein matéria. A razao disto é que
o novo termo decresce muito rapidamente durante a inflagdo e torna-se irrelevante. O
segundo aspecto é a transicdo para o estagio de FRW. Ap6s alguns campes massivos
desacoplarem, a inflacio torna-se instdvel. Para entender melhor esta situagao, vamos
substituir a solugio correspondente de FRW, ou seja a(t) ~ #*/3, na equagio (4.32). E
facil ver que os termos “cldssicos” ammbos de matéria e Einstein, comportam-se como 1/42,
enquanto que, a correao quantica, com derivadas superiores, comporta-se como 1 /.
De fato, H(t) - 0, como usual. No entanto, considerando dados miciais proprios para a

inflacae instdvel, a solugdo de FRW é uma aproximacio perfeita para periodos posteriores.



Capitulo 5

Ondas gravitacionais

O teste mais dificil para um modelo cosmoldgico com altas derivadas é o comportamento
das perturbacdes cosmolégicas. Neste capftulo, apresentaremos o calculo das perturbagdes
da métrica, ou seja, ondas gravitacionais. Iremos comparar os resultados do espectro de
perturbaces com o modelo convencional clissico baseado no potencial de inflaton.
Apresentaremos os resultados preliminares relativos is perturbagbes da métrica {ondas
gravitacionais) durante os dltimos 65 e-folds na inflagio induzida pela anomalia. Andlise
similar foi previamente feita em [81, 32]. Em ambos artigos, a investigagdo [ol restrita
ao caso de efeitos quanticos dos campos sem massa, € a pequena diferenca nas equagies
para a perturbacSo ¢ (em nossos termos) devido & diferenca na escolha do funcional
conformalmente invariante S.jg,,) na ¢q.(3.72). Primeiramente, vamos mostrar algumas
consideracoes das perturbacies da métrica no modelo convencional, Detalthes do estudo
das ondas gravitacionais para campos seIn Inassa e massivos serio apresentados sepa-
radamente. E, finalmente, faremos comparagéo dos resultados do modelo induzido pcla

anomalia com o modelo tradicional, bem como com os resultados observacionais.

5.1 Perturbacoes da métrica para modelo inflacionéario
baseado em constante cosmolégica ou inflaton

Nos modelos convencionais, a constante cosmoldgica é gerada pelo potencial inflaton. Du-
rante o periodo inflaciondrio, o potencial é praticamente constante e podemos considerar
a teoria de Einstein com constante cosmoldgica. A teoria das perturbagdes da métrica é

importante para descrever ¢ crescimento de estruturas no Universo, calcular as previsoes
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das radiagbes cosmicas de fundo e muitas ontras consideracées. A malor evidéncia da ho-
mogeneidade e isotropia do Universo primordial vem da isotropia da radiagdo cosmica de
fundo (veja, por exemplo, [85. 51]}. Porém, para explicar estruturas nao lineares atuais,
na cscala de galdxia ¢ aglomerados de galaxias exige-se perturbagdes imiciais. E muito
natural assumir que estas perturbages comegam num instante inicial com uma amplitude
pequena e gradualmente devern crescer com o tempo. Matematicamente, isto se reduz
a resolver as equacdes de Einstein com uma expansdo de fundo. Assim, assume-se que
o espaco-tempo 6 desviado por wna pequena guantidade do espago-tempo homogéneo e
isotrépico idealizado, que ¢ definido como sendo o espage de fundo. Neste caso, € conve-
niente dividir a métrica em duas partes, a primeira sendo a métrica de fundo e a outra
descrevendo comeo © espago-femps “real” é Gesviado do meodelo de fundo idealizado. A

segunda parte é chamada perturbagao.

O cdlculo implica na andlise de
Hup — 92;, + h‘,uu B (51)

onde g%, séo as solugdes inflacionarias de fundo (4.13)

. M,
g_ﬂ.u:(lﬁ '_Oijth); H:ﬁr ;-'5:0}12‘3 e gz12,3 (

H é a constante de Hubble e A, s80 as perturbagdes em relagdo & solugdo inflacionaria.

(o)
A%
"

J4 que estamos interessados nas ondas gravitacionals, pedemos manter somente a parte
transversa e sem trago de b, que s&o puramente modos tensorials *, Ou seja, as per-

turbactes da métrica estdo submetidas as restrigoes:
& hY =0, hyp = 0. {5.3)

Podemos também impor a condigio de coordenada sincrénica hyo = 0.
A equacdo para a onda gravitacional no cendrio inflaciondrio usnal, tem a seguinte

forma .

© 2 -
g_ﬁﬁ+{n_2 --255},&:0 : (5.4)
a a a

. ! Perturbagdes escalares no modelo de anomalia induzida foram primeiramente estudadas em [61), com
uma nova abordagem em [2].
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onde a(t) = eflt e a varidvel dindmica sio as componentes mistas da perturbagao, que

serfio denotadas por i = h. O “estado de vacuo” € bem conhecido [11]

,..H Aty
iflE

hiz,n) = hinle , hin) x T (5.5}

As nittimas expressdes estio em termos do tempo conforme, j4 que a métrica de FRW
torna-se conforme 3 métrica de Minkowski no espago-plano; 7 é o niimero de onda ve-
torial. Suponha que a solucdo desejivel seja dada pela funcio A(f,Z). Através de uma

transformacdo de Fourter chegamos

halt) = W [r@enids (5.6)

O quadrado da amplitude total das perturbacoes é obtida por

h2(t) = [ R2(t)d*n (5.7)
e pade ser reescrito como
2(8) = 4 [ K2 (6)nldn = 4n [ H2(6)nddlan = [ Pt)dlan . (5.8)
A quantidade
PR{t) = hy(t)n’ (5.9)

¢ o quadrado do espectro de poténcia e nos diz como a amplitude das ondas gravitacionais
variam num intervalo entre Inn e ln(n+dn). Assim, para caleular o espectro de poténcia
devemos elevar ao quadrado o valor da perturbagio gravitacional num dado momento e
para um determindado nimero de onda fixo. Apés integragao nurnérica, faremos um
grafieo de
In [p®h2{)] x Inn.

O espectro de poténcia essencialmente diz comno a amplitude das perturbagdes depende
do seus comprimentos de onda. Um espectro plano, o de Harrison-Zeldovich, estabelece
wmn “principio de democracia’: todas as perturbagoes entram novamente no horizonte
de Hubble durante a fase dominante de radiacdo e matéria (apds terem safdo da fase
inflacionéria [62]) com a mesma amplitude independente de seus comprimentos de onda.

Notemos qgue, em geral, obtemos uma expressdo para as pequenas variagoes de n no limite
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para grandes comprimentos de onda (que sfo s mais importantes para a cosmologia [62]},
quando a dependéncia pode ser considerada como P2 o n*, Esta distribuicdo diz como a
amplitude das perturbagfes depende de n. O coeficiente & é chamado de indice espectral
da perturbagao.

Para comparar nossos resultados com os tradicionais, considere ¢ cendrio inflaciondrio
baseado nas equagdes de Einstein com uma constante cosmolégica. Esta constante cos-
moldgica pode surgir de alguin potencial de inflaton na fase inflaciondria. Entao, encontra-

se 0 Universo de DeSitter, e as perturbacles comportam-se como {43]

hn) = mex(n)dyg(nyg) (5.10)

onde J s{n7) sio as fungdes de Bessel e cy sdo constantes de integragio que podem
depender de n. Esta dependéncia deve ser fixada pelo espectro inicial. Mas, se escolhermos
o estado de vdcuo como descrito acima, encontramos que estas constantes ndo dependem
de n. Usando o limite para grandes comprimentos de onda, ou seja, na aproximacio

n— 0, e considerando 0 modo dominante na expressdo acima, encontramos
. Ty _ o S
P, x n?? 82 = ¢te . (5.11)

Assim, o cenario inflaciondrio tradicional prediz um espectro plane, com k& = 0. As
andlises dos programas observacionais como Cobe, Boomerang e Maxima, favorecem o
espectro plano também [50, 70).

Na préxima secdo, apresentaremos a derivagao das equagbes para as perturbagoes

haseado na acéo efetiva induzida pela anomalia.

5.2 Calculos das perturbacoes da métrica para a acao
induzida com campos sem massa

A equagao para a perturbagio da métrica no modelo induzido pela anomalia esta baseado
na expansio bilinear da acdo (3.79). Nesta ser:fc, apresentaremos as contas intermedidrias
para obtencéo da equaciio perturbada. Antes de considerarmos a expansao, apresentare-

mos a acio através de algumas integracOes por partes, numa forma mais conveniente

S:fd“:rL?
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com

5
L= fil,= \/—g{ foR + [LR*" Rogos -+ foR® Ryp + f2R2 + f1oV R+ fsf,’?:ﬁga}
5=0

(5.12)
Agui, as seguintes defini¢des foram introduzidas

Mg
fo 16w
f —a-—%a--b+m T YA
i 1 £ 2\/:“5@' 2\/_—51&/ ¥

w+ 2h w
= — 2q; ~ 4oy + — — P

f2 t 2 \/jb W \/__—521[)
£ = ﬁ+a 30%~2E}_3b+’;§5 N i v
87 3@ 6v/—b " | By—b

dr/—b
foo= mmy

1
o= s

Podiamos simplificar os coeficientes, substituindo seus valores, mas é melhor mante-los
para voltar & origem de cada termo no final das equagoes.

Agora temos uma arbitrariedade relacionada s solugdes homogéneas g e ¥ em (3.82).
Lembremos que a escolha dos dados inicials de ¢ e ¢ define o estade de vacus para as
perturbagdes. Podemos fazer wina comparagdo com o estude de vdcue para buracos
negros. Numa aproximagdc semi-cldssica da radia¢do de buraco negro, o vicue produz
uina transicio suave ao vacuo de Minkowski no espago infinite. Supemos que o vécuo
cosmoldgico préprio para a expansio do Universo reduz ao de Minkowski num tenipo
infinito também. Para a solucdo homogénea e isotropica, temos a equagao & g = Jo =
0, e a solugho dependera de quatro constantes de integragio. Mas, se impormos um
cornportamento finito em wm tempo infinito, a tnica escolha é @y = const. Agora, se
inpormos correspondéncia com a escolha de buracos negros no espago infinito [5], a unica
possibilidade é ¢y = 0, e @ mesmo também para . Portanto, a escolha consistente das

soluches para os campos auxiliares, que devemnos usar no restante do capitulo €
o= —8nyv~bh o, P =0. (5.13)

Os detalhes da expansio bilinear estdo apresentadas no Apéndice B. A maiona destas

expansoes sao idénticas &s feitas por Gasperinl em [37], que estudon as perturbagies
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da métrica para a acao de corda induzida. NGés apenas verificamos estas expansoes (e

as encontramos absolutamente corretas). Alguns outros termos sdo tipicos do modelo

induzido em consideracdo ¢ os expandimos pela primeira vez. O resultado final para as

expansdes de todas as estruturas L, f; sfo:

Lo

Lﬁi

[;2

Ls

27,
7 fg{SH B2+ hb +4Hhh + 2}?2 - %2——}+O(h3)

@ f1{2H2f}'2 — 4H?hh — BHRE — 16H3hh + hY + AHhh + :Tv%v% +

V2h . . V2 )
‘?h—m H’h -2 __*}‘L h?

p + (H*h — 2HR) o Oh?)
3 479 3pd 2 2§ 3 hz
a® fos =~ 9H R — 24H hh — 6H !ahw4Hh + Hhh“r“%“—l—
1 . 2}
@-v%v% (k+’3f:{h 3H" h)v Z} O(h3) ;

hV4h

L1202 f3{3H2h2 iy + 8Hhh + 2 h2 - 5—2} O
[

3 [ ; §9 22_&. *h \ 2pF .- 3,

a*fo{ BH hh + AH b+ Th* + 3H® ~ :ag L6 HZhAg O
spf Lo P T ey 2,212 hV2h .2 } 3

a fs{ 59 hh SH\p hh — H h™ — i — " t+O(h7)

Devemos agora considerar a equagio de Lagrange para a acdo (5.12):

2oL _, 0L d_, 8L  ddL 3L L i
aian PV avan T @ ave dtoh  Vovh om0 o (B

A equacio resultante para as perturbagdes da métrica no fundo da inflacio exponencial

{4.13) tem a forma:

0

_+_

_+_

]. L } i 1 e - 4 .
h chprg, + §H2c,b2f5 +3H2fo — HH8f) + 12f2 + 48f5 — gcpfé)] +

ril {Hg(—gfg - 36f3) + 9q3H2f4 — ZH\{,QQ‘)% +
H2(12f-1 + gﬂ E2f3) + H(f1 + ﬂfzz) -3 fs]

B[R 8F, 4+ 3 - 1200) + SHOA - 5 fs +H(6f + o Fa) + 5]+
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v BHQ2A +36) + 45 + fz] |2f +§f2]—
v?

L fo— HAAf 4 4120 + SHOu+ 36 s~ HC + 5 o) -

- ‘1_2 s+ )+ (ah+ 2] —%2— 4+ fé]*' \Zh

[2f1+%f2] . (5.15)

Neste momento, precisamos fixar as funcdes f,{¢) como foi discutido acima. Entio a
equacio (5.15) produz uma base apropriada para as analises das perturbagdes da métrica.

Faremos isto na segio logo a seguir.

5.3 O problema de dados iniciais e analise espectral

Mesmo para a escolha especial dos f,{¢), a equagdo (5.15) permanece dificil de resolver
analiticamente, mas ela admite uru estudo numérico eficiente. Uma anslise numérica
requer um certo cuidado, principalmente em dois aspectos: as equagdes devem ser serm
dimensio e as condicdes iniciais devem ser escolhidas de forma consistente. Como primeiro
ponto, nao hé problema na equacio escrita acima se fixarmos a massa de Planck igual a
um, assim o tempo serd automaticamente medido em uynidades de Planck.

Para as condicbes iniciais, consideremos que as perturbagGes tém origem quantica: a
origem das perturbacdes sao flutuagbes quanticas dos campos primordiais. Isto é fixado
da seguinte forma. A equacio para as ondas gravitacionals reduzem & equagao de um
caiapo escalar com um coeficiente de modo tensorial na frente. Entao as perturbagoes,
que surgem das flutuagdes da energia de pouto zerc dos campos quanticos, tém o espectro
caracteristico de um campo escalar quéntico no espa¢o de Minkowski. Considerando
ag = 1, a transformagao das condi¢oes iniciais para o tempo fisico apenas introduz alguimas
constantes. A partir de {5.5), podemos fixar o espectro inicial, onde podemos obter como

a amplitude inicial depende do ndmero de onda 7

1 f n3/? . nd? (5.16)
hg o€ =, :’l): X hg o — ho 6 —— 2.16
(] E— s i 2 1 V@
onde as derivadas sd30 em relagao ao tempo .
Usando a equagio sem dimensdo e considerando as condigbes iniciais de acordo com

o espectro quAntico inicial (5.16), podemos integrar a equagdo de quarta ordem (5.15)
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numericamente. Nio é dificil fazer o grafico do espectro final, mas primeiramente temos
que decidir que quantidade é de interesse calcular. Um nimero crucial é o espectro de
poténcias das perturbacdes, como apresentado para o modelo eldssico (5.9). Podemos
padronizar nosso procedimento numérico com passos andlogos ao classico. Fixando nosso
espectro inicial de acordo com (5.16) e integrando a equagdo para a onda gravitacional

(5.15), encontramos, para o caso {5.10),
k= 0.01. (5.17)

Este resultado numérico estd préximo do analitico, que é identicamente zero. Apliquemos
agora, o mesmo procedimento para o nosso modelo, com ay =a; =0 e gualquer @y < 1,
considerando o multipleto do Modelo Padrio extendido Ny = 8,V -1 /2 = 48, N, = 12,
encontramos

ko —0.01, (5.18)

gue estd, qualitativamente, de acordo com o espectro plano. [ importante notar que, este
resultado depende do nimero de e-folds durante a fase inflaciondria. Aqui fixamos que a
fase inflaciondria termina em vinte tempos de Planck, ou seja, em aproximadamente 65
e-folds na expansdo. Estes eram os mesmos valores empregados no teste numérico no caso
inflacionério tradicional exposto anteriormente. Algumas andlises recentes indicam que
—0.15 < k < 0.16 [50]. Nosso indice espectral ndo é muito diferente do encontrado para o
cen4rio inflaciondrio tradicional. Além disso, o {ndice espectral na inflacdo induzida pela
anomalia tem uma boa concordéineia com os dados observacionais. No capitulo seguinte,
vamos ver que, na verdade, no nimero de e-folds é muito malor que 65 e que nos Altimos
65 e-folds o espectro & bem mais simples. Algumas consideracbes adicionals estao em
ordem. Nosso resultado estd essencialmente baseado no nidmero de suposicées sobre o
estado de vacuo. Em particular, negligenciamos o funcional conformalmente invariante
S.]gu). Isto pode ser justificado pelo sucesso dbvio do procedirento similar no caso de
buracos negros [5]. Ao mesmo tempo, é interessante verificar se a dependéncia desta
suposicdo é realmente consistente. O mais natural é considerar o coeficlente ¢, nio nulo
na acho de vécuo (6.6), jd que, do ponto de vista da teoria quantica de campos, nao é

possivel que @, seja exatamente zero. A razio é que @ & objeto de renormalizagao e
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consequéneia do grupo de renormalizacao (veja [17] e também capitulo 3). Fizemos andlise
numérica e encontramos que para e; 7 0, os diferentes resultados para o espectro podem
ser obtidos. Por exemplo, com ¢y << 1 e os demais valores como antes, encontramos a

seguinte relagdo entre o {ndice especiral e o valor de ay:

Tabela 1

g | 01 ;02/03/04(05]06(07]08)09]10
k[-001]-D1 -01}-01]-02][-62]-02]-0.2]-0.2][-0.2

Como podemos ver nesta tabela, quando os valores de a; aumentam, o espectro torna-
se mnais ¢ mais negativo. Isto significa que, levando a; em conta, a amplitude das per-
turbagdes gravitacionais decresce numa escala crescente. Considerando o valor numérico
da fungio beta-8, w/(4m)? = 0.02 para a; em (3.7) do SM extendido e MSSM, nds con-
cluimos que o valor admissfvel @, < 0.4 vale sob correcoes gquanticas. Da tabela acima,
é possivel ver que este valar estd dentro do limite observacional. Entre outros fatores, a
dependéncia na composicao do multipleto nio parece ser muito importante. No minimo, o
espectro é quase o mesmo quando consideramos multipletos do Modelo Padrdo extendido
ou Modelo Padrdao Minimamente Simétrico (conhecido como MSSM).

Por outro lado, o espectro plano {ou quase plano) encontrado para a; = 0 essen-
cialmente depende do fato que nossa versdo estdvel da inflacdo induzida pela anomalia
desenvolve somente DeSitter como comportamento. Nosso modelo ndo admite as solugoes
inflaciondrias do tipo lei de poténcia, o x t*, mesmo quando n << 1 (se for possivel as
equaches perturbadas devem ser também modificadas com a nclusao de termos contendo
H, H ete).

Como j4 mencionamos ne capitulo anterior, a estabilizacdo da inflagho exponencial
é obtida rapidamente [31]. Portanto, podemos supor que, durante o periodo de estabi-
lizacio, as perturbacdes quéinticas iniciais ndo tém tempo de mudar seu espectro. Con-
sideremos este perfodo como uma pequena modificacio dos dados inicials para as per-
turbagdes. Por outro lado, a transigio para a solugao de FRW pode incluir um periode de
rapida expansio tipo-poténcia. JA4 que ndo temos mecanismos para descrever tal processo
ainda, podemos supor que esta transicio também acontecen rapidamente, tal que as per-

turbacoes ndo sofreram grandes modificagdes. Em prineipio, J& que as duas escalas Mp
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(correspondendo a fase inicial de inflagio) e densidade de energia de matéria no periodo
posterior {que define o “graceful exit”) % sao diferentes, é natural esperar uma transicio
rapida que nio produy sérias modificagbes no indice k. Usnalmente, um comportamento
inflaciondrio tipo-poténcia produz um espectro de poténcia decrescente k < 0 (39 e,
qualitativamente, temos o mesmo efeito que é fornecido quando a; # 0.

Vamos agora investigar a dependéncia da escolha dos dados iniciais. Para fazer isto,
podemos substituir outros conjuntos de condigies iniciais, diferente de (5.16). A primeira

alternativa de escolha foi:
By x 0001, gl , hox1 | hex1 (5.19)

para qualquer valor de 1. A andlise numérica mostra que estas condigdes iniciais produz

o seguinte resultado

k = -0.00002 . (5.20)
A segunda escolha {oi
ho =000l , hg=-1 , he=2 k=01 (5.21)
com espectro de poténcia
k ~ —(.00002 . (5.22)

Resultados andlogos surgiram para algumas outras escothas. Logo, o resultado 0éo € muito
sensivel 3 escolha das condicbes iniciais, e pode-se esperar que o espectro de potencia
seja muitc préximo de zevo. Esta universalidade é um ponto muito bom, de fato. As
informagdes obtidas consistem em como a amplitude das perturbagdes, associadas com
as ondas gravitacionais (modo tensorial), depende de n. Na figura 5.1, mostramos os
graficos para os coeficientes da fungio de correlagio de dois-pontos da radiagio cosmica
de fundo, medida em termos das fiutuagdes de temperatura. Este coeficiente é dado pela

eXpressao

_{}f = Cy Pilcos ) {5.23)
=2

onde O, sio os coeficientes de multi-polos, P{z) sio os polinémics de Legendre, # ¢ o

angulo entre dois pontos de observagio no céu e %;*5 é a flutuacio de temperatura entre

2Gaida do comportamento inflaciondrio para a svolugio maiz moderada de FRW.
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Figura 5.1: O primeiro grifico mostra o comportamento do espectro de anisotropia CMB

para ondas gravitacionais com & = —0.01 (correspondente a o) = 0} e o segundo para
k = —{.2 que corresponde q, = 1.

estes dois pontos. A scma inicia com [ = 2 porque excluimos ¢ momento de dipolo devido
a0 rmovimento da Terra. Usando o programa CMBFasf [74), fizemos o gréfico do espectro
de anisotropia da Radiagio Césmica de Fundo (CMB) devido as ondas gravitacionais para
alguns dos casos especificados acima. Nestes graficos hd duas quantidades essenciais: o
espectro de poténcia & e o contelido de matéria no Universo.
O espectro de poténcia foi descrito acima e, para o contelido de matéria, nds consider-

amos ¢ que é mais aceito na literatura: 5% de matéria baridéuica, 35% de matéria escura
e 60% devido ao termo cosmoldgico. Os graficos mostram uma pequena diferenca na

amplitude do espectro devido exatamente ao fato de que a amplitude decresce um pouco
diferentemente ent cada caso.
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Qualitativamente, as previsoes do nosso modelo de teoria induzida pela anomalia, em
relacdo ao espectro das ondas gravitacionais, concorda com os resultados da inflagio de

DeSitter tradicional e com os dados observacionais.
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Modelo cosmolégico induzido pelos
efeitos dos campos massivos

Vamos agora assumir que alguns dos campos escalares e de férmions sio massivos. Em
altas energias, o que produz o efeito do vacuo quantico mais relevante, € a renormalizagao
dos termos de Newton e cosmolégico. Em [77, a renormalizagio do termo de Newton foi
feita considerando uma aproximacao especial que produz conexdo direta com as aplicagoes
cosmolégicas. Em nosso trabalho seguimos o mesmo método, porém fazendo os caleulos de
uma forma geral ¢ mais detalhiada [66]. Em particular, congideraremos a renormalizagao

do termo cosmolégico.

6.1 Acao efetiva para campos massivos e solugao cos-
molégica

Tecnicamente, a maior vantagem das teorias sem massa € a possibilidade de usar a anoma-
lia do traco para calcular a acdo efetiva. Nosso objetivo ¢ modificar as teorias com massa
para usar 2 mesma técnica. A invaridncia conforme das agdes (3.3) e (3.4) € violada
por causa dos termos de massa e, a principio, nao podemos usar anomalia conforme para
obter as correcdes quanticas. Mas, isto pode ser mudado se aplicarmos uma descricdo con~
forme da teoria massiva na estrutura do modelo “cosmon” [64, 29, 88, 18] (veja também
{79, 23, 84} para abordagens similares e para aplicacbes do modelo “cosmon” ao probiema

da constante cosmodgica). Vamos trocar os pardmetros massivos pelas poténcias de um

T0
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novo campo escalar auxiliar y de acordo com

2

m? — MZ X, mp = o ; __
1 _:‘Mrf: > 2 A
L _Mr [y a2, A= 2, 5 1
6G L 7 Tonil [2x* +8(07] YER (6.1)

Na versio original do modelo cosmoldgico {77, 66], a introdugao de novos campos escalares
y é convocada para providenciar a invaridncia com relagdo a dilatagao, com o objetivo
posterior de usar a quebra desta simetria. No nosso caso, precisamos de nma nvariancia
conforme local mais geral. Portanto, postulamos que o campo auxiliar x transforma-se

como
X7+ xe ", (6.2)

independentemente da dimensio do espago-tempo 1. Apés aplicarmos o procedimento
(6.1}, os termos massivos et (3.3) e {3.4) s&o trocados pelas interagbes de Yukawa, in-
teracio escalar quartica entre os campos fisicos de férmion e escalares, assim como por
novos campos auxiliares y. A vantagem deste procedimento é que as novas agoes, em
ambos setores, tornam-se conformalmente invariantes. Esta invaridncia é violada pela
anomalia conforme e pode-se obter a agdo efetiva dos campos de fundo g, € x usando
o esquema de agdo efetiva induzida pela anomalia, ou seja, usar a mesma forma de obter
a agio efetiva que empregamos no capitulo 5. As divergéncias da teoria massiva, nesta

representacao conforme tem a forma

, 71-—-4
i = (L — /d”’x\/— {?1)02+bEJ—cV3R+ j— [Rx?+6(0x)% + f‘VI‘i }, (6.3)

onde os coeficientes w, b ¢ ¢ sio dados pelas eqs.(3.47), (3.48) e (3.49) respectivamente.
Introduzimos as seguinies notagdes para as quantidades dimenstonais

1

5= 3y

S Nym3, (6.4)
f

1 . 2 . .
_ ——— 7 L e— '\I I 6
g 2[471_)2 Z ‘Z\JS ms (4?1.)2 g Yy mf ( O)

iQutros campos se transformam de forma usual: g, — gue exp{20}, @ 2 ¥ exp(—2:20},
i — o expl—25ta).
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[T 1]

Aqui as somas sdo feitas sobre todos os férmions massives “f” e campos escalares “s
conl as 1massas my & M, respectivamente. Ny e N, sdo as multiplicidades dos férmions e
escalares, por exemplo Ny = 1 € Npgarr = 3.

Para obter a anomalia conforme, é necessario considerar a identidade de Noether classica

para a parte de viacuo da aglo efetiva

2 g 3Suac + 1 X 8Syac
v 4 ® 5g;w V4 dx

E facil ver que, na teoria em consideracio, a invaridncia conforme néo significa que o tensor

T =~ =0. (6.6)

momento-energia é sem traco, mas que a quantidade 7 é zero. Correspondentemente, a
anomalia conforme significa que < 7 > # 0 ao contrério do usual < T4 >+ 0. Primeira
descrigdo de uma situacio deste tipo foi apresentada em (48] para teoria com métrica e
torcio de fundo. Agora a questdo é calcular a nova anomalia para 7 . No entanto, desde
que 0s termos dependentes de x em (6.3) tém as mesmas propriedades conformes que 0
guadrado do tensor de Weyl, podemos absorvé-les no termo de Weyl tal que o problema
para obter anomalia se reduz ao padréo. Finalmente, chegamos & seguinte expressao para

a anomalia

<T»=—{wC® - bE + VR + ‘-L [Rx* + 6(x)%] + mx }. (6.7)

De forma padréo, usando a parametrizagio g, = €%, e x = 77X, podemos obter a

acio efetiva induzida pela anomalia dos campos de fundo

Ting = Selfu- X, + fd"z\/“g {w? + bE —~ —VZR)G + 2boAc+

‘3c+25

+6(0%)%0 + X0} - fd"* rv/—g R2. (6.8)

NS

M2
O 1iltimo passo agora & fixar a simetria conforme usando a condigdo x =X e =M, tal
que os termos classicos de Einstein-Hilbert ¢ cosmologico adguniram suas formas padraes.

A agdo efetiva 2 1-loop torna-se
T = Spae + Dinalx = M) = Sap + Sclgu, M|+

2 36+2bfd4 J R~

+ fd""xw‘——ﬁ {wC% +b(E ~ ,3_ Ryo +2bcAo} —
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- fd4$\/’~_§€2" [R+6(Vo)] - [16;(;

Notemos que a expressio (6.9) nao depende da magnitude de M, mas somente dos campos

—f‘g]m/d‘*xvffée“" : [g%(;' —g-o]. (69)
e dos parfmetros da teoria. Esta aclo efetiva difere da parte sem massa (4.1} em dois
aspectos. Primeiro, devido a existéncia de novos termos que surgem pela renormalizagio
do termo de Binstein-Hilbert e cosmolégico. Segundo, porque a constante de integragao
Selguw, M| ndo é mais irrelevante, mesmo para métrica homogénea e isotrépica. Apds
impormos a fixagio de calibre y = ye % = M, S.{guu, M| torna-se ndo invariante. No
entanto, a expressdo [6.9) pode ser considerada somente como uma aproximagéo da agao
efetiva de vdcuo para os campos massivos e temos que verificar os limites da validade
desta aproximagao.

A parte de altas derivadas de (6.9) é idéntica a dos campos sem massa, como tinha
que ser {veja, por exemplo {11, 56]}. Além disso, ha uma forte conexao entre a agao
efetiva induzida pela anomalia eq.(6.9) e as corre¢bes quanticas que vém do grupo de
renormalizacio. Uma evolucao do Universo homogéneo e isotrépico pode ser visto conio
uma transformacio conforme da métrica g, (t) = Ju..exp [o(t)]. Por outro lado, o grupo
de renormalizacio no espago-tempo curvo corresponde a uma transformagio de escala
da métrica g, —> gu - € simultaneamente com a transformagao inversa de todas as
quantidades dimensionais [17]. Para qualquer i, temos y -+ - 7. Podemos comparar a
dependéncia de o da agio efetiva induzida pela anomalia (6.9} ¢ a dependéncia de 7 no
grupo de renormalizacio da agio classica

Sw{sc.imp = Sva.:[P(TH: (6‘10)
onde P = {a,234,G, A} denota os pardmetros de vacuo da teoria ¢ assume a forma
Pty = B+ Brr.

A expressdo (6.10) é uma aproximagio “leading-log” 2 para a solucio da eguacgéo do grupo
de renormalizagio para a agao efetiva [17]
f[emm?&_ﬁs ;. P, ,“] - F%gc&'ﬁ: @S(T)? P(T)r :u] ) (621)

onde ®; sd0 os campos de materia, E ficit ver que a eq.(6.9) torna-se completamente

equivalente & {6.10) se fixarmos o = const. O coeficiente f é um fator da fungio-J8 para a.

*Na aproximagio “leading-log” é considerado apenas a primeira ordem no logaritimo 7 = In(p/po)-

-
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constante de Newton inversa 1/167G e o coeficiente g é um fator da fungao-§ para o terno
cosmoldgico A/167G. De fato, a eq.(6.11) pode ser considerada como uma generalizacao
do grupo de renormalizacio para a acio classica (6.10). No entanto, temos fortes razoes
para considerar a eq. (6.9) como uma aproximacho do tipo “leading-log” para a acdo
efetiva dos campos massivos. Esta aproximagao possul as corregoes quanticas e € confidvel
nas regides de altas energias onde a massa dos campos € muito menor que a constanie
de Hubble. Por outro lado, em baixas energias, 0s campos massivos desacoplam-se e seus
efeitos quanticos tornam-se despreziveis.

Aqui, vamos fazer uma mterpolagdo entre estes dois regimes usando 0 esquema de
Subtracio Minima (MS) e a aproximagae “sharp cut off” ¥ em alguma escala especifica
AM.. Esta escala é definida tal que, em H = M,, algumas particulas-S desacoplam-se e a
desigualdade {4.28) muda de sinal. Aqui usamos a sugestéo de [76] sobre a relacdo entre
supersimetria ¢ estabilidade da inflagio. Na nossa aproximacdo, o funcional S, contém
termos de correches nio logaritmicos e pode ser desprezado. De fato, esta aproximacao e
ninite boa no inicio da inflagio e parece menos justificada quando o valor H esté préximo
de M,. Observemos que a escala M, pode ser diferente da escala da quebra de super-
simetria Mgysy que pode ser definido, por exemplo, como a energla esperada de vicuo
(VEV) do canpo de Higgs correspondente. Em particular, podemos supor que Mgpsy
esté em torno de 10 GeV enquanto o limite superior para M, é 10 Gel'. Este liruite
aparece porque a amplitude das ondas gravitacionajs geradas tem uina taxa admissivel
somente para H/Mp < 107°, no dltimo estagio da inflagio (= 65 e-folds). A equacdo de
movimento para o(t) tem a forma
b .4

~ F
[

.. | %) .2, .
G456 +45" +4(3~ {{) 90" 47 -2 (ZL i ?) (0 +6)e7 -

c

M}%:\
127c¢

AM}% . .2 . —20 o 1 .9 \
mé;;[(a +25° + ke )-(1~ja)-§fg] +

(1—go—3g/4) =0, (612)

onde introduzimos as seguintes notagoes

JF 1enf 1 Ny mfe _ _ _ 1 _
T MR 3w 4 Mp T MEA Am 4 MpA W

it

87g 1 Nemi 1 5 Nyms

MZA (6.13)

!

“Esta aproximacio significa que efeitos gnanticos dos campos massivos sao completamente desligados
*3 mac” para energias menores que as massas das partfculas. Na verdade, o desacoplamento acontece de
forma bem rais suave [41].
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E til reescrever esta equacio, também, em termos de a(t) *

i@ ad & 4n\ 8 & 2y @
PR Rl Chy P Rl g e
Mipoa &% ky .. [ MZA ) o
—Sm[(a+gT&;).(1wf-1m)w5-&3— + (1§ a-g/4) = 0, (614)

onde fixamos a{t = 0) = 1. A solugéo da equagdo (6.12) ndo pode ser resolvida analiti-
camente na forma geral, mas a solugfo aproximada para pequenos Ina{t) pode ser obtida

pela troca
M} — ME= M2 [l ~fln a(t)} ; A A= A{l — g ln a(t)} (6.15)

na expressdo para ¢ parametro de Hubble {(4.7) correspondendo as solucles (4.4}, {4.5)
e {4.6). Ouira possibilidade é a mrtegracio numérica da equagdo (6.12). Nés mostramos
os graficos produzidos pela integracdo numérica na figura 6.1 para o caso A = ., Estes
grificos foram obtidos usando o programa, Mathematica [90], Fortran e algoritimos padroes
de [69]. E facil ver que a parte inicial destas solucdes numéricas sio indénticas as obti-
das em [77]. Vamos agora entender melhor estes graficos ¢ a aproximagdo qualitativa,

integrando a eq.{6.15), para A =0
. o Mp .
6=H=Hyyl— folt), H¢=-—Fsu=, o(0)=0 (6.16)
e encontrar sua solucao na forma
HE -
a(t) = Hyt — —Zflftz. (6.17)

Podemos esperar que esta formula simples deve ser uma aproximagio razodvel somente
para 0 estigio inicial quando ¢ é pequeno.

No entanto, se cornpararmos os graficos da figura 6.1 com a pardbola (6.17), a diferenca
numérica {para f = 107%) ¢ notavelmente pequena - era torno de 0.1 num ponto méximo
COIn Tmer = 10° {considerando o contetdo de campo para MSSM).

As duas solugdes sao quase indénticas para todos os valores de tempo £. Além disso,

esta ndo é uma propriedade deste valor particular de f . Se substituirmos (6.17) na equacio

1Aqui eorrigimos um pequeno erro na expressao similar {sem os termos com constante cosmoldgica)
em [77]. Esta corregfio niio modifica o comportamento de a{t}.
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Figura 6.1: Os graficos representam sohugbes numéricas de o(t'), onde t' = /167 da
equacdo {6.12) para um modelo com f = 107° e conteido de particula do MSSM. O
primeiro erdfico & o mesmo obtido em {77]. Na regido 6= M,, os dois graficos sdo equiva-
lentes. O segundo gréfico ¢ quase idéntico 2 uma pardbola (6.17). No ponto mais alto do
segundo grafico, ¢ vale 1000000 enquanto que na parédbola ¢ vale 1000001.
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(6.12), o resultado é
1210754+ (25.9 f — 250 - 1075t + (3.14- 1071 —~ 3.14 . 1078 fy 2+

H(-122-107% 4 1.22 1077 fY 2+ (148 107%° - 1.48- 1077 f) ¢

que, de fato, é desprezivel para todas as situagbes de interesse {quando f é muito pe-
queno). Este efeito inesperado da solugio é extremamente 1til, porque podemos sempre
utilizar a expressio simples (6.17) em vez de uma solu¢do numérica complicada da equagao
(6.12). Nas ultimas consideragdes, levamos em conta que f e ¢ sao quantidades muito
peguenas. A aproximacio (6.15) vale enquanto as corregdes logaritmicas forem pequenas.

Primeiramente, isto implica na condicao

1 m}
- —= . lnaft) € 1. 6.18
Zf: 3 M3 al?) (6.18)
Além disso, hd outra condi¢fio para a magnitude das corregdes quénticas da constante
cosmoldgica

11 e .
B ‘L::-r;.gj —2 Zf:mﬂ - lna(t) < STAME . (6.19)

E ainda, pode-se exigir que a constante cosmolégica seja menor que as contribuigGes de

altas derivadas induzidas:
% > mi -2 Zmﬂ < M;, [1 — fln a(zt)]2 e A«8rM} [1 ~ fin a(t)]Q. (6.20)
5 I3

De fato, todas estas condigdes sdo satisfeitas no inicio da inflagdo, quando Inaff) é
pequeno e os termos de altas derivadas dominam sobre a constante cosmelégica, que deve
ser, na maioria das vezes, da ordem de Mggsy . E conveniente assumir que a quebra suave
de supersimetria funciona tal que a magnitude da constante cosmoldgica é muito menor
que A oc M2/M3 (veja [75]). Quando lna(t) torna-se grande e o Universo estd préximo da
transicio de inflagio estével para instével, ndo podemos confiar muito na eq.(6.15) e temos
que usar métodos numéricos para verificar ambas estabilidades da solugao inflaciondria

“temperada” e a “saida graciosa” para a fase depois da quebra de supersimetria.
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6.2 A estabilidade no regime de transicao para FRW

Logo no iniclo do periodo inflaciondrio, a evolucéo ocorre exatamente como no caso sem
massa e a condicio de estabilidade deve ser a mesma (4.28). Posteriormente, quando o(t)
torna-se grande o suficiente, ¢ desvio da inflagdo exponencial torna-se maior. Finalmente,
a inflagdo diminui, tal que o pardmetro de Hubble se aproxima da escala M, e as particulas-
S desacoplam-se. Logo, a condigdo (4.28) ndo funcicna mais. Nosso propésito é verificar
st a2q.(4.28) permanece satisfazendo a mesma condigao de estabilidade para as equacdes
modificadas (6.12) até o ponto em que H ~ M..

Antes da andlise numérica, vamos fazer algumas investigacoes da estabilidade de uma
forma aproximativa. Pare isto, é suficiente investigar o comportamento as perturbagdes
na regiao fisicamente importante, correspondendo aos dltimos 65 e-folds (antes de H
atingir o valor M,). Observe, na figura 6.1, que a dependéncia em o(t) é bem suave.
Além disso, podemos dividir esta regido em peguenos intervalos (4;.¢; + Al;) e considerar
H(t) = H; = const entre cada intervalo. De fato, H ird variar de um intervalo a outro
e isto pode ser a fonte de novas perturbagtes. Clare que, toda esta consideracio é feita
para o caso estavel ¢ > 0, enquanto que para o caso néo estdvel, esta aproximacio nio faz
sentido. Para um estudo analitice, vamos aceitar a aproximacio (6.15). Calculos diretos

produzem as seguintes equagles para as perturbagdes o -+ o + y(t):

bt + 85U 4+ bl + bal by = 0, (6.21)
onde )
=1, b =TH, 52:4(&-2)&2—%’?,
53:““3%Eﬁ3*“%§, m:i’;( 2fm3 3) (6.22)
e

(6.23)

. M, 6arh A \1/2
327k 3 Mp
Se considerarmos a pequena variacdo de o{¢) como uma constante, entéio, a estabilidade

depende deas sinais dos determinantes de Routh-Hurwitz (4.27). Obviamente, ) = b, é
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positivo. Apds alguma dlgebra, chegamos na seguinte expressao

A MLH b 64rh A \172 ,.
Dy = - i {14-- (1~ =) (1+ 3 ﬁ;) ]:»0. (6.24)

A expressio geral para D &

21MEE? CBamh A b 84nb A \1/2
__up_m[ ] +(1-3) | I%M%)Ni{ﬁ

T ien%e |03 mz N 7 VT
AOMEH? (-0 1+, o=
_-—W ]:H f — 5 Ag] . (620)

Aqui, os valores dos 1iltimos termos podem ser negativos. Notemos que os valores de f e 7
SA0 péquenos, porque eles sdo proporcionais 4 razao das massas das particulas e a massa
de Planck (6.13}. Assim, podemos concluir que D5 é positivo se a constante cosmoldgica
ndo for muite grande. Além digso, £y = by - I3 e a estabilidade da regifio temperada, na

rossa estrutura, depende do mesnmo sinal da expressio que encontramios em (6.25)
Ag. (6.26)

A positividade da dltima expressdo é um critério de estabilidade no ultimo estdgio do
regine de transicdo, jogo antes do desacoplamento das particuias-S e wma conseqiicnte
transicio para o regime instavel. O sinal de (6.26) depende da relaciio entre as massas
dog férmions e bdsons contidos na teoria e também da forma da quebra de supersimetria.
A tltima, define a magnitude da constante cosmoldgica. Se a quebra de supersimetria é
espontanea, a densidade de energia :RM}Q pode ser tao grande quanto Mg, ¢y, que deve
ser, em principio, muito maior que M. Logo, para § positivo em (6.13), a inflacio deve
sempre perder a estabilidade devido, principalimente, & constante cosmolGgica (mais do
que da escala M,). Para a gquebra de supersimetria na escala da GUT isto pode ser
um problema, pois a magnitude do pardmetro de Hubble nos iiltimoes 65 e-folds é muito
grande. ° Assim, para simplificar, assumiremos que ¢ é negativo (quebra da supersimetria
nio é esponténea), tal gue a densidade de energia de vécuo nfo ultrapassa M.

Em cada um destes casos, a transicao da infacao de estivel para a instdvel, acontece,

quajitativamente, da mesma forma gue para A = 0 e a estabilidade da inflagio vale até

5Isto j4 ndo seria problema para a quebra de supershnetria na sscala de baixa energia.
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a quebra de supersimetria na escala de M, Da mesma forma, podemos investigar as
ascilacdes do parametro de Hubble durante o inflago. Este é um assunte importante,
pois estd relacionado com a possibilidade de reaquecimento. Estudemos, novamente, as
equaches para as perturbagdes (6.21). Tipicamente, a equagio caracteristica eq.(4.26} tem

uma ou um par de solucdes conjugadas
M= —a B, (6.27)

onde « é positivo, no caso estavel, Também podemos ter solugdes reais. Por axemplo,
para MSSM, A = 0 ¢ f = 1077, encontramos um par de solucles complexas da forma
Mg R —1.46+ 34T =+ i8 e duas solucdes reais A3 &= —3.88 & )y =~ —4.85 - 1078,

A solucdo para as perturbacoes €
y(t) = Coe™® cos{Bt + @) + Cre ™ +Cpe™™*, (6.28)

Fstamos interessados no efeito de 8. Claro que, para o coeficiente constante b, em (6.22)
as oscilacBes na solugdo nio sdo visiveis porque elas sdo suprimidas pelas exponenciais.
No entanto, lembremos que os coeficientes b; ndo 840 constantes, pois eles dependen de
H = H(t). Podemos considerar H como uma constante somente mm pequeno intervalo
(t; t; + A%). Quando passamos de um dado intervale para outro, o valor de H muda.
A evolugao de H resultard nas oscilagdes (6.28) que podem se tornar, cventualmente
significantes se H variar muito rpido. Vamos mostrar o cdlculo deste efeito. Se definirmos
os coeficientes como by, = Hmby, . ¢ considerarmos A= —a 43, e iy /2 DOT serem as
solucbes da equagao

Bodd B AY B2+ A+ baa+ by = 0, {6.29)

entio &, @ e § 540 constantes e, além disso

oz = Hap 2 H - fo)mn,  S=HB=H(1-fo)f, oa=HB=H(- fo)a.

{6.30)
A tltima formula mostra que a freqiiéncia das oscilagdes de o(2) e H{¢) estd decrescendo
bastante durante a inflagio. O mesmo ocorre também com o parémetro de decaimento a.
Podemmos dividir o primeiro grafico da fig. 6.1, em t1és regices com propriedades distintas:

1) No estégio inicial quando as massas das particulas sao irvelevantes. Logo, H(f) é quase
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constante e as perturbagdes nao séo visiveis.

21 No estdgio intermedidrio da inflacio “temperada” com um efeito significante das
particulas massivas. Nesta regifo, H{f) varia rapidamente e podemos esperar as os-
cilagtes com amplitude relevante. E fécil ver que a amplitude das oscilagtes de H({) tem

a ordem de magnitude de /aZ + B2 .

3) A ultima fase da inflagio é quando o(2) cresce mais lentamente ¢ H(f) se aproxima
do ponto M., onde o comportamento estdvel termina. Neste casc, nossa aproximagao
relacionada a0 desacoplamento do tipo “sharp cut-off”, obviamente falha. Nesta regifo,
as particulas-S comegam a se desacoplar e o Universo inicia uma transigdo para a inflacio
nap-estavel, e eventualmente, entra numa evolugdo tipo-FRW,

A andlise da estabilidade fol feita usando método de simulagoes numéricas e encon-
tramos que todas as curvas rapidamente convergem para a néo perturbada, em ambos,
primeiro e dltimos 65 e-folds da inflacho. Nés escolhemos os dados iniciais &(t;), a(t;),
a{t;), o(t;} para a equagdo (6.12) usando um gerador de nimeros aleatdrios indepen-
dentes para cada derivada e integramos esta equagio numericamente. A escolha de #; fol
feita, de tal forma que, o; = o(f;} = ¢y — 65, onde o4 corresponde a H = M,. Em todos
0s casos, consideramos o mesmo valor inictal o{f;) = 1. A medida do desvio da solugdo
H{t) comparando comn a solucdo ndo perturbada H,,(¢) pode ser feita, por exemplo, na

D— I:I_: f:{np : " {—I—_- fl'.f.,,p 2 + H_ an ‘
RE s i ‘

na p
O resultado dos caleulos ¢ que, independente da escolha das medidas para o desvie,

forma

a solucho de o¢, apresentada no segundo grafico da figura 6.1, é estdvel. Alguns graficos,
ilustrande o comportamento das solucbes pecturbadas, estio apresentades na figura 6.2.
O grafico de H{t), para os iiltimos 65 e-folds da figura 6.3 nos habilita ver as oscilagdes
que nfo sdo visiveis na escala da figura 6.1 (veja também {771}

Finalmente, as soluces numéricas ¢ invesiigacao analitica aproximada da estabilidade
deste modelo concordam completamente entre si. Podemos observar, na figura 6.1, uma
ilustracio da estabilidade da solugao inflaciondria e, na figura 6.3, as oscilagdes de H.

Podemos concluir que nossa aproximacao analitica é suficlentemente forte e aplicdvel em
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Figura 6.2: [lustragio do comportamento das perturbagdes da medida D ne inicio e nos
tltimos 65 e-folds da inflagio (primeiro e Gltimo graficos, respectivamente). O segundo
grafico difere do primeiro devido a presenga de matéria (poeira} com densidade de matéria
M} no inicio da inflagao . Podemos ver que a estabilizagao acontece num tempo muito
curto em todos 08 casos.
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Figura 6.3: Solucao numérica para H{t}, na regido onde as oscilagbes sao explicitamente
visiveis.
outros problemas, como a andlise das ondas gravitacionais e também, das perturbacoes

de densidade.

6.3 Ondas gravitacionais do modelo induzido
COIm campos massivos

Nesta segao vamos investigar a estabilidade das ondas gravitacionais inciuindo os ter-
mos massivos da equagao de moviniento. Porém, primeiramente, varmos fazer algumas
observagOes scbre o que realmente precisamos saber sobre as perturba¢tes da métrica.
Sabemos que, a regifo importante é a dos dltimos 65 e-folds da inflagdo. Todas as on-
das gravitacionals que sdo geradas antes, ndo sdo visiveis hoje e, por isto, ndo tém im-
portancia. Devemos seguir 0 mesmo procedimernto, que nos mostron confiavel, da secio
anterior, quando investigamos as perturbacdes para o(f). Assim, dividimos o intervalo de
tempo correspondente aos dltimos 65 e-folds em pequencs intervalos {#;, ¢, + At;). Em
cada intervalo (#;,# + A¢f;), a devivada tempcoral do pardmetro de Hubble é desprezivel

se compararmos com sua propria amplitude e podernos seguramente, considerar H como
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constante. Isto significa que, nos ltimos 65 e-folds. podemos fazer uma aproximaciio ao
modelo considerando campos semn massa, porém com uina grande reducae da magnitude
da constante de Hubble e com o valor de ¢ = Ine bem maior. ¥ Como veremos abaixo, ¢
itimo ponto, produz uma diferenca dramdtica em relagdo ao modelo de Starobinsky [81].

Para simplificar, apresentaremos os cdlculos para o caso A = 0 somente. Usando os
resultados para o caso de campos sern massa [32] e contribuigtes dos campos massivoes,

encontramos

by B by b by h+bs h +hiht
4ne V2 j dnge VLR 4nge” VR = 0, (6.31}

onde % = h{t, T} e os coeficientes tém a forma
by = oy +w- (i}, h=6Ha +w of)] +2wH,

by = 11H?*[a, +w-o(t) + H*(¢c—b/2+ Tw),
by = 6H|ay -+ w - o{t)] + H* (3¢ — 3b/2 + 5w}, by = —1211% (6.32)

¢ também
7y = —2H ey +ww-olt)], ne = —2[ayw-o(t)], g = g +w-o(t) . (6.33)

Nosso principal interesse na dindmica das perturbacoes ¢ nos ultimos 63 e-folds da in-
flagéo, quando a magnitude de ¢ é, no minimo, da ordem de 10*, A primeira observagae
em relacdo i eq.{6.31) € que o0s termos com as derivadas espacias séo sumnprimidos pelo
fator de €% e, podem seguramente ser desprezados, tal que a equagio nao depende da
magnitude do niimero de onda n. Isto ndo garante que o espectro € plano, pois a de-
pendéncia em 7 pode aparecer nos dados iniciais. Por exemplo, no caso de perturbacdes
de origem guantica, ja vimos que os dados inicials s&o fornecidos por (5.16). Mesmo sem
os termos de dependéncia em 7, & equacdo (6.31) é ainda complicada, mas sua andlise
pode ser essencialmente simplificada se lembrarmos que o > 1. Levando em conta gue
as fungoes-3 (3.47), (3.48), {3.49} tém a mesma ordem de magnitude, podemaos deseon-

siderar os termes dependentes de o em {6.32). Se omitirinos também o pequeno termo

5%este instante, temos que admitir gue a escolba do vdcuo para as perturbagdes pode ser feita da
mesma forma que para as acles efetivas generalizadas dos campos magsivos ¢ sem massa.

84



Capfinlo 6. Modeio cosmeiégico induzids pelos efeitos dos campos massivos

bs, os coeficientes da ¢q.{6.31) tornam-se constantes e podemos facilmente verificar se
08 modos crescentes estao presenses usando os métodos padrbes. Facamos uma aprox-
imacio mais fraca e consideremos ¢ como wma constante de grande magnitude. Entao,

03 determinantes de Routh-Hurwitz t1ém a forma
Dy = by, Dy = by, Dy = 60H ) +w - o()]?,
que sac posltivos para quaisquer parametros da teoria;
Dy = 360H%a; +w - o(t)]* + 432H wbla, +w - o(t)?

£ positivo se
o{t) + a1 /uw > —6b/5.

J& que b é um ndmero negativo {da ordem 10, no méximo), esta condi¢io é satisfeita ge

n6s incluirmos tal coeficiente negativo @, na acdo cldssica de vacuo (3.7). Finalmente,
Dq = —I‘Eb}f4 . .Dg

é positivo se D for positivo. Para os valores n < n,, onde n, é um “cut-off” dependendo
de M,, isto significa que a inflagio induzida pela anomalia é estavel sob perturbactes da
métrica. Este fato € muito importanie para o modeio completo.

Se admitimos que a transicdo da inflagio estavel para instavel ocorre em H = M, <
1072 Mp, entdo, esta escala definird a amplitude méxima das ondas gravitacionais e nosso
modelo se ajusta com as restrigdes da anisotropia de CMBR. Esta conclusio é valida sem
nenhum ajuste fino {fine-tuning) dos pardmetros do modelo. Na consideracdo acima nés
desprezamos as derivadas H. Isto pode ser justificado, por exemplo, usando a eq.(6.15).
Lembremos que, por razoes dimensionais, H deve ser compardvel com H?. Um caleulo

simples nos da

H f
H? ™ 2(1 — fo)
Para a GUT supersimétrica, a magnitude de f é no mdximo 107, enquanto a ex-
pressao {1 — fo) torna-se comparavel com 107° somente muito no final da inflagio estdvel
quando a expressio (6.13) e a aproximacio completa baseada no “sharp-cut-off” pre-

cisa ser trocada por uma desericio detalhada do mecanismo de desacoplamento para as
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Figura 6.4: Exemplos de grificos das solucbes numéricas de h{t) nos altimos 65 e-folds
da inflacio e espectro inicial normalizado por £{0) =1 e f = 107>,

particulas-$ massivas no espago-tempo curve. Entretanto, nossa aproximacio H/H? =~ 0
é coerente na regido onde a aproximagio também é segura, e pode ser considerado como
uma <ica qualitativa para a regifio de desacoplamento.

A integracio numérica da equacao (6.31) foi feita para varios valores do nitmero de
onda vetorial n e condi¢des iniciais {(5.16). Os grificos ilustrando a estabilidade de A{f)
sd0 apresentados na figura 6.4, que correspondem a n < n, = 0.1. Como podemos ver,
existe uma diferenca entre estes graficos, tal que o espectro € plano. Para grandes valores
de n os graficos tém um grande crescimento no periodo inicial (veja segundo grifico da
figura 6.4).

Apds um crescimento inicial, as perturbacdes decrescem expouencialmente, de acordo

com nossa consideracdc analftica. Mas apesar deste decréscimo exponencial e, para n
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grande, as ondas deixam o horizonte com smplitude muito maior que a inicial. Este efeito
¢ essencialmente forte para pequenos valores do parémetro f . Uma observacao importante
€ que, enquanto o decrescimento exponencial das perturbagbes (apds o crescimento inicial)
nio depende da escolha do vacuo e da aproximacio H = const, o crescimento inicial pode
mudar muitc se considerarmas estes aspectos. Podemos notar também, que a condicdo
n << 1 é bastante segura nos 1ltimos 635 e-folds, pois n é uma quantidade dimensional
e medimos em unidades de Mp. Como a magnitude de H (que gera perturbagdes) ¢
H » 107°Mp, obviamente n = 107° ¢ ndo pode ser comparado com n = 1.

No entanto, a conclusdo final consiste de que a amplitude das perturbacées com n
grande pode concordar somente apds uma andlise mais completa. O resultado positive
para n < 7, ajuda a encontrar um procedimento aceitivel para as perturbagdes da
métrica. A diferenca principal em relagdo & andlise anterior das perturbacdes {campos
sern massa, [81, 32]) é que aqui desprezamos todos os termos independentes de o em
(6.31). Isto muda a estrutura da equac@o e o modo de crescimento desaparece.

Lembremos que a analise numérica das perturbagdes da métrica nos primeiros 65 e-
folds da inflagie, mestra que, as perturbacbes de origem quantica crescem muito rapida-
mente, tal que a amplitude atinge em torno de 15 ordens de magnitude. De fato, estas
oundas enormes nao podem ser observadas e sua existéncia nfo contradiz com os dados do
CMBR. Entretanto, é muito importante que a magnitude das perturbacoes esteja, de fato,
decrescendo com relacio a métrica de fundo inflacionaria. Come resultado, o Universo
entra nos dltimos 65 e-folds da inflagdo num estado inicial muite isotrépice. Em geral, o
modelo da inflagio induzida pela anomalia nao apresenta problemas em relacio 2s ondas

gravitacionais.
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Conclusao

Nesta tese, apresentamos uma abordagem da inflagdo baseada nos métodos da Teona

Quéntica de Campos. Foram obtidos os seguintes resultadoes originais:

. Reproduzimos através do método de agio efetiva e acdo induzida pela anomalia

conforme, solugdes inflaciondrias do modelo de Starobinski [81]. Generalizamos este

resultado pard o caso de constante ¢osnmoldgica nao-nula, com k = =£1.

Analisamos as condi¢oes de estabilidade das solugbes inflaciondrias com relagéo ao
fator conforme da métrica, inclusive para os casos de constante cosmolégica ndo-mila
e para k = 0,1,—1. Mostramos que estas condi¢des ndo dependem da constante

cosmoldgica e nem da escolha do parametro de curvatara k.

Estabelecemos uma condicdo de estabilidade em tenmos dos nimeros de campos
com spin = 0,1/2,1. Discutimos a possibilidade de transicio entre inflagio estdvel

e nao-estavel.

. Calculamos, usando o métedo de integragiio de anomalia e representacao conforme

dos campos massivos, a acho efetiva dos campos massives, levando em conia a

renormalizacdo da constante cosmologica.

Estudames a solucio cosmoldgica levando em conta os efeitos quanticos dos campos
massivos. Descobrimos uma desaceleracao da inflagio, como esperdvamos, inclusive

rno caso de constante cosmoldgica nao-nula.
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6. Estudamos o espectro das ondas gravitacionals para a inflacac exponencial indnzida
pelos efeitos quinticos dos campos sem massa. Fncontramos o espectro consistente

com 0s resultados da inflacio de DeSitter tradicional e com os dados observacionais.

7. Analisamos o problema do erescimento das ondas gravitacionais nos dltimos 65
e-folds da inflacdo até o ponto de transicho para o regime instdvel e passagem
para o regime de FRW. Encontramos um comportamento muito satisfatdrio das

perturbagdes da métrica.
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Apéndice A

Transformacoes conformes

Aqui serdo apresentadas todas as formulas das transformagBes conformes que forarm usadas
no texto. Todas as férmulas correspondem ao espaco n-dimensional.

Usamos notagdes condensadas como:
42 1
A =g" A A,

(VB)® = ¢*“V,BV.B, V2B = ¢*V,V,B.

Parénteses fechados significam fim da ac¢do da derivada.
Por exemplo: V,B = (V,B) + BV, caso nao haja campo & direita de B.

Transformacio da métrica, métrica inversa e deterrninante da métrica:
g;u = Quv 626 ] o = J(-K) - (nﬁxl)
g =g e, g =g, g = det (g) - (A.2)
Transformacio do simbolo de Christoffel:

T2 = DAy + 0a(Vg0) + 83(Vo0) — gas(V0) . (A.3)
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Apéndice A. Transformacgdes conformes

Transformacao do tensor de curvatura de Riemann
Rra;’)’;,w — Rﬂﬁ;w + (539;L,§ — gﬁgi’ﬁ) ' (va)2+

+85(V Vo) - 85 (V. Vo) + (V.V} — g.3(V . Voo)+
+85(V,0}(Vgo) — 65(V,0) (Vo) + 905 (V o) (V20) — 943 (V,0) (Vo) (A4}

do tensor curvatura de Rica

R, = Ry— (n—2){V,V,0) = 0,.(V20) + (n— 2)(V,0)(V.0) = (1~ 2)g,(Vo)* (A.5)

Jats

¢ da curvatura escalar
R =e% {R —2n—1)(V%) - (n-1)(n— 2)(\70)2] . (A.6)

O tensor de Weyl em n dimensdes é definido como

1
Coaguwr = Rappo + (gﬁﬁzRav ~ GauFgy + Gow Rop — g.BuZ{an)+

1

+(n — 1}{(n—2) R gaudpy = e o) - (A7)

Com esta definigio o tensor de Weyl nao tem trago %, = 0 e sua transformagio

conforme € trivial
o = 5-20’ O&g#y . (\8)

ey

A transformacio do quadrado dos escalares de curvatura tém a forma:

v m g — Y etn e { R e + 8RY (V#O'V,,O‘ - VMVHO—)_‘"

+4(V20)? — 4R(Vo)? + 2(n — [ 2V, V.00 — 4V, V.0)(VHo)(Via)+

+4(V20) (Vo) + (n — 1)(Ve)' } (A.9)

J=g R = =g [ B2~ 2R(V%0) + (3n - 4)(V70)*+
+(n — 2)[2R* (V. oV,0 — V,V.0) - 2R(Ve)2 + (n-- Ti(n — 2)(Ve) '+

(= DV, T, ) — 2n — 2)(V,V,0)(V40) (Vo) + 2(2n — 3)(Vio) (Vo) |



Apéndice A. Transformagoes conkirmes

—g' R'? = \/—gelnhe [R ~ 2n— (V) — (n - V)(n ~ 2}(?’0")2]2 : (A.10}

Agora consideremos o quadrado do tensor de Weyl

C*(n) = Cagn O™ = R} 0a — T;’g R, + s 1)2 o R (A.11)
De (A.8) segue que ele se transforma de acordo com
Vg Clls = Vg e C2 (A.12)
Outra combinagdo 1itil do quadrade dos escalares de curvatura é
E = Rz B — 4R sR*% + R, (A.13)

Fm n = 4 este ¢ um integrando do termo topelogico de Gauss-Bonnet., Mas, mesmo para
n # 4 aexpressio | d"/—g E ndo contribui para o propagador de gravitons, pois possui
traco nulo ¢ modos completamente transversos. A transformacfo conforme do termo de

Gauss-Bonnet &

—2(n = 3)(n — )R(Vo)? — 4(n - 2)(n = 3V, V,.0)* +4(n— 2)(n — 3)(Vic)*+
—8(n — 2)(n — 3V ,0V,0}(VEVY0) — A(n — 3)R(V?o)+
i — 2)(n = 3)H(VE) (V)2 + (n - 1)(n —2)(n ~3)(n— 4)(Va)']. (A.14)
O termo de superficie V2R tern a seguinte regra de transformagao
V=g (VPR = /=g ™97 [(VER) - 2(n — 1}(V*0) — (n — ){n — 2) V¥(Vo)*~
—9(n = 1)(n - 8)(V*0)(V,V?s) - (n — 1)(n — 2)(n — 6)(V*0)V.(Vo)°
—2R(V?0) + 4(n — 1)(V?0)? + 2(n — 1)(3n — 10)(V?6)(Vo)? - 2(n — ) R(Vo)*+
+(n = 6)(VF) (V. R) + 2(n - 1)(n — 2)(n — 4)(Vo)*]. (A.15)
Para obter a iltima expressio usamos a transformacao do operador V? agindo em escalares

VEZ i 6_20 W’z + (n - 2)[V“0)VI*} )
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E facil verificar que, para n == 4, a seguinte expressio é vilida
1 2 3 ot . 2 2
E —g(V fz‘,)me-g(V R) + 4540, (A.16)

onde A4 é o operador hermitiano, conformalmente invariante [72]

. _ 2 .
Ay =V 4+2R*V,V, - S RV + % (VER)V,. (A.17)

Por outro lado, para 2 # 4 nenhuma relacio simples entre as transformagoes de £ e (V*R)
¢ conhecida, enquanto o operador A; pode ser generalizado usando a transformacie de

abaixamento ndo trivial para escalar [6].
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Apéndice B

Calculo das perturbagoes da métrica
para acao induzida

Para obter as equacdes para as ondas gravitacionais, devemos considerar as perturbagdes
da métrica no lagrangeano e manter os termos bilineares tal que consegulmos termas
lineares nas equagdes dos campos. Para podermos coniparar detalhes téenicos, vamos
fixar nossas notacdes como as de Gasperini em [37]. Da mesma forma, podernos encontrar
a maioria das férmulas intermedidrias necessirias como as expansdes das componentes do
tensor de curvatura. Nio apresentaremos estas expansbes aqui, somente vamos considerar
termos dependentes de ¢ que ndo podem ser encontrados em [37]. As solugbes de fundo
540

go = 1, iy = — ag(t)§ij = —Bgmﬁj- (B.1)
Consideramos, para simptificar, ¢ pardmetro de Hubble H constante. E Gtil escolher,
como variadvels dindmicas, as componentes mistas da perturbacio, que serdo denofadas
como hi = h,
O modo tensorial das perturbagdes da métrica é definido pela relagao

G = G + 080G, onde  dgu = hy, {B.2)

¢ & parametrizado pelo tensor transverso sem traco f,.. Além disso, fixamos as coor-
denadas pela condicdo Ay, = 0. Expandindo as compouentes contravariantes do tensor

métrico, em primeira e segunda ordem de A temos

5(1}9»‘“‘ Y . 5(2}939 — h,ucxh;=

94



Apéndice B. Gileulo das perturbagdes da métrica para agdoe induzida

onde 80 denota a n-ésima ordem na expansao da quantidade correspondente em poténeias

de h. Analogamente, para o determinante da métrica temos
6y =g =0, 52\ /g = ——\/_h”"hw. (B.3)
[Usando a férmula intermediaria
2 I : 1 ; P 3
Vi =¢+3H ¢ —; hh$ +0 (), (B.4)
chegamos nas seguinfes expressoes

52 (\/?g? (v%)] = {~-h2 (¢ +3H ©)" — i h (0 +3H ¥) :;o} (B.5)

, 2 (3, 1. 1. ,
5 [ =gV, pV,] = a? ¢ {Z (H*+ B 12 - G hhty B eH b h} (B.6)

6@ [=gRV V¥ g| = o {(3H2+3 H) H? +hh+ K +aH B h—wlih'—vz—}
(B.7)
Estas expansoes foram utilizadas juntamente com as de [37] para a obtengdo de (5.14) con-
siderando H = constante. Todo o estudo foi feito para este caso e também com algumas
restrighes para ¢ e ¥ comentadas no desenvoiver do caleulo de ondas gravitacionais.
Caleulos com H # const., considerando @ & 9 de forma geral, foram feites e escrevemos

a agao da seguinte forma

5@ = f d'z {Cl (t) (}; - iz&)z Y (8) B +Ca () B+ Co (1) (Vh)z} (B.8)
onde novas definigbes foram introduzidas
Cy (¢) = Bs {2)
Co(t) = BL(0) = Ba (1) = 5 B ()

1 . 1.
Cy (t) = Bs (f)—iBe (ﬁ}+§Bz ()
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Colt) = —Bg {t) + % B (1) - é By (1) (B.9)

e. com os mesmos coeficientes f's utilizados emn {5.12) escrevemos os coeficientes B's
s 9 N o L. 5 A R S
By () =a* { (26— 1F2 - 182) H* + (-2h- 30 - 9f) B~ ks & ~ShaH o}
Bg (i} =

3 E 2 . ; ; : 2 - . i -2 -2
=4 {(_‘4‘]?“[ - 6f2 - 24f3) H + (——4}1 — 4f2 - Ing) H “‘“*{gk;} 57 —2;{32_{{ 4 —6- (5,/ + )}

By (t) = a (fl +§)

Bi(t) = *H (4 fi+ g f‘g)

(=31 — 3fa— 9fs) H' + (~6f1 — 9f2 — 36f3) H H? + (=6f1 — 9o — 36f3) H"
_ —ky (H +2H?) & ~3ke (H H +2H?) ¢ -1 P+ 1}2)
1 (¢ +8) - 3 (b 00) - bt ()
(~8f) — 12f, ~ 48f3) H H + {(—16f, — 24f; — 96 f5) H®
By () = @ ~2k, (3 B¢ +18H* ¢ +4H &)
—L (06 + ) — IH (@2 + ?éifg)
B; (t) = 2fia
(?i;f? + 3f3) H+ (f1 +3f +6f3) H H? }

-2

Bg (t) == . - . :
s (1) a{ +gk2(99 +3H%¢)-~f§(¢2+@u

By(t) = ol {-2f: - 2}

com os mesmos valores de k's que antes, na equivaléncia das equagdes (3.78) e (3.79).
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