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Resumo

Neste trabalho estudamos transformacies de dualidade em teorias de campo para p-formas
definidas em {d + 1) —dimensdes. Para o caso ndo massivo, discutimos as conseqiiéncias
destas operacgoes quanda os campos estao acoplados 4s suas respectivas branas eléiricas ¢
magnéticas. 'm estudo sobre o mecanismo de geragao de massa para estas teorias devido
a condensacao de branas é apresentado. Motivados por esta discussao nds consideramos
varios aspectos relacionados a teorias para p-formas massivas. Suas propriedades de
dualidade séo discutidas e aplicadas no entendimento das diferentes fases apresentadas por
elas. Nis estabelecemos a classificacao dos grupos de dualidade para teorias de p-farinas
massivas e enconiramos sua dependéncia com a dimensionalidade do espago-tempo. Nés
também demonstramos que este resultado nao & alterade pelo processo de quantizagao.
Também pode ser encontrado neste trabatho um breve estudo sobre agoes e correntes

para p-branas.
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Abstract

In this work we study duality transformations in field theories for p-forms defined in
(d41)—dimensions. For the massless case, we discuss the consequences of these operations
when the fields are eoupled to their respective eletric and magpetic branes. A study on
the mass generation mechanism for these theories due to brane rondensation is presented.
Motivated by this discussion we consider several aspects related to theories for massive
p-forms. Their duality propertics are discussed and applied in the understanding of the
different phases presented by those ones. We establish the classification of the duality
groups for massive p-form theories and find its dependence with the dimensionality of the
spacetiine. We also prove that this result is not changed by the quantization process.

1¢ can also be found o this work a bricf study on actions and currents for p-branes.
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“Tt ebways scems odd lo me that the fundamental lows of physics, when
discovered, can appear in sv many differend forms that ere not apparenily
identical at first, but, with o Little mathemalticadl fiddling you can show the
relationshep... There is abways another way to say the same thing that doesn’t
look at all bike the way you said before. I don't know what the reason for this

w. f think it is spmehow a representation of the sumplicily of nature”

R. P. Feynman



Capitulo 1

Introducao

Transformacoes de dualidade sdo mapeamentos entre diferentes forinulagoes matemdticas
de wma mesma situacio fisica. Uma vez determinado um mapeamento dual. a analise
do seu eonteiido fisico forna-se uma ferramenta polerosa para wna comMpreensio precisa
das propriedades <o sistema considerado. A grande maioria dos exeraplos de dualidade
estabelecidos até hoje apresenta wma importante caracteristica: wma teoria fortemente
{fracamente) acoplacla ¢ mapeadla, via dualidade, em uma teoria dual fracamente (forte-
wente) acoplada {1, 2]. Neste aspecto, pode-se dizer que o estudo de dualidades constitui
o maig importanie passo dado até hoje rumo ao total entendimento de sistemas que inter-
agem fortemente, considerados inacessivets através da andlise essencialmente perturbativa
usualmente empregada,

Outra caracieristica lundamental apresentada pelas operaghes de duatidade € a troca

de quanta elementares por excitagdes coletivas, sendo um exemplo tipico a conjectura

(3] Esta propricdade também é encontracla em sistemas de Matéria Condensada corio
por exemplo a dualidade ordeni/disordem em sistexnas do iipo Ising {3}, a chialidade
particida/vériice existente em filmes superfluidos cletivamente bidinensinnais 6] € a du-

alidacle envolvendo a condutividade no efeito Hall quantico [7], comprovada experimen-
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talmente em [8]. A bosonizacio [9] também apresenta esta propriedadc ¢ constitui um
exemplo de dualidade que possui importantes aplicagdes em Fisica da Matéria Condensada
e de Altas Energias {101,

Com relacao a Fisica de Altas Energias, uma das mais conhecidas dualidades é a dual-
idade entre p--formas ({ensores antissimétricos de posto p} em varias dimensdes [11, 12,
Estes objetos desempenham um importante papel no estudo da teorla de cordas o teo-
ria M pois no lunite de baixag energias os setorcs bosonicos dessas teorias s&o descritos
por um conjunto de determinadas p—formas [13] em 10 e 11 dimnensdes, respectivamente.
Dualidades envolvenddo p—formas estendem a conjectura de Montonen-Olive para ums
dualidade entre branas {solugoes selitdnicas das teorias de cordas e da teoria M [14}},
gue vem sendo bastamie estudada atuslmenie. Ainda com relagdo a teoria de cordas,
encantra-se sob intensa investigacao a dualidade Anti-de Sitter/Conformal Field The-
ory {AdS/CFT}, proposta inicialmente por Juan Maldacena [15], que identifica as pro-
priedades fisicas de urna CIF'T em 4 dimnensdes com as encontradas numa teoria de cordas
definida num AdSs 2 H !, estabelecendo uma correspondéncia que permite relacionar cam-
pos de Yang-Mills no limite N (nimero de cores da cromodinamica quantica) muito grande
com: supercordas. Portanto, dado que a cromodmamica exn baixas energias posaul acopla-
mento forte (0 que inviabiliza uma anglise perturbativa), uma dualidade desta teoria com
uma teoria de cordas estande no seu limite de acoplamento fraco permitiria a realizagao
de caleulos até entdo inacessiveis e de fato passos Jd estdo sendo dados nesta diregao [16].

A maior parte desta tese é dedicada ao estude das dualidades presentes em leorias que
envolvem p~formas compactas massivas e nao- massivas. A dualidade existente entre as
diferentes fases apresentadas por estes sistemas [17] pode desempenhar um importante pa-

pel no entendimenio das dualidades entre teorias de cordas [18]. Através do acoplamento




Cagwtulo 1 Intvodugio 3

com branas elétricas ¢ magnéticas, a relacdo entre dualidade ¢ a condigao de guantizacao
de Dirac [19] é derivada.

Fstudamos também o processo de geragao de massa para p-formas devido s con-
densaciio de branas clétricas ou magnéticas através do mecanismo de Higgs-Stuckelberg e
cle Julia-Toulowse [17]. Utilizando as transformagdes de ilualidade entre p-formas muassivas
demonstramos a existéncia de wna dualidade enire estes dois mecanismos. Motivados por
esta discussiio, através do método da projecao dual [20] estabelecernos a classificagao dos
grupos de dualidade para teorias de p-formas massivas ¢ encontramos sua depeniléncia
eom a dimensionalidade do espace-tempo [21]. Tamnbém demoustramos que nossos resul-
tados nao sao alterados pelo processo de gnantizacao.

Ista tese estd organizada da seguinte forma. No capitulo 2 discutimos a dualidade
entre teorias para p-formas nao massivas. Visando um methor entendimento das pro-
priedades apresentadas por estes sisternas, abordaremos inicialimente  dualidade eletvo-

wagnética em {34 1)-dimensdes (envolvendo tanio cargas clétricas quanto magnéticas)

dimensoes [17]. No quarto capitulo aplicamos a projecao dual no estude dos grupoes de
dnalidade para p-formas massivas tanto em aivel cldssico quanto quantico. Por [im, encer-
ramos apresentando nossas conclusées ¢ perspectivas.

Nos apéndices A, B e (' colocamos as definicbes empregadas ¢ o5 varios resultados
matematicos que utilizamoes pa intencdo de prover uma rapida referéncia dorante a leitura

desta tese.



Capitulo 2

Dualidade entre p—formas nao
massivas

2.1 Dualidade eletromagnética

A dualidade entre campes elétricos e magnéticos ja é conhecida ha muito tempo;
possivehnenie ela é mais antiga até do que as préprias equagdes de Maxwell. No vacuo

as equacdes para o campo elétrico £ e magnético B sao [22]

V-E=0 V-B=¢ (2.1)

- oE = OF

_es E+%2 o 2.2
VxB——o=0 VxB+gr—0 (2.2)

Pode-se notar que slas sao invariantes sob a transformagio de dualidade D £ — B,
B — —F. Epossivel escrevé-las de uma forma bem concisa definindo a varidvel complexa

7 = B +iB |23

37
V.Z -0 szzs"é}—i_, (2.3)

de forma que agora a transformacio de dualidade acima pode ser generalizada para

rotagbes por um angulo ¢ mum plane complexo formado por F o B

Dy : 7 — e°Z. (2.4)
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Entretanto, a forma mais conveniente para a analise desta propriedade € obtida escrevendo
as equacoes dr Maxwell utilizando o tensor de catnpoe F* | sendo FUY Ele Fi7 o 77 BH

o que nos fornece as equagdes de movimento [221

(‘_)ﬂ !.‘IW o {}‘. (2 5,)
¢ a identidade de Bianchi
G, P -0, (2.6)

onde usamos ¢ tensor dual  F* definido por =7 %c}”’)‘f’!”,\p, ern acordo com o apéndice

€ A identidade de Bianchi nos possibilita introduzir o potencial vetor A* pnis O, » J#Y =

O =mny FO o GEAY VAR em sibuacdes cornuns (ver lemna de Poincaré, apéndice C).
Observe que a transformacio de dualidade D anterior, escrita agora sob uma forma

covariante, corresponide a troca das equacdes de mpvimento pela a identidade de Bianchi.

esta dualidade 6 quebrada pela presenca de fontes elétricas on magnéticas. Considerando

apenas cargas elétricas J#{z) = { 2(2), Je{7)) 22] as equaches de movimento se tornam
BES o JH, (2.7)

sendo J¥ uma correute conservada, ou seja, 9, = 0. A identidade de Bianchi por sua
vez permanece nalterads. Para restawar a simetria entre estas cquagdes ¢ necessario
(2.7) tenhamos também 9, = 174 = K0 |19, 22

Analisando a dindmica guantica de uma particula elétrica na presenga de urn monopdlo
magnético, Dirac [19] concluiu que sna funcio de onda s6 pederia ser consistente se a carga

ciétrica ¢ e magnética g envolvidas satislizessem a scguinte condigan de quantizagao

eq = 2mnd, (2.8}
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sendo n € Z. Portanto, a siinples existéneia de um monopdio g implica que todas as
cargas e do universo devem ser miultiplas de 2wfi/g, explicando assim a quantizagao da
carga elétrica'. Quira canseqiiéncia interessante de (2.8) € que as cargas do elétron e do
prétan devem ser exatamente iguais, o que de fatp estd amplamenie comprovado 1241,
Pode-se natar também que usando o valor padriio para a constante de estrutura fina
elétrica a, = ¢2/4% — 1/137 e a condigio de Dirac acima, a constante de estrutura fina
magnética , seria muito maior que a unidade, ot $eja, Gy, = ¢ /an = n*fhee >> 1,
mostrando que em situagdes usuals nas quais o, << 1 og monopdlos estariam fortemente
acaplados.

Novos fatos relacionados aos monopélos foram revelados quando t"Hooft [25] e Polyakov
126] demonstraram que em toda teoria de grande unificagio {(envolvendo por exemplo
grupos SU{5Y) sua existéncia ¢ garantida. Nestas teorias os monopdlos aparecem como
solitons, i.e., solucdes das equacdes de movimento classicas que descrevein objetos de di-
mensoes ndo singulares gue se mantém conservados devido a propriedades topoldgicas. B
impartante notar que, no regime de acoplamento frace, os objetos elétricos e os magnéticos
apresentam caracteristicas bern distintas. Nesta situagio, as cargas elétricas estao fraca-
mente acopladas e possuem natureza pontual ¢ os objetos carregados magneticamente
estio fortemente acopladas devido a condicdo de Dirac (2.8) e possuemn tamanho lnite.
Mas qual seria a quadro apresentado pelas cargas elétricas e magnéticas numa situagao de
acoplamento forte? Montonen e Olive [3] conjecturaram que neste caso OCOTTETA ¢ INVErso
da situacéio anterior: os objetos carregados eletricamente estaréo fortemernte acoplados
e terdo tamanho finito (solitons) e os objetos magnéticas serdo fracamente acoplados €
se tornario objetos pontuais. Portanto, a teoria fortemente acoplada seria equivalente

4 sua versdo fracamente acoplada sendo que agora as particulas elementares envolvidas
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possuiriam cargas \nagnéticas ao invés de elétricas. Isto coustituiria a versio nao-abeliaua
para a dualidade cletromagnética descrita nos pardgrafos anteriores ¢ a aplicacio dessas
idéias tem produwzide impartantes resultados relacionados ao preblema do confinamento de
quarks [27]. Apesar de bastante poderosa, esta conjoctura fo vista com bastante ceticismg
no infcio pois as evidéncias encontradas para sua confirmagio eran bastante indiretas e
a construcao dos campos duais a partir dos originais nio ¢ possivel.  Atualmente, com
auxilio de argumentos bascados emn supershmetria, vérias evidéncias imnportanies foram
descobertas que levam a crer que esta dualidade de fato deve ser possivel [27].

Vimes anteriormente como a dualidade eletromagnética no seu case aheliano € muito
shples de ser verificada ¢ enterxdida. Veremnos na proxima se¢éo que neste caso { possivel
a construgio exata de uma teoria dual e gue a troca de papdéls entre particulas elementares

¢ slitons tambéin estard presenle neste caseo.

2.2 Formalismo lagrangeano para a dualidade cletro-
magnética

Apresentar a dualidade eletromagnética utilizando somente as equagoes de movi-
mento, apssar de correta, ndo é a forma mais utilizada atualmente. Geralmente, disente-
se chalidade envalvendo as aches classicas dos respectivos campos. O formalismo la-
grangeana € 0 mais empregacdo em disenssdes sobre dualidade devido, entre putras razoes,
a direta visualizacio das possivels simetrias existentes (via teorcma de Nocther) e sua
estreita figacio com o processo de quantizacdo através de integrais de trajetoria |28].
Entende-se que dernonstrando a equivaléncia entre as agoes attomaiicamenic as equacoes
de movimento {obiidas via extremizacdo da funcional agao) serao equivalentes, assegu-

rando portanto uma mesma dinfinica para 0s campos duais.
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Usando a linguagem das formas diferenciais?, a acao de Maxwell |28] {(pa auséncia de
fontes}

ot i 2 T TrAEET ©
ASMaa:meH - WEE./}&I deif';w}'# . {29)

onde b, = d,A, — 3,A,, pode ser reeserita simplesmente em termos da 1-forma A, € da

2-forma exata Fal4;) = d4, como

i 1 . " .
SMameU = ”“2' y F2(Ai) ¥ ['72{141} = —-7)"{1‘"2{.4-;)? f‘Q{A‘)}, (3'1{}.}

sendo M um espaco de Minkowski de (3 + 1)—dimensdes. Esta € wma teoria de ealibre
(grupo U {1}} pois transformagoes do tipo Ay — A;+d¢s nlo alteram a agao acima. Nesta
dimensionalidade o potencial A, envolvido possui dois graus de liberdade, o que csta de
acordo com 0 1winero de polarizaches existentes para a luz.

Desenivolveremos abaixo, em detalhe, o5 passos para a obtengio da teoria dual & {2.10).
Primeiramentc a reescrevemos de uma forma mais conveniente introduzindo a 2-forma
auxiliar TIz, reescrevendo a acdo {2.10) para o campo A, {que ¢ de segunda ordem nas
derivadas espaco-temporais) como wna acio de primeira prdem envolvendo dois campos

acoplados A, e 11
. L 1 . , .
S(4,, ) = —5(d‘41,d.f};} = — (2. dAy) + (T, ). (231}

Eliminando 11 airavés de suas equacdes de movimento € possivel reobier a agio original
(2.10). Agora, usando a propriedade (.30} do operador 4, obtemos

i
$(A1,Ng) = —(A1,6TD) + 5 (M, 1z). (2.12)

E4

Podemos reconhecer agora que o potencial Ay se tornon wn multiplicador de Lagrange.

impondo a condicao ¢1z — 0. Como sempre estamos considerando espagos topologica-

2Ver apéndice C.
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mente triviais®, esta condicao para o campo [iy é facilimente resolvida introduzindo o
campo A; tal que

[l = xB5{ A, Yo xd Ay, {2.13)
¢ entao {2.12) se torna. com anxilin da identidade {C1.32).

. _ . .
S.(_Ah ”2} B S( Ay — —-;(ﬂiA“dA.; ) (Z I /1)

Ista ¢ a agdo dual & teoria de Maxwell {2.10) ¢ a I-forma Ar ¢ denominada o campo
cdual ao A, original presente ein (2.10). O campo dual neste caso também é uroa 1-forma
{campo vetorial) ¢ esta nova agio compartitha de todas as caracteristicas presentes ua
teoria original como por exernplo a simetria de calibre.

U requisito nevessdrio para uma teoria dual € gue ela pessua o mesmo ntimera de
eraus de liberdade da teoria inicial e portanto transformacoes de dualidade devem manter
este nimero inalterado. B simples notar que esta propriedade ¢ satisfeita no exemplo
actma.

A discussio sobre dualidade se torna bem mals interessante guando siao inseridas
fontes, tanto elétricas quanta magnétivas, em (2.10) como veremos mals adiante. Gener-
alizaremes a dualilade encontrada nesta secio para o caso no qual o poteneial presente
na teoria inicial 6 uma p-forma. Para tal, é necessdric que fagamos agora uma breve
digressio sohre a descrigan fle branas, ebjetos gue constituirio as fontes para o caso Inais

geral de teorias envolvendo p-formas que consideraremos.

2.3 Advento das branas

A partir de 1995 ocorreram profundas descobertas relacionadas aas aspectos nao per-

turbativos da teoria de cordas [29]. Uma delas Joi a descoberta tle que a teoria admite

*Para espacos ndo-triviais a solugao a seguir pode ndo ser valida globalmente. Ver apéndice C. Lema
de Poineard,
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uma variedade de excitacdes nao-perturbativas, chamadas p—branas [14], em adicdo as
cordas que i faziam parte de seu espectro. A letra ¢ denola o mimeru de dimensdes
espacials da excitacao. Assim, nesta linguagem, uma particula poptunal é uma -brana,
uma corda € wma 1-brana, uma membrana tima 2-brana e assim por diante.

Para que um estudo perturbativo seja coerente € necessdrio que o parametro de ex-
pansao utihizado seja mienor do gue a unidade. Ein teoria de cordas o parameiro de
expansao € a conslaute de acoplamenio das cordas ¢, e portanto, para a realizacio de
calenlos perturbativos bastanie acurados, € necessario considerar ¢asos onde g, — 0. Nes-
tas situacoes, a tensaa (ou densidade de energia) das membranas diverge quando g, — 0
¢ portanto apenas un estudo nao perturhative poderia de fato atestar a existéncia de tais
objetos.

Ao longo desta tese, assumiremos a hipéiese de que todas as branas, em suas diver-
sas dimensionalidades possiveis, constituem objetos fundamentals da natureza que podem
tanto ser produzidos durante as fiutuacoes quanticas do espago-tempo na escala de Planck
130, como também podem aparecer como sélitons de teorias de cordas e teoria M {14} Us-
aremos a hipdtese da “democracia das branas”, conceito introduzido por Townsend num
estudo sobre propriedades 1ao perturbativas da leoria de cordas [31], que para nés sim-
plesmente significard dizer que todas as branas tém a mesma “importancia”, justificando
0 estudo desses objetos estendidos e suas possiveis interacoes.

O cariter geométrivo das formas diferencials é ilustrado clararuente na sua utilizacao
para a descri¢io das correntes associadas aos volumes de munde das p—branas. Para uma

melhor compreensao veremos primeiramente o caso de uma {-brana®.

4F importante 0o que segle ter omm mente os resultados matemdticos disponfveis nos apéndices.
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2.3.1 Descricao de uma O-brana

A trajetdria de uma particula pontual no espaco-tempo M produz uma variedade
upidimensional ¥; denominada linha de mundo da particula [29, 32, 33}, que € descrita por
funcoes X*. Pontos no espaco-tempo Minkowskiann {d 1 |)-dimensional M sao denotlados

por z#. O elemenio de linha invariante de Lorentz ¢ dada por
ds® = g, (X)dX*dX". (2.15)

A acio da brapa estd justamente associada ao “comprimento™® de sua trajetdria, ou scja,

So=~m [ ds, (2.16)
p2R
senido 12 a massa da brana. Podemos reescrever essa acao usando as hmeoes XE(7)
. 1 dXedXv
i)' . WnI/ d’]" _/—( X(T —_— ,.2 J_T
ey . \, .;’wf( 13 dr dr ( )

sendo 7 wm parametro real que varia monotonamente a0 longo da linha de mundo. Pode-
S¢ Notar que acho acima ¢ invariante por reparametrizagoes ¥ - 7(7) da linha de mundo
desde que 7(T} sgja suave e mondiona crescente (% > 0).

A acio (2.17) apresenta dois fatos bastante inconvenientes: ¢la nao ¢ definida para
uma particula sem massa e sua guantizacio ¢ problentdtica devido a presenca da raiz
quadrada. I possivel contornar essas dificuldades [13] notando que classicamente {2.17)

¢ equivalente a acao

1 1 LdxedXxy 3
. S omn e ——— » e — L , 21 3
() 2 ]ﬁ.:; ar (’}’(T) G X dr dr boylrm ) (2.18)

onde ¥(r) é um campo anxiliar. De fato, tomando variagdes de (2.18) com respeito & {7}
- . X, dy - ) _ .

obtemos a condicio {7 )*m? == %_&%’f que ao ser utilizada em (2.18) recupera a agao

original (2.17}. Fssa nova acdo € quadrdtica (o que facilita sua quantizagao, por exemplo,

através de integrais de trajetéria) e bemn definida no limite m — (.

5Essa quantidade seria de fato o comprimento da linha s¢ estivéssemos nun espage-Lemps enclideano.



2.3.2 Descrigao das p—branas

Podemos agora estender esta anélise feita para a particula pontual massiva na in-
tenciio de descrever wna p—-brana de tensio T, |14, 29, 34]. O volume de mundo {p +
1)—dimensional {(orientavel) ¥,0 C Qpay{M 3¢ gerado pelo mavimento da p—brana &
definida pelas equagdes paramétricas X# == X#(a" ¢!, .., 07} onde o indice cv = 0.....p
indica as p+1 caordenadas ¢ do volume de rmundo da p—brana e o Indice ¢ = h....d
indica as {d - 1} coordenadas 2* de Af. Vinios que para uma (--hrana sua acho estava
associada 2 sua linha de mundo gue é o mais simples objeto geomélrico (no sentido de
ser invariante par reparametrizacoes) invariante de Loventz disponivel neste caso. Gen-
cralizando esta idéia, ¢ natural estabelocer que a agao de uma p—brana esteja associuia
a0 seu volume de mundo, sende proporcional & forma volume (C.16) desta variedade
(13, 14, 29, 34|

Sp= 1y e =T | vf}gw(gﬂdp‘"la (2.19)

S i
onde |gwp (o} € o determinante da métrica induzida em %.,.,. Esta ¢ a generalizacao da
acio de Nambu-Goeto {13] para descricao de cordas. A lensao T, ¢ interpretada como
massa par unidade de volume da p—brana de modo que, para a 0-brana, teremos apenas
4 THASSA k.

1 possivel encontrar uma agio quadrdtica equivalente classicamente a {2.19). a agao

de Polyakov 13|, porém nesta tese manteremaos como acho das branas as do tipp Nambu-

Goto.
2.3.3 Correntes de p—-branas

Como cxernplo, vamos voltar ao caso de uma O-brans carregada num espago M

quadridimensional.  Como vimnos anteriorinesite, 8 linha de munde dessa lhrana define

5Ver apéndice (.
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uma variedade wiidimaensional Y. Tendo como base o usual conceito de corrente eléiricn
(22, a uma O-brana de carga e devemos associar uma corrente elétrica Ji(z) - Ju(w)de”

na qual

)= o [ dxrate - X} [ gl - X)) (2.20)

¥
onde 8%z — X (7))} assegura que a correiite em 2 desaparega a ynenos que a brana esteja
passando através deste ponto; essencialinente J; ¢ uma delta de Dirac sobre a variedade
sem fronteira Y, Generalizando esta idéia para {p -+ |)—correntes, podernos dizer que
estas devem ser deltas sobre as variedades 5, 1. De fato, seja 2y uma variedade imersa
em M que é o volume de mundo de uma p—brana de carga €, Pela dualidade de

Poincaré (ver apéndice (), associa-se a essa hipersuperficie £, uma (d — p)-—corrente

JicHpet {-‘r“} g ‘ (Ed"'}.l - ,X‘)ri.kﬂ’”" woHp e (22]}
R

Aepei b

¢ que satisfaz as imporLantes propriedades:

N5y

que é o conbecido termo de acoplamento minimo [35].

w A relagdo entre Y, ¢ sua fronteira dh,. & mapeada em

PDES,11) = (=1 Pd(PD(Lp1)), (2.93)

Entao, a acio envelvendo uma O—brana acoplada a um campo de calibre A, pode ser

Thssa carga pode ser pensada como uma generalizacio da usual carga eléirica ¢ de uma &-brana,
quantificando seu acoplamento com o campo de calibre.
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escrita comao

_ 3 1 .
S =8~ jx Ay = 5(Fa(A), Fo(Ay)), (2.24)

¢ no caso peral envolvenda uma p—brana teremos

cn
p—

" . T Ay L W 1 T ; y
S =5, F {—1p)ptern ';L Apy — ﬁ“’pr2(-/4@%-1.}:-1?1?-%2(!1;7?1))1 (2.28
-

sendo F,uo{ Ay 1) = dApsy {C10).
2.3.4 Conservagao das (p-+ Lj—correntes de de Rham

Através do teorema de Poincaré & simples demonsirar que a (p -+ I)—corrente Jfpyg
associada a0 volume de mando Y,y de uma p—brana fechada é conservada. De fato, se 2
brana é fechada isso implica que 8%, = 0 ¢, usando (C.57), vemos que A PD(%,1)) =
d(xJpp1) =0 == §Ja; = 0, que é a expressao usual para conservagao de correntes.

A conservacao de carga é melhor visualizada através de wma formulacéo integral
Considere uma subvariedade Ty_p (do tipo espago) que intercopta Xpi1 (O¥,; = 0)
man nimere fintto de pontos. Essa afirmacio é descrita, via dualidade de Poincaré, pela
eXpressao

ap(Tay) = /; dpsr = e Ty S0 1) (2.26)

d--p

onde /(Tu p.%,11) é o ndmere de interse¢bes entre as superficies (C.58} e portanto
p(Ta_p) = neg(n € Z) pode ser considerada como a carga total existente na hipersu-
perficie T4, Para entender sua conservagao nesta visio integral, considere que fagamos
uwma “medicio” da carga sobre a hipersuperflicie Ty_,(tg) (definida em ¢ = 0) ¢ so-
bre Ty ,(fo 4 Af) num tempo infinitesimalmente posterior, obtendo respectivamente
as cargas ¢yito) e ¢,{tc 4 Af). Podemos tambémn considerar que q,(Ya,(fp + Af)) =

o (T p(to)} + Atg,(OVa_piy), sendo Vy i1 o volume infinitesimal varrido pela evalugao
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de Ty piie). Butao

, b (1
apllo + ALY = gu{ly) == Al 5y = plt) /; dedyy =0, (2.27)

SV pid d{ gl

o que mostra claramente a relagio entre conservacao de carga ¢ a topologia das branas.
Ne presente caso envobvwende apenas acoplamentos minimos branas fechadas terao suas
cargas conservadas ¢ conseqientemente a simetria de calibre presente no termo de Maxwell

generalizado) da agio (2.25) serd uma simetria de toda a teoria.
2.4 Introducao de branas magnéticas

As equacoes de movimento para A, ¢ que seguemn da acao

S = *Sp + [_]).i {41 -d /).‘c Ap-%'l - ‘)'(}"p,;_g(A;,.;_.l}, P;J-f 2(14»53.%1)) (23;\)
580
of * !?jr} g2 Fdpy. {229)

sendo *J,.1 a corrente elétriea da p-brana rarregada cujo volumne de munde € denotado

por 335, A identidade de Bianchi agora se toma
dFy .y =l Apey = O (2.50)

Nesta agio acima, as branas envolvidas se acoplam minimanente ao potencial Ay, e
por isso dizemos gue elas constituen fontes do tipo elétricas para o campo Ay [35]. Para
discussio de dualidade, postulamos a existéncia de uma (d — p — 3)-brana {dita a brana
magnética associada ao campo Apsq} que tem como vohite de mundo uma lipersuperficie

(d —p — 2)—dimensional 57, , tal que PI{EY | ) = #Kapg € que ohedece a equagao

dE, s = *Ki pa. (2.31)

Pl
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Ky po ¢ da forma (2.21) sendo que a catga presente nesse caso ¢ a rarga magnética
Gd—p—3- I5 importante observar que estamos considerando apenas hranas fechadas. ou
seja, d* Jpy = dx Kgpg = 0.

A presenca de K, .5 modifica bastante a estrutura da teoria. De fato, podemos ver
que (2.31) impossibilita a “solucao” da identidade de Bianchi f,.5 = dAp.,. De fato,
considerando uma subvariedade V3 C M {que intercepia a brana magnética uma tmica

vez ¢ OV,.3 # 0}, vemos que

[ b / Fro = f *Kip2 = Gapes 7 0. (2.32)
";,_:_.3 E)V;; 13 L

ril3

i facil ver que se P, o — dA,.; a carga deveria ser necessaliamente zera. Para resolver
este problema quanto 4 definicao do F,,» usamos o lato de que a brana ¢ fechada (a
corrente magnética é conservada, d* Ky ,—p == ) para definirmos uma hipersuperficie
MG (dita brana de Divac {19]) tal que OMJ”, = 7,y ¢ PD(M, ) = *Gypoa

ou, numa forma mais explipita,

Gﬂl-.-#d---p—'i(x‘) - gd—p---?»/ 5&*‘1(3; mZ)dZ“""“d'“?‘""71 {2.33)
Mt;'w—p—l
sendo a imersio ¢ : Mg, — M localmente definida por Z* = Z*{{*} onde (* sa0 as

{d — p — 1)—coordenadas sobre M}, , e 2 coordenadas de M. Por construgao, essa

corrente obedecerd a seguinte relacao
(O s Gyt = #Kgpoa = 0. (2.34)
Fs simples ver que nesia siliacao devemnos modificar o £, para
Frog(Apin) = dApey + (1) Gy (2.35)

de modo que {2.31) seja valida. O campo F,.2 é bem definido em todo o espago® porém

a potencial A,.; ¢ singular sobre a brana de Dirac. Essa situagao ¢ bem conheeida no

flixcluinde as singnlaridades essenciais.
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eletroruaguetismo ena {34 1)-dimeusdes onde essa regiao de stogularidade para o 4, esta
assoeiada 3 folha de mundo descrita pela corda de Dirac [19] que estd presa ao manopdlo
magnético.

Decorre de sua definicio que a brana de Dirse contém uma arbitraricdade: existem
infinitas hipersuperficies semelhantes & M), | que tém XF ., como fronteira. De fato,
duas branas M7, ;¢ M o1 com fronteira em X, tals que .M__;;f%i —~ MP Vg,

para algum Vu_, © M. sdo tolalmente equivalentes.  Essa equivaléncia ¢ descrita om

termos das correnies da seguinte forma
@{;}_p__i an *Gd~-;>--t f( ________ 'l)pd % H;;.Wp, {2.36)

e 3Gapy, PDIMP ) o= #Gypy ¢ PD(Vep) = My . Portanto,

escolher nma determinada brana de Dirac nio deve gerar efeitos fisicos observdvels. I
importante notar que essa condigao impée que ac mudarmos a brana de Dirac M7, ~
AP VOV, para que £, nao se transforme, devemnos inodificar o potencial A,

Ayor 4+, _,. Essas transformacoes sao conhecidas como transformacoes magnéticas |36

ou transformmaces de calibre singulares.
2.5 Acao envolvendo branas elétricas e magnéticas

A agho (2.28) contém apenas branas cléiricas. Para obtermos as equacoes (2.24) e
(2.31) é necessdrio utilizartnos o novo Flup dade por (2.35). A agio total, inchiindo uma

acao tipo Nambu-Goto Sy 5.2 para a brana magnética, sera

" Y . g< 5 J - -y R
S S, 4 8g 5 g+ (1P Wi/;ﬂ Apir — -‘-Zf{_z«?,\,g(,«am_;). FpslApei)). (2.37)
""p"-l
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2.5.1 Veto de Dirac

Ao variarmos infinitesimalmente a posicdo Z#{(®} da brana de Dirac, mantendo sua
fronteira intacta, geramos uma hipersuperficie infinitesimal V.., tal que as variagdes da
brana M, = OVap € PD(Vy,) = sHj.,. Tomando as demais varidveis cotno sendo

fixas vemos (ue essa mudanga produzird a seguinie variacio na agdo (2.37)
5.8 = (=1)" /V d* Fyoy. (2.38)
4

Para que as equacoes obtidas ao extremizarmos a agao com respeita a Appr € #(Ggpy
mantenham uma relacao consistente, é necessario impor o veto de Dirac que estabelece

gue uma brana de Dirac nunea ppde interceptar uma brana elétrica. Isto é visto da

/ﬁi_p*sz = (2.39)
que ¢ justamente a afirmativa contida no veto. HEssencialmente estamos dizendo que as
equagoes de movimento para a brana de Dirac sdo consegilénetas de autras equagoes it
estabelecidas, n&o sendo portanto equacoes dinamicas. Isso estd de acardo com a exigéncia
de ndo ebservabilidade da brana de Dirac. Qutro importantie fato associada ao veto é que

as equagoes de movimenio para as branas elétricas e magnéticas tomam sua forma usial

somente quande ele ¢ vilido [34].

2.5.2 Condicao de quantizacao de Dirac

¥

O conjunto de transformagoes magnéticas citado anterformente A", | — M+
Wy pe Apr — Ap i+ xHy_p, sendo PD(Vy_p) = «Hy o deve ser uma simetria da acio

(2.37). Realizando estas transformacées, vemos que a agio softe uma alteragao de

5 < (—1y i [ gy = (= IPITOL(S  OVey), (2.40)

pt 1
&
e,
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onde L{X5 1, 0V} ¢ o linking numbier? para cstas hipersuperficies. Dado que isto rep-
rosenta wna quantidade puramente lopoldgics, vemos que esta operagio ¢ uma simetria
da teoria cldssica. Poréin, ao analisarmos esta transformacao no dominio quantico (numa
quantizacio via integrals de trajetoria [37]), essa alteracio na agdo define uma anoma-
lia [38], & chamada anomalia de Dirac Ay discutida por Lechner ¢ Marchetti em [39]
¢, de lorma independente, por Kleinert em [36]. De wma forma geral, esta anomalia é
definida como a variacao da acdo perante a mudancas na brana de Dirac (transformagoes

magnéticas) 139]. Mals cxplicitamente, essas transformagtes produzirdo uma variagao

S e §p Ap e g gAY (2.41)

Ap = 2z, n € 1 {2.42)

¢ portanio, para esta agao que estanos discutindo, teremas
L+ 1d g oy 7 947
Ap = (1AL OV (2.43)

Impondo a condicdo de consistéueia {2.42) ¢ uwsando do fato de que L35, |, 0Vy ) é um

niimero inteiro obtemos a famasa condicao de gquantizagdo de Dirac {19, 35]
Eolfdoyp-3 = TN, NWE L, {2.44)

a0 fatorarmos as cargas elétricas ¢ magnébicas ¢, gu.p.s prosentes nas definigoes das
correntes. Fsta 6 a gencralizacdo para bramas da condicao de quantizagiao envolvendo a

carga elétrica ¢ a magnética em (3-+1)-dimensdes encontrada por Dirac [ 19].

Ver apéntice C.
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2.6 Dualidade envolvendo branas elétricas e magnéticas

Faremos um procedimento similar ao quie foi introduzido na se¢ao anterior quando ob-
tivernos a acio dual (2.14) no caso quadridirnensional sem fontes. Tratarernos da sititagao
ua gual existem apenas uma p-brana elétrica ¢ uma {d — p — 3) brana magnética (sua

generalizacio envolvendo mais branas de cada tipo & diveta). Partiremos da acao

S(Ayo1) = (ﬁ,ﬂ o(Apr 1) Fpsa{ A1)} + (=17 (Apy 1, Jpir) (2.45)

ds correntes bem como o veto ¢ a condicio de quantizacio entre as cargas siio consideradas
vadidas. Seguindo nossos passos anteriores, introduzinos wn campo auxiliar 1,2 de

forma a reduzir a ordem de {2.45), ou seja, S( Ay} — S{A, 1. 1,2} sendo
S{Apii, Myea) =~ dApy | (D77 #Gay 1) + 5 ( p+2: Hpia)
(1P Apirs Jori ). (2.46)
Fliminando 1,2 usando suas equagdes de movimento reobtemos a agdo original (2.43).
Usando a propriedade (C.30) do operador 4 obtemos
S(An ) = —(8Hpy, App 1} + (=170, %G 0. . i}

=i, Ta) 4 (=13 (Jprr, Ape ) (2.47)

Iy | —

Podemos reconhecer agora que o petencial A,.; se tornou wn multiplicador de La-
grange, impondo a condicao d x 11,5 = «J,.1. Para resolvermos esta equagao usamos o
fato de que a hrana eléirica é fechada {a corrente elétrica é conservada, d x J,;1 == 0}, o
que torna posstvel definirmos uma hipersuperficie M7, (dita brana de Dirac elétrica) tal

que OMZ o == Y5, e PD(M, ) = T3 ou, numa, forma mais explicita,

7 v..;xp.zfni,r) = Fp/ . é‘(fr*;-l(x _ ):’)d}/#‘i\n#’)-{—Z.’ (2(15\‘

e
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sendo a imersao ¢ : M7, — M localmente definida por Y# = Y#{¢*), onde <* sao as

{pH- 2)—coordenadas sobre M7, e 2¥ coordenadas de M. Por construgao, essa corrente

p+2

obedecerd a seguinte relacio

(=D Phd e Tyrg o= wdpry. (2.19)

Come sempre estamos considerande espagos topelogicamente (rivials, esta equagao

para ¢ campo fl,,» é resolvida usando a brana de Dirac elétrica de forma que

dallye = +dpuy = (—1)Pd=T,. (2.50)
temn comno solugio
sy = dz‘{d_mp.....f_r (- Zi.)(d_ 2 Tora, (2.51)

envolvendo o novo campo Ag.p—2. Substituindo essa solucio emn {2.47) teremos uma nova

acio escrita apenas em termos de Ag.,_y

S(Aapa) = (=P B(dAg poo + (P % T, 0, Gygt)
(— )? i A 2.52
(f’d p- 1( i i 2) Ir;; P- 1( d----p—'—)) {..-0_)
sendo
ﬁ:i--p 1(ﬁd-p ) = dAq oz {—_I\){‘f' 2 -2 (2.53)
“ importante destacar que
(*(.T;,.i,g,(;d_..p -i) —— epgd_P_iﬁj'(Ms}_r,’ﬂ/fd -p - } 27.'N= {Z:'J"I)

onde N € Z devido a «andigho de Dirac (2.44) ¢ ao fato de que T(M; o, MF7 ) rep-

1

resenta 0 nimera de intersecdes entre as branas de Dirac ¢létrica ¢ magonética™, sendo

portanto am niimero inteiro. Logo, esse lermo da a¢ao nao contribuira ctassicamente nem

1"Ver apéndice .
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2R

quanticamente pois € = 1, podendo ser ignorado campletamente. Usando (2.34} é

possivel reescrever o prineiro termo de {2.52) como
(—ny @ orra A, o Ky ), (2.55)

evidenciando o fato de que a brana magnética estard minimamente acoplada ac campo

Ad_p 2. A nova acdo, dual a {2.45), serd portanto

(..ml}ﬂ'

2

{— 1}&1.;. I}p'é"f(fid_...p_g, .Kd_p_g). (2.56)

S(Ag_p-2) (Fy por(Admp-a)s Fap 1(Adcpa))

Podemos notar alguns aspectos interessantes nesta transformagcao de dualidade. Tanto
a campo original A,,; guanto o campo dual le'd_p_..g 1ém (ﬁ:‘%) = ﬁ%wﬁ graus de
liberdade. A preservacio do mimero de graus de liberdade é um requisito bdsico que
qualquer transformacio de dualidade deve preservar. A p—brana que sc acoplava mini-
mamente ao rampo A, .; na agéo inicial (2.45) agora se acopla magneticamente ao cainpo
dual 5,;....,,_._2 na acao dual (2.56) e a (d - p — 3)—brana que se acoplava magneticanienie
ao campo A,.; agora se acopla minimamente ao }i{;_pmg. Usandeo a condicés de Dirac
(2.44) podemos uotar que houve uma inversao na intensidade dos acoplamentos. De fato,
s¢ €, << 1 a condigho de Dirac impde que gu_p_s >> 1 ¢ porlanio se na teoria original
(2.43) a p—brana esta acoplada fracamente ¢ a (d — p — 3} —brana acoplada fortemente na
teoria dual ocorre justatnente o inverso. Fssa troca de papéis entre as branas e a inversio
da intensidade dos acoplamentos sdo marcas registradas das transformagdes de dualidade
1L B tmportante veforcar «ue esta propriedade, conhecida como dualidade 8 em Leoria
de cordas |13, 29], tém origen) quantica {note o aparecimento de b em (2.8}} [1].

Fica clare yue, devido a dualiclade, dizer se uma brana é clétrica ou magnética €

completamente relativo. Porém, rmanteremos a definicio de que muna dada acdo a forma
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do acoplamento nomcia & brana come elétrica {(acaplamento minimo} ou magnética {nio

minimo).



Capitulo 3

Condensacao de branas e dualidade

3.1 Introdugao

Em geral, uma andlise sobre transicées de fase decorrentes da condensagao de defeitos
topoldgicos envolve duas imperiantes etapas. Inicialinente, € necessdrio saber qual espécie
de defeito topolégico pode condensar e sob quais condicSes (lemperatura, constantes
de acoplamento ¢ etc) isto deve acontecer. Em seguida, deve-se estabelecer as novas
propriedaces fisicas apresentadas pelo sistema nesta nova fase condensada. Enquadra-se
nesse esquema a transicao de Kosterlitz-Thouless [40], um dos exemplos mais conhecidos
no qual a condensacio de defeitos topoldgicos {neste caso vortices) acarreta em transiqoes
de fase.

Julia & Toulouse abordaram este tipo de problema hd muito tempo atrds [41], num
contexto relacionado 4 desericao de sistemas ordenados [42]. Fssencialmente, eles consid-
eraram que na situacio onde hé uma distribuicio continua destes defeitos as flutuagdes
deste condensado que possuem grandes comprimentos de onda correspondem s novos
graus de liberdade que devem ser descritos pela teoria efetiva de baixas energias que
modela ¢ sistema. Segniremos a ordem disposta no trabalho de Quevedo e Trugenberger
117] (nossa principal referéncia para este assunto), apresentando inicialmente a prescricac

de Julia-Toutouse da forma que foi concebida para o tratamento de sistemas ordenados

24
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prara em seguida desenvolvermos sua rorrespondente gencralizacdo ¢ aplicagao ein teorias

de campo de p-lormas.

3.2 Prescricao de Julia-Toulouse para sistemas orde-
nados

Naumna descrican efetiva de sistemas ordenados. as excitagdes de baixa cnergia presenios
sda generiramente descritas por uma, teoria de campo para um parfmetro de ordemn 143
que possui win dado grupo de simetria G. A desericio da supercondutividade via teoria de
Ginzburg-Landau [28, 33} constitui um bom exemple disto. Além de modos propagantes,
solucdes classicas massivas correspondendn aos possiveis deleitns LopolOgicos existentes no
sistelna tambhém devem estar presenles nesta desoricao. Bm geral estes defeitas aparecen
devido a quebra espontinca de simetria do grupo - [, e séo classificados através
rdos grupos de homotopia 1L(G/H) [44]. Fstes grupos, quando nio triviais (e p < d},
descrevern solitons de dimensdo d — p ~ 1 que sao caracterizadns por uma escala de
ppmprimente da ordem e 1/M, sendn A a massa associada A rjuebra espontanea e
simetria ocnrrida. Do panto rle vista de nossa teoria efetiva de baixas energias coin grupo
de simetria H, valida em escalas de energia hein menores do gqne M, estes solitons porern
ser vistos como singularidades sipo delta de dimensao o —p — 1 em R4 (para silitons')
nas quais a teoria adoitada nao ¢ hemn definida. E importante destacar que apesar dos
solitons constituirem ohjetos massives no singulares, mona descricaa efetiva para baixas
energias Cono 4 Nossa ag escalas de comprimento utilizadas séo ben malores da aue
as que os caracterizam {essencialmente rlada por 1/M}), ndo sendo portanin possiviel a
verificacao da grande maioria de suas propriedades. Colocande esta alirmagio em termos

mais familiares, estarenms interessados em escalas de energia nas quais o monopdio de

IGingularidades pontoais eu RIV para ingtantons.
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" Hooft-Polyakov pode ser visto como umn monopolo de Dirac. O primeiro possul por
exempto ums. massa bem definida? enquanto que para o monopdlo de Dirac tal informacao
nao ¢ conhecida.

Apenas defeitos topoldgicos estdveis (IIL{G/H) = 2} sio considerados, aos (uais

associa-se o invariante topoldgico

= [, E (3.1)

onde S, € uma hipersuperficie p—dimensional sem [ronteira (por exemplo uma esfera
p—dimensional) que envolve a singularidade. Fora dessa esfera £, = dA,_;, sendo por-
tanto simples dernonstrar oue f == O neste dominio®. De fato, nestas regides S, pode ser
considerada frorteira de um hipervolume V., < R¥' ou seja, S, = V1. Usando o

teorema de Stokes (.25} teremos que

I:/ 2 _-/ I =0 32
Js,eovey T Iy, ¢ (3:2)

Pl
pois & = 0 (C.13). Bste ndmero real f funciona como uma espécie de sonda capaz de
detectar a presenca de defeitos pois ele é nao-nulo somente nas regides gue os contén. Na
situacio ende bd um mimero finito de defeitos a teoria efetiva € valida somentc nas regioes
ontle I = 0 e portanto quanto maior for a guantidade de defeitos mais complicada se torna
a variedade na qual esta teoria esta bem definida. Um objeto impartante na descricac
dessa situagio. e que estd associado ao 1, é a (p | 1)—corrente de Rham «Ky_, — dF,
nsada para descrever os defeitos. Come correntes de Rhatn, ao considerarmos todo o RT!
como seido seu dominio, estas correntes serao singularidades tipo delia nas regices que
contér os defeitos, sendo topelogicamente conservadas (para o caso de {d —p—1)—branas

fechadas). Podemos reconhecer estas correntes como sendo as corretttes dos “monopdlos

2 Através das equagdes de Bogomol nyi-Prasad-Sommerfield (BFS) |45].
*0s campos F, ¢ A, 530 censtruidos em termos dos campos fundamentais existentes na teoria
efetiva.
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magnéticos” (branas magnéticas) estudadas no capitulo anietior.

Na situagao e que hd um continuo de defeitos formando um condensado de densidade
finita, Julia ¢ Toulouse propuscram que o campe F, deve ser elevado a condigao de um
campo fundamental que estara associado ans novos graus de liberdade surgidos devido
a condensacao. Nesta fase, a teoria envolvendo £, ¢ bem definida para todo R*™ ¢ as

currenttes *Ky , s¢ tornan campos suaves que descrevem as flutuagses deste condensado

de defeitos. Estas Hutuacdes constitucm os noves graus de liberdade oriundos do processo

iransformacoes de calibre para o campo £,

A construgao de Julia ¢ Toulouse permite identificar estes novos graus de liberdade
porém neste contexto de sistemas ordenados ndo ¢ simples obter a dindmica destes navos
modos e o seu respectivo acoplamento com os campos originals presentes anteriormente na
tearia. Veremos que estas iléias se tornam bem mais simples quando aplicadas em teorias
cdle campo relativisticas envolvendo p-formas compactas, onde seri possivel escrever uma
acdo efetiva que descreverd o sistemma nesta fase com uma dengidade finita de defeitos

topoldgicos,

3.3 Aplicacio da prescricao de Julia-Toulouse para
teorias de campo de p-formas

Consideraretnas agora teorias de canipo relativisticas definidas em (¢ + 1)—dimensoes
que apresentam cm seu limite de baixas energias (p — 1)-formas A, 1 compactas [46] como
campos fundamentais ¢ gue possuem invariincia de calibre perante as transformacoes

Ap 1 = Ap 1+ dAy 2. Estaremos interessados ern agoes o tipo

. (=1 )P—l
ozt D2

(dAp 1, dAy1) 4 Ky L Apet. (3.3)

el

po 1
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sendo X7, o volume rle mundo de wma {p — 2)- brana elétrica’ fechada deserita pela
acao de Nambu-Goto 5,2 e &y, -3 a sua cargs {explicitada aqui visando uma mator clareza
do processo de condensacdo). Na auséncia de correntes, a acao para A, ., descreve 1m

total de (j"% grausg de liberdade nao massives. Por conveniéncia, definiras a dimensao

{d-1]

5— de modo que a constante e? seja adimensional. A presenga de

de A, 1 como sendo
termos fixadores de calibre nesta ac8o, necessdrios para a quantizacao, fica subentendida
¢ nao serd explicitada.

O fato de A,-1 ser compacto assegura a presenca de defeitos topologicos (d — p —
1) —dimensionais [46] ¢ podemos notar que neste caso® o invariante topolégico 7 (3.1)

pode ser formulado dirctamente fazendo F), = dA, | nas regides livres de singudaridades.

Dado que f pode ser definido através de uma relacio relagdo linear envolvendo o cammpo

Julia-Toulouse ¢ de certa formna mais simples do goe a situacio gue encoltramos anteri-
ormente na descricdo de sistemas ordenados onde o campo A, relacionado ao [ nao era
fundamental {ele ern apenras uma fungao dos outros campos considerados fundamentais).
A condensacao de defeitos gerard novas modos de baixa energia que serao descritos pela

parte invariante de calibre de F}, considerado agora como um novo canpo independente

Um pardmetro importante para a descricdo da epndensagio € a densidade do conden-
sado p. Esta nova quantidade € definida comne a densidade média de intersegtes entre uma
hipersuperficie {p + 1) —dimensional e as {d — p — 1}-—branas que formam o condensado.
Desde que p lem dimensdo de (massa)”™!, podemos dizer que a condensagio miroduziu

nma nova escala A na teoria, que é essencialmente dada por A x pt/P*1 |17].

*Hstamos usando a convencao cstabelecidu no capfiule anterior de que as branas que se acoplam
minimamente aos campo de calibre 580 ditas elftricas.
FConsiderando wma situagio na gual o midruero de defeitos é finilo.
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3.4 Descricao da nova fase do sistema devido a con-
densacao

A nova acio que descreve a fase condensada deve possuir trés caracteristicas funda-
mettais que limitain hastante a sua forma. A primeira ¢ invariancia de ealibre. De fato,
as lrausformagoes

Ap g — Apy A ddpy (3.4)

©

1y — Fy b di, {3.5)

devern ser gimetrias deste sistema. A segunda propriedade importante ¢ invariancia rel-
ativistica e a terceira trata do limite A -~ 0. Neste Jimite deve ser possivel recuperar a
teoria original {3.3} que descreve a fase na qual estes defeitos estao diluidos. Considerando
termas até segunda ordem nas derivadas para o campo F, obtemos a seguinte agao eletiva

8, para a fase condensada

, ~1) CR
S, W},V ...... (dF,. diy) -+ w —{F, ~dA,1L B —dA,.)
by /; e A} 1 S (3.6)

Nesta acho, invaribncia relativistica bem como as duas simetrias de calibre requeridas
estio manifestas. De fato, transformacoes do condensado (3.5} devem estar associadas as
transformagdes (3.4} do campe original. E imiperiante notar que introduzimos ein {36}

¢ nos moldes do formalismo desenvolvido no capitulo anterior, de

uma p—brana aberta M,

wodo que GMY == 35 . No limite A — 0 as imicas contti buigoes para o funcional geracor
associado & acao (3.6) serfio aquelss nas quais §,. = dF, = 0= [, — dipy, -1 €, dado gue
podenos redefinic A, 5 de modo que ele IDCOTPOre 42, VEINOS quUe 4 acao original (3.3)

¢ recuperada. Nole que o setor da agio puramente relacionada & {p — 2)—brana eictrica,
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S,_4. ndo é allerado pela condensagio. A fixagia de calibre para (3.6i} pode ser realizada
absorvendo dA,_; na defini¢do de £, gerando uma nova agao escrita exclusivamente em

termnos de F,

RV 1
[} F nl T Al kJ N d
Fo b +k_gf ErS, (3.7}

262 (Fp, ) i #y P P 2
que recotthecemos como sendo uina teoria de Proca |28| para o campo F, do condensado.

Nesta situaco, este campo que possii { ﬁ) graus de liberdade massivos e stias equagoes

de movimento {(na auséncia de fontes) sao dadas por
(8,0% + mPYFrobr = G, (3.8)

sendo 1° (?)3
> importantc destacar que o mecanisimo de Julia-Toulouse ¢ justamente o oposto do
mecanismo de Higgs para geracio de massa de campos vetoriais 147! no qual o campo ve-
torial adquire massa ao absorver o béson de Goldstone oriunde da condensagao do campo
de Higgs. No mecanisma de Julia-Toulouse é o campo do condensado quem “devora” o
campo de ealihre original adquirindo seus (;:i) graus de liberdade ¢ tornando-se mas-
sivo. Apesar de descreveremn situagoes fisicas aparentemente bern distintas, verenos na
proxima secao que o mecanismo de Julia-Toulouse ¢ dual ao mecanismo de Higgs.

Uma importante questdo estd relacionada A afirmagia de que o mecanismo de Julia-
Toulouse descreve uma fase de confinamento para as (p-—2)—branas elétricas iniciais. Nao
abordaremos esse topico com profundidade nesta tese porém este falo pode ser demon-
sirado da seguinte forma: ac integrarmos o campo F, em (3.7} surgirao termos para a
acio efetiva descrevendo interagOes entre as fontes elétricas +7), = PD(My) que, no lim-
ite de baixas energias, daréo origem a potenciais de confinamento entre branas elétricas

estiticas de cargas opostas [17]. Isto generaliza wm conhecido resultado de Polyakov [46]
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«que estabelece que a condensacio de Instantons magnéticos em {24 1 -dhmensoes acarreta
em confinamento para cargas eléiricas. De [ate, este resultado pode ser entendido através

do mecanismo de Julia-Toulouse.

3.5 Dualidade entre o mecanismo de Higgs e de Julia-
Toulouse

Vimos na seao anterior que 1o mecanismo de Julia-Towouse € ¢ novo canpo associ-
ado ao comdensado de defeilos que adqguire massa ¢ que nesta situagiio ag branas elétricas
presentes apos a condensacao estardo coufinadas. Geracao de massa e confinamenio nos
remete ao modelo criado par Nambu [48] para explicar qualitativamente o confinamento
de quarks. Neste modelo urm hddron é visto cono um par de quarks ligados por uma corda
do tipe Nielsen-Olesen [49]. Dado que essa corda possui Huxo mmagnélico e que neste caso
ela estaria aberta, para que haja conservacio do lluxo magnético, ¢ necessario gue suas
extremidades sejamn monopolos magnéticos de cargas opostas. Nesta visdo os quarks pos-
suirlam carga magnétics constituindo assiin uma espéeie de monopdlo magnético. Pm
adicao aos quarks. se fazem presentes neste modelo wn campo de Higgs complexo ¢ ¢ um
campo de tipo eletromagndctico 4, 1om geral, ocorrida a condensacio do campo de Higgs,
o campo A; se torna massivo ¢ isso faz com que vs campos magnéticos scjam expulsos da
regifio na qual o condensado estd presente (processo andlogo ao efeito Melssner apresen-
tado por materiais emn fases supercondutoras®). Porém, é importante lembrar gue neste
caso esta condensacao se di na presenca de monopolos magnéticos (representados pelos
quarks) que sdo fonles de Anxo magnético. Surgirao tubos de fluxo magnético formados

por pares de monapdlos ¢ anti-raonopolos (quarks e anti-quarks), Hzados por cordas do

“Na verdade 08 campos iagnéticos conseguem penetrar 1 supercondaior a0 longo de unma escals de
compriinento conhecida como comprimento de penetragio de London [33).
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tipo Nielen-Olesen, de modo que s6 existird campo magnéiico no interior de tais tubos.
Pode-se mostrar que a cnergia para a formacio destes tubos é proporcional ao seu com-
primento [48], o que explicaria a auséncia de monopdlos magnéticos isotados pois para
separar um monopdlo de um anti-monopalo seria necessaria uma quantidade mfinita de
encrgia (o mesmo raciocinio valeria para o confinamento de quarks). Apesar de ser bas-
tante simples (140 existem barions neste modelo), esta visao fornece uma boa explicacao
qualitativa para o confinamento de quarks e anti-quarks’.

Podemos extrair deste modelo para confinamento de quarks a seguinte iaformagao:
condensacao de cargas elétricas (¢ é carregado) gera confinarmento para cargas magnéticas.
Usando nossa linguagemn envolvendo branas poderiamos dizer entfio que a condensagao de
branas elétricas deve levar ao confinamento de branas magnéticas. Parém, coma vimos
no capitulo anterior, uma feoria na qual uma dada brana é considerada elétrica possui
uma descricao dual na qual esta mesma brana é tida camo magnética. Portanto, esse
aspecto dual apresentado pelas branas nos leva a conjecturar que o mecanismo de Julia-
Toulouse deve ser dual ao mecanismo de Higgs. Isto de fato € verdade ¢ pode ser visto, em
fermos matematicos, como consegliéneia da dualidade existente entre teorias envolvendo
p-formas massivas: uma p-forma massiva #,, como ji vimos anferiormente, possul (ﬁ)
graus de liberdade. Esia férmula indica que uma {d — p}—farma Ay » Mmassiva também

deve ter o mesme niunero de graus de liberdade. De fatq, a dualidade entre estas teorias

pode ser demonstrada através da seguinte acao

-« { . l ¢ . - b
b it —-—2—/{,{:%“(32;;4_1 3 Qp } 1) ‘f _/_.:.{ szp_;_] (dFd_p_ I Ad---p)
. . S .
+ (—-T)C{T—(Fp —dAp 1, F, —dA, 1) — jM EdAg_,, (3.9)

formuiada em termaos dos pares duais A,}_l,r’hld__.p e .P},,Z:-}___.p.q ¢ do campo L,y [17, 51].

"Uma descrigio mais realistica sobre o copfinamento de quarks usando analogias com supercondulores
deve epvolver camypos de calibre nao abelianos [50}.
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Fsta acao é invartanic perante as transforinacoes de calibre

b, — F, L dy, 5, (3.10}
Apy — Ay 4 Uy (3.11)
[
Fypor ¥ p1 (3.12)
Agp— Adp F oy 5. (3.13}

Para demonstrar a equivaléncia desejada, primeiramente resolvemos as equagtes de

aque diy 1 pode ser absorvide através de inma redefinicao de Ay, as equagoes para

fid » apenas estabelecemn a condigio
Quer = {~LPdE,. (3.14}

Retornando com {3.14} na {3.9) vemos que esta se torna

e L T L .\ s
B A 4 (B~ dAL B — dAy ), {3.15)

2e?

que ¢ instamente a acao da fase condensada (3.7) na auséncia de fontes. Alternativamente,
podemos resolver as equacoes de movimento para os campos Ay 1, € £, mantenda
o8 outros campos fixos. Eliminando dA,.; através de uma redelinicae de £ e resolvendo

a8 equagoes de movimento restantes obteremos a agdo dual A anterior {3.15)

. e pydeped "
brd, po1 _{M..),,:Swwf._ (d/l dopps (J{A i’f---p)
LRI - X § -
o L ) : (-Ad-—p - d!',{.\,.p,v..; . Ad_p — dFy - l}, (3 163}

demonstrando assim a dualidade entre os campos massives [, e Ay . Para o caso par-

ticular no qual p = d — 1, Ay, € wina Iorma e Fy . ¢ uma O-lorma: estamos diane
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do mecanismo de Liggs em sua formulagio via Stiickelberg {32]. Portanto, podemos no-
tar que a teoria dual (3.16) representa a generalizaciao do mecanisimo de Higgs para nma
{d — p)—lomma }iﬂ«..p ¢ que isto ratifica nossa afirmacao de que o mecanismo de Julia-
Toulouse é dual ao de Higgs.

De umna forma gexal, vemos que a dualidade entre estes dois mecanismos ressalla os
fentanenos fisicos mais importantes subjacentes A esta discussdo que sao a condensacio
das {d — p — )—bhranas e o confinamnento das {p — 2)—branas. Isto ocorre em ambas
descricoes, apesar das branas receberemn denominacoes diferentes emn cada mecanismo.
Vemos também ao comparar (3.15) e (3.16) que as constantes ¢, A presentes em uma
teoria tém seu papel invertide na teoria dual € que, no limite de A — 0, a dualidade entre
Ccampos nao wassivos A,y e ;"’Id“p descrita anteriormente é congistentemente recuperada.

E natural agora considerar o problema de coino descrever a situagao em e as {p —
2} —branas iniciais condensam:. O melhor modo de encarar esse problema é aplicar ¢

mecanisma de Julia-Toulouse na acdo dual que descreve a lase diluida {3.3)

— 1y N
S = (—}_,J C (dAg prdAy) (3.17)

=

produzindo a acio para 0 campo pg_py do condensado de {p — 2} —branas

{_1}{5----}.?4—!
Sps S dpepis, Ao pi)
(_.l)dn—;}ef . - .
T s — A iy~ dAa ), (3.18)

sendo A & escala associada s essa condensacdo. Seguindo passos andlogos aos que pro-

duziram (3.15) e (3.16}, é possivel demonstrar que {3.18) tem como dual

. (_ ;).P—i
bp...iz e "“‘““‘":287-— (d_A.p_ i, {1314}7__ 1)
—1)PA% _ .
-+ L(*"13,_; —_ d[)p_g, Ap P — dpp_g). (3]9}

2
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Temos entdo Lrés pares de acdes duais, wma para cada fase da teoria: (3.3} e {3.17)
descrevem a “lase de Coulomb™, denominada desta forma pois nesta sitnagio desprovida
de condensarlo as interaches entre as brauas serdo as correspondentes peneralizaghes do
potencial coulombinne em {d 4 D—dimensdes; {3.15) ¢ {3.16) que descrevem a chamada

P
W
o

“fase de confinamento” e o par (3.18}, {2.19) que por sua vez descreve a “fase de Higgs”™. 1

de tensores pois £, € py. 01 terdo o mesmo posto. Além disso, nesta situagao os delettos

Lopolagicus de cada visao possuem a mesaa dimensionalidade pois d—p — U =p — 2.



Capitulo 4

Grupos de dualidade para teorias
envolvendo p-formas massivas

4.1 Introducao

Transformacdes de dualidade e teorias auto-duais vém sendo bastante estudadas nurn
contexto envolvendo p-formas néo massivas [53-57] principalmente devido ac seu papel nas
descricoes efetivas de teoria de cordas [13]. Motivados pela discussao realizada no capitulo
anterior sobre a cotdensacdo de branas, realizaremos agora um estudo sobre os possiveis
erupos de dualidade presentes em teorias envolvendo p-formas massivas [21). Através
do mélodo da projecao dual [20], nds ndo somente estabelecernos quals sao esses grupos
camo também demonstrames que existe uma dicotomia na caracterizacao dos mesmos

diretamente ligada & dimensionalidade do espago-lempao.

4.2 Grupos de dualidade para p-formas nao massivas

Para a classe de teorias nic massivas discutidas anteriormente, vimos que modelos
envolvendo p-formas também podem ser completamente deseritos utilizando (d — p —
1)—formas'. O exemnplo mais conhecido que ilustra esta relagao ¢ a dualidade presente na

teoria de Maxwell em (3+1)-dimensdes. vista eru detathes no primeiro capititlo desta tese.

1 Definidas em um espago-terpo {d + 1Y —dimensional A

36
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Este exemplo possul a importante propriedade de que tanto o carapo original como o sou
dual sde formas de mesinoe posto (1-forma para Maxwell). Nesta situacao, denominaremos
que as teorias envolvidas a0 aufo-duais no sentido do que elas e suas duais sao descritas
por formas e mesmo posio. E simples notar que, 1o caso tao massive, teorias aulo-
duais 86 poderdo existir em variedades de dimensdes pares. De fato, impondo que p —
d-p—1=d 2p+1 e dado que a dimensionalidade do espago-tempe 12 € tal que
D—=d+ 1= D= 2p+2 togo D deve ser par.

Um fato importante relacionado 2 essas teorias auto-duais ¢ a existéncia dos chamados

grupos de dualidade [53]

ZE} B f} e flk‘ e 9
Ga = {SO(_?)‘ se 1) — 4k (4.1)

senda k& € Z¥. Isstes grupos definem transformagoes envolvendo os campos elétriens e

magnéticos da teoria (definidos através do potencial A,) que deixam a agao
¥ ] ¥
8 = ~—§(dAp. dAy) {1.2)

invariaute. De fato, elas constituem simetrias da a¢86 no sentido de que mantém o tensor
de energia-momento da teoria invariante {on-shell) [33]. Retornaudo ao familiar exemplo
em (3+41)-dimensdes, podemos notar que a presenca do grupo SO(2} esta de acordo
com as rotacdes envolvendo os campos F ¢ B encontradas anteriormente (ver (2.4)). O

grapo discreto Zy por sua vez representa wansformagoes do tipo Fpey o w850, senda

4.3 Grupos de dualidade para p-formas massivas

O conceito de teorias auto-duals definido acima lambém se aplica para teorias mas-

sivas. Como vimos anteriormente ao demonstrarmos a dualidade entre o mecanismo de
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Higgs e de Julia-Toulouse (ver secdo 3.5), teorias massivas para p-forinas possucin uma
descrico dual em termos de (d - p)—formas. Ao exigirmos aulo-dualidade, vemos que
csta 56 ¢ defnida emn variedades de dimensionalidade fmpar, e, D = 2p t 1. Por anslogia
40 caso sein massa, uma guestao que naturabinente deveria ser considerada é a existéncia
ou néo de grupos de dualidade para teorias auto-cuals massivas. 1 interessante notar que
os métodos algébricos utilizados em [53] na demonstragao da existéncia destes grupos para
teorias sem massa 1o se aplicam ao caso massivo. Entretanto, uma nova téenica para
andlise de teortas auto-duais foi desenvolvida em {54] e esta se mostrou bastante eficaz
o estudo de teorias pio massivas. A idéia basica deste mdétodo, denominado projeciao
dnal, consiste em dobrar o nimero de potenciais de modo que as simetrias represen-
tadas pelos possiveis grupos de dualidade existentes fiquem explicitas. Isto em geral é
obtido reduzindo (de wma forma nao-covariante para ileorias sem massa} a teoria orig-
inal (normalmente uma teoria de segunda ordem para o potencial A4,) para sua versio
em primeira ordem definida emn tennos de A, e seu maomento canonicamente conjugado
I, Em seguida, nma redefini¢io neste espaco {A4,,11,} é efetuada de modo a revelar
os grupos de dualidade até entao “escondidas™ na teoria. A capacidade que este método
apresenta em distinguir os possiveis grupos de dualidade estd ligada 4 dependéncia di-
mengional apresentada pela paridade do operador diferencial que resolve a lei de Gauss
presenie nestas teorias nao massivas (541, Diferente das {éenicas wtilizadas em [33], a
prajecao dual pode ser aplicada tanlo em teorias nac massivas (uanto massivas e de fato
veremos a seguir como utiliza-la na obtencao da dependéncia dimensional dos grupos de
dualidade para o caso massive. Podemos adiantar que uma estrutura similar a encontrada
no caso nao massivo aparecers desta anglise: os grupos de dualidade envolvidos também

serdo 0 SO(2) e 0 Zo.
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4.3.1 Utilizacao da projecao dual em teorias massivas

Considere a seguinte acao para uma p-forma massiva 4, de massa mem D = d + 1

dimensdes

ST

..... I".”
S e {---n L (dA,, dAL) + {A}% A, (1.3)

Esta acdo pode, por exanplo, corresponder a uina leoria para os graus de liberdade
de um condengado de defeitos topoldgicos (ver {3.6}). Execttaremos agora a primeira
etapa da projecio dual gue consiste em reduzir (4.3} para sua versao em primeira ordem
introchizindo um campo auxiliar &1, seguindo um procedimento anilogo ao usiizado
anteriormente na demonsiracao da dualidade entre formas ndo massivas (ver capitulo 2)

-1 J” (—1) Vo ?

—(Eper-Epat) b (A Ay). (4.4)

;.L;(Ap. gp,]) - (5;,_{ j,l’tf/’ip) b

Ao longe deste capitulo, chamaremos ¢ primeiro termeo da expressao acima de “se-
tor simplétice covarianie” ¢ o restante da acdo de potencial simplético, cm analogis a
nomenclatura empregada no formalisme de Faddeev e Jackiw para andlise de sistemas

vineulados [58]. Escrevendo esta aglo em termos de £,y — #ll;_,, obtemos

. —I}”“m" }
S(Ap A14_y) = (-~ 1){"/_ Ha pd, — (~1)77 %’ (Mg (e p) ;= (A, A). {4.5)

Tmpondo a condicao de anto-dualidade 4 — p = p, osta agao se torna

1ipd

(Ap, 11,) = / H,dA, J_ ------ (11, 11) + (A, A)] - (4.6)

Para reconhecer, detitre as possivels dimensoes hnpares, guais apresentam a estruiura 2
¢ quais possuem & invariancia dada por SO(2), a seguinte redefinicic 5o espago {A,. H,}

deve ser realizada de modo a rearranjar o sctor simplético (de uma forma covariante)
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de modo que (4.6} se torna

s - m{ | Avaal = [ azaa} / ALdA; ;TA;dA;']

+ QMJ)TM?Z ((AJ ATY 4+ (A A }) (4.8)

Note que o termo entre chaves no setor situpético possid um aspecte Zs enquanto gue
o setor entre colchetes apresenta uma invaridnceia do tipo SO{2). Entretanio, a presenga

de ambas estruturas nesta acio ¢ ilusdria. De fato, é possivel mostrar que
/ (1 ----- ‘41) ........ (( 1)1}(:** . + (=17 / A:a riAl {4.9)
Jaz

¢ portanto, se p — 2k, &k € Z7 esses termos serdo derivadas tolais ¢ nao contribuirdo para
a dindmica da a¢do {03 = 0), tendo portanto influéncia apenas quando p = 2k 4- 1, on

seja, se 1) == 4k 4 3. Por outro lado, a seguinte relagao também é vilida

‘LAT_’;{M':—: —l)P*if A dA, (4.10)

mostrando que estes termos cruzados 86 aparecerdo de fato na acae se /2~ 4k + 5,
k € Z*, justamente o oposto do que foi encontrado na andlise de {4.9). Portanto, para

D = 3 mod{4) a acio total sera

S -+ Sz = STANY 4 57(A)), (4.11)
onde
2 4 + + (u_ I) 4
SH(AL) = im[w AZdAL ¢ —w—_-—(zt  AZ), (4.12)

enquanto que para £+ 5 mod{4}

S Ssorzy —~ [ A dA; - fA dAvJ

+ (___l_);___],w (( AFVATY + A,.;)) _ (4.13)
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Devido a diagonalizagao imposta pela estrutura 7, presente em (1.12}, cada $%{A)
carrega metade do niimero tolal de graus de liberdade da acdo original (4.3). De fato,
podemos dizer gue a solucao geral das equacdes de movimento (A4,3° da teoria massiva
micial (4.3} para estas dimensionalidades ¢ dada por {A4,)° = {A])" + (A,)7, onde (A7)
520 as solugdes das equactes de movinento para cada setor em (4.12}. Observe que
para o caso onde prevalece o aspecto SCH{2Z) os graus de liberdade presentes ndo sio
independentes ¢ portanto este raciocinio relacionado a decomposicao de solugtes ndo ¢
mais vitlido, O caso no qual ocorre a diagonalizacdo ¢ bastante interessante pois para
encontrarmos a solucio geral das equagoes de movimento da teoria de segunda ordem
agsociada (4.3) basta resolvertnos um dnica setor de {4.12) pois o outro terd uma solugio

andloga. Observe que impondo o vinculo de segunda classe {59
M, = tmA, (414}

apenas um dos scivres de (4,12} permanece, reduzindo pela metade o wimero tolal de

Townsend et al. om {63 & que ¢ conherida como sendo o andlogo massivo do escalar anto-
dual proposto por Floreanini ¢ Jackiw v [61] em 1) = 2. E interessante notar também
que o modelo S0(2) (4.13) tem aspecto semclhante a0 modelo proposto por Schwarz e
Sen [62] em seu estudo sobre dualidade para aghes envolvende p-forraas sem massa.

O resultado apreseutado nesia secdo completa o quadro sobre grupos de dualidade
para teorias de eampo de pformas. A intrigante seqiéneia de dubletos Zy ¢ SO(2) reve-
lada ao juntarmos teorias massivag e nao massivas auto-duais pode ser verificada através

ga tabela abaixo,
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Dimensoes | massive | 130 massivo | posto | graus de Bberdade

il 5 b 252

01 = 1 -
9 SO(2) 4 70
8 | SO(2) 3 20

% - 50
6 2 2 6

5 So@ | 2 6
4 SO 1 2
3 2y 1 2
2 Z 0 1

Note que a condensacio de branas em teorias nao massivas anto-duais geram teo-
rias Tassivas que ndo sio auto-duais ¢ que, analogamente, tearias auto-duals massivas
oriundas de wna condensacho tém como limites diluidos teorias sem massa que nao sao
atto-duais. Portanto, vemos que o processo de condensagio (ou diluigio) de branas que-

bra a caracterfstica aulo-dnal presente nas teorias iniciais.
4.4 Discussao dos resultados no dominio quantico

I importante destacar que os resuliados que encontramos nesta discussao podem scr
efetuados também no dominio quantico. De fato, definindo o funcional gerador Z(J)

correspondente & agao inicial S (4.3)
Z2(J) = f DA At} (1.15)

onde J, ¢ uma p-lorma representando foutes externas [28]; todos os procedimentos utiliza-
das anteriormente podem ser aplicados em termos destes funcionals e portanto lereros
para D = 3 mod(4}

ZLT) = Zg (B = ZT(NZ(J) {(4.16)

sendo

770y = [ gl sl (4.17)
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) = Dsow(d) = / DA, f.)Ap"fei{-"'ﬂv('—fs AL (AT } (4.18)

Note que o cariter Z; ou SO(2) da teoria estard presente na estrutura das necées de
correlacio obtidas de {4.17) e (4.18) e, neste seniido, podemos dizer que a dependéncia
dimensional dos grupos de dualidade para p-formas massivas {ver tabela) € uma carac-

terfstica valida tanto em nivel cldssico quanto quantico.



Capitulo 5

Comentarios e perspectivas

Neste trabalho discutimnos véarios aspectos relacionados as transformages de dualidade
presentes el teorias de campo para p-formas massivas ¢ ndo massivas. O método geral
descrito 1o capitide 2 para a abtencio de teorias duais para p-formas pode ser utilizado
no estudo de dualidades presentes na teoria de cordas pois cstas possuein descricdes e
baixas energias que possuem forma semelhante 4s acoes que discutimos [14]. De fato,
um dos nossos proximos passos sera aplicar as transformagoes estudadas aqui em feorias
efetivas para o setor bosonico de teorias de cordas. > importante ressaltar que, apesar de
termos introduzido estas translormagdes em win contexto relativistico relacionado 2 teeria
de campos, uma andlise deste método que empregamos mostra que cle também pode
ser utilizado em modelos efetivos que descrevem sisiemas forlemente correlacionados emn
matéria condensada coma o fluido Hall, superfluidos e superconduiores 17, 10, 331, Dado
que em geral a teoria dnal possui wm regime de acoplamento inverso ao da teoria inicial,
transformacées de dualidade devem constituir ferramentas muito fiteis no entendimento
destes sistemas. Alént dissu. g conceito de dualidade comio foi definido nesta tese permiie
considerarmos sobre a sua presenca em sistemas quanticos com mnero finito de graus de
liberdade como atomos ou moléculas. De fata, em [63] nds introduzimos uma dualidade

presente na, descricao de dtomos de Rydberg frios.

44
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A demonstracio da dualidade entre o mecanismo de Higgs « de Julia-Toulouse feita
no capftulo 3 constituin nni Importante passo 1o entendimento das transformacées de
dualidade para tcorias de p-lormas massivas ¢ nao massivas pais, como argumentamos
anteriormente, a dualidade existente na descricao da fase de cotdomb hnplica na existéncia
da dualidade entre as fases de Higes e de confinamento. Um préximo passo nesta direcio
seria 0 estudeo de uma versao supersiméirica destes resulfados que pode desempenhar
um importante papel na questao de como quebrar a supersiimetria e a degenercscéncia
preseute no vacuo das teorias de cordas {2, 17].

(3 estudo dos prapos de dualidade para teorias envolvendo p-formas massivas feito
no capitiio 4 revelou que o método da projecao dual, introduzido durante una audlise
dos grupos existentes para teorias sem nassa |34, pode também ser aplicada em teorias
massivas. O fato de que esta téoenica pode ser empregada tanto para Leorias massivas ¢
nio massivas ressalta sen valor frente aos métodos algébricos introduzidos em 53] que so-
mente sao validos para ¢ caso nao massivo. Nossos resultados relacionados a dependéncia
dimensional dos grupos de duslidade para teorias massivas foi demenstrado ser vilido
tanto em nivel classtco guanto quantico. Além disso, colocando os grupos de dualidade
para 08 €asos IMAassivos ¢ hao massivos em wm dnico guadro {ver tabela) constalamos
a presenca de uma trigante alternancia de dubletos da forrea 23 ¢ SO(2) para estas
teorias. Umna andlise baseada em argumentos mais fisicos para os resultados dispostos
nesta tabela cncontra~se sob investigacao (64]. Para teorias nde raassivas definidas numa
variedade Af, a presenca de grapos de dualidade pode ser vista como urmna conseqgliencia
da reducao dimensional de 1wma teoria definida num espaco-tempo do tipo M 4 H, sendo
H uma variedade compacta [66]. Isto nas levil a considerar se a mesma idéia pode ser

aplicada no case massivo [64].
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Notacoes e convencoes

Tadas as observacies abaixo sio validas a menos que o contrdrio seja explicitamente

especificado.

m As constantes fisicas ¢ (velocidade da luz) e i {(constante de Planck dividida por 27)

sa0 tormadas iguais A unidade.

® A métrica utilizada no espago-tempo Minkowskiano {d + 1)—dimensional A serd

G == diag(t.—, ..., —}, onde 0 + denota a parte temporal.
= A convencao da soma sobre indices repeiidos é sempre utilizada: ARB, =3, A®B,.

w As lelras z e y s3o usadas para denotar vetores do espago-tempo, enguanto & e ¥

denotam vetores do espago tridimensional ¢ £ € sempre usado para o temnpo.

w 57 6 a delta de Kronecker: vale lsez =beOsea # b §4- (g —y) é a delta de Dirac

em M.

= O conjunto dos ntmeros reais € denotado por R e ¢ conjunin dos nimeros inteiros

por Z. Conseqlientemente, o conjunto dos niimeros inteiros ndo-negativos (positivos) ¢



Apfndice A Notagies ¢ convengdes

denotado por Z2° {Z .

a (™ ¢ o conjunto das Inncdes n—diferencidvels, Assim, O™ representa o conjunto das
funcaes infinitamente diferencidvels (funcoes snaves).
a Trabathos denotados como hep-th/yymmnnn e semethantes pstao disponiveis no on-

dereco eletronico <htep://xxxlanl.gov>.
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Topologia e variedades diferenciaveis

Neste apéndice apresentaremos algumas definigoes ¢ resultados relacionados & topolo-
sia ¢ variedades diferencidveis que sdo utilizados nesta tese. Maiores informagoes podem

ser encontradas em |34, 38, 44, 67}, nossas principais referéncias.

B.1 Topologia

U espaco topolégico & essecialmente um conjunto que possui uma estrutura na qual

é possivel delinir, de forma bastante geral, o coneeito de vizinhanca e de fungoes continoas.

Espago topoldgico: Seja I/ um sistema de subconjuntos de nwm dado conjunto X. U
define nma topologia em X se

NdelieX el

i1} para quaisquer subconjuntos U/, a wnido satisfaz U, U, € U,

iii) para quaisquer subconjuntos finitos Iy, . ... U;, a intersegao satisfaz {\;_, U/, € /.

Entao, X ou o par {X, 7} é denominado um espaco topoldgico e os coujuntos Iy sao
ditos ahertos. Como cxemplo, podemoes fazer X ~ R e entdio todos os intervalns abertos

(a.b) e suas nnides definitio a topologia usual de R.

Conjunto fechado: Um conjunto 4 C X é fechado sc A° = X/A ¢ aberto. A= {z €

48
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Xlz ¢ A} é o complemento de A.

Vizinhanca: Sefs X um espagn topoldgico. N{x} é uma vizinhanca de um ponto r € X
s¢ N(x} contém wmn conjunto aberto U(x) que conlém ., ou sgja, U/{x) < N(z). Por

exemplo, o intervalo fechado la, 8] é uma vizinhanca Vo € (a, D).

Feorema: Um suhconjunto 4 & X & aberto se ¢ somente se cle ¢ uma vizinhanca para

cada um de seus pontos.

Ponto limite: Lo ponto 2 € X & um ponts Himite do conjunto A € X se cada vizinhanca

N{z) contém pelo raencs um ponto a € A {a £ ) (N{x) — {2y A/ 0.VN(x)
Teorema: 4 4 fechado se e somente se ele contém todos 0s seus pontos limite,

Fechamento: O fechamento A de A em X & a unifio de A com todos 0§ seus ponies

Linite, Ele ¢ o menor conjunto fechado que contém A.
Interior: O interior A¥ de 4 é o maior conjunto aberto contido ein A.

Fronteira: Uma frontecira d4 de um conjunie 4 é o cormmplemento do interior do fechamento

jurtto.

Observacao: Scja A wm conjunto. Fntao
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Y. Entao, Y é uma cobertura de X se X C {J; ¥i. Se todos os Y; sdo conjuntos abertos.
Y & wma cobertura aberta. O conjuitio X é compacto se para toda cobertura aberta
[Y:} existe um subcobertura finita {Yi,. ... Yo} de X. Um simples exemple de conjunto

compacto € o diseo fechado D < R? definido por I = {(x, )z +y? <1}

Teorema: O subeonjunto X o R" ¢ compacta se e somentie se ¢ie ¢ fechado e Limitado.
¥
Assim, as esferas n—dimensionals S™ s&¢ compactas desde que ¢las sao fechadag e lenitadas
1 D

em R™' L.

Continuidade: Sejam X e Y dois espagos topologicos. A fungio ¢ : X — Y € continua
s¢ e somente se para todo conjunto aberto V' € Y o conjunto 7 = ¢ H{V)} C X é aberto.
Alternativamente, ¢ ¢ continua em © £ X se e songnte se g(x;} — @&} sempre gue

N

Homeomdafismo-difeomorfismo: Sejarn X e Y dois espagos topoldgicos. A fungdo @ ¢
S—— .Y L VA L. . we s L . | s

1uni homeomorfisimo se 2 : X — ¥ & uma bijecdo e p, ™ sdo continuas. Neste easo, X e}

sao ditos homeomdriicos. Se ¢ é uma bijecio ¢ @, ¢! sdo continuamente diferencidveist,

& um difecmorfismo.

B.2 Variedades diferenciaveis

Essencialmente, uma variedade diferencidvel M é uma espécie de superficie suave,
D espago topolégico gae localmente € idéntico ao R* mas que pode possui propriedades

globais diferentes.

Carta: Seja M wm espace topoldgico. Uma carta (V;, ) é win hormeornorfismo ¢, de um

Yo7 e O
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conjunto aberto 1V, C M map aberto 8, C R™, &« Vi — H;. Duas cartas (Vy, g1 1, {(Vo, 92}

Atlas: O conjunto de cartas compativels {{V;, )} que cobre M ¢ dito um atlas. Dpis

allas sao compativeis s¢ todas as suas cartas séo compativeis.

Variedade diferencidvel: Um espago topoldgice M ¢ dito ser wmna variedade difer-

enciavel se as seguintes propriedades forein satisfeiias:

i) M estd munido de uma Jamilia de cartas {{(Vi.wi} }.

i} {¥;} ¢ uma familia de canjuntos abertos que cobrem A, U Ve = Al e

i - Vi — Ry ¢ R® & uin homeomorfisma,

i) Dados dois conjuntos abertos Vi, V; com Vi NV, # 0, as fungdes definidas sobre esta
intersegao: ;- @it de nm subronjunto (Vi 11V;) para am ¢3(ViNV;) ou . gJ;"l de

um subconjunto ¢;{ ¥ M V;) para o (V; N V;} sao difeomarlismos.

As caracteristicns 1) e i) implicam que M é localmente euctirleano. Al ¢ coberto pelas
rartas ¥ e através dos homeomorfismos ; ¢ possivel definir coordenadas em R”™ para
estas cartas. Assim, dentra de cada carta a variedade ¢ localmente semelhante 2o R”;
globalmente isso nao estit garantido pois & preciso saber come foram unidas essas carias

na construgio de M. Devido a essa identificacao, dimA =dimf=n.

Variedade com fronteira: A variedade A7 ¢ definida como um espago que ¢ localmente
equivalente ao R™. Se trocamos R™ pelo conjuuto

RY = {(z',....2") e R*[z" > 0} (1313

com fronieirs

oR% = {{x', . ..x") € RMa™ = 0} {85.2)
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oblemos a nocdo de uma variedade corn fronteira. Neste caso wn atlas consiste de cartas
{{Vi, )} onde o, - V, — R} represents wm homeomorfismo para B < R?. A fonteira

M da variedade 3/ ¢ o conjunto de todos os pontos que sdo mapeados no OR?

BM = | oy e Vi) NORY), {(B.3)



Apéndice C

Formas diferenciais, cohomologia e
correntes de de Rham

O ohietivo deste apéndice & fornecer wma rapida ¢ informal Introdugao sobre varios
conceitos refacionados as formas diferenciais. Apresentamos também resultados relativos
4 cohomologia ¢ s correntes de de Rham qgue sdo utilizados nesta tese. Para wina revisao

recomendamos [13, 34, 3%, 44, 67. 68), nossas principais referéncias sobre estes topicos.

C.1 Formas diferenciais

Produto exterior A: Definiremos o produto antissimétrico das diferenciais como
dat Ada’ = dr” @ dx” — da © da”. oy

Entretanto, atilizaremas a notacdo dotde” = da A da®, onde o simbolo A fica suben-
tendido. Analogamente, wn produto de n diferenciais da* det? . doi = dipHt-Fe S oum

fensor tolalmente antissimétrico de posto 1.

Forma Diferencial: Comw a ajuda do produto exterior podernos definir os seguintes

objetos

d-lnrma Ap = A{z) {C.2)
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1-forma Ay = A x)de” {C3)

2-forma Ay = F A dz)drrda” {C.4)

(C.5)

p-forma A, = f}—i-Am‘_‘ﬁp(:r;)da:f““"‘l’. (C.6)

Au o () expressa wn campo tensorial covariante totalmente antissimétrico de posto

p < (d4 1), onde (d+ 1) é a dimensio do espago-ternpo Minkowskiane M orientdvel [44]
semn fronteira (AM = 0} utitizado como variedade base (fica subentendida esta informagso
dagui por diante).

Denota-se a comjunto de todas as p—formas definidas em M por AP(M). O espaco de

todas as formas por sua vez ¢ definido por

Derivada exterior: Diferencia-se as formas introduzinde a derivada exierior

que atua sobre uma p--forma A, da seguinie maneira

1 3 1, o
e = 0 A, ) (©9)
Portanto, a derivada exterior é um mapa d : A?(M) — AP (M) que transforia p—lormas
era (p+1)formas. Esse operador serg wilizado constaniemente nesta tese sendo portanto

conveniente definir & {p + 1) ~forma Fuiy{d,) = d¢,, construida a partir de uma p-—forma

qualquer ¢, que escrita de wma forma mais explicita se torna

1

Forildp) = d@y = pw

6([9;;‘1nvppi"_dﬁ{x}‘.x...ﬁp'r—l \ (C‘lo)
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onde
Oty ctigrs ™ O Prsaepigsr 1P, Bres. g2y 1um T+ PETIMULAges civlicas, {C.1)

gue ¢ um objeto totalmenie antissimétrico em seus (p + 1)-indices. Veja também que d
ohedece a seguinte regra de diferenciacdo envolvendo o produto de uma p-forma. ay, por
uma g-forma 3,
d{apd,) = (dug}id, 1 (— PPeg(di,). (C.12)
[nteressanie notar que as expressdes acima nao sao alteradas numa sifuacao envol-
vendo um espaco-tempo curve, fato que pode ser provado usando as usuais definigoes
parg a derivada covariante D e para a conexdo afirn [13]. Tsto significa que 4 é um op-
erador genericamente covarianie mesmo A0 havendo nenhiuma métrica em sua definicac.
liormas diferenciais represeniam uma classe de objetus onde £ possivel definir um oper-
ador difercncial () que é Independente da métrica escothida para M, o que justifica sua
srande importincia em Matematica. Como conseqnéncia, qualguer propriedade de M que
puder ser formulada puranente em termos das propriedades de d serd antomaticamente

um invariante topologico {13, 441

Dado que d é um operador nilpotente, ista &
& = 0, (€13)

temos que toda forma exata ¢ techada. Usando a propriedade acima, podemos ver
facilmente yue a (p + 1)—forma exata #,,,{Ap) é invariante perante as translormagoes
Ay = Ay 4 déy 1 ¢ que ela obedece a “identidade de Bianchi” dfy,, ((Ap} = 0. bm um
cantexto relacionado a teorias de calilire, podemos notar que A, apresenta as propriedacdes
necessarias para yue seja vousiderade come uma generalizagao para dimensies superiores

do potencial eletromagnético 4, da teoria de Maxwell em (3+1)-dimensoes [22].
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Integracao de uma forma diferencial: Por ja conterem as diferencials em sua definigao,
as formas j4 estdao prontas para scerem integradas. Seja g, uma métrica definida sobre M

tal que |g| = —det(g,). O tensor de Levi-Civita é definido por

S
Epyppgpy 7 Y !gieﬂlﬂ'ﬁ---#d B (Clﬁ-‘)
sendo €, 4, definido como
1  wimero par de permutagdes de I,.., d-+1
Cprpzepgpy = —€MIEEHERT - L0 se dois Tndices sao iguals ]
—1 ndmero impar de permutagoes de 1,..., d+1.
(C.15)
Podemnos agora delinir a forma volume
—
g \/Igldd'i'i;[;} (C.186)

que € invariante por trausformagoes de coordenadas. E interessante observar que ado hd
necessidade de especificar uma escolha de coordenadas guando usamos formas diferenciais.
Sendo M orientdvel, este eleimento de volume € globalmente bem definido em todo ¢
espaco. Por sua vez, d*% ¢ ¢ definido por

; ] -
BN = e g, AT {C17)

d1 L)

Uma identidade extremammente Gtil relacionada ao €, 4, € & seguinte

. OO TR L B 134 Ll Md_pt
tﬁ‘l\-#pﬂiu-ﬂd-‘p-i-lcﬂl et = (d\ l} p?(s[ﬁmpd—m-i]!

(C.18)

[ o5 [ L B P L. - » .
onrde 5[; : Pl é o tensor de Kronecker totalmente antissimétrico.
booPlegeit ]

Dualidade +—Hodge: O conjunto de todas as p—formas A?(M) é um espaco vetorial

de dimenséo

. e 741 d 4- 1)! .
dim AP(M) = ( ‘ ; ) = p_l((_f’-:ﬁi (C.19)
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Entdo, AP(M) e AT #PHAY (8 a mesma dimensdo. Bxiste wna dualidade entre estes

dois espagos, um isomorfisme dado pela operacio x—Hodge
w0 AP(M o ASPHIAN. {€.20)

Esta operacio transforma p—fortas em {d — p - 1}~formas. Dada uma p—lorma A, a

operacao * fornecerd sua forma dual =4,

Fay.. p gty b
1!‘”""#?5}-"1:}-!-?"45{*3{1.1 7 T ({‘"21)

) pHd —p + 'i‘)?‘;

&
|
.

Utilizando *, pordemos denotar 2 = 1. Uma identidade muito utilizada envolvendo

p—formas é V4,

- Ag; - ( 1 )p(d... 4 E_}-%--d‘_qp' ((‘22)

Usando esse formalistno, a teoria de Maxwell ¢ wina teoria para a 2-lorma £y (campo

eletromagnétice) que obedece {na auséncia de fontes) as equacoes de movimento (3%
e Iy = Q) {.23)

e a iklentidade de Bianchi

GFy = Q. {€1.24)

Sabemos da tearia cletrumagnética que a identidade de Blanchi para o campo £ estd
assoclada a existéneia da Idorina A; (potencial eletromagnético) de forma que f2 —
latln, isto constitui o

Lema de Poincaré: para toda (p+ 1)—forma fechada, dB,,, - 0, existe localmente uma

A, tal que B ode ser expressado focalmente como uma forma exata, 8,1 = dA,.
P G AN p r !
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1 importante frisar que a existéncia de A, s6 é garantida localmente; globalmente
podem existir situagdes que tornam isto impossivel. O teorema de Stokes pode ser escrito

da seguinte forma

TR .25
/Mafffp [ Hy (C.25)

sendo f, wma p—forma e dM a fronteira de wna variedade (p + 1)—dimensional M.

Produto interno de p—formas: Sejan duas p—formas 4,, B, € AP{(M). Seu produto
interno & dehnido por

(A, By) = ﬁ AyxB,cR. (C.26)

Esta expressao pode ser escrita de wma forma rnais explicita

]' i1 - I aXs
(A, By) = L Apx By = [ lgld* 2y, () B #o(2), (C.27)

hase M for Riemanniana (4, B,) 2 0, sendo a igualdade valida somente para A, = 0.
Considere agora © seguinie produto iuterno

(dA,-1, B,) = f};ddAp__;*Bp: —yyp L Apidx Byt [ d{ Ay % By). (C.28)

O segundo termo do lado dircito desta expressao € nulo devido ao teoremna de Stokes

(C.25) pois M =1
Definicao: O operador &, oit coderivada, que atva em p-formas € defimido pox
J gl (—-—]_)p{d’* 1} # d ¥, ((129)

Utilizando este operador, oblemos a importante relagao

{dA,_,, B,) — A Ay By = (A1, 0B;). (C.30)
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Portanio, podemos natar que o operador § trapsforma p—formas em (p — L3—lormas, ou
seja, ele representa wm mapeamento § © A?(M) — APH{M). Este operador também ¢é
uitpotente, oi seja, & = &

Apresentamns abaixn algumas identidades importantes envolvendo produto interno de

formas:

(#iy, Adeprr) = (1P P DV « Ag i), (CL31)
(wips Ay = (1) (wp, Ap). (C.32)
Termo BAF: A integral do produto de uma p—forma B, e uma (d — p+ 1 }—forma exata
Fiopir » dopa.y € definida por
]. ‘deqhd__ﬁ . (_ [Jp{a’p; 1) }(I{ b)p’ *(-wd—p); ((::53}
A

¢ obedece a seguinte identidade

]; By (1) e /3 GupdB, (C.34)
C.2 Cohomologia de de Rham
Usantlo este formalisime, podemos ver que a usual acao de Maxwell [28]
Ssrazwerr — “% ‘ /; | T F . F (C.35)

onde F,, »= GAp., pode ser recserita simplesmente como

- . o
Shacwets = =5 (F2(A1), F2{ A}, (€.36)

p—forma A, seti

S s ==y (Ag), Fpia(Ap)). (C.37)



Apdndice C. Formas diferenciais, cohomolagia e cotrentes de de Rlam 60

A simetria de calibre cessas teorias fica enlae evidente através deste formalismo: irans-
formagaes do tipo A, — A, 4 dib,..; ndo alteram a a¢io acima.

Nesta seqao estaremos interessados nos modos zero do campo 4, da acdo anterior
(C.37). Futendemos por modos zero os modos que anulam a acao {C.37) mas que ndo

podem ser eliminados por uma transforiacio de calibre, ou seja, estamos interessacos no

Definigoes: Counsidere o espaco de todas as formas diferenciais A*. Definimos os p-

cociclos (formas fechadas} através de
ZPM RY = {w € AP{(M)|dw, == 0} (.38}
¢ as p-cofronteiras (formas exatas) eoino
BY(M.R) ~ {w € AP(M)|w, = dB,_,} (C.39)

Entao, temos ue BP(M. R} C Z7(M, R} desde que d° := 0 e porlanto o quociente desses
grupos definidos acima faz sentido. De fato, define-se o p—ésimo grupo de cohomologia
de de Rham H?(A{, R} da variedade M como sendo HP{M, R)=77(M, R)/B*(M, R}
Seja wy, € ZP(M, R); entdo |w}] € HP{M, R) representa uma classe de equivaléncia. De
fato, duas p—tormas gp.w, € Z°(M, R} pertencern a uma mesma classe de equivaléncia
{sendo ditas cohomologas) se elas diferem por uma forma exata: g, ~ wp ¢ g, = wp - di3,.
PPortanto, em cohomologia, estamos lidando com todas as formas fechadas que naa sao

axabas.

Nimero de Betti: O p-dsimo mimero de Betti de uma variedade M ¢ definido por

bp{M} :— dim H,(M,R), (C.40)



Apéndice €. lormas difercnciais, cohomologia € correntes de e Rhamn 61

ou seja, ele represenia o niimero de p—formas linearmente independentes [echaclas mas
nao exatas {ou o mimero de modos zero da agao (C.37)). Sendo definidos puramente
através de propriedades do operador d, que sabemos ser independente da métrica de M,
08 niteiros b, sdo automaticaumente invariantes topologicos desta variedade.
Discutiremos agora a relacio entre os grupos de cohomologia ¢ as integrais de formas
diferenciats em subvariedades fechadas. Define-se uma subvariedade fechada como sendo
wna subvaricdade compacta sem fronteira. Sejain dvas p—formas fechadas ¢, ey ¢ T
nma subvariedade fechada de M de dimensao p {como por exemplo esferas p—dimensionais
S,). De acorde com o que foi dito anteriormentc, essas formas pertencem a uma mesma

classe equivaléncia cm cohomologia se ¢, — 8, = dy,-) e portanto
£ P o ]

/; Cp — /_; G, /; Ayt [g’z‘ Y1 =0, (C.Al1)

subvariedade fechada depende somente da classe de cohomologia de ;. Fin especial,
se |oy] € zero, ou seja se qy = dyp. pata algum Yo, entéo fpoy = 0 para todas as
variedades fechadas T. Analogamente, se la,| é diferente de zoro, sempre existird uma
varicdade fechada 7" na qual f; o, # 0.

Fixando uma p—lorma ¢, fechada, cuja classe de equivaléncia cm cohomologia pode ou
nao ser zero, podemos considerar o nimero J(T7) = fp ap como um funcional da variedade
fechada 7. Se 7" pode ser contimuamente deformado num 7 tal que 77— T = ¥V, sendo

W a variedade que conecta T ¢ T, entao via teorema de Stokes (7} = /(T

L) — KT = ]r Gy — /;;rx,, = ./z;w ay = /‘; dex, - 0. {C.42)

Existern restricdes mais severas para f{T}. Seja T vma variedade fechada p-- dimensional

arbilrdria que é [tonteira de uma variedade {p + 1)—dimensional W, on seja, dW = 7.



Apéadice €. Forteas diferenciais, cohomnologia e correntes de de Rharn 62

Fntao
o= [ ;= [ doy=0. (C.43
/1' P Jaw T Jw T )
Portanto, se T é wma fronteira, a integral de qualquer o, fechada sobre T é aulomatica-
mente zero. Analogamente, sc a subvaricdade fechada T de M néo é fronteira de nenhuma
subvariedade de M de uma dimenséo superior, sempre existitd alguma a, fechada em M
tal que /{T) = fra, # 0. Variedades que apresenlam caracteristicas similares a 7' sd0
ditas topologicamente nao-triviais. Lembrando da defini¢ao dos by, podemos ver que cles
correspondem ao nlimero de variedades fechadas p—dimensionais independentes cxistentes

em M que sdo topologicamente ndo-trivials.

Laplaciano: Introduzimos o operador iaplaciano A : AP(M) — AP(M), que é definide

por

A=ds 1 dd=(d} 8. (CA1)
Propriedades de A:
Hodge* *A = A=« {C.45)
Derivada Exterior dA = Ad (C.46)
Coderivada  0A =— Ad (C.A7)
(Ap, A4,) > 0. (C18)

Definicao: Uma p—forma A, ¢ dita harmonica se Ad, = 0.

Teorema:
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AA, 0 €= dA, = 0,64, = 0. {749

Teorema de Decomposi¢io de Hodge: Seja M uma variedade compacta e sem fron-

teira. Fntao, qualquer p—forma w, € AP(AT) pode ser unicamente decompaosta em

("'5]’3 i d:ar 1 { o‘;jpf ] l" ":fp; ((7‘5{33

com v, € AV MY, B, € APPHAM) e Ay, - O
A componente harmdnica 7y, ¢ que determina a classe de cohomologia da forma w,.

Ne fato, existe une somorfismo entre o conjunto doe p—lormas harmbnicas

HarmP{M) = {~, € AP{M)|Ay, = 0} (C.51)

¢ a p-cohomoelogia,

Harm™{M) ~ H*{M,R). {.52)

C.3 (p+ l)—correntes de de Rham

Uma (p -+ 1)—-corrente {também conhecida por {(# + 1)—comente de de Rham} em M

é uma {p + 1)—forma cujas componentes sdo distribuicoes i34, 39, 68].

Dualidade de Peincaré: Seja (,(3) o conjunto de todas as subvariedades diferencidveis

Por consisténcia, fea registrado agqul gue todas as formas que usalnos pesta tese (1 como comps.
nentes elenlentos gue pertencem ao espago das distribuicbes.



Apéndice €. Foarmas diferencinis, cohomologia e correntes de de Rham 64

(e orientdveis) p—dimensionais ¥, de A4, Definimos 0 mapa
PD: QM) - AC Py, — PD(E,) — %, (C.53}

Se 3" sio coordenadas sobre uma subvariedade N e o coordenadas de M. a imersac

i N — M serd lacahuente definida por X#{y'™) e as componentes de J, seréa dadas por

sn(z) = [ 501w X ()X, (C34)

b,
A forma PD{35,) = *J, ¢ chamada de forina dual de Paincaré para N. Este mapa satisfaz
impaortantes propriedades:

= Por construgao, a dual de Poincaré =.J, tein como suporte a variedade N ¢ obedece a

identidade
v, J, = 0. (C.55)

m PD{Y,) = +J, ¢ tal que VA, € AP(AS)
[, ﬁ . (C.56)
s A relagio entre X, ¢ sua fronteira. 95, ¢ mapeada em
P D@} = (- Pd(PD(5,)) ({C57)
C.3.1 Intersecac e Linking number

Sejam ¥, & Ty, duas subvariedades de M que se interceptam transversalmente

[34, 68] num nimero finito de pontos apenas. A integral
(2, 7) = ﬁ PDOLPD(Er, ) (C.58)

¢ sempre um nimero inteiro {sempre gue for bem definida), contando o nimero de in-

tersecoes com sinal enire Xy € Ty pit.
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Uma importante aplicacao do nimero de intersecio { ¢ a definicdo de linking number,
Um conceito que tem muilas aplicagoes em fisica ¢ matentdtica.  Sejarn 20 e T duas
subvariedades de M (9M = ) tais que:

m 3O, D tal que = AC, T - dD,
«ENNT =48,
w dirn( ¥} + dim(Y)+1-~dita( A).

O linking number L{Y, %) entre essas variedades ¢ definido pela intersegao entre T e
(¢ é dado per

LT, %) — A  PDONPDIC) (C.59)
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