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Resumo

Apresentamos nesta tese, alguns resultados sobre observaveis ¢ o modelo super-BF
em teorias topoldgicas de Yang-Mills, onde as reescrevemos num super-espaco de di-
mensao arbitrdria. Esta supersimetria topoldgica também € conhecida como simetria de
shift. Propomos numa sistematizagdo do estudo das solugdes das equactes de desecida en-
contradas a partir de um observavel. Na fixacio de gange do modelo super-BF, onde
reconsideramos a formulacgio da agao de Yang-Mills topoldgica apresentada por Horne. A
partir daf, elaboramos o modelo generalizado de Blan-Thompson no superespago, ausente
de qualquer correcio radiativa, isto, devido ao nimero de simetrias do modelo, temos
apenas graficos de Feynman tipo arvore. Usamos este formalismo de Teoria de Campos
Topoldgicas no superespaco, para escrever a acao de Avdeev-Chizhov e investigar as carc-
teristicas topoldgicas de seu tensor energia-momento, onde confirmamos ser um observavel

Topologico.
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Abstract

In this thesis, we present some results on the observables and the super BF mod-
els in topogical Yang-Mills theories, formulated in a superspace of arbitrary dimension,
corresponding to topological supersymmetry, also called shift symmetry. We propose a
systematic study of the solutions of Witten’s descent equations which lead to the observ-
ables. In the gauge fixing of the super BF models, we reconsider the formulation of the
toplogical Yang-Mills action presented by Iorne. From this we construct a generalized
Blau-Thompson model in superspace with arbitrary dimension, without any radiative
correction: due to the number of symmetries of the model, only tree Feynman graphs are
contributing. We used this formalism of Topological Field Theory in the superspace, to
write the Avdeev-Chizhov’s action and to investigate the topological type of the energy-

monientum tensor, verifying then, to be this an topological observable.
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Introducao

As teorias de gauge, séo estudadas em vérias sub-dreas de pesquisa dentro da Fisica
Tedrica de Particulas Elementares. Dentro das teorias topolégicas tipo Witten, que sao
a discussdo central deste trabalho, as teorias de gauge tem um papel primordial, por
descreverem teorias bem fundamentadas do ponto-de-vista da unitariedade e renormaliz-
abilidade. Isto, porque as teorias topoldgicas contam com uma particularidade essencial,
que é a caracterizacao global das agoes e dos observaveis. Temos também, nestes modelos
um grande ntumero de simetrias envolvidas, basicamente a simetria de BRST, a simetria
do operador de diferenciacdo exterior e a supersimetria.

Neste trabalho, foi de extrema preocupagio, a contagem dos graus de liberdade dos
campos envolvidos na teoria, via suas leis de transformagdo. Recorremos ac método de
quantizacio de Batalin-Vilkovisky, que significa definirmos um objeto diagramdtico, que
contenha campos fixadores dos graus de liberdade espirios, conhecidos como multipli-
cadores de Lagrange dos campos essenciais da teoria ou campos do setor geométrico:
numa linguagern mais técnica é chamada de fixagdo do gauge (calibre) desles campos.
Apenas isto, nfo era suficiente para obtermos a construgdo esperada, portanto, também
recorremos aos métodos de renormalizagio algébrica para termos um modelo invariante
frente a qualquer simetria da teoria. Assim, foi possivel generalizar nossa teoria a qualquer
dimenséo da variedade em questéo, o superespago. O trabalho estd disposto da seguinte
forma:

No primeiro capitulo, apresentamos as idéias bésicas introdutérias e bem resumidas
sobre Teorias de Campos Topoldgicas; em seguinda mostramos o formalismo de supersime-
tria apresentado por Horne, que é um formalismo um pouco semelhante ao apresentado

por Witten para descrever a Mecanica Quantica Supersimétrica. Descrevemos o setor



geométrico de gauge da teoria, elementos bésicos da dlgebra do grupe de Lie numa var-
iedade (Pseudo)Ricmanniana', pentencendo a superconexéo de gauge. Esta supersimetria
nada mais é que uma simetria de “shift”, ou a simetria das cargas fermionicas; quando
estudadas no superespaco sdo derivadas nas coordenadas de Grassmann. Com isto, foi
escolhido um gauge para esta simetria, j4 que a mesma possui as caracteristicas dc uma
simetria de BRST, recuperando assim as transformacdes originais da Teorias de Campos
lopoldgicas introduzidas por Witten. Também, a fim de conhecer e desvendar as car-
acteristicas supersimétricas deste formalismo, fizemos também a estensdo do nimero de
supersimetrias, i.e., construimos um superespago com um nimero arbitrério tanto para
dimensdes bosdnicas quanto fermidnicas.

No segundo capitulo, estudamos a determinagéo de observaveis em Teorias de Campos
Topoldgicas usando o formalismo apresentado no Capitulo 1. Mostraremos que, para
o cdlaulo destes observévels, a descrigdo no superespaco é uma grande aliada, pois fica
facil a identificagdo das caracterfsticas estatisticas (fermidnicas ou bosonicas) dos campos.
Aqui, a cohomologia equivariante das simetrias do modelo conduz-nos as equagdes de
descida, cujas solucdes levanos aos procurados observavels. Nossa preocupagdo ndo sera
sé encontra-los mas também futuramente classifca-los.

O terceiro capitulo, consiste nas fixagdes de gauge de modelos tipo super-BF, utilizando
o formalismo usado do Capitulo 1 Escreveremos as fixagdes de gauge das seguintes agoes:
primeiramente, a acio de Witten descrita por Horne no superespago, mostrando as di-
ficuldades de escrevermos os graficos de Feynman, como citado por Horne em poucas
palavras. Em seguida, escreveremos a acdo minima de Blau-Thompson, via método de
Batalin-Vilkovisky, quando mostraremos que este método permite-nos escrever todas os
graficos em todas as ordens de renormalizagao. Também, desenvolvemos uma nova forma
de escrevermos o modelo super-BF, uma nova fixagio de gauge, sendo este, totalmente
invariante frente & simetria de BRST, diferentemente do modelo de Blau-Thompson. Es-
tendemos estes dois modelos a uma super-variedade em qualquer dimensio bosénica e
fermidnica, usando a contagem dos graus de liberdade apresentada no Capitulo 1.

No quarto capftulo fazemos a supersimetrizagdo topolégica do modelo de Avdeev-

ITratando-se de uma teoria topolégica, o tipo de variedade diferencidvel nio importa muito.



Chizhov ndo-Abeliano, para Ny = 2 supersimetrias, na representagio do Capitulo 1,
onde escrevemos a teoria numa variedade Riemanniana com uma métrica de fundo. So-
mamos csta acao assim descrita,  acao topoldgica de super-Yang-Mills descrita por Blau-
Thompson?. Segundo Geyer, o tensor momento-energia encontrado a partir da agéo total
de Avdeev-Chizhov, pode ser caracterizado por um observavel topologico, sendo a agéo
invariante frente a simetria de “shift”.

Finalmente no quinto capitulo, reunimos as nossas conclusoes gerals e pespectivas
futuras. Seguem-se os Apéndices A, B e C, onde apresentamos convensoes, notagoes ¢

resultados téenicos auxiliares & leitura dos capitulos.

2Poderiamos escolher qualquer uma das agdes com D=4 ¢ N=2 desenvolvidas no Capitulo 3, porém

optamos em seguir o mesmo procedimento da acao de Witten.



Capitulo 1

Teorias de Campos Topologicas e a

Supersimetria de “Shift”

1.1 Introducao histérica

A historia das relagbes entre problemas fisicos, que surgem nos estudos de sistemas
dindmicos e desenvolvimentos matematicos com respeito a teorias topoldgicas, tem ul-
timamenie tomado um rume que converge para ¢ que conhecemos como teorias de gauge,
estas como forma de se entender o real significado das teorias cldssicas de Yang-Mills
com solugoes de instantons. O estudo destas equagdes, conduz a avancos matematicos
significativos em topologia e geometria em geral. Recentemente estes resultados vém
emergindo no ambito da teoria guéntica de campos topoldgica. A partir dai ocorreu um
aumento significativo nas pespectivas sobre teorias conformes em duas dimensoes e em
modelos de mecénica estatistica, como uma promessa de vislumbrar nas teorias de cordas,
enriquecendo, assim, as teorias quanticas de campos em seu contexto geral. Teorias de
campos topoldgicas, sdo caracterizadas por observaveis (fungdes de correlacdo) que depen-
dem somentcs das caracteristicas globais do espago em que estas teorias sdo definidas. Em
patticular, os observéveis sdo independentes de uma métrica, definidos para descreverem
sistemas cldssicos. Este é um resultado notavel, que pode garantir covariancia na teoria
quéntica, sem a necessidade de integragdo sobre a métrica, como é feito na gravitacio

quantica, por exemplo. Qs invariantes geométricos e topoldgicos que sao calculados por



téenicas padréio, sdo de extremo interesse na matemdtica atual, como a busca de se enten-
der e mapear variedades ainda desconhecidas. Do ponto de vista matematico, as teorias
topoldgicas apreseniam certos invariantes globais, cujas propriedades séo refletidas nas in-
tegrais de trajetérias. Embora eada derivagdo ndo possa ser considerada rigorosa, podem
ser checadas por outros métodos fisicos {Hamiltonianas) e mateméticos.

A origem das teorias de campos topoldgicas, foi remontada nos trabalhos de Schwarz e
Witten. Schwartz foi quem mostrou em 1978 [6], que a tor¢ao de Ray-Singer — um partic-
ular invariante topolégico — poderia ser representado como uma certa fungao de particao
para uma certa teoria quéntica de campo. Distinto desta observacao, foi o trabalho de
Witten, em 1982 [7], onde uma estrutura foi dada como entendida — Teorias de Morse
— em termos da mecanica quantica supersimétrica. Estas duas construgoes representam
0s protétipos de todas as teorias de campos topoldgicas conhecidas € estudas atualmente.
O modelo usado por Witten, também encontra aplicagoes em teorias cldssicas de indices
(8] . O significado da construgdo de Witten, foi idealizado e realizado por Floer [9], quem
aplicou técnicas similares a um conjunto dimensiona! finito, para obter novos resultados
concernentes a topologia de variedades tridimensionais. Este resultado fol claramente
relatado por Donaldson [10], agora para uma geometria de variedades quadridimension-
ais. Num interessante trabalho [11], Atiyah descobriu que, numa certa teoria de campos
topoldgica, estes resultados poderiam ser aplicados. Ele construiu uma Hamiltoniana nao-
relativistica em uma variedade tridimensional cujo “ground-state” obedecem aos grupos
de Floer. Um Lagrangiano relativistico quadridimensional foi desecrito por Witten em
1988, que supriu algumas dividas levantadas na lileratura da época, ¢ que estabelecia
um “link” entre resultacdos em variedades com dimensdes iguais a trés e quatro. Com-
pletamente & parte destes desenvolvimentos, wm novo polinémio invariante de “knot”
foi construide por Jones em 1985 [12]. Este trabalho foi influenciado por problemas de
mecanica estatistica em duas dimensdes. Como em todas as teorias sobre “knot”, os in-
variantes foram baseados em projecdes bidimensionais. Como os “knot” sao objetos que
vivem intrinsicamente em regides de variedades tridimensionais, estes polindmios foram
estudados em trés dimensdes. Num paper cldssico de Witten [13], surge uma pergunta
sobre as construcdes de “knot” polinomiais, como fungdes de correlagao de operados de

loops de Wilson, em uma teoria quantica de campos tridimensional era definida pela



agao de Chern-Simons. Além disto, esta teoria incorpora generalizagdes significantes dos
invariantes previamente conhecidos. Enguanto estas teorias com campo matematico sao
auto-evidentes, teorias de Chern-Simons, também mostram uma, unificagio em variedades
tridimensionais sob o ponto de vista bi-dimensional, com relagio a teorias de campos con-
formes, bem como em gravitagdo quantica em trés dimensdes {14], outros exemplos de
teorias topoldgicas foram também descritas por Witten [15] [16], como o modelo-sigma
topoldgico, usado para construir invariantes em variedades complexas e que so relatados
em outros trabalhos de Floer [17]. Também de extrema importancia, foram os estudos de
modelos de gravitagdo topolégica em variedades bi-dimensionais. A partir dai, realmente
acreditou-se que as teorias de cordas ndo-criticas, contendo matéria, seriam equivalentes
a gravitagio topoldgica acoplada a matérias topoldgicas. Dentro destes desenvolvimentos,
foi natural tentar entender se estes modelos foram exemplos isolados, ou se eles pertencem
a uma larga classe de teorias que desfrutam de propriedades similares as topolégicas. B
necessdrio entender a estrutura formal das teorias de campos das agdes de Witten. Uma
explanagdo da origem destas agdes foi dada por varios grupos, e uma prescrigao geral para
a construgio destes e de outros modelos desenvolvidos. Vejamos entdo, uma introducao

basica as idéias das teorias de campos topologicas.

1.2 Aspectos gerais das Teorias de Campos Topolégicos

Antes de entrarmos no propdsito real do nosso trabalho, introduziremos primeiro algumas
definigdes e propriedades usadas por todas as teorias topolégicas. Dentre estas héa simples
argumentos formais que estabelecem, com algumas excegdes, a natureza topoldgica de
um dado modelo. Usaremos um esquema de classificagéo de teorias conhecidas. Carac-
terizamos modelos como sendo de Witten ou Schwarz; o protétipo do primeiro, sendo as
Teorias de Donaldson, enquanto as teorias de Chern-Simons s@o bem conhecidas como
exemplos das classes de Schwarz. Finalmente, introduziremos a importante nogdo de um
espaco chamado espago modular, que contém os dados sobre os quais todas as teorias de

campos topoldgicos sdo contruidas.



1.2.1 Definigoes

Comecamos mostrando os ingredientes essenciais e fundamentals nas convengoes para se
definir as teorias de campos de gauge, por exemplo, teorias de Yang-Mills. Denotamos uma,
colecdo de campos, por @, que inclui campos de gauge, de matéria, ghosts ¢ multiplicadores
de Lagrange. Correnspondendo & simetria de gauge local, construimos um operador de
BRST, Q, independente da métrica e nilpotente, @ = 0. A variagdo de um funcional, O,

de um campo, ®, € denotada por
§0 ={Q, 0}, (1.1)

onde {,} é o comutador graduado e Q é uma carga de natureza fermionica. A agéo
quntica completa, S,, abrange a acho classica, S., junto com 0s termos necessarios, como
termos de fixacio de gauge e de ghosts, sendo estes invariantes frente a transformacoes

de Q, por construgdo. O espacgo de Hilbert fisico é definide pela condigao:
Q|estado) = 0;

além disto, estados fisicos da forma |estado) = | estado) + Q|¢), sdo considerados como
equivalentes a |estado), para qualquer estado [¢). Um estado que é aniquilado por @ ¢
dito ser um estado fechado em @, enquanto um estado Q|¢¥) é chamado de um estado
exato em Q. Esta relacdo de equivaléncia, particiona o espago de Hilbert fisico no que
chamamos de classes de cohomologia de @, i.e., estados que sdo fechados e exatos em Q.
A partir da invaridneia de BRST de um vdcuo, segue imediatamente que o valor esperado

do véacuo de {Q, O} para qualquer funcional O, ¢ nulo:

Supomos a partir de agora, que definimos nossa teoria em alguma variedade M, com uma
métrica g. Neste caso, o tensor energia-momento 7,,, é definido pela mudanga na agao

sobre uma deformacdo infinitesimal da métrica, dando a seguinte relagao
1
099 = E.[M d*z /g 6g*" Lo (1.3)

Finalmente, tomamos que a medida do funcional na integral de tragetéria seja invariante

em @ independente da métrica. Estamos, agora, na posicao de definir o que conhecemos
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por uma teoria de campos topoldgica [18] [15]. Vejamos as defini¢des que determina uma
teoria de campos topoldgicos.

Postulado. Uma teoria de campos topoldgica consiste de:

(@) Uma colegdo de campos © (que séo graduados de Grassmann/ definidos sobre uma
variedade {Pseudo)Riemanniana (M, g),

(b) Um operador nilpotente, Q, que € impar com respeito & graduagdo de Grassmanm,

(¢) Estados fisicos definidos como sendo classes de cohomologia de @,

(d) Um tensor energia-momento que € exato em ¢}, i.e.
Tpu == {Q: I/;w}: (14)

sendo que V,, = V,,(®, g).

Aqui, Q tem uma identificagao especial, nfo s6 como uma carga supersimétrica, mas
também um operador de BRST, i.e., contém uma graduagdo de Grassmann correspon-
dentes ao nimero de ghosts da teoria. Entrctanto, deverfamos lembrar que esta identi-
ficagio ndo ¢ obrigatdria; isto ocorre se houver este tipo de simetria na teoria; portanto,
nos referimos a partir de agora a @ como um operador de BRST. Além disto, @ €, em
geral, independente da métrica, sendo esta realmente a situagdo mais simples a se tratar.

Consideremos agora a fungao de partigao
7z = /ma exp|—S,J; (1.5)
fazendo uma mudanca infinitesimal sobre a métrica, obtemos
85,7 = / DB exp|—S5,](~8,5,)
- [po exp[—Sq](—% | /g9 T
- [pe exp[—Sq](—% [ @oyiog {Q Vu)
= [ Doexpl-5,HQ %)

= {0{Q, x}10) (1.6)
= {@.xh =0, (1.7)

ondc usamos (1.4) e
X = —% /M d"z\/9 89" V- (1.8)

8



Vemos, assim, que dada uma invaridncia de BRST do vécuo, temos um fungao de
particdo que é independente da métrica, isto €, a funcdo de partigdo nao depende de
uma estrutura local da variedade, mas somente de propriedades globais, tornando Z um
invariante topoldgico. Desta forma, talvez devéssemos esclarecer o uso da terminologia
“topoldgico”. Em todos os casos, nossa teoria ¢ definida com respeito a uma variedade
“base” M. Esta poderia ser, por exemplo, uma variedade Riemanniana com uma metrica
g, ou uma situag do mais geral. O que temos que mostrar ¢ que se as condigdes (a)-{d) sdo
satisfeitas, entdo a fungdo de particio toma um valor constante sobre o espago de todas as
métricas em M. Daqui em diante, usaremos o termos “topoldgico” para especificar esta
independéncia da métrica. Duas variedades, M e M’, sdo ditas ser homecomoficas se existe
um homeomorfismo f : M — M’ {(ie. fe f~! sio mapeamentos continuos). Podemos,
assim, particionar as variedades em classes de equivaléncias de homeomorfismos, e um ob-
jeto que é tomado uma constante sobre uma carta, ¢ chamado um invariante diferencial
da variedade M. Um invariante frente uma deformagio métrica (i.e. topoldgico) € certa-
mente um invariante de difeomorfismo e dai correspondendo a um invariante diferencial.

Considere o valor esperado do vicuo de um observavel O, dado por
01010) = [ Doexpl-5,] O(®) = Z {O(@)}. (19)

Gostarfamos de determinar condicdes suficientes para que este valor esperado seja um

invariante topolégico, i.e., §{0) = 0. Procedendo como anteriormente, temos
5Oy = 4, f D exp[—S5,]O(),
= [ Doexp[=5,][8,0(8) ~ (3,5)0(%)].
Suponha que
5,0(®)={Q,R} ¢ {Q.0}=0, V R (1.10)

temos que

5,(0) = ({Q,R+xO})
= {Q.B}) + {Qx0n =0. (1.11)

Se @ = {Q, O}, fica automético que (O) = 0. Dal, o interesse real na classe de cohomolo-

gia do operador @ (i.e., operadores de BRST invariantes que ndo sdo exatos em ) que
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satisfaz 0,{0) = ({Q, R}). Deverfamos notar que fazemos uso essencial da independéncia
da métrica na medida do funcional. Para mostrar que esta afirmacio é, de fato, real-
izada, precisamos checar as anomalias da métrica. Queremos, entdo, uma classificagao
conveniente para as teoria de campos topoldgicas conhecidas. Ja vimos que as teorias
topolégicas podem ser classificadas como teorias tipo Witten e Schwarz. Vamos primeiro
identificar as caracteristicas de uma teoria Witten. Neste caso a agdo guintica completa
S,, que abrange a acdo cldssica e termos necessarios, pode ser escritas comutadores dc
BRST:

S, ={Q, V), (L12)

para algum funcional V = V(®,g), e @ nilpotente e em geral independente da métrica.
Existem também a liberdade de adicionarmos um termo topoldgico & agfo (1.12), ie.,
termos pelo qual o Lagrangeano ¢ localmente uma derivada total.

Lema. O tensor-energia-momento como consequéncia de (1.12), ¢ dado por
2 oV
V909"

Prova: A partir da equagdo (1.3) e da variaggo de (1.12) com respeito a métrica,

Tw =1{Q, b (1.13)

temos:

6934' = {Q: 69V}:

e ficamos com o seguinte resultado:
L[ o Gog T = 1@,6,VY
2Jm .l e
Da equagdo (1.4), obtemos
1 1 HY
Q.5 [, aV/Gog Vil = {Q. 8V,

onde temos

_ 24V
HY - \/gégﬂ.}/’

Assim asseguramos a natureza topolégica do modelo.

O
Para aproximagdes semi-cldssicas, em que as integrais de tragetdria sdo dominadas

por flutuacdes ao redor do valor cldssico minimo, cada aproximagéo € dita ser exata
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para teorias tipo Witten. Um argumento similar aplica-se a eq. ({1.9), estabelecendo a
exatidao da aproximacéo para funcoes de correlagdo. Para o caso das teorias tipo-Schwarz,
nio comegamos com uma acio cldssica, S.(®), independente da métrica, que ndo é uma
derivada total. Para uma fixagdo de gauge, a acdo fotal para alguns casos, assume a

seguinte forma:

Sq(®,9) = Sc(®) +{Q, V(®,9)}; (1.14)

se a agdo clédssica € independente da métrica, o tensor energia-momento anula-se. Se
a equacio acima carrega o tensor energia-momento, este ¢ dado pela equacdo 1.13 com
inteira contribui¢éo vinda dos termo de fixagéo de gauge e ghosts. Segue, entdo, que Z €
independente da métrica. Em resumo, quando as condicdes (a)-{d) sdo satisfeitas, ocorre

que

{estado| H|estado) = (estado|’/Too|estado)
~ (estadol /{Q,VggHestado):U, (1.15)

onde H é a Hamiltoniana. Assim, vemos que, se a energia de um estado {isico é zero, néo

hé excitacoes fisicas neste sistema.

1.2.2 Espagos Modulares de Campos, Equagoes e Simetrias

Na secio anterior, esbogamos as caracteristicas gerais comuns a todas as teorias de campos
topoldgicas estudadas. Os conceitos que se encontram no centro de todas estas teorias €
essencialmente a noc¢do de espago modular. Para um dado espago modular, existem muitas
diferentes teorias de campos topoldgicos {i.e., diferentes campos, equagdes e simetrias) que
a descrevem. Em outros casos estas diferencas podem simplesmente ser relacionadas a
liberdade inerente no progrma de quantizagdo. Existcm também espagos modulares que
possuem vérias descrigds cldssicas diferentes, associadas a teorias estritamente topoldgicas.
Contudo, este espaco € tinico para todas estas teorias que seréio apresentadas. Grosscira-
mente falando, um espago modular é o conjunto de classes de equivaléncias de certos
objetos, definidas a partir de uma variedade base. Duas superficies de Riemann, M e M’,
sao consideradas equivalentes se existe um difeomorfismo f: M — M’ que é holomérfico

em Ambas direcdes. Os espagos modulares de superficies de Riemann €, entdo, o conjunto
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de classes de equivaléncia em que quaisquer dois pontos distintos, representam superficies
de Riemann, ndo necessariamente equivalentes. Na prética, os espacos modulares podem
carregar uma estrutura geométrica adicional, assim os espagos modulares de superficies de
Riemann, com uma métrica g, podem ser considerados como uma variedade de dimensao
finita. O espago modular de superficies de Riemann, podem como qualquer outro espaco
modular, ser descrito em termos de campos, equagbes e simetrias [19)].

(FONTE PRINCIPAL [27])

1.3 A supersimetria Ny =1

Desde que foram intreduzidas, hd 15 anos atris, as teorias de campos topolégicas tém
sido consideradas um campo de interesse ativo pela comunidade de Fisica. Por exemplo,
veja as referéncias, [13, 18, 19]. Um destes interesses € a classificacdo de observiveis,
que sAo caracterizados por uma natureza global, por exeniplo, invariantes de “né (Knot)”
em teoria de Chern-Simons e pelos invariante de Donaldson em teorias de Yang-Mills.
Para teorias de YM e teorias gravitacionais, este observaveis, pertencem originalmente
a classe de cohomologia equivariante, mostrado por Witten em seu trabalho, abrindo
caminho para Teorias de YM topoldgicas em quatro dimensdes [18] ¢ mais adiante elu-
cidando o ponto de vista matemadlico sobre o assunto [23]. Um ponto crucial é que a
cohomologia de @, embora vazia no espago funcional local irrestrito, se torna néo-vazia
se a invariéncia de gauge é imposta nestes funcionais [23, 23]. Como apontado por Horne
[26], o operador de supersimetria pode ser representado como a derivada com respeito a
varidvel de Grassmann, 6, dentro de um formalismo de supercampos tal que a invaridncia
de medida é implementada como invariancia de supergauge que segue a introducio de
um superconexdo para o modelo. Embora foram achadas formulagdes de supercampos
deste tipo sendo bastante 1iteis para a discussgo da dindmica e simetrias de modelos de
topoldgicos, tipo o modelo de Witten [23, 26], estes ndo tém sido usados sistematicamente
para a obtencdo e determinagio de observaveis. Teorias de campos topoldgicas de Witten
podem ser obtidas a partir de teorias de gauge com supersimetrias estendidas com um
chamdado “twist” apropriade. A Invaridncia sob transformacoes de supersimetrias exten-

didas dd origem a uma simetria de ”shift” no modelo topolégico. Assim a invariancia €
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fregiientemente chamada como transformagao de supersimetria e pode ser convencional-
mente descrita no superespago [23, 26]. A formulagdo no superespago que nés usaremos
foi apresentada por Horne [26], e por comodidade em vez de carregarmos o simbolo Nr
para o nimero de supersimetria topoldgica, escreveremos apenas N, ficando implicilo
a caracteristica topoldgica desta supersimetria. Vamos, entdo, introduzir a formlua¢do

geométrica de objetos no superespago.

1.3.1 Defini¢coes no superespaco

Estendemos uma variedade espago-temporal D-dimensional com uma supervariedade de
coordenadas 8, obtendo assim o chamado superespago parametrizado por coordenadas
locais (z#, ), sendo pi = {0, ..., D). Caracterizamos um nimero de supersimetrias para os
campos e coordenadas. Por definicdo, tomamos este niimero para a coordenada @ sendo

—1. Um supercampo neste superespago pode ser escrito como
F(z,0) = f(z) + 0 (z), (1.16)

onde f(z) tem a mesma paridade de Grassmann do supercampo F(z,8), enquanto o
parceiro supersimétrico f;(z), tem paridade oposta. Mais precisamente um supercampo é
determinado e caracterizado por uma determinada transformagdo de supersimetria, isto
que diferencia um supercampo de uma simples superfun¢do. Uma p-superforma admite a
seguinte expansao ,

Q(x,0) = S Qo ilx, 0)(dB), (1.17)

k=0
onde Q,_x ¢ uma (p — k)—forma-supercampo. As componentes da p-superforma (1.17)

sdo realmente (¢ = p — k) —formas cujos coeficientes sao supercampos
1 L !
Q,(z,0) = aﬂm.._pq(:v, G)dz ...dz"1 = wy(x) + b, (). (1.18)

Expressoes no superespago do tipo {1.18) se referem a supcrcampos como formas, omiti-
mos o simbolo de produto exterior, a fim de tornar majs compactas nossas equagoes. A
derivada exterior no superespago € definida por: d=d+ ds com d = dz*8, e dg = df0s,

sendo que & = d2 = di = 0 e [d,d68] = 0 '. Uma transformagio infinitesimal de

10nde aqui |} denota o comutador graduado, sendo definido como anticomutador, se um dos elementos

for um férmions € comutador para se os dois forem bésons (impar e par respcctivmente de acordo com a
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supersimetria global é dada por uma translacdo na varidvel 8, 6 — 8 + ¢, sendo € um
pardmetro fcrmidnico, com a mesma paridade do §. Assim, identificamos operador de

carga supersimétrica como operador de translacdo de supersimetrias
e = ¢0g == (Q = Oy,

e este é nilpotente Q% = 0.

Proposigao: O grupo de cohomologia do operador @ de supersimetria, H{Q) é trivial
sc Py = 0 entdo ¢ = Q.

Prova: A prova é direta se os campos sdo representados por dubletos, {y,¢'},
fornecendo a identidade acima. A estensdo para o superespago é feita simplesmente
definindo um supercampo, F{z,8) = f{z) + 6f'(x), com a propriedade de transformacéo
de SUSY

QF(z,6) = 8 I"{(x,0), {1.19)

assim em compornentes teremos

Qffz) = f(z) e Qf'(®)=0. (1.20)

a

Entdo, em geral, escreve-se o supercampo como dado pela eq. (1.16) e a superforma
(1.17)

Qpl,0) = Q(x) + 000, (z). (1.21)

Dizemos estar numa teoria com N = 1 SUSY. Enquanto uma p—forma ordinéria pode ser
integrada sobre uma variedade de dimensdo p, ndo existe o andlogo para uma p—superforma,
devido & paridade de uma diferencial de comprimento no superespaco ser contraria a difer-
encial de bases no espaco de formas fermionicas. Lembrando que isto pode ser feito para
diferenciais de comprimento e diferenciais bases do espago das formas bosonicas, pois as
paridades sdo as mesmas. Portanto, consideramos uma cole¢io M = (Mo, My, ..., M) de
varidades tipo espaco-temporal fechadas, assim definimos a integral de uma p-superforma
{1.17), que seja soma direta desta colegdo

/M 0, (z,0) = 3 (doO)* ] Qpi(z,0), (1.22)

k=0 Mp—&

paridade de Grassmann).
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pela propriedade de intergragio grasmanniana e pela forma do operador de carga super-

]daj (z,0) = Q/ (,6), (1.23)

sendo que {df = 35 = @. Ou também, explicitando em componentes

/dﬂ/M 0,(z,0) =

simétrica temos que

(dﬂ)" / Q2. 0)

M'B 1 M'U

(@8 [ wpala),

k=0 Pk

onde usamos (1.18).

1.3.2 Formalismo de BRST

No formalismo de BRST, os pardmetros de transformacdes infintesimais de simetria sao
identificados dentro dos campos de ghost. Temos o que chamamos de nimero de ghost,
que é g = 1, enquanto os campos fundmentais aparecem na agéo invariante (i.e. aconexig
para Teoria de Yang-Mills topolégica) tendo o ntimero de ghost nulo, ou seja, o nimero
de ghost total da acéo deve desaparecer. A paridade de Grassmann de um objeto € dada
pela paridade total deste, tal que p+ g + s, onde p é o grau da forma, g o nimero de
ghost e s o nimero de supersimetrias. Todas as relagoes de comutag &0 e anticomutagao

assumem a classificacdo de acordo com estes graus especificos.

1.3.3 Superconexao e Supercurvatura

O elemento bdsico de uma teoria de Yang-Mills é a conexdo. Como a teoria topoldgica
serd desenvolvida no superespaco, o elemento bésico serd uma 1-superconcxao de gauge A.
Introduzimos também um O-superforma - o super-ghost C, e ambos elementos da dlgebra

do grupo de Lie associada ao grupo de gauge.
A= AT, C=0CT,, [ToT = ffT, Tr(TTy) = kba. (1.24)

onde T sio as matrizes geradoras do grupo de Lie e f,f a constante de estrutura de

grupo. Liscrevemos, assim, a 1-superforma conexao e a O-superforma ghost como:
A(z,0) = Au(z,0)ds” -+ Ep(z,0)do, (1.25)
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Clz,0) = Clz,6). (1.26)

Em componentes

Alz,6) = alzx) + 0yY(x), (1.27)
Eo(z.0) = x(z)+04(@), (1.28)
Clz,8) = clz)+0c(z). (1.29)

A transformagcio de BRST, s, de A(z,8) e C(z,6) descreve invaridncias de supergauge,

dadas por:

~ -

sA=—dC —[A,Cl=—-D;C, sC=-C? 1.30)
A

que podem ser reescritas como:

sA = —dC—|A,C]=-DaC, (1.31)
SE@ = "-890 — [Eg, C] = _DBC, (132)

com a derivada covariante dada por: D;(*) = d(-) + [4, (-)]. Em componentes
Da(-) =d() + [4,()] e Do(-) = Oo(-) + [Eg, ()],

sendo (-) representando qualquer campo.

Expandindo-se em campos componentes, as transformagoes de BRST (1.30) leem-se:

sa = —Dyc, st =~[c,¥] -~ D.c, s¢=—c, ¢ —[x. I

2

(1.33)
8¢ = —c°, sc = —[¢, ], sy = —le, x] — .

As transformacdes de supersimetria de todos os campos componentes das equagoes

(1.25) e (1.26) seguem de (1.19)

Qa = ¢, Q¥=0, Qx=2¢,
Qb = 0, Qc="(, Q=0 (1.34)

sendo que ? = 0. Uma supercurvatura de Yang-Mills terd a forma

F=dA+ A% (1.35)



expandida

F = f+4df + ¢(dh)* - 9Do3p — 0d9Dosp,

tal que onde d= dz*0, + dfd. Sendo que a supercurvatura de Yang-Mills, é dada por
F=dA+ A% (1.36)
e ainda f = da + a®. Usamos estas relagdes para definirmos os seguinte supercampos

\I’(:L',G) = 89A+DAE9, (137)
B(z,0) = OyEy+ EZ, (1.38)

os supercampos (1.37) e {1.38) nos permitem escrever (1.35) como
F=F+W0do+ o(do)?,

denominadas, entdo, como componentes da supercurvatura £'. As tranformagdes de BRS'T

para. os supercampos definidos acima sdo:

sA = —DuC, sV = —[C,V¥],
sC = —-C* s0=—[C,9®,
valendo as relacdes de comutacao graduadas: [s, @] = [s,d] = [d, Q] = 0. As tranformagdes

de supersimetria sa® dadas por
QA = V—-D,Ey, QF =—-DsV¥ — [Ey, F],
QU = —Dud - [E, V], QP = —|Fy, P|,
Notamos que ¢ age em A, ¥, ® e na curvatura /' de acordo com

@ = Qo + slo=5,.

com
QDA — ‘Pa QUqJ — “DA®1 QU(I) - 01

onde o quadrado de )y é proporcional a transformagoes infinitesimais de supergauge do
campo @, i.e. Q2 x &. Assim, o operador (Jy € nilpotente quando age sobre polindémios

que dependem dos supercampos F, ¥, ¢, D WV e D4 ®.
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1.3.4 Transformacgoes de BRST topolégicas e o Gauge de Wess-

Zumino

A liberdade de supergauge pode se reduzir a liberdade de gauge ordindria impondo a

chamada condi¢io de supergaunge de Wess-Zumino [1], onde escolhemos.

Em virtude das equacgdes (1.31) e (1.32), fixamos y e a partir da simetria de ”shift” a
invaridncia do operador s nesta condigdo de gauge requer ¢ = 0. Ent3o reduzimos as

transformacoes de BRST no gauge de Wess-Zumino para
sa = —Dge, st = —lc,¥], s¢ = ¢, @], sc= —c.

A condicgo disposta na equagdo (1.39) ndo é invariante sobre transformacoes de super-
simetrias do operador @, i.e. sobre as variagdes {1.34). Uma modificacdo no operador de
supersimetria @ que deixa estas invariante nas transformagdes (1.34) e a combinagio com

uma transformagdo de gauge s, tal que

é =(Q +s) Ixrc:O, &= (1.40)

atuando sobre a, ¥, ¢, produzindo entdo as transformacdes de supersimetrias no gauge

de Wess-Zumino.

Qa =,
Oy = ~Dag, (L41)
Q¢ =0,
que também satisfaz a condigdo
0% x (transf. de gauge infinitesimal de @) ou Q= (1.42)

Um ponto crucial da teoria é o fato do operador () ser nilpotente quando agindo sobre
invariantes polinomiais. Também notamos que a algebra gerada pelas formas a, ¢ e ¢
e suas derivadas exteriores, juntas com a acéo do operador s € Q ¢ isomérfica & &lgebra
gerada pelas superformas 4, ¥ e & e suas derivadas exteriores, juntos com a agéo dos

operadores (Jy ¢ 8; lembrando que estes campos sdo covariante de supergauge.
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1.4 A supersimetria N = 2

1.4.1 Definigoes

Introduzimos aqui as componentes da superconexfo de gauge e do ghost, evaluada para

N = 2 no superespagco, como:
A= A, 00) + By (z,,00)d0", C = Cla,,00), (1.43)

com [ = 1,2 (ver Apéndice A), os campos componentes, escritos comao:

Az, 0) = alz)+0'v(z) + %920/.(:5), (1.44)
Bz, ) = xi(z)+8¢r(z)+ %92?};(:5), (1.45)
Clz,0) = clz)+ 6 ci(z) + %Qch(:.c) (1.46)

A superforma Field-Strength 2, ou Supercurvatura definida em (1.35), é reescrita como
F=dA+ A2=(dA+ A®) + (BrA+ DaEy) d0' + (91 E; + EE;)de d0’,  (1.47)

comd=d+dy, e d= 0,dz*, dg = 8;df, sendo d nilpotente, i.e., d? = 0. Identificamos

as componentes da supercurvaturas como sendo:
F=F 4+, df + ®;; do*do”, (1.48)
explicitamente léem-se:

F=f— 6" Dys + 9 (Dacx - —e 7 [Wr,wal), (1.49)

v, = ¢+ DaXI +9J(51J0’ Dudrs + s, x1))
+6? ( Donr — “5 e, dra) + 1[@ xs))s (1.50)

1
®r; = E{qﬁu + s + [xr, xJ) + 5 (exmy + caxm + [xrs dax] + [d1x, x5))

500 + [, X1 — ¥ s G, (1.51)

2Chamaremos assim o tensor de intensidade de campo de Yang-Mills.
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onde f = da + a® e a derivada covariante em a, sendo D,() = d(-) + [a, (*)], com ()
representando qualquer campo.
O nimero de SUSY, s, é definido atribuindo —1 a §. Assim, o gerador de supersimetria
¢ tem numero de supersimetria 1.
A transformacao de BRST, dos supercampos componentes da superconexao ¢ dada
por
sA=—dC - [A,C), sE;=—8;C - [E;,C] e sC=~C?,

€ em campos componentes sao:

sa = —dc— [a,c] = - D,c,

sy = —c|c, ¢1] — Dacr,

sa = —[c,a] — Dyep + €M ler, vy],

sxr = —le:xi] = e,

s¢rs = —[c, brs] — ergcr + [xr,cal (1.52)
snr = —[e,m] — [ers x| + €75 [es, drx],

sc= —c?,

s¢; = —[e, ¢4,

scr = —lc,cr| + 36" (1, 4]

Generalizamos a derivada covariante como

Di() = d()+I[4, ()]
= d()+[A, ()] + 40 (6 () + 1B ()
= Dy +dé' Dy

As transformacdes de supersimetria dos supercampos da teoria, ou simetria de "shift”,

sao definidas de acordo com (1.19), e expressadas como

QA =8;A, QE;=0,F,;, Q;C—=0;C,

dando
Qra=1r, @Qrbs=—€p0, Qra =0,
Qixs = bsr, Qrdse=—crxny, Qms =70, (1.53)
Qic = ¢y, Qrer = —€1JCF, Qrer = 0.
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1.4.2 Gauge de Wess-Zumino

O gauge de Wess-Zumino visto em [1] [28] 2, aqui é definido pela condicéo
xr=0 e ¢pn=0. (1.54)

devido ao "shift” linear nas transformactes (1.52) dos campos x; e ¢y respectivamente
nos campos de ghost ¢; e cp. Existe agora, apenas o campo simétrico ¢y, que es-
creveremos, daqui em diante, simplesmente como ¢r;. Esta condicdo néo € invariante sob
transformacoes de SUSY do operador de "shift” @7, que pode ser definido em termo de
um parametro fermidnico infinitesimal ¢/ como: Q = ¢/ Q.

O operador que deixa esta condicdo invariante é construldo a partir da combinagoes

do operador ¢ com a transformagdo de BRST no gange de Wess-Zumino, tal que
Q = (S '—1' Q)lc;:a‘“’(ﬁ;_{, CF:‘%E‘}T?J H (1‘55)
com 0s resultados nos campos componentes

Qa = —D,c + !y,
QY = — [c, 1) — € Dagprs + €1e,

@Cl: = —[C? Oi] + SIJCK [é;’k: d)J] - %CIDGT}I? (1 56)
@¢JJ = —[c, ¢rs] + % (e + esmnr),
Qni = —lesmi) + €% eM[pm, drx),

Qc =~ +eled ¢y
Reproduzindo os resultados de [36].
O nimero de graus de liberdade total da teoria para D —= 4, é descrito pela tabela

abaixo, tendo como suporte as transformagoes de Blau-Thompson (1.56) acima

Campos #g.l. SUSY

a 4 0
8 1
;{"' . i (1.57)
17
TH 2 3
Q 4 2

com # g.l.:(ndmero de graus de liberdade) e # SUSY:(nimero de supersimetrias).

3Foi dado este nome devido a semethanca de tratarmos de um gauge linear para campos escalares.
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1.5 Extensao para N—-SUSY

1.5.1 Formalismo num superespaco D—DIM e N-SUSY

Consideremos agora uma super-variedade D—dimensional bosonica e N —dimensional
fermiénea 1, onde as coordenadas desta supervariedade sao: x#, com pu = (0,...,D — 1) —
coordenadas bosénicas e 8/, com I = (1, ..., N) — coordenadas fermibnicas.

Uma expansio nas coordenadas ¢/ de um supercampo genérico F(z,8) é escrito como

N
Fi,0) = f(5) + 3. T%efl...afﬂ oo (), (1.58)

onde os indices dos da func¢do f;, ;. (x) s8o ditos completamente antisimétricos. Escreve-

mos entdo as componentes da superconexio (1.25):
N1
A=a{z)+ ) n—'ﬁ L8ag . (®),
a=1 )
como 1-forma de gauge, refletindo nas componentes a = a,(x)dz” e ar, 1, = Gur, .1, (2)dz*,
N 1 P
FEr = 6[(33) + Z 5911...9 “e1H (55‘),
n=1""

como O-forma e N
1
C=clz)+ ) %79!‘---9]“61,...1“(21?),
n=] """

sendo este o super-ghost também uma 0-forma. A super-curvatura obedece a equagéo

(1.35), e cujas componentes sdo dadas pela equagao (1.47).

1.5.2 Gauge de Wess-Zumino

As transformagoes de BRST dos campos componentes da superconexdo séo dados por:

sa = —dc+ .., sar..i, = —dcr .1yt

se; = —Cr-t.. S€nn.dy = —CrnL.dyt

4Consideraremos a notagio de supersimetria topologica como sende N, porém para no carrcgarmos

demais as equagBes colocaremos apenas /N em alguns casos, que serd a mesma coisa.
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onde temos escritos apenas os termos lineares das transformagdes, sendo os outros termos
compostos apenas de termos nio-Abelianos anticomutadores °. Estes indicam que os
campos e;{x) e a parte completamente antissimétrica do campo €r 1.1, (%) sdo puros
graus de liberdade de gauge. Uma possivel fixag8o dos graus de liberdades de gauge € o

seu conjunto nulo, assim definido condicao de gauge de Wess-Zumino.
er =0, epp..1y =0(NV >1). (1.59)

Esta fixacdo de gauge corresponde ao ghost ¢7 . sy para N > 1, conduzindo-nos com
a invariancia de gauge de Yang-Mills parametrizado pelo campo de ghost c{x) que pode
fixar qualquer campo da forma usual.

A condicdo de gauge (1.59) nfo é estavél frente a transformagdes de supersimetria do

operador Q; ou equivalentemente a . Podemos, entdo, redefinir da seguinte forma
Q= €elQr + 65 = Qs (1.60)

onde §, € uma trasformagdes de supergauge, dependente de um parametro-supercampo
fermidnico infinitesimal A(z,6). d5 é de fato a tranformagdio de BRST (1.33) mas com
o superghost ' trocado por A. A condigio de gauge (1.60), escolhida para modificar o
operador de supersimetria @, nos conduz a condi¢des de gange de WZ invariante, de acordo
com (1.59). Devemos agora encontrar a forma do operador de BRST 44, € conveniente

reescrevermos a condi¢ao de Wess-Zumino como uma condi¢do equivalente no superespago:
6 Er(2,0) = 0. (1.61)

Aplicando Q na equagio acima e usando a definicio de @ e 65, encontramos
QU E;) = —€e' By + 010:A + 8;(e’0" Ey) + [0 Er, Al (1.62)

que mostra explicitamente que a condigio de Wess-Zumino (1.61) é estdvel, se e somente

se A obedece a equagdo
1A = €' Ey. (1.63)

Com esta condi¢do imposta, podemos escrever o parametro de gauge, como

N
1

A=Y ——oh phe 1.64

€ ;n!n 0€r 1.1, (), (1.64)

5Ver as expressdes para o caso para IV = 1.
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onde os campos €y y,.._1, (x) séo coeficientes da expansdo do supercampo E'; que é solugio

de (1.61), e temos que a nilpotencia de @ é uma transformacio nos campos:

[Qh QJ] - _2(56;_;-

1.5.3 Contagem dos graus de liberdade para N-SUSY

A sistematizacdo da contagem dos graus de liberdade para Ny supersimetrias extendidas,
¢ a mecsma feita para N = 1 e N = 2, apenas um pouco malis complicado, pois lidamos
com indice das séries de Taylor. Para uma variedade ID-dimensional, temos a seguintes

tabelas referente aos respectivos campos:

Superampo A:
campos SUSY g.l."relativos”
a 0 D
ar 1 1!(1&1}1‘9
N
ai1J) 2 -y (1.65)
an..1 8 (—1)"‘;!(}?—;)!19
a'huJN fl\rr (_I)ND
A soma total do numero de graus de liberdade, é
N NI
DY (-1 = (1= 1) =0, 1.66
S = 0D (1.66)
resultado esperado.
Supercampo Ey:
Campos SUSY g.l.
[+ 1 N
N N (1.67)
5 N PR =1 F OV O S 5 N(S_l)!lNﬂ(sul)]! T OAN—s)
|
Cridna N (N—])i[;\jrvu(N—l)u
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A contagem dos graus de liberdade dos campos, e, simétricos parcialmente nos indices /
e I, é o nimero de g.l. do campo primitivo menos o do campo totalmente anti-simétrico:

_ ~ N N N (N4
Hewnts = euntal) TN 5+ 1) SN s SNV st

portanto a soma total serd

N+1 o N4l _
#er): 2(“1)3(;; 1)!s(+ 1)1!) - 2(_1)851(9:11315)!(5_ t

usando ainda a férmulas

1 LN (N
Qe =

3=2

a’s—le—i-l-s'

Derivando esta com relacio a a, e tomando ¢ = —1 e b = 1, obtemos

N1 N +1)! d
2 (Fl)ss!(ﬁv ++11~)— 5)! (s—-1) = %%(a 0 oy

3=0

1 1
=~ + YV H (N 4 e+ D=1

a
= 0,
A soma sera entéo
N N 1
S =300 =) = 1,
o=2 8=0 a=0
onde (...) = (—1)3%(5 — 1). No final das contas, este é o grau de liberdade longi-

tudinal de a,. Portanto, para uma superforma de Yang-Mills topoldgico A. tanto numa
varidade 4—dimensional N = 1, como numa D—dimensional e N—supersimetrias, temos
a contagem sendo igual a 1. Entdo, em 4 dimensdes e N = 1, temos que fixar 3 condi¢des
de gauge, j4 em D—dimendes e N—supersimetrias, precisamos fixar (D — 1) condigdes de
gauge.

Finalizando, procuramos neste capitulo, organizar e sistematizar os conceitos, idéias
e desenvolvimento mais relevantes da supersimetria em teorias topoldgicas, reunindo re-

sultados esparsos em artigos e facilitando, assim, uma leitura de introdugdo ao tdpico.
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Capitulo 2

Observavels em Teorias de

Super-Yang-Mills Topologica

Neste capitulo, usaremos o material apresentado no capitulo anterior, para discutirmos a
definicdo e determinacgéo de observdveis em Teoria de Campos Topoldgicas tipo-Witten.
Adotaremos as defini¢bes da supersimetria de “shift” num superespaco proposto por Horne
[26]. Usaremos esta abordagem para a aplicagdo da cohomologia equivariante, que nos
conduzird a um conjunto de equagdes de bi-descida, onde est&o envolvidas as simetrias
de BRST a supersimetria de “shift” e também o operador derivada exterior de formas
diferenciais. Esta sistematizagio nos permite determinar expresses para uma classe de
observaveis com N = 1, onde podemos escrever os chamados polindmios de Donaldson-
Witten no gauge de Wess-Zumino, definido no Capitulo 1. Para N —estendido, iremos
mostrar e classificar os observaveis da forma mais geral possivel. Comecaremos com uma
revisao de resultados conhecidos para Ny = 1 [28], generalizando em seguida para um

numero de supersimetrias Ny qualquer.
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2.1 Observaveis para N =1

2.1.1 Equacgoes de descida
Podemos lembrar que a supercurvatura, escrita em campos componentes, é dada por
F=f+1d0+ ¢(dh)? — 0D, — 0d0D,0;
podemos entdo, escrevé-la como uma superforma genérica, descrita na equagao (1.21):
F=F 4 0QF, (2.1)
onde
F=f+ydd+¢d)? e QF =—(D,F)(do)™", (2.2)

sendo que a notagdo {df)~! ¢ puramente simbdlica e DF = dF + [a,F]. Lembramos
que Q ¢ o operador de supersimetria, com relacio & condicio de gauge de Wess-Zumino
descrito pela equagdo {1.40). A quantidade F representa a curvatura universal num
fibrado definido numa supervariedade My, considerado por Baulicu-Singer [22] em suas
derivagbes dos Observdvels de Witten. Na verdade estes autores ndo introduziram a
quantidade df, mas assoclaram o mimero de ghost 1 para % e 2 para ¢. Para derivacdes

de observaveis, podemos argumentar o seguite: para m = 1,2,..., teremos
TrE™ = TrF™ + 0QTrF™, (2.3)
onde o primeiro termo produz os chamados Polinémios de Donaldson- Witten:

TrF™ = Trf™ + Tr(mf™9)d8 + ... + Tr(myp¢™ 1) (d6)>™ " + Tre™(do)?™
em
= D wp(dd)*™, (2.4)
=0

e o segundo termo representa uma derivada total
QTrF™ = —d [TrF™(do)™"]. (2.5)

Substituindo (2.4) em (2.5), obtemos as Equagées de descida de Witten, para cada
polindmios wy:

@wp +dwp_1 =0 com p=0,1,...,2m, (2.6)
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2.1.2 Combinando as Simetrias

E possivel incorporar as transformacges (1.41) na algebra de BRST, introduzindo uma
constante comutativa € como ghost. O operador de BRST, quando age sobre a, 3, ¢

revela a seguinte caracteristica:
STotal = 5 + €@, (2.7)

e sobre ¢ e ¢, de acordo com
— 2 2 —
STotalC = —C +e€ ‘;’53 STotal€ = 01 (28)

assegura a nilpoténcia do operador s.i.;. Mais explicilamente, temos a seguinte expansio:

STotal = S0 + €81 + €253, (2.9)
com
so = —D,¢, s10 =1, sqa = 0,
so = —[e,¥), s19p = —Dag, sy =0, (2.10)
sa¢ = —[c, @], s16=0,  s20=0,
S0C = —C2, s1c =0, §3¢ = ¢,
onde temos que
sa=0, [so,s1))=0, s%+[sq,82] =0. (2.11)

Em termos das notagBes descritas acima, temos que 5y = s e $; = , que agem sobre
a, ¥, ¢. Se considerarmos apenas funcionais A dependendo de @, ¥, ¢, e ndo de ¢, i.e.,
funcionais de niimero de ghost nulos, entdo a ultima relagdo de (2.11) nada mais é que

(1.42). Se estes funcionais sdo invariantes de gauge, entdo o operador s, é nilpotente:
s0A = 5,A =0, implicando em A =0, (2.12)

Sua cohomologia é referente 4 cohomologia equivariante. Assim, a cohomologia equivari-
ante é a cohomologia do operador s; no espago dos funcionais locais dos campos a, ¥, ¢

¢ ¢ restrita pela invaridncia de s; e sq.
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2.1.3 Condigoes de Cociclo

Nas expressdes a seguir, usaremos que, para uma forma @, os fndices p, g, e s denotam
o grau da forma, o mimero de ghost e nimero de supersimetria, respectivamente.
Consideramos o gauge de Wess-Zumino para descrever os observaveis da teoria. As
representacdes (2.9) e (2.10) de um conjunto completo de transformagoes de simetria
sdo usadas para especificar a caracterizagdo cohomoldgica dos observaveis. Como € bem
conhecido, a cohomologia do operador Sraa € vazia [23]. Néo vazia é a cohomologia do
operador @, definido pela equacio (1.41), no espago dos funcionais locais invariantes de

gauge nos campos a, ¥, ¢. Escrevemos um tal funcional local, como:

A :/ W9 (z),
@ = fu 1 (T)

onde *wd é uma d-forma e M, uma variedade d-dimensional fechada. Esse funcinal define

um observavel se obedece & condi¢do de ¢-cociclo

Q( Ay ) =0, (2.13)
e estd vinculado & invariancia de gauge
s( Ay ) = 0. (2.14)
Este cociclo é requerido ser ndo-trivial e independente do ghost
Ny # Q Al ), s(* T Ay ) =0, (2.15)
onde

s—lAr :/ s—lwr{] ).
(d) Mo d( )

Portanto, da lei de transformagao de Q, segue que uma zero-forma néo pode ser escrita
como uma variagdo de O assim, temos a condi¢do de ndo-trivialidade na equacdo (2.15)
sendo automaticamente satisfeita no caso d = Q.

As equagdes para integrandos com Ay, ie. Q(*wd) = s(*wd) = 0, (médulo derivadas
exteriores) sdo solucionadas como polindmios invariantes de gauge, como o acima descrito.
Deste modo, definimos uma cohomologia equivariantc, dada por formas diferenciais ger-

adas a partir destes polindmios, em virtude das equagdes de descida de Q) modulo d, (as
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equagdes (2.6)). Depois de integrada, cada uma destas formas definidas sobre ciclos fecha-
dos, obtemos observaveis globais que dependem somente da classe de homologia destes
ciclos. Este observéveis referem-se aos Observdveis de Witlen [19]. Equivalentemente, a
cohomologia equivariante pode ser definida como a cohomologia dd operador de BRST
STotal, TEStTILO NO espaco dos funcionais locais dos campos a, ¥, ¢, independentes de ¢ e
invariantes de gauge. As técnicas matemsticas usadas em cohomologia equivariante [24]
permitem-nos construir representativos de cohomologas que coincidem com os observaveis
de Witten. Consideremos um nimero de supersimetria fixado, s > 0 e um grau de forma

fixado d > 0. A tarefa é encontrar a solugdo da condicdo de cociclo

s(°Aw) ) =0, (2.16)
satisfazendo o vinculo de supersimetria

Q(*A@) =10, (2.17)

onde
D = / *wy (@), (2.18)
My

denota um funcional local com niimero de supersimetria s que depende das componentes
dos supercampos A, Eg e C e suas derivadas exteriores.

A solugdo do problema nas condigdes acima procede em vérias etapas. Nossa dis-
cussio sera puramente algébrica, e ndo assumiremos a especificagio do espago-tempo em
n dimensdes. Se todas as formas de graus maiores que n anulam-se, os de graus menores
que n podem ser integrados sobre uma sub-variedade My C SM, orlentada. Lembremos
que SM, é uma supervariedade. As variedades sdo tomadas fechadas o que implica na
ausencia de termos de borda na integracio em My Com isso, exclufmos das discussoes as

solugdes triviais da equagdes (2.16) e (2.17), que existem para os valores d = 2m

OA(Qm) - /Mg Owgm (39) = /Mg TT( fm )3 m— 1121”': (219)

sendo Tr{f™) a densidade de Pontrjagin, com caracteristicas loeals, dadas pela derivada
exterior da forma de Chern-Simons de grau 2m — 1.
De acordo com a equagdo (1.21), a curvatura 2-superforma tem a forma geral escrita

como: F(z,8) = F{z)+0QF (), onde o primeiro termo desta expanséo pode também ser
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escrito como Fle_g = F|. Para m = 1,2,..., a 2m~superforma Trﬁ’m(m,t?) admite uma,
expresséo analoga

2Zm
TrE™ = TrF|™ 4 0QF™, TrE™ =Y (3™ Pw))(d§)*™7, (2.20)
p=0
sendo que Trf™ é uma superforma fechada
0 = d{TrF™},
= (d#By + d){Tr ™},
= Q{TrF™}dd + d{Tri™}.
Da componete # = 0, tiramos que

Q{TrE|™} = —d{TrF[™}(d6)", (2.21)

lembrando que (d8)~! é uma expressio simbélica. Substituindo as equagdes (2.20) em

(2.21), obtemos as equagdes de Descida de Witten em um supergauge geral
Q Qm_pwg +d zm_(”—l}w?p_l} =0 com p=0,1,..,2m, (2.22)

A proxima tarefa, agora, é determinar se outras solugbes podem ser obtidas a partir

de estudos sistematicos no superespaco.

2.1.4 Equacgoes de bi-descida

Foi demonstrado no trabalho [28] que a invaridnca supersimétrica do funcional (2.18)
jmplica no integrando poder ser escrito como a variagéo supersimétrica dum forma-

supercampo:

s 0 __ 5—1y0
wy = Q T,

O operador @, atuando sobre uma forma-supercampo por derivacao em 8, isso mostra-nos

que “Agy é uma Integral no superespaco de *~1(, ou seja
QD=0 = ‘B@g= /M Q 716y, (2.23)
-5
invariante sob transformagdes de supersimetria.
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Além disso, foi mostrado a partir da invaridnga de BRST que o super-integrando *~'Q%

mais geral € solugao dum sistema de equagdes de ”bi-descida”
S 3-r—-IQg—p+r + d s—r—ng:if-f-‘r‘-l‘] + Qs—r—2Qg—p+r+l =0 (224)

comr=0,..,s—1lep=0,...d
A conclusdo final do trabalho [28] foi que as solugdes correspondendo as classes de
Chern encontradas acima, equivalentes as solugdes de Witten, sdo de fato as solugdes nao

triviais mais gerais das equagoes de bi-descida.

2.2 Estudo da Cohomologia para N Operadores

2.2.1 Definigoes

Seja um observdvel A, definido numa variedade dilerencidvel, My, dado pela equagéo:

SAQ = / $.,0(x). (2.25)
My
onde S = (31, -+, 8x5) € 0 peso supersimétrico'. Ele deve obedecer as seguintes condigbes
de cociclo:
Qr Ay = 0, I=1,2.,N (2.26)
s SAY = 0, SAY s SA, (2.27)

Da equagdo (2.25), juntamente com a condicdo de vinculo da supersimetria de “shift”

(2.26), tiramos para o seu integrando as equacgdes
Qr THEWS +d HHETED | =0, I=1,2,..,N. (2.28)

Por comodidade escolhemos S = H + E, tal que £ = (1,1,..,1) = Y E;; H =
(hiy .. hn), i > 0e Er = (0,...,1,...0) é € o vetor peso de base nimero /.
Duma maneira andloga & usada no caso N = 1, e usando as proposigoes demonstradas

no Apéndice C, podemos mostrar o seguinte [29)].

151 é 0 peso supersimétrico da supersimetria nimero I, onde o operador J; tem peso 1, ¢ —1 & varidvel

9. I varia de 1 até V.
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1. Da invaridncia supersimétrica, segue que o integrando de (2.25) pode ser escrito como
HYE, 0 HOo .
g = Q1-Qn T, (2.29)
onde 7Y ¢ uma forma-supercampo.

2. Da invariancia de BRST segue que o super-integrando 709 obedece do modo mais
geral a um sistema de equagdes de " multi-descida”
N
SSQg—p-1v|H]—iS| 4 d Sﬂﬁ:?+|H|—|S|+] + 30 Q5 E Qg—p+t1{[—13|-+--1 -0, (2.30)
=1
onde 8 =(sy,...,85), 851 =0,...,h;, p=0,...,d
Veremos agora alguns exemplos onde esta equagéio se aplica a uma classe especifica de

observaveis, e estd embutida numa expressdo mais geral ainda.

2.2.2 Exemplos de Observaveis para N-SUSY

Como vimos na subsecio anterior, todos os observaveis sdo dados pela solugdo geral
das equagdes de multi-descida (2.30). Uma importante classe de observaveis pode ser
calculada como solugdo geral de equagdes de “super-descida”. Usaremos neste exemplo,

as classes de Chern, associadas a superconexao A. Tais equagdes, sdo dadas por
L .
sQP-14+d07F " =0, ¢=0,..,D. (2.31)

Definimos aqui a superforma Q;?“?, como uma, expansao em forma-supercampos, tal que

tenhamos
q

QP-1 = 57 (@M. (dOP)N hIQDe, (2.32)

q
hl""‘h‘w,p
sendo que {H| +d = D.
Reescrevendo {2.31) em termos dos componentes obtemos o sistema
p SQ;?—}?—|SI +d sﬂf_—lp—islﬂ + Z?{_q Q; 5-Er Q;?—P—ISHI — 0,
(2.33)
0<sr <D, 0<p< D, p+|S| < D.
Observa-se que as equagdes de multi-descida (2.30) formam um sub-sistema do sistema

das equacdes de super-multi-descida (2.33). Por conseqiiencia, a solugdo geral de (2.31)
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ou (2.33) representa uma classe particular de solues de (2.30), dando assim uma classe
particular de observaveis.
A solugéo geral nao trivial de (2.31) é dada pela geralizagdo para o superespago das

classes de Chern [28]. Explicitamente, tenios
s QDY Opo +a{0N [BE5Tr (F)]} =0, (2.34)

onde QI €S ¢ uma 2n-superforma de nimero de ghost 1, associada & superforma de Chern-

Simons em dimensdo 2n + 1:
055, =Tr{AdAy + ..}, (2.35)

pela equagdo
s QF5, +dOLCS = 0. (2.36)

A superderivada de (2.35) é dada por:
dOgs, =Tr{F1}. (2.37)
Dai obtemos o conjunto de equagdes

an+2p+l = anSHTT {ﬁp} ’
sTr {Fp} =0, (2.38)
d{kr} =0,
com p arbitrario.
Para ilustrar esse resultado, vejamos agora dois casos praticos, ondc aplicamos a

férmula de Chern-Simons para forma-supercampos de gauge.

Exemplo 1. Este ezemplo estd melhor apresentado no trabalho [28]. Para N = 1 ¢

D = 3, partimos das equagoes de super-descida
sQs+d2 =0, s +d2=0  sQf=0
A iinica solucdo ndo-trivial €
~Tr(AdA+ IR), Q) =Tr(AdC), @=Tr{CiC), 0=-3Tr{C%),

34



onde C = C. Utilizando as definigées da superconexdo A , obtemos observdveis dados

como integrais das formas

wo = Tr{¢? + 24x°}, wr = 2Tr{¢ + x* + ¢Dax}, (2.39)
wy =Tr{Y?+ 20f + WD.x}, wo=2Tr{vf}. '
No gauge de WZ, onde x = 0:
wo =Tr{¢"}, wi=2Tr{yg}, we="Tr{y*+24f}, wy=2Tr{yf}, (2.40)

correspendendo aos resultados obtidos por Wilten [18].

Exemplo 2. Para N = 2 ¢ D = 3 usando as definicées de A , chegamos aos sequintes

resultados
1
wy = 9Tr {a:f + 55”11)190%} ,
1
wey = 207 {Oﬂl)f + X1 (Daa - §5JK[¢J, QIJK]) + &8y Datprc -+ ??If} ;
1
Swipy = Tr{gms + alés + 5 [xs,x]) +alxr,nil

—ekM, (% [Dric, Pam]| — Vi [XI:¢JM])}1

fwo s = T {??Jff)JK + XXk — 5MNXI¢JM¢KN} :

definindo 0s quatro invariantes frente a cohomologia da supersimetria.
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Capitulo 3

Fixacoes de (Gauge em Modelos de

Donaldson-Witten

Mostraremos a construgio de teorias tipo-Witten [18] no o formalismo de supercampos,
apresentado inicialmente por Horne [26]. Seguiremos o formalismo de formas diferen-
clals usado no capitulo anterior, apresentado no trabalho [28]. Apresentaremos agoes
conhecidas na literatura, construidas no superespago para N = 1, N = 2, e N qual-
quer. Mostraremos também a generalizacdo para D dimensdes das fixacdes de gauge de
Blau-Thompsen, via método de Batalin-Vilkovisky {BV}. A partir dai, definiremos uma
expansao dos diagramas de BV nas coordenadas ), caracterizando-o como um superdia-
grama. Motivados por tal construgdo, sistematizamos uma nova fixagéo de gauge, onde a

acdo correspondente é completamente estdvel, sob o ponto de vista da renormalizacao.

3.1 Acao de Witten para N =1 SUSY

3.1.1 Construcao da acao de Witten no Superespago

Os funcionais invariantes, ou melhor, as agdes invariantes frente as cxigéncias descritas no
capitulo anterior, com relacdo a nimero de ghost, grau de forma e nimero de supersimetria
(2.13), (2.14), serdo aqui postas em prdtica e apresentadas, na construgdo da acio de
Witten supersimétrica com a formulacgdo de forma-supercampo.

Aqui a acdo, ou a integracdo de forma-supercampo serd feita de forma pareial, com
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relagdo ao superespago, isto devido as defini¢des que tivemos no capitulo anterior, provin-
das do fato de néo podermos integrar uma diferencial de “comprimento” das varidveis de
Grassmann, da mesma forma que é integrada a base das formas diferenciais. Isto ocorre,
como discutido anteriormente, devido as paridades destas grandezas, aqui definidas, terem
caracteristicas opostas. Assim usaremos o método de integracdo das formas ordinrias
separadamente da integragdo nas varidveis de Grassmann, com definida na equagao (1.23).

Usamos uma construgio sutilmente diferente para o modelo N = 1, com relagdo a
construgdo proposta por Horne [26], pois tentamos uma maneira, na qual a montagem dos
termos da acdio fosse tal que, pudessemos associar termos independentes a cada condicdo
de gauge contada a partir das transformacdes (1.41).

Comecaremos com a transformacdo: @1[) = —D,¢, contando aqui uma condigdo de

gauge para . Definimos um multiplicador de Lagrange
H(z,0) = h(z) + 0h'(z), (3.1)

sendo uma O-forma-supercampo, este acoplado & condigdo de gauge: D/, = 0. Dai,
usamos a 1-forma-supercampo covariante de gauge V{z, ) descrito na equacdo (1.37),

com a acao definida por !
Sy = TrfdG{HDA s W} = Tr f{—h"Da s+ hDox Dagp + [, B] ¥} (3.2)

usando aqui o gauge de Wess-Zumino (1.39).
Precisamos, agora, fixar as condigoes de gauge da tranformacio @a, = 1), que 830 trés

para a. Para isto, propomos uma 2-forma-supercampo auto-dual
K{x,0) = k(x) + 0K'(x), (3.3)

com K = %K e covariante de gauge sK = —[C, K], acoplada a supercurvatura de Yang-
Mills, F, descrita na equagdo (1.36}, gerando assim trés solugdes do tipo instantons:

f =x«f . Portanto a acéo serd dada por

Sf:TrfdG{K*F}:T-rf{k’*f—k*Dﬂd)}, (3.4)

Lembrando que [df = 8y = Q.
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com f = da + a? sendo a curvatura de Yang-Mills ordinéria ¢ D,y = dv + [a, %], sendo a
derivada covariante ordindria, referente a conexao a.

Precisamos ainda de um complemento necessdrio para nos auxiliar no célculo dos
propagadores, como feito nos trabalhos [18], [26], [28], [30] 2. Definimos esta agdo apenas

em termos do supercampo K
Si = Tr / dO{CK * DK} = Tr / (G * K — k * (6, K], (3.5)

sendo ¢ constante. Somando as acdes propostas acima (3.4), (3.5) ¢ (3.2}, chegamos a

uma, parte da agdao de Witten invariante
Suitten = Tr/df}{K « F 4 CK % DyK + H % D) (3.6)
em componentes, temos
Switen = Tr [{H« [ +CK K = kx [¢, K] +k * Doy
—h' D, s+, k]« +hD, x Dy} (3.7)

Montamos uma tabela descrita no esquema abaixo, caracterizando os supercampos

bdsicos da teoria,

\ Supercampos ClA| 4| K| H
#SUSY olol 11 -1]—-2
4 Ghost 11olo| oo
Grau de forma(p) |0 {1 | 0| 2 | 0
Dim. de massa 0ot1|10| 2 9
Iistatisticas U N [ (R

onde (' ¢é o super-ghost da teoria, que sera visto a seguir.
Para escrevermos a fixacio de gauge de Yang-Mills no formalismo de supercampo 2,
devemos reproduzir a acdo de Fadeev-Popov, invariante de BRST, no gaunge de Landau,

a partir dos campos de ghost ¢ e anti-ghost ¢. A acfo de Fadeev-Popov € [2]

Spp = / &z {s(z0"a,)} = / Bz {bda, — T D,c}, (3.8)

2Este termo quadratico é necessario quando n#o queremos fixar o gauge do supercampo K.

3Este termo fixar um grau de liberdade longitudinal do campo de YM.
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Usaremos aqui para descrecer a fixagio de gauge na sua forma supersimetrizada, como
em [26], as componentes 1-superforma conexfio de gauge descrita pelas equagoes (?77) e

(1.28) e o super-ghost (1.29). Definimos também um super-anti-ghost

Clz,8) =clx) + 6 (z), (3.9)
como (-forma-supercampo e um multiplicador de Lagrange

B(z,0) = b(z) + 0 (z), (3.10)

cujas transformagdes sdo, sC = Be sB = 0.
A proposta de escrever a agio de fixagdo do gauge de Yang-Mills supersimetrizada é
motivada pela equagio (3.8), sendo que esta contém os termos de Landa, Faddeev-Popov

e termos provindos da supersimetrizagdo do modelo; portanto, a agao seré

il

Tr]da{s[édm]} — Tr]dG{Bd*A-ﬁd*DAC} (3.11)

Srep

— Tr f{b’d va—TdsDoc—bdxth+2d* Dad +ed+ [y},  (3.12)
Assim a acio de Witten supersimétrica {26] fica
Syvitien = Tr/dG{K B (I x K + H+ Dy¥ + s(Cd » A)}, (3.13)

e, em componentes,

Switen = Tr]{k’*ergk’*k’Jrk*Daw~k*[¢,k]
W Dy %%+ [, h] %% + hDg * Dot
td*xa—dx Doc—bd*yp+ed* Do +ed 3, cl}. (3.14)

3.1.2 Obtencao das Equagoes de Movimento

Queremos, aqui, mostrar que a fixacho de gauge estd concluida e confirmar a super-
simetrizacdo proposta por Horne da agio de topoldgica de Witten. Calcularemos em

seguida alguns propagadores da teoria livre. Tomamos a parte livre da. agfo supersimétrica
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(3.13) e acrescentamos a termos de fontes a todos os campo 4, tal que

S = Tr/dG{K*dA+(K*83K+Hd*(89A+dE9)
+Bd*x A—CdxdxC}, (3.15)

Srontes = T / A0{JaA + Jp,Eo + JxK + JuH + JsB + JoC + JcC},  (3.16)

onde se introduzem termos de corrente para todos os campos.
Tiramos as equacdes de movimento para os campos da agdo livre (3.15) e a acdo de
corrente (3.16) onde ST = S + Sjontes, € usando resultados da Geometria Diferencial e as

vantagens de trabalharmos no superespago, as equagdes de movimento sio dadas por:

H(z,0) = O07'xJg,), (3.17)
Eo(z,0) = O 'xJy +*0pJp), (3.18)
B(z,0) = O 'xdJs—83Jz5,), (3.19)
K(z,0) = O YxdJs+dJsl}, (3.20)
Alz,0) = O H—COVxd*dBgs—xdJg — d = Jg}, {3.21)
Clz,0) = O 1xJg, (3.22)
Clz,0) = —07 *Je, (3.23)

assim justificando a completa fixagfio das condigdes de gauge.

A partir destas equagdes, seguiremos com o célculo de alguns propagadores, neces-
sitando apenas da definicdo de uma superdistribuiciio de Dirac sob o ponto de vista da
Geometria Diferencial, {(ver Apéndice A). Mostraremos o célculo apenas de alguns propa-
gadores, ja que o cdlculo completo, ou mesmo os resultados ja foram estfio no trabalho

126).

3.1.3 Calculo de alguns propagadores

Seguindo as definicdes do Apéndice A, fica facil a determinagdo dos propagadores refer-

entes As equacoes de movimento descritas na segdo anterior. A definigéo da distribuigéo

2 As equaches serdo resolvidas como supercampos.
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de Dirac no superespago e no formalismo de formas diferenciais, foi crucial para o en-
tendimento de como seria um propagador de uma p-formas, ja que um propagador pode
ser considerado como uma zero-forma.

Comegamos escrevendo os propagadores para os supercampos de ghost e anti-ghost C
e C, respectivamente. Seguindo a partir dos célculos das equacdes de movimento para os

supercampos, obtemos o propagador medido nos pontos z; e z; do superespago:

]

(5} ( )0(22)

ACC(Zla Zg) =

tratando & corrente como uma 4-forma Js = dz'..dx*jz obtemos o super-ghost C =
D~ !(jx), usando ainda 6(z;, 29) = 6*(x; — x2)(0; — 6) com §(6, — ) = (6; — ). Com

estas defini¢des, obtemos

Dzcla, =) = 07)6(21,2)
= {0|e{x1) + 012 (x1), clza) + 61 (22)|0)
0., 84 (21 — x2)(6) — 62);

tirando os propagadores para 0s campos componentes

(Ole(zy)e{z2)l0) = O, (3.24)
(0e(z1)e (2)[0) = -0 8%z — 22), (3.25)
{7 (m)efz)l0) = 06z —22), (3.26)
{Ofc'(z1)c'(z2)|0) = 0. (3.27)

Também, para a equagdo do super-anti-ghost, obtemos os seguintes propagadores:
Agel21,22) =0, Dcc(xn,22) =0 e Daclar, 2) = Dpela, 22).

Identificamos, assim, que os campos componentes do super-ghost e do super-anti-ghost
obedecem & seguinte ordem de definicgo: € ¢ o anti-ghost de ¢ € ¢ é 0 anti-ghost de ¢/,
isto €, aqui 0s papéis sdo invertidos.

Vamos, agora, ao cdlculo do propagador do supercampo H. Este é relacionado com

a supercorrente Jg,, que devido as definigdes anteriores da acdo de corrente foi definida
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como uma 4-forma, tal que Jg, = dz'...dz*ja,, 0 propagador ficard

(O|H(z)Ee(x2)[0) = Apg,,
= D;215(31,22>,

= O} 8"z — x2)(0) — 02);

usando as notacdes de defini¢io do supercampo H e Ey, temos

(0]h{z1)x(z2)I0) = O,
(O1R (1)¢{®2)i0) = O,
(R (z1)x(z2)10) = —Og, 8"z — z2),
Olr{z1)(z2)0) = —0OL 6 (z1 — x2).

Para os outros supercampos, os resultados sao os mesmo de [26].

Esta teoria apresenta uma. propagacio do tipo {AA), primeiramente por causa de néo
querermos fixar o gauge do multiplicador da curvatura, colocando assim na a¢ao um termo
quadratico neste multiplicador. Também por causa de uma derivada de Grassmann na
fonte J4 descita na equacdo (3.21), isto faz com que tenhamos “loops” neste supercampo,
e por conseguinte, em vdrias outras interagoes. Como citado por Horne, torna-se muito
trabalhoso descrevermos os graficos de Feynman da teoria, devido ao grande nimero de
campos envolvidos.

A fim de contornarmos este problema, estudaremos o modelo super-BF e suas devidas
fixagOes de gauge. Veremos que aqui € possivel escrever todos os graficos de Feynman,

devido o fato de néo termos interagao do tipo {(AA).

3.2 Fixacoes de gauge de Blau-Thompson em mode-
los super-BF

Nosso propdsito nesta segio ¢ descrever as fixagdes de gauge baseadas numa construgao
supersimétrica. Esta é, de fato, uma construgio em que temos total controle, com relagio a
positividade do Hamiltoniano e por escolhermos uma, teoria que descreve apenas interagoes

do tipo “drvore”, e vistas as facilidades técnicas de se trabalhar com teorias topologicas
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no superespaco. Comegaremos construindo uma espécie de super-tridngulo de Batalin-
Vilkovisky, onde este acomoda todos os elementos da teoria, tais como o setor geométrico
o setor de anti-ghost e ainda os multiplicadores de Lagrange, onde para N = 1 é a
aplicagdo do operador ) sobre os anti-ghosts e para N = 2, aqui sdo definidos como
sendo a aplicacdo ndo apenas de um transformacio de (), mas de duas, i.e., Q,Qs, sobre
os anti-ghosts, generalizando-se para a estensdo de N supersimetrias como (... x sobre

os anti-ghosts nessas condicdes.

3.2.1 Constru¢gopara N=1e D=3

De acordo com a construgdo de Blau-Thompson [36], revista no Apéndice B, podemos
construir sob o formalismo de supersimetria desenvolvido, 4 mesma teoria de Fixacgo de
gauge para N = 1 e D = 3. O formalismo de supercampo ¢ equivalente a construgio
feita em componentes, para a agio invariante frente a transformacio de supersimetria.
A proposta de construir no superespago é parte das definicdes do Capitulo 1. Partimos
entdo da superconexdo de gauge Ae da supercurvatura f‘“, 5,

Sejam, as componentes da superconexdo de gauge
°4; = a1+ 0, By = 'xo+ 0%, (3.28)
as componentes da supercurvatura
Fy=fo+ 8D, W, U=+ D, %0 — 0 (Dago — [, xal) . (3.29)

Para fixacdo de gauge, definiremos uma espécie de super-tridngulo de Batalin-Vilkovisky?®,
de acordo com (B.2) que acomodam o setor super-geométrico e de super-anti-ghost ao

mesmo tempo
o,
-1, W, {3.30)
OAs ~2®p 2Dy

. - . : fhiost
SUsaremos a seguinte convengéo, & # S“SQngﬁgmu de forma:
50 triangulo referente aos multiplicadores de Lagrange, das primeiras componentes dos supercampos

anti-ghosts, estio implicitos, pois estes supercampos acomodar os multiplicadores na componente ern 6.
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Seguindo as convengbes anteriores, os supercampos anti-ghosts sdo definidos por
10y = Ty 4 0%;, = g+ 07, CAo= Ao+ 0T, (3.31)

sendo suficicntes para escrevermos a acio total de fixagio de gauge, no superespaco € no
gauge de Wess-Zumino. Lembrando que esta acgio é a agéo reduzida de Blau-Thompson

(B.11), sendo esta definida aqui, da seguinte forma
Sn=1,p=3 = T?’/d@{_l‘iﬁ Dan + 23y D, + ', + OJ'T’L()DG * _IKIH + S[Cd* Al}, (3.32)

onde os anti-ghosts e multiplicadores de Lagrange de Yang-Mills séo

C=c+6¢, II=nr+0x, (3.33)
com sC = [I. Em componentes, no gauge de WZ, temos

Sw-rpes = Tr [{bf +§Dup+ 1Dy + 3D Do +Dax % — ADy = b
+7'd % a — C'd* Doc— wd x ) +Td x Do’ + d * 3, ]}, (3.34)

descrevendo a mesma fixagdo de gauge da equagéo (B.11).

3.2.2 Construcaopara N=1e D =4

Partiremos, agora, para descrigio da teoria para N = 1 e D = 4[36], descrita agora no su-
perespaco. A construcao é similar a subsegdo anterior, diferenciando apenas, com relacao
A dimensionalidade do setor de anti-ghost, pois a fixacfio de gauge do sefor geométrico
é sempre a mesma, isto porque a superconexfo ¢ sempre uma 2-superforma. Definimos,

entio, um super-tridngulo, ou melhor um super-diagrama’ de BV, da forma

Of,
“1g, 10,
0A; ~2d, 29,
-17,

(3.35)

70 diagrama, ndio possui mais as caracteristicas de um tridngulo, devido a assimetria nos graus de

forma, também porque o setor de anti-ghost tem mais termos que o setor geormetrico.
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Os supercampos anti-ghosts definidos por

Wy = ey 0%, (3.36)
2Hy = ¢y + 0, (3.37)
Ay = X0, (3.38)
1Z = o+ 0%,. (3.39)

A acdo em forma-supercampo terd a forma
SNl D=4 = T’rfdﬁ{"ilF +®D, «V+AD, x¥+ZD,*A+s[Cdx A} (3.40)
em componentes, no gauge de WZ, temos

Snarpms = Tr [{bf = $Dup+ nDax % — $Dax Dt
17D, % — AD, % b+ Dy %G+ uly * A
+r'dsa—d* Do — wd x4+ ad x D +ed * ip,el}. (3.41)

Estando de acordo com a agio reduzida de Blau-Thompson (B.31).

3.2.3 Fixacao de Gauge para N =2e D=3

Ncstas condicdes de dimensionalidade, verificamos que é possivel deserevermos um modelo—B £,
de forma diferente da proposta por Blau-Thompson [36]. Em seu trabalho, Blau e
Thompson descreveram o modelo de super—BF para N = 2, partindo de uma acao
tipo super-Chern-Simons. Veremos no proximo capitulo uma outra formulagao da acao
do modelo super-BF. Considerando o método de fixagdo de gauge de Batalin-Vilkovisky,
foi possivel montar uma acdo totalmente calibrada, partindo de um tridngulo, em que o
setor geométrico agora descrevesse os primeiros termos da supercurvatura no gauge de

Wess-Zumino (1.40)

sz 0 0
- Q ) Q .
2 Yy S Ty g > % 00, (3.42)
O—A_l ”3‘;?_501 2¢0 IJ 1&01 _3(,00 3??@1 2h0 —1kﬂf .0
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onde @ = Q|wz—gauge- Assim, as componentes dos supercampos anti-ghosts da teoria séo

_ _ 1
Uy o= P+ 0 G+ 592 %1, (3.43)
_ - 1
S®y; = gy + 0 o0 + 592 “kar, (3.44)
_ _ 1
A0 = Do+ %+ 592%0. (3.45)

Com isto, podemos construir como anteriormente, um super-tridngulo de BV, para

esta configuragao de supercampos,

0
By
2, 10, ) (3.46)

Ao 3 ®o 1 2Py 1a
A agdo de fixacBo de gauge é definida com relacdo a este tridngulo, por
Sy-2ps =Tr ] PO{UF + 8 Dax Wy + ADy % T + s[Cd * A]}, (3.47)
onde o anti-ghost C é dado pela expresséo
Cle,0) = 2(z) + 02 (z) + éeﬁap(:c), (3.48)
e seu multiplicador de Lagrange
(x,0) = n{z) + 0 xr(z) + %92,0(3:), (3.49)

com as transformacoes
sC=1I1 e slI=0. (3.50)

Ambos sdo 0-forma-supercampo. Para explicitarmos a agdo em componentes, lembramos

que, DaX = Do X + 0%y, X] + 56%[cr, X], assim temos:
Sn_ap-z = Tr ]{%bf - -;-ngaw; + %EDGO: + %k’Da x 1 — D, x
+e7%0D, % Daghyx — s”%é;Da x Dany + —;-hDa % 1P
+%£IDG‘- *Cr + %393 *x b+ 4116”?;[%1 ]+ e o[y, v
46K TG D, w by, 1) — €eX il « Dabi) — ¢, 47
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*"15”/_\[%, () + %/_\[a, *1)] (3.51)

2
1 1, 1 1
+§7rd * ¢+ -2—81 wd * Py + E’Od *q— écd * D.cp (3.52)
——;-suéd * 1y, cq] — %éd * fax, ¢] + %s”r‘:;d * Dycy (3.53)
L o1as 1
+§s érd x {1y, c] — Ech * D,yc}. (3.54)

Para confirmar que a fixagao de gauge foi completada, tiramos as equag¢des de movi-
mento da agéo (3.47) ainda como supercampos. A parte livre da acdo total dos super-

campos e suas respectivas fontes, sera

S'E}VZQ’DZ3 + Stontes = TT/dQG{@dA +e!Prd * (054 +dE)
+Ad* U +Idx A — Cd +dC
FATA+ BJY 4B, I3 + eV E TR
1 AJA + 1™ 4 CdJC + CIC). (3.55)

Destas, tiramos os supercampos explicitamente. Combinando as equagdes, chegamos

ao0s resultados:

A = O HYadx JY +dx JT), (3.56)
B = D sJ2 40 wdxdx 8 J"), (3.57)
§ = O YxdsJA+dxJM) (3.58)
&, = OYxJEY, (3.59)
A = O {«dJYY, (3.60)
C = O YxJCY, (3.61)
C = —0YxJC}, (3.62)
I = O YdxJ*+&70 x JF}. (3.63)

Isto nos diz que a teoria é totalmente fixada. Seguindo o mesmo padrao de construcao, a
generalizacdo para D = 4 é possivel, visto que o triangulo de BV (3.42) é semelhante a

(B.12). Portanto escrevemos um super-diagrama de BV acrecentando apenas um super-
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campo, que fixa o gauge de Kﬂ, tal que
; (3.64)

cuja acdo serd
Snegpeq =TT / PO{UF + eV Dax ;4 ADy+ U + ZDyx A + 5[Cd * A]}, (3.65)

estando completante fixada [36).

3.2.4 Generalizacao para N—SUSY e D—Dimensoes

Generalizamos esta construcio para uma variedade de dimensdo D qualquer, e para um
primeiro por exemplo, tomamos N = 2 supersimetrias. Usando o algoritimo de Blau-
Thompson [27] [36] para para aniquilar os tridngulos esptrios da teoria, o super-diagrama

nestas condigdes assume a forma

0F2
20p_o 1y
N p_s 3P, ; 2D
B p-3 07 ait ’ (3.66)
W4
e
s@o

com s = 0 (D impar) ou —2 (D par).

Sem perda de generalidade, escreveremos este diagrama, para /N supersimetrias es-
tendidas, lembrando que a supercurvatura é sempre uma 2-superforma. Isto faz com
que o tridngulo se generalize apenas na diagonal referente ao setor de anti-ghosts, como

anteriormente, obedecendo ao algoritimo de Blau-Thompson. O super-diagrama para N
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supersimetrias e D) dimensdes é definido por

0F2
“NUp_s 1y
Wy 3720 2B 1y
“Np_,
<
A

, (3.67)

com s = 0 (D fmpar) ou —N (D par). A aclo equivalente terd a seguinte forma

SN,D = TT‘/dNH{ -—N@D_zon + _N_l‘iGIDA * 1\1111 +0 @D-—SDA * _N‘TJD_Q
+ _N@D__@DA * O‘TJD_;; + .+ S‘I’ODA * _N_s‘i'l + S[Cd * A]} (368)

As equacdes de movimento sio imediatas, e semelhante aos resultados mostrados para

N =2, D= 3. Portanto a fixagio de gauge desta estd concluida.

3.3 Nova fixacao de gauge para o modelo super—BF

3.3.1 Modeloem D=3e N=1

Estudamos uma outra alternativa, numa formulacio que se baseava na obtencio da agdo
minima de Blau-Thompson, com o propdsito de termos uma teoria consistente do ponto de
vista unitaricdade, sendo facilmente escrita perturbativamente e também onde poderiamos
escrever a acio total, como variacoes dos operadores de BRST linearizados.

Usando uma construcio semelhante ao de Blau-Thompson, via método de Batalin-
Vilkovisky, a fim de contornarmos os problemas de uma interagéo tipo {AA). Comegaremos,
entdo, descrevendo um exemplo de uma agio para N = 1 ¢ D = 3. O super-diagrama de

Batalin-Vilkovisky referente ao setor geométrico é dado por
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onde nao incluimos o termo fixador de ¥, porque agora daremos uma énfase especial a

este campo. As transformacgdes de BRST destes campos sdo, a principio, dadas por:

sA = —DAC,
sC = —C%

sC = 1I, slI =0,

e
sl =—[C,F),
s = —[C, ¥],
B o (3.70)
s¥ = —[C, V],
sd = —[C, D]

Cosideremos agora que ¥ tenha uma simetria de gauge de “modo zero” (background),

assim sua transformagao de BRST fica definida por:
s = —Du% —[C, 7], (3.71)

onde a este supercampo é associado um super-ghost, 2, onde agora podemos escrever um
super-tridngulo de BV, associado a ¥, tal que:
1440

qll

71 gy (3.72)

onde s3. = ' %. A nilpoténcia do operador de BRST, s, deve ser “on-shell”, i.e., como es-
tamos falando de uma teoria num espago-tempo tri-dimensional, a equagdo de movimento

deve ser,
D*=F =0,

curvatura nula, onde
U =sn=—[F ¥ =0
Veremos agora que a agio invarianie da teorja, referente ao setor geométrico pode ser

escrita como:

Sceom = / dO{TF 4+ BD 4 % B} = s, A, (3.73)

8Observe que I'(z, 8) € o multiplicador de Lagrange de X.
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i.e., é invariante de BRST [38]. Vamos escrever explicitamente as parcelas da agdo acima,

a partir dos contadores de campos N:

s T f 46" & = (Np —Ng)Sceom =TT f d0{®D + T}, (3.74)
Stin Trfdﬁ@* T = (—Ng + Ni+)Sceom = Tfrfdﬁ{@F}, (3.75)

Il

onde U* ¢ &* sio os anti-campos de ¥ e &, e Sg = s, + O(h), o operador de Slavnov-

Taylor [38], atuante num funcional F, tal que

SrS(F) = 0, ¥ F
SrSr = 0, se S(F)=0.

Fomos a procura de possiveis contratermos existentes na teoria, de uma forma meio
que manual, e verificamos que todos eram nulos, concluimo que isso ocorria pelo grande
numero de simetrias do modelo. Portanto nao foi necessério a introdugéo de outros campos
exteriores, diferentcmente da agdo (3.32), em que o Ultimo termo ndo podia ser escrito
como variagio de, Sin.

A acdo de fixagdo de gauge, refente ao super-tridngulo (3.72) e a parte de Yang-Milis,

¢ escrita como
Sehest = STT f d6{Cd* A + Td+ T} (3.76)

- TrfdG{Hd s A~ CdxDaC +TDax ¥ +SDax (DaZ +[C, )},
onde a acio total de super-BF agora seré a soma das equagdes (3.73) e (3.76)
SsBr = Sgeom + Schosts (3.77)

que é uma agio totalmente invariante sob a simetria de BRST. A agdo total também tem
loop nulos, portanto, do ponto de vista da renormalizabilidade ela é estdvel e descreve
somente grafico de Feynman tipo “drvore”.

Para comprovar isto, vamos descrever as equagdes de movimento, comegando com a,

parte da agfo livre de (3.77), somada com a a¢do das fontes

Skomte = T f d0{ATA + T JY + BpJ® + &J%
4TJT + S+ S8 + LI + CJC + CJCY, (3.78)
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onde escrevemas apenas as equacoes:

A = O YsdxJY +dxJ0Y,
O = O YadxJ4+dxJ"},

que ja nos garante a nédo existéncia de “loops” tipo {AA}, ou qualquer outro que tenha

derivadas de Grassmann nos termos fontes.

3.3.2 Modeloem D=4e N=1

Consideremos agora o caso em que a curavatura é anti-auto-dual, i.e, solugdes tipo In-
stantons. O diagrama de BV para o setor geomértico ¢ dado por
ap
Fy
—l.‘p2 1.1,1 ,
—2&,0 2@0
com as mesmas transformacdes anteriores (3.70). Se ¥ apresenta “modo zero”, implica

gue este ndo é covariante frente transformagéo de BRST, transformando-se da mesma

forma que (3.71), portanto, setor de anti-ghost agora assume a forma
_1‘@‘{2]
0T st
—1§g oi‘g -1332

com s nilpotente e “on-shell”, aqui considerando F* =0 °.

A agdo invariante € determinada, por:

Siny = Tr/do{ﬁp+@DA «U+35[Cdx A+ OTT d+ T
S150d % 05 + OFd « IS, (3.79)

Aqui também verificamos as mesmas propriedades de renomalizabilidade do exemplo

anterior para D = 3.

90nde temos que Ft = F + i?‘, representando solugtes intantonicas em D = 4.
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Esta sistematizag@o seré usada, para generalizarmos a fixa¢ 8o de gauge do modelo
super-BF, tanto para dimensao bosbnica quanto para fermiénica. Para tratarmos da
generalizacdo supersimétrica (fermidnica), é necessério o uso do super-diagrama, de BV,
para acomodarmos todos 0s campo possiveis, como feito anteriormente para o modelo de

Blan-Thompson.

3.3.3 Generalizacao para D—Dimensoes e N—-SUSY

A generalizagdo para D—Dimensdes e N —SUSY é imediata, preservando as transformacdes
de BRST e de “shift” dos supercampos. Devemos gencralizar o super-diagramas do setor
geométrico (3.69), sendo este agora dado por:

NGO 1O : (3.80)

N0 298,

O setor de ghosts e anti-ghosts de ¥ (3.72), considerando a propriedade de “modo zero”,

sera )
NG,
Tpls VEb s
N2 . 055k, VS, : (3.81)
e N
55 ~NyD-2

cujas transformagdes de BRST tanto para ghosts e anti-ghosts, sdo:

3 (355(_-21};59(9)) =Dy (SEB(—_:sl—)cfg(gH)) — ey EE)(__;_)?Q(Q)], (3.82)
= = {*54,° f]g}. Aqui, a nilpoténcia do operador de BRST s também é definida “on-
shell”, cuja solugdo é de curvatura nula. Usando o0 mesmo argumento usado anteriormente
para D = 3, garantimos a nilpoténcia de s. O tridngulo referente aos multiplicadores de
Lagrange e os anti-ghosts *39 é
Ig,_s

-NTTL oL
Op_o"Mp_4
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sy _ sTfg-1 sTfg~1 _
com s°0%=°IF7", s = 0.

A ag8o invariante de gauge fica determinada da seguinte forma

Sspr = Tr [ d¥O{("N Ty )(°F9) + (TN TBo)Dax ("0)
+5[0d* A+ (TpLa)d * (VT ) + O5p)d x (VD))
HVEY_Jd* CEpe) + o+ CBdx (TN, (3.83)

onde s=—-N eg=0se D—parous=0e g =—1se D—{mpar.

Resumindo: a forma geral deste novo modelo € a seguinte:

§ = Qs

ou seja, € a atuacdo dos dois operadores de cohomologia, @ e s, um tendo cohomologia
trivial e o outro néo, enquanto na acio de Blau-Thompson se restringia apenas ao setor
de gauge-fixing:

S = Q(wGeo'm + quGa.uge—FiIing)j

sendo instavel com respeito a renormalizabilidade.

3.4 Argumentos da Renormalizabilidade dos mode-

los

Vamos, primeiramente, verificar a renormalizabilidade da teoria descrita pela agdo {3.32),
j4 que a acho (3.13), descrita em [26] foi verificada, apenas lembrando, que 14 € incon-
sistente a difinicio dos ghosts e anti-ghosts, pois estes ndo sao supercampos, visto que
o multiplicador de Lagrange do anti-ghost é. Essa inconsisténcia afeta a unitariedade
da matriz—8, pois, ficam sobrando campos de ghosts referentes & componente 8. A agdo
de Witten, descrita por Horne no superespago, € simplesmente uma acao de super-Yang-
Mills topoldgica, pois podemos escreve-la como (FT)? ~ F? 4 FF. Portanto, uma agéo
como esta, em qualquer dimensdo bosénica ou fermidnica, admite “loops” tipo (AA) (su-
percampo) e ordens superiores. Ja teorias tipo super—BF, como a descrita por Blau-
Thompson [34] [36] e a que chamamos na segéo anterior de Nova fixagao de gauge,

preocupam-se em tratar da fixacdes de gauge em todos os campos, do setor geométrico ou
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do setor de anti-ghost. Em nosso caso, trabalhamos com supercampos onde, 0s supercam-
pos anti-ghosts que carregam tanto um termo de anti-ghost como o termo multiplicador

1

10 nao ha “loops” nio-nulos .

de Lagrange Assim verifica-se que todas as interacoes
nestes modelos sdo do tipo “drvore”. I[sso permite-nos eliminar qualquer proposta de
contratermos candidatos que aparecam. Para isso deve existir uma simetria associada.

Pensemos numa teoria com N = 1 SUSY. Quando escrevemos um propagador su-
persimétrico, dependendo de campos interagentes, se este propagador tiver termos em
componentes § € em z, isto deve gerar nos super-graficos de Feynman, linhas consider-
adas internas. Tais linhas internas, no processo de estudo da renormalizagdo nao seriam
amputadas, portanto ndo teriamos apenas uma teoria a nivel arvore. Na desecrigao e no
estudo da renormaliza¢io da agdo (3.32), verificamos que este procedimento € plenamente
aplicado, i.e., os loops, tanto das interagdes da acdo original como os referentes aos con-
tratermos adicionados no processo de renormalizagdo algébrica, eram nulos antes mesmo
de uma integracdo final dos propagadores, isso por causa de trés motivos:

{1) Nao tinhamos propagracgao {AA);

(i) Os propagadores eram desconexos, tais que: (AU}, (E®) e (A¥), ndo conseguiam
formar loops ndo-nulos;

(i) O unico campo que continha derivadas de 6 nas fontes era, o multiplicador de
Lagrange Il(x, ), que ndo é interagente.

Estes argumentos sdo plausiveis para podermos escrever a teoria renormalizével a

gualquer ordem e generalizarmos a qualquer dimensao no superespago.

Vejamos os propagadores ndo-nulos da ag¢do generalizada (3.83) sdo os seguintes:

(A(Zl)'i"(zﬁa))a (A(21)1{22)), <C(Zl)c(z2))
(Br(21)®(2)), {Er(21)(22)),
(O(2) (), (E(21)5(z2)), .

com g > 0. O primeiro propagador tem a forma

<A1u (zl) ‘IJvl...yD_z (22)) ~ A_]Epyl...v;_j_gpapfs(zlv22)?

100 Multiplicador de Lagrange, é por defini¢do, sempre a iltima componente de cada supercampo

anti-ghost do superdiagrama de BV,

11Este se cancelam ou sao nulos antes de uma integracio final em #, no super-propagador.
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onde A~ é o inverso do Operador de Laplace-Beltrani A = xd x d + d * dx, a super-
distribuicdo de Dirac
(_1)N+l

T(ﬁl — )",

5(21,252) = 5D(371 — Z3)

Temos também a excec¢do, onde ha derivadas de Grassmann no propagador:

9

(Br{z){z,)) ~ 5_13—9?

(5(2‘1, 22).

Devido ao fato do multiplicador de Lagrange II ndo se propagar, isto ndo penaliza todo o
resto da construcdo do modelo, com respeito a auséncia das corregoes radiativas.

A semelhanca com a teoria anterior (Fixagdo de gauge de Blau-Tompson) restringe-se
apenas na disposi¢io dos termos que fixam o setor geomérico, aqui agdo super—BF invari-
ante, pois 0 modo de como € feita a fixacdo de gauge do anti-ghost de £ ¢ estritamente
diferente, devido a simetria de BRST usada na fixagdo de todos os campos. A agdo alter-
nativa descrita aqui, apresenta ghosts associados a ¥, isto faz com gue tenha um termo
tipo Fadeev-Popov associado ao seu ghost, 0 que ndo ocorre anteriormente, devide ao
processo de acdo minima de Blau-Thompson, dizemos que, ¥, nio tem ghost associado,
possui somente anti-ghosts. Isto faz com que a matriz—S de uma agéo seja diferente da
outra [2]. Vemos também claramente a diferenga entre as duas simetrias, a de "shift” e a

de BRST, externadas pela diferencga explicita das agoes.
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Capitulo 4

Campo de Matéria Tensorial

antissimétrico com N = 2

Resultados experimentais recentes, envolvendo decaimento de pion(—) em elétron, seu
anti-neutrino e radiacio: 7~ — e~ Pgy; e Kaon(+) decaindo no pion neutro, pdsitron e
seu neutrino: K+ — 7% Tv | foram descobertos por Chizhov em trabalhos experimentais
da década de 90 [39] e trouxeram esperangas, ainda como hipdteses, de que haveria novos
tipos de interacdes, formuladas no trabalho [40] chamadas interagoes tensoriais de matéria.
Mas, tais interagdes ndo sio previstas pelo Modelo Padréo, daf a ideia de se estudar este
modelo como proposta de unificagdo, ou ainda tentar uma classificagio mais adequada
para este tipo de interacdo. Segundo Chizhov e trabalhos anteriores [41] [42], os resultados
experimentais mostram que & precisio ndo ¢ Lo refinada como na teoria eletrofraca:
os resultados experimentais ainda persistem algumas diferencas em relagdo aos valores
calculados com auxilio do modelo de interacdes fracas, em suma, hd muito ainda que o
fazer, para se chegar a resultados, tanto tedrico como experimental, na obtencdo de um
modelo consistente para tais decaimentos. Surgiu também outro trabalho [43] que deixou
perguntas no ar, i.e., inconsisténcias haviam surgido, do ponto de vista da unitariedade
¢ renormalizabilidade, destas teorias. Portanto, formam feitas andlises deste modelo, o
que revelou interessantes propriedades como renormalizabilidade por “power couting” e
caleulos a um “l-oop” revelando liberdade assintética da constante de acoplamento de

gauge no caso do acoplamento abeliano. Neste trabalho, tentamos realizar uma formulagao
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supersimétrica da acdo do campo tensorial de matéria de rank-2 complexo e auto-dual,
com um acoplamento minimo de gauge nfo-Abeliano e topoldgico, como descrito em
[45], que por sua vez reescreveu esta agio em termos da agdo original de Avdeev-Chizov
[40] a partir de principios fenomenoldgicos [46]. Um trabalho interessante também foi
investigado [44], pois sistematiza uma série de resultados interessantes no que diz respeito
a0s campos tensoriais antisimétricos de gauge. Tal agdo original foi discutida por Avdeev-
Chizov [43] onde estes, apresentaram a inconsisténcia tedrica citada anteriormente. Eles
fazem referéncia A unitariedade ¢ renormalizabilidade, vistas a partir do espago de Fock.
Estas sdo as motivacdes que nos levaram a pensarmos neste trabalho, de posse da agao
do tensor antisimétrico de rank-2, como campo de matéria acoplada ao campo vetorial de
gauge nao-Abeliano.

A partir do conhecimento adquirido das propriedades supersimétricas, do campo ten-
sorial de matéria antisimétrico de rank-2, iremos tentar escrever a ac¢do que o define,
sob o ponto de vista das Teorias de Campos Topoldgicas, Esta investigagio foi feita
primeiramente por Geyer-Miilsch [30] para N = 1 e N = 2. Tentaremos aqui mostrar
uma construcio um pouco diferente tabalhando com supercampos que carregue o este
tensor. Usaremos as definicdes apresentadas no Capitulo I e no Apéndice A para N = 2.

De posse destas definicdes, iremos escrever a agdo da matéria tensorial nao-Abeliana,
invariante frente ao grupo das transformagoes de gauge. Escreveremos a teoria definida
numa Variedade Riemanniana 4-—dimensional, portanto como acoplamento de Super-
Yang-Mills, poders, ser usada a agéo de Blau-Thompson ou mesmo a agéo de Super-BF

apresentada no Cepitulo 5. Vejamos a construgao que segue.

4.1 Acao de Super-Yang-Mills topolégica de Blau-
Thompson

A acdo topol6gica de Yang-Mills para D = 4 : é a agfo de Witten [32] [33] [35], e em
N = 2 SUSY foi descrita por Blau-Thompson [34] [36].
Consideremos as definicdes do Capitulo I e Apéndice A com respeito aos supercam-

pos de definidos com N = 2 supersimetrias e ao grupo das transformagoes de gauge.

I8



Vamos escrever a acdo de Blau-Thompson! no superespaco para solugdes auto-duais tipo
instantonicas, F' = * F. Definimos, entdo, uma 2—forma-supercampo multiplicador de La-
grange, com a propriedade de anti-auto-dualidade e covariancia de gauge: sK = —[C, K],

tal que
1
K(z,0) = k(z) + 0 ks(z) + 56‘2%(:1:).

Queremos um termo quadratico na iltima componente de K, para ndo precisarmos fixar
seu gauge, isto €, eliminamos todos os eventuais graus de liberdades espirios de K. Quer-

emos também uma 0-forma~-supercampo para completar a fixacdo do gauge de ¥
1
Hi(xz,60) = hi(z) + 0 hy(z) + ~2—62,0;(:z:). {(4.1)

Para fixar o gauge de Yang-Mills definimos um anti-ghost de C, sendo uma O-forma-

supercampo de natureza fermionica
Clz,0) =t(z) + 0, (z) + %H%F(m), (4.2)
associado a este um O-forma-supercampo multiplicador de Lagrange
B(x,8) = b(z) +6'b1(z) + %6‘25(3:). (4.3)
cujas transformagdes de BRST sdo sC = B, sB = 0, em componentes:
s¢ = b, sty = by and sép = 3. (4.4)

Portanto a acéo de Blau-Thompson com o gauge completamente fixado, toma a forma:

Spr = Tr/ JIROLK * F 4 CK x D2K + e H D g x U, + s(Cd x A)}, (4.5)
com { sendo constante. Em componentes, teremos
Spr = T?“/ \/ﬁ{%% x [+ Croxnt (el (b x [y, byl + [kyyni] % k) — (o™ prakix k
——;—e”kf * Doty + é—k * Daor + %lk x et [thr, ]

1 1 1
+5”(§PIDa * Py + éh’.HDa * Y - §€KLhK1Da * Dapyr

'Essa proposta para agio, tem as mesmas caracteristicas da agéo de Witten descrita no Capitulo 1.
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1 1
‘I‘é’tha * Dany — €5Fhy Dy * [Yx, dar) — i[hh Py] * o

— € e, hal # Dabar + 5 ibic, hur) #  + [ bl )

1 1
—I—%bd* B+ Es”b;d*d)dr + %655* a— iﬁd * Dycp

1 1 1 .
—ﬁsuﬁd* [, cs] — EEd * (B, + -js”EId * Dycy
1 1
+§E”E;d x [, ¢c] — 'Q'Epd * Dye}. (4.6)
onde a métrica g é uma métrica de fundo e Riemanniana.
A acdo acima estd descrita no gauge de Wess-Zumino dadas pelas equagdes (1.54),
(1.55). Podemos também escrever o acoplamento de gauge com a agdo de Super-BF (),

que deverd dar as mesmas solugdes de (4.5).

Na proxima secdo, veremos a agao de Avdeev-Chizhov numa variedade Riemannian.

4.2 Matéria Tensorial numa Variedade Riemanniana

Geral

Partimos da acio de Avdeev-Chizhov descrita no trabalo [45], escrita numa variedade
Minkowskiana 4—dimensional com uma métrica de assinatura sign(fmn,) = (+ —, — —),
cujos Indices serdo agora denominados por: m,n, ... . Escrevemos esta agao, apenas com

os termos referentes aos campos de Matéria

Sac = [ dS{(D™ ) (Do) + E(Phun?™ 0™ 000)}, (47)

com ¢ uma constante de acoplamento de auto-interagdo, e a derivada covariante D™ pmy, =
O™ Gmn — @™ Pma, pertencendo a representacdo finita do grupo de Lie G, e a™ sendo
o potencial de gauge e anti-hermitiano. Esta agdo é invariante de gauge pela seguinte

transformacao
8¢ (w)am = D, 86(w)¢mn = Pmaw, 06(W)Phn = ~wiphn, (4.8)

Com Yms definido por:
Pmn — Tmn + rIijh‘rr.v."a (49)
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tendo as propriedades Y, = {Pmn, @mn = —Pmnm, Onde a dualidade é definida por @, =
S Emmpg P

Para. tratar desta teoria como uma teoria topoldgica, Geyer reescreveu-a numa var-
iedade Riemanniana quadri-dimensional, dotada da vierbein e, e da conexdo de spin

w,™, onde com isso possamos escrever a agao (4.7) como

Sac = [ dB{(Tup ) (V0] + (el o o)) (4.10)

Nesta variedade Riemanniana, encontramos as seguintes propriedades:

\/‘asﬂuphemﬂpq — C[Tevneppe/\(]], (411)
e
enmevﬂgny = ?}'mn ou e“meyﬂnmn = Q“ua (412)

A derivada covariante agora se apresenta em termos da conexdo de spin: V, = D, +

2w, 0 n , Obedecendo as equagdes

w, ™ = —(0,e," =T, 2e,")e™,  Ope) +w, " em =0,

sendo que gy, € 0 gerador do grupo de holonomia SO(4) [31] e T',,” a conexdo de Levi-

Civita na auséncia da tor¢do, também D, = (D,),. Com isso teremos

1
— D . 77 :

onde I',,* = 3,(In \/g). Agora a agao € invariante frente as seguintes transformagoes

vn‘Pw =

5(3(&))&# = D”w, 5G(w)(:0;w = Py 5G(w){lalu = _w{plp’ (413)

4.3 Supersimetrizacio da Ac¢ao de Avdeev-Chizhov

Agora, iremos escrever a agio (4.10) em termos de supercampos, mensionando as con-
vensdes dos trabalhos [28] [26]. O supercampo que acomoda o campo tensorial de matéria
anti-simétrico de rank-2, é similar ao definido no capitulo anterior [47], sendo agora ex-
pessado como linear fermidnico com o indice topolégico: I = 1,2, referindo a SUSY
topologica:

S, (@,0) = Mo (o) + 00 (@) + 50°CL, (), (1.14)
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onde ¢, () é o campo de Avdeev-Chizhov. A supervariedade é composta pela variedade
de Riemannian e a variedade topoldgica fermiénica N = 2, por causa disto néo € necessdria
uma introducfo da super-vierbein e da super-conexéo de spin.

O supercampo € definido segundo a transformacgdes de supersimetrias
QiEs = 018,07, (4.15)

el componentes:

QI)\;.WJ' - EI,)‘(P;W,

Qrow = —Cu 1, (4.16)
Q1Gus = 0.
Baseado no trabalho [45], nds reescrevemos a transformagio de BRST
8P = (%) Pl
Sphn = il (%),
$(Vinmn) = c®(*)? (Vinipomn ),
$(Vi@mn) ¥ =~ (Vinoma )V (£)7,

onde (??) é a dlgebra de Lie. Queremos escrever a transformagdo de BRST para trans-

formagdes de supergauge, generalizando para:

»i =405,
s, = 1C0%,, (4.17)

s(2)" = 1C(EL),

em componentes

I g
SAy = 1CA,,,
sAL, = —icAll,
S = !&.C{ppy + icf)\w,;, (4 18)

S{!OLV = —Z.C(,OLV - ’écIALyI'.'

sGh, = icGl, —iclpu, + icr AL,
sGi = —icCll +icl o, — icpAlL.

Assim, a superderivada covariante fica determinada por:
1
Du() = (Da)u () +wul') = Vil + 0'[hru, ()] + 5670, ()]
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Portanto o gauge de Wess-Zumino, escrito para N = 2 no Capitulo 1 pelas equagdes (1.54)

e (1.535), para o supercampo de Avdeev-Chizhov, sera:

QM t = €010 +iChur,

QM.r = eleargl, — icl, 1,

QPpw =GPy + 16 G +iclPraX,,
Qg = —icpl, —i€!¢lr — i’ praAl,
@C.uv! = 1ypr — € Qbﬂ‘r’?w + e "?JA.uvIa
Q¢L,; = —icCl,; +ie' Pl —ie Tl

Como anteriormente, seguiremos o mesmo padrao de construgéo para agao ndo-Abeliana

(4.19)

de Avdeev-Chizhov, sendo esta ¢do invariante pelas transformagds de gauge (4.13) e SUSY.
O termo cinético € proposto como:
Sin = [ Vad'2d06" {(D,81) (D", 1)},
em componentes:
1 1 v
Ski'n. == /ddx\/-a{a (vp[pﬂv)f(vapv) + _Q-SI.J(VHA? )T(VPCPVJ)
1 v .

e (VO T,X0) + (T 11 2,

+h!)p Js (ptpy](vpgopu) + SIJ(VHA?V)T ([O!p, Apu J] + hj)ﬂJs @Pv])

e (o AT+ [, ™) (V4 1)) (4.20)

O termo de interagdo carrega um contribuigdo de uma derivada segunda nas coorde-

nadas de Grassmann, que com isso torna-se invariante de supersimetria de BRST (4.13).

Definimos entéo como:
Simt = /fd‘lxdzﬁ’{au LM (52,0 1) {(E5) DX Dx (7)) (Sor )}, (4.21)
onde Dy (-) = dx () + [Ek, (-)], em componentes teremos

1 " v v 1
Sint = §/d4$x/§{%0Ly%0” Do — e (AL, 167 + ¢ 1 250 0
"@Lutppu()\m(\@la’ +C i ’\pr\-f)] t "3” KL[AT::I J (ATMCPAL +Cm pUJ)

+vaf/\pu(AT#(\CPVL + CTMAW L)+ ALI‘/ I/\{}V[WL: A;fz( ]tpp,\ (4.22)
_AfuI‘pJ "'Ir'L)\]\‘u Apx + ‘PW /\‘j"n;}\}?’\)\pu - ALVI/\ LAK Ppr (4.23)
AL A e A+ AL AT SN aen A A ]} (4.24)
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A agdo total de matéria fica determinada por: Skin + ¢Sra, tal que

Sac = —]\/EdQQ{SU(DpE?V)f(DpEP 2+ @M (S, N EF) DX D (B (S )},
(4.25)
onde ¢ é a constante de auto-interagdo quértica. FEm componentes temos a agdo de
Avdeev-Chizhov mais termo provindos da supersimetrizagdo do modelo
1 ) 1
Sac = [ day/GG(Vu ) (V) + 56 (VNIV,E0)
1 v v

e (VG (V0 1) + (V™) [h, X

Hepu s, NV 0%, ) + (VNN ([0, A%, S + 50, 07,))

+€IJ ([a,m Ahwl + [Tpp Ji ¥ nw]) (v Apv J)

+a(ph 0™ " om — e[ (G5 + ¢ AT Ve 0

— b A on s + AN+ e EEAL, (N G + S Ao r)

L, AP G + G N ) + AL A s N

/\l‘#f\

—‘/\Luf‘PJ V?L/\m'\)‘p'\ + ‘P,uv J N1 Apal, — /\,uv IAJ ??LAK Pox

M A o da 4 AL (AT OV Gaan A M 1) 3. (4.26)

Esta acdo tem a propriedade de ser invariante conforme. A agdo total serd Sac + Sar.
Também, podemos escrever a agfo invariante como a soma de (4.26) mais (3.83), onde
(3.83) ¢ a nova agao de super-BF, que descreve as solugdes de super-Yang-Mills topoldgica
adaptada para N = 2.

O fato da agéo total ser Q-—exata é também conteplada para N = 2 SUSY como em
(30], este porque o elemento de volume no superespago @ x Q;Q2 torna a agéo exata em
Q1 e Q,. De acordo com o review de Blau-Thompson {27, o tensor momento energia 9,

é também Q—exato, portanto escrevemos um observavel desta teoria como:

2
Nz

garantindo a natureza, topoldgica do modelo, onde usaremo apenas o termo cinético para

0= (O[Gpvm) = <

(SBT + 8ac)|0) = {0]QY .. [0), (4.27)

descrever um observével, pois este, deve ser isento de qualquer constante de acoplamento,

com a ¢, que torna o termo que a carrega irrelevante, e pode ser omitido.
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Conclusao e Pespectivas Futuras

Os resultados aqui obtidos mostram-nos que nesta nova formulagdo de superespago, €
possivel construir teorias quinticas de campos topoldgicas aceitdveis, ja que Horne en-
controu uma barreira, o grande nimero de campos envolvidos na teoria que gerava por
conseguinte muitos graficos de Feynman. Portanto, a nossa motivagao, foi procurar uma
teoria que nao apresentava tais problemas, basicamente uma teoria com poucos propa-
gadores.

Sistematizamos, a obtencdo de observaveis em uma dimensao arbitrdria do superespago,
através de uma série de proposicées, que serviram de suporte técnico para estudarmos as
solucdes das equacdes de descida e uma futura classificagio das mesmas. Apresentamos
também alguns exemplos, para uma dada classe de observéveis conhecida na literatura
como classes de Chern. Este exemplo, nos fez refletir melhor, sobre como poderiamos dar
continuidade ao estudo das classificacdes de novos observaveis, que apareciam na equagao
de super-multi-descida, j& que, as soluges do observavel de partida, A (equagdes de multi-
descida), esta contida nesta, ou seja, hd soluges a mais a serem estudadas futuramente.

Restringimos agora, a teoria de campos topoldgicas de Yang-Mills & dois tipos de
solugdes de instantons: uma de curvatura nula e outra de curvatura anti-auto-dual. Para
corresponder as expectativas da nossa motivagdo. Desevolvemos uma nova fixacéo de
gauge do modelo super-BF, através do formalismo de Batallin-Vilkovisky, Capitulo 3.
Esta fixacao de gauge, nos proporcionou uma teoria bem comportada, livre de problemas
de natureza estrutural, tais como: renormalizabilidade, unitariedade e anomalias de gauge,
pois os possiveis contratermos formam todos eliminados através das simetrias da teoria.

Para o campo de Avdeev-Chizhov, ¢, tivemos que acomodé-lo num setor que caracterizava-

o como campo de ghost (pela simetria de “shift”). Ocorria algo similar quando verifi-
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cavamos o comutador no espago de Fock de sua agéo [43], 14 hd um ghost provindo de
termos com derivadas na distribui¢so de Dirac, sendo entdo necessario tomarmos nulos os
termo transversais, eliminando os setores problemadticos desta agdo. N&o sabemos ainda
se hé relacdes entre estas defini¢des € os problemas de natureza estrutural da agéo de
Avdeev-Chizhov. Serd necessdrio um investigacio mais aprofundada para verificarmos se

a simetria de “shift”, neste gauge proposto, € capaz de responder tais prolemas.
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Apéndice A

Simetria de ”Shift”

A.1 Formalismo N =2 SUSY

O indice que representa o ntimero de supersimetria I = 1,2 ¢ o indice caracterfstico do
grupo SU(2), este é abaixado e levantado com a ajuda da métrica antisimétrica e ey,

€12 - g9 =1eec? = 1. Dado um campo ¢ dotado do {ndice I, vale as propriedades:
I .17 . _ J.
W =&y Yr =EJ¥Y
com e7xe®’ = 8. Fazemos as seguintes identificagdes:
£ =—gl, £ = —igy,, €7 =gy, (A1)

onde
0 -1

10

£ =

As derivadas nas coodenadas ¢ sdo definidas como

_ 0 a_ 8 Jdef o7
01 = 57, 0 = 5 o 016" <L o] (A.2)

aIf — EIJan
com f uma superfuncio qualquer. Atuando nas coordenadas
o107 = —e', 0;8; = —€15 (A.3)
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O produto escalar fermidnico nesta representagao € definido por:
(xe) = x"er = —x10".
A derivagdo de um gquadrado em 8, fica definida por:
o' (6°) = 26", 0 (6%) = 20,
e verifica-se a igualdade
It 1 rige 1 2
9 9 :_§€ 9 e 919_} = 58],}9 y

com & = 0.

Um Supercampo aqui é expandido da seguinte forma,
1
F(z,0) = f(@) + 0 f1(z) + 50" fr,

e obedece a {ransformagao
QiF(z,0) < 8,F(z,0),

em componentes obtemos

Qif=fr; Qifsi=—¢€nifr; Qifr=0.

(A4)

(A.5)

(A6)

(A.9)

Definimos um elemento invariante no espago de N = 2 supersimetrias de acordo com

as convensdes de derivacoes definidos acima, onde estas s80 definidas a partir da defini¢ao

da métrica antisimétrica €. Lembrando que uma integracdo nas varidveis Grassmaniannas

implica numa derivagio com relagio a mesma, preservando o indice da diferencial

/ 6’ = 5,

(A.10)

Vimos anteriormente o resultade de uma derivacdo do gquadrado de 6, a partir desta

definiremos o elemento de volume no superespago, por

[ao56) % %g”afaj £(0)

assim temos que

/ 20(6°) = ie”afaj (6%)

= 1.
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Identificamos como anteriormente o operador de carga supersimétrica, com a integragio

em duas dimensdes nas varidveis de Grassmann, sendo

Q= Q'Qr=c"Q,Qr =c"0,8, =8'0, = 4/d20. (A.12)

A.2 N-SUSY

O superespago generalizado é definido pelas coordenadas z* e #f, com = 0,...,D ~ 1 e
I=1,2,...,N. Os geradores da supersimetria Q@ sdo conhecidos também como operadores
da simetria de "shift”, definido atuante sobre um superfunc¢éo pela equagéo (A.8).

Vejamos algumas relagdes:

6N = e 0.0 = NgL.oN
65” = s‘rl‘""”@;l...a[N}

69N(9N) = _(N!)z’

onde g, gy = (=1)N*ghIn - Atribuimos 0 nimero de supersimetria 1 a Qre —1 a 6.

A integragio de uma forma-supercampo 2, é definida por:

[d%00,= fM [a¥o9,

onde a integracdo em @ é a integral de Berezin, definida aqui como
f e (. N,)Q 6N()  talque f aNoEN) = 1

A generalizagdo de um supercampo para N supersmetrias € feita simplesmente pela

generalizagdo do que escrevemos na equagio (A.12).
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Apéndice B

Fixacao de Gauge de
Blau-Thompson via método

Batalin-Vilkovisky

Mostraremos aqui, mais explicitamente, o processo de fixacio de gauge, feito por Blau-
Thompson [36], onde foi usado o método de Batalin-Vilkovisky (BV) [37]. Este método
consiste: quando conhecidas as condigdes de gauge da, teoria, constroe-se um tridngulo que
contenha os campos de ghost € anti-ghost, referente aos campos portadores dos pardmetros
gauge, fixando assim o formato da a¢fo invariante de BRST. Este Apéndice, faz referéncia
as condigdes de gauge descritas nas teorias topoldgicas de Donaldson-Witten [18] , e que
serviu de espelho para teorias de fixagdo de gauge com N = 2 SUSY, que descrevemos no

capitulo 3.

B.1 Fixacao de Gauge para D =3

Para a teoria em N = 1, descrita por Blau-Thompson! [36], fol usado o método de

Fixacdo de gauge de Batalin-Vilkovisky [37]). Partindo das transformacdes de BRST da

1% acoselhdvel o acompanhamento a referéncia citada, pois aqui ndo estamos frisando totalmente os
argumentos centrais feitos por Blau-Thompson, estamos apenas explicitando o processo sistemético da

fixagiao de gauge do modelo.
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1-forma-supercampo conexdo de gauge A, onde temos

QOE? = wlla QTJJ} = Da(bga Q(bg =0, (Bl)

s # ghost

o W orawde forma- A partir daf construimos o triangulo de BV

aqui seguiremos a notagéo: {2

com os termos de ghost ¢ anti-ghost

xitovr (B.2)
— =2
ug $a &3
onde tem-se as transformacoes
Qxy' =B, Qug = T,
— -2 1 —=2 .5
Q¢D - 7'?0 H QT}O = [¢0 :¢0]:

que equivale a um outro tridngulo

(B.3)

Bj
oo
Cuja agdo original apresenta-se da seguinte forma
_ — =2
S = Q[IX('f2+ 6 Daxui}
JUBSS ~ x5 Dt + 15 Dt} = B (D Datf = W, D} (BA)

Nao usamos ainda o anti-ghost u), pois este requer uma verificagdo a mais. Para os

campos ¥7' e B? definimos os seus tridngulos de BV equivalentes, tal que

-1 B(]
oo T (B.5)
75 % o T

sendo o8 e &2 o ghost ¢ o anti-ghost de x7" e 7§ o multiplicador de Lagrange de 73; para
BY temos ¥ ' ¢ £f sendo o anti-ghost e o ghost e IT§ o multiplicador de Lagrange de 55 .

Cujas transformagoes sdo

=B+ D,al, QB = D2+ [x1', ¢8] + [¢%=Ug]:

Qiﬁ — 21(1]1 QED [gﬂa ¢0] (BG)
7, = g, Q'fro = [%:%]a
Q% =TI, QU3 = [T, 43,
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A acdo equivalentie escrevemos da seguinte forma

S = Q[0+ 85 Dar ] + 08D i + 55" Dex BYY (B.7)
= [{(BS + Duot) 5 + 1 Dol + Doy’ + 13D x BY
+x7 Dathy + o ’D, * Dag} + 50 Da( B + Dy0)
155 Do * (D55 + i, 8] + (¢, 93]} (B.8)

Vemos que hd uma redundéncia, pois dois muliiplicadores descrevem a mesma fixagdo de
gauge. Fazendo entdo uma mudanga de varidvels da forma, BY = BY + D,0y, sendo agora

a transformacio de x7' em termos do novo campo. A transformagao sobre este sera

QB! = QB - D.Qa;
= D5l — DX + termosdeint.

= 0+ termosdeint.

Com isso pode-se descartar a hipétese da introdugéo dos campo de ghost o) para it
e 3} para BY e também os termos de anti-ghost. Assim fica provado, que devemos
utilizar o tridngulo de BV (B.2) para fixar o gauge desta teoria. As trasformagoes ficam

determinadas por

Qal = d"}: Qd}} = Dagbfz): Q¢3 =0,
QX—l = B?: QBG = [Xl_l'f g]y

— 2 (B.9)
Qbs =1 Qs = l¢o > B0,
Quo = ?_?Oa Qﬁo = [u%a ¢’3]
A acio fica determinada de acordo com (B.2), ie.
§ = QU8+ Dax gl +uBDxi") (B.10)
= [UBSA + 05 Da L+ 73D x xT o
H(xT'Datl + & Dax Datf + ugDa* Brrl, (B.11)

que é o modelo super-BF, que pode ser verificado no livro [38]. Descrevemos a agao de
Blau-Thompson no capfiulo 3, com N = 2 supersimetrias e fixagoes de gauge semelhantes

a estas.
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B.2 Fixacao de Gauge para D =4

Agora verificaremos pelo mesmo processo, a teoria para N = 1 e D = 4. Partimos
da mesma forma que anteriormente da tranformacéo da 1-forma-supercampo de gauge A
escrita em (B.1). Definindo agora o tridingulo de BV nestas condicdes de dimensionalidade,

teremos
af
Xzt
A et B
G

Nao sabemos ainda, se esta disposicdo do tridngulo é a mais conveniente para descrevermos

(B.12)

a agdo de Witten. As tranformagdes do setor de ghost e anti-ghost séo
;=B Q& l=m', QN=7u, QG'=ug, (B.13)
nos da outro triangulo equivalente
By
oot (B.14)
ug

O que sabemos é somente que a acio referente ao setor geométrico dispde-se da forma:

§i=Q [0 1+ 672D ¥}, (B.15)

A fim de verificarmos a consistencia da teoria, definiremos uma classe de campos de
ghost e anti-ghost para x5 e B}, formando assim dois tridngulos de BV, para cada um
destes. Este procedimento é semelhante ao que usamos na se¢do anterior, i.e., verifica
se h4 alguma redundéancia nestas defini¢des de novos campos, ou se elas sdo realmente

necessdrias. Seja entdo o tridngulo de BV referente ao campo x5!, dado por

X2
noel (B.16)
[ R
dando a transformagdo
Qx3' =By +Dapl, Qpi=%i+Dup;, Qpp=0. (B.17)



Temos assim o tridngulo referente aos multiplicadores do setor de ghost e anti-ghost de

(B.16), que €

com as transformacoes
QR =xi, Qr'=m Q' =m
A acdo equivalente a esta configuragdo € dada por
S2=Q [{#Duxx7" + 65" Dax A+ 75" Da v PR},
Definimos agora um tridngulo para o campo B3, dado por

B3
»i!o»o,
% %ot 3%

cujas transformacdes sdo
QB = D.5}, QLi=D.%; Q=0

o triangulo para os multiplicadores €

sendo as transformagdes
-1__ 0 0_ 1 -2 _ -1
QYT =0y, Q¥y=o0p, Qg =o0q ",

A acdio equivalente ao tridngulo (B.21) é definida por

Sy = Q/{E;lDa « B4 552D, + B + 50D, x 271

Verificamos que:

(B.18)

(B.19)

(B.20)

(B.21)

(B.22)

(B.23)

(B.24)

(B.25)

(1) Podemos reescrever como anteriormente B = B + Dgp?. Tomando a trans-

formagio em @, temos QB¢ = 0.
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(2) Também podemos reescrevemos o campo %}, como: %1 = B14 D, pt. com Q%! = 0.

As transformagées (B.17) em termos dos novos campos sio:
Qxz' =B, QB =0,
Qe =%, Q@%=y, (B.26)
Qe =0.
Em funcdo destas novas definigdes de campos e das redundancias encontradas na acio
(B.20), redefinimos também outros campos, tais que
A=m+ad,  hl=p' togt

Reescrevemos entdo a agdo em termos dos novos campos, portanto, a agdo total seré
a soma das agdes (B.15), (B.20) e (B.25), dando

St = QUG8+ 60 Dax 9} + BDaxxi
+05 Do % p1 + 55 D+ )
+E7 Do % (B = Daff) + Ty Da (8] — Dar})
+50D, * ot
=[BRS + 55 Dax ¥} 4+ X3 Dt} + B *Dax Dt
LD, % X5t + 73D * ) + 7D, * 7y + 7 DuBY
5o D0 * ) + 55 D x 7 — 69Dy % Dop — 05 Dy % Doph
oy Dy xS+ 571D, + D5 4 20D, + 0P, (B.27)
Com isto identificamos as componentes do setor geométrico desta acio, escrevemos o

tridngulo de BV que é equivalente a (B.12), usando as notagdes da ag¢do acima temos que

0

@
X2 1_ h | (B.28)
A e’ ¢}
[N
com o tridngulo de multiplicadores sendo
B3
mlowt (B.29)

Ty
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A acdo referente a estes tridngulos, é chamada de agio reduzida. Portanto a diferenca
entre esta acdo reduzida e a acglio total deve ter a forma: Sy — Sreq = Q¥ — W,g).
Vemos entio que os campos g} € ph hao contam para o setor geométrico, i.e., para fixacso

do gauge de x5!, que na diferenca nas acdes referem-se aos termos
33 5] 0 0 -1 1
ToDa*p1, 0y Da* Dapy,  oq Do* Dapp.

Para o tridngulo de B, os campos %1 e £& também néo contribuiem para o setor de

fixacdo de gauge, que referem-se aos termos
p3lD, # 81 6lD,xT7Y,  £7'D,x DL (B.30)

Com isso demonstramos que a agdo St € equivalente a Syeq, i.€., a a¢do que descreve a

teoria deve ser justamente a agao do triangulo (B.12) e (B.14), que ¢ dada por
Sred = Qf{x:?lfé’ + @ Dax 1 + ADo* x3" + G5 Da * A},
ou explicitamente

Svea = [{IB32 + 15" Dax ¥ + 1 Dax X3 + BDa x Mo
+xz ' Dot} + @5 2D * Dt} + XD x B + {7 Do x lrp}, (B.31)

que descreve a acdo de Witten {18] para N =1 ¢ D = 4. Assim verificamos que podemos

descartar o campo de ghost g5’ e seu multiplicador #J.
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Apéndice C
Proposicoes do Capitulo 2

Definigao. Seja wst") formas cujos pesos s; referem-se a n operadores §;, com ¢ =
1,...,n, nilpotentes e anticomutantes entre si, {&;,d;} = 0 e fazemos a hipdtese de que o
grupo de cohomologia de cada. operador §; seja trivial. Se qualquer peso s; for negativo
entdo w*v*) = 0, por convencao.

Proposigao 1. Seja o conjunto das formas {wr-f=b-sb) | 5 =1 n}, que satis-

faz a condigdo de cociclo

D8 @b laoha) — g (C.1)

i=1

stitui a seguinte forma estendida

5= X e am A=Y, ©2)
51..8n; Z:‘:ls‘:h’—] j=1
tal que
§o=0 onde §=) 6. (C.3)
i=1

2. Existe uma forma estendida
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Coroldrio 1. O grupo de cohomologia de § ¢ trivial, H(§) = 0.
Corolario 2. A solucio geral da eq. (C.1) para qualquer um w®t-i—1fin) & dada

por:
i
w(hl‘...,h"—l,,..,hn) — Z Jjﬂo(hl’m'hi_-l’m’hjFlm’h“) CoMm i, j — 1, s T (CG)
i=1

onde todos os @lthhimlehi=lehn) parg § j = 1, ..., n, sdo componentes de uma s6 forma
estendida @.

Prova da Proposigdo 1. A prova serd feita por indugio a partir do caso n = 2 que
serd tratado explicitamente.

Caso n = 2. Neste caso a equagdo (C.1) ¢ dada por

Suwm—Lh) o g (ke (C.7)

Prova da parte 1. Aplicamos em (C.7) 8y, obtemos: 38,w#1#2~1) = 0. Usando que a

cohomologia de 8 ¢ trivial, deduzimos a existéncia de uma forma w®+152-2) tal que:
Swtha—l) o go{mtlha=2) — g (C.8)
Repetimos sucessivamente este procedimento até chegarmos a equagao
S0 =0, (C.9)
Assim obtemos um conjunto de equagdes do tipo
Jrwtrth-Lhe=k) o g (ntkba=k=1) — 0 com  0< k< he,

Aplicando agora &; em (C.7) e usando a trivialidade da cohomologia de §,obtemos de

maneira andloga o conjunto de equagaoes
G F -Lhatk) 4 g Kk tH =1 — g com 0 <k < hy.

Juntanto os contadores k¥ € k' em um sé contador p, obtemos o seguinte conjunto de

equagoes

le(h1+p—1,fl2"‘p) + 62w(h1+33:h2_?“1) — 0, cCoOm —_ h’l “<_ p g h,g_ (C]_O)
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Esta, nada mais é que a expresséo em componentes da eq. (C.3), correspondendo a forma
estendida e ao operador estendido
ho . n
=Y whtr-thip) 6=3"4:. (C.11)
p=—t i=1

Prova da parte 2. A equagfo (C.10) parap = —h; é a equagdo (C.9). Pela trivialidade

da cohomologia de d; temos a solucio geral

WOH=Y) = §,,0H-2) (C.12)

Subtituindo (C.12) em {C.10) para p = —h;+1, obtemos: 4, [—51 pOHA=2) 4 w“’H_2)J =0,

cuja solugao geral para w! -2 &

W H=2) — g SOH-D) 4 g (LH-3), (C.13)

Continuando até a resolugdo da pemiltima eq. (C.10), para p = hy — 1, obtemos ao final

Wltr—Lhe—p) 51{p(h1+p-2,h2—p) + 52Lp(h1+p*l,h2—19-1) com —hi+1<p<h. (Cl4)

a ultima equagdo (C.10), para p = h, sendo identicamente satisfeita. O conjunto de

equagOes (C.14) pode ser escrita na forma da equacdo (C.5), com

P= % phtP=2hatp), (C.15)
p=—h1+2
Caso n qualquer.
Comegamos a prova para n qualquer supondo por hipotese que o problema j4 esteja
resolvido para {n — 1). Apliquemos um operador especifico, por exemplo §; na eqg. (C.1),

nos dando
Zaié‘lw(hl,hg ..... hi'—l,‘.‘,hn) — 0' (0'16)

i=2

Por hipotese de indugéo, existem (n—1) formas w(#1+1h2=2hks,bn) g (1t Lha—Lbg,hi~1.e, hn),
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Repetindo o procedimento chegamos as equacdes

é‘lw(hl+k—l,h2-—k,h3,,..,hn) + é-zw(hl+k’h2_k"1’h3"“’h") + 2?23 a‘éw(h1+k,h2'—k,h3,,,,,hg--1,..,,hn) _ 0)

com 0<k < h,.
(C.18)
Recomecando a partir da eq. (C.1), desta vez aplicando &, e usando a, cohomologia de

d;, obtemos

61w(h1—k"-—l‘h2+k',f£3,m,hn) + 62w(h1—k’,h2+k'f—l,h3,...,hn) + Z?=3 6éw(h1—k’,hg+k",h3,,..,h5-—1,“.,hn) — 0)

com0<k'<h; —1.
(C.19)

Reeserevendo os dois 1iltimos conjuntos de equacdes unificando num s6 contador p, obte-

mos

le(hl +P"1:h2“P1h3v--,hn) + 62w(h1+p1h2 "P“lsth"'rhn) + Z?=3 Jéw(hl+prh2‘_pvh3s'--sh£"lr---vhn) — 0

]

onde -—-hy <p<hs
(C.20)

Introduzindo o operador “2-estendido” 5(]'2) = §;+0d2 e as (n—1) formas “2-estendidas”

- w(sl,sg‘hm.‘.,hi—I,...hn)
s1t82=h ?

~(h~1,Ag, 0 hn) o (s1.59,h3,...h
UJ( TRk AR ﬂ) — 231+82:h_1w “)’ (021)

Q(fz,hm...,hi—l,..‘,hn) =3

com 1=3,...,n

podemos assim reescrever {C.20) como:

3(1,2)£J(?2—1,h3,“.,hn) + Zé‘i{:’(ﬁ,h&m,hi_l’m'h") — 0) onde FL —_ h’l + h»2- (022)

i=3

Observamos que o operador 3( 1,2), nilpotente e anticomutante com os demais é;, tem co-
homologia trivial em virtude da proposi¢io para o caso n = 2. Para resolver (C.22) pode-
MOS usar a proposigio no caso (n~1),onde os (n—1) operadores agora s&o {4(;,2), 93, .., dn }.

Entao temos a forma estendida

o= Z @(1,(25),33,.‘.,3“) = Z 5)(5,33,...,.9“)) (023)
I SN S e
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obedecendo a equacdo (C.1):
(5(1,2) 4‘265){:) = S(Z)ZO com S:Z&i.

i=3 i=1

Sabemos trambém pela parte 2 da proposigdo para (n—1), que existe uma forma n—estendida

= X plymm= X e,
F+y ., s=H-2 Yy si=H-2

satisfazendo a equagéo
(.I/‘ = (5(1'2) 'i”' Zé}j) 35 = S gb (024)

Ry, .

Proposi¢do 2. Seja a forma w = w™ ) representada pela equagio

816w =0. (C.25)

Esta, admite uma solugéo do tipo

W= Zé‘i (}0{'}11,..,,!35,—*1 ..... hn)' (0_26)

i=1
Prova da Proposigao 2. A prova serd feita em primeiro lugar paran = 1 e em
seguida para um n qualquer por indugdo.
Caso n = 1: Dada a equagéo (C.25) neste caso: dw = 0, sua solucio geral pela

hipdtese da trivialidade da cohomologia de ¢ é da forma
w=14§ .
Caso n: Reescrevemos a eq. (C.25) como
(01.060-1)8, w =10 (C.27)

Supondo a proposicdo vilida para n — 1, podemos resolver (C.27) com respeito a 6§, w,
obtendo
é‘ w(h] ..... ha—-1) — Z 6{?}'(;11,"“;“_1 ..... hn). (0.28)



A proposigio 1 segue que
W = 5?: {p(hl ,,,,, hi—1,....hu) (029)

0.

Proposi¢ao 3. Seja a forma, w!™+#) que obedece a equacio
51-“5”_1 w(hl,..,,hn) 4 dnw{hl—'_l’”“ Rn_1+1, hn—l) — 0. (C-SU)
A solugéo geral para w € dada por

w(hlv")h“) e i68 (p(hlr“vhi_lv-vrhﬂ) (0.31)
f==]

Prova da Proposi¢do 3. A prova ¢ simples e decorre da proposicdo anterior. Apli-

cando ¢, em (C.30) temos
(51...61-;_1)673 w(hl""""“) =10

tendo como solugdo (C.31) em virtude da proposi¢do 2, O.

Proposicao 4. Seja uma forma, w!*=~#) obedecendo o conjunto de equacdes
§; wihrbe) g il bnotliba=d) g oo i1 -1 (C.32)
Esta equagao admite a solugdo geral
w{hl ..... hn) _ 8161 {p{hl-],...,hﬂ‘l-—l,hn) + 57:??”“ ,,,,, hn—l)_ (C.33)

Prova da Proposi¢ao 4. Da proposicao 1 tiramos a solugdo da primeira equacio de

(C.32), tal que:
T P T B ) (C.34)

Substituimos na segunda equagéo (C.32), obtemos

5251{'0(1‘(!1’-1,!'12,---,’!7;) + 6n/\{hl’h2""’hn_1) — U (035)

com MBrhzeatn=1) o ylhhehn=l) g p(hhaahe 1) pela nroposicio 3, tiramos a solugdo

da equacdo (C.35):

:p(hl'—l‘h?""'h“) _ dl{p(hl—lhz,...,hn) _}_52{,0(1‘11—1,:‘12—1,...,:‘1”) + 571(,0“”_1”12”"’&"_1) (0.36)
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Substituindo (C.36) em (C.34) chegamos na seguinte equagao

w(h—l;-.,,hn) — 6162Lp(h1-1,h2-1,.“,hn) + 611?}'5}”’}!2’."’}!“_1). (037)
onde gl irebnl) — plEakacelin =) _ g (R —1b2,bn 1)

Vamos supor que a solucio para o conjunto das k primeiras equagdes seja da forma

w(h""“h“) — 61"'5“’0(131-1,...,hk—l,.,,,hn) ‘f‘é-ﬂ, ?Ign,...,kk,.‘.,hn—l)' (038)

Inserindo entdo (C.38) na (k + 1)—ésima equacao (C.32) temos

h1—1,.. k- Lk ks (R1=1y g —1L kg i1, nhin)
51_“5;:_'_1('0( 1 k Bt lyoofin) +6ﬂ)‘k+1 #1yetind

Da proposicao 2, tiramos que

k+1
R ST S Y S OO O T U TR P T Y O S S
(p(hl 1,0 fg Etlseeofin) Z 61_('0(*‘!1 N TR P T YN + 51190( 1= b= L1, onitn—1)

. (C.39)

Substituindo em (C.38) chegamos finalmente & solugao para as k 4- 1 primeiras equagoes

ihLedin) — 51mé'k_f‘llp(hl-l,...,hk—1,hk+1—1,hk+2,...,hn) + 571”!(:21,,..,&“1,“.,&“—1)_ (C.40)

Portanto a prova é completa para k =n. O

Coroldrio. Seja forma w!*t-+82) obedecendo o conjunto de equagdes
S;w=0, com i=1..,n (C.41)

Esta equagio admite a solugéo geral

w(hl,.,.,hn) — 51'”6'1 ('O(hl_ll"'uh""'l)_ (0.42)
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