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Resumo

Nesta tese. no contexto das algebras de simetria na Fisica. vamos discutir dois
problemas distintos. Inicialmente fornecemos win algorftino para construir explicitamente
as representagoes irredutiveis das dlgebras de Clifford. Por outro lado, apés introduzir
a filgobra superconforme N = B naov-associativa, o primeiro exemplo de wna estensao
supersiinétrica N = 8 das equagoes KdV é explicitamente construtdo, Este envolve d
catmpos bosonicos e 8 cainpos fermionicos,

Tambémn, a classificacio das realizacOes octonionicas das supersimetrias estendidas 1D
xa0 fornecidas aqui. Estas sdo realizacdes nao-associativas que, nao abstante
nequivalentes, sa0 postas e correspoudencta com nma subclasse dag vepresentacaes
assoclativas ja classificadas para supersinetrias estendidas 1D, 840 dados excuiplos de
ststemas dinamicos mvariantes soby as realizagoes octonionicas das snpersimetrias
estendidas. Mencionamos, entre outras, as spinning particles octonionicas, o N=¥ Ixd\".
ete.

No segundo problemia, estudamos a dlgebra de simetria de wna teoria quantica de
camnpos na presenca de wn background EM. externo (nomeada® simetria residual™)
mvestigado deunlro de um espaco Lie-algébrico, o esquema é independenic do wodelo,
Alguns resultados encontrados previainente na litevatura sao estendidos agui. Computa-
mos e detalhe a algebra de simetria para background ENM. constante nas dimensoes

D =3¢ D =4 Em D = 3 dimensdes, a dlgebra residual de simetria ¢ isowdrfica o
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w135 Pa(2), com P2} sendo a dlgebra 2-dimensional centralmente estendida de Poincard.
Nadimensio D = 4, a dlgebra residual genérica da simetria ¢ dada por wna dlgebra de Lic
soluvel sere-dimensional ¢ae é explicitamente computada. O caso supersimétrico ¢ rratado
para o caso especial de nma teoria livre cm 2 + 1 dimensoes acoplada minimamente an
campo externo de 4, gue descreve o background EN. constante. As dlgebras residuais da

sunctria sao computadas tambéin para backgrounds nao-constantes especificos do E.AL



Summary

In these thiesis, in the context of the study of symmetry algebras, we discuss two dis-
tinct problems. Initially we provide an explicit algorithm to construct the irreducible rep-
reseutations of Clifford algebras. On the othier hand. after introducing the non-associative
N = ¥ Superconforinal Algebra. the first example of an N = 8 supersymtietric extension
of the KdV equation is here explicitly written down. It involves & bosonic and ¥ fernnonic
fields.

Also. the dassification of tlic octonionic realizations of the one-dimensional extended
supersyimmetrics is given here. These are non-associative realizations which. albeit in-
equivalent, are put in correspondence with a subclass of the associative representations
for 1D extended supersvimmetries already classified. Examples of dynamical systems -
varlant under octonionic realizations of the extended supersyvinuetries are given.  We
gquote. among others, the octonionic spinning particles. the N = 8 KdV, etc.

In the second problem, we study the symmetry algebra of o Quantum Ficld Theory i
the presence of an external EM background (named “residnal synunetry” ), investigated
within a Lie-algebraic, model-independent schicime. Some results previously fouund i the
literabure are herc extended. In particular, we compute the symmetry algebra for a
constant EM background in D=3 and D=4 dimensions. In D= 3 dimensions, the residual
sviunetry algebra is isomorphic to u(1)&P.(2), with P(2) being the ceutrally exvended 2-

dimensional Poincaré algebra. In D=4 dimensions the geueric residual symmetry algebia



is given by a seven-dimensional solvable Lie algebra which is explicitly computed. The
supersviinetric case is treated in the special situation of a free theory in 2+ 1 dimensions
minimally coupled to the external A, field that deseribes the constant EM backyground.

Resicdual syimmetry algebrag ave also computed for specific non-constant EA backgrounds.

vi
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Introducao

-

E bewn sabido que as shinetrias desempenham um papel mito inportante na constiucio
das leis Fisicas. A teovia dos grupos estuda as siinetrias, que, a0 mesmo tempo estao inti-
wantente ligadas corm suas dlgebras. Estas estruturas algébricas sao usuahnente pesquisadas
pelos fisicos na tentativa de encontrar uma teoria quantica consistente ¢ unificadora das
quatro mteragoes conhecicas.

Noste sentido. a teoria das supercordas é wina boa candidata para ser a teoria uniti-
cadora. pols sabe-se que 4 supergravidade é wina teoria efetiva a baixas energias da teorta
das supercordas. Porém, ao final da década de 80, os fisicos tinham a sensacio de gue.
einbora a teoria das cordas prometesse propiciar uma descrigdo vinica do universo. ela
na verdade ndo chegava a preencher totalmente as expectativas, Umna das razoes é gne
havia cinco versoes diferentes desta teoria. A partir de 1995 aparcecram indicios que ex-
tas D teorias na verdade estao reunidas muma s6 ¢ formam parte de wma estrutura anica,
Esta teoria promissora, ainda que conjecturada € a chamada teoria-M, que mora nun
expaco-teinpo de 11 dimensées (11D).

De qualquer forma, os requerimentos tedricos de cousisténcia para todo candidato
possivel na unificagiio, nos conduzen necessaramente a wna investigagao sistematica das
propriedades das dlgebras e espinores de Clifford nos espacos-tempo de dintensdo o
assinana arbitrarios, muna estrutura real, assim corno tambén nas realizacdes

(uaternionicas o octoniouicas. Estas ultimas ganham relevanecia devido ao recente



trabalho de F. Toppan and J. Lukicrski [39], nao qual eles mostrans que. aléin da dlgebra-
Al relacionada & teoria-M baseada numa estrutura real, pode-se introduzir wna forumtacao
octonionica da mesma, que apresenta wma nova e surpreendente caracteristica. O setor
MY (5-brana) ocronidnico ndo ¢ mais independente. mas coincide com os setores M1 ¢
M2 octonionicos,

Do ponto de vista matemadtico, as dlechras de Clifford foram classificadas nos anos de
1960 1), Aproximadamente vinte anos depois, no trabalho de T. Kugo and P. Townsend
[3]. mostrou-sc que as dlgebras divisionais estdo relacionadas comn as supersinietiias es-
rendidas Vo= 1.2,4.8. Entretanto. ainda hoje, a conexdo entre as dlgebras divisionais
o as supersimetrias estendidas nao fol completamente resolvida. Fin alguns casos foi es-
tabelecida explicitamente, em outros, cutretanto, é somente implicita on sugerida. Isto
¢ especialmente verdadeiro, para a dlgebra divisional dos octonions, jé que, 4o ser nio-
associativa, é teenicamente dificll de manipular,

Ut dos objetivos desta tese ¢ preencher pavclalimente esta lacung, apresentanao algn-
s CONSIrueoes novas que lustrain e fazem explicita tal conexio em alguns casos novos,

No arrigo 12]. desenvolvido pelo grupo de pesquisa do qual fago parte (e liderado pelo
prof. . Toppan (CBPEF) ¢ com a participagao de Hector Carrion (CBPE)), apresentaimnos
utn algovitnio para a classificacao e construcao das Algebras de Clifford, uao 6 no caso
real como tambéin no caso guaternionico e octoniduico. No mesino artigo estudaios o
classificacdo mais geral da dmamica livre (termo cinético e massivo) dos espinores na
Alecbra divisional nas diversas dimensoes ¢ assinaturas, sendo 0 €asos quatermonico ¢
OCtonituIco os Mmais teressantes, devido a nao-comutatividade ¢ nao-associatividade,

Finalinente, apresentamnos algunas identidades de grande utilidade na wanipulagao
de teusores que tomam valores octonidnicos, e cont elas construimos as dlgebras super-

sintlrricas gencratizadas nas diversas dimensdes, e particular a chamada algebra-AL



usada no artigo [39].

Ja no artigo [42]. desenvolvido tambéimn em nosso grupo de pesquisa, obtivenios a
,ilg,'e}.)ra. Supercouforme (ASC) ndo-associativa N = 8. No artigo 36} que faz parte
do desenvolvimento desta tese, usamos a ASC nac-associativa N = § para construir o
primeiro exemplo de wma supersimetria N = 8 da equacao KAV ' além de revisar as
cauacoes N — 2.4 SuperKdV.

Por ontro lado, existemn fortes evidénclas tedrica, da existéncia de wna siruetria que
¢ fundamental na construcdo de teorias consistentes. Ela é a supersimetria [1a bela
snuetria que pertite tratar de forma unificada as particulas bosonicas e fermionicas).

A investigagiio das supersimetrias estendidas na Mecanica Quantica é mua forramenta
essencial para aplicagOes realistas da supersimetria.  Aqui mencionanos alguns casos:
qualquer teoria de campos supersimétrica nuin espaco de Minkowski ordindrio adguire 4
vezes o nero da supersiimetria original quando é reduzido a wmna diinensao temporal
5]. Por exemplo teorias de super Yang-Mills N = 1,2, 4 sdo reduzidas para sistemas de
nccanica quantica supersiimétrica N = 4, 8,16 respectivaulente.

Devido 2 falta de formalismo explicito de supercampos para N grande (N = 1}, tais

sisternas receberam pouca atencao na literatura, a parte de alguns exemplos espectficos

Neste sentido, o artigo [37] apresenta a classificac8o das representagoes dos muiti-
pletos irredutiveis da Mecanica Quantica Supersimétrica (MQS) N-estendida, onde tais
multipletos sdo associados aos multipletos curtos fundamentais na qual rodos os hdsons
v todos os férmions sao acomodados em apenas dois cstados de spin. Neste artigo ¢
tornecida tambéin a classificacdo completa dos multipletos curtos. aléim de mostrar que

todos os imudtipletos irredutiveis desta espécic estao e correspondencla win-a-um cont a

'Korteweg-de Vies (KdV) é uina equagho nio-linear v, — B, — wpp, = U que admite une solugao

tipo onda-solitaria, chamada tambéimn Soliton



classificacao das matrizes-T' de Clifford do tipo-Weyl com entradas reais.

A partlr dos conceitos desenvolvidos na referéncia acima citada [37], estendemos as
idciax em uosso artigo (381 para estudar a classificacio das realizacoes octonionicas da
supersinetria estendida 1D (isto é, os ingredentes bésicos da MQS estendida octonionica).
Fsta classificagdo é obtida ao achar uma correspondéncia mm-a-um com a classe de re-
alizagoes tipo-Weyl das dlgebras de Clifford onde as matrizes tem entradas octonionicas.
No flnal. apresentatnos alguns exemplos de sistemas dinfunicos que admitem realizacoes
octoniomeas da supersimetria estendida. O primneiro exemplo ndo trivial ¢ o <steina
dinamico que adrite uma invariancia da supersimetria global N = 8 octonionica. isto
¢ supersintetria N = 8 KdV. Devido ao fato dos supercampos da superI<dV depen-
derem das coordenadas espacials e temporals, a dependéncia teinporal serd “conuclada”.
possibilitando assiin obter os geradores da superstinetria octonionica N = 8. 1D o caso
da superlkdV. Um outro exemplo que é invariante sobre supersiinetria octonionica 1D
elvolve as “spinning particles” ocronionicas,

Por vutro lado. sempre no contexto das dlgebras de simetria. ¢ interessaute estudar
as denontinadas “Shinetrias Residuais™ [48]. Estas respondemn a seguinte perguuta: quais
stiinelrias sobreviverdo no caso lvre, para wm sistena descrito pela Teoria Quantica de
Campos (TQC). micialinente invariante de Poincaré num background Electromaguético
(EAL) constante?

A resposta em D = 2+ 1 ¢ wina dlgebra de Lie b-dimensional w(1) ¢ P.(2) |, onde P,(2)
é 4 Algebra de Pomcaré em D = 2 centralmente estendida. No caxo 2 =4 & umna dlgebra
de Lie 7-dimensional centralmente estendida.

Vale & pena mencionar que, devido a presenga das extensoes centrals, as shnetrias
residuals ndo sao subdlgebras da dlgebra de siinetrias orviginais, na auséncia de background

EAL



Resumindo. nesta tese irewos discutiv as dlgehras de simetria da Fisica e dois
cottextos diferentes:

i} Aplicagao da dlgebra divisional dos octonions na formulagio e classificacio da super-
sintetria estendida 1.0 octonionica, mostrando alguns exemplos explicitos. O caso ¥ = X
KdV octonionico. com a dependéncia temporal “congelada™, ¢ mu hom excmplo da su-
persiinetria octowionica 102, N = 8. Outro exemplo que fornecemos é o da “spinniug
particle” vctonionica.

i Estudo das propriedades da dlgebra de shinetrias (chamadas “simetrias residuais™1 de
utLa teoria quantica de campos e presenca de win backgronnd E. M. constate.

Esta tese esta organizada do seguinte modo:

O Capitulo 1 é dedicado ao estudo das cstruturas matematicas necessdvias ao longo
desta tese. Tuiciamos a seqao 1.1 estudando as algebras divisionals alternativas sobre K.

Na secao 1.2 apresentainos a classificacdo e construcao explicita das dlgebras de Clif-
ford associadas as dlgebras divisionais, Na secdo 1.3 faremos o estudo das realizacoes
quaternionicas. Este Capitulo € finalizado com um sumdrio dos resultados alcancados.

A seguir. no Capitulo 2, dedicar-nos-emos ao estudo das algebras divisionais ¢ a
superKdV estendida. hiiciaremos, na secao 2.1, introduzindo a Algebra Supcreonforine
(ASC) N = 8 nav-associativa. Isto lol construido comn a trauslorinaciao de Sugawara
da Algebra superaffinizada dos octonions fazendo uso da compntagio algébrica [36]. -
importante ressaltar a presenga do termo central na ASC' NV = 8 ndc-associativa gne
¢ essencial para a coustrugdo de wna equacao supersimétrica da KdV. Na seqao 2.2,
faretnos nma revisdo da N = 2 e N = 4 superKdV, fazendo nso da chamadas “ASC
N = 4 minimal™, Passando & secao 2.3, construimmos o primeiro exerplo da estensao
supersimétrica N = 8 das equagdes KdV, partindo da mais geral hamiltoniana ¢ lazendo

uso da ASC N = 8 ndo-associativa. Obtemos entao, uma unica hantltorana mvariante
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soh o coujuute de supersinietrias globais N = 8. Isto gera wina estensdo supersinérica
N = 8 da KdV, sendo esta nao integravel. Finalizaimos o capitulo fazendo uma breve
exposicao dos resultados obtidos.

Ja no Capitulo 3. focalizaremos nossa atencdo no estudo das classificacies das repre-
sentagoes irredutiveis da Supersimetria 1D N-estendida. Iniciando na se¢do 3.1, discuti-
tmos a Mecdnica Quantica Supersimétrica (MQS) N-estendida. cousiderando o wais geral
supercainpo para a MQS em £ dimensoes, sendo estes altamente redutiveis. Na segio
3.2, mostramos que todas as representagoes irredutivels sao cquivalentes as representagoes
com uma estrurura definida dos multipletos e. no final se yveduz e representacoes irre-
dutiveis de comprinento 2. Scguindo na sccao 3.3, mostramos que a classificacao das
representagdes dos multipletos irredutivels de uma supersiinetria {p. ¢)-cstendida. estd o
correspondéncia wim-a-um cotn a classificacdo das algebras de Cliford €, . reais com a
propriedade adicional de que as matrizes-1" podem ser realizadas na forma de Wevl, Pas-
sado a secao 3.4, Jazemos wna revisdo da classificacao das represcntacts nredntivels.
Finalizainos este capitulo com uma breve exposicao dos resultados ai obtidos.

O Capitulo 4 ¢ dedicado a classificagao das realizagoes nao-associativas da supersime-
rria estendida 1. Isto se obtém, basicamente, ao achar wina correspondéncia un-a-
contt & classe de realizacoes tipo-Weyl das dlgebras de Clifford. ende as malrizes ten cn-
trackas octonidicas.  Iniciaremos, na se¢ao 4.1, mostrando a classificagao e constragao
oxplicita das dlgebras de Chifford, na chamada “série octonionica” C{0, 7 + 31, que val
sor de grande urilidade na seguinte segdo. Na seqiio 4.2, mostraimnos a correspondenca
niea-iin da supersiimetria estendida 1D octouidnica e as realizagdes octonionlcas da
dleebra de Clifford tipo-Weyl, assim comno sua classificagao. Na seq¢io 4.3, apresenta-
mos alguns exewplos explicitos de sistemas dindmicos que admitemn nvariancia sob su-

persiirerrias estendidas 1D octonitnicas. Finalizamos este capitulo conr win smdvio dos



resultados nela alcancados.

0 Capitulo 5 tratard de outro tipo de dlgebra de simetrias da Fisica. O objetivo basico
feste capitulo ¢ responder & scguinte pergunta: quais simetrias sobrevivern no caso livre.
para uw sistema descrito pela Teoria Quantica de Campos {TQC) uum background F.AL
constante?  As sitnetrias que sobreviven chamamos “simetrias vesiduais™.  Iniclamos o
seqao D. 1. ilustrando o método algébrico de Lie que permite, numa maneira independentc
do modelo, determinar os geradores das simetrias residuais e sua
correspoundelite dlgebra. Passando-se a se¢ao 5.2, mostramos a algebra de siinetiia residual
resulrante para uma TQC em D = 3 na presenga do campo E M. constante. Jd 1a secao
5.3, estudamos a supersimetria residual para wmna teoria supersiiétrica acoplada a wum
background .M. constaute. Na secao 5.4, faremos um estudo das dlgebras de simetria
residual para unia TQC numn espago-tempo de Minkowski ordinavio 12 = 4 em presenga
de wn background EAL constante. Passando-se a secdo 5.5, estudamos o caso de
hackground E. M. nio constante e tratamos alguns casos espeeificos. Este tluimo Capitulo

¢ finalizado com umna breve exposicao dos resultados ai obtidos.
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Capitulo 1

As Algebras de Clifford Associadas

as Algebras Divisionais

O programa da unificacao das interagoes conhecidas, que tambéin exige uina tornulagao
quantica consistente para a gravidade, aponta hoje na direcao das teorias supersiniétvicas
e dimensoes elevadas. No presente, a mais promissora, poréil ainda especidativa, ¢ a
chamada teoria-M, que mora nuin espago-temmpo de ouze dimensdes. Os requisitos tedricos
de consisténcia para as teorias candidatas para unificagdo nos conduzem necessariamente
A wma lnvestigacao sistemdtica das propriedades das dlgebras o espinores de Clifford e
espacos-tempos de dimensoes e assinatuvas arbitrarias.

Do ponto de vista materndtico, as algebras de Clifford foram classificadas nos anos de
1960 |1]. J& uma abordagem sistemdtica, ¢ mnuito conveniente i notacao dos fisicos, ¢
a classificacho das dlgebras e espinores de Clifford. bascada nas rrés dlgebras associalivas
(R.C.H). traballo original de Okubo [11].

A relacio cutre a supersimetria e a dlgebra divisional fol analisada nos taballios
originais de P. Townsend ¢ T. Kugo [3], assim como a relagdo cntre os espinores uuit

ditpensio ¢ assinatura arbitraria e as algebras divisionats. O mesmo traballio sugere gue



exista wa relagao entre as supersimetrias estendidas ¢ as dlgebras divisonais. 3. C. H. G
Adicionalmente, ua referéncia [38] (que € a base da construcao do Capitulo 4) se esiabelece
wa relacdo cntre as dlgebras divisionais e as supersimetrias estendidas cm 1/). Em
particular. se estabelece a classificacdo das realizagdes octonionicas das supersimetrias
esterdicdas.

Este Capitulo estd dedicado ao estudo das algebras divisionais. em especial ao estudo
dos quatéruions ¢ dos octonions ¢ a classificagao das respectivas dlgebras de Clifford. Cabe
raibém ressaltar que os octénions nao podein sor represeitados atraves de matrizes conl
o produto usual. devido ao fato de serem objetos nao-associativos.

Na classificacao das dlgebras de Clifford, fornecemos wm algoritmo explicito que nos
pertuite escolher, nuin espago-lempo de assinatura arbitraria, as representacoes
iredutivels das uartrizes-I' de Clifford. Essas representacoes podein ser realizacoes

quaternionicas ou octonionicas das algebras de Clifford.

1.1 Algebras Divisionais Alternativas sobre R

Ax dlgebras divisionals mais conhecidas sao os Reais R, os Complewos C e os Quatfrndons
H {a identidade ¢ as trés muatrizes de Pauli formam uma algebra divisional dos quatéruions!.
Existe unia outra algebra divisional chamada dlgebra dos Octdnions. Esta é unia dlgetira
divisional alternativa, devido ao fato dos octonions seremn nao-associativos. No decorrer
deste Capitulo entraremos em detalhes. Antes, porém, vamos comentar algumas idéias
bidsicas sobre as dlgebras divisiouals.

Podemos considerar mna dlgebra 4 sobre os reais como wn cspago vetorial equpado
coul ni napeamento bilincar 47 : A x A — A chamado de "mualtiplicagao™e o clemento
o nulo “muidade”denotado por 1 tal que 1 € Ac M(1.a) = M(a.1) = a. Como ¢ nsual.

vamos ahreviar M{a.b) = ab.



Ulna dlgebra divisiondria sobre R ou dlgebra divisiondria Real é por definiciao uu
espago linear real A de dimensao finita com o produto bilinear [2]
M: AxA-— A
(a,b) — ab

tal que Ya. b € A,

ab=0&a=0vb=0 (1.1.1}

Eqguivalentemente. A ¢ uma algebra divisional, se as operagoes de “multiplicacao” pela
direrta e pela esquerda por qualquer elomento nao-nulo da dlgebra sio invertiveis.

Alguinas definigoes Uteis:
e Definigao do Associador: Qualquer dlgebra A tem um mapeaulento trilinear

[+ AV - A
(zoy. 2) = [2,y. 2] = 2lyz) ~ (zy)z.Vr.y. 2 € A,

onde 0 associador [z.y, 2] mede a falta da associatividade, assim como o comutador mede
a [alta da comutatividade.

o Algebra divisional normada N, é wna algebra que tewn uma forna quadrdtica N

definida positiva [6'

N A— RT
= N@) =z =22
Satislazendo
N({0)=0

N(z)y>0, se x#0
N{ry) = N(x)N{y), YryeA
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e Lia dlgebra A ¢ alternativa [4],[5] se a subdlgebra gerada por qualquer par de
clementos € associativo, entdo seja x,v, z € A. temos

2

(zy) = 2%, (vy)y = zv°. Yo,y e A (1.1.2;

A alternatividade ¢ uma forina fraca de associatividade. Usando (1.1.2) no associador
LE10S
[z,2,4] = [y.x, 2] =0,Va,y € A 113

Resmindo. nma dlgebra alternativa ¢ aquela onde o associador satisfaz A relacio
[rory] =0

Uma dlgebra alternativa também pode ser definida corno uma dlgehra na qual todas
ax subdlgebras geradas por dois elementos sio associativos. Um exemplo de uia dlyebra
alternativa é a algebra divisional dos octonions, ja que eles sdo nio-associativos.

e Unia involucao (conjugacao) de wma dlgebra A € a operacao linear -*

S A— A4

=z,
satisfazendo
(xy)" =y"2", Vr,ye A

(a conjugacao corresponde & transposicdo na representagdo matricial).
Coin as definicoes apresentadas, podemos inencionar uma série de resultados mipor-

tantes nax algebras divisionais.

+ Teoreina de Frobenius: Qualquer algebra divisional associativa sobre os R é isomorfa

aR.C.ouH. [5].
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+ Teorema de Hurwitz: Qualquer dlgebra divisional normacda sobre os R com elewento

unidade é isomorfa a R.C. H ou © [5], [7].
* Qualquer dlgebra divisional alternativa sobre os R ¢ isomorfa a R, C. H ou & 5,
« Qualquer dlgebra divisional sobre os R tem dimensdes 1,24 ou 8 [3].

Finabuente, restunindo as propriedades das diversas dlgebras divisionais, tenios
o X ¢ uma algebra divisional real, assoclativa ¢ normada.

o T é uma dlgebra divisional comutativa, associativa ¢ normada.

o]
I

L ¢una dlgebra divisional ndo-comutativa, associativa ¢ normada.

¢ & ¢ dlgebra divisional ndo-comutativa, nao-associativa, alternativa e uorniada.

Sendo estailtima dlgebra divisional de diffei]l mampulagiao devido a nao-associatividade.
A algebra divisional dos Quatérnions H :

A dlgebra dos quatérnions pode ser definida como uina dlgebra linear sobre o caupo dos

reats R ocomn o elemento geral da forma

X =270 + 77, To,r € R,

onde 1 =1.2,3

A base dos quatérnions {7y. 7} satisfaze as seguintes propriedades

To = 1. eleanento identidade,

ti=—1. ¥i=1,2.3 (r sio os chamados quatérnions hnagindrios).
A base destes quatérnions imagindrios (7;) satislazem a seguinte regra de multiplicagio
T Ty = —04yTo + CiptT. (1.1.4]

onde d;; ¢ o usual simbolo de Kronecker e Ciyg ¢ o tensor Levi-Civita.
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O comutador dos quatérnions iimaginérios &: [Tz',’Tj] = 20k Tk, OU Seja, 7; S840
uao-comutativos.

Vertfica-se que o associador ¢ nulo. Em couseqliéncia os quatéruions iinagindavios sao
associalivos. devido a linearidade. Assim as algebras dos quatérnions sao nao-coumnrativas
0 associativas.

A 3lgebra divisional dos Octonions O :

A algebra dos octénions pode ser definida comeo uma dlgebra linear sobre os campos dos

reais X cont o elemento geral da forma
X = xomy + a7, ro,x; € R

onde ¢ = 1.2, ---. 7.

A base dos octdnions {m, 77} satisfaze s seguintes propriedades
0y F

o = L. elemento identidade,

75 = —1. Vi=1,2,---,7 {77 580 0s chainados octénions itnaginarios).

Estes octdnious imagindrios satisfazem a seguinte regra de multiplicacdo

77 = 070 + Cijr T

onde d;, é o usual simbolo de Kronecker e Cyj ¢ wmn tensor totalimente anui-simétrico co
4 - 1 _ _ ; [
Chras = Crar = Clgs = Caag = Cozr = Cazg = Cer = 1. {1.1.3]

Podemos tambéin introduzir o tensor dual de Cyjp emn 7 dimensdes definido por C,,,p.s

" _
“lmrs T

—_ ot ..
:frrlr.s-i.jkc".i_ﬂ.‘: ( 1. l{)]

o

onde 2193567 = 1 (tensor tetalmente anti-simétrico)

Assinl, temoes

Clissr = Chrazs = Cagrg = Cugsg = Claas = Crags = Clagr = 1 (1.1.7}
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Os octonions imaginarios sao nao-associativos (To» To) - To = T - (7p - 7.) para a,b.¢

gorais.

Assim. o associador para os octonions imagindrios é dado por
— Ot s

oude Cy, € dado pela relagio (1.1.6). Conseqiiéntemente a dlechra dos octonions ¢
HaO-dssociativag,
Por outro lado para qualquer octénion X podemos definir sent ronjugado X detinido

por
X" = zgm9 — 2375

A conjugacao mapeia X — X*. sendo uma involugdo. sto é (X = X, (XY =YX

Para linalizar esta secdo é intercssante apresentar algumas aplicagdes das dlgebras
divigionais.

Grupos de Lorentz e as algebras divisionais.- s grupos de cobertura universal
de alguns dow grupos de Lorentz sao isomorfos ans grupos S1{2) cont valores nas dlgebras
divisionais. Assin

SO(2. 1) ~ Sl{2,R),

S0(3.1) ~ 51{2,C), (1.1.9]

SO(5. 1) ~ SI(2, H), (1.1.10

onde (1.1.9) forucce as bases para construir cspinores de 2 componentes no espago padrdo
de Minkowski. A relacao (1.1.10) nos fornece tambént as bases para constidr espinores de
2 compouentes 1o espaco de Minkowski D = 6. No caso D = 10, teorias supersinctricas

arhuitemn wua descricio octonidnica baseada na realizacdo das dlgebras de Jordan de

SO{9. 1} em ternos de matrizes hermitianas 2 x 2 sobre os O
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Gz, SO(8) e os Octénions [8] [47].- O grupo de automorfisinos dos octouions ¢
o grupo excepcional de Lie Gy {Os B grupos excepcionais sao Gy F Eg. Fv e E de di-
mensao 11 9], [10]. Estes automorfisimos, junto com as transformacdes lineares obtidas da
multiplicagao pela diretta e pela esquerda sobre os octonions imagindrios, geram o grapo
50(8) de 28 geradores.

Na tabela abaixo mostraremos os automorfismos das quatro dlgebras divisionais

D. Algohra auromorfisrnos
R Identidacle
C C
I SU(2)
O Gy

1.2 Revisao, Classificacao e Construcao Explicita das
Algebras de Clifford Associadas as Algebras Di-
vislonais

1.2.1 As Algebras de Clifford

Os niumeros a; (1 = 1,2...., N) que satisfazem as relagdes
{a;.a,} = 20,5 i1.2.11%
san chamados de ntuneros de Cliftord.
Estes nineros a; geram uma dlgebra que tem cowno base o conjunto de monomios
L, 05, ..., G . . Gy (1.2.12)

De fato. cada relacio de comutacao destes mondmios pode ser escrita cono uma

combinagao linear deles proprios, o que faz com que formem uma dlgebra fechadn. Uina
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vez que o wimero total de mondmios acima ¢ 2V a dlgebra de Clifford gera unt espaco
linear de dimensio 2V, ou seja. um elemento arbitrdrio da dlgebra pode ser escrito como
uia combinacao hiear dos mondinies mostrados acima.

No coutexto da Fisica nos centramos nas representagdes matriciais das dlgebras de
Clifford.

Fornecenmos, entao, a definicdo das dlgebras de Clifford associando esta cow o
espago-tempo de Minkowskl. Assim, seja 1; a métrica associada ao espago-tempo
Minkowskiano M7 com “p”dire¢des tipo-tempo e “g"direcdes tipo-espaco. A dimnensio

do espago-tempo é D = p + ¢, onde

N = diagonal(++ ...+ — — ... — ) v ={1.. D)
' e
p—uezes g—Uuezes

As matrizes-I associadas ao espaco-tempo MP9 sdo representacoes matriciais dos
geradores da dlgebra de Clifford I' (= 0., .., D — 1), as quais satisfazem a relacao de

AN ICOIU AGAO

{T*, T} = 21 (1.2.13)

As matrizes-T' sio de dimensgo 21272 x 21972 ¢ 1 ¢ g identidade deste espaco do marrizes.

. : : : 2 2 |
Semn perda de generalidade, as matrizes-I' que satisfazermn a (I'*°=1}) e a (I'"*=-1)

SOTAO, Tespectivatiente, associadas as diregdes tipo-tempo e tipo-cspago.

1.2.2 Algebras de Clifford e Algebras Divisionais Associativas

A seguir Iremos mostrar alguns resultados ja conhecidos da classificagao das
representacoes matricials reais das dlgebras de Clifford assocladas com as dlgebras
divisionals associativas R, C, H [11].

Trés casos podem-se distinguir para as representagoces reais. Iistas estao espenhcadas

pelo tipo de solugo permitida (a mais geral) para utna matriz S real que comuta cou
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todas as matrizes-T* ([S.T"1 = 0) de Clifford.

Asshin temos
() Caso nornal: neste caso, S é unjtiplo da identidade.

d} Caso quase complexo: S ¢ uma combinagio lincar da identidade e da matviz veal J.

onde J2 = —1.

i} Caso quaterniénico: neste caso S é wina combinacao lincar das matriges £, que

satisfazem a algebra quaternionica.

A representacao wredutivel real do tipo normal existe ao sarisfazer-se a condicao

p— ¢ =012 mod8 {a dimensionalidade é dada por 2[%], onde N = p + ¢). No caso da
representacao tipo guase complexa a condicao de existencia ¢

- = 3.7 mods.

No caso quaternionico a condigio de existéneia ¢ p — ¢ = 4,95,6 mody. Nas duas
Wtinas representagoes a dimensionalidade € 2iFIHL

Adecmals. vamos exiglr uma condi¢do oxtra para a represeitacio real. Futa deve
adiitir wina realizagio amvidiagonal por blocos para as watrizes-I' de Clifford.  Esta
condicao ¢ satisfeita no caso normal para p — ¢ = 0 mod8 (que corresponde a exigencia de
woa estrutura de Majorana-Weyl padrdo), no caso quase-compleoxo para p — ¢ = 7 modb
¢ 10 caso quateruidnico. para p — ¢ = 4,6 mod8. Em todos estes cagos a represceutagao
real ¢ iredutivel ¢ alea.

No caso especial p — ¢ = 1.5 mod8 existemn duas representacoes reais ineguivalentes.
Uma delas pode ser recuperada da outra fazendo nina troca no sinal de todas as matrizes-1
{1.1 _ _1"1')

Estes resultados podemn scr restumnidos na seguinte tabela (coin entradas representando

valores de p — ¢ mod8).
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1.2.3 Classificagao e Construgio Explicita das Algebras de
Clifford

Para nossos propositos ¢ conveniente fazer uma revisao da classificagao das representacoes
irvedutivers das dlgebras de Clifford de outro ponto de vista [12]. fazendo explicito wu
algoritmo que nos permitira selecionar, num espago-tempo de assinatura arbitraria. as
representacoes irredutiveis das matrizes-I' de Clifford. A construcao explicita que
aprescutamnos a scguir ¢ a ferramenta certa que nos permitira lutroduzir as realizagoes
quateruionicas (na seguinte se¢do) e as realizacOes octonionicas (La SCIUBLE SCCAO © 110
Capitnlo 3) das dlgebras de Cliflord.

A construgdo ¢ como seguc: Primeiro, provamos que iiiciando numa represeutagio
das watrizes-T' da aleebra de Clifford. associadas ao espaco-tempo de dimensao D2, uds
podemos construir recursivarnente as matrizes-U da dlgebra de Clifford associada ao
espaco-towpo de dinensao D 4+ 2 comn a ajuda de dois algoritinos recursivos. De lato
& wn exerclclo simples verificar isso: se 4y denota as matrizes-Gamma de dimensdo o
de wma algebra de Clifford Cp. ¢), associado ao espaco-tempo de dimensao 1) — p +q
coth assinatura {p, ¢), entdo D + 2 matrizes-Gamma (denotadas por I')) de dimensao 24

de wna dlgebra de Clifford associado ao espago-tempo D +2 sdo produzidas de acordo cowmn
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0 0 1 1, 0

I, = i . .

i U —'1(!. U U _]-r)f

(f.s) — (t+1,5+1) (1.2.14]

411}

0~ 0 1 1 0

1_‘.? — , d .I 4
- 0 10] 0 0 —ld_

(t.5) — (s—+2.1). (1.2.15;

Mostramos a seguir wm exenplo imediato da praticidade deste algoritino. As matrizes
de Pauli 74,77 de diinensao 2 a valores reais, os quais satisfazemn a dlgebra de Clifford

C'(2. 1} podein ser obtidas aplicando-se o algoritino (1.2.14) ou {1.2.15) ao midmero 1. que

¢ a realizagdo 1-dimensional da dlgebra de Clifford C(1,0). Ternos entio

0 1 0 1 1 0 |
A . M= . Tg = . (1.2.16;

-1 0 10 0 -1

~)
I

Todas as dlgebras sdo obtidas recursivamente usando o algoritino {1.2.14) ou {1.2.135]
na dlgebra de Clifford C{1,0) (= 1) e na série de algebras de Clifford C'(0.3 + dm?}
(onde mr ¢ v mimero mteiro ndo negativo), que previamente devein ser conhecidas. Eu
conseqiiencia. na Tabela 1 que se mostra a seguir. mostranios todas as dlgebras de Clifford

obtidas arravés desse algoritmo.
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fabelo 10 Tubela com as dlgebras de Clifford mazimais (até d = 256,
| L - 2 - 4 - 5 - 16 * 32 34 .-125' * S - B
[ER] = (2, 1y =+ (3.2} = {13 = 13,41 —r (4.5 (7,6 (8.7 = 1083 =
: Al — (23 — (3.6 R 5.R1 . i
L~
i3
S
30y — {81}y —  {T.2) [%,3) (9.4} —  jluar —
11,8] — {2.9) {31 RN - N
wr
~
(9.07 — {1013 {11,2) {12.3) - [0 —
Tt . [N -
[EANNH
' (13,0} [l —
[y —
(015;
| e
[1TAn
(1.2.17!

No que se refere a Tabela 1 algumas observagoes podemn ser [eitas.

As colunas sio rotuladas pela dimensio d das matrizes que formam a algebra de

Clifford C'lp.g). & qual vamnos chawar de digebra de Clifford wnarimal. Além disso. as

Algebras de Clifford sublinhadas na tabela sdo chamadas de dlgebras de Clifford maeximas

¢ primitivas. As demais dlgebras de Clifford maximals que aparecein na tabela vainos
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chamar de dlgebras de Clifford mazimais descendentes. Elas sio obtidas da dlgebra de
Clifford maximal primitiva por iteratividade dos algoritmos recursivos (1.2.14) ¢ (1.2.15].
Aléin disso, qualquer dlgebra de Clifford ndo maximal é obtida de wua dlgebra meaxinal
apagando certo ndmero de matrizes Gamma. Observa-se que as algebras de Clifford de

diweusao par sao sempre nfo-maximais. E claro da constricdo mostrada acina que As

dluebras de Clifford maximals sdo encontradas se, ¢ somente se. a condicio
p—¢=1,05mods,

¢ satisfeita.

Agora. vamos discutiy a construglo das  dlgebras maximais e primitivas C(0.3 + 4rn)
(m=10.1....). Vamos dividir emn duas séries: a séric C{0,3 +8n) (que pode ser chamnada
de “série quaternionica”. devidp & sua couexao conl as dlgebras divisionais), ¢ a série
octonidnica C(0.7 + 8) (n = 1,2,...). Para construir as representagoes matriciaiy das
algehras de Clifford destas duas séries, ¢ necessaria a ajuda das 3 wmatrizes de Pauli
(1.2.16). Emn seguida wostrainos a realizagao explicita das 3 watvizes 4 x 4 da dlgebra
de Clifford C'(0,3) e também da realizacdo explicita das 7 matrizes 8 x 8 da dlgebra de

Clifford C'(0, 7). Estas sao dadas respectivamente por

TA R T)-

C(O,S) = T4 2Ty, ll?lgl

1-2 & T4
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TA8 T & 1y,
Ta R T3 1,
1, %74 201,
a7y = 1y %748 79, (1219
1% 12 & 74,
To % 1y & T4,

Ta o] TaA N Ta.

As trés matrizes de C(0,3) sdo denotadas por 7;, = 1,2,3. As sete matrizes de ({0, 7)
serao denotadas por 7, 1 =1,2....,T.

Para construir as restantes séries das algebras de Clilford, necessitamos aplicar o
algoritmo (1.2.14) a C(0.7) e construir as realizagoes matriciais do C(1,8) (a matriz
colil assilatura positiva ¢ denotada como vy , 75 = 1. enquanto as oito matrizes cou
assinatura negativa sao denotadas como ;. j = 1.2...,8. onde “,.«'_32 = —1}. Podemos
agora construlr explicitamente todas as representagoes irredutiveis das dleebnas de Cliford

maxiltals primitivas C'(0,3 4+ 8n), C(0.7 + 8n) através das férmulas

f:i®h.f"9:®--- ,..’5{,"}';]._
145)"} %llbx \l“,
C0,34+8n) = fl2.200

1; %% 07878 1g®... ... ... &1y

14 Ry S e B0 T,



%I' }_5)) ) ... . R Tty
]_8 x’}; }S\z l](-‘,'\g»'”‘ “';S»-C']-l[i'.
]-8 R 9 @’];@115 ... ,,.18'115._
Cl0,7+8n) = (1.2.21)

10 Ry R R LS. o 8 .

18 8 ! 5{‘ e e ':i\.:-"“lr'g o ﬂ.:'_,f‘-

Observe-se que o produto tensorial da representacdo 16-dimensional é tomnado » vezes.
Eutao, a dimensao final da representacio matricial (1.2.20) ¢ 4 x 16™, enquanto a dimeusao
final da representacdo matricial (1.2.21) é 8 x 16™. Assim. com a ajuda das formmnlas
fornecidas nesta sub-segdo, obtemos uma forma pratica e eficiente de construir todas as
representagoes irredutiveis das algebras de Clifford reais.

Finahnente é impoitaute mencionar a existencia de uma subclasse de matrizes Gannua

de Clifford. que tem a forma de blocos 2 x 2, onde os dnicos elementos ndo-uulos sao os

. . ¢ Baxa . o ,
blocos anri-diagonais . Este tipo de matrizes ¢ chamado de watvizes

ded 0
tipo-Weyl (generalizadas). Elas tambéin podem ser “prorovidas”a inatrizes ferninidnicas.
associadas com a represcitacao das supersimetrias estendidas 10, Isto ¢ mostrado nos
Capitulos 3 e 4 ¢ em [38].
E evidente que todas as matrizes da algebra de Clifford promstive, por construgao tao
sao tipo-Wevlk  Cown isso, as dlgebras de Clifford derivadas destas matrizes primitivas

nsaiido os aleoritmos (1.2.14) e (1.2.15) tambéim niao sao do tipo-Weyl. I nportaute

ressaltar que todas as algebras maximais descendentes podemn ser transtormadas o tipo-
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. 1, O
Wevl, ge exclulinoes pelo menos a matriz . produzindo-se desta maneira utile

0 -1y
algebra de Clifford ndo-maximal tipo-Weyl.

Em geral as dlgebras de Clifford ndo maximais sdo produzidas a partir das correspou-
dentes Algebras de Clifford maximais descendentes climinando alguinas matrizes Gainna
tipo-Lempo ou tipu-cspago. obtendo-se dlgebras ndo-maximais tipo-Wevl (W) ou dlgebras

nao-waxinals nao-Weyl (NW) respectivamente. Isto se mostra na seguinte tabela

W NW

(Omod 8) C (Lmod&) |[{2moed8) < {1 mod§)

(ts) = (+Lls) | (ts) = (ts+1)

(dmodB8) C (5mod8) || (3mod8 <C (1 mod &)

b
-2

(t,s) = {t+1.9) (t,s) <  (t.s+2) (1.2.2

(6 mod ) (1 mod 8)

C
(. 5) < (t+3,5)

(7T mod 8) < (1 mod 8)

(t.5) <= (t+2.5) | |

Nesta tabela as matrizes Gamma nap-maximais que satistazemy p —g = 0,4, 6. 7 modys
<30 tipo-Wevl(W) e as matrizes Gamma nao-maxiniais p — ¢ = 2,3 mod8 sao tipo-nao

Woyl (NW).

1.3 As Realizacoes Quaternidénicas das Algebras de

Clifford

A seguir. diseutunos a relagido entre as dlgebras de Clifford v oas dlgebras divisionais

(quaternionica neste caso) de wma forma ligeiramente diferente da inencionada na subsegao
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(1.2.2). Lsta relagao pode scr desenvolvida do seguinte modo:

Primeiro. observemos que € possivel identificar as trés matrizes Gamma que realizaw
C[0.3) com os quatérnions imagindrios (r;) e que satisfazem a relacio (1.1.4). FEsta
realizagao quaternionica ¢ denotada como Ci (0, 3).

Logo. a partir da realizacao Cy((), 3) podemos obter a realizagao das séries
quateruionicas Cu{m, 3+m) e Cy{d+m,m—1), onde (m = 1.2,...). A dimensionalidade
diny — Ty das correspondentes matvizes Gamna com entradas quarernionicas ¢ 2" x 21

[sto pode ser visnalizado na tabela abaixo.

!f‘f-i'm—l“uﬂ: ITx1 =+ 2x2 =+ 4x4 * 8x8& . A

i ;
: ——

1.4) — (25 — (3.6} . Culm, 3 4+ |

(0.,3)

| (50) — (61) — (?2) . C"ff{f("j + o — 11 !

L. .- —_ - 1

Em consequéncia, todo o conjunto das dlgebras de Cliftord maximais e prisnitivas C'=(0, 34

gl {n = 0.1.2,...) cseus descendentes sao representados com matrizes a valores quaternionicos.

agindo e espinores que agora vamos iterpretar como vetores coliunas a valores quaternionicos,
Un exerplo explicito de wina destas algebras de Clifford maximals descendentes ¢ o

caso Cx(1.4). Usando o algoritmo (1.2.14) obtemos

] 0 7 0 1 10
(1.4) = > :
T 0 -1 0 0 -1

olte i =1.2,3
A construgio da realizachio octonionica das dlgebras de Clillord serd apresentada na

seeao 4.1 do Capitulo 4. onde ela terd grande utilidade.
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1.4 Conclusoes Preliminares

Dedicainoe-nos ao longo deste Capitulo. ao estudo das ferramentas matematicas que serio
utiizadas uo decorrer desta tese. Assim, apds definir as dlgebras divisionais alternari-
vas sobre R entre elas a algebra divisional dos quatérnions e dos octanions. ostainos
€1 POSICA0 Para apresentar umn algoritmo pava a classificacao e construcao explivita das
atgebras de Clifford associadas as dlgebras divisionais. Estas dlgebras de Clitford tewn
mniltiplas aplicaqoes. Pela construgio, é possivel obter estas dleebras muma realizacio
cout eiltradas quaternionicas, onde as algebras de Clifford maximais e primitivas loran
denotadas coto Cy{0, 3+ 8n) (n=0,1,2,...). No caso octonionico também pode-se fazer

o mesimno. No decorrer desta tese estas construgoes serao de muita importancia.



Capitulo 2

Algebras Divisionais e SuperKdV
Estendida

Nos ltimos anos. as diversas ierarquias integraveis das cquagoes diferenciais nao-lincares
oy 1+ 1 dimensoes foram exploradas intensamente. principalinente el conexao coln a
discrotizacio da gravidade 2-dimensional [14;.

As extensdes supersimétricas de tais equagbes foram investigadas amplamente [15],
[16].[25! usando uma variedade de métodos diferentes. Ao contravio da teoria bosonica.
mnitas perguntas nao foram respondidas ainda no caso supersimérico.

Todo este Capitulo é baseado no traballo [36], no qual nds coustruiinos o primeno
exemplo de wma extensao N = & supersimétrica global da cquacao KdV. A cstratdgia
usada ¢ bascada na derivagdo das equacoes supersimétricas nao-linecares de um sistelna
lamiltoniano seneralizado que admite a Algebra SuperContorme {ASC) N = 8 de Englert
ot al. [13] com colchetes de Poisson generalizados. A nao-associatividade desta algebra
permite superar o teorema no-go baseado em resultados estritamente matematicos. Para
construir zeneralizagoes supersiiétricas do KdV para N > 4 ¢ preciso velaxar alguiia

condicao na natureza das dlgchras superconfories dos colchates de Polsson. Assim. com
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a ASC N = 8 nao-associativa da referéncia [13], é possivel introduzir wna extensio
central. consequentemente digno de investigar se esta dlgebra superconfornte pode sor
relacionada & coustrucdo de uma superKdV N-estendida prolongada além da barreira
N =1

Ein {42] é construida explicitainente a supersimetria N = 8 global em ternos de CArgas
derivadas das dlgebras de supercorrentes que € uma dlgebra de Malcev {1 tipo especial
de dlgebra nao-Jacobiana). Logo apds superafivizar a dlgebra, construimos a realizacao de
sugawara (que produz wna extensdo N = 8 da dlgebra de Virasoro. Esta algebra coitcide
coin a ASC nac-associativa.

Assii. Indeiamos este Capitulo mostrando explicitamente as ASC N = 8. Na sccéo
seguinte, revisanios as equacoes N = 2,4 SuparKdV e construfiinos o dominio fundamental
para 0 espago paramétrico das N = 4 SuperKdV inequivalentes. Tuda ista baseado e
"ASC N = 4 mindmal”. Finalimente, apresentamos o primeiro exeinplo de uma extensao

supershnétrica N==8 da equacio KdV. Este 1dlthno é de grande utilidade no Capitulo 4.

2.1 A Algebra Divisional e a Algebra Superconforme
N = 8 Nao-Associativa

Nesta secao reescrevernos as propriedades basicas da dlgebra divisional dos octénions. que

serdo usadas na construgao da Algebra Superconforme (ASC) N = 8 (veja (13].[36]).
Lembramos. que um octonion genérico X é expresso como X = x,7, {¢ = 0. 1... .. il

1o = 1 sendo a tdentidade ¢ as 7, para o = 1.2,....7 sendo 08 0CtOLIONS INALINATIOS.

A multiplicacio octoniénica (introduzida no Capitnlo 11 6
Ta ' Tg = _fs(x;ir() + Caﬁ'yf_-,- (2.1.1)
' 3. & um tensor constante totalmente anti-simétrico, que foi definido na equagao (1.1.5).
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A dlgebra dos octonions adinite também 7 involugdes
Tn =+ To. Tp L T}'J: T()' = "_Tf,r-.

onde *p"¢ wna das 7 entradas {1.1.5)e “q assuine os 4 valores complenientdres,

A esrensdo N = 8 da algebra de Virasoro (ASC N = 8 nao-associativa) envolve ¥
campos bosonicos ¢ 8 campos fermionicos e € construida em terinos das constantes de
estrutura octonionica.

Além do campo de Virasoro de spin-2 deuotado como 7. 0s oito camnpos feridonicos
de H‘IJill—% Q. Q. ¢ 7 correntes bosonicas de spin-1 J,. A ASC N = § ndo-associativa ¢

dada explicitamente pelos seguintes colchetes de Poisson

(T T} = — 30,50 = 9)+ 200,80 — ) + Tl — ).
(T().QW)} = 30W3,0( —y) + Qi —v),
{T(), Quly)} = g Qu(y)8,0(x — ¥} + Qu'(y)d(x — y).

{T(x). 1.y} = Juy)0,0(z —y) + S (n)d(x — ),

Q) QW) = —58,78(c — 1) + 5T -~ o)
Q). Quly)) = —Jal0)08lw — ) = 57 (5)oc — ).
Q) Taly)} = —3Qu()dz — 4).
(Qulr). Qsy)} = —5800,%8(z — ) + Coun (00,3 = ) +
42 (8T () + Cagdy )0z = ).
(Qula). Jo(w)} = 5(000Q00) = Casn@: ()16 — ).
() Ji@)) = 2asBhd(x — y) = Cagnds (99015 = ) 2.1

-, i . . . .
B importante ressaltar a presenga do termo central (& ), que e essencial para obter ax
equaces supersimétricas KdV. Devido & ndo-associatividade dos octduions. a coustante

de estrutura om (2.1.2) nao satisfaz a ideutidade de Jacobi. Para wina discus=ao mais
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detalhada veja [36].

2.2 Revisaoda N =2 e N =4 SuperKdV

Uia pergunta natural que pode ser feita é se a ASC (2.1.2) (e suas subdlgebras) podens
ser aceitas como estruturas dos colchetes de Poisson para o hamiltoniano supersimétrico
estendido da equacao de KAV,

Restringimdo os indices Gregos a tomar os valores 1 ou 1, 2, 3, recuperamos da equacio
(2.1.2) as algebras superconformes N = 2 ¢ N = 4 respectivamente (0o caso N = 1 a cor-
respondente dlgebra é conhecida como a “ASC N = 4 minimal” ). Podem ser considerados
corlo os colchetes de Poisson para N =2e N =4 hdV's.

Estas equacoes nao-lineares podemn ser construidas procurando o hamiltoniano mats
geral comn a dinmensao certa (isto € aquele hainiltoniano de dimensdo 4) que seja nvariante
sob as cargas globals supersimétricas dadas por [ deQ(x) e [ drQ), (). Esta aproximagio
[oi usada para construir a N = 2 KdV em [25], enquanto a N = 1 fol obtido em rermos
do formalisimo do superespaco harmonico.

Aqul uds estendernos a andlise de [25] para o caso N = 4 KdV. Ein particular. podemos
determinar totalinente o espago dos modulos das NV = 4 KdV's inequivalentes. Lutre cles
o pouto especial de integrabilidade de Delduc-Ivanov [26]. Nossos resultados completos
aparcceunl em [36°.

Para conseguir csses resultados usamos a computagio algébrica (no Mathematica ¢
com o pacote de Thielemans para a computacio dos OPEs cldssicos). O hamilromauo
supersimétrico mais geral para o N = 4 KdV depende de 5 paraumetros. De gualquer
wodo, se supde também que o hamiltoniano é invariante sob involugao do ASN N = |
minimal. o que faz com que 3 dos parametros sejain agora milos.

E: bon lewibrar que as involucoes da ASC N = 4 minimal, sao mduzidas pelas

30



involucoes da algebra quateruionica.
Assiin. obtemnos o hamiltoniano mais geral (luvariante sobre supersimetria & = 1 e as
Algebras de involucdes),

H - / dr[—2T? — 20'Q — 20.Qu + 27", -

[t

Loy Tjr_rz B 21:(1(2(20‘-]0 T Egn il CJ(}(JJ']'.

1

qﬁ(};_.-j,\l,-{i"g — &g ) Jadsdy]. (2.2.3}

onde (a, 1.4 =1,2,3).

A supersituetria global N = 4 requer que 05 trés pardmetros &, satistaceann a sezuinte

coudicao
T+ axa+ay = 0,

o que mostra qgue s dois deles sdo independentes.  Cousiderando dois deles podenos
tragar o plano real @ — y e wostrar que o espaco dos modulos do domiuie tuidamental
das equacoes incquivalentes N = 4 KdV pode ser escolbido como sendo a regiao do plane
compreendida entre o cixo real ¥ = 0 e a linha y = ¢ (incluindo as fronteirasy, Hd 5
ontras regioes no plano (todas as regides sao relacionadas pelo grupo de transtormacoes
5S40 que poderia ser igualmente bem escolliidas como dominio fundaimental.

Na regiao de nossa escolha a linha y = = corresponde a uma invariancia global extra
£7{1). J4 a origemn . 21 = xp = x3 = 0. é 0 ponto de maxima shimetria (isto corresponde a
e variancia global SU(2) associada aos geradores | daJ, ).

A involucdo associada a cada quatérnion imagingdrio perinite reduzir consistenteinente
a equacio N = 4 KdV. fazendo simultancamente iguais a sero todos os campos associados
cot os T que mudain de sinal, isto € os campos Jy = Jy = (3 = Q3 = 0 para a pruneira

involuco (e similarmente para os outros pares de valores 1.3 ¢ 1,2). Depois desta redugao
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recuperamos a cquagao N = 2 KdV, que depende do parametro livee z; {on xy. oy
respectivamente).

E sabido que a integrabilidade para N = 2 KdV é assegnrada para trés valores
especificos @ = —2.1,4 do pardmetro livre a. Isto foi descoberto por Mathien [23]. N6
estainos, portanto, en posi¢ao de determinar para quais pontos do dominio fundanental
a N =4 KdV ¢ mapeada depois da redugio, sendo a um dos trés N = 2 KdV intesrivel
de Mathieu, No dowminio fundamental sdo produzidos apeuas dois desses pontos. Aimbos

ficamn na lhnha gy = 2. U deles produg as § = 2 KdV inequivalentes depois da redugao

da N = 1 KdV. Assim. obtemnos ¢ = —2 e ¢ = 4 das hierarquias N = 2 KdV o. neste
caso, N =4 KdV ¢ também mtegravel. O segundo ponto. que produz a = 1 ¢ ¢ = =2
das equacoes N = 2 KdV, ainda que seja integravel neste nivel, nao é mais no nivel

N =4 KdV. Tsto foi explicitammente provado por nds em [36]. O tratamento em 7361 ¢
wals completo do que fol feito em [26] ja que esta baseado numa exaustiva andlise e
catpos-cotpouentes, em vez de usar o formalismo de supercampo estendido.

Az cquagoes de movimento mals gerats da N = 4 KdV sdo obtidas do haunlioniano

(2.2.3) junto com os colchetes de Polsson (2.1.2).

2.3 A N=8KdV

Uina andlise similar pode ser estendida ao caso N = 8 baseado na ASN N = 8 nao-
associativo cowpleta, depois de construir ¢ hamiltoniano mais geral com a dimensao
corta (dinensao 1), Alguns vinculos tem que ser impostos, ¢ sevao descritas e seguida.

() primeiro conjunto de vinculos € a invariancia sob as 7 involugoes da algebra. As
sere ivolucoes sio definidas assim. Os campos T, @ ndo miudam assiin cowo tambeéni os 6
catnpos Qg Ju para a’s tomaudo valores muna das sete entradas da relagao (1.1.5). Ox 3

campos restantes @, J3 com 3 rotulando os quatro valores complementdres, terdo entao
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o stual trocado (Qs — —Qs. J3 — —J3). Depois de ter coustiuido o Hamiltoniano mais
geral, mvarlante sob o conjunto das sete involugdes, comecanos impondo a luvaridncia

sob as transformagoes de supersimetria global N = 8, que ¢ dada por

( ] dr - Quix) HY = 0,

para ¢ = 0L.1.2....7 (aqui (¢ = Q). enquanto {* +} denota os colchetes de Poisson
generalizados dado pela ASC N = 8 ndo-associativa (2.1.2).

O resultado flnal destes vineulos é o seguinte: existe i tnico hamiltoniano que ¢ in-
vallalite =ob o conjunto de supersimetrias globais & = 8. Este ndo admite pavainetro livre
(aléru do fator de normalizagdo trivial) e é quadratico nos campos. E dado explicitainente

por
I = / dr[=2T2 = 20'Q — 2Q.Q0 + 2J" 1.,

O hawniltoniane obtido coiresponde a origem das coordenadas (veja a secao anterior)
gue também é, como o caso N = 4. o ponto de maxima siinetria.  Isto signilica que
o hawiltoniano ¢ invariante sob o conjunto total das sete cargas globais [ de - J Lo
ubtidag por lutegracao das corventes J,'s.

Devido a sua aparente simplicidade e ao fate de que € quadrdtico nos cainpos, o liamil-
toniaio (2.3.4) gera uma estensao supersimétrica N = 8 da KdV que nao é integrivel. Ou
seja. mesino sua reducao para N = 4 KdV nido corresponde @ win pouto de integyabilidade
do ¥ = 1 KdV. Dito de outra forma, nao se reduz aos 3 valores de integrabilidade de
Mathiew.

NAao obstante ¢ wn fato altamente nao trivial a existéncia de wina extensao V= 3 da

equacao KdV que seja tnica. As equagdes de moviiento sao obtidas através
q)-:', - {(I)ir H}
onde @; denota coletivamente os canpos em (2.1.2),
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Explicitamente:

T = —1" - 12T'T - 6Q)Qu + 47 Ja,
Q = —Q"~6T'Q—6TQ —4QJ, +2Q,J" —
200,
Qo = —Q." —2QJ" —6TQ, —6T'Qy + 201 +

4QHJQ - 260:,:’3’}-‘(62&}? - Qi-}r)‘r,: - QQSJF\,)
Jo = =" = AT Jo = 4T T, +20Q), +20'Q -
Yady(4dg S +2QsQ).

D hnportante ressaltar nosso iltimo resultado: o fato de construir o primeiro exeinplo
de nma KdV N = 8 usando uma &lgebra superconforme N = 8 naoc-associativa. Pelo que
foi discutido aciima, ndo é possivel conustruir wmna & = 8 KdV fundamentado no NV = 3
asocative Ja que ¢ inpedido pelo teorema no-go. Este resultado. a constiugae de uina
N = 8 KdV bascado na ASC N = 8 nao-associativa. ¢ win bom exewplo da inequivaléncia
cutre realizagoes assoclativas e nao-associativas para N = 8. No Capitulo 4 apresentare-
mos estes resultados como exemplo de um sistema dindmico gue s6 admite mvariancia
sob a realizagio octonionica da supersimetria estendida 10D, depois de “congelay™a de-

pendéucia temporal.

2.4 Conclusoes Preliminares

Neste Capitulo apresentamos alguns resultados novos a respeito de nma conexdo explicita
das dlgebras divisionals e das supersimetrizagoes estendidas da cquagao KdV. Nesse sen-
tido revisamos a N = 4 SuperKdV baseado numa ASC “minimal” ¥ = 4 e coustruiimos
o dominio fundamental para suas supersimetrizagoes incquivalentes. Fol tambéin investi-

sada a possibilidade de mma N = 8 SuperKdV baseada numa N = 8 ASC nao-associativa,
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O resultado é um Unico hamiltoniano que ¢ invariante sob o conjunto de supersinietrias

globais N = 8, ndo admitindo parametro livre, sendo assitn 0 ponto de méxima simetria,
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Capitulo 3

A Classificacao de Sistemas de
Mecanica Quantica Supersimétrica

N-Estendida

Neste Capitulo estudaremos a classificacao das representagoes irredutivels da supersine-
tia 10D N-estendida, que cacontram aplicagdes na construgao de sisternas de Mecaiica
(Quantica Supersimérrica (MQS). Recentemente temn despertado novo interesse a Mecanica
Quantica Supersimétrica e Superconforme devido a diferentes motivagoes fisicas [17].
Istes wiodelos supersimétricos descrevem coin sucesso, por exemplo, a dinamica eletiva
e baixa esergia de certa classe de buracos negros. Oulros condrios que envolvein [MQS)
si0 a quantizacao do cone de luz de teorias supersimétricas. cowno tambén na aplicagao
pata testar a correspondéncia AdS/CFT no caso do AdS,. Tendo sto em mnente, voemos
que a pesquisa de tais modelos da MQS N-estendida ¢ muito Iimportante. Poréni. nao s¢
tewn prestado muita atengio a tals inodelos e somente resuttados parciais sao conhecidos
181 [21). A razdo é clarar N = 4 & 4 maior supersinetria estendida para o qual o for-

matisno do snpercampo é conliecido. Pesquisar o caso N > 4 requer o uso de campos
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COMPONCUTES © A COMPUTALAO ven a ser exirematniente complexa.

Neste Capitudo, estudaremos os modelos da MQS N-estendida de uin pouto de vista
diferente, E possivel classificar os multipletos irredutiveis das representacoes da super-
sinmetria N-estendida, Inicialmente, provaremos que tais multipletos sao associados aos
umltipletos curtos fundamentais nos quals todos os bésons ¢ todos os férinions sio
acomodados em apenas dois estados de spin. A seguir, fornecerenios tambémn a
classificagac completa dos multipletos curtos ¢ mostraremos que todos os undtipletos
nreditivels desta espéeie estdo emn correspoudéncia um-a-uin com a classificacao das

matrives-I de Clifford do tipo-Weyl a valores reais.

3.1 Mecanica Quantica Supersimétrica N-Estendida

E hewn conhecido gue a MQS é wn exempio simples de uina teoria que inelul
simultanearente varidvels comutantes e anticomutantes. O grupo de simetria gue
realiza isto é a supersimetria 1-dimensional. Em geral csta supersimetria ¢ gerada por v

supereargas 0,0 7= 1,20,V e 0o Hamiltoniano.

3]
H ic‘?t { ;

cont a seguinte algebra
{Q«;~Qj} = wyh, {3.1.2]

onde o tensor coustante wy; tein “p”valores préprios positivos c “q"valores proprios
uegativos.

Usuahmente. todos os valores proprios so positivos e a algebra (3.1.2) ¢ chatada de
supersimetria 1-dimensional N-estendida. De qualquer modo existemn vazoes para deixar

o tensor «y, indefinido [27]. Sem perda de gencralidade, a dlgebra de supercargas Q; pude
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ser convenientemente diagonalizada e normalizada de modo que o tensor wy; seja expresso

LIy

Wiy = Thy, i ili‘

onde 7;; é a métrica pseudo-euclideana com assinatura (p. ).

A representacio dadlgebra (3.1.2) é formada por varidveis comutantes (bosouicas)
e anti-conmrantes (fermiénicas).  Algumas delas sdo varidvels fisicas verdadeiras o ax
outras desempenham um papel auxiliar. Usualmeute todas as varidveis sio consideradas
componentes do supercampo irredutivel,

O nodo maix simples de construir mn lagrangeano cldssico para MQS e D dimensoes

¢ considerar os supercampos (A = 1,2...., D)

Dalr) = () + 7Ol (r) + 0y ()

Aoy vy
R TRETACINE Lk M (1), (3. 1.4

Aoy oy

no superespaco (7, 7%) com uma coordenada hosénica 7 e N eoordenadas grasiaunianas

4]

n°. Tais supercampos, para N geral, sio altamente redutivels e somente para valorves
baixos de N foram examinados em detallie. As primeiras compounentes do supercampo
sio usualinente coordenadas bosonicas €9 (7) ¢ a que segue ®} (7) s4o coordeiadas gras-
mannianas.

Todas as outras componeites dos supercamnpos sdo auxiliares. Asshu o lagrangiano
classico da MQS descreve a evolucao dos graus de liberdade bosouico ¢ do grasnwmiano
adicional. que depois da quantizagao se transformanm emn geradores da algebra de Cliftored.
Este fato naturalmente permite a realizagdo matrieial do hamiltoniano e as supercargas
da MQS [19]. [28]. [29].

A dimensionalidade de tal realizacdo vai depender do niunero total de varidvels gras-

Lnantianas. No caso do supercampo escalar (3.1.4) a dimensionalidade ¢ 2551,
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Assitrl, vail awnentar rapidamente para supersimetrias estendidas. A salda desta di-
ficuldade ¢ usar representacoes mais complicadas para as supersiinetrias estendidas [30 -
1353]. A mals simples destas ¢ dada pelo supercainpo quiral, que tem um campo bosonico
cotplexo e 5 campos grasmannianos complexos. O lagrangiano para tal supercarmpo
natiralmente descreve a MQS 2-dimensional. A relacao dos mumeros (férmion; boson)
ueste caso € (%J cm lugar de N para o supercampo escalar. Para representacoes uials
complicadas. csta relagio cresce mais lentameute [31-[35).

Este faro tem wna influéncia essencial na dimensionalidade da realizacao matricial da
hamiltoniana e das supercargas (elas sdo menores para o mesmo numero de coordenadas
hosduicas D% (7)). A caracteristica que distingue tals represeutacoes é o fato de que to-
dax as componcentes mais baixas (I)%(T) (A = 1,2,.... D} do supercampo (3.1.4). juntas.
formaw wma representacao irredutivel de algim subgrupo do grupo de automorfismnos
da algebra (3.1.23. As correspondentes agdes sdo tambén invariantes sob transtornagao
deste subgrupo que faz o papel de rotagdes do espaco {0 espago-temnpo). Ew particnlar.
a lnclusdo da coordenada terporal £(7) juntamente com as espactais z%(7) muna repre-
seutacdo irredutivel ®Y{7) de tal subgrupo significa que o subgrupo. assim como o grupo
de automorfismos da dlgebra (3.1.2), € pscudo-Euclideano. Ein cousequencia o tensor

métrico ;5 (3.1.3) é pseudo-Euclideano também.

3.2 Relagoes de Equivaléncia

Noesta se¢io vanos analisar a estrutura dos supermultipletos dasupersimetria N-esrendida
no espaco 1-dinensional. Mostra-se, neste senrido. que todas as representagoes irvednrivels
$80 equivalentes a representacocs comn uma estrutura definida dos multipletos.

Seia N o ntinero de supersimetrias estendidas e 2d {d bdsons ¢ d férinions) a di-

mensionalidade do correspondente multipleto {pode ser reduzivel) da represeutagie a
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supersimetria N-cstendida. Em geral, tal multipleto pode ser representadao na forma de

ntua cadeia.

('bf.l

1 M-1 M Fa oy
aor Po o, @ o 13.2.5)

@1’ apgt

Ayx componentes (I’i.; (= 1.2, ....dy) sdo reals. Todas as componeites com f par tel

0

a mesma paridade grasmanniana que a componente $;

EUOUALILO (UC a8 COMPoneites
conl valores de J lmpares tem paridade oposta. Tals estruturas dos multipletos estiao
intimamente relacionados com a representacio dos supercampos; o indice superior nunera

os elementos da cadeia. que corresponde ao lugar na expansao do supercanpo i3.1.45,

Termos tamhéim

dim(r) =1 . dim(p) = 1, (3.2.61

O uters A + 1 6 o cowprimento do supermultipleto. 3 estd submetido ao vinculo
A < N visto que, por exeniplo, 1o caso da representacao irredutivel, nein todas as
componentes do supercampo (3.1.4) sdo independentes - alguinas das componentes de
ovdem superior sio expressas em termos das derivadas tempovais de cowponeutes de
ordent mais baixa.

Para o multipleto (3.2.5) usamos uina notagao mais conmpacta {dg.dy, ....,dm}. Como
exemplo, no caso N = 2 podemos considerar a representagao irredutivel {1.2.1} (super-

campo real)
O = O, n,m) = BUr) + in*dL{r) + in'ni (7). (3.2.7)
e {2, 2} supercainpo quiral
L0

(ﬂf’(’T, n.7) = EO(T) + ??(51 (7) + %;—?”(ﬂf? (7). (3.2.8

oude 1 = ny -+ 4my, 7 = 1y + 1) $80 coordenadas grasmannianas conplexas.
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A ultima componente da expressdo (3.2.8) é proporcional a derivada teruporal da
primeira compotiente. Tanto (HI;U(T) e (HISL(T) sao complexas. Obviamente. em aubos as
equagoes (3.2.7) ¢ (3.2.8), 3, d; = 2 separadamente para as componentes hosonicas o
fermionicas reais.

Devido a argunentos de dimensionalidade, a lei de transformacio de supersimetiia

para as cowponentes o tem a seguinte forma (& pardmetro infinitesimal grasmannian

- T it . 11 T _ d - O
()E(I)a; = il(ci )a-; GH—](I)G.H] + Ei(ci )af “ ]d_r(bri.:_]_f (‘52(‘”
Para [ = 0. obtemos

6. D0 =<, 7 O] (3.2.10;
T Tag = T FED ot W :

Para I = M. obtemos
[,5’(1);1)' — },__1'(5_,'\;’) aaf_1 (_i(bj\-f 1 TR
I Fang ~ ! aag dT g _" L :

A dltima componente do multipleto se transtorma por wmna derivada total.  [sto ¢
wna propriedade muito importante, devido ao fato de que a integral desta componente
¢ invariante sob a transformacio da supersimetria e pode ser usaca para construir acoes
Ivariaites.

Uma oulra conseqitéucia iniportante da lei de transforinacao da dltima compoucite

estd presente 6 an wma dimensdo. Apenas neste caso pode-se redefinir esta conponente

d
Mo T g2 IS RIS
‘ T .
thas (ETIIJO'M : __.g._,l_l

e termos de alguma fungao lI’;if_z Esta correspondéucia é exata a menos de wila
TP S lescreve R LT ivial dlochra da < I Tr et A li-
constante €7 . que descreve a representagio trivial da dlgebra da supersimetria. A di

, . Vo2 . . il 2
meusionalidade das novas counponentes /=2 coincide com a das componentes o

Além disso, sua lei de transformacéo é do mesmo tipo. Usando as equagoes (3.2.11) ¢
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(3.2.12) obtemos
anr-1 Al 321310

CoT M -2 i
()ELDGM - = (Ci‘ )”'M GAr- 1t

Assim, 168 mostramos que até represcntagoes triviais da dlgebra da supersimetria do
supermultipleto {dg. dy. ..., dp-o2,dp-1, dv } sdo equivalentes ao supermultipleto
{dg.dy.....dpni-o + dag, dpres, 0}. Isto significa que o supermuliipleto inicial de COLPI-

mento M =1 € equivalente ao multipleto mais curto de comnprimnento M.

B evidente que o utmero total de componentes bosonicas e fermiénicas sao iguais,

-

Este procedimenro pode-se repetir M — 1 veszes de modo gue no final temos wn wultiplero
1

de dimmensio 2: {d.d}

Assiin

{dowdl-. sy dM—S:dM—2:dM—1:\dN]}
= {_dﬂ'} dl-. s dh-1—3: dM—2 + dM'. dM—l:O}
={dp,dy.....dp—3+dp-1.dm-2 + dm. 0,0}
= {d.d} (3.2.14]

il

Voltande ao exemnplo N = 2 apresentado acima. mostraremoes explicitamente
_— i,
— L3

!

equivalenca das cadelas {2,2} e {1,2,1}. Seja 7, =7+ (%_}r_;-'r;._ ™ =

Delinimos; supercampo quiral como
B(rp.n) = (7)) + ndl(r) = D) + 1dl(7) + sm® {7) (3.2.15)
¢ o supercampo antiguiral, ou conjugado,
—{ —1 -1} =1 i ;WU .. .
—7® (r) = sm® (7) 13.2.16)

Br.1) = & (15) — 7% (7R) = & (7)

onde:



B =L@y +ia]) | T =L@} 1)
Obtetnos o supercaipo real
(o) = B(rr. 1) + B(7p.7)

Fau componentes

B(r0%) = B0+ i @) + 0 (~°) (3.2.17)
on
(7, 7% = Red® + Pt — ﬁgl — %?‘;?}f?n@“
A equacao (3.2.17) é idéntica & equagdo (3.2.7) depols de fazer &% (1) = —£9° que

satistaz & redefinigio (3.2.12). Este ¢ unn exemplo explicito da equivaléncia einre os su-
permltipletos {2.2} ¢ {1.2,1}. Exemplos mais cowplicados sao fornecidos pela
representagio dos multipletos N = 4, {1,4,3}, {2.4,2} e {3.4,1} que foram usados
e [311,[32].[20] para MQS 1-d. [35] para MQS 2-d e [33],[34] para MQS 3-d respectiva-
mente. As correspoudentes componenttes dessas representacses sao ntorconeciadas pela
transformacio (3.2.12).

Ein principio. pode-se considerar o procedinento inverso, o alongamento do multi-
pleto, que comeca em {d,d}. Sé o primeiro passo ¢ trivial. A transi¢io do wnltipleto
{d.d} ao mudtipleto {d — dy,d.d;} pode ser feita comr ajuda da transformagao inversa
da equagdo {3.2.12) aplicada cin algwn nimero arbitrario d; < d da primeira componeute
do multipteto iuicial.

A possibilidade de alongamentos adicionais deve ser analisada separadamente em cada
caso parfieular.

Deve-sc observar que o caso dy = d ¢ perinitido. Mestrainos a seguir a correspondente
transformacac que une dois multipletos de comprimento 2. No primeiro caso, os hosons

te1l o spin mais elevado e no outro ¢aso sdo férmions os que tew o spin mais clevado,

13



Explicitamente temos para {d,d}. usando as equacoes (3.2.9) (32100 e (32,111 ¢

" N B 1
\ N [y _
fazendo: & =@, . D

=,

dsq)a - E‘Eici)a b“ph
d

8.0, = eH(C)y "—,, (3.2.18)
dr

Logo. no caso {0,d.d; = d}. usando também as equagoes (3.2.9),(3.2.10) e (3.2.11) ¢

fazendo: tDL‘” = ﬂi_—i\lf,, . @iz =,
d :
8 (—,) = £(C)Y, '
(57 Va) =27 (Ci)o "
o d, d
Gy = Ty C—{—, 1, (4.2 14
e (Coe dr " dr J (3.2.19

ou (3, = %llr'a)

—2l, 132,200

Para verificar que (3.2.18) e (3.2.19) estdo relacionadas, vainos fazer a transformagio:

{0.d.d, =d} — {d,d}. usando (3.2.20); fazcndo ¢, = 27,

g 1 b d
= {Ci)e "=y
Oeza (C ) dT f
8. Ty = £(C)p * s (3.2.21]

Estas sao as couponentes do multipleto {d.d} e tem a mesina forma que a (3.2.138).
Assinn podeuios concluir que, pelas consideragdes prévias, a classificagao do todos ox
superinultipletos de comprimento 2 fornece a classificagao de todos os superumlinpletos

de comprimento 3.
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3.3 Supersimetria Estendida e as Algebras de

Clifford Reais

O resultado principal da seqfo anterior é que o problema de classificar todos os sisteimas
da mecantea guantica supersimétrica N-estendida se reduz ao problema de classificar as
representagoes hredutivels (3.2.5) de comprimento 2. Simplificando a notacao .o —
L.....d ¢ onlumero de elementos bosonicos (e feriidnicos respectivantente) no multipleto
SHPOISIMEtrico,

Todos cles dependem da coordenada temporal » (X, = X, (7). #, = 8.(7)1. Semw

perda de generalidade consideramos os elementos bosénicos cowo os primeiros da cadeta

{d.d}. que pode ser yepresentada como um vetor coluna.

Xq
g = {3.3.22]
90
Entdo (3.2.9) se reduz ao segninte conjunvo de equagdes
(SEXH = 51(01)0. 0’90. = 5(8%2?\1’.)(1
- ERP d . i oy e
8cfn = H{Ca P X3 = i(£7Q, ). (3.3.23]
dr
onde, usando {3.1.2} obtemos
C.{-(-Yj + CJC? = ?;?'}t'j. 15324
o
C:C; + C,Ci = iny. (3.3.25)

J& que z;, X,. 6, sdo reais, entdo as matriges Cy, C; sdo imaginario e real

1'(‘H}){‘.(‘t.i vaimentoe,
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Noralizando

1
C"aﬁ = —=y
V2
- 1 _
C; = —=0, 13.4.26)
2
¢ ordenando wuma matriz
U [
I, = \ 03.3.277
g; 0

Eles formain umn conjunto de matrizes-I' de Clifford, de valor real do tipo Weyl (blocos

fora da diagonal) que obedecern as relagdes de anticomutacao pseudo-Euclideanias
{T.T,} = 2m,. (3.3.2%]
Inversamente. dade wn conjunto de matrizes-I' de Clifford de valores reais do tipo
Wevl pode-se inverter o procedinento e coustrulr as supercargas ();

0 25

1
1 (3,329
V2\ 51 o

com base da equagio {3.3.22).

Além das matrizes-17 de {3.3.27), no espago de vetores (3.3.22) existe uma matriz

IV que anticolmita coln as supercargas ¢ 0s correspoidentes mmeros fermionicos
1 0 s
I"NH = . i3.3.30
0 —1

Enn conjunto as matrizes (3.3.27) e (3.3.30) formam a representagao de valores reais
[y da dlgebra {(pseudo)-Euclidecana com assinatura (p + 1, ¢).
No lugar da equagdo(3.3.26) pode-se tomar
i
VoL
- 1 . ot
Ci = ——=0y, (3.3.31)

V2
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¢ ordenando ¢;. o; dentro das matrizes {3.3.27), vemos que agora clas obedecen relagoes

de anticonmracao {pseudo)-Euclideanas
{F‘.r-_._ FJ} = —2'?’}1'3', 13.3.32)

com i sinal oposto no lado direito, Junto com a matriz mimero fermionico (3.3.30}
a nova watriz I'; forma a represeutagio a valores reais da dlgebra de Clifford {pseudo)

1=

Euclideana com assinatura (g + 1.p). Este fato siguifica que a representacio de ¢,
¢ Cyr1,p Podem ser conectadas uma a outra. De fato, esta conexao é estabelecida pela

correspondeéncia
Iy =Tyl (3.3.33)

Assim. a representacdo da dlgebra da supersimetria (p. ¢)-estendida (3.1.2) estd em
correspondéncia um-a-um com a representacac da algebra de Clifford de valores reals
ooy~ Comrpe

Fin geral as dlgebras de Clifford reais forain classificadas cin [24] (para o caso compacto
q=0) e em [25] (1o caso ndo compacto).

A coustrugdo das representagoes do tipo {d,d} (ao longo das ecquagdes (3.3.230-
(3.3.300) 1o caso de assinaturas do tipo {(p.g)={N,0) foi efetuada em [22] {veja tambéim
241 onde a dimensionalidade assim como a realizagdo das matrizes-1" (3.3.27), fol descrita.
No Apéndice A nostramos urn exemplo explicito dag represeitacoes para ds SUpercargas
no caso (p.¢) = (4,0).

No easo da wétrica pseudo-Eudlideano com assinatura (p,¢) tal congtrugio usa ox-
tensivanente as consideracoes das referéncias [11]. Os resultados serdo apresentados na

RECAO SegIIILe,
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3.4 Classificacao das Representacoes Irredutiveis

De acordo com os resultados da secio anterior, a classificagio das representacoes dos
nltipletos frredutivels de wmna supersimetria (p, g)-cstendida estd e correspondencia
inl-a-tn coin a classificagao das dlgebras de Clifford €, , reais com a propriedade adicional
de que as matrizes-I" podein ser realizadas na forma de Wevl,

No que se refere & representacao matricial veal das dlgebras de Clifford reescrevenios
os resultados do capitulo 1 [11].

Trés casos podem-se distinguir para as representacdes reais. Estas estdo espectficadas
pelo tipo de soligdo permitida (a mais geral) para uma matriz S real que comuta cou
todas ag matrizes-1¢ de Clifford.

Asslin temnos
i} Caso pormal: neste caso S é multiplo da identidade.

i) Caso quase complexo: S ¢ mna cormbinacao linear da identidade e da matriz real J.

onte J% = —1.

i) Caso quaternionico: neste caso S € uwma combinagao lincar das matrizes E;, que
satisfazein a Algebra quaternionica.

A representagdo irredutivel real do tipo novimal existe ao satisfazer a coudicdo

Ny

7i, onde N = p+ ¢).

p-q=0.1,2 mod8 (A dimensionalidade ¢ dada por olz
No caso da representacio tipo quase complexa a condigio de existéncia ¢
p—g =37 modd
No caso quaternionico a condicio de existéncia é p — ¢ = 4,3,6 mod8. Nas duas
PR - . . . s [E]+1
altimas representacoes a dimensionaiidade ¢; 202177,

Ademais, vamos exigir uma condigdo extra para a represeutagas real: esta deve adunitiv

i realizacao antidiagonal por blocos para as matrizes-U de Clifford. Esta condicao ¢
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satisteita no caso normal para p — ¢ = 0 mod8 (que corresponde a4 exigéncia de 1ma
estrutura de Majorana-Weyl standard). No caso quasc-complexo ¢ p — ¢ = 7 maod¥ e, 1o
caso quaternionico, a condicao é p—q = 4,6 mod8. Em todos estes casos o representacao
real € irredutivel e dnica.

Os resultados anteriores podem ser resumnidos do seguinte modo. Expressamos a di-
wensionalidade da representacdo irredutivel da dlgebra (3.1.2) (independente do comnpri-
tnento A 4+ 1 da cadeia (3.2.5)) emn funcdo da assinatura (p.g).

Sejag=8k+m O0<m<Tep=8l+m+un1l<n<3{{=—-1 quando & =0 ¢

p» < ¢). Eutao a dinensionalidade do espago bosénico (fermionico) é dada pela expressao
d = 24k+4£+n1G(ﬂ-), ,"(3131 'I

onde a chamada funcdo Radon-Hurwitz G(n) ¢ definida comn ajuda da iabela que ¢ en-

contrada em [24]

2

6'7‘8

T340

2 8

G('n_.)‘l 4‘4‘8 8’8
onde Gnt = 2" r sendo o inteiro mats proxinoe que é igual on taior que o log, 1.

Umna segunda tabela til mostra quais os tipos de assinavura (p,¢) séo possivels de
obter wuna dimensionalidade dada dos espacos bosonico e fermionico. Para fazer isto
¢ couveniente wtroduzir a nocio de supershimetria maxiwmalinente estendida. A repre-
seutagao real Cyy (p — ¢ = 6 'mod8) para o caso quaternionico pode ser recuperado da
representagio quase-complexa Cpiy, 7 mod8, eliminando uma das matriges-I'.  Deste

mesno, modo a ultima representagao ¢ recuperada da representacao noral de Majoraua-

Wovl Oz apagando putra atriz I A seguinte tabela mostra estes resultados

Cp‘q - C-p+1_.q - C-p+2,r_:
G mod8 7 mod8 0 rnod8 {3.4.36:
| Quuternionica QQuase — comnplesu Norimal
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Az dimensionalidades das trés representacoes dadas acima sdo as inesmas. A represeiitacao
normal de Majorana-Weyl realiza as possivels extensdes maxinas da supersimetria.
compativels comn a dimmensionalidade da representacio.

Tentando descobrir a extensdo méxima da supersimetria podemos, portauto. limitar-
nos a considerar a representagiao normal de Majorana-Weyl e uma quaternionica gue
satiglaca a condicio p — g = 4 mod8.

Generalizando estes resultados, seja p = 81 +m + 8 + 4e € ¢ = 8k + s, onde « faixa
dos valoves &, Lon ¢ a mesma a anterior, enquanto € assume dois valores. distinguindo
0 caso Majorana-Weyl {¢ = 0) e 0 caso quaternionico (e = 1}, Ui cspago de o = 2

t

estados hosdnicos e d = 2° estados fermmionicos podein carregar o seguinte conjunto de

supersinietrias maximalmente cstendidas
(p=t—4z4+5—-3¢, g=t+1z2+¢—-3). (3.4.37)

owele o inteiro 2 = & — { deve asswunir valores no intervalo

| =
—

B -t—e) <z < -(t+5~-3¢), [3.4.3%)

N

para garantir que p > 0 e g > 0.

E comodo tambéim apreseinar as respostas na seguinte tabela

d {p.q)

24| (81 — 4k + 1.4k + 1), (81 — 4k — 2,4k + 2)
2N (81 — Ak + 2.4k +2), (81 — 4k — 1. 46+ 3) 73.4.39)
22| (8] — 4k + 3,4k + 3), (81 — 4k + 4.4k)

QU3 (R — 4k + 8, 4k), (81 - 4k + 5.4k + 1)

oude A ¢ inteiro comn a dnica condigao: p > 0, g = €



Para valores baixos da dimensionalidade d a solucoes sao dadas na tabela

d (p.q)

1 (1,1)

2 (2.2)

4 (4,0}, (3,3),(0,4) (3.4.40;
81 (8.0),(5.1),(4.4),(1,5),(0,8)

16, (9.1).(6.2), (5.5),(2,6).(1,9)
3 ‘ (10.2). (7. 3). (6,6). (3, 7). (2, 10)

Obviamente, a representagao (p'. ') com p’ < p, ¢ < ¢ também existe para a mesma di-
mensiotalidade ¢ Essas vepresentacoes sfo tambdém trredutivels aenos que ¢’ ou g’ scjan
mwto pequenos. Por exemplo, as representacoes d=16-dimensional sao irredutiveis 130 =0
para a assinatura (p, ¢)=(3, 5), tmas tamnbéim para os pares (5,4),(5.3),(5,2).(4.5).(3.5.(2,5).
ClgIanto as reprosentagoes para as assinaturas (5,1),(4,4),(1,5) sio encoutradas em d=¥

ditnensoes,

3.5 Conclusoes Preliminares

Ao longo deste tereeiro capitulo apresentamos alguns resultados relativos a teoria das rep-
resentacoes para multipletos rredutivels da supersimetria N-estendida 1D, T aspeeto
pectliar das dlgebras supersimétricas 1D consiste no fato de que os supennultipletos
forinados pelos d graus de liberdade bosonicos e os d graus de liberdade fermionicos.
acomodados muna cadeia com M + 1 (M > 2) estados de spin diferentes determina ex-
copeionalmente wn miltipleto 2-cadeia da forina {d. d} que carrega numa representagao da
supersimetria N-cstendida. Além disso, mostra-se que todos os multipletos irredutiveis 2-
cadela da supersimettia (p, g) estendida sao totalimente classificados; quando, por exemplo.

a condiciao p — g = 0 1mod8 é satisfeita, sua classificagio ¢ equivalente a wma de espinores
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de Majorana-Weyl o algum espago-tempo dado. O mitmero p + ¢ da supersinietria es-
tendida ¢ assoctado a dimensionalidade D do espaco-tempo gquando a dimeusionalidade
clo superuniltipleto 2d é a dimensionalidade das correspoundentes watrizes-I". No SeSIHTe
capitilo fareinos wma extensio dos resultados deste capitilo ¢ apresentaremos o classi-
licagaa das realizagoes ndo-associativas da supersimetria cstendida 1D, que sao bascadas

ua dlgebra divisional dos octoiuions.



Capitulo 4

Realizacoes Octonionicas da

Supersimetria Estendida 1D

Neste Capitulo, estenderenos os resultados do Capitulo 2 [37]. ¢ apresentaretnos a
classificacan das realizacoes nao-associativas da supersimetria estendida 112 que sdo fun-
daincutadas na dleebra divisional dos octonions,

A classificacao da supersimetria octonionica obtem-se ao acliar wina correspondéucia
ur-a-uni corn a classe de realizactes tipo-Weyl das dlgebras de Clifford onde as matrizes
totn entradas octonionicas.

Comegainos este Capitulo apresentando a classificacio das realizagoes octonionicas
das algebras de Clifford. Isto ¢ um ingrediente necessario para mtroduzir na proxitua
oo a classificacido das realizacies octoniduicas da supersimetria estendida 10, A seguir
discutiwos algins exemplos de sisteias dindinicos que aduiitem realizagoes octononicas
da supersinetria estendida. Ao fim do Capitulo, faremos alguns comentarios adicionais
de nossos resultados, mencionando entre outros, a possivel relevaudia da classificagao da

supersimetria octonionica 10 na redugae dhimensional da corda ¢ da teorla-M octomomiea.
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4.1 As Algebras de Clifford Octonionicas

A classilicagao das supersimetrias estendidas 1D é baseada. comno foi dito na introducdo
deste Capitundo, na classificagdo das dlgebras de Clifford [11].

No Capitulo 1. foi apresentada a classificacio e construcao explicita das &lgebras de
Clifford. Na Tabela 1 mostramos as algebras de Clifford maximais construfdas a partir das
chamnadas “dlgebras de Clifford maximais primitivas™. Estas, podent ter representacoes
reals, guaternlonicas ou octoniomicas. Nesta se¢ao vamos reescrever a rcalizacao das
dlgebras de Clifford da série C(0,7 + 8n) chammada “série octonionica”. Esta siérie tein
duas representacoes, real ou octomonica. No caso real, temos que construir primeiraiente
as matrizes 8 x ¥ que rvealizam a dlgebra de Clifford C{0,7) (1.2.19). A construcan do
resto dag dlgebras de Clifford reals da série C(0, 7 + 8n) fol apresentada no Capitulo 1.
cquacao (1.2.21).

No que se refere a realizagho octonionica, denotamos por Co(0,7) & reahzacio oc-
toviouica da dlgebra de Clifford cuclideana 7-dimensional.  Esta realizacio alternativa
para a algebra de Clifford C(0,7) é obtida identificando os 7 geradores cout os 7 octonions

imaginarios () que satisfazemn a relagdo algébrica

T T = "*OU -+ Cijkaa RN I
para 4. j. &k = 1.---, 7 com Cyyp sendo a constante de estrutura octonionica totalimente
anti-sunétrica dado por

B ; Y,
Chog = Crar = Cigs = Cage = Cogr = Cypy = Cypr = 1 [L1.2

Devido ao cardter ndo-associativo do produto octonionico (4.1.1} (a condicio fraca da
alternatividade é satisfeita, veja [47]), a relagao octonionica nao pode ser representada
pelo produto de matrizes ordindrias e €, portanto, unia realizacao distinta ¢ ineguivalente

desta algebra de Clifford euclideana com respeito ao caso C'(0, 7).
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Observamos que, uuma aplicagao iterativa dos algoritmos cq(1.2.14) ¢ (1.2.15) na
C'2{0.7), obtewos realizacdes matriciais com entradas octoniduicas para as séries das
dlgebras de Clifford maximais C(m,7 + m) e C(8 + m,m — 1). para valores civos
positivos de m {m = 1.2,...). Estas realizacbes sdo denotadas por Co{im.7 + m) o
({8 4 mom — 1) respectivamente. A dimensionalidade das correspondentes matrizes-T.

ditm — I'> com valores octonidnicos sdo 2 x 2™, veja a Tabela abaixo.

dimn—1- Ix1 * 2x2 % 4x4 *x 8&x8 --- 2k 2m

{(18) — (29 — (3,100 - Cg{m. 7+ m)

9.0y — (10,1) — {11,2) -+ Cgp(8+m,m— 1)

Ein conseqiiéncia. todo o conjunto das dlgebras de Clifford maximais ¢ priwitivas
Co(0,7 4+ 8n) (0 =0,1,2....) e seus descendentes, sdo representados com alrizes com
entradas actomduicas, agindo em espinores, (e agora vamos interpretar ¢oino vetores
coluna tomando valores octoniduicos,

Podemos construir em forina explicita as realizagoes das algebras Cop{1.8) ¢ (7(9.01.

Assim. Leinos para Co{1,8)

| 0 7 0 1 10
Cafl 8) = .

7 0 -1 0 0 -1

E. para Cg{9.0).

o
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Cp(9.0) = . : , (4.1.3)

owcde 7 =1.--

O caso C1:(9.0) serd de utilidade na construgdo da representacio Ce (8.0} que sera
- . . i 10
usado na secao 4.3 deste Capitulo. Assim de (4.1.3) ao apagar a tatriz
0 -1
oblemos a realizaciao Ca(8, 0).

4.2 A Supersimetria Estendida Octoniénica 1D

() objetivo desta se¢ao ¢ fornecer a classificacdo da Supersimetria. Estendida Octonionica
112 [38]. Mais precisamente apresentamnos a lista das snpersimetrias octonionicas tasi-
mais suportada por multipletos pequenos de “n” campos hosonicos ¢ “n’" campos fenniotticos,
Este resultado ¢ bascado no trabalho de Toppan e Pashnev [37] e nos resultados dos
capitilos auteriores. Pode-ge recuperar a extensao octonionica lazendo wina adequada re-
stricao das térmulas de classificagao de wina representagao real da supersimoetyia estendicda
1D [37].

De fato, a realizagio octonionica das dlgebras de Clifford ineximais sao obtidas con-
siderando a série Ce{0,7 + 811) {veja sccdo 4.1). Nao existe contrapavte octonionica nas
séries (1.0} e C{0, 3 + 8n}.

Relenibrando o Capitulo 3, a correspondéncia uim-a-um da supersimetiia 10 estendida
o as aleebras de Clifford tipo Weyl de valores reais é obtida ao considerar que os geradores

da supersinetyia (Q; satisfazen a seguinte dlgebra de supeysimetria

{Q:«Q;} = ?}‘-;_?'H.. {4.2.41



Os geradores com méirica pseudo-Euclideana generalizada iy de assinatura (p.g) sao

Qi = —= , (4.2.5
V21 .m0

. 0 o
I, = (4.2.6)
ag; 0
satistazendo

Logo, para construir os geradores da supersimetria @; s6 é necessdrio conhecer as dlgebras
de Clifford.

Pode-se recuperar a realizagdo octonionica considerandeo as wmatrizes o;, &; comn
entradas octonionicas, em lugar de matrizes com entradas reais.

Da se¢ao anterior, sabemos que as matrizes ', tipo-Weyl com entradas octonionieas
satisfazeln & equagdo (4.2.7), ¢ cstas sdo recuperadas da dlgebra de Clifford maxinal

0
derivada da série Cg(0, 7+ 8n) depois de eliminar a matriz diagonal . Isto nox

0 —1

deixa duas sérics de supersiinetrias octonionicas maximalmente estendidas de assinatura

(p.gq) isto é

(m,8 + 8n + m) {4.2.%)

(8 + &n + m,m), (4.2.9;

para valores ntelros n,m > 0
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Em ambos os casos o nimero de componentes bosonicas octonidonicas, assiin ¢omno as
fermidnicas ¢ dado por 2"t Notemos a equivaléncia de (4.2.8) ¢ (4.2.9) sob a troca de
P = q.

Estes resuliados podem ser resuimidos como segue: as classes inequivalentes de
realizacoes octonidonicas lrredutiveis da supersimetria maximalmente estendida atuando
el multipletos octonidnicos de d = 2% bésons (igual ao ntimero de férmions) sao dadas

por
(24 8(k+1—-x)z+8l—-chk+1—u1a)). (4.2.10)

para o valor ntelio 0 <o < kes=01

Dara valores de wenor ordem pode-se construir a seguinte Tabela:

(p.q)
d=1 (8,0), (0.8)
1-2| (16.0), (9.1), (1.9). (0. 16)
e “ (24,0). (17.1),(10.2), (2. 10). (1, 17). (0. 24)
d =% (40.0),(33,1),(26,2), (19,3). (12,4), (4, 12), (3, 19), (2_26) (1,33). (0,40}

Naturalinente. realizacoes irredutiveis da supersimetria estendida octonionica nao-
maxinial sdo recuperadas desta ltima tabela para valores (/. ¢}, com p’ < pe g < .
desde que . ¢ udo sejam muito pequenos. Por exemplo, a vealizagio irvedutivel 2 +72
dos octonions (8.1) C (9, 1) & encontrada, enquanto a realizagao iredutivel (8.0} jd esta

presente na nltina tabela no caso d = 1.

4.3 Sistemas Dinamicos com Supersimetria Octonionica

Nesla £0¢a0 apresciitanios alguns exemnplos de sisteinas dinainicos que aciitem

ivariancia sob supersimetrias estendidas 1D octonionicas.
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O primeiro exemplo de uma realizacdo nao-associativa oclonionica de wima SUDErsine-
tria 1D ¢ dado pela realizagdo octonionica N = 8. Esta é associada, de acordo comn os
resultados das segoes anteriores, ou [38, 12], a Co(8,0) e estd expressa el terinos de ma-
Lrizes 2 2 com entradas octonionicas. Explicitamente, 0s oito geradores da supersimetiia
(o Q@ parai =1,2,...,7 sao,

) i 0 1 1 0 T
QU = —= . Qt' = = . (1.3.11}
oude 7 sd0 o8 octénions lmagindrios e H ¢ o hamiltoniano.

A supersimetria anterior pode também ser expressa numa linguagein octonionica. [sto
rorresponde ao caso mais simples (para £ = 1) de uma classe de supersimetria oetonionicas
genteralizada de dimensdes elevadas estudadas nas tcorias de supercordas, teorias-M e etu
(veja [397). Podemos. de fato, introduzir a supercarga octonionica @ e seu conjugadv

octonmonico @ através de

Q = QU+\%_L.=1;I?QTD

1 i
o - -~ . (4.3.12]
- 2 0 |

(89198

1 0 1 _
Q = —= _ (4.3.13]

V2 -H 0

Em conseqiiciicia, a realizagao octonionica N = 8 pode-se cscrever assiin

{Q,Q}={Q,Q} =2H,
{Q, Q) =0. (4.3.14]
Ja indicamos que o caso octonionico N = 8 ¢ uma realizagao inequivalente da snper-
stunetria 1) N = 8 com respeito ao caso padrao N = 8, obtido trocando 0s scte vctdiions
lagindrios 7; na equacao (4.3.11) com as 7 mmatrizes 8 x 8 {(associativas) dadas e (1.2.19)

E
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O modo mais conveniente de nos convencermos da inequivaléneia entye as realizacoes
axsociativas ¢ as nac-assoclativas para N = 8, cousiste el apresentar mn sisteina dindnnieo
gue =6 admite invariancia sob a realizacdo octonionica N = 8. Ui exeniplo disto ¢ dado
pelo KdV N = 8. Devido a auséncia da extensdo central para as dlgebras superconformes
N-cstendidas com N > 4 [40], as equactes superKdV sé existemn pava N < 4. De fato. a
extensao central de Virasoro ¢ nccessdria para produsir o termo de derivada de ordem 3
que entra na cquacao KdV. Por outro lado, o teorema no-go que linpedia a construcao de
sgnacoes superKdV para N > 4 pode ser superado,
construnda uma algebra superconforme ndo-Jacoblana como a ASC N = 3 nac-associativa.
ineroduzida ewn [13]. Esta dlgebra pode apresentar extensio central e é constderada como a
senceralizacdo dos colchietes de Polsson para uina extensao supersimeétrica nao-assoclativa
da KdV. Em [36" provamos que existe s6 uma de tals exteusaes, a N = 8 KdV invariante
sob mna supersietria octonidnica N = & global.

Das consideracoces apresentadas acima. é claro que nao existe superKdV &V =3
fiudamentados no N = § agsociativo, ja que este é impedido pelo teorcina no-go.

As cquactes da superKdV N = 8 séo cxplicitamente dadas por

I = =T" 12T — 6Q7Q, + 4.J! J;,
O = Q" —6T'Q —67TQ —4Q" ], +20Q.J/ —2Q,J..
Q) = =07 —2QJ —6TQ, —6T'Q; + 20 J +1Q"J; —

20(Q T — Q) — 2Q5 i),
J o= —J" AT, — ATT +20Q, + 2Q'Q; — CuuldJ) +2Q,Q4). (4.3.15)

(0 ponto e a prima denotam a derivada temporal e espacial respectivamente). Eles en-
volver oito campos bosonicos T,.J; ¢ oito campos fermionicos Qo = @, ¢ (= 1.. ... 7).
Note u presenca das constantes de estrutura octonionicas Cijp.

Logo. as transformacoes de supersimetria global N = 8 que deixam o sistema de
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equacoes [4.3.15) invariantes sdo geradas por [ drQ,(z), paa a = 0.1... .. 7. sob ox
colehetes de Poisson da ASC nic-associativa N = & [36]. Eles coincidemt cotn a trans
formacao (4.3.11} jd que o hawiltoniano é definido como H = ;% Note que. devido ao
fato dos campos da superKdV N = 8 dependerem das coordenadas espaciais e temporals.
o as transformacoes de supersimetria N = 8 86 dependerein da coordenada cspacial ». a
dependeéncia temporal serd “congelada™. Podemos ler essas transforinacoes divetanente
dos geradores da supersimetria octoniénica N =8 1D mostrados aciina.

Outro exemplo de um sigterna dinamico que ¢ invariante sob supersimetria octonionica
envolve as “spiuning particles” octonidnicas. A generalizacao octonionica das
“spluning particles™  com valoves reais € descrita por campos bosouicos cowr valores oc-
tomonicos: ¥ = g + Z;‘ ;7 © campos fermionicos também octonionicos: & = vy — w7,
As supercoordenadas o, vy (associadas aos octénions imagindrios) podeun ser consider-
adax cono as supercoordenadas associadas com a 7-esfera S* [41], j4 que estailiing pode
ser descrita pelos octonions imaginarios.

A acao livre ¢ dada por

d2
1/ sz 0 £
R —/(r’.t-t?"{(;r.:"‘._*u'ﬁ-'*) e 3 i4.3.16]
2 . if .
0 pTs &

onde fr denota o trago da matriz e a projecdo sobre a identidade octoniduica Ty 425
euquanto “+ denota a conjugacio octoniduica ver (4.3.12).
Esta acao livre ¢ invariante sob supersimetria octonitnica N = 8. As transtorinagies

(e atllat 1os carpos compoientes sio dadas por (Veja Apeéndice B)

in

050;150 = %po‘ Zobor; = %ﬂ"?}:

S oai. . E0 . - S, — £Q s
codotiy = “Edg,  Sodoty = SEIy. .
V2 V2 (1.3.17)

TP ST IOY NERY SO S U NFIP A
sidire = — i £l “Hdijti »KEC,__.”,.{ i

515.1:.'['.{'?0 = ?—"E.’I:i, 5-;'0-515";,»' = —7_‘5()53-:1?0 + ;f‘,‘j(_./iﬂ-‘-fl"k,



onde sy, 55 sA0 pardmetros grasmannianos.

A classificagdo das “spinuing particles”™. ¢ invariante sob supersimetria (p. ¢)
generalizada. Isto é wma conseniiéuria finediata das [Srmulas da classificacio para as
supersunetrias octonionicas aprescutadas na se¢ao anterior.

A construgao das “spinning particles” octonionicas segue dirctamente do caso aqui

apresentado para N = &, isto, ¢ a supersimetria octonionica (p = 8,.¢ = 0).
4.4 Conclusoes Preliminares

Ao longo deste terceiro eapitulo, estudamos a classificagdo da supersimetria estendida 1D
octoplonica. fornecendo gua classificacio que atua mun multipleto pegueno de "n7 canpos
hosonicos e “n” campos ferminuicos.

A observacdo chave. que permite a classificacao da supersimetria octonionica. con-
siste e observar que elas estdo numa correspondéncia wn-a-unn comn a classe deoreal-
izacoes tipo-Wevl das algebras de Clifford. expressas atraveés de matrizes com entradas
octonionicas. “Tipo-Wevl”significa simplesmente uma sub-classe de matrizes na dlgebra
de Clifford que pode ser “promovida” para ser elementos fermidnicos na superalgebra.

A classificacan das supersimetrias octonionicas pode ser extraida da classificagao das
dlgebras de Clifford octoniouicas. Tabelas explicitas foram construidas, expressando o
miero de supersimetrias generalizadas (p, ¢) (para p valores proprios positivos o ¢ valores
proprios] suportado pelos wultipletos de campos n = .

Menciomamos também que a realizagao ocronitnica pode ser posta e corvespondencia
comn uima sub-classe da representacio associativa de uma supersimetria estendida 1. Ba-
sicamente, isto pode ser feito substituindo os sete octontons inagindrios por sete inalrzes

antisimétricas produzindo a algebra de Clifford Euclideana {0, 7). As realizacoes da su-



persimetria nao-associativa ¢ associativa perinanecem, nao ohstaite, inequivalentes, Este
ponto pode ser melhor compreendido observando que sistemas cown invariancia N = -
octonionica, como o N = 8 KdV, de fato existem, enquanto. por outro lado, é conheeido
(devidp ao teorema no-go discntido ueste capitulo) que uao pode ser construida wna K\
N = 8 estendida baseada muna superstnetria N = 8 associativa.

Apresentamos tambéin um outro exemplo explicite de wn sistemna dinamico que ¢

Invariante sob a supersimetria octonionica, no caso as “spmmning particles” octonionicas.
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Capitulo 5

Simetrias Residuais Centralmente
Estendidas em Presenca de um

Background E.M. Constante

A construgio da Teoria Quantica de Campos (TQC) em presenga de um backgrouud
Electrontagnetico (ML) externo {coustante). tem ganhado muito interesse com a oh-
servagao de Seiberg-Witten [49], que mostra que a teoria, mun background EAL pode
reformular-se como uma teoria de gauge nao-comutativa.

Por outro [ado a observagao de Seiberg-Witten pode inspirar wn ponto de vista com-
plementar e nais “conservador”, isto é a pesquisa de uma TQC ein alenn
hackpround constante Imerso nuna estrutuwra do espago-teiipo com a conmtacao padrao.
E este ponto de vista que vamos seguir neste Capitulo. A perguinta que faremos é: quals
siietrias sobreviverdo no caso livre, para wn sistema deserito pela TQC mun hackground
cotlstanre” Aquelas algebras de shmetria que sobrevivem siao cltamadas “siimetrvias
residuals” [18]. O termo “residual” poderia ser cuganoso, j4 que parece sugeriy que tais

sitnetrias formam uma subdlgebra da algebra de siinetrias originals. Prova-se que este
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1o ¢ 0 caso.

O probleina de determinar a dlgebra de simetrias de wma TQC em prosenca de
backeround F.AL fol resolvido, em um caso muito especifico. nunt modelo bogonico cou-
plexo massivo livie bi-dimensional acoplado a wmn camnpo de gauge externo [50]. Provou-se
nesse trabalho qne sua dlgebra de simetrias coincide com a dlgebra de Poiucaré central-
mente estendida em (141) dimensdes. previamente pesquisados na série de artigos 51].
[52].

Neste capitulo nds estendemos os resultados do [50]. Usando unicaniente dlgebras
de Lie e um mérodo independente do modelo, computamos a sdlgebra de simetrias de
diferentes classes de TQC acoplada a uin background E.M. externo. Vale a pena enfatizar,
que devido a presenca das extensoes centrais . as simetrias residnals ndo sdo subalgehras
da dlgebra de simetrias originais, na auséneia de um background E.M. {tal algebra ¢ dada
pela soma direta da dlgebra de Poincaré com a carga global T7{1)).

Mais especificainente, mostrainos neste capitulo que a algebra de snnetvia residual
de nma TQC D = 3 invarlante de Poincaré nuin background E.M. constante genérico
(|E| # |B|) ¢ dada por wina dlgebra de Lic 5-dimensional w{1} & P(2) , onde P, (2) ¢ a
dlgebra de Poincaré em 2 = 2 centrahmente estendida cuja assinatura, Minkowskiaua ou
Euclideana, ¢ determinada pela intensidade relativa do campo clétrico externo constante
v.s. 0 calnpo maguético {o caso especial an que o cammpo elétrico ¢ igual ao campo
ulagnético também é computado explicitamente).

Aléun disso, estendemmos cstes resultados para computar a superdlgebra residual mnna
teoria supersimétrica, na presenca de um background E.M. constante.

Cowmputa-se também a simetria residual para uma TQC invariante de Poincar¢ em
2 = 4 nun background E. M. genérico constante. A simetria resultaute € wmna dlgebra de

Lie 7-ditnensional.
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A dlgebra de simetria residual na presenca de wn hackgrowid E.M. nao-constante
també fol computada, nesta tese,

Na primeira parte ilustramos o método algébrico de Lie que permite. nuna maneira
independente do modelo, determinar os geradores das simetrias residuais e a COTTOSPOL-
dente algebra. Depols apresentamnos a glgebra de simetria residual resultante Para ding
TQC e D =3 na presenga do campo E.M, constante. Na sccio 3 o caso supersimétrico
¢ tratado. para o caso especial de uma teoria livee em (24 1) diwensdes minimamentc
acoplada a um campo externo A, que descreve o background E.M. constante. Na
segao 4 ¢ tratado o easo das dlgebras de simetria residunal para ma TQC mun
espago-tempo de Minkowski ordindrio D = 4 emn presenga de win background E.M. con-
stante. Finalmente, na tluina se¢do, o caso de mn background E. M. nao constante ¢

tratado para alguns casos especificos.

5.1 As Simetrias Residuais e seus Geradores

Por simplicidade vamos discutir o caso de simetria residual para wma teoria de campos
gendrica Wvariante de Poincaré cin (2 + 1) dimeusdes, acoplada a win backgronnd F. Al
externo constante. A generalizacio para dimensdes malores é direta e imnediato.

Agsin, e auséicia de campo electromaguético externo, a acio 8 ¢ invariante sob
sitmetria de 7-parametros. dos quais 6 sdo geradores de Poincard que ao atuar no cainpo

ex¢alar sao represeutadas por

P, = —ig,,
My, = (2,8, — 2,8,) (5.1.1)

(& assinatura escollida ¢ + — —)

O restante gerador de simetria corresponde a Carga global interna U(1), que denota-
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mos como 2.
Alén disso, sopomos que, na a¢éo S, a dependéncia no campo de hackground cldssico

& expressa enl termos de derivadas covariantes.

D, = 0,—ieA

e
sendo e a carga clétrica.
Na presenga de campos elétrico ¢ magnético externos e coustantes, o tensor de inten-

sidade de campo F* = gFAY — VA% é vinculado a satisfazer

Fg..,; — Ei, Psij — EijB, ['5_1

g =0,1.2c4, 5= 1,2, Os campos E* ¢ B sdao constantes. Sein perda de generalidade

1

- I 2 - - T by
08 cixos expaciais ' a? podemn ser rodados de modo que E' = E. £% =0,

Para recuperar (5.1.2), o campo de gauge A, deve depender. guando mnuito. linear-

moente nas coordenadas 2 = ¢, z! = 1 e 22 = y. Explicitamente, pode ser oscrito da

sestinte foria

Ay = ant+ asx + oy
A = Bit+ For + Hyy

Ay = mt+ e+ vy
A transformacao de gauge:
A7 1 ) 12 (5 0y
A, — A=A, + ;dﬂ_u(:r ) (5.1.3)
permite escolher convenientemente o gauge-fixing para A,

Ay = 0,

B ; \
AT'. = E-it"“gff_jiﬂj. (GL-I-'
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A escolha aciina é win bom gauge-fixing no sentido de que fixa completanente o
gange, derd logo evidente que as simetrias residuals sdo certamente simetrias fsicas.
nidependentemente da escolha do gauge-fixing.

Devido a (5.1.4), a a¢fo S depende explicitamente das coordenadas 2, que 4,
weorpora. O modo mais simples de computar as propriedades de simetria de unia acio
comno S, que depende explicitainente das coordenadas, consiste em efetiar o sCoIInte
trugque. No inicio A, € considerado na mesina base que os outros cainpos que S incorpora
e supolos que se transforma como um campo vetorial padrao sob a trausforimacio de

Poincare global. isto &,

‘4”!(1.&?) — AHUAU(:KP), { ‘

!
—
sy

para = A* e 4 af

De rualguer modo. para uma transformacao de Pomcard nfluitesimal gendérica. o
campo de gauge A, sob a condigdo de gauge-fixing (5.1.4), nao ¢ mais invariante sob
Poncar¢. Lembrandoe dp ponto de vista de uima transformagao ativa, s6 os rampos sao
transfonnados e nao as coordenadas espago-tempo. A, & no fundo, wmn campo ficricio.
mserido va a¢ao para levar o conta a dependéncia da § nas coordenadas espaco-tem)o
devido a presenca do background ndo-trivial. Portamto, a transformacao infinitesunal toral
dA, pode-se anular, Este resultado pode ser alcancado ao encontrar wma transforinagao
de gauge infinitesiimal (5.1.3) 6,({4,,) para compensar a transforniacio de Poincard

infinitesimal dp A, isto sc a seguinte condigdo ¢ satisteita.
§(A,) =0p(A,) +6,(A,) =0 (5.1.0)

56 aquetes geradores de Polucaré que adinitern wina transfortnacac de gauge de
cotupensagio, satisfazendo (5.1.6) fornecem a simetria da agio S (e incorporam, con-

sequentemente, a algebra de simetrias residuais). Esta é mna consequéncia da suposicio

68



original da invariancia manifesta de gauge ¢ Poincaré para a a¢do S acoplada a ui campo
de gange A,

Observe-se que os geradores de Polucaré originais sao deformados pela presenca de
tertos oxtraa associados as transformagdes de gauge de compensagho. Denotawos por p
o gerador de (5.1.1) que "sobrevive”como uma simetria na presenca de um background

externo, O gerador efetivo da simetria residual é

po= p4+{...0

onde (...) denota os termos adicionats que surgem das transforinacoes de gauge de com-
pensacao associadas a p. Tais termos adicionais (.. .) dependem do gange-fixing.
QO gerador de simetria residual™ psé pode ser expresso nuin modo que depende do gauge.
De gualquer modo, duas escolhas do gauge-fixing sao relacionadas por wina transformacio
de gauge g. O gerador de simetria residual no novo gauge-fixing, denotado como p. ests
refacionado 4o precedente por uma transforinacao adjunta
p = gpg . (5.1.7)

Portanto a algebra de simcetria residual nao depende da escolha do gange-fixing ¢ ¢
ulla caracterizacdo verdadeiramente tisica da agao S.

Os termos adicionals (... ) sao necessarlamente lineares nas coordenacdas espaco-tempo
quando associados a win gerador de traslagao, e bilincares quando sao assecados ao ger-
ador de Lorentz sobrevivente (para um background E.M.). Sua presenga hnplica o surgi-

meto do tenino central no comutador dos geradoves de traslagao deforinados.

5.2 As Simetrias Residuais Para Poincaré em (2+1)D

A dlgebra de shnetrias residuals de wina teoria de Poincard em (2 + 11D envolve. alén do

verador Z da U(1) global. trés translacoes deforinadas ¢ apenas wmn gerador de Loveatz
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deformado (os dois geradores restantes sdo quebrados).

1 . . ‘e N et . - o~ - P
Com a escollia do gauge-fixing (5.1.4), traunslacdes deforinadas sio explicitamente

dadas por

JD[_) = “?I(;)r + f_’.E.L'._
. €
Pl = —zdr — §By,
. €
Pg = —?,dy + 53:1'3, (3.2

O gerador deformado da simetria residual de Lorentz (M) ¢ explicitamoente dado. no

mesmo gauge-fixing, para £ = 0, por

M = i(zd,+t3,) - ’:‘:E(If)’dr — wily) —

e, o . ._ :
i(Ef.“ + Ex? — Bty). (5.2.91

Asshn. a aleebra de siinetria residual é:
(]

[Fo. ] = —iEZ,
Py = o,

[P, P) = iBZ,

[L'r. JD(;] = —FP] .
[ﬂ-f Pt] = ——FPD + I%Pg
[ﬂyf, Pz] = —igpp {H.2.10;

A carga 7 da U(1) ndo esta mais desacoplada dos outros geradores de simetria. Ele agora
aparcce cn (5.2.10) como uma carga cenvral.

Notar que a dlgebra de simectria residual ern (1 + 1) dimensdes (computada cm '50.
para unl modelo especifico) € recuperada da subdlgebra Fy, I, M. Z. Isto corresponderi

a dlgebra de Poincard 20 centralmente estendida, completamente estudada em [52].



Os cinco geradores da dlgebra de Lie ndo-simples das simetrias residiais adinitont wi

apresentagdo mals conveniente. O gerador
Z =BP - EP, (5.2.11;
comuta com todos 08 outros geradores *
[Z.4] = 0, 5.2.12]

de modo que a dlgebra de simetrias residuais é dada pela soma diveta de w(1) e da dlgebra

cle d-geradores. Esta (ltima dlgebra ¢ womorfa a dlgehra de Poitncaré D = 2 centralwent e

estendida. Esta dlgebra ¢ do tipe Minkowskiana ou Euclideana dependendo se |E] > |Bi
ou |E] < |B| respectivamente (o caso |E| = |B| é degenerado). Este pomo pode sor

mtultivaniente compreendido devido & predominancia do efeito elétrico ou magnético (na

anscncia do caanpo elétrico a teoria € manifestamente nvariante roracional, de maneira gue

o gerador de Lorentz ¢ associado com a simetria Euclideana). Nés temos para |B| > |E
(e a dlgebra
[Sl._Sz] — f?,
(M. 5] = iS5,
(A, 8] = —iS, (5.2.13)
¢ reproduzida por
- E
M = M
B? _ |2
B
S) = Fy— EPE.
B2 — F? .
guando, para [E| > |B| a dlgebra
[Tl,_Tz] = !ZA'



AL 7)) = 7o

(M. Ty = iTy. (5.2.15)
¢ reproduzda por
[y S R V)
2 _ 132
B
o= R-— Epz
F2 _ g2
T, = —-*—IE:——*“‘-II‘)M 2.2.1461

onde 72 ¢ Z sao proporcionals a Z.
A Algebra de simetrias residuais do caso (2 + 1)D. para valores genéricos de F e B (b
caso especial degenerado |E| = |B| é discutido depois) ¢ dada, conseqiientemente. pela

soma direra
u(l) & P(2). (5.2.17)

Pode-se facthuente provar que {5.2.10) sdo as dlgebras de shuetria residuals mesimo

para £ = £B. Como antes, o gerador (5.2.11) Z = B, — EP, (agora Z x Iy — Pl

comta com todos os outros geradores. De qualquer modo ele aparece no lado diveito dos
comitadores. A dlgebra de simetria residual resultante ndo é mais a soma direta de w(1)
¢ dog quairo geradores da algebra. E wna dlgebra de 5 gevadores que admite duas cargas
contrais distintas Z e Z. Apresentamos isto emn forma explicita, rut termo dos 5 geradores

e P, M, Z, Z. satisfazendo as relagoes de comutacio

[ID{]. Pl] - —?EZ,
(M.B) = —iP,.
M, P = —é—z (5.2.1)



9.3 A Supersimetria Residual

Vale a pena investigar o papel da supersimetria residual Para ua teoria supersiinétrica
acoplada a wn background E.M. constante. Em principio. isto pode ser consegnido os-
rendendo o mdtodo discutido ua segio 2 na aplicacio aos supercampos. Em particidar,
a teoria de gange poderia ser descrita por wm supercampo vetovial, veja (53], O faro
de tennos que trabalhar nas componentes e na presenca de campos auxiliares. torna a
computagao mais complicada do que no caso puramente bosénico. Urmn ponto de vista
ninite mials pragmatico sera adotado aqui. As caracteristicas da supersimetria rosidual
podem Ja ser conseguidas ao vestigar um modelo especifico. gerado por wn espinot ¢
complexo livre e por min béson ¢ complexo livre, suplementados por wm campo auxiliar

£, complexo e morando, como antes, em (2 4+ 1) dimensodes.
L = ¢I"Jw+ 0,000 — \/5(0#_@-')* FP 4 gty + F I (5.5, 19,
(Quando esses campos sdo minimamente acoplados por um backgound E.M. (¢, — D, =
&, —ied,). o novo lagrangeano é dado por
o It grang
L = -E‘F‘“D#-Q} + D, "DV e — v@(’Dpo"‘F“ + Doy + F FPT (.20
Eimn auséncia de wm background E.M. externo a agdo é invariante off-shell sob ax
rransformagoes de supersimercria
Gy = Fy.
O‘{f} = EF“‘@#@*,
8F, = V2%, (5.3.21)
¢ suas conjugadas hernutianas.
As transforniagoes acimma fecham on-shell, obtendo-se a dlgebra da supersiimetria
[01,02] = [EI"e — & 17,0, (5.3.22)
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Na presenga do background E.M. constante, ambas (5.3.21) ¢ (5.3.22) sdo vespec-
tivamente mvariantes off-shell e a superalgebra on-shell, substituindo 3, pela devivada
covariante D, em termos do campo de background externo A,,.

Vale a pena indicar que as “translagoes deformadas™#, em (5.2.8) (17, = &, — ic K.
com Ay = - Ern. Ky = ;—3-9., Ky, = wfg:;,‘) nao coitcldem com as derivadas covatiantes,
Mas podem ser considerados como as derivadas covariantes para os camnpos invertidos

K — —FE. B — —B. Entretanto, sob uma inversio do espage (x — —x, y — —y) acres-

centacdo por mma transfornagao de gauge couveniente comn o gauge-fixing (5.1.1) (veja

—

também {5.1.7). com uma transtormacdo de gauge o dado explicitamente por o = “E¢yp).

|\.'-|

podemos identificar as “translacdes deformadas”com as derivadas covariantes. Visto que
as transforinacoes de supersimetria em diferentes gauge-fixings sao relacionados pela trans-
formacio adjunta (5.1.7), (5.3.22) garante que os geradores da superdlgebra sédo relaciona-
dos pela adjunta. ndo obstante o gauge-fixing escolhido.

O resultado principal pode ser expresso como a indicagio de que os geradores da

supersimetria residual na presenca de win background constante podein ser considerados

cowo as “raizes quadradas”das translacoes deformadas correspondentes.

54 A Simetria Residual em 4D

Em D = 4 dimensdes, para valores genéricos do campo clétrice e magnetico constante,

1 gange-fixing conveniente ¢ tornecido por

A, = 0. (5.4.23)
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. o -
Sews perda de generalidade vamos supor que o camnpo magnético externo B constante

scja paralelo ao eixo z, enquanto E), Fy denotam as componcutes do campo elétrico

CXTET10, respectivamente paralelo e transverso ao B. Yo que segue, constderamos o caso

EVEy, B#0

Agsitn, {5.4.23) gera 0s campos

b

ol

Os geradores de translacao deformados sao

P,

P

By

No que diz respeito aos geradores

externo. Eles sio dados por

= (E1, £5.0),
= (B.0,0). (5.4.21:
~ith — e{Ehar + ).
—0y.
—idy,
—id, — eBy.
(5.4.25

e Lorentz, s6 2 deles sobrevivem no hackgronnd

i3 B E} + B? E}{ - B%).
: = oyl — L B —— — = . =
A zhlgd iz, —i—shlfc)y—i-z( EE, y20, + ixd, — 1 EE, 140,
~E}+E; - D% , E? + p? B? EyDB o,
; Y + eB(— )2 + etz + eBry + et
Bl—gp g W eBlgg g tegtr reBut ey
E, D D
N = g h 4+ itd, + ¢ ‘td +5E 20, —.f,—E— yd, +
gy E‘z) b= E 2t (B2 - B 4+ == B2t 4 e B 2t 1 By,
ok, ¢ T op 2E, E =
Normalizando

T

(l}"r AV E‘z)j:jf}\

3

(g}



(1/VE) Py,
(VEw/E)P,
~(/E,/B)Ps.

A dlgebra de simetria residual resultante é uma algebra de Lie nao-simples, dada pelos
] o

countadores

(A, N]

0. 15.4.26;

Tal dlgebra permite dois operadores de Casimir independentes de ordein 2, dados por

B2 E? N

/ - . ey L — 2= ) ] !_J. T‘i‘—‘ ngp" +
C/l T1T1+2522T1q2 ZEQZSlT_—FI\ +B§ f‘,g) i

B BE? BE, _ ... E

— 35,8, — 2—F M7 +2i—NZ,

(gz T —pr )95 m g B E,

B? - B?
(.-?2 — QETlS-g—I—Slsl - 28112"’(1 + —E?)TQTQ “|
‘]
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B¢ B* B B
LEf‘f‘Eé‘FE]zEj)SQSQ 2¢‘E1 [Z |‘)_1 il

5.5 Simetrias Residuais em Presenc¢a do Background

EM nao Constante

No caso de wmn background E.M. nao-constante, os geradores de simetria gne sobrevivein
sao Lambéun vineulados, Alguns exerplos serdo mostrados a seguir.

Campo E.M. linear externo em (1+1)D.

Para o campo £, dado por

EF = FEyr+ B, (9.5.281
i gauge-lixing conveniente é:
Ay = 0,
A = %«f"f + Ey 7t (5.5.297

sG existe i gerador de simetria, dado por

Ey . : . TR
P = —i0+ 'iéb‘i. - %Eg;‘rz, (0.9.30%

Campo E.M. quadratico em (1+4+1)D.

Para o campo externo
E = Eu’+ By’ + Epx
= &+ _-,fgt + 12.Lf7,
o gatge-fixing ¢ foruecido por

Ay = 0.

—
palla |
[
(]
—

—

. Ey o Eo .
;’-‘11 = ElIzt + ‘-“3;%!'1 + "—{‘;—21"?‘2



Todas ax shimetrias sdo quebradas a menos que a condicio:

Eyy = 2 E\F,

seja satisfeita. Noste caso particular. existe win sé gerador de simmetria

y By, e ,
P = —id +i Ejdr JEIN (5.5.32]

Campo EM linear externo em (2+41)D.
No caso mails geral do gauge-temporal, duas translagoes defornadas independentes
sobrevivem como geradores da simetria (todos os geradores de Loventz sdo quebrados). se

o canpo EM. externo for vinculado para satisfazer

E, = pvr4+pDy+ F.

Ey = pDr+ Dy+G.

(g arbitrdrio).
0O gaugr-fixing é
_4(; — D,
A = p*Dtx+ pDty + Ft, (5.5.34;
,_ By . .
A, = ,07.1‘ + pDrt+ Dty + Bory +
Bar + Gt {5.5.35)
O3 geradores de simetria
- S TN R o BN
Py = —id — —p"Du Dy — epDiuy
' 2 2
eFr —eGy,
Py = —id, +ipdy — SBg'yz —efay. (5.5.36)
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satisfazen: a dlgebra centralmente estendida

[Fo. Pl] = —iZ(F — pG). (5.5.37)

5.6 Conclusoes Preliminares

Ao longo deste dltuno Capitulo estendemos os resultados obtidvs em [50]. Mostranios.
nsando i imétodo que € independente do modelo, que as dlgebras de Lie que surgein dos
resultados de 50] (computado originalmente para o caso bosonico complexo massive livee
e (1 + 1) diinensoes, acoplado a wn background E.M. externa). Nomeamos de
“sinetria restdual esta dlgebra de Lie que caracteriza as invaridncias de uin sisteina ein
presenca de wm background E M. nae nulo externo.

Para nm background constante, no caso genérico |E| # |B| a simetria residual de nwea
teorie D= 3 corresponde & Algebra (1) & P.(2), onde P,(2) ¢ a algebra de Poincardt 20
centralinente estendida. Esta dltima dlgebra emn [51] foi usada na constrigio de reorias
de gravidade linear emn 1 + 1 dimensées.

Provanios tamnbéin que, no caso supersitnétrico, a algebra de supersimetria residual na
presenca de v background E.M. externo fecha as translagoes de Polucaré defornadas.

Ag Algehras de simetrias residuais como aquelas computadas acima deseinpenliain o
mesino papel que as algebras ordindrias de Poincaré caso as TQCs morenn e alguul

background E.M. (ddssico) constante.
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Conclusoes

Nesta tese. luvestizamos as Algebras de Simetria na Fisica em dois contextos diferentes.
Vanos agora resunlir nossos resultados e apresentar alguns aspectos que poden vir a ser
desenvolvidos no futuro.

No Capltulo 1, apresentamos um algoritmoe para a classificagio ¢ construgao explicita
das dlgebras de Clifford associadas as dlgebras divisionais. Esta construciao é de grande
utilidade. ja que permitiu a classificagio das realizagdes octonionicas da supersinetria
estendida 1D, assim comno tambéim é util na consirucio da dlgebra-M associada o teoria-
AL ocronionica, sendo esta wm caso particular das dlgebras supersitmétricas generalizadas
nas diversas dinenses.

O Capitulo 2, é dedicado ao estudo das dlgehras divisionais ¢ da superidV oesteudida,
apos a construgao da ASC N = 8 nao-associativa. A nao-associatividade nos pertiite
congiruir generalizacdes supersimétricas da KdV para N > 4 (com o teorema no-go 56
¢ possivel Introduzir carga central para N < 4). Apods wuta restricao apropriada. cou-
struimos as N = 2,4 KdV v obtemos que o caso N = 4 KdV s6 ¢ integravel nos poutos
de integrabilidade ¢ = —2 ¢ @ = 4. J4 o resultado mnais inportante deste capitulo ¢ a
construgao do princiro exemplo de uma N = 8 superKdV. Este sistema em consideracao
envolve 8 cammpos bosonicos e 8 campos fermionicos na ASC N = 8 nado-associativa.

O Capitulo 3 é wina revisae da teorta das representagoes para multipletos irvedutiveds

da supersimetria N-estendida 1D no caso real. Verifica-se que qualquer superumltipleto
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contendo 2d (d bésons ¢ d férinions) particulas em M estados de spin diferentes. pode ser
reduzido a wn nultipleto 2-cadeia da forma {d, d}. que cairega a supersinietria
Nestendida. Verifica-se tambéin que a classificagio destes supermultipletos nn repre-
sentagao nredutivel estd e correspondéncia um-a-um com a classificacio das watrizes-T
de Chfford tipo-Weyl reais.

No Capitulo 4, estudamos a classificacao da supersimetria estendida 10 octoniowuica.
tornecendo sua classificacdo. que atua num multipleto pequeno de "7 cainpos bosonicos
¢ ncalnpos fermionicos.

A observacio chave que permite a classificacdo da supersimetyia octonionica cousiste
enl observar que elas estdo nuina correspondéncia nu-a-un comn a classe de realizacoes
ripo-Wevl das algebras de Clifford. expressas através de mairizes com cutiadas a valores
octonlénicos. lipo-Weyl significa simplesmente uria sub-classe de matrizes na dlgebra
de Clifford que podem ser “promovidas” para ser elementos fermionicos na superilgebra.

A classificagio das supersinretrias octoniéiicas pode ser extiaida da classificacao das
algebras de Clifford octoniénicas. Tabelas explicitas foram construidas, expressando o
nimero de supersimetrias generalizadas (p, ¢) (para p valores proprios positivos e ¢ valores
proprios) suportado pelos multipletos de campos n + n.

Mencionamos tambént que a realizacao octonidnica pode ser posta ¢in correspondencia
com wind sub-classe da representacio associativa de mna supetsilnetria estendida 10,
Basicainente, isto pode ser feito substituindo os sete octonions hmaginirios por sete wma-
trives anti-simérricas, produzindo a élgebra de Clifford Euclideana C(0, 7). As realizagoes
da supersiinetria ndo-associativa ¢ associativa permanecem., nao obstante. ineguivalentes,
Este ponto pode ser melhor compreendido observando que sisteinas coin invaridicia
N = B-octonibuica, como o N = 8 KdV, de fato existern, enquanto que por outro lado ¢

conhecido (devido ao teorema no-go discutido neste capitulo) que nao pode ser construida
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unta hdV NV = 8 estendida baseada numa supersimetria N = 8 associativa.

Apresentanios tambéin unt outro exemypila explicito de wm sistema dindmico que ¢
mvariante sob a supersimetria octoniénica, no caso as “spinning particles” octouionicas.

Vale a pena mencionar as possiveis aplicagoes {isicas dos sistemas supersimétricos
estudados nesta tese. E bein conhecido o trabalho [3] no qual as dlgebras divisionais sao
associadas com as supiersimetrias estendidas, e é perfeitamente cowpreensivel
devido as complicagdes que suscitam as realizagbes nao-associativas, que estas realizacoes
octonionicas tendaun recebido enos atengao que as dlgebras divisionais associat tvas. Nio
obstante, os octonions continuam senda investigados como, par exewplo em [43].[44] no
contexto da teoria de supercarcda. Mais recenternente, em [39]. ol indicada a existéncia
de wia versao octouidnica da teoria-M comn caractorfsticas surpreendentes (entre outras
a equivalencia do sctor da (5-brana) M5 com os setores A1 ¢ A/2). Eu geral. teorias
octonionicas cm altas-dimensoes tein wina peculiar caracteristica: 1ao sdo mals variantes
sob o grupo de Lorentz completo, mas sob seu coset Gy jd que este & o grupoe dos
atomorfisinos dos octonions.

No que diz respeilo ao nosso estudo D = 1, podemos mencionar que, na estrutura de
Jordan, e ao menos na classe restrita das algebras de Jordan (veja a vef [45)), ¢ possivel
COLRIPRIL UIng niecailica quantica octonionica consistente. Por outra parte, é ¢laro que
teorias snpersiimétricas octonionicas de dimensoes elevadas. tais como supercordas ou a
teoria-Af mencionadas acina, podemn ser reduzidas divensionalente o 10, Nesra
passagent obtemos sistemas de mecanica quantica octonionica, coilo NO Caso assuciativo
padrio (461, estendendo o nimero de supersimetrias. Tais sisteinas deven ser construidos
e termos dos multipletos octonionicos aqgui classificados. permitindo-nos pronnssoras

aplicagoes dos resultados e das técnicas apresentadas noesta tese,

Umna outra aplicagao que estd em andamento é o estudo da Trialidade (veja 57]).



construida com nossas algebras de Clifford associadas as dlgebras divisionais estudadas
no Capitulo 1, com énfase na construcao da versdo oclonidnica da Trialidade.

Fliahuente no Capitulo 0, sempre no contexto das dlgebras de stimetria na Fisica.
extendentos os resultados obtidos em [50). Mostramos, usaudoe wm método que ¢ inde-
pendente do modelo, as dlgebras de Lie que surgem dos resultados de [50] {compurado
origiitahiniente para o caso bosouico complexo massivo livee emn (1 + 1)}dimensoes, acoplado
a u background E.M. externo). Nomeamos “simetria residual”esta dlgebra de Lic que
caractoriza as invariancias de uin sistema cm presenca de um background E.M. nao mulo
CXTOTLO.

Para i background constante, no caso genérico |E| # | B[, a simetria residual de wua
teoria 12 = 3 corresponde ad dlgebra w(1) = P(2), onde P.(2) é a dlgebra de Potncard 202
contraluente estendida. Estailtima dlgebra ol usada em [31] na construgio de teorias
de gravidade lincar em (1 + 1) dimensoes.

Provamos também que, no caso sipersimétrico, a dlgebra de supersitnetria residual na
presenca de um background E.M. externo fecha as translacoes de Poincard deforutadas.
Finalmente, as algebras de simetria residual tambéin {oramn computadas para exemplos
especificos em backgrounds E.M. nao-constantes.

Ag dlgebras de simetrias residuals como aquelas computadas acina jogam o tesino
papel que as algebras ordindrias de Poincaré. caso as TQCs morent en algun background
EAL {classico) coustante.

Vale a pera mencionar a conexao de tais algebras de simetria residiads com o
surgimento de estruiuras ndo-comutativas, devido a presenga do termo central nos canm-
tadores dos monentos (deformados). O correspondente retrato dual pode sor dado de
forma que manifeste a nao-comutatividade no nivel das conrdenadas do espaco-tempo. A

conexao entre dois de tais retratos duais foi amplanente explorada e [54] (veja rambém
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[55-). Em [56] teorias udo relativistas em (2 + 1) dhmensdes num campo de backgronnd
loram estucladas,

Ua onutra linha de pesquisa que parece muito promissora para futuras investizacoes
cousiste em ligar explicitamente o papel dos “geradores deformados de Poincard” . como
aqueles computados na se¢do 5.5 na presenga de um backeground E.M. nio-coustante. cond
o fendmeno de produgao de pares. observado para backeronmds E.M. Lieares especificos

Lals como campos elétricos externos no cone de luz. Isto visaria nma caractorizacao Lie-

algébrica do fendmeno de produgao de pares.
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Apéndice A

Exemplos de Representacoes para

Supercargas

Usando o algoritmo (1.2.15) podemos construir o caso (p,q) = (4.0). Apds elininar-

tios 8 malriz (

SUPCLICAL s

u ) i o ) ) 1 9]
0 4l 0 9] 0 1 [y il
) L ) o -1 & o il
1 i u ) ) - i u u] H &
WeE s : Q=3
W= i 1 0 -1 0 9] oo W u
3] L - A u 4] U [V 1
1 H i i i ¥ ) H
H L] u 1] 9] 9] 4
4] L] 9] 9] 8] 1 0 9]
0 8] il Q -1 1] ) o]
1 4] L] L] a a L o]
0 il 0 1) i+ L] -1 u . | i
= Ya = —=
w2 Jgo-H U 0 [V s R v 2 H
H ) U ] 0 1) 1) 0 G
¥ 1l L1} H ) L 0 N) L
B 4] H 1 0 a a ] o]

Lo e N =

il

) do caso {(p.g) = (5.0) as seguintes matrizes realizardo ax quatro

fA G



Estas supercargas atuam nuin espago com 4 coordenadas bosonicas ¢ 4 fermionicas
foruando assim a representagio {4,4}. O grupo de automorfismo SO{p. ¢} da dlgebra
19.1.2) é agora SO(4). Além da transformagio do grupo de antomorfismos Qf = AJQ, a

dlgebra das supercargas ¢ invariante sob a mais geral transformacao do tipo
! ey Fr—1 [ SE
Q: =UQ;U PAL0.2

onde aanatriz 7 8 x 8 ¢ diagonal. Quando a matriz U7 é ndo singular e real, a trans-
formagao {A.0.2) significa simplesmente uma mudanca da base nos setores bosonicos ¢
ferinionicos.  Por outro lado, esta transformacgdo muda drasticamente a representacio
quando { depende do operador H = —id/dr. Neste caso, a transformacao (A.0.2) ¢
cnt geval nac-local. Nao obstante, existem transformacoes que nao conduzem a neyhnma

trausformaciao ndo-local. Em particular, na estrutura do exemplo (A.0.1)} podemos tomar

Uh = diag{1.1,1, H,1.1,1.1} (A.0.3)

¢ assin obtenios a nova realizagao para os operadores );

) o] i [¥] 4] u L) 1 [¥] u [¥] L) ) ) 1 1l §
i N) it 0 0 ) 1 it 0 0 ) ] i ) 1 -
u ) it 3] a -1 a 1] o 0o ) th L u 4] N
i 0 1l ¥ 0 —H bl Q O 1 0 0 ] i i} H G L
@ = ﬁ u ) u -1 i L) i i @2 = \,"E 8] ) —H u u il u |
0 1 H q 0o 0 it 0o i ) i 4] 1] 1) |
8] ft 8] Ll ¥ 1] oo H i} th 0 ¥ ¥} 0 |
H 1) ) o o u o o [¥] —-H y] 0 1] ) A \ }
i ) L] ] i 1 8] G I Q Q i} 1 n L] 8]
o] i ¥ Q —1 9} 0 i L) L) u L) ] [¥] 1]
1) ¥ [i] 1 0] u [¥] 1 1 it £} [T VY | 1 1}
| il u i [¥] J U —H 0 | U 3] [ w0 N H
(2N —= Qa=-=
w2 i oo 0 [J ) a o V2 H [ S T R S PR
H ) ) L) ) i ) 0 ) H L) u i ) 3] 1]
0 U ¥ 1 il 1} U] u Lt i} H oo 0w "
4] 4] H [¥] 4] 8] ¥ ¥ 0 ¥ 1 ooy ) LI

CALG

Observa-se que todos os elenentos da iltima coluna do bloco esquerdo off-diagonal dos

operadores @; perderam o multiplicador H. Por outro lado todos os elemeutos da altima
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fileira do bloco direito off-diagonal ganharam o multiplicador H.  Asshin, esta repro-
seitacao de supercargas corresponde ao supermultipleto irredutivel {3, 4,1} que foi nsada
e [33. 34| para construir uma MQS N = 4 estendida 3-dimensional. Os superultipletos

{2.4.2} e {1,4,3} sao derivados com a ajuda das seguintes matrizes
Uy =diag{l.1. H H 1.1, 1.1}, U;=diag{1,H. H H 1,1,1.1} {A.0.0]
segiindo ua mesina seqiténeia
Uy =diag{H H H H1,1.1,1}, (A6

Obtewos novamente o supermultipleto {4, 4} porém con o subespago fermionico no inicio
da cadera. Isto completa a classificacao dos supermultipletos irredutivers da MQS N = 4

catertdida.
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Apéndice B

As “Spinning Particles” Octonidnicas

Supersimétricas

() objetivo inicial deste apéndice é construir as variacoes dos campos que transtormain
férinions ent bosons e vice-versa no countexto da supersimetria octonionica das “spinuiug,
particles”. Isto é letto usando os geradores da supersimetria (g, ¢J; fornecidos por {4.3.117].

Depois verificanos explicitamente a invaridncia da agao livre das “spinning particles”

octontonico eq(4.3.16). Entdo, construfimos as varia¢bes dos campos.

o~

Seja a variagao: 0

6 = eoldo + (s {3.0.11
olcle £y, £, Ao pardmetros grasmannianos (i = 1,2.... 7).
- . B - ‘.}:‘
LUsando {£4.3.16) e defimindo o supercampo V =
"
Ohtemos
, _. , .
- - e e 2, Ty — 4y + Crpidmi .
T, o NI Zi : A J
51 = L + — (B.0.2:
2 2

H:TU + H:):jTj —H.I'U.Tz' + HIJ - (-_‘E_jﬁ'H:r_-,u'Tﬁ'
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Por outro lado & = g¢dy + 46;

) 5(](5()&.’0 + 50(50;1-‘3'?’_-; + E.,;(S.L'I{) =+ E.L-()_.i.,{.'j T;
Vo= (B.0.3)
80(50'&".-‘0 + Eoéu'tl.-bj"?'j + Eisz"{,"f-‘g + Eitii LTy

ey

Assiin de (B.0.2) ¢ (B.0.3), (H = 3@) obteimnos

. o ED,
S0ty = %&xue £olpT; = "‘/-%i,- i
Sndnitn = 2L codotit = Sk
Epfoptiy S0 ooty 5L
2 2 . ..
vz vz (B.0.4)
Ei0iTo = —hWi. €i0:iT; = 5;;@0 CUM s
Sy = WAt E0:4Yy = _ﬁéi;jfu + j‘jciﬂfifk,

Exras sao as transformacoes da supersimetria.

Agora verificaremos que a a¢do S ¢ invariante sob as transforinagoes mostradas aciue.

Entao
= = f 1 ‘- e S
0SS = 9 /dt : ST?"{:E I+ . {B.0.5)
z
Assiin
-~ 1 = e o : e
L = 5]’?"{5;1?";.’1? + 2 8F + Syt + vt} (B.0.61

Usando a cq{B.0.4), a relacdo para os octonions (4.1.1) e a projecao sob a identidade T

obteinos

| g d
[Jfgf{)‘f’ 2t ;] +

\f dt Va2dt

que € uma derivada total. Tsso implica que a a¢@o é invariante sob as transformagoes da

[
[
|

[.L'@ E_]) - L(]L T C‘fﬂ‘-i}'.‘j'{.-'f-‘;‘-}._ '\BUT i

supersimetria (3.0.4).
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