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Resumo

Analisamos conexoes entre dinamica nao-linear e mecénica estatistica, focando a atencéo
sobre sistemas paradigmaéticos que exibem um comportamento espaco-temporal complexo.
Para comportamentos dinamicos usuais reproduzimos resultados conhecidos ou esperados
dentro do formalismo tradicional de Boltzmann-Gibbs (BG), para varias classes de casos
anomalos, tipicarmente caracterizadas por uma ocupagdo (multi)fractal do espago de fa-
ses disponivel, a generalizacio nao-extensiva do formalismo de BG surge como um forte
candidato para a fescricao macroscopica do sistema. Comegandoe com mapas unimodais
{dissipativos) do tipo logistico, incrementamos depois a dimensdo do cspago de fases em
direcdo de sistemas reais macroscépicos, passando a estudar mapas simpléticos (Hamilto-
nianos) de baixa c alta dimensdo e finalmente sistemas Hamiltonianos de muito corpos.
ambos com interagdes de curto e de longo alcance. As nossas abordagens incluem resul-
tados numeéricos e analiticos (exatos), e seguem ao longo de trés linhas principais: (i) o
estudo da sensibilidade as condigdes iniciais e da producdo de entropia em configuragoes
inicialmente fora do equilibrio; (i) a andlise do surgimento de estados quase-estacionarios
(meta-estaveis) que depois de um certo tetmpo fazem um crossover para o regime de BG:
(iii) O estudo da fundamentagao dinamica do ensemble candnico. Em seguida resumimos

os resultados principais.

o Utilizando a transformacio de grupo de renormaliza¢ao de Feigenbanin-Coullet-Tresser
calenlamos exatamente a dinamica e a sensibilidade as condigoes inicials pard nia-
pas unimodais com ndo-linearidade { > 1 nas bifurcagdes de forquitha e tangente.

Estas funges tém a forma de g-exponenciais como proposto na generalizagdo nao-
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extensiva da mecdnica estatistica. Determinamos os parametros g que caracterizam
estas classes de universalidade e calculamos explicitamente o cocficiente de Lyapunov

generalizado A;

Resolvemos a dinamica no limiar do caos ji,, do mapa logistico ¢ encontramos que
¢ composta por trajetérias interligadas do tipo let de poténcia que reproduzemn a in-
teira cascata de duplicagdo de periodo que ocorre para g < po. Corroboramos esta
estrutura analiticamente através do grupo de renormalizagao de Feigenbaum-Coullet-
Tresser e encontramos que a sensibilidade as condigdes iniciais tem exatamente a
forma de uma g-exponencial. Determinamos o parametro ¢ e o coeficiente de Lya-
punov generalizado A,. Provamos analiticamente a igualdade entre o coeficiente de
Lyapunov generalizado A, e a taxa de produgao de entropia K, dada pela mecanica
estatistica nao-extensiva. Os nossos resultados demonstram a validade da igualdade
de Pesin g-generalizada em pontos criticos de mapas nao-lineares unidimensionais
e constituem uma incquivoca confirmagio da aplicabilidade da generalizagao nao

extensiva do formalismo de BG para pontos criticos de mapas nio-lincarcs.

Investigamos a sensibilidade as condigBes iniciais e a producao de entropia para dois
paradigmaticos sistemas Hamiltonianos conservativos, o mapa standard e dois mapas
standard acoplados simpleticamente, para vérios valores dos parametros de controle.
Quando o espaco de fases é suficientemente caético, reproduzimos resultados ante-
riores obtidos dentro do contexto de BG. Para valores dos pardmetros de controle
na regido préxima a regularidade, quando o espago de fases se torna uma complexa
estrutura de tipo fractal com coexisténeia de regides caoticas e regulares, surge um
regime anémalo. Caracterizamos este regime andmalo utilizando a generalizagao
nao-extensiva, do formalisimo de BG. Ncste contexto, analisamos a relagao entre a

sensibilidade as condicoes inicials a lel de poténeia e a producao de entropla.

Estudamos uma simples conexao entre resultados da teoria de dindmica Harmuiltoni-

ana nio-linear e termo-estatistica. Usando uma apropriada defini¢ao para a tempe-
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ratura dinamica ermn mapas simpléticos acoplados globalmente, mostramos ¢ carac-
terizamos estados quase-estaciondrios de longa duracao que finalimente sofrem um
crossover para um regime do tipo BG. Durante a evolu¢do temporal, as propriedades
geométricas (por exemplo a dimenséo fractal) do espago de fases mudarm bastante, e

a duragdo do regime anémalo diverge quando a caoticidade decresce.

Implementamos um cdlculo numérico geral que permite uma direta comparag¢io en-
tre dindmica Hamiltoniana néo-linear e a distribuicdo candnica de BG no espaco-T'
Usando modelos paradigmaticos com intcracao de primeiros vizinhos, o ferromagneto
XY mercial ¢ 0o modelo § de Fermi-Pasta-Ulam, obternos resultados de alta preciséao
que exibem a fundamentacao dinamica da mecanica estatistica de BG. Mais especifi-
camente, mostramos que a distribui¢do de BG pode ser obtida usando exclusivamente
a segunda lei de Newton (F = ma). Discutimos a ergodicidade e observamos quc o
coeficiente de Lyapunov nao representa uma medida consistente da relaxagao envol-
vida com a ergodicidade. Quando o mesmo calculo é implementado para analisar as
propriedades de equilibrio do modelo Hamiltoniano de muitos corpos com interagao
de longo alcance conhecido como modelo Hamiltoniano de campo médio, encontramos
um acordo qualitativo com a teoria de BG. Em contraste, a teoria de BG néo consegue
em reproduzir a distribuicido de energia obtida dinarnicamente em correspondéncia
do surgimento de um cstado gquase-estaciondrio do tipo vitreo. Comentamos sobre a
possibilidade de confirmar a priori a constru¢ao tedrica para uma possivel descrigao

mecinico-estatistica generalizada pela descrigao deste estado meta-estavel.

Mostrarmos que o principio zero da termodinamica se aplica para cstados quase-
estaciondrios de tipo vitreo de sistemas Hamiltonianos de muitos corpos com in-
teracao de longo alcance. Discutimos também a mensurabilidade da temperatura
para cstes estados fora do equilibrio utilizando um termémetro de curto alcance.
Como foram estabelecidas muitas conexdes entre estes estados quase-estacionarios e
a IecAnica cstatistica ndo-extensiva, os nossos resultados sdo uma primeira evidéncia

que estes conceitos basicos podem aplicar-se para este tipo de sistemas.



Abstract

We address connections between {nonlinear) dynamics and statistical mechanics, focu-
sing on paradigmatic systems that display (spatio-temporal) complex behaviors. While
within normal dynamical behavior we reproduce known or expected links with the usual
Boltzmarm-Gibbs (BG) formalism, for various classes of anonalous cases, typically cha-
racterized by a (multi)fractal occupation of the available phasc space, the nonextensive
generalization of BG formalism emerges as a strong candidate for the macroscopic descrip-
tion of the system. Starting with unimodal (dissipative) logistic-like maps. we increase the
phase space dimension of our models towards reals macroscopic systems, studying low- and
high-dimensional symplectic (Hamiltonian) maps. and finally many-body continuous-time
Hamiltonian systems, both with short-range and long-range interactions. Our findings
include numerical and analytical (exact) results. and follow along three mainstreamns: (i)
The study of the sensitivity to initial conditions and of the cntropy production in initi-
allv out-of-equilibrium configurations; (ii) The analysis of the emergence of quasistationary
(metastable) states that after sorne time cross over to the BG regime; (iil) The study of the

dynamical foundation of the canonical ensemble. Below, we summarize our mairn results:

e Using the Feigenbaum-Coullet-Tresser renormalization group transformation we work
out exactly the dynamics and the scnsitivity to initial conditions for unimodal maps of
nonlincarity ¢ > 1 at both their pitchfork and tangent bifurcations. These functions
have the form of g-exponentials as proposed in the nonextensive gencralization of
statistical mechanics. We determine the g-indices that characterize these universality

classes and perform the calculation of the generalized Lyapunov exponent Agi



e We uncover the dynamics at the chaos threshold pis of the logistic map and find
it consists of trajectories made of intertwined power laws that reproduce the entire
period-doubling cascade that oceurs for 4 < .. We corroborate this structure analy-
tically via the Feigenbaum-Coullet-Tresser renormalization group transformation and
find that the sensitivity to initial conditions has precisely the form of a g-exponential,
of which we determine the ¢-index and the generalized Lyapunov exponent A,. We
prove analytically the equality betwcen the generalized Lyapunov coefficient A, and
the rate of entropy production K, given by the nonextensive statistical mechanics.
Our results advocate the validity of the g-generalized Pesin identity at critical points
of onc-dimensional nonlinear dissipative maps and are an unequivocal validation of
the applicability of the nonextensive generalization of the BG formalism to critical

points of nonlinear maps.

e We investigate the sensitivity to initial conditions and the entropy production for
two paradigmatic conservative Hamiltonian dynamical systeius, the standard map
and two symplectically-coupled standard maps, for different values of their control-
ling parameters. When the phase space is sufficiently ‘chaotic’. we reproduce previous
results obtained within the BG context. For values of the controlling parameters in
the region close to regularity, when the phase space becomes an intricate (fractal-like)
structure with the coexistence of chaotic and regular regions, an anomalous regiine
emerges. We characterize this anomalous regime using the nonextensive generaliza-
tion of the BG formalism. Within this context, we analyze the relation between the

power-law sensitivity to initial conditions and the entropy production.

e We address a simple connection between results of Hamiltonian nonlinear dynamical
theory and thermostatistics. Using a properly defined dynamical temperature in
globally coupled symplectic maps, we display and characterize long-standing quasi-
stationary states that eventually cross over to a BG-like regime. As time evolves, the
geometrical properties (e.g., fractal dimension) of the phase space change sensibly.

and the duration of the anomalous regimne diverges with decreasing chaoticity.
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o We implement a general numerical calculation that allows for a direct compari-
son between nonlinear Hamiltonian dynamics and the BG canonical distribution
in I'-space. Using paradigmatic first-neighbor models, the inertial XY ferromag-
net and the Fermi-Pasta-Ulam 3-model, we obtain high-precision results that exhi-
bit the dynamical foundation of statistical mechanics. More specifically, we show
that the BG distribution can be obtained by using exclusively Newton second law
(F = ma). We discuss ergodicity and we observe that the Lyapunov coefficient fails
to represent a consistent measure of the relaxation involved with ergodicity. When
the same calculation is implemented for the analysis of the equilibrium propertics
of the long-range-interacting N-body Hamiltonian system known as the Hamiltonian
Mean Field model, we find a qualitative agreement between dynamics and the analy-
tical predictions of BG theory. In contrast, the BG theory fails to reproduce the
dynamical-produced distribution in correspondence of the emergence of a glassy-like
quasistationary state. We argue about the possibility of confirming a priert the the-
oretical construction for a possible gencralized statistical mechanical description of

such a metastable state.

e We show that the zeroth principle of thermodynamics applies to glassy-like quasis-
tationary states of long-range interacting N-body Hamiltonian systems. We also
discuss the measurability of the teniperature in thesc out-of-equilibrium states using
a short-range interacting thermometer. As many connections aic already established
between such quasistationary statcs and nonextensive statistical mechanics, our re-
sults are a first evidence that such basic concepts may apply to systems that the

nonextensive formalism aims to describe.
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Capitulo 1

Introducao: Formalismo
nao-extensivo e questoes

fundamentais

Neste capitulo assumimos que a existéncia de fenémenos dinamicos complexos, tals como o
surgimento de estados estaciondrios fora do equilibrio, leva & exigéncia de uma generalizagao
da mecanica estatistica de Boltzmann-Gibbs (BG). Esta hipdtese serd discutida ¢ exem-
plificada nos capitulos scguintes. Veremos portanto, de um ponto de vista matematico.
quais sdo as bases da generalizagio ndo-extensiva do formalismo tradicional. Abordare-
mos também questoes fundamentais, algumas ainda abertas, ligadas & confirmagao fisica do

formalismo para sistemas Hamiltonianos de muitos corpos com interagoes de longo alcance.

1.1 Motivacgao fisica

U conjunto de condiges macroscépicas sobre um sistema fisico impoem restrigoes a
dinamica do sistema. Por exemplo, fixar a cnergia total de win sistema conservativo cor-
responde a selecionar uma determinada regiao do espago de fases do sistema, ou seja, a

hipersuperficie caracterizada pelo valor da energia. A mecanica estatistica de equilibrio de
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Figura 1.1: Caos no espago de fases do mapa standard para ¢ = 7 (veja a seqao 3.1.1). Os
pontos preto representam uma dnica érbita que comega em (8(0), p(0)) = (0. 0.7), observada para

o intervalo de tempo 0 < t < 1 x 101
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BG é essencialmente baseada no postulado de “eqiiiprobabilidade a priori®. que diz [1]:

Quando wm sistema macroscopico fechado estd em equilibrio termodinamico, o estado
microsedpico em que o sistema se encontra € igualmente provdvel entre todos os estados

dinamicamente acessiveis.

Como j4 observado pelos préprios fundadores da mecénica estatistica (entre eles o préprio
Einstein 2]) e mais recenternente por varios autores (veja, por exemplo, [1, 3, 4, 5. 6] e
referéncias 14 contidas) a questdo da fundamentacao dinamica da teoria ¢ um ponto muito
delicado que ainda apresenta aspectos niao completamente intendidos. Por outro lado, ¢ um
resultado bastante notdvel o fato que o formalismo de BG, inicialmente pensado para des-
crever sistemas Hamiltonianos continuos conservativos, encontre aplicagdes fundamentals
em toda a area de sistemas dindmicos nao-lineares (veja, por exemplo, [7. 8, 9]).

Existem porém vérios sistemas fisicos que exibem dinamicas anomalas e complexas'.
Por exemplo, a teoria de sistemas dinidmicos nao-lineares fornece intimeras situagdes onde
o comportamento das trajetorias nio corresponde ao postulado de eqiiiprobabilidade a pri-
ori. Um caso interessante. j& que permite uma wvisualizagao do espaco de fases do sistema, é
dado pelos mapas { aplicagées) Hamiltonianos de baixa dimensao governados pelo teorema
de Kolmogorov-Arnold-Moser (veja a secdo 3.1). Estes mapas sdo controlados por um ou
miais parametros que definem o nivel de caoticidade do sistema. Nas Figs. 1.1 e 1.2 aprcsen-
tamos. a titulo ilustrativo, o caso do mapa standard, discutido em detalhes na secao 3.1.1.
cujo espago de fases é o quadrado unitério [0, 1) x [0,1). Quando o parémetro de controle
¢ configurado para valores que correspondem a grande caoticidade, uma dnica orbita cobre
rapidamente de modo uniforme o espago de fases (Fig. 1.1). Existem porém situacoes em
que uma érbita percorre hierarquias de estruturas fractais (Fig. 1.2), em aberto confraste
com o assumido pelo postulado de eqiiiprobabilidade a priori. De modao geral. sistemas

complexos, sejam eles conservativos ou dissipativos, apresentam situactes dinamicas que

1E oportuno mencionar que 08 meus primeiros passos cientificos, na drea da cosmologia, foram dedicados
justamente ao estudo de dindmicas andmalas. no caso a possibilidade de trajetérias tipo worm-holes para

tétons [10].
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violam o postulado. Na tentativa de propor uma abordagem estatistica destes sistemas.
deve-se portanto cnfrentar a questéio da validade do postulado de eqliiprobabilidade a pri-
ori. De um lado, como veremos, podem cxistir situagbes que violam o postulado de forma
fraca. Este é por exemplo o caso em que existe um subconjunto de medida nao nula de
regides inacessiveis por determinadas drbitas, mas o espaco de fases preserva uma estrutura
suficientemente regular para que as grandezas macroscopicas, medidas tipicamente através
de projecdes sobre os graus de liberdades relevantes, continuein satisfazendo o formalismo
de BG. Do outro lado, em presenca de uma violagio forte do postulado, devem ser pro-
curadas generalizacées da teoria tradicional. Ao longo desta scgunda linha foi proposta
nos dltimos anos {11] uma generalizagao do formalismo de BG, generalizagao esta que teve
um notével sucesso na abordagem de feriémenos tais como fluidos turbulentos [12, 13, 14].
colisdes de alta energia [15], caos classico [16, 17, 18] e quantico [19], sistemas estrela-
res auto-gravitantes [20], sistemas granulares [21], sistemas financeiros [22], movimento de
micro-organismos [23], e outros, e que passou a ser conhecida como mecanica estatistico
na0-eTLensiva.

A gencralizacao da estatistica de BG é feita através da introdugao de uma nova forma
funcional para a entropia, que depende de um parametro real ¢ € R. No limite ¢ — 1 ¢
formalismo nao-extensivo coincide com o formalismo tradicional. Esta tese visa estudar
os fundamentos dinadmicos da estatistica ndo-extensiva, exemplificando modelos dinamicos
que apresentamn situagoes de violagio do postulado de eqiiprobabilidade a priori e tentando

abordar, onde for possivel, a questdo bésica da determinagao a prior: do parametro g.

1.2 Generalizacao da entropia: a origem do nome

O conceito de entropia é formulado termodindmicamente por Clausius no século XIX, e
gracas as contribuigdes de Boltzmann e Gibbs ela se torna uma ferramenta fundamental
da nova disciplina, por eles introduzida, da mecanica cstatistica. Eles associaram a idéia
termodinamica de entropia com um funcional do jogo dc¢ probabilidade do sistema. Von

Neumann estendeu estas idéias para a mecanica quéntica definindo a entropia S como
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1 " : ] 1 L 1 i
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Figura 1.2: Ilhas em torno de ilhas no espago de fases do mapa standard para a = 1 (veja a secao
3.1.1). Os pontos pretos representam uma Unica érbita que comega em (6(0), p(0}) = (0,0.7) (o
mesmo dado inicial da Fig. 1.1). (a) Orbita no espaco de fases completo, (#,p) € [0,1{x[0, 1}.
para o tempo 0 < ¢ < 4 x 10%. (b) Ampliagao do reténgulo branco em (a) para ) <¢ < 8 x 10°.

(c) Ampliacdo do retangulo branco em (b) para 0 < ¢ < 2 X 108.
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S = —Tr(plnp), onde p é o operador de densidade. No caso em que este operador é
diagonal, a entropia tem a forma de Shannon

w

= —kg vaj Inp;. (1,1)
i=1

onde p; ¢ a probabilidade associada ao microestado ¢ do sistema. entre os W possiveis
(S pi=1), e kp = 1.38 x 1072 JK~! ¢é a constante de Boltzmann. Na scqiiéncia desta
tese assumiremos, sem perda de generalidade, kg = 1. Se todos os possiveis microesta-
dos do sistema (sob especificas condigdes macroscépicas) sdo equiprovdveis (hipdtese de

eqiiprobabilidade), se obtém o chamado principio de Boltzmann:
S =InW. (1.2)

E facil ver que o funcional (1.1) satisfaz vdrias propriedades matematicas. Entre elas, te-
mos que S é ndo-negativo. concavo, extensivo ¢ estdvel [24] (ou experimentalmente robusto).

Falaremos da propriedade de estabilidade na secdo 1.2.3. A propricdade de extensividade

significa que, dados dois sistemas independentes A e B (no sentido que pf}JFB = pf‘pf), a
entropia associada ao conjunto dos dois é:
S(A+ B) = 5(A) + 5(B). (1.3)

Do ponto de vista epistemoldgico. a forma funcional da Eq. (1.1} deveria ser deduzida
do préprio conmportamnento dindmico do sistema [2]; infelizmente, este ponto permanece
todavia em aberto [3] e a expressdo (1.1) ainda é um postulado dentro da teoria da mecanica
estatistica (em [25] relatamos uma pequena, interessante lista histérica relacionada a este

pomto).

1.2.1 Fundamentos matematicos elementares

E interessante analisar as relacbes mateméticas elementares que estao por trds das propri-
edades do funcional S [26] e ver como estas propriedades sdo gencralizadas no ambito do

formalismo ndo-extensivo. A funcio exponencial y = exp a é solugao (com condigao inicial
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¢{0) = 0) da equacgao diferencial
dy
—_ = . 1.‘1
I =Y (1.4)
A sua inversa, Inx, tem a mesma forma do principio de Boltzmann (1.2) e satisfaz a

propriedade de aditividade

In(xazg) =Ilnzs + Inzg. | (1.5)

samdo do campo das equagoes diferenciais lineares, a mais simples equacao nio-linear que

podemos considerar é

dy _

=y R 6

cuja solugac (com a mesma condigdo inicial) é denominada g-czponencial e é dada por
y=[1-+{1~ q)z]l_lq = exp, T (z € R, exp,(x) = cxp(z)). (1.7)

Mais em detalhes, para ¢ < 1 a funcdo g-exponencial ¢ nula para z < —1/{1 — g) ¢ cresce
monotonicamente de 0 para +oc quando & varia de —1/(1 — g) para -+oc; enquanto para
g > 1 a funcado g-exponencial é definida para z < 1/(¢ — 1) e cresce monotonicamente de
0 para -+oo quando x varia de —oo para 1/(g — 1). Na Fig. 1.3 representamos a fungao

g-exponencial para diferentes valores de g. A fungio inversa, chamada g-logaritmo. €

-1 n .
y:T-q—-:lnq-J: (reR", Iz =Inz), (1.8)

e satisfaz a regra de pseudo-aditividade:
Ing(zazp) = Ingza + gz + (1 — ¢){lng za){In, z5). (1.9)

Na construgéo do formalismo da mecanica estatistica precisam ser executadas operagoes
matematicas elementares como por exemplo a inversio numérica ou a diferenciagac de
funcoes, ou ainda o logaritmo de uma poténcia. Observamos que enquanto as formas
funcionais logaritmo e exponencial sdo invariantes em relacao a estas operagoes, no caso do

g-logaritmo e do g-exponencial o valor do pardmetro ¢ vem renormalizado. Por exemplo.
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Figura 1.3: A fungdo g-exponencial para diferentes valores de g. Para todos ¢ < 1 a fungao ¢

s . I . 2o di ¢ ON o — L
nula para x < —Tog¢ para todos ¢ > 1 a fungao diverge cm x = — .
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para x dentro do dominio de defini¢do das relativas fungoes:

= = (—z) (1.10
= [ —3) 4 .
exp, & P2 ' )
1

Ing o= Ing_, z, (1.11)

fd
5 X r = (exp, z)? = exp,_1{q7), (1.12)
alngr = Inj_1-4 27, (1.13)

Vr.q € Re a #£ 0. Podemos portanto dizer que, dado um valor do parametro g, cle gera

uma familia de valores a ele associados, tipicamente através das regras (veja também [27]):

inversdo: g— ¢ =2—q (1.14)
1 N
diferenciacio: g — ¢ =2— - {1.15)
n" . ' 1— q
g-log de poténcias: g — ¢ =1— — (1.16)

1.2.2 A entropia nao-extensiva pode se tornar extensiva

A entropia de BC Eq. (1.1} pode ser escrita em duas formas levemente diferentes:

5 w . | 1> (1,17
= piln - = { In— A7
i;lp P < Di
:_Zpilllpf = —{lnp:}, (1.18)

i=1

onde {...}) = Eil()pt A quantidade In(1/p,) é chamada as vezes surpresa, visto que a

uni evento certo (p; = 1) corresponde uma “surpresa nula”, assim como a um evento quasc
impossivel (p; — 0) corresponde nma infinita surpresa no caso que o evento se realize.
Generalizando as Eq.s (1.17) e (1.18) respectivamente, a entropia nao-extensiva pode

ger introduzida como
w
1->"pf
Si = {ing Ly = —= (1.19)

ST

Q'T

— (gp) = —= (1.20)
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{g.¢" € R). Note-sc que no litnite ¢ — 1 temos

p! =p, expl(g— 1) Inp] ~ p:[l + (g — 1) Inpi],

portante S) coincide com a entropia de BG Eq. (1.1). No caso de cqiiiprobabilidade

(p; = 1/W) se obtém naturalmente

g W1
== W, 21
T ng {1.21)

A expressao (1.19) corresponde & proposta original [11]. Usando as propriedades ma-
temdticas da sessdo anterior podemos dizer que as Eq.s (1.20) e (1.19) sdo formas conju-
gadas da entropia nio-extensiva [18], j4 que

St =8, 1. (1.22)

i

Como conseqiiéncia é claro que .5, e SL sao generalizacOes e nao alternativas a entropia de
BG.

Da pseudo-aditividade do g-logaritmo se deduz logo

S(A+ B) = S;(A) + 5,(B) + (1 - q) S5,(A)5,(B), (1.23)

se A e B sac dois sistemas independentes (p;?J’B

= p{'pf). Temos entdo queg=1l.g<1le
g > 1 correspondem respectivamente aos casos extensivo. super-ertensivo e sub-ertensivo.
E por causa desta propriedade que a generalizacio da mecanica estatistica de BG baseada
em S, passou a ser chamada, na literatura, de mecénica estatistica nao-ertensiva.

E porém importante ressaltar que a Eq. (1.23) vale somente sob a hipétese de inde-

pendéncia entre A ¢ B. De outro lado, se A ¢ B séo fortemente correlacionados de alguma

forma especial, pode existir um valor especial ¢* do pardmetro ¢ tal que
Spq(A+ B)=5,(A)+85,(B), (1.24)

recuperando asshin a propriedade de aditividade mas por meio de uma entropia diferente

daquela cldssica. Podemos ilustrar este ponto através de dois exemplos.
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(i} Em um sistema de N elementos quase-independentes, ¢ niimero total de possibilida-
des W escala como W(N) ~ p", com pt > 1 (por exemplo, ¢ = 2 no caso de uma
variavel de spin com dois valores, p = 6 para um dado,...). A sua entropia S, ¢ dada
por

pN-a

Se(N) =In, W(N) ~ {1.25)

l—gq
e a extensividade ¢ obtida se e apenas se ¢ = 1. Em outras palavras, S;{N) ~

Nlnp o N.

(i1} A dinamica de um sistema cujos elementos sdo correlacionados em todas as cscalas
pode implicar em uma ocupacao parcial do espaco de fases do sistema. Portanto, o
nurero total de possibilidade dindmicamente accessiveis pode ter uma lei de escala
do tipo W(N) ~ N* (com p > 0). A sua entropia (na hipdtese simplificativa deste

“numero reduzido” de possibilidades serem equiprovéveis entre elas) S, é dada por

Nell-¢)
¢ a extensividade é obtida se e apenas se
Je;

Ein ontras palavras, S, (N) o N.

Voltando ao conceito termodinamico de entropia introduzido por Clausius, poderfamos
achar fisicamente “natural” a entropia ser extensiva. E significative observar que nos casos
de sisternas fortemente correlacionados temos que mudar o funcional de BG para satisfazer

esta propriedade.

1.2.3 Algumas propriedades da entropia nao-extensiva

Depois da proposta original [11] do funcional S;, uma grande quantidade de trabalhos
foram dedicados a analisar as suas propriedades matematicas (veja, por exemplo, [28] e

referéncias ali sugeridas). Aqui queremos somente ressaltar algumas propriedades basicas.
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que permitem apreclar a singularidade de S, em relagdo a outras possiveis generalizagbes
da entropia de BG.

Concavidade. Se consideramos duas distribuigdes de probabilidade {p;} e {p/} por
um dado sistema (i = 1,2, ..., W), podemos definir a soma conveza das duas distribuicées

de probabilidade, a distribuicdo p;:

pi =ppi+(1—@p; (O<p<l) (1.28)

Um tuncional entrépico S({p;}) é cénecavo se e s6 se para todos p, {p;:} e {p}}

S{{pi'h) 2 wS{{p}) + (1 — u)S{pi})- (1.29)

Umn funcional é convero se na Eq. (1.29) trocamos > para <. E facil ver que S, € concavo
(convexo) para todos {p;} e ¢ > 0 (g < 0). E importante lembrar que csta propriedade
implica. no contexto da mecénica estatistica, em estabilidade termodinamica, cu seja. es-
tabilidade em relacao as perturbacdes de energia. Isto significa que o funcional entrépico ¢
definido de maneira tal que o estado estacionario (por exemplo, o cquilibrio termodinamico)
o extremiza {respectivamente com um maximo para ¢ > 0 e um minimo para ¢ < 0}. Qual-
quer perturbacao da distribuicao de probabilidade {p;} que extremiza a entropia é seguida
por uma tendéncia a voltar para {p;}. Além disso, esta propricdade permite que dois
sistemas com diferentes temmperaturas se equilibrem a uma mesma temperatura.
Estabilidade ou robustez experimental Um funcional entrépico S({p;}) é estdve!
ou experimentalmente robusto se e apenas sc, para qualquer ¢ > 0 existe um o, tal que.

independentemente de W,

W f
i1 AT
Em particular, isto implica que
1y ! 1) — Sy, _ _
b i | S0P = SAED| g, [ SR = SURNT (1.31)
e—=0 W —nc Sﬂmm W —o0 e—0 Smr;..":

Lesche [24] sugeriu que a robustez experimental € um atributo nccessario para quce um

funcional entrépico seja uma quantidade fisica, porque ele essencialniente garante que sob
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perturbacocs arbitrariamente pequenas das distribuigoes de probabilidade a variagao rela-
tiva de enlropia permaneca pequena. Obviamente esta propriedade nao deve ser confundida
com a estabilidade termodinamica discutida antericrmente. Recentemente fol demonstrado

[29] que a entropia S, é estdvel para todos ¢ > 0.

1.2.4 Outras possiveis generalizagoes da entropia de Boltzmann-

Gibbs

Existem varios outros funcionais que generalizam a entropia de BG. Umn desses € a eniropia

de Renyi [30] SE que é definida como

W g B
Sf Ind> >, p _ In[1 + (1 q)Sq]. (132)
1—gq 1—¢q

Uma outra forma entrépica foi introduzida por Landsberg e Vedral [31] e, independente-
meute, por Rajagopal ¢ Abe [32]. Ela é as vezes chamada entropia nao-extensive norma-

lizada e é definida como
1

GLVRA — e _ S ) (1.33)
g 1—-g¢ 1+(1—-¢)5,

Supondo que seja necessirio generalizar a mecanica estatistica de BG inodificando o
funcional entrépico, surge a questdo de qual dessas formas entrépicas (ou tambem de
outras como por exemplo a escort entropy Sf definida em [33]) seja a mais apropriada.
Por enquanto podemos antecipar que nenhuma das formas entrépicas SF, SIVR4, SE sio
chncavas ou experimentalmente robustas [34] (veja, porém, [35]). No final do capitulo
abordarcmos também uma questio ligada ao comportamento dinéinico do sistema fisico
que se quer descrever. Se trata da generalizagdo dc um teorcma central na teoria de
sistomas dinamicos nao-lineares, que ¢ o teorema de Pesin [36]. Em alguns casos cm
que o sistema exibe uma dinamica complexa é de fato possivel, através da generalizacao
deste teorema, determinar a priori a forma do funcional entrépico (veja por exemplo '18]).
Veremos que nestes casos parece ser verificada a hipétese de Beck [37]. ou seja que a

cutropia ndo-extensiva é “a segunda melhor medida de informagao, logo depois da entropia

de Shannon™.
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1.3 Conexao com a termodinamica

Na literatura existem varias propostas para a forma do funcional entrépico, algumas com
wna certa utilidade no ambito da teoria da informagao. Porém. o formalismo da mecanica
estatistica requer mais que a miera adogdo de um funcional entropico: a distribuicdo de
equilibrio (ou de meta-equilibrio, em uma generalizagdo do formalismo cléssico) deve ex-
tremizar a entropia satisfazendo outros vinculos, como o vinculo de norma ou vinculos em
relacio ao valor médio de outras quantidades {por exemplo a energia). Infelizmente, na
generalizacdo de uma arquitetura tedrica, nao é obvio quais vinculos devem ser mantidos
e quais devem ser generalizados, e de qual forma. Nesta secéo nmostraremos de forma resu-
mida como a termodinamica pode ser formalmente derivada (seguindo as linhas de Gibbs)
para distribuicoes de meta-equilibrio baseadas na entropia S,.

Deve estar claro desde agora que as distribnigoes derivadas neste cortexto para ¢ # 1
ndo correspondem ao equilibrio térmico (abordado pele formalismo de BG através da
famosa hipétese de Boltzmann do caos molecular), e sim a um estado quase-estaciondrio

ou de meta-equilibrio, indicado para descrever uma certa classe de sistemas complexos.

1.3.1 O formalismo canénico

Para um sistema em contato com um grande reservatério térmico. em analogia com a

abordagen seguida pelo préprio Gibbs [11, 33}, pode-se procurar a distribuigdo que otimiza
, . . o w ‘

a entropia S, definida em Eq. (1.19), com a condigéo de normalizagio > ., p; = lco

seguinte vineulo pelo valor médio da energia [33]:

W WoE,
> RE = ZREE U, (134
1=1 Zj=l by
onde
q
By .
P = i (1.35)
i W
Z;-:lpf

é chaniada distribuicao escort [7), e {E;} sdo os autovalores do sistema Hamiltoniane, com

as condicdes de contorno adotadas. E importante ressaltar que o parametro ¢ que entra
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nas distribuicées escort € o mesmo que caracteriza a entropia S, (por uma discusséo deste
ponto importante veja [33}). Em analogia com a estatistica de BG. na primeira versao da

generalizagdo nao-extensiva [11] fol utilizado o vinculo tradicional

W
> mE=U. (1.36)
i=1

Esta escolha produz distribuigdes estaciondrias (2 — g)-exponencials, mas nao permite es-
crever uma funcao de particdo, nem tratar problemas como a super difusao de Lévy, onde

aparacc um segundo momento divergente [38]. Uma outra escolha seria [11, 39] fixar
W
Z Pl E;, (1.37)
i=1

mas isto, se de um lado resolve os probleinas relacionados as divergéncias, do outro lado
cria novos problemas. Por exemplo, a distribuicéo estacionaria ngo € invariante para trocas
de nivel zero da escala de cnergia, e a relagao E:L; p? # 1 implica que quando este vinculo
é aplicado a uma constante, ndo d4, como resultado, a mesma constante.

Na realidade, a questdao de qual é a forma 1nais correta de construir a generalizagao do
formalismo candnico ainda tem aspectos em aberto [40, 41]. A expectativa presente € que
através de wna deducdo do formalismo a partir da prépria dinamica [42] se possa definir
a correta forma matematica do formalismo.

Observe-se que qualquer procedimento que leve a uma fungéo g-exponencial exp, oti-
mizando a entropia S, (1.19), produz a fun¢ao g-exponencial exps._, se se otimiza, em lugar
de 5;, a forma conjugada S;_q (1.20). Esta é uma das manifestagoes das propriedades de
renormalizacio do valor do parametro ¢ descritas na secao 1.2.1.

Um outro ponto importante de frisar é que, otimizando um funcional entrépico, também
se otimizam todas as funcdes monotdnicas deste funcional. E este por exemplo o caso. em
relagio a entropia S, da entropia de Renyt Eq. (1.32).

A otimizagao de S, com os vinculos Z:‘;l pi = 1 e (1.34) com multiplicador de Lagrange

{7 produz:

_ 1 o T —1-5 _.ﬁq(Ei_Uq)
p; = [1 (l Q)-%(E?- Lf;)]l — €y . (1‘5‘5)

N
N

i it
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COn
o W
Zy=) e nmm (1.39)
7=1
=
3
By = == (1.40)
=P

Se obténi também que a distribuicdo de meta-cquilibrio pode ser escrita escondendo 1m-
plicitamente a preseucga do termo U, em uma forma as vezes mais conveniente quando se

quer uma comparagao com dados experimentais ou computacionais:

L g
[1—(1—q)8,E]™" ey Pab

pi = - = (1.41)
Zy Z
com
v _B.E;i
Zy=Y e (1.42)
j=1
e
/ 5 ‘
B, = (1.43)

W :
Ej:l p; +{1 - q)8U,
E facil conferir que:
(i) para ¢ — 1 se recupera o peso de BG p; = e~ B /Z1;
(ii) para g > 1, cmerge uma cauda gue segue uma le dc poténcia;

(iii) para ¢ < 1. o formalismo impde um corte de alta energia {(p; = 0) toda vez que o

argumento da g-exponencial torna-se negativo.

1.3.2 A estrutura de Legendre

Mesmo sendo o resultado de wm simples exercicio, 4 prilneira vista parece 1n pouco sur-
preendente notar que a estrutura de Legendre da termodindmica seja independente da
forma do funcional entrépico e também da forma do vinculo do valor esperado da energia.

Vejamos a razao com algum detalhe, como mostrado pela primeira vez em [43]. Assuniimos
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que a entropia e o valor esperado da energia sejam funcionais diferencidveis arbitrarios da

distribuicao de probabilidade {p;}ic1 2. w:

S = S(p1, - pw), (1.44)

O outro vinculo, lembramos, é a condi¢ao de normalizagao
W
Spi-t (L45)
=1

Da condicao

.
§ (S—,ﬁU—aZpi) =0, (1.47)
i=1

obteremos
%—6%—a=0 (i=1.2....W), (1.48)
que fornece a solugao
P = pile, 3). (1.49)

Obviamente a condicao de normalizacio (1.46) permite expressar o parametro de Lagrange
a cm funcao do parametro (7,

o= «l3), (1.50)
de modo que a solugdo (1.49) pode ser cscrita na forma mais simples
pi = pi(B) = pi{a(B). B). (1.51)

As derivadas em relagéo do inico pardmetro termodinamico g dao agora

ds as ( op; (‘3p1t O

_ —_— 1.52
PlE Z 5; (8,6’ " a dd) (1.52)
dU oU (8p;  Op 8@) .

“_ opda 153
a3 Z op: (8,6‘ " Ba a8 (1.53)

Mas agora. a condigio de normaliza¢do (1.46) implica e

W
Op; Op; Oa -
—_ = 0; 1.54
;(a,ﬁ+aaaﬁ) | (o)
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isto, junto com {1.48)

ou 95
B N =4
Yon O (1.55)
leva a .
dU N op;  Ops 3(‘1) o
dg oy ) 1.5¢
> (Bp?: "“) (a@ T a5 (1.56)
0l seja
LAU dS
' 1.57
dﬁ - d3 (1.57)
Em outras palavras, a mais basica rela¢do termodinamica
= T (1.58)
dau  dU/dg3

vale para qualquer forma do funcional entrépico (1.44) ¢ do vinculo generalizado (1.45).
A particularidade da forma (1.34) do vinculo da energia, assim como também da versao
[39] Z? L PIE:, & que nestcs cagsos o pardmetro o se fatoriza e pode ser obtido de forma
explicita. Isto implica que se possa escrever uila Juncao de partigao, com a vantagen de
ter facilidades praticas para calcular quantidades de interesse termodinamico.
Voltando a generalizaciao do formalismo canénico através do vinculo {1.34) temos por-

tanto que, para todos valores de g,

1 _ 95 (T - l) (1.59)

T oU, i3
Pode também ser provado que a energia livre £, é dada por
F,=U,-T8,= ;, In, Z,, (1.60)
onde
Zi-e—1 7,01 |
In, Z, = — = — 38U, (1.61)
1—g 1—gq
e a encrgia interna por
d ’
Uy, = ~33 In, Z,. (1.62)

Finalmente, para o calor especifico Cy vale

s, _ 8U, &*F,
dnk = T8
Co=Tor = %7 ar?

(1.63)
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1.4 Super-estatistica

Recentemente Beck e Cohen [44] propuseram uma interessante abordagemn alternativa para
chegar & distribuicdo (1.41), baseada somentc ha mecanica estatistica ordinaria. Esta pro-
posta € chamada super-estatistica, J4 que consiste na superposicac de duas estatisticas.
Aqui analisamos resumidamente as idéias basicas. Consideramos uwm sistema fora do
equilibrio sujeito a flutuacdes espaco-temporois de um parametro infensivo, COIMo por exern-
plo o inverso da temperatura 5. Localmente, ou seja em regides espacials caracterizadas
por células (no espaco fisico) onde § é aproxirnadamente constante, o sistema € descrito

A% onde £ é uma

pela mecénica estatistica ordindria, ou seja pclo fator de Boltzmann «
cnergia efetiva de cada célula. No longo prazo o sistema é descrito por uma média cspago-
temporal sobre as flutuacdes de 3. Desta forma se obtém a superposigdo da estatistica

exp(—3E) com aquela do préprio 3. Se pode definir um fator de Boltzmann médio
BB = [ dopisie e (L64)
0

onde f(;3) é a distribuigio de probabilidade de 3. Pela assim chamada super-estatistica de
tipo A, se normaliza este fator de Boltzmann efetivo obtendo a distribuigao de probabilidade

estacionaria no longo prazo

p(E)___B_(ZE_), (1.65)
onde
E/ dEB(E). (1.66)
0

Nu super-estatistica de tipo B se inclui a normalizagao {dependente de 3) no processo de

média. Neste caso
e —AE

/ 4B G (1.67)

onde Z{3) é a constante de normalizacao de e~9% para um dado 8. Ambas as abordagens

p(E)

pocem ser mapcadas uma na outra definindo uma nova densidade de probabilidade

f(8) = g[j)) {1.68)
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onde ¢ ¢ numa constante de normalizagio. Claramente uma super-estatistica de tipo B com
f ¢é equivalente a uma super-estatistica de tipo A com /.

() aspecto interessante da super-estatistica é que ela é hascada na mecanica estatistica
ordindria (nos fatores de Boltzmann e ?% obtidos maximizando localmente & entropia de
BG), mais as flntuagdes em 3. E também possivel introduzir formas entrépicas generali-
zadas que sao maximas para estes p(E) [45] e que sao associados a uma descri¢io termo-
dindmica efetiva de um sistema fora do equilfbrio onde se média sobre as flutuagoes. Além
disto, a abordagem super-estatistica permite derivar formnlas explicitas que agsociam o
parametro g a varidncia relativa das flutuagoes de g.

Uma realizago dinamica simples da super-estatistica pode ser conustruida considerando
equagoes diferenciais cstocdsticas com parametros espago-temporais flutuantes {13]. Para

tal se considere uma equa¢io de Langevin para uma variavel wu,
4= ~F(u) + o L{t), (1.69)

onde L(¢#) é um ruido Ganssiano, v > 0 é uma constante de friccdo, o descreve a intensidade
do ruido. ¢ F(u) = —0V(u)/0u é uma forca de drift. Se v e o sao constantes. entac a

densidadc de probabilidade estaciondria de u é proporcional a e=#V™ onde
8= (1.70)

pode ser identificado como o inverso da temperatura da mecanica cstatistica ordinaria.
Porém, mais emn geral, os parametros v e o podem flutuar, de modo que 3 = v/o? tenha a
distribuicio de probabilidade f(8). Assumimos que estas flutuacdes atuem numa escala de
tempo suficientemente grande para que o sistema possa alcangar o equilibrio local. Neste
caso se obtém, pela probabilidade condicional p(u|B) (probabilidade de uin certo valor de

« dado um certo valor de §):
o8V @)

Z(B)

pela probabilidade conjunta p(u, 3) (probabilidade de observar um certo valor de 4 ¢ um

g) = (1.71)

plu

certo valor de 3):

p(u. 3) = plul8)f(5); (1.72)
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e pela probabilidede marginal p{u) (probabilidade de observar um certo valor de v qualquer

seja o valor de 3):
mnz/d@WWﬂm. (1.73)
AU

Esta distribui¢do marginal € a distribuigao canonica generalizada da super-estatistica f(J5)
considerada. Esta formulacao corresponde a super-estatistica de tipo B.

Notando que 3 tem um suporte positivo (de modo que, por exemplo, distribuigoes
Gaussianas sdo excluidas para f(J)), uma escolha interessante para f(3) € dada pela

distribuicao x2:

v __l_ n. %.-%—1 _E 7
£(8) = e (250) 3 exp( 230). (1.74)

Com efeito. enquanto que somando varidveis aleatérias Gaussianas se obtém uma varidvel
aleatdéria Gaussiana, somando variaveis aleatdrias Gaussianas ao quadrado se obtém uma
distribuicdo ¥? (chamada também de distribuicao T'). Neste sentido a distribuigio x* é
tipica para varidveis aleatérias positivas. Indicamos n varidveis aleatdrias independentes
como {X;},—12. n. € assimimos que elas tenham média nula. Temos entao que a densidade

de probabilidade associada a

8= i X7 (1.75)
i=1
¢ dada pela Eq. {1.74). A média do paramctro flutuante 3 é dada por
(B = n(X?H) = /x dif(3)3 = 3, (1.76)
0
e a variancia por
() - By = =% (1.77)
Para forcas de drift lineares F(u) = —u sc obtém, pela probabilidade condicional

$ Fu? ~
p(ul3) = \/gexr) (—' 5 ) : (1.78)

e pela probabilidade marginal

oy =T () (1, 8,) 7 179
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A equacao diferencial estocdstica (1.69), com um 3 = v/¢? distribuido com uma dis-

. PR /‘2 - . . . - - . + ~ . s .
tribuicao x*, produz entdo a distribui¢io candnica generalizada da mecanica cstatistica

nac-extensiva
5. ‘ T—q
plu)oc |1 = (1 - q)'-z—uz : (1.80)
se fazemos as seguintes identificagoes:
2 _
g = 1+ — 7 (1.81)
- 2
= o= - A (1.82]

Obscrve-se que, dentro desta abordagen, obtemos distribui¢des g-exponcenciais com ¢ > 1.

Existem varias outras super-estatisticas, definidas pela escolha da distribuigao f(3).
Notavelmente, todas elas tém a mesma corregao da primeira ordem do fator de Boltzmann
para F pequeno, que coincide com a estatistica nio-extensiva [44]. Para qualquer destas
super-estatisticas se pode em geral definir um parametro ¢ através da relacéo (veja também
[46]

q= %j;—l (1.83)

que. como vimos, no caso da distribuigao x? coincide com o indice entrépico da mecanica

cstatistica nao-extensiva.

1.5 Determinacao dinamica do parametro ¢

Desde a proposta original [11], o formalisino nao-extensivo atraiu a atengao de muitos
pesquisadores. Atualmente a bibliografia relacionada ao tema conta com mais de 1250
trabalhos (47], assinados por mais de 700 autores de 48 paises diferentes. Assim. ¢ dificil
questionar a utilidade do formalismo na descrigao de fendmenos complexos que exibem
comportamentos do tipo lei de poténcia [48].

No entanto, um ponto fundamental é conseguir uma determinacao a priori do parametro

g. de modo que o conhecimento de alguns aspectos microscopicos leve a uma predigao do
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conlportamento macroscopico do sistema. Esta questdo ainda tem aspectos a ser esclare-
cidos, embora nos ultimos anocs vdrios avaugos importantes foram conseguidos. Em geral
se acredita que a resposta esteja ligada a uma ocupagio parcial (tipicamente multifrac-
tal}. pela trajetdria dinamica, do espaco de fases disponivel ao sistema sob determinadas
condi¢oes macroscopicas. Isto implica a violagdo da hipdtese de ocupagiao equiprovavel dos

estados dinawicamente acessivels, em todas as escalas.

Nesta tese veremos como dindinicas complexas levam a fenémenos macroscépicos andma-
los e para alguns modelos suficientemente simples, como pode ser feita uma ligacao entre
a dindmica e o parametro ¢. Uma boa parte da andlise scra dedicada a mapas dinamicos.
enquanto na parte final abordaremos sistemas Hamiltonianos de muitos corpos. Antes de
entrar nestes detalhes é bom lembrar que, como fol antecipado na abertura deste trabalho.
a fundamentagio dindmica da prépria estatistica de BG é um argumento que ainda tem

aspectos basicos em aberto {3, 4. 5, 6].

Na 4rea de sistemas dindmicos nao-lineares uma ligagiao fundamental cntre dinamica c
funcional catrépico é dada pelo teorema de Pesin [36] que liga a sensibilidade as condigoes
iniciais com a taxa de producado de entropia. Nas proximas duas se¢Oes analisamos estes

conceitos gerais.

1.5.1 Sensibilidade as condigoes iniciais

Um dos aspectos fundamentais da teoria de sistemas cadticos é associado & descrigao de
trajetorias irregulares no espago de fases. Esta caracteristica € estritamente relacionada a
instabilidade do sistema e ao crescimento de entropia. Dado um ponto x(0} no espago de
fases de um nodelo dinfimico e wn vetor distancia dx(0) no espago de fascs, a sensibilidade
as condicdes iniciais £ € definida como

(2301

£(x(0),0x(0),t} = |§xl(i()r}1|1—»0|~m, (1.84)
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onde ¢ é a varidvel temporal. Para um sistema cadtico. a sensibilidade &s condigdes iniciais

€ assintoticamente exponencial e tipicamente independente dec x(0) e dx(0):
£ = exp (M), (1.85)

onde A é o mdrimo coeficiente de Lyapunov do sistema. Existe de fato todo um espectro

de coeficientes de Lyapunov {/\(‘C)}k:l o4 onde d é a dimensao do espago de fases. Se o

v
sistema for conservativo, a conservacao de volume no espago de fases implica na condigao
E::1 A% = 0. Se além de ser conservativo o sistema é simplético {ou scja, derivado
de wm sisterna Hamiltonlano), os coeficientes de Lyapunov sdo acoplados em pares, onde
cada elemento do par é o oposto do outro. Do outro lado, sistcmas regulares exibem
tipicaniente um crescimento linear de £ em relag¢io ao tempo, de modo que na transicao
entre caoticidade e regularidade o coeficicnte méaximo de Lyapunov se anula.

Com efeito, varios sistemas fisicos, biolégicos, econdmicos e outros exibem situagoes
mais complicadas, associadas a um espaco de fases que revela padroes complexos e dinamicas
anodmalas [49]. Em muitos destes casos, o sistema é caracterizado por uma sensibilidade as
condi¢des iniciais de tipo algébrico.

Em relagdo ao formalismo ndo-extensivo foi conjeturado em 1997 [50] (veja tambén
[51]) que em algumas destas situa¢des (especialmente em presenga de estruturas fractais
no cspaco de fases), a sensibilidade as condigdes iniciais seja dada por uma lei de poténcia
g-exponencial:

£() = oxp,(Agt) = [1+ (1 — ) AH]™7 (1.86)

caracterizada, além do parAmetro ¢ € R, pelo coeficiente de Lyapunou generalizado A, € R
(note-sc que, como de costume, o coeficiente de Lyapunov ordindrio A = A, ¢é recuperado
no limite ¢ — 1). Usando as propriedadcs da fungéo ¢g-exponencial (Fig. 1.3), ncsta gene-
ralizacdo se distinguem os casos mostrados na tabela 1.1. Esta conjetura foi recentermente
provada de forma analitica para as bifurcagées de forquilha (insensibilidade fraca) e tau-
gente (insensibilidade fraca no lado esquerdo e sensibilidade super-forte no lado direito)
[16] e para o limiar do caos (insensibilidade fraca) {17, 18] de mapas unimodais unidimensi-

onais, como vercnos enl detalhe no préximo capitulo. Nestes casos foi possivel, utilizando
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g <1 g=1 g=>1
Ag < 0 insensibilidade insenstbilidade forte nsensibilidade fraca
super-forte e.g. mapa logistico p < proo e.g. [16]
Ag >0 sensibilidade fraca sensibilidade forte sensihilidede
[ e.g. {16, 17. 18, 52, 53] | e.g. mapa logistico p > s | super-forte e.g. [16]

Tabela 1.1: Sensibilidade as condigoes iniciais na abordagem naoc-extensiva. Nao existem ainda

exemplos para o caso de insensibilidade super-forte as condigoes iniciais.

técnicas de grupo de renormalizagio, determinar exatamente o valor de g e de A,. Existem
também evidéncias miméricas de sensibilidade fraca as condi¢bes iniciais para os mapas
simpléticos que trataremos no capitulo 3 [52, 533]. Em rclagio aos termos introduzidos na
tabela 1.1, falaremos entao de caos forte (fraco) se a sensibilidade as condigdes imiciais €
forte (fraca).

Note-se. & margem, que da mesma forina que a sensibilidade as condigdes iniciais expo-
nencial satisfaz a equacdo difcrencial £ = A€ com condicdo inicial £(0) = 1, a sensibilidade
g-cxponcicial é solucio da equacio & = A&7, com o mesmo dado inicial [54]. No capitulo

3 voltaremos a aprofundar este ponto.

1.5.2 Producao de entropia

No estudo dos sistemnas dinamicos nao-lineares uma outra forma de quantificar o caos €
dado pela taxa de producio de entropia. Este conceito fol introduzido por Kolmogorov e
Sinai (veja por exemplo [9, 7]) e faz referéncia explicita & forma funcional (1.1) em relagao
a uma medida de probabilidade definida em correspondéncia de uma partigaa do espago de
fases. Um resultado central neste contexto foi obtido por Pesin [36], que demonstrou que
para sistemas Hamiltonianos tipicos a taxa de produg¢ao de entropia de Kolmogorov-Sinal

K é igual & soma dos coeficientes de Lyapunov positivos:

S W=k, (1.87)

Akl =0
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Esta formula incorpora a importante conexao entre a perda de informacao, expressa por
K. e a dependéncia nos dados iniciais, representada pelos coeficientes de Lyapunov. para
estados cadticos.

Foi mostrado numericamente [55| que, para mapas Hamiltonianos de baixa dimensao.
a taxa de producao de entropia de Kolmogorov-Sinal X coincide com a entropia média
K produzida por unidade de tempo pela evolugio dinamica de um ensemble estatistico
inicialmente colocado fora do equilibrio: X = K. Mais precisamente, consideranos A
coplas nao-interagentes do sistema dinamico em exame e um coarse graining no espaco de
fases constituido por uma particdo de W (hiper)células (d-volumétricas) ndo-intersectantes.
Por cada passo temporal £ é definida uma distribuicao de probabilidade {p;};—, 2. .w através
do mimero de ocupagio n; de cada célula, p; = ny/N (3, pi = 1). Temos cntao

K = lim lim lim Ei—(ﬁ, (1.88)

t—oo W—oo N —oo

onde S é a entropia (1.1) e a média {) ¢ obtida considerando virias realizagoes diferentes.
cada uma caracterizada por um diverso ensemble de dados iniciais. Na sequéncia desta
tese, consideramos tipicamente dados iniciais caracterizados por um ensemble de N copias
do sistema todas distribuidas aleatoriamente dentro wma tnica {hiper)célula da partigao.
Desta maneira, a entropia inicial é nula, ja que todas as probabilidades menos uma sao zero.
Os valores médios sdo depois obtidos amnostrando o espago de fases completo, mudando a
posigao da (hiper)célula inicial.

Agora, se o coeficientc maximo de Lyapunov é nulo, o uso da forma entropica tradi-
cional pela definicio de quantidades como a entropia de Kolmogorov-Sinai fornece pouca
informagao e ndo ajuda por exemplo a distinguir citre caoticidade fraca e integrabilidade
(veja o capitulo 3 para a definicio de integrabilidade). Generalizando o resultado de Latora
e Baranger (55], a entropia de Kolmogorov-Sinai g-gencralizada pode ser definida como

St .
Ky = lim Iim lim LELE (1.89)

oo W —oo N —oo

A Fig. 1.4 mostra de forma esquemética o significado desta generalizagaoe para uma situacao

de caos forte.
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Figura 1.4: Representacao esquemdtica de Sy(f) para diferentes valores de g, para o caso de um
espago de fases cadtico. Somente para g = 1 temos, no limite W — oc, uma taxa assintética

(t — oc) finita de produgao de entropia K (K, =0 para ¢ > 1e K, — oo para g < 1).

Na referéncia 150] foi suposto que nos casos unidimensicnais o coeficiente de Lyapunov g-
generalizado e a entropia de Kolmogorov-Sinai g-generalizada estejarn relacionadas através

da cquagao:

A, se A, >0
K,={ " _ (1.90)

0 nos outros casos

Mais explicitamente, temos K; = A se Ay = 0 (e K; = 0 se o coeficiente maximo de
Lvapunov A; < 0). Mas se A; = 0, entfio existe um valor especial de g tal que K, = A,
se A, > 0 (e K, =0se Ay < 0). Também esta relagao foi provada analiticamente para o
limiar do caos de mapas unimodais unidimensionais [18] (veja o capitulo 2). Para o caso
de mapas Hamiltonianos, a situagdo é mais complexa [52, 53, 56, 57]. como veremos no

capitulo 3.
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1.5.3 Fundamentagao dinamica do ensemble canénico e platos

quase-estacionarios

Ui outro ponto fundamental é a ligagdo entre dinamica e descrigdo estatistica do cquilibrio
macroscopico do sistema. Como citamos, cste tema, ja observado por Einstein [2] e que cor-
respondia ao pensamento do préprio Beltzmann, teve bastante atengao na literatura (veja.
por excimplo. [6] ¢ referéncias sugeridas). Se de um lado o sucesso da dinamica molecular
é uma evidéncia clara a posterior: do fundamento dindmico do ensemble microcanonico.
técnicas dinamicas que abordam configuragdes de ensemble candiico normalmente impoem
a dinamica a prior: (como por exemplo os métodos Monte Carlo). De fato, no caso do en-
semble canénico os fundamentos dindmicos ainda precisam de ser aprofundados [3. 4, 5, 6].
No capitulo 4 veremos uma nova técnica numérica [58] que permite fundamentar. utili-
zando somente a segunda lei de Newton (F = ma), a distribuigao térmica de equilibrio de
BG no préprio espago I, para wima configuracao de ensemble canénico de sistemas Harnil-
tonianos de muitos corpos com interacao de curto alcance. Neste capitulo veremos também
como 1o caso de interacdes de longo alcance surgem fenémenos andmalos que violam as
previsoes do formalismo de BG (efeito que no fundo deve ser esperado, ja que a hipotese de
caos molecular nao é valida neste caso). Com efeito, dependendo das condigoes iniciais do
sistema, 1o caso de longo alcance aparecem platds quase-estaciondrios (que chamaremos
também de platés meta-cstdvers) onde valores de grandezas macroscopicas, COINoO POr exer-
plo a energia cinética cspecifica, nao coincidem com as previsdes da mecanica estatistica
ordindria [59, 60] (para uma discussdo mais geral veja [61]). Notavelmente, platos coin
caracteristicas muito parecidas se evidenciam também em correspondéncia de dinarmicas
complexas de mapas dissipativos [62, 63] e conservativos (64, 65. 66]. Nestes casos o0s
platos sao associados a dimensées fractais nao trivialg no espago de fases. Ao longo da
tese analisaremos portanto as caracteristicas destes platos meta-estaveis ¢ discutiremos as
intrigantes analogias entre platés que aparecemn em modelos diferentes [63]. Além disso.
através do estudo destas anomalias, tentaremos determinar os pardrnetros ¢ capazes de

descrever macroscopicamente cstes estados.



Capitulo 2

Sistemas dissipativos: mapas tipo

logistico

Nesta secio trataremos de mapas {aplicagoes) unidimensionais do tipe do conhecido mapa
logistico, chamados mapas unimodais. Apesar da lei de iteragao destes mapas ser extre-
marmente simples, a fisica a eles associada é muito rica e representa modelos experimentais
como fluidos turbulentos, osciladores RCL, dispositivos aetisticos, entre ontros. Do ponto
de vista tedrico, eles permitem aplicar técnicas de grupo de renormalizagao em completa
analogia com aquelas usadas em fendmenos criticos. E justamente através deste tipo de
técnicas que foi possivel provar, de modo exato, a validade do formalismo naoc-extensivo
para ¢ # 1 em vérios pontos criticos onde o coeficiente classico de Lyvapunov sc¢ anula.
Utilizando um desses resultados e introduzindo um ruido aditivo na equagao do mapa.
podemi-se descrever fendmenos de relaxagio em varias etapas, com o surgimento de platos

meta-estdveis que apresentan analogias cotn 0s que aparecern 1o estudo de sistemas vitreos.



30 Sistemas dissipativos: mapas tipo logistico

2.1 Mapas de tipo logistico: um paradigma para o

caos

O mapa logistico foi introduzido originalmente por P.F. Verhulst no 1845 para simular o
crescimento de uma populagao numa area fechada. Trata-sc de um mapa unidimensional

de tempo discreto cuja lei de iteracgdo é dada por
ji‘.—i—l = Tft(l — .Ef) (Ql)

onde T € [0,1], t = 0,1,..., e r € [1,4]. Através da transformacao p = r{r/4 — 1/2).

T ={x—1/2)/(r/4 — 1/2} esta lei de iteragdo é transformada na forma equivalente
T = fulz) =1 #1’53, (2.2)

onde z € I—1,1], e 0 € [0.2]. Esta segunda forma ¢ interessante porque ¢ facilmente

generalizada para outras classes de universalidade através da equagao
. — = e ;
L1 = f,u,,(:(xt) =1 — pjay*, (2.3)

onde a nao-linearidade ¢ > 1 representa a classe de universalidade do mapa unimodal. Por
mapa unimodal se entende uma qualquer fungdo f continua difercncidvel que mapeia o
intervalo [—1, 1] nele mesmo, com um dnico maximo e z = 0, e que seja monotdnica para
1<zr<0el<z<1L.

Em geral, um mapa d;-dimensional xq11 = M(x,}, com x € R4™ & dito conservativo
se prescrva o volumme no espaco de fases a cada iteragio. O volume € preservado se ¢ apenas

ge o determinante da sua matriz Jacobiana DM € igual a um,

). <

]
on
p—

det{DM(x)) = det (

INa realidade, para cxibir a estrutura de infinitas seqiiéncias de bifurcagdes de forquilba a tungéo f

deve ter também derivada Schwarziana negativa em todo o intervalo [—1. 1], onde a derivada Schwarziana

de f. §F. é definida coino ,
) fm 3 (fﬂ)z o
SF = = , (2.4]
f f 2\

veja. por exemplo, [8].
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Se em alguma regido do espago de fases det(DM(x)) < 1, o mapa ¢ dito dissipativo. E
lmportante o fato que sistemas dissipativos sao tipicamente caracterizados pela presenqga
de um ou mais conjuntos atratores no espago de fases. Esses sao sub-conjuntos limitados
do espago de fases, definidos pelo fato que existem regices de dados inieias, eom volume
nao nulo, que tendern assintoticamente aos atratores. Claramente, os mapas que cstamos
considerando neste capitulo sao sistemas dissipativos.

No caso de mapas unidimensionais existe um tnico coeficiente Lyapunov, cuja definigéo
se simplifica em?

df(t} (3;0)

. o1
AMxo) = ch:& 7 In e

LT N SN .
= tli.l},!; 7 In llf ()1 = ;1_1»12;. 7 Z I | ff (s )] {(2.6)

i=0
A figura 2.1 mostra o atrator ¢ o coeficiente de Lyapunov do mapa logistico ( = 2 em
funcdo do pardmetro de controle do caos g, Para g menor (maior) do valor critico
Hoo = 1.401155198..., A é tipicamente negativo (positivo). p., define a transigao entre
atrator regular e cadtico e é chamado limiar do caos. No limiar do caos A se anula. Note-se
que a esquerda de g, o coeficiente de Lyapunov se anula também onde ocorre uma du-
plicagio do atrator, o que acontece para p = g (k = 1,2, ...) através do mecanismo da
bifurcacdo de forguilha. Este mecanisino é conhecido como rote para o caos via duplicacdo
de periodo e é evidenciado por sistemas fisicos de varias origens. Note-se que esta reglao
regular ¢ caracterizada por ciclos de pontos fixos de periodo 2%, Alguns destes ciclos, por
valores especiais do parametro yu = jix, passam por z = 0. Estes eiclos sao chamados ciclos
super-estdveis e, coino veremos, térn um papel importante no grupo de renormalizagao de
Feigenbauni-Coullet-Tresser (FCT) [67. 68]. Na reglao caltica (¢ > poc) existem janelas
de periodicidade onde o Lvapunov é negative. Estas janelas sdo introduzidas por uma
bifurcacdo tangente, onde A mais uma vez se anula, ¢ sao ligadas a rofa pare o cuos por
intermiténcia de tipo I. No pardgrafo 2.2 analisaremos em detallies estes importantes me-
eanismos e veremos que é possivel deduzir, por especificos valores do parametro ¢ # 1, um
coeficiente de Lvapunov g-generalizado nao nulo que descreve o comportaniento dinanico
destes pontos criticos.

2Note-se a propriedade %f@}(xnzn = %f[f(:n)”m = f'[f(zo)}f {%0).
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Resumimos agora algumas das caracteristicas conhecidas da dinamica dos mapas uni-

modais, que serdo em parte utilizadas ao longo deste capitulo.

o Os valores u;, onde o niimero de pontos fixos do atrator mida de 2571 para 2. escala
como

L = oo — const. 0% para k >> 1. (2.7)
o Isto vale tambéin para os valores do parametro g que definem os super-ciclos:
Dk = fioo — const. 6%, para k >> 1. (2.8)

* As posighes das janelas de periodicidade na regido cadtica escalam com o mesmo

cxpocinte ¢ e um valor diferente da constante.

e (s valores das distaAncias dy, dos pontos em um 2*-super-ciclo que sdo mais préximos

de x = 0 sao chamados diametros dy:

dy = f010). (2.9)

.

A razao entre diametros ¢ constante:

dy

i1

= —¢q para k >> 1. (2.10)

e ¢ ¢ § sio conhecidas como constantes de Feigenbaum. No caso do mapa logistico

¢ = 2 elas valem
& = 4.6692016091.... (2.11)
a = 2.5029078750... . (2.12)
e O limiar do caos do mapa logistico é dado por

fhoo = fico = 1.401155198... . (2.13)

e No limiar do caos o atrator constitui um conjunto de Cantor de dimensdo fractal

dy = 0.5338..... (2.14)
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Figura 2.1; {a) Atrator do mapa logistico (( = 2} em fungéo de p. O limiar do caos € definido em
correspondéncia do valor critico geo = 1.401155198... (b} Coeficiente de Lyapunov A em fungao

de e
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2.1.1 Evidéncias experimentais dos mecanismos de rotas para o

caos

Nesta segao descrevemos alguns aparatos experimentais que apresentam transicocs cntre
regimes regulares e cadticos com os mecanismos descritos pelos mapas unimodais. Esta
descri¢do é somente de cardcter ilustrativo, para aprofundamentos indicamos por exemplo
(8] e referéncias ali sugeridas.

Um sistema fisico que exibe diferentes tipos de rota para o caos é o experimento de
Bénard. Neste experimento uma camada de fluido, com coeficiente de expansao volumétrica
positivo, é colocado entre duas laminas horizontais, num campo gravitacional. A lamina
de baixo estd a uma temperatura maior do que aquela de cima. A tendéncia do fluido
esquentado em baixo da camada € de subir, enquanto que o fluido da parte de cima tende
a descer. mas estes movimentos sao contrastados pelas forcas viscosas. DPara pequenas
diferencas de temperatura AT, a viscosidade consegue manter o fluido cm repouso e a
transmissao de calor se da através de condugio uniforme. O sistema sc torna instavel para
um valor critico do nimero de Rayleigh R (que é proporcional a AT), e se desenvolve um
estado estacionario de “rolos de convecgdo”. Para valores de IR ainda maiores se observa
uma transiciio para um movimento caético, acima de um segundo limiar critico. Estes
comportarentos dinAmicos podem ser observados medindo, através do efeito Doppler do
espalhamento da luz, o espectro de poténcia da velocidade do fluido em varias diregées.
Dependendo dos pardmetros experimentais, este sistema exibe varias rotas para o caos.
Em particular, foram observadas sub-harménicas de freqiiéncias /2, f/4, f/8 ¢ f/16,
onde f é a freqiiéneia fundamental, em analogia com a cascata de duplicagao de perfodo
que acontece no mapa logistico para g < foo; € também sinais tipicos de intermiténcia tipo
1, que é associada as bifurcagdes tangentes. Veja, por exemplo, [8] para os detalhes.

Um outro sistema experimental que possibilita o cstudo do comportamento cadtico €
um oscilador RCL nao linear. Trata-se simplesmente do um circuito em série RCL com um
gerador de potencial sinosoidal, onde o clemento néo linear € introduzido por um diodo. O

paranietro de controle é constituido pelo valor da amplitude do potencial. Neste dispositivo.
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o sinal de corrente gera séries temporais que correspondem as cascatas de bifurcacoes e as
intermiténcias produzidas por mapas unimodais [8].

Como ltima ilustragdo, para ressaltar as propriedades de universalidade destes fendme-
nos. observamos que uma outra aparelhagem que exibe a cascata de duplica¢ao de periodo
¢ dada por um reservatério de agua irradiado por ondas sonoras de alta intensidade. O
sinal cadtico é produzido pelas proprias ondas soncras depois de atravessar a agua. Os
elementos nao lineares deste sistema sao as bolhas cheias de vapor de agua eriadas pelos

gradientes de presséo das ondas sonoras [8].

2.1.2 Paralelismo entre duplicagcao de periodo e transicoes de

fases

Para descrever o fendmeno da cascata de bifurcacdes de forquilha, Coullet ¢ Tresser [67]
e, independentemente, Feigenbaum [68] criaram um grupo de rencrmalizagio que sc revela
extremamente poderoso para encontrar resultados analiticos associados a dindmica dos
mapas unimodais. Analisando, por concreteza, o caso do mapa logistico ¢ = 2, entrarcmos
agora em alguns detalhes que serdo dteis nas proximas se¢oes.

Este grupo de renormalizacio se baseia na definigdo dos didmetros dy,

de = F270(0), (2.15)

ige

onde, para simplificar as notagdes, escrevemos fi, c=2 = fu,. A Eq. (2.10) implica em

fim (—a) dpy1 = di, (2.16)

k— o0

X o : 2k _
ou seja. a segiiéncia de iterados fék+)1 (0) converge para d,

Jim (—a)* £ 0y = d. (2.17)

et

= - 2% z
Resultados numéricos para x # 0 sugerein gue a fungdo rescalada fi [?:Q—);] converge

para uma fungio limite g (z):

fim ()t f2¢ { ud }:_gl(:z). (2.18)

k—o0 r&k-}—l
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O passo seguinte ¢ construir uma familia de funcdes g;(z) (i = 0,1, ...) relacionadas

através de uma transformacéo de duplicaggo R. A familia de fungoes ¢;(z) é dada por

g.(x) = lim (—a)* 2% [(—_""—QF] . (2.19)
E sc pode ver (por exemplo, [8]) que estas fungdes estao relacionadas através da trans-
formacao
gi-1(z) = (—a)g; [Qv: (—f—l” = Rgi(z). (2.20)
O limite para ¢ — oo de g;(x),
g(z) = lim g,(z), (2.21)

define o ponto fixo do operador de duplicag¢ao

xr

g(x) = Ry(x) = (~a)g [g (-2 )] . (2.22)

[

que € a funcao universal de Feigenbaumn que define a universalidade de a através da relagio
9(0) = (—a)g[g (0)]. (2.23)

A funcdo universal de Feigenbaum pode ser aproximada numericamente e ¢ dada por
g(r) = 1 — 1.52763 22 + 0.104815 z* — 0.0267057 2% + ... . (2.24)

Este grupo de renormalizacdo apresenta muitas analogias com técnicas usadas cm
fendmenos criticos. Exibimos, a titulo ilustrativo, a tabela 2.1 que serve como um di-
cionério relacionando estas duas dreas. Novamente, indicamos [8] para maiores detalhcs.

Como veremos na préxima seciwo, essencialmente a mesma abordageni de grupo de

renornializacao permite tratar também as bifurcagoes de forquilha e tangente,

2.2 Bifurcacgoes de forquilha e tangente

Uma classe de fendmenos onde o formalismo nac-extensivo tem sido muito estudado re-

centemente é constituida pelo comportamento dindmico de mapas unimodais em condigGes
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Transicoes de fases Duplicagao de periodo
Funcional de Laundau-Ginzburg Mapa unidimensional
H = [diz[c(Vo)? + to? +uct], fulx)

com vetor de parametros p = (¢, t, u)
Distancia para o ponto critico Distancia para fis
t=T-T, f—= fteo
Parametro de ordem Coeficiente de Lyapunov
{o(z)) (magnetizacio) M) (muda de sinal em fis)
Formagao de blocos de spins — Composicao funcional —
transformacao de grupo de operador de duplicagao f
renormaliza¢do R com ponto fixo H* com ponto fixo g
R[H"| = H* Rlgl =y

Tabela 2.1; Paralelismo entre duplicagio de periodo e transigdes de fases.

criticas [16. 17, 18, 50, 69, 70, 71, 72, 73). E este o caso dos pontos de bifurcagao destes
miapas [16]. Este tipo de estados criticos fornecem uma oportunidade excepcional de exa-
minar explicitamente a estrutura de fundamentos maternaticos e as implicagoes fisicas das
suas propriedades do tipo lei de poténcia, invariantes por escala.

Como antecipado, as rotas para o caos de tipo duplicagéo de periodo e de intermiténcia
(tipo 1) sdo baseadas respectivamente nas bifurcagoes de forquilha ¢ tangente [8]. As
bifurcagoes de forquitha sdo o mecanismo para a cascata de duplicagdo de perivdo das
érbitas ¢ o ponto de acumulagio destas érbitas é o limiar do caos, que é¢ wma orbita
de periodo infinito. J& a bifurcago tangente é um mecanismo diferente quc liga drbitas
periédicas com o caos, onde a intermiterncia é win precursor do comportamento periédico [8].
Da mesma forma que no caso das transigbes de segunda ordem do equilibrio ordindrio, os
pontos de bifureacio tém propriedades universais que podem ser obtidas através de técnicas
de grupo de renorimalizagao, que para os mapas unimodais sao bascadas em composi¢ao

funcional e rescalamento. Através desta abordagem, us propriedades universais estdticas
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a) b)

Figura 2.2: Forma esquematica de fin} cm correspondéncia de bifurcagoes a) de forquilha e b)

tangente.

derivadas dos mapas de ponto fixo e das suas equagbes de perturbagio sao bem entendidas
[8]. No entanto, as propriedades dindmicas e as suas implicagbes 6 agora estao sendo
estudadas de maneira similar, usando a mesma abordagem de grupo de renormalizagao
[74]. Nesta se¢io apresentamos resultados analiticos de grupo de renormalizagao para

a dindmica universal nos pontos de bifurcacio de mapas unimodais de arbitraria nao-

linearidade ¢ > 1 [16].

A cada ponto de bifurcacio a sensibilidade as condigoes iniciais £, satisfaz uma lei de
poténcia para grandes valores do tempo de iteragao ¢, em contraste com o usual crescimento
ou decaimento exponencial dos estados ndo criticos [50, 51]. Isto obviamente implica que
o coeficiente de Lyapunov A, que mede os comportamentos periédicos (A < 0} ou cadticos
(A > 0), seja nulo. Como vimos na segao 1.5.1, a teoria ndo-cxtensiva oferece uma inte-
ressante alternativa para descrever a dinamica nestes pontos criticos [50] através do coe-
ficiente generalizado de Lyapunov )\, da Eq. (1.86}. Robledo [74] recentemente apontou
para uma clara conexdo entre as solugdes de ponto fixo do grupo de renormalizagao nos

pontos de bifurcagio dos mapas unimodais e as propriedades de extremizacao da entropia
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nao-extensiva. Nesta secio mostraremos soluges analiticas pela dindmica e a sensibilidade
as condi¢Ges iniciais nas proximidades das bifurcagoes de ambos os tipos, e corroborare-
mos estes resultados numericamente {16]. Ao fazer isto, precedentes cstimativas [50] do
parametro nio-extensivo g serao confirmadas ¢ calcularemos o coeficiente generalizado de
Lyapunov A, em termos dos parametros dos mapas [16].

Comecamos relembrando o formalismo da abordagem de grupo de renormalizagao para
os pontos de bifurcacio dos mapas do tipo (2.3). A solugéo de Hu e Rudnick |8, 75] para a
relacio recursiva de grupo de renormalizagao de FCT? para bifurcagdo tangente foi obtida
como segue. Para a transicdo para uma janela de periodicidade de ordem n existem 7
pONtos Nos quais o mapa original f, . € tangente & linha de inclinagao unitdria. Escolhendo
um destes pontos, transladando a origem das coordenadas para este ponto e fazendo uma

expansdo da composi¢ido de n-vezes do mapa original, se obtém

F (@) = 2 +ulal* + O(|z]"), (2.25)

onde u é o coeficiente principal da expansdo e z sdo as coordenadas transladas. O mapa

de ponto fixo ' = f*(z) do grupo de renormalizacao foi obtido como
=zl —(z-1u sgn(:r)|sf|z_1]_z—if. (2.26)

A expansio em série desta solugio na coordenada z coincide com Eq. (2.25) nos dois
termos de ordem mais baixa. Na referéncia [74] foi obscrvado que o esquema precedente é

aplicavel também para as bifurcacdes de forquilha

df? N z)jdx| = —1 (2.27)

de ordem n = 2%, k = 1,2, ..., se o sinal de u é trocado para = > 0. Como ficard claro
em seguida, note-se que o expoente z que aparece nas Egqs. (2.25) e (2.26) é diferente do

expoente ¢ no mapa original na Eq. {2.3).

*Note-se que, notavelmente, a lei de composigio de grupo de renormalizacio utilizada para as bi-
furcacdes de forquilha e tangente coincide com aquela que descreve a cascata de duplicagdo de periodo e

o limiar do caos.
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Agora. tendo em consideracio que o mapa de ponto fixo Eq. (2.26) satisfaz a proprie-

dade do grupo de renormalizagao

Ff* @) =a f(ax) (2.28)

com & = 2Y/¢-1 shtemos através de uma composicio funcional repetida a seguinte pro-

priedade notavel

f*{m](j:) _ 11 f*(m?l_fi"). 7 = 1, 2’ (229)

-1

Esta propriedade implica que, para um ntmero total de iteragdes t = mn, m = 1,2, ...
com um dado inicial zp, suficientemente pequeno e para n e entdo t grande, o mapa de

ponto fixo pode ser escrito como

v = [F) (20) = 2ol — (2 — La sgn(ao) w171, (2.30)

onde ¢ = u/n. Isto é equivalente a wma aproximacgao de tempo continuo ¢ da Bq. (2.26)
obtida usando z; = ', o = x e at = u {74]. Notamos também que introduzindo uni indice
adicional { = 1,2....,n — 1, a mesma expressao vale para Ty = foretiga), j& que @y
no lado direito desta equagiio pode ser substituido por f(zp). Em palavras, a evolugao
temporal do mapa original nas vizinhangas de um ponto de bifurcagao da crdem n consiste
num conjunto de n trajetérias da forma (2.30). Mas considerando ao invés a evolugao
temporal do mapa iterado n-vezes fffc), esta ¢ dada por uma tnica érbita da forma (2.30).
Mas agora com ¢ =m e a = u.

Pode também ser verificado que a Eq. (2.30) satisfaz a propriedade
dry/dzo = (2¢/20)", (2.31)

e isto implica que a sensibilidade as condigdes iniciais & = limag,—o(Dz:/Awxg) tem a forma

Eu(xo) = [1 — (2 — 1)a sgn(zo) |z ] 1. (2.32)
A comparacio da Eq. (2.32) com a Eq. (1.86) fornece a identificagao [76]

1 - o s
g=2-— Z and A, (z) = 2a sgn(zo)lroel* ™" (2.33)
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z—1}

Além disso. usando a forma conhecida [77] p(x) ~ |z}~ para a distribui¢do invariante

de fﬁ? da Eq. (2.25), temos que a média A, de A,(xg) em ¢ dd
A = za sgn(zg). (2.34)

E interessante notar que esta média corresponde & g-extensao da expressdo ordinaria para
o cocficiente de de Lyapunov Ay, obtido como uma média de In|df (x)/dx] em p(x). Aqui

ternos
df ()

~—, 2.35
T (2.35)

Ay = fd;rp(r) lu,

Analogamente, para o mapa iterado n-vezes féﬂg a sensibilidade as condig¢des inicials ¢

caracterizada pelo coeficiente de Lyapunov generalizado

A, =ndg = zu. (2.36)

Nareferéncia [74] foi proposta uma expressio alternativa para a sensibilidade as condigoes

inicials. Precisamente
& = [exp,(0)]* = (1= (g — Dagtl T, (2.37)

cono sugerido por uma notdvel similaridade entre a cxpressao da perturbagio do grupo
de renormalizacio para r, e uma possivel generalizagdo da cntropia de Kolmogorov-Sinai
[74). Usando esta forma, tem-se as seguintes identificacoes: ¢ = z ¢ A, = a. Note-se que
se trata nada mais nada menos de uma das relagdes de rescalamentos apontadas 1a segao
1.2.1.

Prosseguimos agora mostrando resultados explicitos para o indice g e o cocficiente
de Lyapunov generalizado Xq pelas primeiras bifurcacées de forquilha e tangente. Uma

bifurcacao de forquilha de ordem n = 28 (veja-sc Fig. 2.2a) é caracterizada pelas seguintes

condicgdes
k—1 .
foe M) = v (k=12 (2.38)
s (2)
dy T dy

Y=UYc Y=l
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Figura 2.3: Insensibilidade fraca &s condigfes iniciais pela primeira bifurcagao de forquilha para
¢ = 1.75. A linha contimia para o g-logaritmo de §; em fungdo de t com ¢ = 5/3 e inclinagao
m = —2.55 confirma o resultado analitico e os valores especificos previstos para g e Ay por csta

transigao. A figura inserida mostra o comportamento correspondente para uma Unica trajetoria.



2.2 Bifurcacoes de forquilha e tangente 43

Estas condigbes determinam os valores do parametro critico u, ¢ das 2%~ ! posicdes criticas
R P . e [ — - ot p(2F) ] ~

Yo- Uma translacéo das coordenadas (r =y —y. e 2’ = fuc (y) — yo) € uma expansio cm

série produzem

fON ) =z +ulzl + O, (2.39)

= ~ + B ~— v : k B -

j& que em correspondéncia destas transicoes vale sempre d* f;E.,zc) /dz?|,-¢ = 0, independen-
temente da néo-linearidade ¢. O coeficiente « é dado entéo por u = :i:(l/(j)d:’ff;)/ffx3|xzu,
onde o sinal + se aplica para z > 0 e o sinal — para x < 0, e onde (pf'((f;)/df-sh:[} < {).

Como primeiro resultado obtemos que
z=3 e ¢g=5/3 (2.40)

pela sensibilidade as condicoes inicials para todas as bifurcagdes de forquilha de qualquer
nao-linearidade ¢. Note-se que por qualguer valor de zp # 0 o argumento da fungao g-
exponencial (2.32) ¢ negativo, e isto, combinado com ¢ > 1, implica que a bifurcagao de
forquilha exibe uma insensibilidade frace [50, 51] as condigdes iniciais para ambos os lados
da posicao critica.

No caso da primeira bifurcacio de forquilha (k = 1), a sua localizagdo é dada por
fe = (C+ 1/ (CC(¢C +1)) e yo = ¢/{ +1), enguanto o coeficiente u vale v = F(¢* + 203 ~
2¢ —1)/(6¢?). Em conseqiiéncia o coeficiente generalizado de Lyapunov para ffg depende

de ¢ e ¢ dado por
1M+ -2( -1
2 ¢? '

Na Fig. 2.3 apresentamos resultados nmuméricos para a primeira bifurcagao de forquilha

Ay = (2.41)
com { = 1.75. Estes resultados confirmam a predigao analitica :\q = —2.5466. A Eq.
(2.41) foi conferida para vérios valores de {. A localizagao e o coeficiente da expansao para
a segunda bifurcacio de forquilha (k = 2) para valores genéricos de ( sao mais dificeis de
obter analiticamente, mas como ilustracéo fornecemos os resultados para o mapa logistico
(¢ = 2). Temos jt, = 5/4 e as duas posigdes criticas sao dadas por y. = 2(1 + V2)/5. Como

conseqiiéncia, A, para a primeira posi¢do critica vale

A, = —3(250 + 125+v/2) /4, (2.42)
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enquanto para a segunda vale
Xy = —3(250 ~ 125v/2) /4. (2.43)

As condi¢des que determinam o pardmetro critico e as m posicdes criticas de uma

bifurcagao tangente de ordem n (veja Fig. 2.2b) sio

df)
- — 1, (2.44)

Y=Y

F ) =y e

de modo que, executando a mesma mudanga de coordenadas como antes, se cbtém a
eXpansao

£() = 2 + ula® + O(«?), (2.45)

onde o coeficiente u é agora dado por u = (I/QJdeE? /dx?| ;- > 0. Temos entao que
z2=2 ¢ g=3/2 (2.46)

para a sensibilidade as condigbes iniciais de todas as bifurcagoes tangentes de qualquer
ndo-linearidade ¢. O lado esquerdo da bifurcagdo tangente exibe, em analogia com o caso
precedente, uma insensibilidade fraca as condig¢bes iniciais. Todavia, ao lado direito da
bifurcagao o argumento da funcdo g-exponerncial torna-se positivo. Este fato, junto com
g > 1, implica numa sensibilidade ‘super-forte’ as condigbes inicials, no scntide que o
cresciimento da sensibilidade as condigbes inicials € mais que exponencial.

Mais uma vez usamos o mapa logistico { = 2 como ilustracio e escolhemos para a
sua primeira bifurcacdo tangente (n = 3) em u, = 7/4 uma das trés posigoes criticas.
¥, = 0.031405... . A determinacio do coeficiente de expansao forncre u = 15.608... . de

(3)

we O cocficiente generalizado de Lyapunov é

modo gue para

N, = +31.216... (2.47)

para 29 2 0. Na Fig. 2.4 representamos os resultados numéricos para o lado esquerdo
desta bifurcacdo, enquanto e Fig. 2.5 mostramos a sensibilidade ‘super-forte” as condigoes

iciais caracteristica do lado direito das bifurcagoes tangentes.
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—y (@) =-31.151¢
r2=0.99999979

5
-310 =

Figura 2.4: Insensibilidade fraca as condigdes iniciais ao lado esquerdo da primeira bifurcagao
tangente quando ¢ = 2. A linha reta para o g-logaritmo de & em fungao de £ com g = 3/2 e
inclinacio m = —31.15 confirma os resultados analiticos e os valores especificos previstos para ¢ ¢

Ay para esta transicdo. A figura inserida mostra o comportamento correspondente de uma unica

trajetoria.
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Obviamente, sé para ordens muito baixas n das bifurcacdes e/ou valores especiais da
nao-linearidade { é possivel obter solugdes algébricas para as localizacdes das transicoes
e para o coeficiente principal u da expansfo em séric. Mesmo assim, é sempre possivel
implementar métodos numeéricos para determina-los, e como conscqiiéncia para encontrar
o valor do cocficiente de Lyapunov generalizado A,. Como mostrado nas Figs. 2.3-2.3, os
calculos munéricos @ priors para os exemplos mais simples aqui escolhidos fornecem urna
notavel confirmacao das previsdes baseadas no grupo de renormalizaciao para ambos g e

Aq.

2.3 O limiar do caos

Nesta se¢ao descrevemos as propriedades universais associadas & dinamica dos mapas uni-
modais no limiar do caos, que fornecem uma outra confirmagao literal da teoria nao-
extensiva [17, 18]. Em correspondéncia deste estado, o ponto critico mais procminente
destes mapas, mostraremos que o compoertamento dinamico € governado pela transformacao
de grupo de renormalizacao de FCT. Usando este resultado, veremos que ambas as tra-
jetérias dinamicas e a sensibilidade as condi¢des iniciais exibem min comportamento de lei
de poténcia caracterizado por fungdes g-exponenciais, que serdo determinadas analitica-
mente. Mostraremos também que a conjectura [50] da ¢-generalizagao da identidade de
Pesin entre a taxa de produgio de cntropia e o coeficiente de Lyapunov vale de forma
exata no limiar do caos [18]. Além do préprio valor intrinseco como meio para estudar
a dinAmica na vizinhanca de estados cadticos, este resultado implica a importante con-
seqiiéncia que a entropia nao-extensiva é apta a descrever especificas situagoes fisicas nao
atingidas pela entropia classica de BG. Estes resultados analiticos serao corroborados por
determinacoes numéricas a priori, baseadas somente na lei de iteragio do mapa. Para este
objetivo, usaremos novamente o mapa logistico { = 2 como exemplo ilustrativo.
Lembramos que em correspondéncia do limiar do ¢caos, ponte de acumulagao da cascata
de bifurcacdes de forquilha, o coeficiente cldssico de Lyapunov se anula. Como apontado

em i17], o grupo de renormalizagao de FCT, originalmente concebido para descrever as pro-
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Figura 2.5: Sensibilidade ‘super-forte’ as condigoes iniciais ac lado direito da primeira bifurcagao
tangente quando { = 2. A linha reta para o g-logaritmo de £ em funcao de ¢ com ¢ = 3/2 ¢
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de t.
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priedades estaticas desta cascata de bifurcagtes, pode também ser utilizado para descrever
o comportamento dinamico no limiar do caos. Para fazer isto sera suficiente considerar
o valor absoluto dos didmetros, portanto, por simplicidade, em seguida d, significa |dy|.
Por uma razao que serd logo clara, nesta se¢do mudamos a notagao da varidvel temporal
chamando-a 7. de modo que, por exemplo, a lel de iteracdo do mapa logistico sera cscrita
Como

Tyt = funa{pr) =1 — ;L'"OO‘I:g‘ (2.48)

{7}

Na Fig. 2.6 mostramos o valor absoluto das posi¢oes x, = ‘ o o{Tm)| de duas tra-

jetérias do mapa logistico no limiar do cacs cm escala logaritmica. Uma corresponde &
condi¢do inicial z;, = 0; ¢ a outra a z;, =~ 0.56023..., nas proximidades de um repulsor, a
solucio instivel da equacdo z = 1 — poox’. A primeira trajetéria representa o atrator de
Feigenbaum, um conjunto multifractal de dimens&o d; = 0.5338... , enquanto a scgunda
mostra um transiente de longa duracéo antes de cair no atrator. Na referéncia [17] foi
observado que a trajetdria que descreve o atrator de Feigenbaum com z;, = 0 consiste
em uma série de subseqiiéncias monoténicas interligadas entre clas e caracterizadas pelo
mesmo decaimento segundo uma lei de poténcia. Estas subseqiiéncias sdo geradas pelas
subsequencias temporals

e = (2k + 1)277F, (2.49)

com k = 0,1.... e n > k (as primeiras posigoes, definidas por 7 = 2k + 1, das primeiras 8
subseqiiéncias podem ser identificadas entre os iterados etiquetados na Fig. 2.0)

Todas as subseqiiéncias exibem uma sensibilidade as condigoes iniciais do tipo g-expo-
nencial. Para chegarmos neste resultado analisamos primeiramente somente a primeira
shbseqiiéneia. A primeira subseqiiéncia (k = 0) pode ser expressa na forma de uma
g-exponencial usando os didmetros dos super-ciclos abordados pelo grupo de renorma-
lizacio de FCT. Consideramos a transformagéao de duplicagao R aplicada n vezes ao mnapa
de ponto fixo g(x):

g(z) = RMg(x) = a"¢®(z/a"). (2.50)

Queremos deterniinar as posicdes nos tempos 75 = 2" da trajetoria com &y, = 0. Ja que
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Figura 2.6: Valor absoluto dc duas trajetérias para po em escala logaritmica. Circulos vazios
correspondern & i, = 0 (0s ndmeros etiquetam os tempos 7 =1, ..., 16}. Pontos correspondem a

Zin =~ 0,56023..., na proximidade de um repulsor, a solugio instavel da equagao x =1 — Yoo T2
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¢(0}) = 1, temos _r';(zn)([)) =a™ " e, como d,/d,,| = @ com dy = 1 implica em d, = a ™.
temos também que d, = ¢‘2"1(0}). Ou seja, obtcmos que os didmetros d, correspondem
as posigocs zon. Este resultado pode ser expresso em termos de uma g-exponencial sc
introduzirmos uma translagdo de uma unidade da variavel temporal fo = 75 — 1 = 2" — 1

e rearranjamos o™ como {1 + to)~"e/1®2 Temos portanto
Ti, = expg(Aqto) (2.51)

com ) =1+In2/Inev e Ag = —Ina/In2. A expressdo pela sensibilidade as condi¢bes

iniciais pode scr derivada através da seguinte propriedade chave:

g(0) ")

an 2a2j—n

g(g")(dj) = = dﬂ — 1.52763 d?j—na n S .? (252)

valida por grandes valores de j € N. Para provar esta relagdo primeiro note-se que
G (d;) = g2 (0) = ang® T HI0), o, ja que ¢ V(0) = gld;). temos g (d,) =
a""g(d;_,). Esta igualdade, junto com g(d;_,) ~ 1 — 1.52763 d?_, = 1 — 1.52763 a*'~%
produz Eq. (2.52). Agora, a distancia cntre as posicoes zon(d;) = g2 )(d;) e zan(ds) =
g2 (d;) no tempo 7, = 2" pode ser escrita gragas a Eq. {2.52) como zgn{d;) — Ton(d;) =

[20{d;) — z0{d;)]a”, ou, usando o a tempo translado £, = 2" — 1 como
Tio{dj} — Teglds) = [wolds) — woldi)]a” (2.53)
A sensibilidade &,,, definida como

Eo = lim fn(dy) — 2o (d) / lzo(d;) — wold) (2.54)

1Arg| —0
(onde linijag,—0 € equivalente a lim;; .o 2;), pode ser escrita, considerando a" = (1 -
to)me/ M2 como a g-exponencial
§iy = equ()\qtﬂ)! (2.55)

onde

In2 - no -
g=1—-— =02445... e A, = e 1.3236... . (2.56)

Note-se que novamente aparece uma das relagdes da segdo 1.2.1: g = 2—Q, jd que equ(yj =

1/ expg(—y). Na Fig. 2.7(b) mostramos o ¢-logaritmo da fungio (2.55) para a prineira



2.3 O limiar do caos 51

subseqiiéncia (k = 0), junto com os dados de uma simulacdo numérica. O resultado para o
limite superior é uma linha reta com uma inclinagao nuito préxima a A, = 1.3236... . Na
parte (a) da mesnma figura, a titulo ilustrativo mostramos que no caso de caos forte (com
p = 2), o crescimento de £ é exponencial com um cocficiente de Lyapunov igual a A = n 2.

Este primeiro resultado pode ser estendido consideravelmente. Com efeito, todas as sub-
seqilencias 73 exibem uma sensibilidade as condigdes iniciais dada por uma g-exponencial
com 0 mesmo parametro g ¢ um coeficiente de Lyapunov generalizado /\({f} que depende da
subseqiiéncia. Primeiro notainos que todas as trajetdrias com ay, < o™, e =n — k, sado

dadas por

Ly, = |q{'rk) (-L?Tl)[ o~ s -+

onde foram desprezados termos da ordem O(a’™z}

i

). O ponto chave para demonstrar
esta relagio € notar que ambas g(x) e gi(x) = g™ (x) sdo solugio da transformagio
de duplicacio Rf(x) = af(f(z/a). Eq. (2.57) é obtida considerando os primeiros dois
termos da expansdo em série de gi(x), Eq. (2.23), usando depois gx(z) = (xmgfm)(;r/a”’)
e a mudanca de varidveis z;, = o~ ™z. Considerando um par de condi¢oes iniciais ¥y, € T4

na Eq. (2.57) temos um resultado parecido coin (2.53):

x'rk (ym) - x'rk (u‘?m) = [-’I"‘Zk+1 (ym) - -TQk-i-l(x?in)]am (258)

Para cada subseqiiéncia k, a sensibilidadc as condi¢oes iniciais &, , definida como

. |/L£k, (yin) — Ty, (in )| :
= lim : (2.59)
&k [#in —Ein| —0 l-?ftkzo(yi-n.) — Ly =0 (-’l*m)|

pode ser escrita, usando o tempo translado
th=7—2k -1 (n>k), (2.60)
e observando que o™ = (1 + t,/(2k + 1})e/ "2 como a ¢g-cxponencial
&, = exp, [APt], (2.61)

onde
In2 k) _ Ino

= 2.62
ma ¢ (2k +1)In2 (2.62)
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Figura 2.7: Sensibilidade as condigoes inicials para o mapa logistico (¢ = 2}. Os pontos re-
presentam £(t} para dois dados iniciais em zp = 1/2 e dzg ~ 1078 (a}, e zg = 0 e dz9l07°
(b). Para g = 2 o grifico log-linear mostra um crescimento linear com uma inclinagao A = In2.
Para p = pleo 0 grafico g-log-linear mostra um crescimento linear da seqiéncia do limite su-
perior (scqiiéncia £ = 0). A linha continua é a fungio em Eq. (2.55), com ¢ = 0.2445... e
A = Ine/In2 = 1.3236... . Na figura inserida cm (b) os mesmos dados séo representados em

escala log-log.
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Temos que ressaltar que, por causa da ecxpansdo em série, estas equacgdes valem até wn
certo tempo T = 27V, que depende dos dados iniciais: 7., < o™ (veja a Eq. (2.57)).

A construc¢ao anterior vale nas vizinhancas de x,, = 0. Notamos porém que qualquer
que seja o dado inicial no intervalo [—1, 1], depois de um certo nimero de iteragdes a sua
trajetoria passa nas vizinhancas de x = 0, que pertence ao atrator. Estes resultados tém
portanto valor geral, a menos de um oportuno rescalamento temporal.

Passamos agora a analisar a producéo de entropia. Para isto consideramos urn ensemble
de A trajetérias com posi¢des iniciais 14, uniformemente distribuidas ao longo do intervalo
1—=1,1], onde 1 -1 < ¢®(0}). Uma particiio arbitraria de [1 —I,1] é composta de um
certo nuiero W de intervalos que néo se intersectam, de comprimento {;, ¢ = 1,2, ..., W.
com [ = 3" ;. Para [ suficientemente pequeno, depois de 7 = (2k + 1)2"7* iteragdes os

TI
.k} — (l'?ﬂf?.

comprimentos /; sao transformados, em concordancia com a Eq. (2.58), em EE
Como temos também [s) = o™, observamos que as razdes dos mtervalos permanecein
constantes. ou scja. L/l = IET‘“}/I(T’*). Concluindo, o ndmero inicial de trajetoria no interior
de cada intervalo M; /1 permanece fixo para todos os tempos 7 < T, com a consequencia
que a distribuicdo original fica uniforme para todos os tempos 7 < T. Esta concluséo ¢é
obviamentc consistente com a anélise que leva a Eq. (2.61}.

Podemos agora calcular a taxa de produgdo de entropia. Isto € realizado de uma
maneira mais simples usando uma particao de W células de mesmo tamanho I. A Fig. 2.8
apresenta de modo evidente a constancia no tempo da uniformidade da distribuigao. Esta
figura mostra, em escala logaritmica, a evolucio temporal de uma distribuigao pi(7} de
posicoes de urn ensemble de trajetérias do mapa logistico no limiar do caos, comegando de
ura distribuicio uniforme p;(1) de posigoes iniciais contidas dentro de uma tnica célula
de tamanho [ adjacente a r = 1. Se denotarmos com W, o nimero de células que o
ensemble ocupa ao tempo translado f; e com Az, o comprimento total do intervalo que
estas células adjacentes formam, temos W,, = Az, /l e no limite I — 0 (ja que W, =

(Azy, fAry, —0)(Axy —o/1)) obtemos o resultado notavelmente simples

Wi, = & (2.63)
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Figura 2.8: Evolugao temporal, em escala logaritmica, de uma distribui¢io p,(7) de trajetorias
do mapa logistico em po.. As posigdes iniciais sdo contidas dentro de uma célula adjacente a
z = 1 e j conta a locagio consecutiva das células ocupadas ao tempo 7. O tempo de iteragao ¢

mostrado pelas primeiras duas subseqiiéncias (k = 0, 1).
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Figura 2.9: Confirmagao numérica (em circulos cheios) da igualdade de Pesin generalizada Kf,“ =
)\Ejk) para o mapa logistico em pe.. No eixo vertical representamos o g-logaritmmo de &, (igual a
)\ff}tj ¢ no eixo horizontal S, (igual a Kék}t)‘ Em ambos os casos ¢ = 1 —In2/Ina = 0.2445.... As
linhas tracejadas sio um ajuste linear. (a) Para p = 2 a igualdade ¢ obtida usando o formalismo de
BG. ¢ = 1; enquanto (b) no limiar do caos tem que ser utilizado ¢ = 0.2445.... Os dados numeéricos
em (b) sao obtidos fazendo uma particio do intervalo [-1,1] em células do mesmo tamanho
10~ e considerando uma distribuicio uniforme de 10° pontos dentro do intervalo [0, 1079 como
ensemble inicial. € é calculada utilizando os extremos desta distribuigao. Uma configuragao
parecida fornece os resultados em (a). Na figura inserida em (b} as linhas continuas representam

o resultado analitico Eqg. (2.61).
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Como a digtribui¢do é uniforme, e lembrando a Eq. (2.61) para §,,, a cntropia nao-extensiva
é dada por

Se(te) = In, Wy, = 2Py, (2.64)

Lembrando portante a definicdo de entropia de Kolmogorov-Sinai g-generalizada (1.89).
S, () = Ky, (2.65)
temos a generalizacio da igualdade de Pesin
K¥ =AW, (2.66)

O resultado nurnérico mostrade em Fig. 2.9(b) substancia e confirma de forma evidente a
validade da igualdade de Pesin g-generalizada para o mapa logistico em poc. Novamente,
a titulo ilustrativo. na parte (a) da figura mostramos que a mesma igualdade vale para o
caso de caos forte (com g = 2) usando o formalismo tradicional.

Para concluir esta discussio em relacio ao limiar do caos, ¢ importante rencionar gue
um valor nao trivial ¢{¢) (com ¢(2) = 0.2445...) pode ser obtido da dinamica microscopica

pelo menos através de guatro maneiras diferentes. Estas sao:
(i) sensibilidade as condigdes iniciais, como discutido anteriormente e em [17, 50, 69]:

(i) analise de geometria multifractal, usando

1 1 1 (=1 na(() (2.67)

1—- Q(C) B Gmin (C) Smax (C) B In2 ’

cujos detalhes podem ser encontrados em [70];
(iii) produgéo de entropia por unidade de tempo, como mostrado acima e em {18, 71J;

(iv) relaxacdo associada com uina restri¢ao da medida de Lebesgue. como se pode ver cm

73] {veja também {72]).
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2.4 Platos quase-estacionarios no mapa logistico

Nesta secao apresentamos um mecanismo dindmico muito interessante que, como vere-
mos também nos préximos capitulos, pode representar uma das chaves de aplicabili-
dade da niecanica estatistica ndo-extensiva: a estrutura de platos meta-estaveis ou quase-
estaciondrios. De fato, recenternente foi apontado [62, 63] que fendmenos como a relaxagao
em dois passos e o envelhecimento {aging), tipicos por exemplo de materiais vitreos, podem
ser exibidos na dimensao mais baixa possfvel. Precisamente através de wm mapa unimodal,

por exemplo o mapa logistico, com ruido aditivo:
e =1—pri+é0, 7T=0,1.., z€i-11, pcl0,2], (2.68)

onde &, (para nio ser confundido com a sensibilidade 3s condigdes iniciais) é um ruido
Gaussiano delta-correlactonado, (éT)é =0, (é}éﬂ)g = §,,+, ¢ 0 mede a intensidade do ruido.
Como vimos, para ¢ = 0 o limiar do caos ¢t = jie € constituido por um conjunto de
Cantor de dimensio d; = 0.5338... e fornece um exemiplo onde a dinamica € associada de
forma exata ao formalismo nao-extensivo {17, 18]. Em seguida focamos a nossa atengao na
subseqiiéncia principal 7y = 2" obtida para x;, = 0.

Na Fig. 2.10(a) representamos novamente o valor absoluto das orbitas representantes
o atrator de Feigenbaum e uma trajetéria nas proximidades de um repulsor para o caso
o = 0 {veja a Fig. 2.6), juntos desta vez com duas outras orbitas correspondentes a
ruidos & = 107 e ¢ = 1075, Mais uma caracteristica importante da Fig. 2.10(a) é que
o logaritmo das posicdes do atrator aparece claramente dividido em um numero infinito
de bandas horizontais eqiiidistantes. No espago vazio enire cada dupla de bandas estao
posicionados os pontos repulsores. No limiar do caos do mapa logistico com o # 0 a
dindmica é governada por dois fendmenos em competigio: de um lado a agao do ruido
tende a levar os iterados fora das bandas; do outro a instabilidade nas vizinhancas dos
repulsores traz as posicdes de volta para as bandas do atrator. Quando a intensidade
do ruido ¢ suficientemente grande para preencher o afastamento entre duas bandas, os

iterados podem pular de uma banda para a outra {veja as linhas continuas e tracejadas
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Figura 2.10: (a) Estrutura do espago de fases do mapa logfstico com e sem ruide aditivo.
Circulos vazios correspondem ao atrator em p = pio para ¢ = 0, obtidos iterando z;, = 0 (o8
niimeros etiquetam os tempos T = 1, ..., 16). Pequenos pontos correspondem a xg = 0.56023, nas
proximidades de um repulsor, a solugao instavel de x = 1 — pe2%. Linhas continuas (traccjadas)
representam duas trajetérias para g = fioe ¢ ¢ = 1073 (¢ = 107%). (b) Estrutura de platds.
Evolugao temporal (usando o tempo transladado ¢ = 2™ — 1) da varidncia de um ensemble de
M = 10* trajetérias que comegam em xqg = 0, para diferentes ordens de magnitude da intensidade
do ruido sigma. Note-se que o tempo de crossover coincide com ¢”7* {com r ~ 0.633), indicado

por flechas (veja o texto).
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na Fig. 2.6(a)). Ja que os afastamentos entre bandas no espaco-|z| sao de comprimento
variavel. incrementando de tamanho para || — 1, o movimento fica confinado entre poucas
bandas por um certo tempo, mas para tempos maiores os iterados podern se espalhar para
bandas mals distantes por causa do efeito acumulado do termo de ruido.

A andlise do tempo de crossover t, para o aumento do nimero de hbandas visitadas pode
ser quantificado. No litniar do caos it = i, para o # 0, a posicao do iterado de z;;, = 0

ao tempo translado to = 75 — 1 ¢ dado por (veja [62] para dctalhes):
Ty, = expy_{—Agto)[L + &7 exp, (Arto)], {2.69)

ondc g =1—1In2/Ina =0.2445..., A\, = Ilna/In2 = 1.3236... ¢ o coeficiente de Lyapunov
generalizado, r = 1 —In2/Ink ~ 0.633. A, = lnx/In2 o~ 2.727 (o = 2.50290... € uma das
colistantes universais de Feigenbaum e & ~ 6.619 é wma constante associada ao termo de
ruido [8]). Consideramos agora uma trajetéria diferente ), também comegando na origemn
em to = (- z,, = 0. Como o termo de ruido atua independentemente em cada trajetoria.

depois de um tempo tg a scparagio entre as érbitas é dada por
Ty, — Ty, = €XPyg(—Agto) exp, (Mto)a (&, — E1,). (2.70)

Ao tempo g = 2" — 1 a separacao entre bandas onde o itcrado é posicionado € da ordem
expy..,(—Agtp). Usando &, — & ~ 1 obtemos uma estimativa do tempo de crossover t. em

que o saltos entre bandas diferentes comega a aparccer. Esta estimativa é dada por
exp,(Aste)o ~ 1 = . ~ o' (2.71)

Para exibir a cstrutura de platés multiplos neste modelo dindmico, consideramos em
segiida um ensemble de A = 10% copias independentes do mapa (2.68) ac limiar do caos
[L = fiss. As posicdes iniciais sdo 2, = 0 VA e medimos a varidneia (x2) — (a4,)° (que
tem um papel andlogo ao da temperatura na descrigao estatistico-mecanica de sistemas
Hamiltonianos - veja os préximos capftulos) da distribuicao de posi¢oes 1o tempo t=2"—-1.
A Fig. 2.10(b) mostra unia corroboragdo numérica de rccentes resultados analiticos [62).

para valores diferentes da intensidade do ruido o Enquanto durante o primeiro platé a
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variancia é nula, ja que a dindmica das A trajetérias ¢ confinada ao atrator, ac tempo
do crossover t, ~ 0”1 o ensemble de érbitas comega a se espalhar e a variancia cresce
até que um segundo platd ¢ alcancado, onde satura como conseqliéncia do confinamento
induzido pelas regices de instabilidade dos repulsores. Como pode ser visto claramente na
Fig. 2.11, para tempos suficientemente grandes € possivel perceber um novo incremento
da variancia ja que os iterados conseguem alcangar outras bandas do atrator. Todo este
processo termina quando todas as bandas ficam ocupadas e como conseqliéncia a variancia
é da ordem de 1. Note-se que enquanto os iterados ficam 1o primeiro plato, eles visitam um
conjunto cuja dimensdo fractal é fraciondria, enquanto para o equilibrio final, o ensemble

vive. gracas a acio do termo de ruido, num espago de fases de dimensac uni.
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Figura 2.11: Estrutura de platés para o mapa logistico com um ruido aditivo. Evolugao temmporal
(usando to = 2% — 1) da varidncia de um ensemble de N = 10" trajetdrias comegando todas em
T = 0, para valores diferentes da intensidade do ruido o. Para poder exibir dados com diferente
ordem de magnitude, o ¢ixo y foi representado numa escala logaritmica com uma translagéao de

10°.



Capitulo 3

Sistemas conservativos I: mapas

simpléticos

Neste capitulo abordamos os tépicos principais da tese no contexto de mapas simpléticos.
sistemas dindmicos nac-lineares de tempo discreto deduzidos de sisternas Hamiltonianos
de tempo continuo. Veremos que estes mapas fornecem novas classes de comportamentos
dindmicos anémalos onde a teoria ndo-extensiva se mostra uma interessante ferramenta
para uma descricao estatistica destes fendmenos. Antecipamos que, devido a maior com-
plexidade destes sistemas, os resultados para a sensibilidade 4s condigGes inicials e para o

crescimento da entropia sdo menos definitivos que no caso dos mapas unimodais.

3.1 Mapas simpléticos e teoria KAM

Sistema conservativos apresentam propriedades dindmicas bem diferentes daquelas dos
sistemas dissipativos. Uma destas diferengas é dada pclo fato que o transicdo da caoticidade
4 regularidade acontecc no espago de fases sem um limiar do caos bem identificado, mas de
uma forma mais complexa onde, tipicamente, estruturas fractais separam camadas caoticas
de regides regularcs. Nesta borda, para uma grande classe de sistemas Hamiltonianos, atua

um mecanismo descrito pela teoria de Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM), que resuminmos
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aqui brevemente.

Sistemas Hamiltonianos independentes do tempo séo sistemas dinamicos caracterizados
por um ntimero par de dimensdes d = 2n {(n é o nimero de graus de liberdade) ¢ para
uma dnica fungdo, a Hamiltoniana H, que determina um conjunto completo de equagoes
diferenciais para as d variaveis. Consideramos um sistema Hamiltoniano continuo com »

graus de liberdade que pode ser escrito na forma [78, 79):
H = Hg(fl, veey fn) +¢€ V(fl} 91} Irn, 971_), (31)

onde Hy é integravel' (I, ..., I, sGo os seus integrais do movimento), ¢ << 1, ¢ V ¢ uma
perturbuacio ndo linear. Sob determinadas hipéteses (veja, por exemplo, [78, 791}, para
¢ = ( as trajetérias ficam confinadas por toros invariantes de dimensdo n. Subconjuntos
especiais destes toros sao chamados toros de ressondncia. Especificamente, se introduzimos

as freqiiéncias nao-degeneradas do movimento nao-perturbado w;,

dH, .
= — j=1,....m}, 3.2
temos que a condicao
i1
ij-wj =0 (3.3)
i=1

(onde m; sdo nimero inteiros) define os toros de ressondncia. Cada toro de ressonancia
comporta a formacéo de um ciclo de separatrizes. A agdo do termo de perturbagao. para
valores suficientemente pequencs de ¢ # 0. deforma toros normais em toros KAM, c.
ent relaciio aos toros de ressonancia, destroi as separatrizes substituindo-as com camadas
estocdsticas. O espago de fases é composto neste caso por uma complicada mistura de
toros KAM invariantes e de regides caéticas. Cada regido cadtica se encontra em coutato

com um toro KAM critico cujo coeficiente méximo de Lyapunov se anula, e as orbitas

1Um sistemna Hamiltoniano contfnuo com # graus de liberdade que nao depende explicitamente do tempo
¢ dito sntegrdvel se tem n integrais do movimento independentes (constantes do movimento globais). Nesto
caso, através de uma transformagdo candnica, o sistema pode ser reduzido em forma normal. Nas novas
coordenadas. chamadas de varidveis de dngulo-acdo, as equagdes de movimento coincidem com aquelas de

n movimentos circulares desacoplados.
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cadticas ficam repetidamente coladas a estes toros KAM, com uma distribuicao a lei de
poténcia dos tempos de contato (veja, por exemplo, [80] ¢ referéncias ali sugeridas). Nestas
condigbes, uma das caracteristicas principais do cacs Hamiltoniano é a ndo-ergodicidade.
devida a existéncia de uma medida finita do volume das ilhas definidas pelos toros KAM.
O conjunto das ilhas é um conjunto fractal chamado de ‘ilhas-em-torno-de-ilhas’ (veja, por
exeniplo [81]) e as camadas estocdsticas, nas vizinhangas da borda das ilhas, tém wn papel
crucial na dinamica do sistema.

Os toros de ressonancia, no espaco gerado por wy, ..,wy,, ficam na intersecgao entre o

hiperplano definido pela condi¢do de ressonancia e a hipersuperficie de encrgia
E = Holwy. ..., wy). (3.4)

No caso 1 > 2 as camadas estocasticas se fundem numa Unica rede estocdstica conexa que
é densa no espaco de fases para todos € # 0 {79]. Neste caso se podem ter processos de
difusdo de Arnold. E importante frisar que para n = 2 os toros KAM constituem barrezras
completas para processos difusivos no espago de fases. De qualquer forma, dentro do mar
estocastico, é possivel também encontrar conjuntos de Cantor, chamados cantoros, que

constituem barreiras parciais para a difusdo (veja [82] para detalhes).

3.1.1 Mapas simpléticos: o mapa standard

Uma maneira conveniente para estudar sistemas Hamiltonianos é utilizando mapas simplé-
ticos. Se estamos interessados em estudar as propriedades de um sistema isolado (digamos.
numa perspectiva microcanonica}, podernos aproveitar o fato que H ¢é constante ao longo
de cada trajetéria e limitar a analise a hipersuperficie de cnergia constante no espago de
fases. limitando assim a ordem do sistema para 22 — 1. Em fisica cstatistica estaimos mais
interessados no estudo das trajetdrias recorrentes, ou seja, daguelas trajetdrias que voltam
nm mimero indefinido de vezes nas vizinhancas de qualquer parte do espago de fases que ja
visitaram uma vez. Neste caso obtemos uma importante simplificacao do problema (espe-
cialmente para os experimentos numéricos) considerando uma se¢ao de Poincaré do espago

de fases. Isto é obtido seccionando transversahmente a hipersuperficie de energia constante
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e considerando as succssivas intersecgdes de cada drbita com esta superficie transversal?.
Desta maneira, passamos de um sistema de tempo continuo de 2n — 1 equacoes diferenciais
para um sistema de tempo discreto de dyy = 2n — 2 equagoes diferenciais, chamado mapa
Hamiltoniano. O mapa M(x) = (My(x). ..., Mg,,(x)) assim obtido é simplético [9, 78}; isto

significa quc a matriz Jacobiana do mapa,

aM,
DM(x) = ; : (3.5)
05 /i izt dny

satisfaz a relagao

DM!'IDM =1 (3.6)

onde DM coincide com a matriz transposta (DM é real), J ¢ definido por

0 I
J= = (3.7)
-1 0

o I é a matriz unitdria dyy /2 x da/2. Pode ser demonstrado [78] que a condigdo de
simpléticidade implica a conservagido do volume no espaco de fases:

det (d"w‘) = 1. (3.8)
3333-

Como antecipado no primeiro capitulo, a estrutura simplética implica também no acopla-
mento em pares do espectro de coeficientes de Lyapunov, com a propriedade que cada
elemento do par é o oposto do outro. Vejamos porque em alguns detalhes [9, 78]. Se.
dado o ponto x¢ no espago dc fases consideramos um deslocamento infinitésimo ao longo

do vetor tangente yg, a evolugao do vetor tangente
Vi1 = DM(x:) - v (3.9)

determina entdo a evolucio do deslocamento infinitesimal da dérbita, em relagao a Orbita

nio-perturbada x,. Em particular, y,/|yo| fornece a direcao do deslocamento da drbita

INote-se que em geral Srbitas diferentes terfo diferentes tempos de recorréncia. Mesmo assim, como
e estatistica estamos tipicamente interessados em caracterizar comportamentos médios de tempo longo.

a segio de Poincaré é uma descrigao significativa destes tipo de propriedade do sistemna.



66 Sistemas conservativos I: mapas simpléticos

enl relagdo a Xy. e |y:|/|yo| descreve o fator de crescimento. Usando as propriedades

elementares da derivada temos que
yeer = DM(x,) - y:
= DM'(x0) - yo

O coeficiente de Lyapunov A(xg, ug), para a condigdo inicial x4 e a orientacio inicial do

deslocamento 1y = yo/lyel, é dado por

Alxg,ug) = lim 1ln (m)

t—oo b |yl
1
= lim " In [DM'(xo) - ug| . (3.11)

Agora, é facil verificar que o produto de duas matrizes simpléticas A e B ¢ também uma
matriz simplética:

(AB)'JAB = BY(A'JA)B =B'JB = J, (3.12)

portanto temos que DM’ (xq) é simplética. Examinamos as implicacoes da propriedade de
simpleticidade para os autovalores da matriz. Se A é simplética, os seus autovalores v sao

dados pelas raizes do polindmio caracteristico
D(v) = det(A —4I). (3.13)
Multiplicando a definicio de matriz simplética por J7'(A1)™! do lado esquerdo, temos
A=JYANT. (3.14)
() polinémio caracteristico se torna entao

Dly) = det[J7'(A")7'I — 1]
= det{I (AN — 41T
= det{(A)" — 1]
det(A™ — A1), (3.15)
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ou. scja, 0s autovalores de A e A™! coincidem. J& que os autovalores de A e A~! também
sa0 08 inversos um do outro, observamos que devem ocorrer em pares (v, v~ *). Como os

coeficientes de Lyapunov sdo obtidos dos logaritmos da magnitude dos autovalores (A =

i |v]). concluimos que eles aparecem em pares +X.

E interessante notar que um mapa simplético 2n-dimensional € também o resultado de
uinta secao de Poincaré no espaco de fases de um sistema aberto de n graus de liberdade
com uma Hamiltoniana que depende do tempo periodicamente (veja, por exemplo. [9]).

Tipicamente, o mapa M depende de um ou mais parametros que controlam o regine
dinamico do sistema. Dependendo destes pardmetros o sistema passa de um regime -
tegravel para um regime cadtico, atravessando a situagdo de transicdo descrita pela teoria
KAM.

A dimensao mais baixa onde este mecanismo € reproduzido é dada por um mapa bidi-
mensional. Um mapa que neste contexto tem um papel paradigmético analogo ao do mapa
logistico para os sistemas dissipativos, é o mapa standard (ou mapa de Chirikov-Taylor)

[83]. que é definido pelas equagdes

Bt +1) = p(t+1)+8(¢) (mod 1),
p(t +1) p(t) + {(a/2x) sin[276(t)]  (mnod 1},

(3.16)

onde t = 1,2,..., e ¢ € R é o parametro que controla a caoticidade. Como vereinos em
brove. ¢ pode ser considerada uma varidvel angular ¢ p um momento angular (mesmo
sc definido sob um suporte compacto)}. Este mapa é integravel para a = 0, enquanto a
caoticidade cresce rapidamente com |al; para o valor critico a = a, = 0.971635406... tem-sc
a quebra do dltimo toro KAM que se estende para todo o intervalo ¢ < 8 < 1. Na Fig. 3.1
mostramos o retrato de fases (phase portrait) do mapa (3.16) para diferentes valores de «
e ilustramos a estrutura de ithas-em-torno-de-ilhas.

O estudo de mapas simpléticos em geral é realizado para caracterizar as propriedades
recorrentes de classes de sistemas Hamiltoniano, sem que scja preciso deduzir de forma
explicita as equagbes do mapa de uma Hamiltoniana especifica. Mesmo assim, a titulo

de ilustragdo, pode ser interessante introduzir um modelo fisico que gera as Egs. (3.16).
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Figura 3.1: {(a)-(d) Retrato de fases do mapa standard para valores tipicos de a. N =20 x 20
6rbitas (pontos pretos) foram iniciadas com uma distribuicao uniforme no gquadrado unitdrio ¢
seguidas para 0 < £ < 200. (e)-(g) Ihas-em-torno-de-ilhas. (e): N = 100 x 100 dados iniciais
foram iniciados dentro de um pequeno quadradinho de lado ~ 1072 e seguidas para 0 < ¢ < 5000.
() é um ampliacdo da ilha dentro o retingulo em (e). (g) é um ampliagio da ilha dentro o

retangulo em (f).
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Por isso se considere a equagao de movimento de um kicked rotor, ou scja, de um péndulo
plano sob a agdo de uma forga que atua s6 por valores discretos £ = tr {com t = 0,1....)

do tempo contimuo £ € R:

dzf)

— +asinf » §(F—tr) =0, (3.17)

Ng

onde § € [0,27) é o angulo. Integrando Eq. (3.17) entre tr < f < (¢ + 1)7. temos

97 s g2 N T
d*0/di” = 0, ou seja, df /df ¢ uma constante que chamamos 7, +1- Temos como conseqiiéncia
6(f) = (f — t7)p,,, +0(tT). (3.18)
Definindo #{t7) = 8,, obtemos
gH—l = TP + -gt- (3.19)

Para obter uma relacdo de recorréncia para p,, integramos agora Eq. (3.17) entre 1 —c e

tT + ¢, onde € é uma quantidade infinitésima:

tr4e _ 2‘9’ .
/ dt {Tz + ﬁsinﬁ'f] =0 (e — 0). (3.20)
tr—¢ dt
Como
dg df
Iz = : - = Pr, 3.21
dt e Pra C df " Pty { )
temos que
ﬁt—{—l - ﬁi + ﬁsingt = 0 (322)

Substituindo Eq. (3.22) na Eq. (3.19) obtemos finalmente
8,01 =0, + (p, —asinfy)7. (3.23)

Considerando 7 = 1 e usando as propriedades de simetria das Egs. (3.22) e (3.23), podemos
redefinir as coordenadas no quadrado unitdrio (mod 1) obtendo a Eq. do mapa standard
(3.16).

Para discutir um sisterna Hamiltoniano onde atua o mecanismo da difusdo de Arnold

(78, 79]. neste capitulo consideramos também o mapa 4-dimensional obtido acoplando-se
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Figura 3.2: Retrato de fases de dois mapas standard acoplados simpléticamcente atraves da Eqg.
(3.24), com b = 0.3 e a1 = as = & Os pontos represcutam a projegdo de trajetorias sobre
planos diferentes. Seguimos a evolugdo dindmica de um ensemble de A = 41 pontos, com uma
distribuicio inicial uniforine, para 0 < t < 50. (a) @ = 0: intcgrabilidade; (b) & = 0.2: caos fraco:

{c} @ = 2: caos forte.
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dois mapas standard de forma que a simpléticidade seja mantida. Este resultado é por

cxemplo obtido através de um acoplamento linear:

hit+1) = pE+1)+61(t) +bpft+1) (mod 1),
Qg(t-r-l) = pg(t+1)+92(f)+bp1(f+1) (IIIOd 1)._ (3 24]
n{t+1) = pi{t) + (a1/27) sin276, ()] (mod 1), h
paAt+1) = poft) + (az/27) sin[2w0,(1)] (mod 1),
onde a;.a2.b € R. Com efeito, neste caso a matriz Jacobiana do mapa resulta ser
1 0 aycos{276) 0
01 0 ay cos{2mé
2 c08(282) (3.25)
1 b 1+4+aycos{278) b agcos{27h;)

o
—

bajcos(2ml)) 1+ aycos(2mws)

e a condigao simplética Eq. {3.6) resulta satisfeita.

Note-se que se a constante de acoplamento b é zero os dois mapas standard sao desa-
coplados. Salvo indicagdo contraria explicita, nas proximas se¢des consideramos a confi-
guracio a; = ap = @, de modo que o sistema é simétrico em relagao a troca 1 « 2. Para
um genérico valor de b, o sistema € integravel se @ = 0, enquanto a caoticidade cresce
rapidamente com |&|. Para valores intermédios de |@], as trajetérias no espago de fases
definem estruturas complexas de tipo eliptico. O espago de fases se torna nao uniforme e
consiste de dominios de dinAmica cadtica (mares estocasticos, camadas estocdsticas, redes
estocasticas....) e ilhas de dindmica regular quase-periddicas {79]. A presenca das cstrutu-
ras elipticas é visivel mesmo nas proje¢oes das drbitas sobre os planos principais do espago
de fascs. Isto é ilustrado na Fig. 3.2{(a-c) onde mostramos a projegao sobre varios planos
do retrato de fases do mapa Eq. (3.24), para os casos de caos forte (& = 2), caos fraco
(@ = 0.2), e integrabilidade (a = 0). Para caracterizar ulteriormente as situagoes de caos
forte e fraco, a Fig. 3.3 mostra, para diversos tempos fizos, a proje¢ao da evolugao de uin

ensemble inicialmente fora do equilibrio. Nestas figuras fixamos b = 0.5.
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Figura 3.3: Evolugao de um ensemble de N = 10% cépias do mapa (3.24) inicialmente fora do
equilibrio para tempos fixos nos caso de caos forte (@ = 2, b = 0.5) e fraco (@ = 0.2, b = 0.3). (a)

t =0 (b) + = 20; (¢) £ = 50.
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Figura 3.4: Sensibilidade média &s condi¢ées iniciais para o mapa stendard para pequenos valores

de a. Foram considerados dados iniciais com uma separacio da orden: [dxg| ~ 1072 e os resultados

representam médias sobre 5000 realizagoes amostrando todo o espago de fases. Em (a) In(£(#))
exibe um incremento linear 36 depois de um certo termpo. Correspondentemente, em (b) Ing 3(€{t))

mostra um incremento linear para os tempos iniciais.

3.2 Sensibilidade as condicoes iniciais e producao de
entropia

Nesta secio analisamos a sensibilidade as condigoes iniciais e a producio de entropia para
o caso 2-dimensional constituido por wm mapa standard Eq. (3.16) [52, 56, 57]. ¢ o caso

4-dimensional de dois mapas standard acoplados Eq. (3.24) [53].

3.2.1 Caso 2-dimensional: Sensibilidade as condigoes iniciais

No caso do mapa standard, a sensibilidade &s condigGes inicials depende de modo dramatico
da posicao no espago de fases. As regides cadticas produzem uma separacdo expornencial.
enquanto as regides regulares mostram um afastamento linear, de condi¢bes inicias ini-

cialmente préximas. Além disto, as estruturas fractais tipo a de ilhas-em-torno-de-ilhas.
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prendem as trajetérias nos seus arredores por tempos regulados por leis de poténcia [80].
Se porém estamos interessados em caracterizar um comportamento médio global, pode-
mos realizar um experinento numérico amostrando uniformemente o espago de fases com
duplas de dados iniciais com um afastamento pequeno ao longo de direcoes arbitrarias. e

calculando wina sensibilidade média as condicoes iniciais:

&(t) = (€(x(0), y(0), ) oy (E), (3.26)

onde &(x(0),y(0},t) é definido em Eq. {1.84). Quando este experimento é realizado para
valores relativamente pequenos de |a|, obtemos o resultado representado em Fig. 3.4 152].
Existe um crossover temporal entre dois regimes [52, 61]. A Fig. 3.4(a) mostra dc fato wm
incremento linear de In(&(f)) somente depois de um certo niimero de iteragoes. Correspon-
dentemente, na Fig. 3.4(b) se observa um crescimento linear de In,(£(¢)) (numericamente
foi encontrado ¢ ~ 0.3) precisamente por aquele intervalo temporal em que o In(&(t)) é
concavo. Além disso, o tempo que define o crossover entre cstes dois regimes cresce quando
|a| decresce. Este comportamento pode ser interpretado nestes termos. Durante os tempos
iniciais, a sensibilidade média as condigdes iniciais é controlada pela presenga de estruturas
elipticas e exibe um crescimento a lei de poténcia. Em seguida, o crescimento exponencial
tipico das regides cadticas suprime o comportamento a lei de poténcia na média global.

Pode-se modelar este comportamento, do ponto de vista qualitativo, de uma forma
bastante interessante [54]. Primeiro, observamos que a sensibilidade as condigoes inici-
ais exponencial ¢ a lei de poténcia podem ser consideradas como solugtes das equagoces
diferenciais

£=X e E=AL (3.27)

respectivamente. Somando estas duas equagoes diferenciais e redefinindo oportunamentc

A4 Obtemos

E=X+ (M~ A (g<1, AAg>0), (3.28)

cuja solugao [84]
1

l—q
f(f’) — 1 - '/\f —+ %’e(l—q)}\t H (329)
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apresenta, para o caso 0 < A € )y, trés comportamentos assintoticos:

(i) linear.

£~ 14 At (3.30)
para It ferosst = (T—_}})_)iq;
(ii} lei de poténcia,
£~ [(1—g)A 'ii_cztl%q’ 3.31
g
para toprgssr Kt € tossz = m
(i) cxponencial,
JAg, L
£~ (j\g)liqe’“, (3.32)

par'ﬂ- t >> tf_--;-o.SSQ'

3.2.2 Caso 2-dimensional: Produgao de entropia

A andlise da producdo de entropia no mapa standard fornece resultados consistentes com
aqueles da sensibilidade &s condicoes inicials. Em analogia com a se¢ao 2.3. introduzimos
wm coarse graining no espago de fases dividindo-o em W células quadradas do mesmo
tamanho, e consideramos um ensemble de N copias do mapa stendard (N pontos no
espago de fases) numa configuragdo inicial fora do equilibrio obtida colocando todo os N
pontos dentro de uma mesma célula. Com esta configuragdo a entropia inicial é nula, ja
que todas as probabilidades menos nma sao zero. Medimos a produgéo de entropia através
da distribui¢ao de probabilidade definida pelo niimero de ocupagéoe n; de cada célula:
S(t) = {S({m} A (O puony (). pe = % i=12..,W (3.33)
onde a média {}(p(0) € realizada sobre diferentes condigdes iniciais {p;(0)}. Notamos que
para obter uma definicdo consistente da distribui¢ao de probabilidade. o niimero méximo

Wi, de células ocupadas ao longo do cdlculo deve ser W, << N,
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Figura 3.5 Produgdo de entropia no mapa stendard no regime de caos forte. §,(t) para a =5
e diferentes valores de ¢ {foi feita uma média sobre 1000 condigoes iniciais diferentes). Circulos
cheios (vazios) correspondem a N /10 = W = 708 x 708 (N/10 = W = 224 x 224). As linhas

servem de guias para o olho. A inclinagio de Si(t) entre y =2 e iy =6 ¢ K;(5) =~ 0.97.
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Figura 3.6: Produgao de entropia no mapa standard no regime de caos fraco. Os dados represen-
tam médias sobre 5000 para 7000 realizacoes. (a) S1(¢) para difercntes valores de ¢ < 2. Circulos
chelos correspondem a N = W = 1000 x 1000 para ¢ = 2.1.5,1.1 (N = W = 5000 x 5000
para ¢ = (.63); circulos vazios correspondem a N = W = 448 X 448 para ¢ = 2.15.1.1
(N = W = 2236 x 2236 para a = 0.65). Na figura inserida: inclina¢des de Si(t) (Ki(a)) e
Soa(t) (Kga ~ 0.71 + 0.30 @3%) nos respectivos regimes lineares. (b) Sp3(t) para: o = 1.5
(iy a = L1 (i); ¢ = 0.9 {(iti); @ = 0.7 {iv); e = 0.65 (v) Circulos cheios correspondem a
AN = W = 1000 x 1000 for (i}, (ii}, (i), N = W = 5000 x 3000 para (iv), (v}); circulos vazios
corresporderr a N = W = 448 x 448 for (i), {ii), (iii), N = W = 2236 x 2236 for (iv}, {v). Na
figura inserida: tempo de crossaver tergss{a) definido como a intersecgio entre o regime linear
e uma extrapolacio padrio da parte curvilinea dos dados Sg3(t). Note-se que toross{a) diverge

para @ — 0. As linhas servem de guias para o olho.
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Quando este cxperimento é realizado para valores suficientemente grandes de |af, se
obtém um resultado andlogo ao caso esquemdtico da Fig. 1.4, como mostra a Fig. 3.5.
Somente para ¢ = 1 se obtém uma produgdo linear de entropia antes de uma saturagao
devida ao valor finito de W (para ocupagao uniforme do espago de fases, o valor maximo
da entropia é In, W). Porém, se realizamos o mesmo experiuento para valores nienores
de Ya| [56, 57), aparece uma situagao andloga a da Fig. 3.4 pela sensibilidade as condigoes
iniciais. De fato, como se pode ver na Fig. 3.6, para valores pequenos de a e antes que as
curvas comecem a saturar pot causa do valor finito de W, a produgao de entropia de 5,
torna-se linear somente depois de um regime em que Sy s € linear. Note-se também que o

tempo de crossover entre os dois regimes diverge quando a tende a 0.

3.2.3 Caso 4-dimensional: Sensibilidade as condig6es iniciais

Como observanos na secio introdutéria deste capitulo e como ficara evidente na analise
dos platds quase-estacionarios da préxima segdo, © fato de passar a considerar mapas
sinipléticos em 4 dimensoes constitui uma mudanga qualitativa basica na dindmica do sis-
tema. Para aprofundar o fendmeno da emergéncia de uma sensibilidade média as condigoes
iniciais a lei de poténcia e do relativo crescimento linear da entropia S, com g < 1, conside-
ramos nesta e nas seguintes se¢des o caso de dois mapas standard acoplados da Eq. (3.24)
[53]. Veremos que o regime anomalo detectado nas secbes anteriores aparece também neste
caso. Porém, durante este regime teremos que discutir a relagao entre o parametro g, < 1
que descreve a sensibilidade as condigGes iniciais € o parametro g. < 1 que descreve o
crescimento linear da entropia. Diferentemente do caso de caos usual, de fato este dois
parametros cm geral nao coincidem. Estudaremos a origem deste fato.

Antes de analisar em detalhe o caso de caos fraco, aqui também vejamos primeiro a
situagio de caos forte. Para cxtrair o valor médio do maximo expoente de Lyapunov e a
producéo média de entropia, nesta segao analisamos o valor médio {In, &) (t) (cm lugar de
In,(£){#)). junto com célculo da produgao média de entropia S,(t) (3.33), sempre usando

condicdes iniciais aleatoriamente distribuidas em todo o espaco de fases. Fig. 3.7, para
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Figura 3.7: Valor médio do logaritmo da sensibilidade as condigbes iniciais (a} e produgao
média de entropia (b) para dois mapas standerd acoplados em regime de caos forte ¢ = 3.
ay; = 1 e b =05 A sensibilidade foi calculada analisando o crescimento da separagao de 10°
duplas de dados iniciais distribuidos alcatoriamente no espago de fases. com uma separagao da
ordem de |[6xg} =~ 107'2, A entropia foi calculada dividindo o espago de fases em W = 30
hipercélulas e analisando o espalhamento de um ensemble de AN = 6x 10° inicialinente distribuidos
aleatoriamente dentro uma tnica hipercélula. O célculo foi repetido 2000 vezes, escolhendo

aleatoriamente as hipercélulas iniciais.
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Figura 3.8: Valor médio do logaritmo da sensibilidade as condigbes iniciais para dois mapas
standard acoplados com b = 0.5 e diferentes 4. Foram analisadas 10° duplas de dados iniciais
distribuidos aleatoriamente no espago de fases, com uma separacio da ordem de {6xp| = 10712,

q = 1, reproduz os resultados em [55] com @) = 3, az = 1 e b = 0.5 (caos forte). Somente
para ¢ = 1 ambas a média do logaritmo da sensibilidade as condigoes Inicials e a entropia
média exibem um regime com um crescimento linear, antes do efeito de saturacao devido a
W finito. Se g < 1 {g > 1), a curva é convexa (concava) para ambas as quantidades. Note-
se que a inclinacho do crescimento linear de (In; £)(t) ¢ menor da inclinacao do regime
linear de S\(t), j4 que, dado que o espago é 4-dimensional, existem dois coeficientes de

Lyapunov positivos para ser considerados na igualdade de Pesin Eq. {1.87).

Coonsideramos entdo dois mapas standard acoplades através da Eq. {3.24) em uma
configuracio que exibe caos fraco. A Fig. 3.8 mostra que, fixando b = 0.5 e diminuindo ¢, =
a; = @, o valor médio do coeficiente maximo de Lyapunov tende a zero em consequencia

do fato que a dindmica é cada vez mais vinculada pela presenga de estruturas clipticas
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no espago de fases. Em particular, para & < 0.8 emerge uma regime inicial para o qual
(In&)(t) nao é linear (veja a figura inserida em Fig. 3.8). Dc novo, a sensibilidade s
condigdes inicias em correspondéncia deste regime é uma lei de poténcia caracterizada por
um coeficicnte generalizado de Lyapunov A, > 0, com g, < 1. Com efeito, a Fig. 3.9
exibe que para especificos valores gs(@) < 1 (veja também a Fig. 3.11), (Ing, &)(¢) cresce
lincarmente durante o regime de caos fraco e comeca a ser convexo quando a sensibilidade
se torna exponencial, depols de win crossover. Para a tendendo a zero, o tempo de crossaver
entre este regime inicial € o regime de caos forte, caracterizado por um incremento linear
de (In&){¢). cresce, de modo que a fase de caos fraco se torna cada vez mais importante
e. no limite @ — 0, dura para sempre (veja figura inscrida em Fig. 3.9). E bom ressaltar
(ue agora temos um parametro g, dependente de a. Para o caso integrdvel, como esperado.

q5(0) = 0.

3.2.4 Caso 4-dimensional: Produgao de entropia

Também neste caso o regime de caos fraco pode ser detectado através de uma analise da
producdo de entropia, realizada de modo andlogo ao caso 2-dimensional. Em Fig. 3.10
mostramos por exemplo o caso b = 0.5 ¢ @ = 0.2. Neste regime de caos fraco o resultado é
similar & Fig. 3.7(b), $6 que agora o valor que define um crescimento linear da cntropia ¢
q. = 0.6 em lugar de g, = 1. De novo, encontramos que g, depende de a.

A Fig. 3.11 sintetiza o comportamento de ¢, e g. cm fungio de a, para dois valores da
constante de acoplamento: b = 0.5 e b = 0.2. Contrariamente ao que acontece no regime
de caos forte. no regime de caos fraco g, ¢ g nao sdo iguals. Na proxima seqao discutimos
a origem desta diferenga.

Um outro resultado mumérico, é que, enquanto o coeficiente generalizado de Lyapunov
aparece ser praticamente independente de & (X, = 0.57 e A, = 0.50 para b = 0.20
e b = 0.50 respectivamente), a taxa de entropia de Kolmogorov-Sinai generalizada K,
exibe uma leve dependéncia (decrescente) ao crescer de a. Por isto nao temos ainda uma

explicacao clara.
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Figura 3.9: Valor médio do gs-logaritmo da sensibilidade as condigbes iniciais para dois mapas
standard acoplados com b = 0.5 ¢ diferentes @ Foram analisadas 10% duplas de dados iniciais
distribuidos aleatoriamente no espaco de fases, com uma separagao da ordem de {6xg| = 10712,
qs varia com & {veja também a Fig. 3.11) e foi dcterminado pela condigao da derivada da curva

ser constante. Na figura inserida mostramos o inverso do tempo de crossover em fungao de 208
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Figura 3.10: Producio média de entropia para dois mapas stendard acoplados em regime de caos
fraco b = 0.5 e @ = 0.2. O espago de fases foi dividido em W = 30* hipercélulas e foi analisado o
espalhamento de um ensemble de N =6 x 10% dados iniciais. O cdlculoe foi repetido 3000 vezes.
escolhends alcatoriamente as hipercélulas iniciais, ge varia com & (veja também a Fig. 3.11} ¢ foi

determinado pela condigao da derivada da curva ser constante.
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Figura 3.11: Comportamento de gs e g. em fungdo de &, para b = 0.2 ¢ b = 0.5. Os dois

parametros coincidem somente no caso de caos forte, quando gy = ge = 1.
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Figura 3.12: Comportamento de g; e g, em fungao de b, para o regime integravel @ = 0. Os dois

parimetros coincidem somente no caso degenerado (veja o texto) b= +1, quando gs = g = 0.

3.2.5 Discussao

Para entender a origem da discrepancia, no regime de caos fraco, entre ¢, e g. consideramos
alguns aspectos geométricos. Em primeiro hugar lembramos a propriedade Eq. (1.13) da
funcgio ¢-logaritmo:

In, W = alng W, (3.34)
onde a # 0 e ¢, ¢ sio relacionado através da equagao

I-g¢g
—.

1—g= (3.35)

Em segundo lugar fixamos por simplicidade a atengdo no caso de um espago de fases 2-
dimensional, com uma evolucao dindmica simétrica em relagdo ao intercambio das duas
coordenadas. Indicamos com W2 = WM @ W o ndmero total de células bidimensionais
no espago de fases, obtidas através de uma partigao de W () intervalos em cada coordenada.
Suponhamos de ter um ensemble inicial fora do equilibrio contido nima dnica célula bidi-

mensional, e que a evolugao dindmica de cada trajetéria implique nuin espalhamento do
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ensemble no espago de fases. Sejam W(¢) e WP(¢) respectivamente o niimero de inter-
valos unidimensionais em uma das duas coordenadas e de células bidimensionais, ocupados
pelo ensemble ao tempo t. A relacio entre W(D(t) e W@ (¢) depende das caracteristicas

da evolugio dindmica. Dois casos limites sao
W) o« W) e W) o W) (3.36)

O primeiro é realizado por exemplo quando existe uma dire¢ao predominante ao longo
da qual o ensemble se estica, produzindo assim estruturas filamentosas no espagco de fa-
scs 2-dimensional e um crescimento essencialmente unidimensional. () segundo acontece
por excmplo guando a evolugio dinamica nas duas coordenadas é desacoplada, de modo
que W2 (¢) é simplesmente o produto Cartesiano Wy g WW(¢). Agora, supondo
In,, I-V”)(t) x ¢ para um valor especifico do parametro g, {(utilizamos a notagdo ¢; porque
£ representa o crescimento de um arco unidimensional), usando Fqs. (3.34) e (3.35) temos

que In,, W2H¢#) x ¢ para os valores

1_q§ n g
e = Gs € Ge=1- —_2 ) [&3{)

respectivaniente para os dois casos limites anteriores. Note-se que para ambos os casos
gs = 1 = g. = 1. Obviamente, este raciocinio pode ser generalizado para dimcnsoes
arbitrarias do espago de fases.

Esta analise geométrica se aplica ao problema da produgdo de entropia, em sentido
estrito, somente se a evolucdo do ensemble acontece através de distribuigoes uniformes
no espacgo de fases (cqiliprobabilidade), de modo que o valor da entropia generalizada ¢
dado por In, W. Mesmo assim, veremos agora (e é 1itil para entender o comportamento
dinamico do modeclo que estamos estudando. Comegamos considerando o efeito do termo
de acoplamento b no caso degenerado a = 0, que corresponde 4 integrabilidade. A Fig.
3.12 representa o comportaniento de g,(b) e g.(b) para este caso. Como era esperado, g;(b)
¢ sempre nulo, implicando num crescimento linear da sensibilidade as condigocs inicials.
De outro lado, se pode entender o comportamento de g.(b) analisando cm mais detalhe a

dinamica. Temos que p; e ps sio simplesmente conservados ao longo de qualquer trajetoria
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Figura 3.13: Evolugao de um ensemble de N = 102 cépias do mapa (3.24) inicialmente fora do
equilibrio para tempos fixos no caso integravel & = 0, b = 0.5 (primcira linha) ¢ b= 0.2 (segunda

linha). Mostramos a proje¢do do ensemble sobre o plano #. #;.

e que toda a evolugio dindmica interessante acontece no plano (4, ) através das leis de

iteracao

Ou(t+1) = pi(0)+61(2) + b p2(0), (3.38)

O2(t +1) = pa(0) +6(2) + b p1(0).

E evidente que as duas coordenadas sao desacopladas e para b # +1 o crescimento do
ensemble é bidimensional, como confirmado pela primeira linha da Fig. 3.13. Nestas
condicoes ternos W (1) oc WO () o [WW(#)]?, assim que. aplicando a analise anterior.
obtemos ¢, = 0.5. Para b = 1 os mapas degeneram ulteriormente, ja que agora temos

mais uma quantidade conservada, ou seja,
1(t +1) F 8ot + 1) = 0u{t) T 6a(t). (3.39)

Isto implica em W0 (¢) x W () x W(t), e obtemos g, = g = 0. Em torno de b= +1

acontcce entao uma transicdo de g, = 0.5 para g, = 0. como mostrado na Fig. 3.12.
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Figura 3.14: Comportamento de o em funcao de @, para b = 0.2 (circulos vazios) e b = 0.5

{circulos cheios). Por boa parte do regime de caos fraco o € praticamente constante e igual a 2.

Discutimos agora o caso de caos fraco. Na Fig. 3.14 calculamos o fator a que liga a
analise quadridimensional associada ao crescimento de entropia com a informagao unidi-
mensional que provem da sensibilidade as condigdes iniciais, através da relagdo {veja a Eq.
(3.35))

o= 170 (3.40)
1- Qe

Para ambos os casos b = 0.5 ¢ b = 0.2, a valores pequenos positives de a corresponde um
valor de & em torno de a = 2, como no caso degenerado. Isto indica que, para estes valores
de @. o crescimento da porgio do espaco de fases ocupada pelo ensemble é essencialmente
bidimensional.

Neste ponto podemos formular uma conjetura para o caso mais geral em que o espago de
fases niio é simétrico em relacdo ao intercimbio de coordenadas, ¢ entender de uma forma
mais rlara a razdo da discrepancia entre g, ¢ g.. No caso de caos forte o crescimeunto do
hipervolune que contem o ensemble fora do equilibrio € essencialmente d ps /2-dimensional.

Com efeito, se {A\%}o19 4,72 com A%) > 0¥k & o espectro de coeficientes de Lyapunov
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positivos. e chamamos £%) a sensibilidade as condicdes inicias associada a direcio que define

AT temos

W () o WD (1) o gD(2) €2 () . gWm/(y) (3.41)
o exp(AVE) exp(APt) .- - exp(r@m/2¢) (3.42)

deJfQ
x exp | > A9t (3.43)

k=1

Lembramos que Wm)(¢) e Widm/2(t) na Eq. (3.42) representam respectivamente o
nimero de hipercélulas dps- e dpg/2-dimensionais ocupadas. Tomando o logaritmo desta
relagio obtemos a igualdade de Pesin

d-_;\.;r."'g
K=Y ¥, (3.44)

k=1

onde ln W/2(t) = Kt,
Se agora assumimos que a sensibilidade as condigodes iniciais ao longo das varias diregoes

de expansio seja wna lei de poténcia ¢'¥-exponencial

&(k} o tlf{l_q[m)j (345)

as precedentes expressées se transformam em

W(d.«:)(t) x W(rimﬂ}(t) o 5(1)@) 5(2)(3) f(dm/ﬂ)(t) (3.46)
o D) 1= /0yl ) (3.47)
I VIR (3.48)

e obtemos que I, Wr/2(¢) é linear com o tempo para ¢s tal que:

1 dnrf2 |

oy (3.49)
1-q 4= 1-¢%

Note-se que, para ¢%) < 1Yk, temos g, > ¢*); Vk. Note-se também quc, para g% =g, vk

a Eq. 3.49 se reduz na Eq. 3.40 identificando o = dps /2.
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A Eq. 3.49 representa de uma certa forma uma elegante generalizacio da igualdade
de Pesin {no sentido que associa uma informacao ligada a producio de entropia a uma
informacdo ligada a scnsibilidade as condigoes iniciais) para sistemas dindmicos que exibem
caos fraco. Aplicando uma generalizacdo do método tradicional para o cilculo do espectro
completo dos coeficientes de Lyapunov [89], deveria ser possivel verificar a validade desta

relagdo [90].

3.3 Platés quase-estacionarios em mapas simpléticos

Voltamos agora a tratar o notavel fendmeno da formacéo de platés quase-estacionarios, na
literatura chamados também platés meta-estaveis. Diferentemente do que acontece para
0§ mapas unimodais e para os sistemas Hamiltonianos de muitos corpos com interagao
de longo alcance discutidos no préximo capitulo, para a dindmica associada aos platos
dos mapas simpléticos ndo cxistem ainda conexdes claras com o formalismo nao-extensivo.
Porém, pelo fato dos mapas serem Hamiltonianos ¢ pelas semelhangas nas proprias equagoes
dinamicas, o estudo destes platds fornece informagoes interessantes sobre os analogos platos
dos Hamiltonianos de muitos corpos. Uma evidéncia interessante é por exemplo o fato que
a geometria associada aos platds que discutimos nesta sc¢o €, como para o caso dos mapas
unimodais, de tipo fractal.

Nesta secao consideramos entdo o surgimento de platdés quase-estacionanos em en-
sembles de mapas standard e de mapas standard acoplados simpleticamente [63, 64, 66).
Teremos também a oportunidade de discutir o que acontece sc ao invés de considerar a
evolucao de um ensemble analisamos a evolucdo de uma tnica trajetéria fazendo médias

temporais [65).

3.3.1 Meédias de ensemble

O surgimento de platds quase-estaciondrios, no caso dos Hamiltonianos de muitos corpos

com interac¢io de longo alcance [59, 60, 63, 85, 86, mas também ern outros sistemas corm-
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plexos como por exemplo os sistemas vitreos [87, 88, é tipicamente associado a escolha
de classes particulares de dados iniciais. Comegamos a nossa andlise considerando o mapa
standard Eq. (3.16) e observamos que os pontos (0,1/2) ¢ (1/2.1/2) sdo um ciclo-2 para
todo a. Podemos portanto utilizéd-los como referencial para estudar propriedades do cspago
de fases em relacio a variagtes do pardmetro a. Com alguma semelhanga com o caso dos
Hamiltonianos de muitos corpos [59, 60, 85, 86] os nossos dados iniciais fora-do-equilibrio
sao definidos, em t = 0, por um ensemble estatistica de N copias do mapa standard com ¢
arbitrario e p distribuido aleatoriamente em uma pequena regiao em torno de p = 1/2 {na
literatura estes dados iniciais sao chamados do tipo “waterbag” [59]).

Usualmente, quando em mecanica estatistica se analisam sistemas com matriz de ener-
gia cinética diagonal e valor médio nulo, a temperatura é proporcional a média do quadrado
do momento por particula. Como queremos discutir situagdes com movimento de bulk nao
nulo, o conceito andlogo, que chamaremos de “temperatura dindmice” (adimensional). pode

ser definido através da variGncia do momento angular [64]:

T=((p— @)% =" - p)*2 (3.50)

onde {} significa média de ensemble. A qualificagio dindmica é usada porque esta definigdo
provém meramente da dindmica e ndo de um contato térmico com um termometro. A
teniperatura associada com o ensemble uniforme no espago de fases completo (que chama-
remos de temperatura de BG, Tgae, pela semelhanca com o postulado de igualdade a prior

da probabilidade) é dada por

1 1 2
T = / dp p* — (/ dp p) = 1/12 =~ 0.083. (3.51)
0 ¢

E bom ressaltar que neste modelo conservativo, a “temperatura” T € necessariamente
limitada, j& que o préprio p ¢ limitado, em contraste com uma verdadeira temperatura
termodinamica que obviamente é nao-limitada.

Para grande valores de |a| (caoticidade forte) no mapa (3.16), o sistema ¢é tipicamente
mizing e a temperatura do waterbag inicial relaxa rapidamente para Tee. O nosso objetivo

é estudar o que acontece na transi¢io para a regularidade obtida reduzindo o valor de
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Figura 3.15: (a) Evolugio temporal da temperatura dindmica T° de um mapa standard, para
valores tipicos de a. Os dados iniciais consistem em N = 2500 pontos com 0 < §# < 1. p =
0.5+ 5 10~¢. Para eliminar flutuagdes ciclicas, os ponios representam médias de 10 passos de
iteragio e além disso cada curva representa uma média de 50 realizagoes. (b) Inverso do tempo
de crossover to (ponto de inflexao entre o regime quase-estaciondrio e o regime de BG) em fungao
de 1/(a — a.)*7. Notamos que nao existe ponto de inflexo se t é representado linearmente. ()
Analise no espago de fases da evolugio temporal do ensemble em (a) para a = 1.1 (primeira linha)
e distribuigac de probabilidade do momento angular (segunda linha). ¢ = 0: condigdes iniciais
de tipo waterbag; t = t; = 500: o ensemble é confinado por cantoros; t =1y = 10°: o ensemble é

confinado por toros KAM.
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la| para @ = 0. Na Fig. 3.15(a) observamos que o primeiro efeito da redugao de a| ¢
que limy o, T(t) < Tgrg. Isto pode ser facilmente entendido em termos da teoria KAM.
Reduzindo a caoticidade, barreiras totais constituidas por toros KAM aparecem no espago
de fases. Como conseqiiéncia, os pontos do ensemble sdo impedidos de alcangar todas as
regides do espago de fases ¢ a projecao do ensemble sobre o eixo p produz uma distribuicao
de probabilidade com uma varidncia menor do que aquela da distribui¢ao uniforme.

Para valores de a da ordem @ ~ 1, surge um estado quase-estaciondrio antes da re-
laxacao para a temperatura final. De fato. denfro do mar estocéstico comegam aparceer
barreiras parciais constituidas por cantoros, e os dados iniclais primeire difundem rapida-
mente dentro da area delimitada por estes cantoros e em seguida fazem um lento crossover
para a temmperatura de relaxacao final. A Fig. 3.15(c) ilustra este comportamento. Para
obter uma descrigao quantitativa do tempo de relaxacao representamos o tempo e uma
escala logaritmica. Definimos o tempo de crossover t. como o ponto de inflexao da curva e
observamos que este teinpo diverge, se a tende a a, = 0.971635406... para valores marores.
como t, ~ 1/(a — a.)*7 (veja a Fig. 3.15(b)). Com efeito, logo abaixo deste valor critico,
os cantoros mais fortes se fecham [82], e uma relaxagfo para uma temperatura maior é
impossibilitada. Com a redugio de a para valores ainda menores se formam mais bharreiras
totais. de modo que a temperatura dinamica tende a zero se |a| — 0.

Pelo mecanismo que descrevemos, fica claro que é possivel obter este tipo de estados
(uase-estaciondrios mesmo corn outros conjuntos de dados iniciais. Tipicamente. é sufi-
ciente ter os dados iniciais localizados dentro da regido onde ficam as primeiras barreiras
parciais. Em outra palavras, existe uma bacia atratora de dados iniciais fora do equilibrio
que caracteriza este tipo de estados meta-estaveis.

Clomo observamos anteriormente, a topologia do espago de fases de mapas simpléticos
muda de modo dramstico se a dimensao é maior de 2. PPara disculir este caso, passamos
agora ao caso quadridimensional caracterizado por dois mapas standard acoplados através
das FEgs. (3.24). Notamos que para este caso, se fixamos b = 2 os pontos (0,1/2.0.1/2) ¢
(1/2,1/2,1/2,1/2) sdo um ciclo-2 para qualquer (ay, ay), e desta maneira preservamos um

veferencial no espaco de fases, witil para definir as condigdes iniciais. De qualquer maneira.
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Figura 3.16: Anélise no espago de fases da evolugéo de ensembles para dois mapas stanidard
acoplados com (@,b) = (0.4,2). Primeira linha: condigocs iniciais 0 < 8,00 <1, pr.pp =
0.5 £5 1073, Segunda linha: condigdes iniciais 0 < 81,6, < 1, pr.p2 = 0.25 £5 1073 (a)
Projegdo no plano (8;,p1) de uma fatia central do espago de fases (f2,p2 = 0.5 & 107?), pela
orbita 0 < £ < t; = 104 (b),(c) Projecio no plano (p1,p2) de tode o espago de fases para 08

iterados ao tempo ty = 1d ¢ t3 = 2 104,
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para valores gerais de b todos os resuitados relevantes que discutiremos sao qualitativamente
0s mesnios.  Fixamos também a), = ay = &, de modo que o sisterma é invariante sch
permutagées 1 «— 2. Ja que agora temos dois rotores, a temperatura dinamica sc gencraliza

naturalmente através da defini¢éo

[ —

T=-(<pi>+<pi>—<p> —<pp>7), (3.52)

[ ]

asshin. a temperatura de BG continua sendo
Tee = 1/12 ~ 0.083. (3.53)

Analogamente ao caso anterior, consideramos como dados iniciais um ensemble de N
pontos com (¢, 8;) arbitrario, e momento angular distribuido dentro de nma pequena regiao
em torno de p; = p; = 1/2 (configuragio de tipo waterbag). O resultado € qualitativamente
similar a aquele exibido no caso bidimensional da Fig. 3.15(a} para a > a.. Grandes
valores de @ correspondem a T'g e reduzindo a observamos a formagao de cstados quase-
estacionarios que, depois de um certo tempo, relaxam para uma temperatura T < Tga A
primeira diferenca importante em relagio ao caso bidimensional é que. devido aos processos
difusivos de Arnold, a relaxacio para uma temperatura maior acontece (esperando um
tempo suficiente) para todos @ # 0 (ou seja, @, = 0. definindo a, como o valor onde 7.
diverge). Além disso, a razao pela qual o ensemble ndo rclaxa para a tempcratura de BG
para valores pequenos de @ ¢ neste caso bem diferente que no caso bidimensional. De fato.
com a escolha feita pelos dados iniciais, eles interceptan pelo menos uma ilha macroscopica
(como sc pode ver claramente na Fig. 3.16 (al)}: os pontos que séo inicialmente colocados
dentro desta ilha nao podem se difundir fora dela. Como resultado, a proje¢do do ensemble
no plano py, pe conserva uma parte central mais densa em todos os tempos (Fig. 3.16 {bl}.
(1)),

Porém, se transladamos o waterbag inicial por exemplo na parte inferior do espago de
fases, podemos colocar os pontos fora desta itha (Fig. 3.16 (a2)-(c2}). Neste caso obtemos
um novo fendmeno crucial: a formacio, para valores pequenos de @, de estados guase-

cstaciondrios que finalmente rclaxam para a temperatura de BG (veja a Fig. 3.17(a}).
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Figura 3.17: (a) Evolugdo temporal da temperatura dindmica T para dois mapas stonderd
acoplados, com b = 2 e valores tipicos de @. Comegamos com os dados inicials: A = 1296
pontos com 0 < 81,60 < 1lep,pr=025L5 1073, Os dados represcntam uma média sobre 35
realizacoes. Veja a Fig. 3.16 para t3 e t3. (b) Inverso do tempo de crossover i em fungao de
1/@%2. {¢) Evolugdo temporal da dimensao fractal de um unico ensemble na mesma configuragao

em {a).
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Note-se também que o tempo de crossover t, diverge, por @ — 0, mais rapidamente do que
no caso bidimensional: t, ~ 1/a>? (veja Fig. 3.17(b)).

Uma observagao muito importante é que a relaxagao para a temperatura de BG acon-
tece aqul mesmo se a presetica de ilhas no espaco de fases viola o postulado de igualdade
a priori da probabilidade. Em outras palavras, temos uma violagao frace do postulado
que preserva uma distribuicao uniforme uma vez que o ensemble é projetado sobre o plano
1, P2, de modo parecide a como uma esponja projeta uma sombra uniforme sobre uma
parede. Estes estados quase-estacionarios podem com efeito serem geometricamente ca-
racterizados pela dimensao fractal d;. Resolvendo algumas dificuldades numéricas ligadas
a uma andlise fractal em 4 dimensdes, ilustramos este efcito na Fig. 3.17(c), realizada
usando um algoritmo de “contagem de caixas” [91] (o espago de fases exibe de fato fortes
heterogeneidades que sugerem a presenca de nma estrutura muitifractal). Durante o estado
meta-estavel, ou seja, para @ pequeno, o ensemble é associado a uma dimensao fractal nao
trivial d; ~ 2.7, porém, depois do crossover para o regime de BG, sc distribui ocupando
toda a dimensionalidade do espago de fases, alcangando assim d; = 4.

Estes simples modelos permitem tantbém a discussao de outros tipos de estados quase-
estacionarios. Por exemplo, em t = 0 podentos considerar uma configuragdo de duplo
waterbag definindo um ensemble de A copias de dois mapas standard acoplados (3.24) com
(6,8,) arbitrrio ¢ momentos angulares distribuides de forma aleatéria dentro de duas
pequenas regioes: pr,p2 =048 e pr,pa =1 — 9 {0 < § << 1), Neste caso, a tempcratura
intcial T(®) é maior de Tug, porque a distribuicao de probabilidade projetada nos eixos
p1.p; tem um duplo pico. A relaxagao para Tpe acontece entdo de cuna para hatxre, como
se pode ver na Fig. 3.18. Esta ¢ exatamente a diferenca entre o fenémeno obgervado emn
85. 86} ¢ aquele em [59], para os sistemas Hamiltonianos de muitos corpos con interagao
de longo alcance.

E relevante observar que, em conseqiiéncia da difusao de Arnold, estes resultados para
o mapa 4-dimensional capturam o comportamento qualitativo de mapas simpléticos de
dimensao maior. Comt efeito, a estrutura de dois platos é confirmada numericamente em

andlises com centenas de mapas standard globalmente acoplados como em Eq. (3.24) [63].
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Figura 3.19; Estados quase-cstacionarios em N = 100 mapas standard acoplados. (a}) T'(t) para
b = 2 e valores tipicos de 4. Comegamos com os dados iniciais: N = 500 pontos com 0 < 6; < 1

ep=025+51073 Vi =1,2,..N). (b) Iuverso do tempo de ¢, em fungdo de 1/a"5.

Especificamente, consideramos agora o caso de N mapas standard globalmente acoplados.

de modo simplético. através das equagoes

Bi(t+1) = plt+1)+6:(t)+ ﬁ Z\E Pt + 1) (mod 1),
o (3.54)

p(t+1) = pilt) + & sin[278;(1)] (mod 1),

onde ¢ = 1.2, .... N. Em seguida, fixamos a constante de acoplamento b = 2 e usamos
a € R para controlar a caoticidade. A escolha de uma constante de acoplamento global
entre os N mapas standard é devida & intencdo de obter propriedades de evolugao dinamica
similares a aquelas dos sisternas Hamiltonianos de muitos corpos com interagao de longo

alcance. A defini¢do de temperatura dindmica se generaliza naturalmente em

N

Tt = = (B = (1)) (3.55)

=1
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Figura 3.20: Lei de escala do tempo de crossover com o nimero de mapas standard acoplados.
Os dados inicials sdo definides como em Fig. 3.19. (a) T(t) para & = 0.4, b = 2 e grandes valores
de N. Na figura inserida: inverso do tempo de crossover £, em funcio de 1/NV2, (b) T{(t) para

i = 0.4, b = 2 e valores pequenos de N.

de modo que a temperatura de BG continua valendo

N 1 . 2
1
Ty = ~ Z [/ dp; p? — (/ dp; p?;) jl =1/12 =~ 0.083 (¥YN). (3.56)
= Yo 0

Também neste caso consideramos como dados iniciais um ensemble de N pontos com
g, arbitrario ¢ p; numa pequena regiao na parte inferior do intervalo [0, 1), para todos os
valores de i. A Fig. 3.19(a) apresenta resultados para o caso de dimenséo dy = 200
obtido acoplando globalmente N = 100 mapas standard. A familiar cstrutura de dois
platos persiste para grandes valores de N. Resultados preliminares sugerem que, de fato.
mesmo para grandes valores de N se desenvolve um primeiro platé com dy/day < 1 [92].
Este fato reforca a possibilidade de existéncia de um conjunto de dados iniciais de medida
nio nula para quais o sistema é mantido dinamicamente em um subconjunto do cspago
de fases completo, e somente depois ocupa todo o espago permitido em relacao aos dados

iniciais, adotando como conseqiiéncia uma estatistica de tipo BG. Este comportamento ¢
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tanto mals pronunciade quanto mais o coeficiente maximo de Lyapunov é proximo a zero.

Um outro ponto a observar é que neste caso também o tempo de crossover para o regime
de BG diverge se @ — 0, como niostrado na Fig. 3.19(b). Como conscqiiéncia temos que
sc considerar o limite £ — oc depois do limite @ — 0, a temperatura associada a estes
ensembles € sempre Tpss # Tpe. O mesmo resultado é obtido se, fixando &, analisamos
o escalamento do tempo de crossover para grandes N (veja a Fig. 3.20(a) onde fixamos
a = 0.4). Além disto, o expoente na relaciio de rescalamento ¢, ~ N2 é muito préximo
daquele encontrado para o modelo Hamiltoniano de muitos corpos com interagio de longo
alcance apresentado no préximo capitulo: ¢, ~ N [59. . também interessante notar que,
para o ¢aso que estamos discutindo, este escalamento € eficaz somente para grande valores
de N (digainos, N > 20). Para N pequeno, um comportainento mais complexo aparece
{veja a Fig. 3.20(b)). Em particular, para N = 5 observamos uma cvidéncia parecida com
aquela mostrada pelo mapa logistico com ruido aditivo, ou seja uma estrutura de platos

niltiplos.

3.3.2 Médias temporais

Nesta secio voltamos a considerar os casos de baixa dimensao de um e dois mapas standard
acoplados, estudando médias temporais associadas aos estados quasc-estacionérios descritos
na segio precedente [65]. Chamaremos de “caso (A)” o sistecma definido por um unico mapa
standard Eq. (3.16), cujo espago de fases tem dimensdo d = 2, ¢ de “caso (B)" a anilise
de dois mapas simpléticos acoplados Eq. (3.24), cujo espaco de fases tem dimensao d = 4.
Estas médias temporais sao obtidas seguindo o comportamento de uma tnica trajetéria, de
urma maneira parecida ao modo comno um termometro integra temporalmente as interagoes
com o sistema, para fornecer a medida da temperatura. O intento é ter mais indicagoes
sobre o conportamento dindmico destes estados meta-estdveis, cspecialuiente em relagao
as propricdades relacionadas a ergedicidade.

Dada uma funcdo dinamica f que tem diferentes valores f(x(0),?) ao longo de uma

finica trajetdria comegada no ponto do espago de fases x(0). definimos a sua média temporal
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Figura 3.21: Caso (A) — Estados quase-estaciondrios analisados com médias temporals num
mapa standard. (a) T3(f) para valores tipicos de a. Evolugdo de uma Gnica érbita iniciada
em x(0) = (0.3,0.5), com um intervalo de observagao t, = 102. Linhas tracejadas indicam
Tre. (b) Médias para 10° realizagdes do tipo em (a), com dados iniciais dentro de 0 < & < 1.

p=05+510"%
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7(){(0), t.t,) no tempo t = ¢ durante o tempo de observagdo t, = ¢; — {; como

F(x(0).%,1,) Z;z;ff-(i(_ﬂ), t) |

(3.57)

onde ¢; e ¢; s&o respectivamente os tempo inicial e final de observagao, ¢ £ = £; + £,/2.
Esta defini¢éo reproduz a a¢io de um detector que teste o sistema ao longo de uma porgao
de uma determinada trajetéria. Neste contexto, a defini¢do de temperatura dinamica e

reproduzida por
N
- 1 —
T(x(0),F o) = < > (P - 7). (3.58)

onde o subindice ¢ serve para lembrar que desta vez a temperatura dinamica ¢ definida
através de médias temporais. Em seguida consideramos dados iniciais x(0) no interior das
regides usadas para definir os dados iniciais na andlise de médias de ensemble, evitando a
possibilidade de definir x(0) dentro de ilhas. Novamente, para distribuigdes de momentos
angulares uniformes no espago de fases completo durante o intervalo de observagao £,
obtemos

Quando o sistema ¢ suficientemente cadtico. como era esperado, T; oscila em torno de
Tre. De outro lado. se |a| {caso (A)) ou {a} (caso (B)) séo reduzidos, T; exibe, em lugar
da estrutura de dois platés, um comportamento intermitente (veja as Fig. 3.21(a) e 3.22(a)
respectivainente). Isto indica a presenca de segiéncias de barreiras parcials, ao longo da
trajetéria no espago de fases, que alternam processos difusivos rapidos c lentos. Note-ge que
7, pode pular para valores maiores de T (ou seja, a variancia da distribuigao temporal do
momento angular total pode tornar-se maior do que aquela de uma distribuigao uniforme).

Unia outra quantidade interessante é o valor médio de Ty(x{0),%,1,), calculado para
diferentes érbitas x(0):

T (1 t0) = (Td)x(o)- (3.60)

Obviamente, T coincide com a temperatura dindmica definida através de mdédias de
ensemble Eq. (3.55) para t, = 1, enquanto para ty >> | represcnta o resultado médio

de diferentes medidas do hipotético detector, e se trata de um observavel tipico calculado
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Figura 3.22: Caso (B) — Estados quase-estaciondrios analisados com médias temporais em dois
mapas standard acoplados. (a) T () para b = 2 e valores tipicos de a. Evolugao para uma tinica
érbita cornecada em x(0) = (0.5,0.25,0.8,0.25), com um intervalo ohscrvacional to, = 102, Linhas
tracejadas indicam T'5g. (b} Andlise no espago de fases da trajetéria em (a) para @ = 0.3. Pontos

representam a projegao da 6rbita no plano (81,p1).
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Figura 3.23: Caso (B) — Estados quase-estaciondrios analisados com médias temporais em dois
mapas standard acoplados. T/*(%) obtida fazendo a média sobre 10° realizacoes do tipo em Fig.
3.99. com dados iniciais dentro 0 < 8,,6> < 1, p1,p2 = 0.2545 107°. (a) O intervalo de observagao

é 1, = 102, (b) O intervalo de observagao é t, = 102,
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nas andlises de ergodicidade (veja, por exemplo. [4]). As Figs. 3.21{b) e 3.23(a) mostram
que neste caso obtemos um comportamento qualitativamente equivalente ao das médias
de ensernble das Fig. 3.15(a) ¢ Fig. 3.17(a), mas tipicamente com temperaturas menores.
E bastante interessante observar que 3.23(b) mostra uma tendéncia de T¥ a aproximar a

temperatura dinimica definida através de médias de ensemble Eq. (3.35), ao crescer de t,.



Capitulo 4

Sistemas conservativos I1I:

Hamiltonianos de muitos corpos

Neste capitulo continuamos com a nossa “tendéncia” em aumentar a dimensao do espago
de fases, para tentar de comparar os conhecimentos conseguidos no estudo dos modelos
inais simples de baixa dimensao, cont modelos dindnicos cada vez mais proximos a sistemas
reais macroscépicos. Passamos a estudar aqui modelos Hamiltonianos de tempo continuo
constituidos por muitos corpos interagentes entre eles ao longo de uma cadeia unidimen-
sional. Primeiro vamos considerar o caso de interagdo de primeiros vizinhos para poder
exibir, através de uma nova técnica de caleulo numérico, a fundamentagéo dinamica do
ensemble canédnico de BG [58]. Passamos depois a descrever {60, 61, 63] varias anomalias
dindmicas {com notaveis semelhancas com os fendémenos exibidos nos capitulos anteriores)
que aparecem quando se passa a analisar uma interagao de longo alcance. Tentaremos
enfirn de utilizar a técnica numérica [58] para o estudo dos platés quase-estacionarios que
aparecem 1o caso de interagbes de longo-alcance. Comio veremos, estc caso € muito mais
dificil e cheio de sutilezas que o de curto- alcance. Apresentamos resultados preliminares.
friuto de um trabalho em andamento [42], porém suficientemente avangados para coufirmar
a nao-aplicabilidade do formalismo tradicional de BG para a descrigao destes estados, e

para sugerir um ccndrio interessante onde buscar respostas mais definitivas.
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4.1 Fundamentacao dinamica do ensemble candnico

de Boltzmann-Gibbs

O problema da fundamentacao dindmica da mecanica estatistica de BG foi levantado ja na
época da proposta original deste poderoso formalismo {veja, por exemplo, [2}). Porém, ape-
sar de importantes resultados, a solucdo para esta questdo fundamental [93] ainda apresenta
aspectos bdsicos em aberto (veja, por exemplo, ‘3. 4, 5, 6] e referéncias sugeridas). Gracas
20 atual desempenho dos computadores. podemos Integrar nurericamente as equagoes de
Hamilton para sistemas de tamanho razoavelmente grandes e comparar os resultados com
as prediches do formalismo de BG. Embora esta técnica fol implementada com sucesso
numa perspectiva microcanénica (dindmica molecular), quando se analisam sistemas em
contato com um terméstato sc utilizam normalmente outros métodos que nnpoent uma
dinamica ad hoc (como por exemplo a técnica Monte Carlo). Nesta segao introduzimos
um novo método [58] que permite a discussdo da distribuigao canonica, diretamente no
espago de T' de Gibbs, na base das equagdes de movimento. Usando dois paradigimiticos
modelos Hamiltonianos nao lineares com interagao de primeiros vizinhos — o ferromagneto
XY inercial unidimensional e o modelo g de Fermi-Pasta-Ulam — encontramos notéveis
resultados, os quais fornecem uma fundamentagéo dinamica do formalismo candnico de BG
que ainda nao foi exibida claramente [3, 4, 5, 6]. Dentro desta abordagem. tanto médias
temporais como médias de ensemble sao realizadas dinamicamente. de mancira que po-
demos discutir a ergodicidade. A este respeito, observaremos que o calcular (somente} o
méximo coeficiente de Lyapunov nio é suficiente para obter uma medida consistente das
propriedades de relaxagio envolvidas com a ergodicidade. O nosso calculo nuniérico pode
ser implementado para sistemas que satisfazem a definicao dos livros de texto do ensemble
candnico (como parte de um sistema isolado maior) . E intcressante discutir a mesma
abordagem em situagdes onde, devido por exemplo a prescnga de terinos de longo alcance,

se encontram importantes desvios das predigoes da teoria de BG (veja a secao 4.2).

Dadas algumas condicdes macroscopicas no espago de fases do sistema cm exame (0



4.1 Fundamentacao dindmica do ensemble canonico de Boltzmann-Gibbs 109

espaco I'), o valor médio de uma funcio dinamica pode ser definido usando médias tempo-
rats ou de ensemble; se a hipOtese ergddica é valida, cstes dois métodos sao equivalentes.
Observanios que ambas as abordagens podem scr realizadas dinamicamente. No primeiro
caso focaliza-se uma Unica realizagio dindmica e a probabilidade pg de sc encontrar o sis-
tema dentro de uma regiao R do espago I é definida pela fragao temporal ¢z transcorrida
pelo sistema dentro dessa regido, durante o tempo total 7 (eventualmente infinito) passado

pela sua trajetdria no espaco de fases completo:

Pk = tr/7, (4.1)

onde o super-indice ¢ significa abordagem de média temporal. A segunda abordagem é
realizada por exemplo fixando-se um determinado instante de tempo t* e repctindo a
evolucio dindmica até o tempo t*, sob as mesma condigbes iniciais macroscépicas (mas
com diferentes condigdes microscépicas). Contande o nimero de vezes mg que o sistema
é encontrado dentro da regidio R ao tempo t*. em relagdo do namero total de vezes n

(eventualimente infinito) que o caleulo foi executado, sc pode definir
;U}; = nR/ns (‘12)

onde o super-indice e indica abordagem de média de ensemble. No caso da interacio de
longo-alcance discutido na se¢ao 4.2.3 usaremos também uma abordagem mista entre estas

duas, definindo {com alguma analogia com a analise da segao 3.3.2)

Y
te Z: tﬁ' -
pht = &=L, (4.3)
nr
onde t é o tempo que o sisterna passa na regiao R durante a realizagao ¢ (i=1,2....n).

Claramente, para 7 >> n (7 << n) p;° aproxima a abordagem temporal (de ensemble).
Para um tipico sistema Hamiltoniano de N-corpos (tipico no scntido que satisfaz as
prescricdes de BG) com encrgia fixa Ey (configuracao microcandnica), uma introdugao
padrao do ensemble candnico é obtida definindo o sistema candénico como composto por
umn subconjunto de M corpos interagentes entre eles, com 1 << M << N. A energia dos

M elementos satisfaz Ej; << Ex, ¢ a encrgia de interagio entre o sistema canonico e o
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resto do sistema isolado (banho térmico) ¢ suposta ser muito menor que Ey. Sob estas
hipéteses. a probabilidade p; de encontrar o sistema num M-microestado j € dada pela
previsao de equilibrio de BG

p; X e_SEJ', (4.4)

onde 3 = 1/T é o inverso da temperatura {sem perda de generalidade aqul também as-
sumnimos uma constante de Boltzmann unitéria), e F; é a energia do microestado. Uma
abordagem dinamica para eonfirmar este resultado deve enfrentar a seguinte dificuldade
numérica. J4 que o espaco I' é Md dimensional (d sendo a dimensao do espago de fases
da particula tnica). se consideramos, para implementar o coarse-graining, por excmplo
wma particao de k intervalos em cada coordenadas, o nimero total de (hiper)células €2y,
é da ordem kM4, 86 para colocar algum mimero indicativo para um cdlculo concreto, com
k=4 M=100cd =2 temos Qp ~ 42 ~ 10'*°. Deverfamos entao implementar uma
integracao numérica de 2N (>> 200) equagdes de Hamilton para um tempo total 7 (ou uni
ntinero de realizaces n) muito maior de 10*2%, o que vai além do que podemos atualmente
conseguir nunericamente.

Podemos porém seguir um caminho alternativo e, ao invés de abordar a probabilidade
associada a um microestado, podemos considerar a probabilidade de encontrar o sistema

candnico com uma dada energia Eyr. Neste caso a resposta do formalismo de BG é

uJ(EM )E - OBy

p(Eum) = 7 \ {4.5)
onde Z ¢ a fungao de particao e
M
(B = [ TTnda)6lEn — Hilri- ) (46)
i=1

é a densidade de estados no espaco de fases na energia £y; w(Es) pode ser estimado ana-

liticammente através da relagao termodindmica que liga a entropia estatistica a temperatura

dlnw(E)
—— = G(F). 4.7
5 B(E) (4.7)
Integrando esta relacdo temos que w(Ey) é dado através da curva calorica T(E):
w(EAW) [/\EM' F oz !
— =~ = exp dE' B(E")| , (4.8)
uJ(Eo) JEg (
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onde FEy ¢ a energia do estado fundamental. Resumindo, a estrutura Hamiltoniana do
sistema define a densidade de estados em funcao da energia; uma vez que csta relagao ¢
conhecida, ¢ suficiente multiplicar w{E ) pelo fator de Boltzmann ¢~##% ¢ normalizar. para
se obter p( Eyy) para todo o espectro de temperaturas. Agora, o cdlenlo dindamico de p( Fay)
¢ muito mais facil do que para p;. Tudo o que temos que fazer € integrar numericamente as
equacdes de Hamilton ¢ calcular o valor da energia E)y; para o subconjunto candnico, a cada
passo de itegracdo. Podemos entdo realizar um coarse-gruining do cspectro de energias
dividindo-o em intervalos de largura AFEjy; e construir um histograma normalizado do
mintero de ocorréncias de cada um destes intervalos. Em analogia com a discussao antertor.

t{Ear)
T AEM

TL(Em)

AT 4.
7t AE;H ( ))

p'(Em) = p(Ey) =

representaim cntao a probabilidade de encontrar o sistema candnico com a energia En
usando respectivamente médias temporais e de ensemble.

Para ilustrar este cdlculo, consideramos em seguida uma classe cspecifica de Hamilto-
nianos nio-lineares com interagdo de primeiros vizinhos, que podem ser resolvidos analiti-

camente:

J\" 2
Hy=Ky+Vn= Z [%* + Vigiy — )| (4.10)
i=1

com condigées de contorno periddicas (gn+1 = ¢v). Como primeiro caso consideramos uma

cadcia unidimensional de rotores coin um potencial
V(g1 — @) = 1 — cos{givy — @), (4.11)

onde as coordenadas candnicas ¢; € [0.27) e p; € R sao respectivamente as coordenadas
angulares e os momentos angulares dos rotores cujo momniento de inércia ¢ unitério. Esta
Hamiltoniana é uma versio inercial do modelo ferromagnético de spins XY, e constitul nm
protétipo dinamico para modelos de spins em mecanica estatistica [4, 5, 6, 94]. Coni efeito.
em contraste com os modelos de spin tipo Ising. este modelo permite o estude do compor-
tamento dindmico meramente integrando as equacoes de Hamilton, sem precisar de pres-

crigdes ad-hoc. Uma outra possivel interpretacao da Hamiltoniana € dada por particulas
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coIll & mesma massa que se movem no circulo unitario. Nesta interpretagao, ¢; represcnta
a posi¢io no circulo e p; € o seu momento conjugado. No nosso caso {ferromagnético), as
particilas se atraem e para pequenas distdncias pode-se pensar que clas chocam elastica-
mente entre si, ou gue simplesmente se interpenetram como se fosscm “transparentes”. ja
que todas tém a mesma massa. O modelo é quase-integravel tanto para baixas como para
altas energias. O primeiro regime é definido para T < 0.1 (energia especifica e < 0.1)
5] ¢ é chamado regime de acoplamento forte, jd que os rotores constituem um conjunto
de osciladores harmoénicos acoplados quase linearmente. O segundo caso € obtido para
T 2 10 {e 2 6) [5], ondc os rotores sdo quase livres {regime de acoplamento fraco). A

fung¢ao candnica usual

M
Zy = fH(dp?:in) exp [—8Hy (pi|q1)]-: (4.12)
i=1
produz, para este modelo, a energia livre especifica
In ZM
= — i - 4.1
= 5] e
(veja a apéndice A.1):
1 1 3
f=-T é-lnT + In Ig(?) +In27x2| +1, (4.14)

onde Ip{z) é a funcio modificada de Bessel da primeira espécie de ordem zero. Usando a
relagao

aF .

ETYy=F-T— 4.1

() o (113)

e tomando a inversa, obtém-se a curva calérica de BG T'(e) (veja a Fig. A.1), onde
e= lim EM/:M. (416)

Uma vez que a temperatura é um parmetro éntensiwo, rescalando o eixo x de um fator M
e usando a Eq. (4.8), temos w{Ey) para qualquer valor (grande mas finito) de M.

Na Fig. 4.1(a) representarnos o logaritmo de w(Ej,) para os rotores a primeiros vizinhos
com M = 100, enquanto a Fig. 4.1(b) mostra a mesma fungdo na escala log-log. Note-

sc que en1 correspondéncia dos dois regimes assintéticos de baixa e alta energia temos
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Figura 4.1: Predicéio analitica canénica de BG para o ferromagneto inercial XY com M = 100.
(a) Grafico log-linear da densidade de estados way(Epr ). (b) Gréfico log-log da densidade de esta-
dos war(Eag). Note-se os regimes assintoticos integravels de baixa e alta energia, com wp(Ear) x
(Ear)™ e wpy(Eny) (EM):W? respectivamente. {¢) p(En) = wp(En)exp(—En/T)/Z. para

diferentes temperaturas.
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respectivamente wis(Epr) ox (Ea)™ e wy(Eas) o (Ep)™/2. A Fig. 4.1(c) exibe a predicao
de ensemble candnico para p{FEas), obtida multiplicando a densidade de estados por o
fator de Boltzmann, para diferentes valores da temperatura T (ou da cnergia especifica ¢).
Notamos que, gragas as propricdades elementares da fungao logaritmica, é possivel realizar
este calculo para valores bastante grandes de M. ja que essencialmente se trabalha com os
expoentes.

Realizamos a integracao dindmica das equagdes de Hamilton usando o integrador sim-
plético de ordem 4 de Neri-Yoshida [95] com um pardmetro de iteragao que garante wna
conservacao da energia da ordem AEy/Ey ~ 107 (algumas realiza¢oes com 107° mostra-
ram que 107% é suficiente para os nossos objetivos). Um ponto importante para realizar
um caleulo eficiente é relacionado com as condigoes iniciais. que devern ser suficiente-
mente proximas do equilibrio para evitar longos transientes. Uma vez que o sistema nao
evidencia nenthuma transicao de fases para 7' > 0 mas apresenta uma tendéncia ao agru-
pamento (clustering) para baixas temperaturas, utilizamos uma distribui¢do Maxwelliana
para os momentos angulares (com a apropriada temperatura) e um conjunto de ! Gaussia-
nas eqilidistantes para os angulos, cada uma rom a mesma varidncia propriamente ajustada
para fornccer a desejada energia total Ey. Nos nossos edlculos foi suficiente usar [ =6
para obter uma relaxacio suficientemente rapida para todas as nossas configuracoces (rmi-
crocanénicas). Para todos os nossos resultados esperamos 107 iteragoes antes de comegar as
medidas para um sistema canénico composto de um subconjunto de M rotores adjacentes.

Na Fig. 4.2(a-c) apresentamos um notdvel acordo entre a predigao analitica de BG para
p(Ex) (linha continua) ¢ a estimativa dindmica de p®(Eps) (cruzes) para vérias ordens de
magnitude da energia especifica e (incluindo os regimes de acoplamento forte e fraro) com
uma configuragio (M, N) = (10%,10%) e um numero total de realizacoes n = 3 X 10%. Por
outro lado, as p *(Ep) (circulos), caleulados ecom um nidmero total de iteracdes 7 = 5 x 107,
mostram um bom acordo em relacio da distribuigdo analitica de BG para baixa energia
(incluindo o regime de acoplamento forte), mas comegam a mostrar largas discrepancias
quando se entra no regime de acoplamento forte. Para quantificar cstas diferengas, defi-

nimos a discrepdncia 0 < ¢ < 2 entre duas distribuicoes de probabilidade como a integral
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Figura 4.2: (a-c) Comparagio cntre a predigdo de BG p(Eys) (linhas continuas), a média
dinamica dc ensemble p(Eans) (cruzes), e a média dinamica temporal p‘(Eps) (circulos).
k = Ky /M & o valor da cnergia cinética especifica. {d) Analise de discrepancia para p *{Eas)
e p(Enr) (cruzes), e p*{Ep) e p(Ep) {circulos vazios). Representamos também o coeficiente
méximo de Lyapunov Amez (quadrados) e o inverso da escala temporal para uma flutuacao nor-

mal 1/tag,, (circulos cheios). As linhas sao guias pelo olho. Veja o texto para detalhes.
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do valor absoluto da diferenca das distribui¢des. Para permitir urna comparagac com o

coeficiente maximo de Lyapunov, na Fig. 4.2(d) representamos a quantidade
0<1/e—1/2< oo (4.17)

tanto para as médias de ensemble como para as médias temporais, em relagao com a
predi¢do analitica de BG. Enquanto para as médias de ensemble 1/¢ — 1/2 6 razoavelmente
grande e praticamente constante com a energia, para as médias temporais esta quantidade
apresenta um decrescimento dramatico para grandes energias. Isto é devido ao fato que o
tempo necessario para se ter uma flutuacao normal da energia do subconjunto candnico

Eyr
VM

cresce coll a energia (veja os circulos vazios em Fig. 4.2(d). onde mostramos o 1nverso

deste tempo), em consegiiéncia do fato que os rotores sao cada vez mais livres (devido
ao fato do potencial ser superiormente limitado). Observamos que. contrariamente a uni
peusamento comunl, o maximo coeficiente de Lyapunov (quadrados na Fig. 4.2(d)) pode
se aproximar de zero, como no caso de baixa energia, enquanto o tempo que caracteriza
a relaxacdo de p?(Ey) (cireulos em Fig. 4.2(a-c)) para a distribuicao de BG p(Ey) fica
finito (veja i4, 5] para disciissdes interessantes sobre este ponto).

Um resultado importante é a coincidéncia entre o valor 7' da temperatura de BG ¢ duas
vezes a cnergia cinética especifica k = Ky /M, dentre de um erro miximo do 2%. O acordo

entre a dindmica e o fator de Boltzmann aparece ainda mais claramentc na regressao linear

In {%—;—?] (4.19)

para as médias de ensemble da Fig. 4.2(a-c). Notamos também que consideramos outros

da Fig. 4.3, onde representamos

valores de (M, N), precisamente (50,500) e (10*, 10%), obtendo qualitativemcnte os mesmo
resuftados.
Obtemos também uma confirmacao dos nossos resultados implementando o mesmo

esquema de calculo para o modelo § de Fermi-Pasta-Ulam. definido pelo potencial

g — @)?

. —_— N 4
V{giy — @) = —a 0.1M (4.20)

4
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Figura 4.3: Evidéncia dinamica do fator de Boltzmann. Representamos In[p “(Enr/wl{Ens)] para
as médias de ensemble da Fig. 4.2 (circulos). T ¢ o reciproco da inclinagio de regressoes lincares
(linhas cortinuas) sobre os dados. As figuras inseridas (a) ¢ (b) mostram uma amplificacao dos

resultados para e = 0.05 e ¢ = 0.5 respectivamente.



118 Sistemas conservativos II: Hamiltonianos de muitos corpos

pE) @ pEY (b))
02l & e=02 | goosf % e=8.0
| F%2k=0.203) %

0.0041
0.003
0.002|
0.001]
()bess

0.15

0.1

0.05

Figura 4.4: Igual a Fig. 4.2(a-¢) para o modelo 3 de Fermi-Pasta-Ulam.

com g; € R (veja a apéndice B pela solugao analitica do modelo e [4] para uma discussao de
dados iniciais perto do equilibrio), como mostrado na Fig. 4.4. Aqui também, para baixas
energias, p'(Ey) estd cm bom acordo com a predicdo de BG embora o maximo coeficiente

de Lyapunov [4] tenda para zero.

4.2 Platdés quase-estacionarios em sistemas de longo

alcance

Sistemas com inmteracdo de longo alcance representam atualmente um tépico de ponta
na pesquisa em muitas dreas da fisica (entre outras, astrofisica, fisica nuclear, fisica do
plasma, condensacdo de Bose-Einstein, agrupamento atémico, hidrodindmica) {96]. Estes
sistemas fornecem também a oportunidade de estudos interdisciplinarcs, através de exem-
plos paradigméticos que permitem a comparagio de analogias e diferengas entre abordagem
alternativas.

Em particular, existem resultados interessantes que exibern inequivaléncias entre abor-
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dagens de mecanica estatistica de BG e métorlos de sistemas dinamiros [59, 85, 97). Com
efeito, nos ltimos anos uma intensa atividade de pesquisa tem sido dedicada a inves-
tigacio de aspectos de dindmica microscépica em conexao com fendmenos macroscopicos.
Em particular, vdrios autores focalizaram a atencao na caracterizacéo, de um ponto de vista
dindmico. de transicdes de fases macroscépicas [6, 98, 99, 100, 101]. Em geral, a caoticidade
é de importancia fundamental para que o sistema possa alcancgar o equilibrio. Anomalias
sao esperadas quando isto nao acontece, jd que pode ocorrer uma quebra de ergodicidade
¢ o sistema pode ficar preso em alguma regido do espago de fases. A este respeito, um
modelo cujas caracteristicas se revelaram bastante interessantes é o modelo Hamiltoniano
de muitos corpos chamado modelo Hamiltoniano de campo médio (HCM), junto com as
suas generalizagoes onde o alcance das interagtes pode ser mudado. O modelo foi introdu-
zido na referéncia [102] e amplamente estudado em [59, 102, 103, 104, 105, 106, 107, 108,
109. 110. 111, 112]. U artigo de revisao das propriedades de equilibrio ileste sistema, do
ponto de vista dinamico e termodinamico, se cncontra e [97]. O nosso enfoque [61, 63]
serd sobre as anomalias encontradas no regime fora do equilibrio, com o surgimento de um
platd quase-estaciondrio antes do crossover para o regime de BG [59], e sobre a questao
de como este comportamento andmalo pode ser relacionado & meecanica estatistica nao-
extensiva. Discutiremos tainbém a validade do principio zero da termoinamica durante o
platd meta-estavel (60|, ferramenta tedrica fundamental para poder tentar urna abordagem
canOnica para a descrigio deste estado. Na ltima se¢do do capitulo analisaremos esta

abordagem [42].

4.2.1 Anomalias dinamicas e relagoes com o formalismo nao-

extensivo

O modelo HCM descreve um sistema de N spins planares (como na secao 4.1) que interagern

através de wm potencial de alcance infinito [102]. A Hamiltoniana pode ser escrita como

N 9

Ar
_ _ Di 1
H=K+V=3) %+ > {1 — cos(8; — )], (4.21)

i=1 ij=1
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Figura 4.5: Comparamos a curva calérica de equilibrio do modelo HCM (curva continua) com a
simulacao numérica para um sistema de tamanho N=500. A integracao numeérica das equagoes
de Hamilton é realizada até wmn certo tempo, loge depois da entrada do sistema no regime de

cstado quase-estaciondrio.

onde 8, € [0,27) é o i-ésimo angulo ¢ p; € R a varidvel canonicamente conjugada que
representa 0 momento angular da velocidade de rotagao, ja que se agsume que o momento
de inércia é unitario. A interac¢do ¢ a mesma do modelo XY ferrnmagnético, mas a soma
é estendida para todas as duplas de spins e nio restrita somente aos primeiros vizinhns.
Na literatura é comum (mesmo nao sendo necessério {106]) seguir o procedimento de Kac
[97. 113] e dividir por N a constante de acoplamento no potencial. Isto faz com quec H
seja extensivo apenas formalmente (V' ~ N no limite N — oc) [33. 106, 107, 108). jd que
a elergia permanece nao-aditiva, ou seja, o sistema nao pode ser dividido trivialmente em

dols subsistemas independentes,

A solugao candnica analitica do modelo (veja a apéndice A.2) prevé uma transigao
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de fase da segunda ordem. Para baixa energia o sistema estd numa fasc ferromagnética

caracterizada por uma magnetizacao m ~ 1, onde m é o médulo de

N
1
m= ; m;, (4.22)
com
m; = [cos(6;), sin(6;)]. (4.23)

Aunentando a energia além dc um valor critico, os spins passam a ser orientados homo-
geneamente e m ~ 0. A curve celdrica. ou seja, a dependéncia da densidade de energia

e = E/N em relagio a temperatura T, é dada por

™~

(1—m?) (4.24)

2

b | —

e é mostrada em Fig. 4.5 através de uma linha continua. O ponto critico é para a densidade
de energia e, = 0.75 correspondendo a umna temperatura critica T, = 0.5 [102].

O comportamento dindmico fora do equilibrio do modelo HCM médio pode ser investi-
gado em uma configuracio microcandnica considerando por exemplo dados iniciais do tipo
waterbag nas velocidades e com magnetizagao 1, ou seja, com as velocidades distribuidas
aleatoriamente dentro de um intervalo [—7,p] (onde p(e) depende da cnergia cspecifica
que estamos considerando) e §; = 0 Vi (m = 1). As equagoes de movimento podem de-
pois ser integradas mumericamente usando um integrador simplético 95]. Como mostrado
na Fig.4.5, o valor de duas vezes a encrgia cinética especifica k = K/N calculado nas
simulagBes numéricas microcanénicas em geral estd em bom acordo com o valor da tempe-
ratura da predicao analitica de ensemble candnico de equilibrio, com excegao de uma regiao
logo abaixo de e, onde fol encontrada uma dinamica caracterizada tambén por voos de
Lévy, difusdao andmala [104] e um calor especifico negativo [105]. Inequivaléncias de ensem-
ble e calor especifico negativo foram também encontradas em sistemas anto-gravitacionais
'114] e em agregados atémicos e de wicleos {115, 116, 117, 118]. No nosso caso estas ano-
malias surgem como caracteristicas de um transiente dinamico, embora exjsta uma versao
gencralizada do modelo HCM [101, 97] em que parece que estas anomalias persistam no

regime de equilibrio de BG.
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Figura 4.6: Para o modelo HCM com ¢ = 0.69 e N = 500, representamos a energia cinética
especifica em fungao do tempo. Deste cédleulo surgem dois platés. O primeiro é um estado
quase-estaciondrio, enquanto o segundo corresponde ao regime de equilibrio de BG. Nesta figura
apresentamos dados que sao resultados médios de muitas realizacoes; mesmo se este valor medio
ajuda para uma melhor visualizagao do estado quase-estaciondrio, come se pode ver na Fig. 4.11
esta técnica nao ¢ estritamente necessaria. Na figura inserida (b) mostramos o angulo em funcao
do tempo para um rotor tipico no regime quase-estacionério; o movimento evidencia voons de
Lévy e difusio anémala [104]. Na figura inserida (c) mostramos o movimento de uma particula

no regime de equilfbrio de BG: o movimento € um caminho aleatorio.
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Para analisar com mais detalhe esta discrepancia, restringimos agora a nossa atengao
sobre um valor particular da energia especifica, precisamente ¢ = (.69 (logo abaixo da
cnergia critica), e estudamos a evolugdo temporal da energia cinética especifica, da mag-
nctizacao ¢ das distribuicdes de velocidades. Em Fig. 4.6 mostramos a evolugao temporal
de duas vezes energia cinética especifica k para e = 0.69 e N = 500. Esta quantidade, em
equilibrio. coincide com a temperatura. A figura mostra que quando a simulagao numérica
& iniciada fora do equilibrio (no nosso caso com dados iniciais do tipo waterbag com magne-
tizacdo 1), 2k alcanca rapidamente um estado quase-estaciondario (EQE) que nao coincide
com a predicao de ensemble canonico de BG. Depois de um breve tramsiente, nao exi-
bido na figura, 2k exibe um platd que corresponde a uma temperatura que depende de
N, Tege(N) {com mgge ~ 0, m — 0 sc N — oc). mais baixa do que a temperatura
candnica. Este estado meta-estdavel precisa de um longo tempo para relaxar a temperatura
do estado de equilibrio canénico de BG, caracterizado por uma temperatura Tre = 0.476
e uma magnetizagio mpe = 0.307. Na mesma figura representamos o movimento de uma
dnica particula tipica nas duas figuras inseridas. Na figura inserida (b) o movimento €
caracterizado por difusio anomala e vbos de Lévy com velocidade constante [104]. Este
movimento § bem descrito por um modelo introduzido na referéncia [119]. Estas carac-
teristicas mudam quando o sistema alcanga o equilibrio (veja a figura inserida (¢)). onde o
movimento torna-se um caminho aleatério padréo e a difus@o ¢ normal.

Na referéncia [104] foi encontrado que a vida util do estado meta-estivel € o tempo de
crossover entre a difusio andémala e a difusao normal coincidem dentro do limite da precisao
numérica adotada. Por outro lado, a duracdo do platds cresce com o tamanho do sistema.
Com efeito. o tempo de vida do estado quase-estacionario tem uma dependéncia linear
com N. exatamente como no caso dos platds associados aos mapas simpléticos discutidos
no capitulo precedente. Isto é mostrado na Fig.4.7 onde sdo representados resultados de
simulacdes para diferentes condiges inicials fora do equilibrio. Estes resultados numéricos
indicam que os dois limites ¢ — oo € N — 00 nao comutam: se o limite termodinamico é
realizado antes do limite de tempo infinito, o sistema néo relaxa ao equilibrio de BG e as

anomalias discutidas anteriormente permanecem para sempre (se note que esta situagao €
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tipicamente associada a fendmenos de metacstabilidade). De fato, caracteristicas parecidas
foram encontradas também para vidros de spin [87, 88] ¢ matéria granular {120, 121] e
podem provavelmente ser interpretadas dentro de umi cendrio tedrico geral. Quando N

cresce, Troe(N) tende para um valor bem definido que é
T = 0.38. (4.25)

Este valor é obtido analiticamente como o prolongamento meta-estavel, para energias
abaixo de e, = 0.75, do ramo de alta-energia da curva caldrica caracterizado por m = 0. E
importante ressaltar que recentes resultados [122] mostraram, para condi¢des iniclals tipo
waterbag com magnetizacdo zero, que abaixo de cerca e > 0.69 o prolongamento da curva

comt . = () ndo é mais estdvel. Na referéncia [59] foi tamnbém cncontrado que
(Teoe(N) —Tx) oc N7H2. (4.26)

Esta relacio de escala, usando a expressdo para curva calérica, implica numa relagao de

escala para a maguetizagio, que tende a zero como
mpgr o N0, (4.27)

Uma outra verifica numérica desta relagio foi obtida na referéncia [123].

Neste ponto é importante discutir o comportamento do coeficiente de Lyapunov em
fungao de N e do tempo, para investigar se csta medida mostra também alguna anomalia.
Com efeito. é ista o gque acontece, j& que o coeficiente méximo de Lyapunov A exibe dois
reginies temporais e particularmente dois platos. Na Fig.4.8 representamos a evolugio de
A para o caso e = 0.69 ¢ N = 500. A simulagio nuérica é o resultado de uma média de
mals de 350 eventos e mostra que durante o regime meta-estdvel o cocficiente maximo de
Lyapunov é menor que no equilibrio de BG. Na figura inserida mostramos a lel de escala de
A 10 estado quase-estaciondrio em fungao do tamanho do sistema: aumentando N. Agop
tende a zero com N~V® [123]. A lei de escala para o coeficiente maximo de Lyapunov
pode ser relacionada & lei de escala da mnagnetizagao como foi discutido na referémncia

[123). O fato que A — 0 para N — oo implica que a sensibilidade &s condigbes iniciais é
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Figura 4.7: Represcntamos o tempo de vida do estado meta-estavel quase-estaciondrio Tggg
para o modelo HCM com e = 0.69 em fungao de N. Indicamos diferentes condigdes iniciais fora
do equilibrio com simbelos diferentes. As figuras mostram que a duracao destes estados diverge

quando N cresce.
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Figura 4.8: Representamos o coeficiente mdximo de Lyapunov, A, em fungao do tempo para o
modelo HCM com ¢ = 0.69 e N = 500. Também neste caso cncontramos dois platos. Na figura
inserida mostramos que Aggg tende a zere com N-V% Este comportamento pode ser explicado

através das flutuacoes andmalas da magnetizacao. Veja o texto para mais detalhes.
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Figura 4.9: Represcntamos as distribui¢oes de probabilidade da velocidade no modclo HCM para
¢ = 0.6 ¢ diversos valores de N (sfmbolos abertos). A forma da Maxwelliana de cquilibrio repre-
sentada {curva traccjada) juntamente com um ajuste obtido usando o formalisino nao-extensivo

com ¢ =7 ¢ T = 0.38 (curva continua).

desprezivel ao crescer de N, e isto implica que anomalias sao esperadas também no processo
de relaxacio, como apontado por Krylov [124]. e de uma maneira muito parecida no caso
dos mapas discutidos nos capitulos precedentes.

O fenémeno do platd quase-estaciondrio pode scr analisado nao somente através da
tcmperatura, ou seja, do segundo momento, mas também dos outros momentos da dis-
tribuicdo de velocidades. Na Fig. 4.9 focalizamos a nossa atencho justamente sobre as
distribuicdes de probabilidade das velocidades. A figura mostra que a distribui¢ao de ve-

locidades. inicialmente uniformie, rapidamente adquirc e mantém, cm toda a duragdo do



128 Sistemas conservativos II: Hamiltonianos de muitos corpos

cstado quase-estaciondrio. uma forma ndo-Mazwelliana. Em particular, a distribuicao de
velocidade € mais larga do que a Maxwelliana de equilibrio (representada cont umna linha
tracejada) para pequenas velocidades, mas exibe um decrésciino mais rapido para p > 1.2,
O aumento abrupto das probabilidades em torne de p ~ 1 é consistente com a prescuga de
difusdo andmala ¢ de véos de Lévy (com velocidade média p ~ 1) observados no reginie
quase-estacionario [104]. O sucessivo decréscimo rapido para p > 1.2 € devido a couservacao
da encrgia total. A estabilidade da distribuicao de velocidade no estado gquase-estacionArio
pode ser explicada pelo fato de que para N — oo temos mpgor — 0. a forga sobre cada

spin tambdém tende a zero ao c¢rescer de N, sendo ela dada por
F; = —miy sinf; + my, cost;. (4.28)

Se N é finito, existe sonmeinte uma pequena forga aleatéria, que faz com que o sistena evolua
para a distribuicio usual de Maxwell-Boltzmann depois de um tempo suficiente. Quande
isto acontece, voos de Lévy e difusdo anémala desaparecem ¢ o processo difusivo passa
a ser Browniano [104], como mostrado em Fig.4.6. O formalismo nac-extensivo consegue
reproduzir a distribuicdo de probabilidade nio-Maxwelliana exibida na Fig.4.9. Como
vimos, o formalismo n@o-extensivo prevé, para o ensemble candnico, uma dependéncia
g-exponencial nas varidveis p;, 8;. Esta distribui¢do deve ser integrada sobre todos os
angulos §; e todas menos uma velocidades p;. para se obter a distribui¢ao de probabilidade
niarginal de montento da dnica particula (single-particle marginal momentum distribution).
P, (p). F esta distribuicao gue deveria ser comparada com o resultado numérico. P (p).
obtido, dentro do esquema de dindmica molecular que estamos tratando. considerando
subsistemas de tarmanho M crescente dentro de um sistema total de tamanho N também
crescente. Em concordancia com o limite numérico N >> M >> 1 a expectativa € de
passar de evidéncias associadas ao ensemble microcanomnico para restiltados relacionados
ao ensemble candnico (ou seja, o cut-off microcanénico deveria gradualmente desaparecer
como acontece ros sistemas Hamilronianos de eurto alcance), justificando assim o confrouto
entre Py (p) € Pruwn(p). A grande complexidade associada a este procedimento nos faz optar

para um mais ingénuo, mas realizdvel. confronto com o resultado numérico. Com efeito.
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consideramos um ajuste usando a scguinte distribuicao para a particula Gnica
pr]T e \
P(p) [1 —(1- q)—} , (4.29)
2T
que reproduz a distribuigdo de Maxwell-Boltzmann para ¢ = 1. O mesmo tipo de tormula
foi utilizado para descrever um fluxo turbulento de Couette-Taylor 12] e distribuicoes
de probabilidades ndo-Maxwellianas associadas a difusdo andomala de células Hydra em
agregados celulares [84]. No caso do modclo HCM o melhor ajuste ¢ obtido com uma
curva com um parametro g = 7, e uma temperatura ' = 0.38. O acordo entre resultado
nuniérico e curva teérica mellora quando o tamanho do sistema cresce. Uma lel de escala
confirmando a validade do ajuste é indicada na referéncia [59). Uma vez que temos ¢ > 3. a
curva tedrica nao tem um integral finito e precisa entio ser truncada com um cut-off abrupto
para que a probabilidade total scja ignal a 1. Devido as propriedade de renormalizagac
do pardmetro ¢ discutidas na segao 1.2.1, o valor de ajuste g = 7 pode representar um
fndice entrépico efetivo, de modo parccido com o que acontece na discussdo da segao
3.2.5. De fato, na referéncia [63], a mesma andlise foi realizada usando um waterbag inicial
levemente diferente do anterior, que tem a propriedade de aproximar mals rapidamente o
limite termodinamico N — oo. Neste caso obtemos a evolugdo dindmica da distribuicao
de probabilidade das velocidades representada na Fig. 4.13. e o valor de ajuste para o
parametro ¢ vale ¢ ~ 3.7 (veja os detallies na proxima scgao).

Em [59] foi verificado, através do célculo da dimensao fractal dy. que surge unia cor-
relacio dindmica no espago u da partfcula tinica antes da situagao de equilibrio que corres-
ponde a uma distribui¢io quase-uniforme. Durante tempos intermediarios. aparece unia
estrutura Alamentosa {uma caracterfstica parecida foi recentenente enconfrada tambein
em sistemas auto-gravitacionais [100]), que pode ser relacionados aos platos observados
cm Fig.4.6. Lembrando que o espago g € 0 resultado de wma proje¢ao de wm nimero
enorme de graus de liberdade do espago I, a presenga destas estruturas no espago i & um
forte indicio de umna ocupagio dindmica ndo trivial do préprio espago [, durante o estado
quase-estacionirio.

Mais recentemente, uma outra aplicaggo do formalismo nao-extensivo foi ohservada para
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Figura 4.10: Representamos a diferenga entre a temperatura T'. deduzida do valor da encrgia
cinética especifica, ¢ o valor da temperatura de equilibrio T, para o modelo HCM com ¢ = 0.69
e N = 500.1000, em funcio do tempo (simbolos abertos). Os pontos sao o resultado de uma
média para 1000 realizacdes difcrentes. A figura mostra que o processo de relaxagao € una lei de
poténcia em fungio do tempo e pode ser reproduzida muito bem por uma funcao g-expoucncial
decrescente. como mostram os ajustes g-exponenciais (linhas continua ¢ tracejada). Na figura
inserida representamos o g-logaritmo dos mesmos dados. O paradmetro ¢ relacionado a relaxagao

¢ diferente daquele obtido pelas distribui¢des de velocidades.
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este modelo no regime de relaxagdo. Com efeito, foi encontrado que a relaxacio temporal
de quantidades macroscépicas, como por exemplo o valor da cuergia cinética especifica.
satisfaz leis de poténcia, e mais especificamente curvas g-exponenciais. Para ilustrar este
fendineno, em Fig.4.10, representamos o tempo de relaxacdo da temperatura para o scu

valor final, para ¢ = 0.69 e dois tamanhos N = 500, 1000. Em particular, mostramos a

guantidade
y(t) = |T(t) — Tpyl. (4.30)
comt T, = 0.476. O sistema relaxa para o equilibrio em concordancia com a formula
g-exponcnciall
t]m-a )
y(t) =yo |1-(1—q) - : (4.31)

onde 7 é wn tempo caracteristico e yg wm valor de saturacdo. Para N = 300 sao utilizados
os mesmos dados mostrados na Fig. 4.6. PPara este tamanho cspecifico, encontra-se wm
valor do parametro ¢ igual a 1.71 ¢ um tempo caracteristico de relaxacao 7 = 18000. Um
valor levemente maior de ¢, igual a 1.81. é encontrade para N = 1000. Na figura inserida
exibimos o g-logaritmo dos mesmos dados. Nao existem razdes claras para que o parametro
g encontrado aqui para a relaxacao seja ligado de forma siniples com aquele encontrado para
as distribuigoes de velocidade. E interessante notar que processos de relaxacio shmilares.
caracterizados por g-exponenciais, foram encontrados em experimentos de cco em Internet
[125].

A riqueza da fisica associada a estes platés meta-estdveis tem ainda outros aspectos.
Na referéncia [110] foi encontrado que o modelo HCM exibe cnvelhecimento {aging) cm
correspondéncia dos estados meta-estaveis quase-estacionarios. £ portanto interessante o
estudo de possiveis conexdes entre vidros de spin, sistemna HCM e estatistica nav-extensiva.
Um primeiro passo relevante nesta dire¢io foi dado em [112]. onde foi introduzida a po-
larizacao dos spins como novo parametro de ordem. Apesar da anscicia de desordem ou

frustracio no teraio de interacio do raodelo HCM, o valor do parametro de polarizagao

10) sinal negativo na frente do termo {1 — g) ¢ devido ao fato que estamos considerando um decremento

g-exponcucial e ¢ = L.
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chirante os estados quasc-estacionarios permite de interpretar este regime como uma fase
de vidro de spin de origem dinamica.

E bom também ressaltar que as anomalias aqui descritas nao sao uma caracteristica
peculiar do modelo HCM. Com efeito, o mesmo comportamentoe fol encontrado numa
generalizagao deste modclo, o chamado modelo o — XY '106. 107, 108], onde os spins sio
colocados num reticulo d-dimensional e a encrgia de interagao entre dois spins gencricos v
e j (na formula (4.21)) é modulada por um fator extra 1/r. Aqui r,, indica a distancia
entre o spin 4 e o spin j [108]. Se o/d < 1 a ndo-aditividade induz anomalias similares
aquelas descritas para o modelo HCM. De outro lado, se a/d > 1, ou scja, quando o
potencial decresce com suficiente rapidez em fungéo de r, o modelo & — XY se comporta de
maileira padrao e ndo exibe nenhuma das anomalias discutidas nesta scgao. Caracleristicas
parecidas. induzidas pela nac-aditividade, foram também encontradas para potenciais de

longo alcance do tipo Lennard-Jones [126].

4.2.2 Principio zero da termodinamica nos platds quase-estacio-
narios
O principio zero da termodindmica — se os sistemas A e B sao em equilibrio térniico com
C. estardo também em equilibrio térmico entre si — ¢ um dos principio bésicos em fisica.
Este principio estabelece a transitividade da temperatura e é esscrcial na formulagao logica
da termodinamica. Em particular, é fundamental para a termomeuria, disciplina basica na
fisica experincental. Para sc tentar uma abordagem generalizada para a descrigao estatistica
dos platds quasc-estaciondrios descritos na se¢do anterior, uma das primeiras questoes a
ser analisada é justamente a validade do principio zero em correspondéncia destes estados.
Usando a definicho dindmica padrac de temperatura. que ja usamos varias vezes durante
csta tese, mesta secdo 1mostramos que o principio zero da termodinamica se aplica aos
estados quase-estacionarios de maneira essenciahmente igual ao caso do eguilibrio térmico
convencional. Além disso, mostramos gue o processo de termalizagdo acontece tambéni en

relagio a um tenndmetro que, diferentemente do ‘banho térmico’ que vern sendo testado, é
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caracterizado por interagdes de curto alcance. Uma vez que estes platos apresentam varias
evidencias de conexoes com a mecanica cstatistica nao-extensiva, este resultado sugere que
cstes conceitos basicos se aplicam também emn situagdes que o formalistno naoc-extensivo
pretende descrever.

Consistentenernte com a mecanica estatistica usual de equilibrio, definimos a “tempe-

ratura dindinica’ T° como
2K ()

T(t) = N

(4.32)

onde K é a energia cinética ¢ t € o tempo. Aqui também estamos usando a qualificagao
dindmica o sentido que esta definicao provém puramente da dinamica e nao de um contato
térmico com wmn termostato. Resumimos as caracteristicas principais dos estados guase-
estaciondrios do miodelo HCM (4.21). Para determinadas classes de condigoes inicials. a
temperatura 7 evolui para um primeiro plato caracterizado por um valor Tror abaixo da
temperatura de equilibrio de BG Tg, antes de relaxar para um segundo platd que coincide
com Tye. A diferenca entre Tgoe e Tpe ¢ maxima proxima de e = 0.69. Para csta energia
especifica a solucio analitica de BG fornece Ty = 0.476. Por outro lado, Tegg depende
do tamanho N do sistema, mas tende para um bem definido valor T ~ 0.38 quando
N — oc. Além disto. como vimos, este estado quase-estacionédrio apresenta cnvelhecimento
e distribuicoes de velocidades da particula inica nao-Maxwellianas. Conio evidenciam
claramente os resultados numéricos, no limite termodindmico N — ¢, o estado guase-
estacionario dura para sempre. Se temnos a intencdo de tentar wina descrigao termoditnamica
deste estado, necessitamos discutir o principio zero nestas condigoes. Gostariamos também
analisar a resposta de um termémetro gue teste a temperatura quase-estaciondria.

Para responder a cstas perguntas intcgramos numericamente as equagdes de Hamilton
usando o integrador simplético da quarta ordem de Nexi-Yoshida [95] com uma couservagao
da energia AEy/E ~ 1077, usando diferentes configuragoes.

Na nossa primeira simulacio examinamos precisamente a construgao dos livros de texto
para derivar o ensemble candnico como subsistema do ensemble microcanénico.

Consideramos primeiro o sistema Hamiltoniano isolado {4.21), composto de N spins.
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Com os dados iniciais definimos todos os dngulos paralelos {magnetizacao inicial 1), por
exemmplo €, = 0, ¥i = 1.2...., N, ¢ os momentos angulares distribuidos dentro de um
iutervalo cm tornoe da origem “guase uniformemente’. ou seja com uma scparagao fixa a
entre cles, nias cada um com um pequeno deslocamento aleatdrio que pode ser no maximo
igual a o. Renormalizamos depois a distribuigio para se obter uma energia total especifica
¢ = (.69 ¢ momento angular total igual a zero:

N 9

N
P A - 3:
Z 5 = 0.69N e ;p,_ =10 (4.33)

i=1
respectivaiente. Estas condigdes iniciais para o momento angular sao muito parecidas
aquelas consideradas anteriormente e muis usadas na literatura (dados inicias do tipo
waterbag), mas, pelo mesmo N, a evolu¢do dinamica desta configuracao inicial leva a um
valor mais baixo de Tgop (de pouco acima de T ), € produz também flutuagées menores
¢ uma duracao maior do platdé andmalo.

Em seguida, consideramos dois difercntes subsistemas do sistema isolado. cada um
formado por M spins. com M << N. O prineiro (segundo) subsistemna ¢ composto pelos

dados inicials mais (menos) energéticos, de modo que a propria temperatura inicial

2K (0) .
Tw{0) = ————— (4.34
w (0) ; 4.54)
¢ maior (menor) da temperatura inicial do sistema isolado completo
2K 5 (0
Tn(0) = —7:—(—) (4.35)

Chamaremos estas duas configuracgdes iniciais respectivamente configuragao de subsistema
quente ¢ configuragio de subsistema frio. Realizaremos cstas configuragdes para varios

-alores de A, para podcr estudar os efeitos de tamanho finito.

L

— - - . A . - AT 3
A Fig. 4.11 mostra o resultado de uma unica tipica simulacdo, com N = 5 x 107,
M =5x102 ¢ 1 x 10°. Em todos os casos analisados notamos que Ty relaxa depols
de um certo tempo para Ty, enguonio o sistema isolado aindae estd no estado quase-

estaciondrio. Esta situacio dura até que todos os sistemas passam pela esperada relaxagao

para Tae, devida a efcitos de tamanho finito. E importante observar que os subsistemas
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Figura 4.11: Evolugio da temperatura para um sistema HCM Eq. (4.21) isolado, com N = 3000
na linha cinza. Os subsistemas quente (que comega na parte superior da figura) ¢ frio (que comega
na parte inferior da figura) séo indicados, com M = 100 e 500. Na figura inserida: amplificagio

da repido de crossover entre I'uop e Tpa.
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que comecam com a temperatura mais alta, durante a relaxagdo inicial para a temperatura
do sistema isolado, passamn para o valor Tre sem sinais de relaxagao para a propria Tae.
Este resultado. para o estado quase-estaciondrio, confirma a validade do principio zero da.
termodinamica. De fato, dois sistemas estio em (metajequilibrio térmico com um terceiro
sistcma, ¢ cm (metajequilibrio térinico entre cles. Esta confirmacéo abre a possibilidade
para um tratamento de ensemble candnico do estado guase-estaciondrio, generalizando o
caminho seguido na secdo 4.1, ja que todos os subsistemas com M << N compartilham a
mesina encreia cinética especifica depois de wm transicnte inicial. Apresentamos resultados
prelininares deste estudo em andamento [42] na préxima secao.

Na segunda configuracéo desta se¢io vamos abordar o problema da mensurabilidade da
temperatura dindinica associada ao estado quase-estacionario. Fazemos isto cousiderando o
sistema HCM (4.21) como wm termdstato e construindo wmn termometro bastante diferente
do modelo HCM, no sentido que satisfaz as hipétese usuais de BG. Mais precisatiente, a
diferenca consiste no fato que escolhemos interagdes de curto alcarice para o termoetro,
seja pela sua prépria dindmica, seja pelo acoplamento com o termostato. O termonietro &

entdo composto por M spins cldssicos cuja Hamiltoniana €
Mo M
H.ta-rmémet-ro - '2_ + [1 - COS(HJ'+1 - 9_,:)] : (4‘56)
i=1 j=i
O potencial € o mesmo do termdstato mas conecta s6 priueiros vizinhos. Como vimos
na secio 4.1. esta interagdo de curto alcance resulta num sistema tradicional de BG. O
teridmnetto é preparado desta maneira: antes de entrar em contato coni o terméstato cle
evolui livremente para o tempo necessario para relaxar a wna temperatura de equilibrio
{caracterizada por uma distribuigao de velocidade Maxwelliana da particida tmica) dife-
rente daquela do terméstato. As 20 coordenadas definidas por esta evolugdo dinamica
sao usadas em secguidas como dados iniciais para a sucessiva evolugao em contato com o
erméstato. Desta maneira, estarnos preparando o termdmetro num estade de equilibrio
de BG.
Do outro lado, preparamos o termdstato com os dados iniclais descritos anteriormente

e deixamos que evolua separadamente até que o transiente inicial esteja acabado e o
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termostato teitha alcangado o estado quase-estaciondrio. Em um tempo conveniente £ qiain-
colocamos os dols sistemas em contato dinamico através deste termo de interagio:

M

Hiw=c Y [1L = cos(8; — 6¢5))] | (4.37)

=1
onde (1) é aqui wn ntimero natural aleatério entre 1 ¢ N (que permanece fixo por toda a su-
cessiva evolugao dindmiea) que determina o termo de conexao entre os spins do termonietro
e do termdstato. Incluimos também unia constante de acoplamento ¢ para regular a inten-
sidade do termo de interagio (a constante de acoplamento entre spins do mesmo sistenia
é igual a 1). Se chamamos Hirmsstate @ Hamiltonlana (4.21), o sistema total depois de

teontato € descrito entao pela Hamiltoniana
H = Hiermsstato + Hermémetro + Hine. (458J

Rosultados de umma 4nice simulagdo tipica comn N = 10%, M = 50 ¢ ¢ = 5 X 1072 s@o
mostrado em Fig. 4.12. E importante cscolher apropriadamente a ordem de grandeza do
valor da constante de acoplamento ¢. De fato, de um lado quercros estabelecer um contato
sighificativo cntre os sisternas, mas do outro nao queremos prodnzir wna perturbagao muito
grande do terméstato. Esperamos que este euidado seja menos importante na medida em
que se consiga aproximar numericamente o limite (N, M, N/M} — (20, 20,00}, Na figura

note que a temperatura do termometro

TM _ 2Kte-:-;:;mei'ro {439]

escolhida para estar inicialmente abaixo da temperatura do termdstato, flca somente por
alguns passos temporais depois de teomtate N0 valor do scu equilibrio inicial, © depois cresce

rapidamente para alcancar a temperatura do termastato
T-Z'\" == 2K?‘,s!r?misiato/il\'r' ('1_1“)

A relaxacao acontece completamente durante o estado quase-estaciondrio, para um inter-

valo de tempo At = 10° passos temporais {obviamente sao presentes flutuacoes devidas
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Figura 4.12: Evolugao da temperatura de um termdstato de N-spins (Eq. (4.21)) na linha cinza.
¢ de um termémetro de M-spins (Eq. (4.36)) na linha preta. Nesta figura N = 10% e M = 50.
Depois de tepntats 08 sistemas intcragem através Hin: (4.37). Na figura inserida: amplificagao do

minimo da temperatura do terméstato (veja o texto para detalhes).
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aos efeitos de tamanho finito). Diferentemente do caso anterior, o termdmetro finalmente
comeca a relaxar para a temperatura de equilibrio antes que o termostato comece a sua
termalizacdo final. Como explicamos mais abaixo, consideramos este como mais um cfeito
de tamanho finito. Note na figura inserida gue o tempo em que o termometro deixa a tem-
peratura do termdstato coincide aproximadamente com o scu minimo, que se sabe estar
presente logo antes da relaxagdo final do termdstato para Tpe [59].

Quando o termoémetro ¢ preparado de modo a ter, antes do contato, uma temperatura
maior daquela do termdstato, os nossos resultados ndo mostram claramente sinais de ter-
malizagao. Ty tipicamente cresce até que alcanga T'pg. Possivelmente este comportamento
desaparcca quando simulagdes com sistemas ainda maiores scjam realizdveis. E também
interessante notar que, mesmo preparatido o termémetro com temperaturas iniciais abaixo
de T = 0.38, a termalizacio acontece somente para N e N/M suficientemente grande. Por
exemplo, simulagoes com N o= 5x 10%° e M = 5x 10% ndo exibem processos de termalizagao.

Juntando todos estes fatos, precisamente a temperatura do termémetro que aleanga Trer
antes do terméstato, a auséncia de relaxacdo para Ta;(feontate) = T (teontato). & ausencia
de relaxacio para sistemas com N e N/M pequenos; ¢ também considerando o fato que
0 sistema no estado quasc-cstaciondrio envelhece {110], podemos apontar para a scguinte
conjectura. O modelo HCM (4.21) se comporta, durantec o estado quasc-estacionario. como
tendo algum mecanismo dindmico interno que, depois de uny certo tempo (para N finito).
guia o sistema fora do estado quase-estacionario para o equilibrio de BG. Este mecanisno
atua como nm relégio interno que regula este tempo de termalizagéo, e pode funcionar de
uma forma parecida a um pogo de potencial cuja profundidade decresee no tempo. Tm
sistema cont flut uacdes suficicntemente grandes. comparadas com a profundidade do pogo.
nio estara nunca confinado pelas paredes do potencial. Por outro lado. wm sistema com
fHutuacoes suficientemente pequenas é forgado a permanecer dentro do pogo. mas somente
para uin tempo limitado, até que a profundidade do pogo seja comparavel com as flutuagoes.
No nosso caso, o efeito do pogo de potencial seria aquele de impor ao sistema a visita de
somente una parte limitada do espago de fases. Engunanto o fato do sistema estar fora do

pogo durante um tempo suficientemente grande seria associado a wma ocupacao uniforme
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do espago de fases. o sigtema é portanto crgddico e relaxa para a esperada temperatura de
BG. Esta conjectura apresenta obviamente analogias com o estudo dos mapas simpléticos
apresenlado no capitulo 3. Em concordancia com esta conjectura as flutuagées influenciani
nmuito a permanéncia do sistema no estado quase-estaciondrio ¢ a propria mensurabilidade
da temmperatura TEQ . Note-se que este cendrio é também consistente com o processo de

relaxagao de subsistemas de uni sistema isolado observado na Fig. 4.11,

Em relagiio ao principio zero da termmodinamica para os cstados quase-estacionarios e
tamtbém da abordagem de ensemble canénico discutida na préxima se¢ao. apresentamos
tambén uma andlise de como a distribuigao de probabilidade dos momentos dos subcon-
juntos M evolui no tempo [63]. Os resultados sdo representados na Fig. 4.13. Observamos
que a distribuicio de probabilidade para o subconjunto “quente” {gue de uma certa forma
é o mais “fora do equilibrio”) depois de um transiente da ordem t ~ 10° coincide com a
distribuicao de probabilidade para o sistema total de N-spins. Depois deste transiente. a
distribui¢ao de probabilidade para o subconjunte M estabiliza-se muma. distribui¢ao nao-
Maxwelliana que permanece até o tempo de crossover t, ~ 10° Durante toda esta fasc
meta-cstével, a distribui¢do de probabilidade ¢ bem ajustada por uma g-Maxwelliana comn
um cut-off. com uma T = Tggp e ¢ =~ 3.7. O valor de ¢ que encontrainos aqui ¢ diferente
daquele calenlado em [59]¢ apresentado na se¢do anterior. Isto pode ser uma conseqiencia
do fato que estamos utilizando condigdes iniciais levemente diferentes (mas ordenadas).
efou a efeitos de tamanho finito. Uma possivel conjectura ¢ que nao somente o valor
de ¢ pode mudar quando o limite termodindmico ¢ aproximado corretamente (primeiro
N — 2. depois M — o0, e finalmente + — oc). mas também a localizacao do cut-off (dos
nomentos) pode se mover para o infinito. Depois do crossover a distribuigio de probabili-
dade deixa de ser andmala e relaxa para a quase-Maxwelliana de equilibrio com T = T'g¢

{estritamente Maxwelliana, sem cut-off, somente para N — 00).
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Figura 4.13: “Instantineas” da evolugho temporal da distribuicao de probabilidade dos mormen-
tos de wn subconjunto “quente” no cspago g. O histograma a escada miostra a distribuigao de
probabilidade instantanea nos tempos t =0 et = 10% {com k = 1,2,...7). para M = 500 spins
demtro de unt sistema total de N = 5000 spins. Os circulos vazios mostram a média. sobre 10%
realizagoes para N = 10 spins (médias realizadas durante plato guasc-estaciondric). A linha
tracejada representa o ajuste g-exponencial com T' = Tpoe = 038eg=37. Finalmente, a curva
continua mostra a distribuicio de probabilidade Maxwelliana de equilibrio. Estas dltimas tres

curvas sa0 iguals em todas as figuras e sao exibidas para ter wna referéncla.
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4.2.3 Derivacdo dindmica de ensemble canénico para o modelo

Hamiltoniano de campo médio

Nesta seciio aplicamos o esquema de caleulo apresentado na se¢do 4.1 ao modelo HCM. o
¢ual. lembramos, tem uma intcracdo de alcance infinito entre os rotores:

N

> [l = cos(8; — 8)], (4.41)

1'?j:1

1

N 9

- Pi
Hy=Ky+Vy=) % +5%
— 2 2N

coty §; € [0.27) e p; € R. Para determinar a evolugao dinamica do sistema, utilizanios wm
integrador simplético [95] bascado nesta Hamiltoniana. Definimos, como na secao 4.1, o
gigtema canbnico como composto por wm subconjunto de M rotores, com 1 << M << N,
A generalizacao para o caso de alcance infinito do esquema de calculo apresentado na
secio 4.1 apresenta vérias sutilezas, algumas delas ainda objcto de estudo. A primeira
destas sutilezas é que agora a energia de intcragao cntre o sistema canonico ¢ o resto do
sistema isolado resulta ser ruito maior de Eyr. ji que cada rotor do subconjunto Canonico
esld ent contato com M — 1 outros rotores “candnicos” ¢ com N — M rotores do “banho
térmico”. Mesmo assim, tentamos avangar na nossa andlise para verificar sc CONSCZULIMOS,
pelo menos no caso do equilibrio utilizando o formalismo de BG, deduzir uma distribuigao
de probabilidades pela encrgia do sistema canoico p(E) que possa sor comparada comt 0s
resultados dinamicos obtidos integrando as equagoes de Hamilton,

Para poder utilizar a solugao canonica analitica de BG para este modelo (vejaa apendice

A.2). temos que definir a seguinte Hamiltomana efetiva para o subconjunto canonico

A 2 M
7 1 .
Hy=Ky+Vy= E ‘32— + 537 E [1 — cos(8; — 6;)]. {4.42)
i=1 =)

‘Trata-se de wma Hamiltoniaha cfetiva porque. para obter uma Hamiltoniana invariante
em forma em relacio a Hy, dividimos por M a constante de acoplamento no potencial.
De fato, na simulagio dindmica a forga que realmente atua em cada rotor por causa da
interacio com um outro elemento do sistema é mediada pelo fator 1 /N em lugar de 1/M.

i4 que as cquagdes dinamicas sdo deduzidas da Hamiltoniaua Hy.
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para diferentes temperaturas.

C'onsistentemente com csta escolha. para caleular dinamicamente o valor da energia
canonica E,; na base dos valores das coordenadas (8;(t). pi{f))i=12..47, usamos a forma
funcional Hyr Eq. (4.42). Verificamos de fato que calculando Ej; através desta Hamiltoni-
ana cfetiva, obtemos que a energia especifica média do subconjunto candnico coincide com

a energia espeeifica do sistema isolado. ou seja.

EM' 1 /t 7 7 E;’\."
dt Hpys(8) = .
AM F {{t (} ﬂJ( ) JT\'T

O uso desta Hamiltoniana efetiva poderia ser evitado se, desde o comcego, a Hamiltoniana

(4.43)

H fosse definida na sua forma natural nao-extensiva em lugar que através da prescriao
de Kac [106]. Esta possibilidade esta sendo estudada [42].
O cdleulo da funcio candnica, definida usando a Hamiltoniana efetiva Hay

M

ATES [H(dpa-dqi)exp[—,BH..m.f(pi,qi)], (4.44)
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produz, para este modelo. a energla livre especifica

In Z
et } (4.45)

f =" )&1_1’)1100 [ ﬂf[j‘

(veja a apéndice A.2)

: 1 1 1 - 2?1— “}2 i 5 r '
I=573 {5 n ( 3 ) T [ﬁ - 1“(2’“0(“’))} } : (4.46)

com a condicdo de maximo que implica em esta equacdo de consisténcia:

w  Li{w)

3 Tolw)’

(4.47)

onde Iy é a funcio modificada de Bessel da primeira espécie da ordem 1. Se obtém entao
a curva calorica de equilibrio representada nas Figs. 4.5 ou A.2, caracterizada por uma
transicao de fases da segunda ordem na energia especifica ¢ = Ey/M =075 (T = 0.5).
Logo. podemos deduzir a densidade de estados através da formula

%)l = ex] {/::M dE' ,B(E’)} ; (4.48)

]

onde £y é a energia do cstado fundamental. O resultado deste calculo ¢ mostrado em
Fig. 4.14(a) para M = 100. A Fig. 4.14(b) exibe a predicio de ensemble candnico de BG
para p(Fy), obtida multiplicando a densidade de estados pelo fator de Boltzmann. para
diferentes valores da temperatura T {ou da energia especifica ¢). Note-se que a presenga
do ponto critico altera, nas suas vizinhangas, o usual atmento do segundo momento da
distribuicac ao crescer da energia.

Para determinar do ponto de vista dindmico a distribui¢o de probabilidades da energia
total do sistema candnico, adotamos como prineira abordagem uma definigao mista entre
médias temporais e médias de ensembie, p“*(En) (veja Eq. (4.3)), usando unt tempo
total de observacio 7 = 10% e um nimero total de realizagdes n = 107, Os resultados.
para as configuracdes (N, M) = (10°.10%) (circulos) e (N. M) = (107, 10%) (cruzes) ¢
diferentes valores da energia £y, sao representados em Fig. 4.15. Para csta figura. nsamos
como dados iniciais uma distribuicio Maxwelliana das velocidades p; com uma variancia

definida em concordancia com o valor da temperatura e uma distribui¢io uniforme para os
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Figura 4.15: Comparacio entre a predicio de BG p(Eay) (linhas continuas) para estados de
equilibrio do modclo HCM e a média dinamica p*¢(Fa;) (cruzes e circulos) com nm tempo
total de observacio 7 = 10% ¢ um mimero de realizagdes n = 10, para difercntes cnergins

especificas medias (temperaturas). Circulos: configuragao (N, M) = (10%.10%). Cruzes: confi-

guragao (N, M) = (10%,10%).
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angulos ;. A diferenca entre os resultados relativos a estas duas configuragoes é facihnente
entendida em termos de efeitos de tamanho N finito. Com efeito, para o caso N ~ M
a encrgia do subconjunto M ndo pode Hutuar (configuragio microcandnica) e portanto
a distribui¢cao de energia é um pico em torno do valor fixo Ey. Do outro lado. para
N >> M este pico relaxa na distribuico de equilibrio obtida no limite termodinaniico. E
exatamente este o cfeito observado em Fig. 4.15. Notamos que estes resultados. mesmo
nao tendo o nivel dos andlogos resultados da se¢dao 4.1, representam uma confirmagio
qualitativa das predigdes do formalismo candnico de BG para os estados de equilibrio do
modelo HCM. Isto. mesmo se a energia de interagdo entre o sistema canonico € o resto
do sistema isolado resulta ser muito maior de Iy, ¢ mesmo tendo usado a Hamiltoniana
efetiva 4.42 par caleular a distribuigéo de probabilidade a partir das coordenadas dinanicas.
Este resuitado é também consistente com a observada distribuigdo marginal de velocidades
no cspaco j¢ da particula dnica, que é Maxwelliana.

Passamos agora a cstudar o estado quase-estacionario para e = 0.69. Neste caso temos
duas possiveis escolhas para a curva calérica que utilizamos para calcular a densidade de
estados w(Exr). No primeiro caso podemos considerar a curva de equilibrio que deriva da
solucao analitica de ensemble candnico de BG e que coincide também com os resultados
de dinamica molecular se os dados iniciais sao suficientemente préximos ao equilibrio. No
segundo, podemos usar a curva calorica representada em circulos na Fig. 4.5, que corres-
ponde aos valores de duas vezes a energia cinética especifica observados numcricamente
quando se consideramn dados inictais do tipo waferbag com magnetizagao 1. Note-se que
esta curva temn nma regido de calor especifico negativo. Em ambos os casos temos que
multiplicar @ densidades de estados assim obtida pelo fator de Boltzinann com a tempera-
tura Toe = 0.38. consistentemente com o valor observado da energia cinética especifica
durante o estado quase-cstaciondrio. O resultado destas duas abordagens ¢ apresentado
em Fig. 4.16 (linhas sem sfimbolos), junto com os resultados dinamicos nas mesma con-
fignraces anteriores (linhas com simbolos), s6 que agora sao considerados dados iniciais
fora do cquilibrio. Neste caso, ambas as possibilidades tedricas nao conseguen Ter

acordo nem sequer qualitativo com os dados obtidos dinamicamente. A primeira escolha
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Figura 4.16: Comparacio entre a predigio de BG p(Ear) (linhas continuas sem sfimbolos) para
do modelo HCM para e = 0.69 (Tugp = 0.38) e a média dinamica p Le{ Fae) obtida em corres-
pondéncia do estado quase-estaciondrio com uin tempo total de observagao T = 10% e wm nidmero
de realizacoes n = 10%. Circulos: configuragdo (N, M) = (10%,10%). Cruzes: configuragao

(N, M) = (104, 10%).
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tedrica (linha continua) mostra o pico da distribui¢do de equilibrio para a temperatura
1 = 0.38, que é posicionado pouco antes da energia especifica ¢ = 0.5, A segunda escolha
{(linha tracejada), além deste pico maior mostra o surgimento de um segundo, pequeno pico
em correspondencia do valor e =~ 0.69. Do outro lado, as curvas obtidas dinamicamente
exibens, para ambas as configuragbes (N, M) = (10%,10%) (linha tracejada com circulos)
e (N, M) = (104,10%) (linha continua com cruzes), um tduico pico em torno do valor de
energia cspecifica e ~ 0.69. Novamente, a observacio desta discrepéancia entre resultados
dinamicos e predigoes do formalismo de BG é consistente com a observada distribuigao
marginal de velocidades no espaco ¢ da particula nica, que neste caso ndo ¢ Maxwelliana.

Na parte final desta secdo tentamos conjeturar sobre qual pode ser a razdo pela qual o
formalismo de BG neste caso nao prediz o resultado observado dinamicamente. Mesmo nao
tendo resultados claro para apresentar a este respeito, esta reflexao nos ajuda a imaginar um
possivel experimento que possa esclarecer a origem destes estados anomalos. A derivacao
tedrica que apresentamos aqui e na secao 4.16 é bascada cm dois “pilares”. Um € a relagao

que liga a entropia a termnperaturz:

dlnw(E) i . \
puliah ST A 4.49
OE T ( J
o outro é o fator de Boltzmann
1
“EIT (4.50)

Obviamente. os dois “pilares”séo relacionado de forma clara no formalismo de BG. Agora.
a relagao (4.49) s6 pode definir uma quantidade intenswe 1/T se o densidade de estados
tem a forma

W(E) o [FE), (4.51)

em relagdo ao niimero de elementos M do conjunto canonico. Dado que a presenga de
correlacoes [110] é uma caracteristica fundamental dos estados quasc-estacionarios obser-
vados e j& que o formalismo de BG se revela inadequado para a descri¢ao da configuragao
candnica quase-estaciondria, podemos supor que a relagao funcional entre densidades de

estados e mimero de elementos do sistema canénico seja mais siave, por exemplo uma lei
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de poténcias
w(E) oc MP[f(E)). (4.52)
com p > (). Neste caso, como antecipado na secao 1.2.2. terfamos que ¢ a relagao

Olngw(E) 1
OF  Tegr

(4.53)

com ¢ = 1 — 1/p, a definir uma quantidade intensiva 1/Teqr. cm lugar da Eq. 4.49. O
potto interessante desta conjetura é que. se por um lado a quantidade w{£) o< M7[f(E]]
1140 é mensurdvel numericamente para valores de M de apenas algiimas dezenas (veja segao
4.1), por uma grandeza da ordem de w(E) o< M?[f(E)] podemos teutar uma abordagem
numérica. Uma possibilidade é comparar o volunie ocupado no espago de fases por estados
guasc-cstacionérios em relagido do volume ocupado pelos estados de equilibrio. Ao longo
destas linhas estamos dirigindo atualmente os nossos esforgos 42]. Se sc concretizasse a
possibilidade de ter uma estimativa dindmica para w(E) durante o plato nieta-estavel, se
poderia também deduzir o fator de Boltzmann e */7 ou as suas eventuals generalizacoes.
1sto constituiria uma determinacéo completamente independente da mecanica estatistica

associada aos cstados quasc-cstactonarios.



Capitulo 5

Conclusoes

Neste capitulo apresentamos consideracdes finais sobre os resultados encontrades ao longo
desta tese. Fstas conclusoes estio organizadas em trés linhas principais. seguindo o cendrio
de fundo dos capitulos anteriores. A idéia bdsica que niotivou os vdrios trabalhos apre-
sentados foi a tentativa de entender a ligacio cntre efeitos associados a grandezas ma-
croscopicas ¢ a dinimica microscépica subjacente. Fizemos isto comegando pelos mapas
de baixa dimensdo. gque tém a vantagem de pernitir uma visualizacao direta do espaco de
fases. e nos esforcanos em acrescentar dimensoes, procurando entender os mecanisinos gue
se preservam neste processo complexo. De fato, as propriedades qualitativas fundamen-
tais da propria estrutura do espaco de fases mudaram radicalniente, ja que passamos ¢a
andlise de sistemnas dissipativos para sistemas conservativos. de regioes cadticas degconexas
para sistemas com uma rede cadtica conexa e densa no espago de fases. Por outro lado
poréni, vimos que existem mecanismos dinamicos que, Mesto atuando em condigoes tao
diferentes, produzem estados Quase-estacionarios {ou meta-estavels) andnialos, com carac-
terfsticas parecidas. Estes estados fora do equilibrio, sob determinadas condigGes. acabam
sendo os cstados fisicamente relevantes para caracterizar o sistema. e produzem cfeitos

extremamente ricos cujas conseqiléncias estao entendidas apenas parcialmente.

As trés lHnhas de trabalho foram: o estudo das relagbes entre a sensibilidade as condigoes

iniciais € uma apropriada forma entropica que descreva consistentemente a evolugdo de um
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sistema fora do equilibrio; o estudo do surgimento de platés dinamicos quase-estacionarios:

e por fim a andlise do fundamento dindmico do ensemble canonico.

5.1 Sensibilidade as condicgées iniciais e produgao de

entropia

O estuda da sensibilidade As condi¢es iniciais ¢ da produgao de entropia, ao longo desta
tese. foi feito em relagdo a mapas unimodais ¢ simpléticos de baixa dimensao. De fato.
j4 nestas dimensoes o cdlculo numérico da produgao de entropia requer muitos recursos
computacionais [56]. Para as mapas unimodais foram conseguidos resultados analiticos

exatos |16, 17, 18], enquanto nos casos dos mapas simpléticos (52, 53. 56, 57] a andlisc fol

principalinente numérica.

5.1.1 Mapas unimodais
Bifurcacoes de forquilha e tangentes

Para os mapas unimodais comegamos estudando a sensibilidade as condigdes 1nicials cin
correspondéncia das bifurcagbes de forquilha e tangentes [16] na seqio 2.2. Neste contexto.
determinainos completamente o comportamento dinainico nestes pontos criticos para ma-
pas unimodais de ndo-linearidade ¢ > 1 arbitrdria. Isto foi obtide considerando a sohigao
pela relacdo recursiva de Feigenbaum-Coullet-Tresser [67. 68] para cste tipo de pontos
criticos. No nosso estudo usamos a forma especifica do mapa (-logistico, mas os resultados
témn validade universal, associada & abordagem de grupo de renormalizagao. As solugoes de
grupo de renormalizagao sa0 exatas e tam a forma analitica de g-exponenciais. Mostramos
que elas sdo a contraparte temporal da expressao cstatica do mapa de ponto fixo encor-
trada por Hu e Rudnick [75] para a bifurcagao tangente e que & também aplicavel para as
bifurcacoes de forquilha [74]. A formna g-exponencial da evolugao temporal implica numa

coufirmacao analitica pela expressdo da sensibilidade as condigdes inicials sugeridas pelo
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formalismo nao-extensivo. Também permite uina predicio direta para o parimetro ¢ ¢ para
o coeficiente de Lyapunov generalizado A, em tcrmos das propriedades erfticas do inapa.
Vimos que o indice ¢ ¢ independente de ¢ ¢ tem um entre dois possivels valores. dependendo
se a transicao ¢ do tipo de forquilha ou tangente. O coeficiente de Lyapunov generalizado
A, ¢é identificado simplesmente com o principal termo da expansio do iterado do mapa
e torno do ponto critico. Estas predigocs sdo corroboradas de forma inquestiondvel por
calculos numéricos a priori. Significativamente, ambas as familias de bifurcagdes exibem
um comportantento dinamico incomum (seja de inscnsibiliclade fraca ou de sensibilicdade
super-forte as condigoes iuiciais). O atributo de universalidade destes resultados sugerc
reflexdes sobre comportamentos dindmicos incomuns. Estes parecem estar ligados ao fato
que a forima de tangéncia do mapa nestes pontos criticos confina efetivamente ou expele
trajetdrias, causando uma amostragem anormal e incompleta do cspago de fases (neste
caso —1 < 1 < 1).

Notamos a margem que recentemente Robledo observou urma sugestiva conexao cntre
estes resultados (especificamente os resultados para a bifurcagao tangente) e as flutuagoes
de parametros de ordem nas vizinhengas de pontos crfticos de sistemas termodinamicos

(veja [127] e referéncias sugeridas para os detalhes).

O limiar do caos

Passamos depols a estudar o ponto critico mais intrigante, o limiar do caos [17. 18]. na
sccio 2.3, Novamente, em correspondéncia da anulagao do expoente de Lyapunov os pro-
cessos dinamicos se tornam “preguicosos’ para explorar todas as configuragdes permitidas
¢ 540 capaz de cobrir somente wna pequena fracio do espago de fases disponivel. mesmao
no limite de tempo infinito. Esta fracio (o atrator) passa a ter um dimensao fractal me-
nor da dimensdo total do espaco de fases. Estas silo as condigoes onde se espera que o
formalismo estatistico de BG possa ser inadequado e que haja espago pela aplicabilidade
da generalizagdo ndo-extensiva. A este respeito. o significado dos resultados analiticos da

secao 2.3, onde ¢ momento nephum usamos hipoteses ad hoc relacionadas ao formalismo
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nao-cxtensivo, representam uma importante contribuicao para o esclarecimento deste pro-
blema. No limiar do caos, o espago de fases reduzido € de fato constituido por um atrator
estraiho, wm subconjunto de Cantor do intervalo -1 < .= < 1. Por construgao, a dinamica
no limiar do caos descreve wm regime puramente nao-extensivo. E unportante ressaltar que
neste caso (onde nio foi considerada a presenca de um termo de ruido aditivo) as possiveis
posigGes (configuraghes) sao assintoticamente confinadas pelo atrator. que atua como wmna
barrcira insuperdvel para o movimento para outras locagoes. Isto exclul a possibilidade
das trajetorias alcan¢arem regioes cadticas adjacentes ou vizinhas, corno nag configuragoes
estudadas em [76] ou na se¢do 2.4, ou ainda no caso dos mapas siupléticos do capitulo
3. Como couseqiiéncia, nao existe wn vefculo de retorno para se ter um crossover de un
regiine ndo-extensivo com win cocficiente de Lyvapunov nulo para win regime de caos usual
comi um coeficiente positivo, em algum tempo te.q. patat — oc. Novamente. estes resulta-
dos tém uma validade universal para mapas unimodais, conferida pelo tratamento de grupo
de renormalizacio e possivelmente taibém para outros tipos de sistemas ou situnagoes que
possuem equivalentes limitacles no cspago de fases.

Mais especificamente, vimos que a dinamica no limiar do caos pode ser descrita de
forma exata através de uma série de subseqiiéncias temporais. Em correspondéncia a cada
wma destas subseqiiéneias, a sensibilidade as condigdes iniciais £, é descrita por uma lei
de poténcia com a forma exata da funcio g-expounencial. E natural csperar que isto im-
plique em uma correspondente taxa de produgao de entropia a lei de poténcia associada &
dindinica de ensembles de trajetorias. Uma conexao entre estas duas propriedades sugere
wina extensao da identidade de Pesin K = A;. A; > 0 que incorpore o caso A = 0. Mas
notavelmente, para estudar esta situacio, € necessdrio desenvolver uma teoria que vai além
do esquema tradicional de BG para sistemas cadticos ¢ que fornega uma generalizagao
para ambas a entropia de Kolmogorov-Sinai ¢ a sensibilidade as condigGes iniciais. Uma
possivel fonte ¢ justamente a cstatistica ndo-extensiva que oferece expressocs especificas e
praticivels para estas quantidades, Para realizar wina analise epistemologicamente correta
deste problema é porém necessario conseguir uma determinagao explicita a prior de to-

das as quantidades envolvidas. Mostramos que este é cxatamente o caso para o cxernplo
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especifico (mas paradigmético) do mapa logistico. De fato exibimos [17, 18] que o métado
de grupo de renormalizacdo de Feigenbaum-Coullet-Tresser [67, 68] (que usamos também
no caso das bifurcacdes), do qual a solucio cstédtica de pouto-fixo g(r) foi originalmente
obtida, é também capaz de representar propricdades dinamicas, ou seja, a sensibilidade
as condigOes iniciais &. Tendo uma expressdo analitica para A,, derivamos uma expressao
paralela para a taxa de produgao de entropia K, usando dois ingredientes i) uma distri-
buigao p;(t) de posiches para um ensemble de trajetérias e 1i) a entropia ndo-extensiva
Sy O resultado principal a identidade generalizada K, = A, necessita que a entropia
de eqiliprobabilidade tenha precisamente a forma analitica In, W {(com ¢ =1 —In2/Ina
para a subseqiiéncia principal) ¢ desta forma distingue « prior: a expressdo do formalismo

nio-extensivo para a eutropia S, de outras alternativas. incluida a expressao de BG 5.

5.1.2 Mapas simpléticos

No caso dos mapas simpléticos, a auséncia de um conjunto atrator inuda completamernte
as caractoristicas geométricas e dinamicas do espago de fases destes sistemas em relagao
daqueles dissipativos. Nas situagdes complexas descritas pelo tcorema KAM a sensibili-
dade as condicdes iniciais varia de forma dramatica ao longo de uma trajetdria, passando
de comportamentos cxponenciais para comportanientos algébricos e vice-versa 80]. Por
esta razao focalizamos a nossa atencao sobre comportamentos estatisticos globais. que ca-
racterizant o espago de fases completo, estudando numericamente o comportamento médio
da sensibilidade as condicdes iniciais e da produgdo de entropia para ensembles de dados
fora do equilibrio. Nestas condigoes, para os casos de baixa dimensao que estudamos (bi
52, 56, 57] ¢ quadridimensional {53]), observamos o surgimento de um regime dinamico
andmalo - caracterizado por uma sensibilidade as condigoes inicials g -exponencial com
gs < 1 - ao tender do parametro de controle para o valor que corresponde a regularidade.
Este regime de caos fraco depois de um certo tempo exibe um crossover para o regime de
caos forte caracterizado por uma sensibilidade s condigdes inicials exponencial. O tempo

de crossover tende para infinite ao tender do parametro de controle para o valor que cor-
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responde a regularidade. Existem razodveis expectativas que ao crescer da dimensao do
espago de fases este regime se torne cada vez mais importante, j& que anmenta a comple-
xidade ¢ o nimero de concxdes da rede cadtica [79], sc tornando essim relevante também
para sistemas Hamiltonianos de muitos corpos, sob determinadas circunstancias.

Procuramos entao encontrar a forma do funcional entropico que corresponde a uina taxa
de produgao de entropia finita (no limite de um nidmero W infinito de {(hiper)células cons-
tituintes a partigao do espago de fases) durante a fase anomala. Este funcional corresponde
a entropia nao-extensiva S, para valores de ¢, < 1.

Ja que a usual ignaldade de Pesin fornece pouca informagao em relagao deste regime
anbmalo (ndo conseguindo, por exemplo. distinguir entre caos fraco e integrabilidade),
procuramos generalizar esta igualdade para o caso de sensibilidade algébrica as condigoes
iniciais, usando o formalismo ndo-extensivo. Descobrimos que neste caso um papel andlogo
ao dos coeficicntes de Lyapunov tradicionais ¢ feito pelo proprio pardmetro g, Desta
forma conseguimos conjeturar uma sugestiva explicagdo pela ohservada discrepancia entre
0S parametros g, e ¢,. Desta diferenca é possivel ter informagdes sobre a dimenséo associada
ao espathamento dinamico de um conjunto de dados inicialmente localizados em pequenas
regides especificas do espaco de fases. O aprofundamento desta questdo ¢ atualmente em
andamento e passa pela definicio de um espectro de coeficientes de Lyapunov generalizados
[90].

Um outro ponto interessante a ser analisado em futuro é uma possivel conexao coin a te-
oria super-cstatistica apresentada na scgao 1.4, Existindo regides de forte caos com valores
diferentes para o coeficiente de Lyapunov tradicional, no espirito da super-estatistica pode-
se estudar a distribuiciio destes coeficientes. Se poderiam cncontrar situagoes especificas
caracterizadas por duas escalas temporais: uma de curto prazo onde a sensibilidade as
condicoes iniciais é exponencial; e uma de longo prazo possivelmente caracterizada por
uma sensibilidade super-cxponencial com ¢ > 1.

Uma observacio conclusiva sobre os resultados relativos a produgdo de entropia e a
sensibilidade s condi¢es iniciais esté relacionada com o fato que fenémenos andmalos neste

contexto sa0 tipicamente associados a valores de ¢ < 1, enquanto a maioria de fenomenos
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nao-extensivos observados experimentalmente usam ¢ > 1. Esta objegao € superada pela
mencionada dualidade intrinseca do formalismo naoc-extensivo (1.2.1), definida por exemplo

através das duas formas funcionais conjugadas S, (1.19) e 5’;1 (1.20) [18]. con S'T, = 99,
_ . p -

5.2 Surgimento de platés quase-estacionarios

Durante esta tese observamos o surgimento de estados quasc-cstaciondrios. caracterizados
por platds meta-estdveis, cm vdrios sistemnas dindmicos. Especificamente. para tiapas
unimodais com rufdo aditivo [63], para mapas simpléticos globalmente acoplados (63, 64,
63, 66, ¢ enfiin para sisternas Hamiltonianos de muitos corpos comi interagdo de longo
aleance 60, 61, 63]. Nas préximas se¢des apresentamos consideragoes finals neste contexto.
pritueiro para os varios casos especificos. e discutimos finalmente sugestivas semelhancas

entre cstes processos,

5.2.1 Mapas unimodais

Os platds quase-estaciondrios observados no contexto de mapas wnimodais com ruido adi-
tivo [62, 63) tém significativas analogias com estados vitreos. Coin efcito, um processo de
relaxagio em dois passos ¢ uma das caracteristicas principais exibidas por liquidos supei-
resfriados nas vizinhancgas da formagéo de um vidro (88]. Duas outras caracteristicas da
dindrmica de sistemas vitreos sao a chamada férmula de Adam-Gibbs e a propriedade de
escalamerito conhecida como envelhecimento. A primeira é uma relagao entre un termpo de
relaxacio t, (por exemplo. a viscosidade ou o niverso de difusibilidade) e a entropia Seony
associada ao nimero de possiveis ininimos da energia das configuragoes moleculares no
fuido [88]. O segundo é a perda de invariancia translacional temporal (chamada envelhe-
cimento [128]), devido ao fato que as propriedades dos vidros dependem do procedimento
usado para obté-los. A diminui¢do do tempo de relaxagao de funcgoes de correlagao mostra
uma dependéncia de escala na razao ¢/, onde 1, é wn tempo de espera. Como contra-

parte da férmula de Adam-Gibbs, foi recentemente mostrado [62] que o mapa logistico em
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liso Para intensidade de ruido o # 0 apresenta uma relagdo entre a duragao do platd £,
e a cntropia S,y para o cstado que compreende o niimero maior de bandas de posigocs
iteradas permitidas pela intensidade do ruido. Esta entropia é obtida da probabilidade
de ocupacdo de bandas cadticas na posigho x [62]. Além disso. foi exibido [62} que as
trajetorias em fio no limite ¢ — 0 obedecem a uma rclagdo de escalamento caracteristica
do envelhecimento, na forma z,4,, = ¢'™/(0)exp (—At/t,) onde g*1{(0) é o mapa de
ponto-fixo de Feigeubaum ¢(0) composto t,, vezes.

Na secio 2.4 corroboramos estes resultados com nma abordagem numérica {63] que

conscglin confirmar a rela¢do de escala para o tempo de crossover I, ~ o1

. € permitin a
observacao do novo efeito de estruturas multiplas de platds para o caso do mapa logistico
com ruido aditivo. Explicamos este comportamento em termos de sucessivos confinainentos
dinamicos em regides do atrator de Feigenbaum (o — 0), onde, lembramos, o formalismo

nao-extensivo se aplica de forma exata [17, 18].

5.2.2 Mapas simpléticos

No caso dos mapas simpléticos globalmente acoplados, através da definigao de uma apro-
priada temperatura dindmuca [64] ¢ de andlise numéricas (63, 64, 65, 66]. mostramos como
estruturas complexas paradigmaticas para sistemas conservativos nao-linearcs podem gerar
um comportamento termodindmico anémalo (segio 3.3). Especificamente, exibimos e cstu-
damos o surgirnento, quando o sistema se aproxima da integrabilidade (ou seja, quando a
caoticidade decresce), de estados quase-estacionarios sugestivamente slinilares com acueles
observados em sistermnas Hamiltonianos de muitos corpos com interagao de longo alcance
[55. 85, 86]. Um resultado central é que. e contraste com o que acontece no equilibrio
de BG. estes estados quase-estaciondrios correspondens, pelo menos nos ¢asos de haixa
dimensao, a uma dimenséo fractal nao trivial. Esta situagao lembra a estrutura do espago
de fases dos mapas unimodais no limiar do caos {caracterizados tambéri por uma dimensao
fractal nao trivial). A duragdo destes platds diverge. seja quando os parametros de can-

trole do caos tendem para os valores que correspondem a integrabilidade, seja quando se
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considera o Hmite de um mimero infinito de mapas acoplados.

A 1metodologia basica da mecanica cstatistica de equilibric consiste cm climinar a
variavel temporal, como pode ser justificado por exemplo pela hipétese ergédica. No caso
dos platds de baixa dimensiao dos mapas simpléticos, ilustramos que médias de ensemble ¢
médias temporais exibem comportamentos diferentes [65], devido & complexidade do espago
de fases. Uma tnica média temporal da temperatura dindmica mostra um comportamento
intermitente. Em contraste, fazendo uma média sobre ninitas destas realizagoes com uin
tempo de observacio suficientemente grande, observamos o surgimento de uma estrutura
de dois platés parecida aqueta obtida com médias de ensemble. Seria interessante aplicar
o estudo das médias temporais ao caso nmltidimensional, recentemente abordado em [63].

caracterizado por centenas de mapas stinpléticos globalmente acoplados.

5.2.3 Sistemas Hamiltonianos de muitos corpos

Na secio 4.2 descrevemos os platds quase estaciondrios associados ao modelo Hamiltoniano
de campo médio, um modelo Hamiltoniano de muitos corpos com lmteracao de alcance
infinito [61]. Tratamos também de aspectos basicos relacionados a uma abordagem de
ensomble candnico para estes platds [60, 63]. Lembramos que nos fltimos anoes, o estudo de
sistemas coin interagbes de longo alcance tem atraido uin consideravel mteresse na literatura
(veja, por exemplo, 196] e referéncias ali contidas}. Em particular, progressos significativos
foram obtidos na descri¢do ¢ compreensao de cstados quase-estaciondrios fora o equilibrio
que nao podem se enecaixar no cendrio de BG. Estes estados quase-cstaciondrios exibem
win platé de temperatura andmala [59] e varias ontras anomalias que sao consistentes com
o formalismo estatistico ndo-extensivo [61]. Entre elas, coeficientes de Lyapunov que se
anulam, véos de Lévy e difusdo anémala. envelheciinento caracterizado por fungoes de
correlagio temporal g-exponencials (assintoticamente a lel de poténcia) [110], distribuigao
marginal de particula inica g-exponencial ¢ relaxagao g-exponencial para o equilibrio de
BG.

Querendo entdo propor uma abordagem de mecanica estatistica generalizada para a
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descricao destes estados quase-estaciondrios, um passo fundamental ¢ relacionado a vali-
dade do principio zero da termodindmica em correspondéncia destes estados. Mostramos
nunericamente [60, 63] que esta lei bdsica da termodinamica se aplica também para cstes
estados ruase-estaciondrios, e tem portanto um dominio de validade que é maior do que
aquele normalmente associado dentro da mecénica estatistica de BG. Exibimos tambémn
provas gue a temperatura dindmica destes estados quasc-estaciondrios € na realidade men-
suravel através de um termdmetro usual de curto-alcance. Estes resultados estabelecein

um terreno solido para outras pesquisas neste contexto.

5.2.4 Discussao

No contexto do surgimento de platés quase-estacionarios analisamos entao trés sistemas
dindmicos bastante diferentes. Primeiro o mapa logistico com ruido aditivo no limiar do
caos. em scguida um sisterma composto por mapas standard globalmente acoplados de ma-
neira simplética, ¢ finalmente o modelo Hamiltoniano de campo médio. Em tados estes
11és casos existe uma caracteristica dindnlica comum: o surgimento, para certas classes de
condicoes iniciais ¢ para determinados valores dos paradmetros de controle (os parametros
de controle da caoticidade para os mapas, a energia total especifica no caso do modelo
Hamiltoniano de campo médio), de estados meta-estéveis que depols de um certo tempo
evoluent para um estado de equilibrio. Estes estados meta-estavels o1l quase-estacionarios
parecem ser intimamente ligados a uma ocupagao parcial, no trivial, do espaco de fases.
tipicamente (multi)fractal (invariante de escala e possivelmente constituinte uma rede).
Esta caracteristica. no entanto, confina o sisterna numn estado nao-ergédico no qual ele é
impossibilitado de alcancar todas as regites disponivels do espago de fases. Uma descrigao
detalhada para esta situacio pode ser dada para o caso do mapa logistico com ruido aditivo
no limiar do caos, ou scja, o intercambio dinamico entre uni atrator ¢ um repulsor multi-
fractais. Esta circunstancia pode também ser reconhecida no caso mais complexo de dois
mapas standard acoplados, ja que 0s nosK0s caleulos mostraram claramente o surgimento

de platds quase-estaciondrios caracterizados por uma ocupacio fractal (possivelmente mul-
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tifractal) do espaco de fascs, e os seus crossovers para o comportamento cadtico usual.
caracterizado por wrna ceupagao da dimensao completa do espago de fases, Vimos também
que este comportamento de dois platés permanece no caso de centenas de mapas standard
acoplados e podemos entao avangar a hipétese quc uma ocupagao fractal do cspago de
fases acontece também para wm espaco de fases multidimensionial. As semclhangas ob-
servadas entre os mapas simpléticos globalmente acoplados ¢ o modelo Hamiltoniano de
campo médio indicam que o mesmo tipo de fendmenos pode acontecer no caso dos estados
quase-estacionarios detectados no modelo Hamiltoniano de campo médio, um sistema onde

uma analise direta do espaco I' € muito mais dificil.

A importancia destes resultados é enfatizada pelo fato que os estados quase-estaciondrios
e Lornam permanentes se os limites convencionais s&o considerados numa orcdem especifica,
por exemplo, o limite termodindmico antes do limite de tempo infinite no caso do modelo
Hamiltoniano de campo médio. Existe entdo uma convergéncia nao uniforme na evolugao
dinfinica que leva a uma situacao atipica de estado cstaciondrio. A nao comutatividade
dos limites acontece também no easo dos mapas. Para os mapas stendard acoplados isto
sc vé quando o limite termodinamico ¢ substituido (para a fixo) pelo limite de nimero
infinito de mapas acoplados, ou quando o parametro de caoticidade o tende (para N fixo)
para valores cspecificos (a = 0 para d > 2, € a, se d = 2); enquanto gue no caso do mapa

logistico é o limite de ruido nulo que tent wm papel analogo.

Qe encomtrarm varias outras caracteristicas comuns nos estados quasc-estaciondrios des-
tes sistemas diferentes. Por exemplo, em todos cles, o espectro completo dos coeficientes
de Lyapunov se anula, efeito que parece ser pivo das ariomalias obscrvadas.  Tambem.
envelhecimento e propriedades vitreas estdo presentes tanto no mapa logistico con riido

aditivo como no modelo Hamiltoniano de campo médio.

Todas estas caracteristicas sugerem uma conexao bésica profunda entre estes sistemias.
Cloino vimos. a estatistica usual de BG parcce ser inadequada para explicar os cstados
ncta-estdveis, e é necessaria uma generalizacio do formalismo tradicional. A este respeito.

a leoria ndo-extensiva surge como o mais forte candidato para superar este teste.
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5.3 Derivacao dindmica do ensemble candnico

Um dos tltimos resultados conseguidos nesta tese em termos temporais fol a exibicac da
{undamentacao dinamica do formalismo de ensemble canénico de BG [58]. Com efeito.
usando o formalisino usual de BG ¢ téenicas numéricas comuns. na segac 4.1 introduzimos
um novo esquema de calculo que permite uma comparagao cntre dinamica Newtoniana
nao-linear e mecauica estatistica de ensemble canoénico. Iimplementando uma configuragao
padrao, mostramos de fato que a distribuicdo de energias no espago I' colneide com aquela
obtida dinamicamente (integrando as equagoes de Hamilton} quando sc realiza uma média
de ensemble dindAmica. Isto acontece independentemente do regime dinamice analisado.
Verificamos esta conclusiio para dois sistenias Hamiltonianos nao-lincares paradigmaticos.
conl interacao a primeiros vizinhos. Como resultado colateral, este célculo tornece uma
confirmacio dindmica da conhecida relagio entre temperatura e cnergia cinética especifica
k = T/2 (para sistemas unidimensionais). A situagio é diferentc para as médias de tempo
finito. Enquanto que para baixas temperaturas (encrgias) encontramaos na confirmacao
das predicoes de BG. no caso de modclo XY encontramos que, para altas energiag, as
médias de tempo finito ndo estéo em concordancia com aquelas de ensemnble (a0 menos que
a escala temporal nio scja muito grande), devido ao incremento da escala temporal das
flutnacdes normals de cnergia. A dependéncia em cnergia desta discrepancia 1ao mostra
correlacio com o comportanento do coeficiente méximo de Lyapunov (veja também {4, 3]).
Uma possivel explicacio para este efeito é que além do valor numdérico que caracteriza o
coeficiente de Lyapunov, em determinadas circunstancias (também no caso de interagoes de
curto alcance) possa ser importante @ diregdo associada ao coeficiente mdxinmo de Lyapu-
nov. para poder ter uma represcntagdo consistente das propriedades de relaxagao dinamica
associada a ergodicidade.

Quereimos enfatizar que mostramos que a mecanica estatistica de equilibrio térmico de-
riva ezclusivamente da mecanica. tarbeém pare um sistema em presenca de um termostaio
(usualmente discutido através de téenica tipo Monte Carlo, que nao deduzem a distribuigao

de equitibrio. mas a impdem a priorz). De fato ¢ isto o significado das Figs. 4.2(a-c) e 4.4.
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onde os cireulos e as cruzes foram obtidas da lei de Newton, enquanto as linhas continnas
provém da teoria de BG. Equivalentemente, lembrando que a densidade de cstados ¢ um
conceito puramente nmecanico, a mesma conclusio é mostrada na Fig. 4.3. Estc esquema de
caleulo fornece uma eontribui¢ao para o aprofundamento da questéo basica do fundamento
dindunico da mecanica cstatistica [2, 3, 4, 5, 6, 93], e serve como 1til instrumento de andhise
para a discussio de situacoes complexas onde se eneontram desvios dinamiras da teoria de
BG.

E esta a perspectiva que estanios estudando em relagdo dos estados quase-estaciondrios
exibidos pelo modelo Hamiltoniano de Campo Médio. perto do ponto critico e quando se
consideram condicoes inicias fora do equilibrio [42]. Na se¢do 4.2.3 mostramos de fato que
o formalismo de BG resulta decididamente inadeguado para descrever estes estados imeta-
estaveis. Discutimos tamhém um possivel cendrio que poderia dar contribuigoes muito

importantes a este respeito.



Apéndice A

Solucao candénica de BG do modelo

XY inercial unidimensional

A.1 Primeiros vizinhos em d =1

Neste apéndice revisitamos a solugdo canénica analitica de BG do modelo inercial XY
ferromagnético com interacio entre primeiros vizinhos (veja, por exemplo, [4]). A Hamil-

toniana é dada por

(YR

. . P .

Hy=RKy+Vy= Z {7 + 1 —cos{gier — i) | - (A1)
i=1

onde ¢; € [0.27), p; € R. Temos que calcular a fungao de partigao

M
Zap = /H(dpi(ifgi_) oxp [~ 3Hu{pi, 0:)] - (A.2)
! i=1

Jé que estaremos interessados 1o limite termodinaniico M — oc, para evitar complicagocs
formais usamos para este calculo condi¢des de contorno livres.

A integracdo sobre os momentos p; € realizada trivialmente ¢ forncce um fator

oude 8 = 1/T (kg = 1).
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Para calcular a integral das configuragdes, realizamos primeiro a scguinte transformagao

de coordenadas:

W = g2 — g,
Wa—1 = qar — ga-1s (A.4)
LD“.'\_{ = 6 - QM .
g = q,

onde w; € 0.27) ¢ 0.4 nao sdo verdadeiras coordenadas, mas pardmetros. E facil verificar
que o determinante Jacobiano desta trausformacdo é nao-singular

ﬁ(wi s .w,wa:')) -
det | ——-—-—71] =1, A5
¢ ( 3(91 .- -QM@) ( )

A ecxisténcia do limite termodinimico para esta transformagao de varidveis é verificada

analisando a contribuicio da coordenada & & energia livre. Com efeito temos
gr M

! AL
2w / ' . .
— | I dw;exp | =3 E (cosw,) | exp{—3M)
( B ) S0 { i=} }

(2:) " exp(=820) [I(B)) 9(@) (2m), Ao

N|i

Zas

N

I

1§
onde I, é a fun¢éo modificada de Bessel da primeira espécie de ordem zero, ¢ ¢ ¢ uma
fun¢ao ndo especificada.
A energia livre especifica
1 -

= — — ; A i
f M M3 In Zy ( )

¢ dada portanto por

1 1 1 r
fag =T [5 InT + In 1y (f) + 11'121r'} +1+0 (-ﬁ) . (A8}

onde a contribuicao O (ﬁ) desprezivel no limite termodinamice, vem da fungao g(w).

MBS

Invertendo a relacdo que define a energia especifica,

_ o) (A.9)
a3

obtemos a curva caldrica T{e) representada em Fig. A.l.
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T(e)

I
|

20

15

Figura A.1: Curva calérica obtida da solugéo analitica de ensemble candnico de BG do modelo

inercial XY ferromagnético com interagao entre primeiros vizinhos.
A.2 Alcance infinito

Passamos agora a analisar o caso do modelo Hamiltoniano dito de campo médio {veja, por

exemplo. [97]). A Hamiltoniana é dada por
[1 — cos(#; — 8,)]. (A.10)
onde #; € [0.27) e p; € R. Temos que calcular a fungao de partigao
M
Ly = /H(dpid%') exp [—FHa (s, )] (A.11)
i=1

com 3=1/T, kg=1.
A integraciao sobre os momentos p; é realizada trivialmente ¢ fornece wmm fator

nf

(%’”)_ (A.12)
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A funcao de particdo agora ¢ dada por

i y M . A
/ ZARN g oM
Ly = ( 3 ) /0 Edé’@ exp i:—m Ijz::l cos{f; — 91)} exp (_T)
g A 3 At
= C. ; Edgg CXP [—m UZW_:I ('.OS(G{ - 93)] R (A,lfi)

O

%)
27\ 2 F A .
C= (%{) exp (—'dgf) : (A.14)

Para calcular este integral. observamos primeiro a identidade

M 2 M M
Z cos(f; — f;) = (Z 00361) + (Zsiné%) Zmzi = M?m?. (A.15)
ig=1 gzl i=1
onde. lembramos,
Af
1 % : . .
m= o Z m; = [cos(f;), sin(6;)]. (A.16)

Temos entao
o 2 aM .
Zy =C Hdt‘) exp "———m (A.LT)
0

Consideramos agora a identidade Gaussmna

- | |
exp (g—vz) = —~/ dw exp (—w2 /2 vw) ,_ (A1R)

t — G
onde v e w sio vetores bidimensionais e p ¢ positive. Podemos portanto reescrever a

funcao de particao como
C [ oo : e
Lag = —'] Hd9i/ dw exp (—wz + /24 mw) : (A 19}
T Jo 1=1 o

onde 1 = 3M. Introduzindo a varidvel rescalada w — w+/M/(20) e trocando a ordem de

intepracac obtemos

MC

Ly = - dw exp ( ) H df, exp (Z Uty COS B 4wy, sl H?-)

or i3 —

23
AL +oe
= M? dw exp{ { — In(27 I {u ))1 } . (A.20)
270 J_oo
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onde Iy é a ngao modificada de Besscl da primeira espécie de ordem zero e w é o modulo
de w. Fsta Gltima integral pode ser avaliada com a técnica de ponto de sela. no Hinite

termodinamico M - oc. Neste limite, a energia livre de Helmholtz especifica

' 1 |
f= _A.J]Elcml“ VAYS (A.21)

¢ dada portanto por

- 1 1 (1 2 2
—_ . — _l - _ . wo } .
f 33 {2 n ( 3 ) max [25 In(27 fp{u ))} } . (A.22)

coul a condi¢ao de mdximo gue leva para csta cquagao de consisténcia:

— = (A.23)

onde Iy é a funciao modificada de Besscl da primeira espécie da ordem 1.

A Eq. (A.23) é andloga, para o modelo XY inercial, & equagao de Curie-Weiss obtida
resolvendo o modelo de Ising na aproximagdo de campo médio. Para 3 < 8, = 2. a
cquagio apresenta somente a solugio @ = 0, que é instdvel. Para 8 > 3., ou seja. abaixo
da temperatura critica T, = 0.5, duas novas solugdes estaveis simétricas aparccein através
de uma bifurcacio de forquilha, ¢ é presente uma descontinuidade na derivada segunda da
energia livre, indicando uma transi¢io de segunda ordem.

Este resultado é confirmado por uma andlise do parametro de ordem’

L(w
Iy(@)

L—

m= {A.24)

A magnetizacio se anula de maneira continua em J.. Jd que a magnetizagho mede o grau
de agregamento das particiulas, temos unia transicao de uma fase agregada quando & > 3.
para uma fase homogénea quando § < 3,. O expoente que caracteriza o cotmportaniento
da magnetizagao perto do ponto critico vale 1 /2, como esperado para um modelo de campo

médio [102}.

sto é realizado adicionando so Hamiltoniano um campo externo ¢ considerando a derivada da coergla

livre cm relacao a cste campo. calculada para campo nulo.
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o

1.5

T

0.5

Iel.5

Figura A.2: Curva calérica obtida da solugéo analitica de ensemble candnico de BG do modclo

inercial XY ferromagnético com interagao de alcance infinito.

Através da relacdo que define a energia especifica

. 3f)
' a3
tenos
1 .
e = % + 5(1 - m?).

(A.25)

(A.26)

Invertendo esta rclagio obtemos a curva caldrica representada em Fig. A2



Apéndice B

Solucao canénica de BG do modelo

de Fermi-Pasta-Ulam

Neste apéndice revistamos a solugio candnica analitica de BG do modelo 3 de Ferimni-Pasta-
Ulam com interacio entre primeiros vizinhos (veja, por exemplo, [4]). A Hamiltoniana é

dada por

2 (g —a) (girr — 2" .
HA-I:KM-FVM:Z j—F 5 + A i : (B.1)
i=1

onde ¢, p; € R, e queremos calcular a fungio de particao

M
Zy = /H(dpi.de-) exp [~ 8Hu (pi. @) (B.2)
=1

onde. novamente, 3 = 1/T (kg = 1), e usamos para este céleulo condigoes de contorno
livres.
A integracao sobre os momentos p; é realizada trivialmente e fornece um fator

2T ¥
Ty B
(%) 59

Para calcular a integral das configuragées realizamos a mesma transformacéo de coor-
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denadas do apéndice A 1:

Y1 = g2 —d1.
Oar-1 = Gu — -1, (B.4)
VM = 4 g
P = 4

onde P ¢ § sio pardmetros, e o determinante Jacobiano é igual a 1. Temos entéao

+oo M M 2 a4
A —_ 2 dus ¥i A ¥,
Mo 7 H 4 CXP Z ) + i

O @) (@) @) e

onde T é a funcio gama de Buler, D_1 é uma fungao cilindrica parabolica, e f ¢ uma

wlg

wlE

1
2
funcio nao especificada.

A energila livre especifica
1

= %55 B.6
fM M3 In Zas ( )

nfo, {(2—;?)%]} 8{\+0(£J

onde a contribuigdo O (%) desprezivel no limite termodinamico, vem da funcao f(F).

Invertendo a relacao que define a energia especifica,

9By (B.8)
a5

e =

obtemos a curva calérica T'(e) representada em Fig. B.1.
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Figura B.1: Curva caldrica obtida da solugao analitica de ensemble canénico de BG do modelo

3 de Fermi-Pasta-Ularn.
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