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Call it entropy. It is already in use under
that name and besides, it will give you a
great edge in debates because nobody knows
what entropy 18 anyway.

J. von Neumann to C. Shanuon

(Denbigh and Denbigh, 1985, p. 104)
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Resumo

Esta tese estd organizada como segue: No Capitulo 1 apresenta-se as motivagors que
condugziram os trabalhos desenvolvidos nesta tese. No Capitulo 2 caleulamos numerica-
mente. no limiar do caos, a evolucio temporal da entropia ndo-extensiva para a famiha
dos mapas logisticos. Verificamos a existéncia de um e 86 um valor de ¢ = goern < L.
tal que a produgdo de entropia por unidade de tempo é finita. Desta maneira, general-
izamos a entropia de Kolmogorov-Sinai {em sua versio de ensenible), que corresponde ao
valor ¢ = 1 no presente formalismo. No Capitulo 3 verificamos a natureza dual do ndice
entrépico para os mapas s-logisticos, uma (Gyen < 1) relacionada a suas propriedades da
sensibilidade as condices iniciais e a outra (g > 1), relacionada a sua dindnica de
relaxacio ao estado estaciondrio de seu atrator. Obtivenos uma nova escala finita que
cstabelece quantitativamente, pela primeira vez, a relagao entre oy conceitos da sensibil-
idade as condicdes iniciais e da relaxagdo. No Capitulo 4 sio estudadas numiericarmente.
por meio de médias de enscinbles, a sensibilidade as condi¢des iniciais £(t) e a produgao
de entropia por unidade de tempo: (i) de wmna nove familia de mapas dissipativos uui-
dimensionais, 2, = 1 — ae Y= (z > 0), (ii) dos j& conhecidos mapas z-logisticos e
{iii) do mapa de Kaplau-Yorke para os casos do caos forte e fraco (limiar do caos). Em
todos os casos verificamos que as propriedades da sensibilidade e a producdo de entropia
sio Telacionadas a um e s6 um valor de ¢°%,: para o caos forte, g, = 1. no entanto. no
lhniar do caos. ¢ (2) < 1. Tambén verifica-se numericamente a gencralizagao da iden-
tidade de Pesin. No Capitulo 5 analisamos numericamente a sepsibilidade as condigOes
iniciais ¢ a producao de entropia de dois mapas padrio simpleticamente acoplados focal-
izando a transigav do comportamento regular ao cadtico, onde o sistema exibe caos fraco.

Finalmente, no Capitulo 6 apresentamos as conclusdes gerais da tese.



Abstract

This thesis is organized as follows: [n chapter 1 we present the motivations that lead
to develop the works exposed in this thesis. In chapter 2 we numerically calculate, at the
edge of chaos, the time evolution of the nonextensive form of entropoy S, for logistic-like
maps. We verify that oue and only one value ¢ = ¢,.,, < 1 exists such that the entropy
production per unit time of these maps is finite, thus generalizing the {ensemble version
ol Kolmogorov-Sinai entropy, which corresponds to ¢ = 1 in the present formalism. In
chapter 3 we verify the dual nature of the z-logistic maps, one (gen < 1) related to
ity seusitivity to initial conditions properties, and the other, {g. > 1). related to its
relaxation dynamics towards its stationary state attractor. We exhibit a new finite-size
scaling that establishes uantitatively, for the first time, a long pursued relation between
sensitivity to the initial conditions and relaxation, concepts which play central roles in
nonextensive statistical mechanics. In chapter 4, ensemble averages of the sensitivity to
initial conditions and the entropy production per unit time of (i) a new family of one-
diniensional dissipative maps, ey = 1 — ae” Y127 (2 > 0}, (i} of the known logistic-like
maps and (iii) of the Kaplan-Yorke map, are numerically studied, both for strong and
weak {chaos threshold) chaotic cases. In all cases we verify that sensitivity and entropy
production properties are related to one and same value of ¢, < 1: for strong chaos,
g* = 1, whereas at the edge of chaos, ¢%(z) < 1. We also numerically verify the
generalization of Pesin identity. In chapter 5, we analyze numericaly the sensitivity to
initial conditions and entropy production of two syvmpletically coupled standard maps.
focusing on the transition from regular to chaotic behavior, where the systen displays

weak chiaos. Finally, in chapter 6 we present general conclusions of thesis.
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Capitulo 1

Introducao

Uma grande variedade de fendmenos naturais mostra um comportamento complexo, -
previsivel e aparentemente aleatério. Os exemplos comuns incluem o fluxo turbulento de
wn cdrrego da montanha, a vartagio climdtica, os redemoinhos do creme, agitados lenta-
wente. e wn copo de café, O paradigma para esta classe de fenéimenos macroscdpicos
¢ o problema do fluxo turbulento nos fluidos. Exemplos adicionals do comportamento
complexo. irregular ocorrem na dinaniica das molécnlas ¢ dos dtomos em um gds ou
particulas carregadas em um plasma. Estes sistemas microscdpicos definern uma outra
classe de problemas fisicos importantes que levam a uma pergunta: Como os wovimen-
tos deterininisticos e reversivels de particulas individuais podem cansar o comportanmento
irreversivel do sistema, como descrito pela mecanica estatistica e terinodinamica?
Embora a [isica tenha feito grandes avangos nos Gltimos cemn anos, as descrigdes
teoricas destes fendmenos complexos apresentam problemas ainda por resolver. A di-
ficuldade encontra-se por exemplo, no carater ndo-linear das equagdes de Navicr-Stokes
para os uidos e as equagdes de Newton para trés ou mais particulas que interagem. Como
estas equacoes geralmente nao admitam solugdes analiticas exatas. o construgao de teorias
Lteis guie possam preclizer, por exemplo, as fricgdes na asa de mn aviao ou o Hmite de val-
idade da mecinica estatistica, sio muito dificeis. A disseminacio do uso do computador,
em weados do século XX, marcou uma linha divisoria no estudo de sistemas dinamicos.
Clomt 0 computador, pode-se experimentar com equagées, calculando suas solucdes a par-

tir das condicdes iniciais e dos valores dos parametros desejados. A cole¢ao de resultados
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munéricos obtidos ajuda a desenvolver uma intuigdo scbre os possivels coniportamentos
que essas cquacdes apresentan. Como conseqiiéncia, nos dltimos vinte anos foi feite mu
progresso considerdvel usando uma sintese tinica de simulagdes numéricas e da aprox-
imacao analitica. Esta nova aproximacio, que combina “experimentos” NUILEricos com
a analise matemdtica, det origen a uma nova area interdisciplinar dentro do quadro da
dindanica ndo-linear. O trabalho feito neste campo foi aplicado nio somente aos proble-
mas da fisica, mnas também a uma srande variedade de problemas nio-lincares em outras
Areas cientificas. como a evolucio de reagoes quimicas, do controle da geragao de cnr-
cnitos elétricos, da interacio de populagdes bioldgicas, da resposta de células cardiacas
aos inipulsos elétricos e da ascensio e queda de pregos na bolsa de valores.

Os especialistas emn dinamica ndo-lhear usam a palavra “eaos” COMO WM termo téemeo
com um significado matemAtico preciso para definir umn comportamento rregular, npre-
visivel do sistema que ¢ deterministico e ndo-linear. Issac Newton acreditava que as
equacdes da mecanica clissica envolviam apenas um universo ordenado e regalar. no en-
tanto. hoje ja se sabe que tal afinmacio néo € verdadeira.

Tradicionalmente. os problemas fundamentais associados com as origens do caos em
fHuxos turbulentos (com os fundamentos nicroscopieos da mecanica estatistica e com surg-
imento do comportamento aleatério em uma variedade de outras dreas) vinham sendo evi-
rados. utilizando-se o argumento de que ndo seria hunianantente possivel descrever estes
fenérenos pela existéncia de muitas particulas e graus de liberdade. Nao é surpreen-
dente que sistemas complicados. como a dinamica atmosférica ou a variagao do prego
de wma acio na bolsa de valores, exibam comportamentos complexos, jd que a evolugio
desses sistemas ¢ influenciado por wn nimero enornic de fatores. Entretanto, descobria-se
que sistemas extremamente simples podem exibir comportamento cadtico cono agueles
exemplos padroes.

Com efeito. o processo iterativo ndo-linear mars simples possivel, o mapa logistico
padrao,

v =1-a2! [(0<a<2 -1<221) (1.1}

exihe j4 nn comportamento dindmico complexo, bastante rico conforme se varia o valor
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do parimetro de controle a [1]. Muitos matemadticos foram inspivados por este e. desde
entito, um corrego continuo de trabalhos sobre mapas iterativos estd surgindo o mundo
maiendtico,

Os grificos desenhados pela dinamica irregular dos mapas logisticos, mapas padrao
e muitos outres, fornecem um retrato do cacs. Como muitos sistemas nao-linearcs na
natureza, estes modelos matematicos exibem um comportamento que parece ser aleatorio
apesar do fato de snas equacdes de movimento ser inteiramente deterministicas. Mas se
0s movinientos sio completamente determinados ¢ os sistemas relativamente sirnples, de
onde vem os comportamentos complexos que eles mostranm? Quais sao os sintomas que
1nos permitem identificar o caos quando o vemos?

Desde a descoberta da imprevisibilidade nos sistemas deterministicos, os quais con-
duzira a0 estudo de sistemas dindinicos, muitos trabalhos foram desenvolvidos para en-
contrat as propriedades do caos que poderiam dar wina classificagio destes sistemas. Por
excmplo, indicadores dindmicos como a sensibilidade as condigdes inicias, 0s expocntes de
Lvapunov. a entropia de Kolmogorov-Sinai (KS) [2] ¢ outros foram desenvolvidos. Assim
por exeiiplo, aparecem a classe dos chamados “sistemas-K” ou sistemas de Kolmogoroy
cue apresentant um alto grau de irregularidade, suficiente para justificar uma descricao
estatistica. Os sistemas-K exibemm uma propriedade matemitica conhecida vomo “mix-
ing”. ou seja, uma entropia e Kolmogorov-Sinal positiva. Isto significa que os sistemas
em questio sdo extremamente sensivels as condigbes iniciais. de modo que dvas trajerorias
inicialmente préximas divergem segnndo urna taxa exponencial. Esta taxa ¢ medida pelos
expoentes de Lyapunov , que sdo equivalentes & entropta K35, por meio da ideutidade de
Pesiu |31, ¢ podem facilmente ser calculados.

Entretanto, recentcmente verificou-se a existéncia de sistemas dindmicos naturars e
artificials para os quais todos os indicadores conhecidos nac detcctam a presenga do
caos. mas 0s resultados numeéricos mostram uma ordem elevada de imprevisibilidade
para érbitas destes sistemas, Este comportamento fol chamado, na hteratura como caos
“fraco” . para distingui-lo do caos “forte” (entropia XS positiva). O estudo da dinamica do

caos fraco mostrou ser importante para aplicagdes practicas. Hoje en dia sao conhecidas
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conexoes com muitos fendmenos fisicas, bloldgicos, e econdmicos: auto-organlzacio cririca.
o denoninado hmiar do caos, a dinamica intermitente, processos andmalos da difusao ¢
nuntos ontros. Nestes exemplos da dinamica do caos fraco, os ndicadores dindicos. tais
cono a sensibilidade as coudigdes iniciais e a entropia de KS, sio nulos. Estes indicadores
dinamicos nido podem distinguir os comportamentos andémalos destes sisternas daqueles
que tem wma dindmica trivial. Este fendmeno conduziu a necessidade de generalizar estes
mdicadores dinamicos. Porém. na dltima década tem-se verificado uin grande desenvolvi-
wento no estude dos fendmenos ndo-lineares com a introdugdo de novas abordagens e
conceilos no tratamento de sistemas dindmicos conservativos e dissipativos. Além disso.
ha sistemas dindmicos cadticos nio-lineares que apresentam estruturas [ractais no sen
espaco de fases. Dois dos indicadores dindmicos mals empregados para caracterizar tais
sistemas 830 a sensibiidade as condigdes iuicials (expoentes de Lyapunov) e a enlropia
N5 Recentemente foram introduzidas generalizagdes para estes indicadores inspiradas na
entropia ndo-extensiva [4]

LUma dag novas abordagens, gue promete numa caracterizagio adequada destes sistemas
dindinleos gae apresentam caos fraco, é relacionada A generalizacio nio-cxtensiva 5] da
weeanica estatistica de Boltzmann-Gibbs (BG, que nesta Gltima década despertou muito
interesse naguelas situagoes fisicas que nao satisfazem as condicoes habituals do equilibria
de BG, ou scja, alcatoriedade insuficente e movimento limitado ou nao uniforme no espaco
de tases pertinente, que resultam em propriedades dinamicas andmalas, veja [6, 7, 14] entre
OULIOS.

En 1988 C. Tsallis formulou uma propaesta de generalizacio da Mecanica estatistica

de Boltzmann-Gihs, bascada na forima entrapica

Syt) = A2 (g2 R), (1.2)
g-—-1
que recupera a entropia padrio de BG S| = — Y2 pylup; no limite ¢ — 1. A beleza

desta equagdo, expressa em sua sunplicidade, 130 seria completa se nao falassemos de
uma das caracieristicas importantes (desta nova formulagdao) coutida no significado do

indice entrdpico g. Esta questdo tem de fato relagdo com ag propriedades lntrinsecas da
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[y

dinamica microscopica do sistema. Neste ponto, quero enfatizar que, a razdo desta tese.
¢ ustanente mostrar algumas das caracteristicas da natureza do parametro ¢, estudando
sistenas dindmicos de baixa dimensionalidade, que apresentain caos fraco para certos
valores do pardmetro de controle do sistema: ou seja, situagdes e que o sistema el
questio encontra-se no limiar do caos ou na transicdo do comportamento regular ao
cadtico. Nestes estados criticos, ndo ¢ possivel uma descricdo quantitativa bascada na
estatistica de BG.

O objetivo da presente tese é caracterizar, dentro do marca da mecanica estatistica
seneralizada, sistemas dinamicos dissipativos e conservativos de baixa dimensionalide nos
casos do caos forte e fraco (no limiar do caos) por meio de dois indicadores dinamicos
generalizados: a entropia de Kohnogorov-Sinai ¢ a sensibilidades as condigdes iniciais
ol suas versoes nio-extensivas. Nos capitudos 2, 3 e 4 é analisada a familia dos mapas
foufsticos. No capitulo 4 além dos mapas citados, analisamoes una uova classe de mapas
dissipativos de uma dimensdo, a qual é chamada de exponencial ¢ que foi proposta por
(. Tsallis [8]. Na parte final deste capitulo analisa-se o mapa dissipativo bidimensional
de Kaplan-Yorke. No capitulo 5 estudamos um sistema conservativo composto por dois
mapas padriao simpleticamente acoplades. Finalmente no capitulo 6. enumeramos as

conclustes da presente tese.



Capitulo 2

Generalizacao da entropia de
Kolmogorov-Sinai: Mapas
2-logisticos

2.1 Introducao

Recentemente na area dec sistemas dindmicos nao-lineares. invimeros trabalhos vém se
dedicando ao estudo da sensibilidade as condigoes iniciais, multifractalidade e ao com-
portaniento da entropia de Kolmogorov-Sinai (KS) destes sistemas. Neste contexto, vale
ressaltar que ecstes estudos incluem sistemas dissipativos (mapas de baixas dimensoes
14,9, 10. 11, 12], dindmica simbdlica {13]) e conservativos {(Hamiltonianos de muitos corpos
e de longo alcance [14, 15, 16], mapas conservativos [17]). Antes de descrever a finalidade
do Capitulo atual, faremos uma pequena revisao sobre a sensibilidade as condigbes miciais
e ¢ multifractalidade do atrator cadtico.

Como ja é conhecido na literatura ([4. 9. 10, 111), para sistemas de uma dimensao é
conveniente mtroduzir a fungao

Ax(t)

Y= lim e 21;
= e Ax(0) 2

onde Ax(0) é a discrepancia das condigbes iniciais no tempo ¢ = 0, Ax(t) é sua de-

perdéncia temporal. Pode-sc mostrar que § satisfaz 4 equagio diferencial

(g B
dt

Lz
[O%)

Alé-'. ( -

G
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onde Ay ¢ o expoente de Lyapunov, assim

E(1) = exp(ALt). (2.3)

Consequentemcnte, se Ay < 0 (A > 0) o sistema ¢ fortemente insensivel (sensivel) as
condigoes iniciails. Por outro lado, se Ay = 0, espera-se que a fungio £ satisfaga a equagao

diferencial

dg _
7 = M (2.4)
cuja solugdo é
S =1+ (1—rt'VY (g eR), (2.5)

quak recupera o caso exponencial para ¢ = 1, enquanto para ¢ # 1 obtemos um comporta-
mento segundo wma lei de poténcias. Se ¢ > 1 (¢ < 1) e A, < 0 (A, > 0) o sistema se dix
ser fracamente insensivel (sensivel) as condi¢des iniclais. Embora a forma assintotica da
sensibilidade as condicdes iniciais segundo uma lei de poténcias tem sido observada nas
dltimas décadas [18, 19, 20], a equagdo {2.5) (a qual de fato corresponde ao crescimento do
tipo lei de poténcias do limite superior de £(#)) fornece em principio uma descrigao niais
completa que £(#) oc 4177 (¢ >> 1). No limiar do caocs (onde Ay = (), este limite superior
(& x t3179) nos permite estitar o valor do fndice entropico relevante ¢ = geen Dara o
mapa em questdo. O sib-indice “sen” refere-se a palavra seusibilidade (algumas vezes
na literatura esse parametro ¢ denominado g*). Este método (sensibilidade as condiqoes
iniciais) foi usado com sucesso para uma variedade de mapas: logistico 141, z-logistico
[9°. circular [10] and z-circular [11]. Com objetivo de elucidar possivels confusbes, vale
vessaltar que a sensibilidade as condi¢des iniciais do tipo lei de potéucias implica gue 03
expoentes padrao de Lyapunov sdo nulos, mas o oposto néo ¢ verdadeiro. Certamente, 03
expoentes nilos de Lyapunov implicam somente que a sensibilidade as condiches inicials ¢
uma fung¢io sub-exponencial, como por exemplo, as fungdes logaritmicas, as exponenciais

esticadas, as leis de poténcias ¢ indmeras outras fungoes.
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Agora nos coustderamos urha outra propriedade interessante dos sistemas dinamicos
dissipativos: os aspectos geométricos do atrator no liniar do caocs. A fim de descrever o
comportamento de escala do atrator dinamico critico é convemente introduzir o forma-
lismo multifractal {21, 22]. Neste formalismo, é possivel introduzir wina fun¢do de partigdo
volNT = Z;\:l pf‘)j onde p, representa a probabilidade na caixa ¢ entre as N caixas da
medida (¢ necessario advertir o leitor que uds usamos ¢ ent ver da notagao padrao g
da hteratura soh multifractais afim evitar a confusio com o indice ndo-extensivo ¢} No
lnnite N — oo, a contribuicdo para a func¢ao de partigao é proporcional a N que
veit de um subconjunto de todas as caixas possivels cujo udmero escala de acordo com
Ny x N9 onde £(Q) é a dimensdo fractal do subconjunto. O conteudo de cada caixa
contribui para ama lei de escala Pp oo Y ol@) & toclos estes expoentes estio relacionaclos
por wna transformacie de Legendre 7(Q) = Qu(Q) - f(Q). Assim, 7(Q) e (@) sdo
caracterizadas pela funcio multifractal f(o). a qual reflete a dimensao do subconjunto
com intensidade singular de a. Nos pontos finais da curva f(a). esta intensidade singulax
¢ associada com as regioes mais concentradas (exatamente, G = G- al@) ) e mais
TAras (Qmer = LMoo, . s a(@))no atrator. Recentemente [10], os comportamentos de es-
cala destas regides foram utilizadas no estudo da divergencia do tipo lei de poténcias de
trajetérias vizinhas e foi proposto uma nova formula de escala

Lo (2.6)

1-— Gson Yman Qmag

Fata formula constitul wm método completaimente diferente para o calculo do indice g,
Os trabathos precedentes [4. 9. 10, 11] evidenciaram, para varias lamihias de mapas, que
oy resultados destes dois métodos acima mencionados para calcular os valores de ggen Sd0
o3 mesmos dentro de uma boa precisio.

Agora nés estamos preparados para descrever a finalidade do Capitulo atual, isto
6. wma weneralizagio especifica da entropia de Kolmogorov-Sinai A)y. Para um sistema

dindamico cadtico, se pode definir esta entropia come o mcremento. por wuidade de tempo,
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da entropia padriac de Boltzmann-Gibbs

W
Sy = —kg Z-pr- np; (kg =1) (2.7}
=1

onde by ¢ a constante de Boltzmann, W o ndmero de cstados possivels em um sistema e
p; a probabilidade do sistema ser encontrado no estado <.

Alén disso, é bem conhecido que a entropia KS (introduzida na comunidade matematica
através de dinamica simbdlica, mas aqui introduzida em termos probabilisticos) estd rela-
rionada aos expoentes de Lyapunov desde que a igualdade de Pestn [3) postula: para uma
vasta vlasse de sistemas dinamicos nio-lineares, K3 = Ay se Ay = 0 e se ndo, iy =0
(I é igual 4 soma de todos os Lyapunov positivos se a dimensdo do sistema for maior
¢uie unt). Por outro lado. é conhecido que a entropia KS pode ser definida nos termos de
nma dnice trajetoria no espago de fases (veja [23] para detalhes), usando a representacao
stibélica das regides do espaco de fases particionado. Entretauto. parece que, cil (uase
todos os casos, esta definicio pode ser substituida equivalentemente por uma baseada cm
nm ensemble de condiches iniciais. Esta é a versao que nos usaremos nesta tese.

Ox casos margiuals, 1sto ¢, aqueles para os gquais A, = 0, incluem as bifurcacgoes
com periodo duple ¢ tangencial, também como o limiar do cacs. Para estes vasos, uma
versio generalizada da entropia Kolmogorov-Sinal /vy fol introduzida [4] vomo a taxa do

increnrento da propria entropia ndo-extensiva

!\_.
&

=W ()]
Selt) = ;L-l—»:;j—f“(tl (k=1). (:

Esta entropia ndo-extensiva permite uma generalizagdo da mecanica estatisiica de Bolizmann-
Gibbs 5, 24, 25! e recupera a entropla padrao de BG 5, = — _')__::11 p; Inp; no limite g -+ 1.
Uma revisio geral das propriedades desta entropia e tépicos relacionados e recentes
fundamieuntos tedricos do formalismo estdo disponivels em [26, 27. 28]. Além disso, no-
vas verificacées experimentais vem sendo produzidas em turbulénca totalmeute desen-
volvida |G. 29], colispés de eletron-pdsitron v outras particulas em fisica de altas energias
30|, difusdo anémala da Hydra viridissima [31]. Recentemente eyicrgiram aplicagdes de

emaranhantento ¢ separabilidade quanticos (vide [32] ¢ suas refercucias).
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Asgsin, para a versio generalizada da cntropia KS, propos-se[4;

d : : S( I‘.;' t
K, = hm lim lim <—i(_)
toano W00 N roo

(2.9)
onde t é o tempo, W ¢ o nlunero de regides na parti¢do do espago de fases ¢ N € o
nimero de pontos (on seja, as condigdes iniciais) que evoluem com o tempo. Espera-sc

que a igualdade de Pesin (para sistemias de uma dimenséo) seja generalizada come segue:

Estas idéias tem sido usarlas muito recentemente [33) para coustruir uimn terceiro
método para o caleulo do valor de g, Neste trabalho, conjectura-se quer [} existe
um valor especial de g, tal que K, é finito para ¢ = ggen, desaparece para ¢ > gy € cli-
VOrge Para g < gyen. 11) oste valor de g,., coincide com aquele obtido usando os cutros dois
métodos anteriormente descritos (mais exatamente. das equagioes (2.5) e (2.6)). Em {33
verificarani-se estas conjecturas com os calculos munéricos para o mapa logistico padiao
encontrando que o incremento de S,(t) ¢ linear quando n valor do indice g coincide con
Geen, = 0.2445 0 qual suporta o ponto de vista que todos os trés métodos ddo um mesmn
valor especial do indice gye,. Embora os resultados de Latora ¢ co-autores 133] fornegam
wina evidenria forte e favor deste cenario, nao ha nenhuma davida quantp a necessidade
de estudar putros mapas. com o objetivo de verificar se os resultados deste métado de
meremento da taxa da entropia {ou scja, a entropia generalizada de Kolmogorov-Sinai
reproduzem os mesmos valores resultantes dos dois métodos supracitados. O objetivo

deste Capitulo é aplicar este raciocinio ao estudo de mapas z-logisticos.

2.2 Entropia de Kolmogorov-Sinai

Considere o mapa z-logistico

2o =1 —alm] (2.10)

onde 1 < =, 0 <a<?2 —1<r <1 Estes mapas apresentanm wna rota de dobramento
de periodo ao caos ¢ o pardmetro z € a inflexdo do mapa e sen pouto extremo. Os valores
de a, no limiar do caos, assim como os valores de gy, calculados segundo as equagoes

(2.5) e (2.6) sdo indivados na tabela 2.1 para os valores representativos de 2 (34!,
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Tabela 2.1: Mapas :-Logisticos [34]

Z e Usen
1.10 1.1249885... —2.33+0.02 |
1.25 1.2095137. —0.78 £ 0.01 |
| 150 1.2955099. .. —0.15 £ 0.01
! 1.75 1.3550607... 0.11 +0.01
2.00 | 1.40115518%09... | 0.24 £0.01
2.50 1.4705500... 0.3 + 0.01
Lj.oo 1.5218787... 0.47 + 0.01
| 5.00 1.6455339. .. 0.61+001 |

Agora podemos descrever o procedimento numérico que nos 1Sammos COMO terceiro
métoclo para o calculo dos indices entrépicos relevanies g,.n,(z). Este método foi intro-
cuzido primeiramente em [17] para sistemas conservativos ¢ usacdo por Latora e co-autores
[33] para o mapa logistico padrdo z = 2. Nés dividimos o intervalo -1 <z < lem W
janelas iguais para o mapa z-logistico. Posteriormente escolhemos (aleatoriamente ou
nio) uma destas janelas ¢ selecionamos (aleatoria ou uniformemente} N valores iniciais
de z (todos no interior da janela escolhida) para o mapa z-logistico com um certo valor
do parametro de controle a. A medida que f evolui, estes N pontos espalham-se tipica-
mente dentro do intervalo do espaco de fases e este nos fornece um conjunto {N;(t)} com
z:tl Ni{t) = N, Vt, que conseqilentemente resulta em um conjunto de probabilidades
{p{tYy = Ni(t)/N}. Desde que parat = 0 todos os N pontos se encoutram dentro da janela
escolhida, 5,(0) = 0 e a medida que o tempo evolui, S,(t) atravessa gradualmente trés
regiées sucessivas (ver as Figs. 2.3-2.6) como foi indicado em [17]. Na primeira reglao, a
entropia é aproxiniadamente constante com o tempo ¢ nenhuma conclusao genérica pode
ser feita. Na segunda regifio, S,(t) come¢a aumentar e finalmente na ultima regido Sq
tende assintoticamente para seu valor de saturacdo ( o qual ndo pode exceder o valor de
S, que corresponde & equiprobabilidade, isto é, (W' —1)/(1 — ¢) para g # 1. ¢ In W
para ¢ = 1). Assim, espera-se que o awmento linear da entropia apropriada {i.e., com

o valor apropriado de ¢ = ¢u.n) S€ encontre na regiao intermediiria. Antecipando 10sso

resultado principal, dirfamos que para N e W cada vez malores (sempre tendo em vista
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que N == W) na regido intermedidria, nés observamos, em todos os casos, somente
para wii valor especial de ¢, exatamente ¢,,.,(z). emerge um crescimento linear de 5,
cott o tempo. Nos definimos a inclinacio correspondente como a entropia genevalizada
de Kolmogoroy-Sinanr Ky, Com valores de @ para os quais Ay > 0 nds verificamos que
¢oen = 1. Mas no linuar do caos, obtenios ¢, < 1.

No coutraste com os casos onde o caos forte existe, para S,{(f) no liniar do caos,
aparccem fHutuacdes consideravelmente srandes devido ao fato de que o atrator ocupa
sontente uma parte minuscula do espago de fases dispounivel. As flutuagdes dificultam a
tarela de determinar o valor de g para o qual se obtém a linearidade. A fimn de evitar
tais Hutuacdes, nos adotanios uin procediniento de média, introduzido em [33], tendo em
conta sé as condicdes iniciais “eficientes”. O procedimiento é como segue: nés escolhemos
a distribnicio inicial dos N pountos e wma das W janelas da partican e contanos o
ntimero total de janelas ocupadas enquanto o tempo evolui, por exemplo, enfre o8 Lenpos
f=1¢t=>50 Este numero é uma medida da eficiéncia de espalhamento dessa jancla
particular. Apds ter estudado cada uma das W/ 2 janelas no intervalo —1 < x < 0 para 03
mapas =-logisticos, a média é feita sobre as janelas miciais para as quais o nimero total
de janelas ocupadas entre 1 < ¢ < 50 é maior do que um limite fixo, (ver Fig. 2.1 e as
Figs. 2.2(A) ¢ (B). Assim, estaremos dando atengdo ao limite superior da dependénaia
temporal de S,. Nossos resultados para valores tipicos de = para ox mapas z-logisticos no
Tmiar do caos sio mostrados nas Figs. 2.4-2.6. Nds usamos W = 10%, W = 3.2 x 104 com
N = 10 x W para os mapas z-logisticos. Os valores usados sdo suficentemente grandes
para tornar a evolugdo temporal da entropia na regido intermediiria {apds o trausiente
inicial e antes da saturagdo) gradualmente independente de W. Nos graficos, observa-
e que os Pontos onde comegam as saturagdes das curvas deslocan-se de acordo com o
tempo ¢ W quanto maior o tempo e W, maior o deslocamento das curvas, no entanto, tal
afirmativa nao ¢ totalmente verdadeira na regido temporal intermedidria, onde as curvas
s30 praticamente insensiveis ao valor de W.

Fn todos os casos, o crescimento de S,(t) na regiao intermedidria do tempo € linear

(1a1tdo § = Gyen, cIbora c5ta seja concava para ¢ < Gsen © CONVEXA pard § > Gyen. OU SCJA.
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Figura 2.1; Niimero total de janelas ocupadas como fungao do indice de janelas (desde o ndece
1 ate 50000, correspondente a & = —1 e z = 0 respectivamente) para o mapa logistico (= = 2)
com W o= 10% e N = 10 » W. A média para S,(t) é feita sobre as janclas inrclais para as quans
o nimero total de janelas ocupadas entre 1 < ¢ < 50 & maior do que wm limite fixo. Este limite
é indicado pela linha horizontal: 107
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Figura 2.2: Numero total de janelaq ocupadas como fungdo do indice de janelas (desde o indece
1 ate 50000, correspondente a * = —1 e ¥ = 0 respectivamente) para o mapa logistico (A}
= 175 e (Byz = 3com W = 10°e N = 10 x W. A média para 5p(t) é feita sobre as janelas
lnleials para as qua.is o mimero total de janelas ocupadas entre 1 < < 50 é maior do que
limite fixo. Este limite ¢ indicado pelas linhas horizontais: 5000 para ambos mapas.
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Ky & uma grandeza finita para ¢ = Quen, diverge para q < Gen @ ¢ DUlA para ¢ > geen-
A fimi de fornecer wma sustentagio gquantitativa a este cowportamento, nds ajustanios
as curvas com o polinomio S(t) = A + Bf + Ct? no intervalo £ ;| caracterizando a
regido intermedidria. Nos definimos o coeficiente R = C(#) + t2)/ B como uma medida da
importancia do termo nio-linear no ajuste; R é nulo para wmn ajuste estritamente linear
(veja os gralicos inseridos das Figs 2.4. 2.5 e 2.6). Os temnpos ¢, e t, sdao definidos como o
extremo do transiente inicial {durante o qual S, é aproximadamente COnsStante) e o conego
cda saturacio respectivamente. Das figuras inseridas nos graficos, nés vemos tambcém que
os sinals de R em ambos lados de gs., sio consistentes com as curvaturas de S,(¢) na

reglao ntermediarnia.

2.3 Conclusoes

Faremos algwmas consideracdes gerais afin de resaltar a importéncia do presente Capitulo
¢ sous resultaclos. A entropia de Kolmogorov-Sinal K ¢ wm conceito importante em sis-
tewas dinamicos cadticos dissipativos { como os mapas de uma dimensao considerados
aqui) e conservativos (como os Hamiltonianos classicos de muitos corpos que satisfazen
o teorema de Liouville). Sua definicio é baseada em wma divisao do espago de fascs
acessivel ot um conjunto de W osubespagos visitados, ao longo do tewipo, €om uina certa
ordent complexa que parte de wm iinico ponto inictal no espago de fases. Se associarinos
a cada subespaco wn simbolo, nos teremos WA palavras possiveis de comprimento N
Estas WY sdao visitadas ao longo do tempo com probabilidades {m} (I = 1.2, Wy,
Este conjunto das probabilidades permitem o célculo da entropia de Boltzmann-Gibhs-
Shannon Sy ({m}) = = S, m Inm. No limite N — 20, Sy({m}) ¢ proporcional a N se o
sistema mistura-se ezponencialmente rapido {ou seja, expocntes positivos de Lvapuuov),
o I ¢ definido como o supremurn do litiy .o St{N) /N Embora uds estejamos clentes
de nenhma prova geral, existe wma opinido comum de que esta definigdo, que é coni-
putactonalmente muito complicada, pode ser convenientemente substituida por aquela
que ués wsamos aqui, bascado em um ensemble de condigoes wiciais em vez de wma

Unica trajetéria. L outras palavras, nés escolhemos NV condigoes inicials dentro de un
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dos W subespagos, ¢ ao longo do tempo estudamos o conjunto de¢ probabilidades {p;}
{r =1.2....W) associadas com as ocupages daqueles subespagos. O conjunto {p,} pes-
mire o calenlo de S| ({p;}) = D, pi lup;. esperando-se que A} seja o suprernum do limite
iy L Siith /.

O cendrio padrio que nos descrevemos ¢ apenas um dos ja existentes. O gue mostramos
aqui ¢ unl passo para adiante, embora seja somente para casos simples, & saher 0s mapas
considerados neste Capitulo. Analisando a generalizagdo [4! A, da entropra KS bascada
na enfropia nio-extensiva S, scja em sua formulagio da trajetoria ou do ensemble, nds
mostramios wn método que possa ser aplicdvel a situagdes muito mals gerais do qae os
napas considerados aqui. Mostramos (muncricamiente) que existe um unico valor gy,
tal que AV, é finito, sendo zero para ¢ > gen ¢ infinito para ¢ < Guen Se o sistema
dinaniico nao-linear for fortemente cadtico (mixing exponencial no espago de fases}, entio
Geon = 1. a38im o esqueina usual ¢ recuperado. Mas se o sistema for 56 fracamente cadtico
(um mixing do tipo lei de poténcias, isto é, exponentes nulos de Lyapunov, mas com
exponentes generalizados de Lyapunov A, positivos), entdo se espera que gen < 1.
Espera-se que haja preservagdo da linearidade ao longo do temipo, no proeediniento de
média implementaclo, mas certamente ndo o supremum on algo andlogo a 1sso.

Como no caso analisado por Latora e co-autores [33]. verifieamos que o valor de G
¢ precisaniente o mesmo obtido previamente com dois procedinmientos conipletamente di-
ferentes. exatamente a sensibilidade as condigdes iniciais segundo wima lei de poténcias
(veia a Eq. {2.5)), e a estrutura maltifractal do atrator cadtico {veja a Eq. (2.6)). Esta
unicidade do valor especial gge, claramente fornece uma consisténcia sélida ao formalismo

HAO-CNECILSIVO.
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Figura 2.3: A cvolugdo temporal de < S, > para z = 2 com a = 2.0. Considera-se trés valores
difeventes de ¢, W = 10° (pontos cheios) e W = 3 x 10° {pontos vazios) com N = 10 x "
As curvas sio o resultado da média sobre 400 (pontos cheios) e 800 {pontos vazios) realizagoes
respectivamente. Neste caso o indice entrdpico relevante € ¢en = 1; a inclinagdo da curva
< 8 = {1)é K| ~ 0.69 0 que é préximo do valor tedrico Ay = In 2.
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Figura 2.4: A evelugio temporal de < 5; > para z = 2 com a = a. = 1401155 189 ... Conside-
ramos trés valores diferents de g, W = 10° (pontos cleios) ¢ W = 3.2 x 10? (pontos vazios], com
N = 10 x W. As curvas mostradas sao o restltado da média sobre 2537 (pontos cheios) e 697
{pontos cvazios) realizagbes respectivamente. A figura inserida aprescnta o grifico do eoeficente
de ndo-lincaridade R versus g. Observe que R é proximo de 0 para ¢ =~ 0.24. Este valor foi
obtido no intervalo de tempo [t = 16.ty = 34l. Vale enfatizar-se que, conforme aumenta o

ntmero de intervalos Woem que é dividido o espago de fases, cresce o intervalo {ty,ta).
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Figura 2.3 A evolugdo temporal da curva < S§; > para Z = 1.75 no liniar do cros {ae =
1.35506075...). As curvas correspondeim a ¢inco xaloreﬂ difercntes de ¢ com W = 10° ¢ somente
para ¢ = 11 consideramos tambdém W = 3.2 x 104 (N =10 x W) As curvas das cntroplas $40 o
resultado da média sobre 1091 (700} realizagdes {das “melhores” janclas). As figuras inseridas
apresentam (acima) a curva da entropia para ¢ = 1 e o grafico (abaixo) do coeficiente de nao-
lincaridade R versus g. Neste tltimo grafico, R é proximo de 0 para ¢ = 0.11 1o intervalo de
tempo indicado pelas zetas.
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Figura 2.6: A cvolugio temporal da curva < S; > para Z = 3 uo lumar do caos (a. =
1.5218787%...).  As curvas sao ilustradas para quatro valores diferentes de ¢ (o caso ¢ = 1
indicase na figura inserida de abaixo), W = 10° (pontos cheios) e W = 3.2 x 10* {pontos vazios)
com N = 10 x W. As curvas das entropias sfio o resultado da média sobre 1390 e 600 realizagoes
{das “melliores” janelas). A figura inscrida de acima, mostra o grafico R versus ¢. Neste tltimo,
R é proximo de 0 para ¢ = 0.47 no intervalo de tempo [t; = 8,1, = 22



Capitulo 3

Dindmica de relaxacao nos mapas
z-logisticos

3.1 Introducao

Uma das contribuicoes importantes que vém do estude de mapas de baixa dimension-
alidade aponta para a compreensio das conexdes fundamentais entre a dindnica e a
termodinamica. De fato, a relacio entre estas duas arcas importantes da fisica nao €
compreendida inteiramente e existemn poitos ¢ue merecem investigages adiclonals [35".
Devido ao fato de que estes sistemas sao de baixa dimensionalidade, ¢ possivel investiga-
lus computacionalmente em seus espagos cle fase completos, algo que € difici] (embora nao
impossivel) de realizar para sistemas de alta dimensionalidade.

Como os sistemas complexos vérn sendo estudados intensamente {a complexidade
refere-se aqul & presenca de ao menos wma das seguintes caracteristicas: interagoes de
longo alcance entre particulas. memoria de longa duragao, natureza fractal do espago
de fases relevante, estrutura et rede do tipo mundo pequeno, cutre outros), torna-se
necessario fager wma revisio deste topico fundamental {36!, Atualmente, sio conhecidos
um nimero significativo de sistemas. pox exemplo. fluxos turbulentos [6. 291, aniguilagao
elétron-pdsitron (371, economicos [38], o movimento da Hydra viridissima e solugdo
aguosa [31], que nao sdo descritos adequadamente por comnceltos orlundos da mecanca
estatistica de Boltzmann-Gibbs. Sistemas como esses foram descritos com sucesso dentro
do escopo da tecinica cstatistica ndo-extensiva. A finalidade deste Capitulo € mostrar

mumericamente {com um modelo dinamico simples: a familia dos mapas logisticos) que
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os concettos basicos da dindmica tals como a sensibilidade as condices niciais e a re-
laxagio ao cquilibrio encontram-se fortemente ligados, obtendo-se assim uma nova conexao
analitica de escala.

O fundamento da mecanica estatistica ndo-extensiva enconira-se no postuladoe da en-
tropia nao-extensiva Eq. (2.8}, 15], onde o Indice entropico g cavacteriza as estatisticas com
s quais se trabalbar com ¢ = 1 recupera-se a expressio usual de BG, 5 = — Z:Ll o Inp
Nés podenos interpretar g como um indice que acentna uma tendéncia: ¢ < 1 privilegia
eventos raros, enquanto que g > 1 privilegia eventos ordindrios: p < 1 elevado a uma
poténcia ¢ < 1 gera um valor maior que p, ¢ 0 aumento relativo p¢/p = p? ' € uma fungao
decrescente de p, isto é, valores de p mais proximos de zero (eventos raros) sio beneficiados.
Correspondententente, para g > 1, os valores de p préximos de um (eventos ordinarios) sio
os rivilegiados. A estatistica de BG {g = 1) ndo tem preferéncias. Consequentemente o
formalismo de BG gera distribuicdes exponenciais no equilibrio. No entanto, a estatistica
nio-extensiva fornece distribuicdes do tipo lei de poténcia. Muitos trabalhos desenvolvidos
a regpeito deste formalismo estio dispouniveis na literatura |24. 26,. mas hd ainda pontos
inmportantes que merecem atengdo especial. Um deles € o concerncnte aos resultados re-
centemente obtidos para o fendmeno da turbuléncia completanicnte desenvolvida. Uma
concordancia entre consideracdes tedricas e dados experimentais fol conseguido atraves
de duas aproximacdes. ambas baseadas na mecdnica estatistica NAD-eXEENSIVA, 1S, Ui
delas com g > 1 [6] ¢ a outra com g < 1 [29]. Um cendrio similar (que usa ambos ¢ < 1
e ¢ > 1) é encontracdo também na descricio de sistemnas dinamicos de baixa dimensao,
particularmente nos mapas z-logisticos no limiar do caos |4, 7, 9. 39, 40]. Asstii. nossa
contribuicio consiste em esclarecer a naturcza dual do indice entrépico. 1nvestigando a
familia dos mapas logisticos, para o caos forte ¢ o limiar do caos. mostrando uma conexao

procurada ha tempos, entre as aproximagoes baseadas na sensibilidade e relaxacao.
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3.2 Mapas z-logisticos e a nao-extensividade
no limiar do caos

Considere a equacao iterativa z-logistica 257 = 1 —a|e” (-1 < 2, <1, 0 < a <
2,21t =0,1,2..) onde para = = 2 recupcra-se o mapa logistico padrao. Usamos
wna particio do espaco de fase em W janelas de igual medida, sendo p; a probabilidade
associada a janela ¢ Diversos trabathos [9. 10, 11, 33, 40] mosiraram que a deserigao
adecnada de tals sistemas dindmicos, no limiar do caos, é obtida usando a entropia nao-
extensiva. Eq. {2.8), coin um valor de g dependente de .

Priwneiraniente lembremos a aproximacio haseada na sensibilidade as condigoes micl-
ais. a qual determina um ggen < 1 (0 sub-indice “sen” refere-se a palavra sensibilidade].
Até agora foram desenvolvidos trés métodos diferentes que fornecem o valor especial de
dsen (identificado as vezes como ¢*). O primeiro método [9] é baseado na sensibilidade
s condicdes nicials. No limiar do caos {a = a.(z)), o expoente de Lyapunov A ¢ nulo
poréi o sistema ¢ fracamente sensivel (caos fraca), isto €, a separagio do linmite superior
enire duas trajetdrias muito proximas (1) = limazoi—o %i:—ff) evoliem com o tempo [4]
secundo uma el de poténcia

1

E(ﬂ = [1 —+ (1 - qgen)/\q.u;u t] T-inen (/\q_..,."_ > U)~ l3“

que ¢ solugao da equagao diferencial nao linear f = Mg S0 {esta equagdo recupery,
para ¢ = 1, a sensibilidade as condigoes iniciais usual, conhbecida como caos torte). O
segundo método ¢ baseado na descrigio geométrica do atrator multifractal [10, 11]. O
valor de een ¢ determinado por meio da Eq. (2.6) onde iy € Gy 880 08 valores dos
pontog finals da fungfo multifractal f{o). Esta bela equagao relaciona a dindmica (Jado
exquerdo) com a geometria (lado direito). Em outras palavras, conhecida a geometria
do atrator, é possivel determinar o valor relevante do indice entiropico Geen. ASSINL, para
z = 2, este procediniento origina ¢uen, = 0.2445.

O terceiro método esta relacionado com a generalizagdo do teorema de Pesin, o nesmo

que foi proposto nes trabalhos 133, 40, Em uma das W janelas uas quals o espaco de
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[ase foi dividido. coloca-se N pontos (N > W) distribuidos uniformemente ou aleatori-
amente. Entio analisamos as ocupagoes {N;(1}} de todas as janelas (Z:H:L Ni(t) - N,
o que consegiientemente resulta emt wm conjunto de probabilidades p;(t) = N;(t)/N, as
quais. por sua vez, permitem o caleulo da entropia Sg(t) de acordo com a Eq. (2.8}, A
seeuir pode-se definir a versiio ndo-extensiva da entropia de Kolmogorov-Smai, a saber.
Ky =0 1y e linly oo iMoo Sy(E)/1. O valor especial ¢ = gyens ¢ aguele para o qual a
producio da entropia é finita (se ¢ < Quen, Kq — 0C. € 5¢ ¢ 2 Gsen. K, —0). E notédvel
que todos os trés métodos déent um mesmo valor para Gsen (Gsen = 0.2445 . para = = 2.
Analisemos agora a aproximagio bascada na relaxagao, para encontrar o indice entrépico
relevanie. que foi desenvolvida em [39]. Neste caso se comega com um cuseinble de
condicoes niciais uniformemente distribuidos em todo o espago de fages ¢ nao com a
andlise em uma das W janelas somente. e luvestiga-se a taxa de convergéncia no afrator
andtifractal no limiar do caos. Em ¢ = 0 todas as W janelas estio ocupadas, portanto
a entropia no tempo inicial ¢ méxima e dada por S,(0) = ‘—V;—%L gue temr Como Caso
particular, S1{0) = In W  Enquanto { anmenta, observa-se a reducio no volume ocupado

pelos pontes, W{t), reducdo esta tanto maior quando maior o sistema, on seja Malores

valores do W e A A evolugio temporal de W(t) é dada pela equagio |39]

1

W (t) = W(0) 7 + (1= Grot) K, 2700 (3.2)

A curva W(#) versus tempo (em escala log-log) tende a wm comportamento linear. cuja
nelinaciao permite obter o valor de gqp

Quando aplicado a regido do caos forte (por exemplo, = = 2, a = 2}, todos os métodos
dA0 (een = Gret = 1, de acordo com 0s conceitos de BG usuais, validos para sistemas
fortentente cadticos. consistentemente com a hipétese do “caos molecular” de Boltzmanu
[41]. Quando aplicado ao limar do caos ac(z) dos mapas s-logisticos, ¢ obtido [39] ¢rufoc)

(quer{o0) = 2.4... para r = 2).Como estao relacionados Geen € Gred?
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3.3 A sensibilidade e a relaxacao dos mapas logisticos.

Nesta seciio pretendemos encontrar uma relagio (se ela existe) entre g, € gre para o%
mapas s-logisticos. Assim, procedemos com a distribugdo uniforme de /N poutos dentro
de uma janela especifica escolhida segundo o seguinte procedimento: calcula-se S, (t)
para i valor fixo de W, e verificamos que S, (f) atinge assintoticamente ao 5, ()
(S,

(o<} > 0 awmenta de acordo com uma lel de poténcia com W), S, (t) alcanga seu

L Mt

valor para ¢ —— oo precedido por um midximo gue pode ser niuito pronunciado. A janela
inicial é escolhida como aquela que apresenta o pico mais elevado. Se nos consideranios
o caso fortemente caotico (@ = 2, Guen = 1}, S1{t) se cleva ligeivamente para saturar
rapidamente como é ilustrado no grafico inserido da fignra 3.1. Entretanto, no lbuiar
do caos, S, (t) apresenta um pico muito clevado, ¢ aproxima-sc lentamente a seu valor
final S, (o0) (ver a figura 3.1}. Em scguida, calculamos para toeos os tempos apos do
pico. AS, (1) = 'S, (t) = S,... (oc). Assim, encontra-se um decaimento que € ditado
por uma lei de poléncia enja lneliuagio, em escalas logaritnncas. depende de W, Esta
inclinacio ¢ identificada com 1/(ga(W) — 1) {como um método alteruativo para obter
Gret). No limite W — oo, observa-se que g.(oc) coincide precisamente, para todos os
valores de z. com o valor encontrado cm [39] (seus valores correspondem a unia partigao
infinitamente pequena W — oc).

A regiao na qual AS,, (¢) segue uma lei de poténcia cresce com W {veja a Fig. 3.21.
A fim de identificar melhor esta regiao, consideraimnos soniente acueles intervalos do tempo
cujos coeficientes de correlagio sdo maiores que 0.99. Para aumentar a precisio de gre{ W,
calculamos a média de varios possivels intervalos, mais precisamernte, modificando tempos
imiciais ¢ finais como é mostrade na figura 3.2, Além disso, para minimizar ainda mais
o ofeito das oscilagoes de S, (£) no himiar do caos ¢ ao mesimno tempo identificar melhor
o amator (a distribnigdo invariante) nés introduzimos wua melhoria numeérica na regra
de iteragio que nio afeta a dinamica asintética do mapa (veia a Fig. 3.3): calcula-se
a média da distribuicao de x; com aquela correspondente ao w,.1 (08 valores atuais e

v devenn ser preservados ao calcular a média). Este procedimento reduz fortemente as

flutnacoes na distribuicio dos pontos em ¢ — 00 nos permite identificar o atrator associado
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com o mapa {refere-se ao atrator no espago das distribuigdes e ndo no espago de fase}.
A exccugdo destes beneficios numéricos no computador exige uma memoria adicional e
amtnento do tempo do processador central. As oscilagbes, que ainda permanecent, $ao
conusideraveluiente menores, e podem ser reduzidas ainda mais estendendo este método,
levando em conta mats de wm passo temporal prévio. Euntretanto. para a precisao que
st procura neste trabalho. é claramente suficiente calcular a média das distribuigdes com
Xy ey,

Nota-se que este procedimento é justamente um trugue para minimizar as futuagoes.
Se o procedimento vaoc for adotado, os resultados scriam o0s mesmos mas conl menor
precisdo. Depois que todas estas melhorias numéricas foram exccutadas. encontramos
uia ler uotdvel, a saber

Grer(00) = grer( V) ox Tl (3.3)

(veja a Fig. 3.4). Esta equagdo é de algum modo parecida com as expressoes (ue aparecen
ent escalas de tamanho finito [42]. Esta lei é notdvel pelo fato de relacionar duas pro-
priedades dindmicas basicas dos sistemas dissipativos. & saber. a relaxacao ao equilibrioe a
seusibilidade as condicdes iniciais. Além disso, a partigdo {1/W para os mapas z-logisticos)
¢ envolvida acentuadamente da mesma maneira como acontece com os valores de ¢ (aqui
denotados por g.) que aparecem na aproximagao de Beck [6] para a turbuléncia forte-
mente desenvolvida. onde os indices entropicos dependem da distancia entre dois pontos
e que as velocidades de fluxo sao medidas. OQutros fendmenos oude pode acontecer wima
relacdo de cscala similar s3o a distribuigio dos momentos transversais dos jatos hadronicos

produzidos em experiencias de aniquilagio elétron-pésitron [37]. e a dindmica do ponto de

sela do sisterna de Henon-Heiles [43]. Nota-se também que a relagiio de escala, Eq. {3.3).

tem uma sensibilidade moderada ao valor usado para gy, {veja o detallie no grafico n-
serido na Fig. 3.4). E importante enfatizarmos que a Eq. (3.3) reflete que os limites Iy .o
limyy s (relevante para geen: veja, por exemplo [33]) e Hmuw oo Lm0 (relevante para
(ret, COMO € cxibido aqui) ndo comutam em geral (ou seja, em geral Guen 7 Grer, eNGUANLO

que no caos forte geen = gre = 1). Este resultado ¢ similar aos limites t — x ¢ M —

que ndo comutam no caso das interagoes de longo alcance para sistemas Hamiltonianos
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Figura 3.1: Evolucio temporal da entropia Sg,, . para o mapa logistico z = 2. No liruiar do caos
a. = 1.401155189, com geen = 0.2445 (o pico mais alto obtido para Sy 2445, com um W dado}. A
figura inserida: mostra o comporlamento da entropia na regido cadtica {a = 2}, COM Ggen = L.
Observe que neste caso. 0 equilibrio & alcancado para valores de # muito menores, quando
comparados com os tempos com e = a.. refletindo o fato que a relaxagio ¢ exponeincialmente
mals rapida, no entanto que, no segundo caso é uma relaxagio do tipo lei de poténcia.
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de M corpos [T, para os quais os cocficientes nulos de Lyapunov foram ja detectados [16

(nota-se que estes limites comutam no caso das interagdes de curto alcance).

3.4 Conclusoes

O cendrio que surge ¢ tal que o eguilibrio térmico de todos os sistenias Hamiltonianos {cuja
dindmica ¢ ditada por particulas que nio interagem ou simplesmente com interagoes de
curto alcaice, ¢ descrita pela mecanica estatistica de Boltzmann-Gibbs e a termodinamica
usual) aplica-se conjuntantente com a relaxacao exponencial ao equilibrio. Mas para sis-
temas com dindmica complexa (complexo no sentido previamente descrito), ndo podemos
saber a priori como acontecera a relaxagac ao estado estacionario. Dutretanto, para uma
vasta classe daqueles sistemas, acontece uma relaxagao do tipo Ie) cde poténcia. Para de-
torminar o exponente associado, devemos analisar ao menos uma vez a dinamica daguela
Classe de universalidade nao-extensiva. de tal maneira que nos permita conhecer os cor-
respondentes valores de g. Para os mapas s-logisticos. a Eq. (3.3) permite a conexao entre
acqueles valores de g. Finalmente, apresentamos a tabela 3.1 que reswune os valores obtidos

para os indices entropicos da sensibilidade e a relaxagao.

Tabela 3.1: indices entrépicos da sensibilidade ¢ da rclaxagio

z ! a, Gsen | Gret (Eq. (3.3)) | grer (vide [39])_J

150 | 1.29550... | —0.15+0.01 | 2.04+£0.02 2.05+001

“175 | 1.35306.. | 011=0.01 2.24 = 0.02 2.25 £ 0.015_|
7500 | 1.40115.. | 024+001 | 2414002 2.41 + 0.02

T 250 T 147055 | 039=0.02 @ 273+0.03 270 £002

7300 | 152187, | 0.47+0.02 504+ 003 | 294+002 |

7500 | 1.64553... | 0.6140.02 3.51+003 | 353003 |
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Figura 3.2: Relaxagao de ASq,., (1) = Sg.... (£) — Sg,., (oc} para z = 2 no limiar do caos. para
valoves tipicos de W. Para cada W, mostra-se o intervalo dos tempos inicial ¢ final sobre as
quais fazemos as médias para determinar as inclinagbes e escalas logaritniicas.



Capitulo 4. Dindmica de relaxagio nos mapas z-logisticos 30

=1 401155189 ® o}
® O
O
i O
* o |
® O
® O
O |
® 5
®*.0q=005
® O
o © |
| : O
! {) L RO IO ] . : —— .O
i 0 10 20 30 40 50 @0
! 1@
' ' 1o
500 ' 3% g=102445 _
L 1®) PR W
80 s -o®®¥ !
| 88 )r',*@@qu
| 588 ,@O.{. O g= 0.5
00" ee®®®* seesee
OLQQQQQQQﬁg astsse @ggp@@@@@@@@@o@@@ o
20 30 40

l

Figura 3.3: Evolugao temporal da entropia S; para o mapa logistico = = 2 1o limiar do caos
a. = 1.401155189. .. As curvas foram obtidas com a “melhoria” numérica na regra de iteragao
gque nao afeta a dindmica do mapa. (S3(¢) ¢ o resultado da média de 796 ¢ 139 realizagoes
com W — 32000 {pontos vacios) e W = $4000 (pontos chelos) respectivaimente. N = 10 x 1.
() crescimento luear da entropia € obtido para ggen = 0.2445. Na figura mserida niostramos o
caso g = L
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Figura 3.4: W-dependéncia do indice entrépico g,e; de relaxagiio para valores tipicos de 2. Os
valores limites W — oc extrapolados (linhas pontilhadas) coinciden com os valores (circulos
preechidos) reportados em [39]. A abscisa fol definida como (W/1000)~ %+ (e ndo W~ %)
para visnalizar melhor os resultados. Os valores de - = 1.75 e = = 2.5 no sa0 mostrados
por razoes de clareza do grafico (veja a tabela 3.1). A figura inserida mostra o coeficiente de
corvelacio linear R versus ¢ Este procedimiento foi utilizado para verificar os valores dos indices
CUTTOPLEOS (fyen (7] da le1 de escala Eq. (3.3).
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Médias de ensembles e
nao-extensividade no limiar do caos:
Mapas dissipativos

4.1 Introducao

Sistemas dissipativos relativamente simples podem apresentar estrutura matematica rica
(ue se traduz numa diversidade de comportamentos fisicos que sio muitas vezes obscr-
vados e experimentos. Os mapas nao-lineares de haixas dimensoes desempenham um
papel inportante no desenvolvinento da teoria do caos, na fisica ¢ na matemadtica. Estes
mapas exibem varias rotas ao caos ¢ suas classes métricas de universalidade relacionadas
141, Ew particular, os mapas unidimensionais sdo modelos paradigmaticos que serveni
para estudar o aparecimento de comportamentos complexos cm sistemas dindmicos. Nesta
area, foram desenvolvidos intimeros trabalhos cont objetivo de encontrar propriedades do
caos que poderiam dar uma classificagio dos sistemas deterministicos. Em particular.
foram descnvolvidos mdicadores dinAmicos tais como a sensibilidace ds condigoes inicials,
os expoentes de Lvapunov, a entropia de Kolmogorov-Sinat (3, 2]. a entropia topologica e
outros |23

Nio obstante. sabemos hoje da existéncia de sistemas dindmicos naturais e artificiais
para os quais todos os indicadores padrao nio detectam a precenca do caos, mas 0s
resultaclos numéricos mostram um comportamento coniplexo da evolugio temporal destes

sistemas. Este é o caso tipico das manifestagdes nao padrio dos sistemas na fronteira

32
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entre 0 caos forte e as érbitas regulares. Tal comportamento complexo ¢ deterministico
for denominado caos fraco, para distingui-lo do caovs forte, ou seja; do comportamento dos
BIAPAS coll entropila métrica positiva on, equivalentemente, com expoentes de Lyapunov
positivos. No caos fraco os expoentes de Lyapunov e a cntropia métrica sao nulas. Este
fendmeno conduziu is tentativas de generalizar estes indicadores [4].

No presente Capitulo. estudaremos numericamente a sensibilidade as condigoes iniciais
e a cntropla métrica dos thapas =-logisticos e de uma nova classe de imapas unidimensionais
dissipativos, que de agora em diante denominaremos de mapas z-exponenciais. A autoria
destes novos mapas € devido unica e exclusivamente a C. Tsallis, que também propos o
nonie que hoje se emprega: mapas exponencieis. A finalidade de introduzir estes novos
wapas 6 de ter mais uma classe de universalidade e poder testar as propriedades basicas
relacionadas com os indicadores dinamicos acima assinalados. Neste sentido, na iltina
parte do presente Capitulo, analisa-se o mapa bidimensional de Kaplan-Yorke.

B todos calculos que apresentamos acui, fazemos médias de ensembles cobrindo o
espago de fases aleatoriamente. Este procedimento ndo muda em nada o comportamento
dos sitemas no caos forte. mas observa-se nma mudanca substancial no lHmiar do caos.
Estes resultados conduzem-nos 3 confirmagio numeérica, para todos 08 mapas aclma assi-
nalados. da generalizacdo apropriada da identidade de Pesin 31 {ou seja. a coincidencia do
cxpoente positivo de Lyapunov ¢ da entropia de IKS). Esta gencralizagao fol conjecturada
em 1997 [4], e recentemente provada [45]para trajetorias especiais {como foi oportuna-
mente explicada nos Capitulos 1 e 2). Neste Capitulo verifica-se pela primeira vez coni o

procedimento das médias de ensembles.

4.2 Os mapas z-logisticos e z-exponenciais

Primciramnente, considere-se o mapa z-logistico zy4; = 1 —alz,)* onde 1 <t 2z, 0 <a = 2,
~1 < o, < 1.0 Q valor critico a.(z) (limiar do caos) aumenta monotonamente de 1 a 2
quando  auntenta de 1 a infimto. Para z = 2 este mapa ¢ wsomorfo & ap oy x 21 — a4y )
A complexidade do mapa logistico ¢ percebida quando se vara o pardnmietro de controle,

Confornie se aumenta o valor de a, observa-se uma cascata de bifurcagdes de duplicagéo
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0.5

ac =1482802 a = 1.63101...

L4 = 1.7798...;

1 a, = 1401155..
1.35 1.45 155 1.65 1.75 1.85

Figura 4.1: Iteragdes assintoticas do mapa logistico {z = 2). Obscrva-se uma cascata “flip” com
duplicagdes de periodo até a, = 1.401155189.... Além desse valor existem outros valores criticos
do parametro de controle que indicam o limiar do caos. Na figura mostra-se quatro excmplos
daqueles.
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0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Figura 4.2: Iteragbes assintéticas do mapa exponencial z = 0.5 como fung¢ao do parametro .
Observamos uma série de bifurcacdes a medida que o parametro de controle a cresce, as quais se
acummlam em g, = 3.32169594.... Além desse valor existe comportamento cadtico entremeado
por janelas de periodicidade. O mapa é limitado superiormente por a = 5.43; para valores de
a > 5.43 as érbitas genéricas escapam ao infinito.
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de periodo. em que os valores de a, para os guais as bifurcagdes acontecem, formam uma
sequencia que converge para um ponto de acumulacido a, = 1.401155189..., conhecido
como o limmar do caos. Para a > a, o mapa logistico apresenta um comportamento
bastante complexo que inclui regiGes cadticas entremeadas por janelas de periodicidade.
A Fig. 4.1 tlustra de maneira clara a dinamica peculiar que o mapa logistico (z = 2)
apreseuta na regldo a, < a < 2. Além de ¢, = 1.401155189.... sucedem-se regifes cadticas
¢ periddicas (algumas das janelas de periodicidade sdo vistas como regifes mais claras).
Em particular, pode-se constatar a existéncia de outros valores criticos do parametro de
controle malores que a,, que dicam o limiar do caos. Certamente, a dinamica cadtica
nao continua a ser observada para todos os valores a > a.. Existe umerso na regiao
cadtica um numero infinito de valores de a para os quais a dinamica volta a presentar
um movimento periddico estavel de periodo P. Sdo as chamadas janclas de periodicidade
P. Scjam @ = a(P) os valores de a onde se reinicia o movimento periddico (de perfodo
P). quando a ¢ ligeiramente superior a @ existe unia outra série de bifurcagdes a partir de
cada win dos pontos periddicos P. O ponto de acuimulagao a (P) marca o fitn da jancla de
periodicidade P, ou seja, o limiar do caos. Iinediatamente apds a (P} a dinamica torna-se
novamente caética. A largura de cada janela é bastante varidvel, mas, na maior parte
das vezes é extremamente pequena, sendo mesmo bastante dificil a visualizagdo na escala
utilizada na Fig. 4.1. Nesta figura mostramos quatro exemplos de aqueles valores criticos
do parametro de controle.

Os mapas z-logisticos sio de fato representativos da classe de universalidade dos mapas
wnimodais de ordem z: ou seja, dos mapas unidinensionais com um dnico méximo de
ordem = Para caracterizar o grau de achatamento que ndo se pode alcangar quando
- — oo, introduzimos a seguinte familia de novos mapas, inspirada na fungao exponencial

de Caurhy (infinitamente differencidvel em x = 0 nao obstante ndo-analitica):
Ty, = 1 —ae =7 (4.1)

onde (z > 0;a € [0,a"(2)];|ze] < 1). a’(z) depende levemente de z (por exemplo.

a*(0.5) ~ 5.43). Aqui, analisareinos os mapas com valores de z = z, =~ 0.4, sendo que 2,
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é um valor acima do qual os atratores sdo topologicamente isomorfos aos atratores dos
mapas logisticos. De fato, esta afirmacio pode ser verificada se observarinos os diagramas
de bifurca¢do. Os resultados numéricos sio apresentacos na Fig. 4.2 para o caso : = 0.5,
onde as iteragdes x; do mapa (4.1) sdo tracados como pontos no plano (z,a). A figura
mostra o atrator deste mapa como func¢io do parametro de controle a. Observa-se que
para a < a; =~ 2.58..., 0 atrator ¢ ponto fixo estavel. Em a = a) = 2.58... este ponto
fixo perde repentinamente sua estabilidade. Incrementando o valor de o temos que para
a = 2.96.. é criada a orbita de periodo 2 ¢ de comprimento 4. Conforme se aumenta o
valor do pardmetro de controle a, ocorrem sucessivas hifurcagdes, gerando as drbitas de
maior periodo. Assim, observa-se uma cascata de bifurcacdes de duplicagdo de periodo,
ent que os valores de a, para os quais as bifurcacdes acontecem, formam uma sequéncia
que couverge para wn ponto de acumulagao a.. O valor de a, é calculado numericamente.
Assim, temos para o caso z = 0.5, que o valor critico do pardmetro de controle é a, =
3.32169594. ., acima do qual as érbitas caGticas emergem, a excessio de determinadas
“janelas”. isto é, valores do pardmetro a > a, onde o comportamento periédico estavel é
observado outra vez. O mapa exponencial é limitado, para z == 0.5, superiormente por

a == 5.43; para valores de a > 5.43 as Orbitas genéricas escapam ao infinito.

4.3 Sensibilidade as condigoes inicials

Os mapas z-logisticos e diversos outros ja tém sido estudados dentro do cendrio nao-
extensivo. Neste contexto, encontra-se que, no limiar do caos, a entropia usual de BG
nio é apropriada. No lugar desta, a entropia nac-extensiva (2.8) deve ser utilizada. Esta
dltima contém o pardmetro ¢, ou indice entrépico, que deve dar um valor especial Qen
caracteristico no limiar do caos do sistema cousiderado. O mesmo ¢, entra também na
descrigao da sensibilidade as condigbes iniciais.

Até agora, quatro métodos diferentes foram desenvolvidos para fornecer o valor especial
Geen: O primeiro método baseado na sensibilidade as condicdes iniciais |4, 9], o segundo
estd relacionado a analise da taxa de crescimento da entropia (Cap.1, {7, 40]); o terceiro

método, que nds nio consideramos neste trabalho, é baseado na descriio geomeétrica
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do atrator multifractal [10] e o dltimo método estd relacionado com as propriedades de
relaxagdo (Cap.3, [46)).

Como ja fol assinalado achima. analisaremos numericaimente 0s mapas em questao,
fazendo uso dos dois primeiros métodos. Para os mapas z-1ogiticos, 0 ggen{z) € conhecido
pata valores tipicos de = {8, 10]: veja a tabela 4.1 e os circulos preenchidos da Fig. 4.17.
Nosso objetivo principal aqui é estudar o que acontece quando fazemos a média (denotada
por {...}} sobre todo 0 espago de fases (isto é, =1 < x < 1), em vez de usar uma reglao
especial na vizinhanga do ponto z = 0 (que € a posi¢ao do valor maximo do mapa}.

Primeiramente, analisemos o conceito da sensibilidade as condi¢des iniciais. Como
¢ bem conhecido na literatura ([4, 9, 10, 11] e suas referéncias), para sistemas de uma
dinensdo é conveniente introduzir a fungio da sensibilidade §(t) = limaz(g)—o —z‘% onde
Ax(0) é a discrepancia das condigdes inicials no tempo t = 0, ¢ Az(t) sua dependéncia
temporal. Pode-se mostrar que £ satisfaz a equagao diferencial d€/dt = A€, onde A C o
cxpocnte de Lyapunov, assim £(t) = exp(Af). Conseqlientemente, se Ay < 0 (A; > 0),
o sistema é fortemente insensivel (sensivel) &s condigbes iniciais. Por outro lado, se
A = 0 ( como acontece no limiar do caos), entdo espera-se que a fungio £(1) satisfaga a
equacio diferencial d€ /dt = A,£% (que contém um coeficiente Ay, o denominado g-expoente
seneralizado de Lyapunov), daqui a expressdo da g-exponencial Eq. (2.5) foi proposta [4]
como a solucio para esta equagdo. A g-exponencial recupera o caso padrao para ¢ = 1,
enquanto que g # 1 fornece um comportamento do tipo lei de poténcia. Se g < g > 1)
e A, > 0 {A, < 0}, o sistema é fracamente sensivel (imsensivel) ds condigoes Iniclais.

A funcio inversa da fungdo g-exponencial é o g-logaritmo definido como segue:

o
ngz= 22 (4.2)
1 —g¢
naturalmente In, 22 = lnz(Vr). Se x — 1 temos que In,z o< x — 1{Vz ).

Para a sensibilidade, procedemos como segue. Consideramos cm uma posigio inicial
de z, dois pontos muito préximos, com uma distancia inicial de Az{0) = 10712 logo
calcula-se numericamente £(t) a partir de sua definicdo. Fazemos esta operagac muitas
vezes, partindo de valores de 2 escolhidos aleatoriamente no intervalo permitido. Fi-

nalmente calculamos a média do g-logaritmo da fungdo da sensibilidade In, £, extraindo
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assim, a média global (da ordem de 107 condigdes iniciais) do comportamento, fazendo
realizagdes aleatorianmente em todo o espago de fases [—1, 1], em lugar de uma iinica regiio
especial (por exemplo, na vizinhanga do ponto z = 0 que corresponee ao ponto extremo
dos mapas z-logisticos), onde as condi¢des inicials foram espalhadas. Quando estes expe-
rimentos numéricos sio executados para os valores criticos do pardametro de controle a..
o incremento linear de (In, £}{) acontece somente para determinados valores especiais do
indice entropico g e que denotamos como ¢%7,, onde aw indica o procedimento das médias.
No mesmo intervalo, {Ing}(t) é concavo. Este fato é indicado na Fig. 4.4 para 0 mapa
logistico padrdo (2 = 2) com a, = 1.401155189..; visto que na Fig. 4.3 apresenta-se o caso
quando o sistema e fortemente cadtico: a = 2. Neste caso, espera-se que o indice entropico
caracteristico seja ¢2%, = 1 com o expoente de Lyapunov conhecido: Ay = In2 = 0.69....

Dos resultados numéricos, para o mapa logistico padrio (como ilustragdo) no limiar
do caos. emerge o valor especial do fndice entrépico g2, = 0.36 4= 0.01 eni vez do valor
Geen = 0.2445 obtido a partir de wma tnica condigdo inicial em [4, 9, 10]. O valor de g
foi caleulado numericamente observando que o limite superior de £{#) se encontra em uma
linha que ¢ precisamente uma lei de poténcia. Além disso, € sabido que o valor Qeen =
0.2445 pode ser deduzido a partir da constante de Feigenbaum a. Estes resultados foram
confirmaclos recentemente em [45], onde se provou que no limiar do caos o limite superior
de £() temr exatainente a forma (2.5), comm ¢ye, = 0.2445 € Aj 2445 = In a/In2 = 1.3236....
Nas tabelas 4.1 e 4.2 mostramos os valores dos geen(2) € gian {2} com seus respectivos
valores criticos do pardmetro de controle a., obtidos com os dois procedimentos actma
assinalados: com um ensemble de condigdes iniciais e com a média de um grande niimero
de ensenibles, respectivamente. Na tabela 4.2 indicamos além dos valores mencionados,
os resultados das inclinagdes das curvas da sensibilidade com ¢, Estes sao os chamados
g-coeficientes de Lyapunov.

Para 0s mapas z-exponenciais, observainos as mesmas caracteristicas que as dos mapas
=logisticos. mas com diferentes indices entrépicos especiais que dependem de 2. Istes
mapas também apresentam sensibilidade fraca as condigbes 1miciais, ou seja; duas tia-

jetdrias muito préximas no inicio divergem com o tempo segundo a lel de poténcia para
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Figura 4.3: Dependéncia temporal de {ln, £}(t) para o mapa logistico (z = 2) com pardmetro
de controle o == 2, ou seja, o caos forte. Consideramos t1és valorves diferentes de g. As curvas
$i0 os resultados da média sobre 10° rcalizacdes com uma discrepancia Az(0) = 10747 das
condicdes inicials em £ = 0. Na figura inserida mostramos o comportamento linear da fungao da
sensibilidade para ¢ = 1 com diferrentes valorcs da discrepdncia inicial.
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Figura 4.4: Dependéncia temporal de (lng &) para o mapa logistico (= = 2) com parametrs
de controle critico a, = 1.401155189, ou seja, nc limiar do caocs. Consideraos cinco valores
diferentes de ¢ (no grafico inserido da direita mostramos o caso gquando ¢ = 1). As curvas
sio os resultados da média sobre 107 realizacdes com uma discrepancia Az(0) = 107 das
condicdes iniciais em # = 0. No grifico inserido da esquerda, ilustramos a curva da sensibilidade
com ¢%, = 0.36, para diferentes valores da discrepancia inicial, mostrando a tendéncia do

cornportamento linear de {lng 3¢ £)(t).
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Tabela 4.1; Mapas z-Logisticos: um ensemble na vizinhanca de x = 0

H E e Geenl £g. {2.5)) |

110 | 1.1249885.. | —2.34£002 |
1.25 | 1.2095137.. —0.78 £0.01
1.50 | 1.2955099.. —0.15+ 0.01
- 1.75 | 1.3550607. 0.11+0.01
1200 | 1.401155189... 0.24 +0.01

. 2.50 1.4705500. .. 0.39+0.01
1300 | 15218787.. | 0.47+001
775,00 | 1.6455339.. | 0.61+0.01

Tabela 4.2: Mapas z-Logisticos: Média de ensembles no intervalo [—1, 1!

[Tz ] ac G (Eq 250 [ g |

’ 110 ] 11249885.. | 043%001 | 0.02+0.01
125 | 1.2095137.. | 0.42+001 | 018+001
150 | 1.2055099.. | 040%0.01 | 0.22+0.01
175 T 1.3550607... 0.37£0.00 [ 0.26+0.01
]72.00 | 1.401155189... | 0.36:0.01 o,zwwij
| 2,50 | 1.4705500... 0.34 £0.01 | 0.28 4 0.01

! lI 3.00 l 1.5218787 . 0.32 + 0.01 ! 0.29+0.02

T 5.00 | 1.6455330.. | 0.28%00L | 0.30%0.02 |

valores criticos do pardmetroe de controle que indicam o limiar do caos. Nas Figs. 4.8 ¢ 4.9
mostramos os resultados numéricos para o caso z = 0.5, como ilustragio, com valores do
parametro de controle ¢ = 4 e a, = 3.32169594.... para o caos forte (g5, = 1) e no himiar
do cacs (¢ = 0.35 & 0.01) respectivamente. A tabela 4.3 resume os valores encontrados
na simulacao para diferentes valores de z do mapa exponencial: os indices entrépicos rel-
evantes ¢ . os coeficentes A%, da inclinagio da parte linear de (g £}(t) e os respectivos

SCTY

paramcetros criticos de controle a,.
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Figura 4.5: Dependéncia temporal de {Ing§) para o mapa logistico (z = 2) com parametro
de coutrole critico a. = 1.4828024..., ou seja, no limiar do caos. Consideramos trés valores
diferentes de g. As curvas sdo os resultados da média sobre 107 realizagbes com uma discrepancia
Az{0) = 107" (simbolos preenchidos) e Az(0) = 1072 (simbolos vazios} das eondiqOes inicials
emt =0
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Figura 4.6: Depéndencia temporal de (Ing £} para o mapa logistico (z = 2} com a, = 1.631013....
Consideramos cinco valores diferentes de g, As curvas sio os resultacdos da média sobre 10°
realizacdes com uma discrepancia Az(0) = 101 (simbolos preenchidos) ¢ Az{0} = 1012
(simbolos vazios} das condicdes inicials em £ = ().
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Figura 4.7: Dependéncia temporal de iIn; £} para o mapa logistico (z = 2) com pardmetro
de controle critico a, = 1.7798164..., ou seja, no limiar do caos. Consideramos trés valoves
diferentes dé g. As curvas sdo os resultados da média sobre 109 realizaghes com uma discrepancia
Az(0) = 10 ™ (simbolos preenchidos) e Az(0) = 10712 (simbolos vazios) das condigdes iniciais
em t =10
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Figura 4.8: Dependéncia temporal de (Ing £) para o mapa exponencial (z = 0.5) com parametro

de controle a = 4. ou seja, caos forte. Consideramos trés valores diferentes de ¢. As curvas séo
oy resultados da média sobhre 10° realizagdes com uma discrepancia Ax{0) = 10712 das condigoes
iniciais em ¢ = 0. Na figura inserida mostramos o comportamento de {Ing £}{(¢) para ¢ = 1 com
diferentes valores da discrepéncia inicial,
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Figura 4.9: Dependéncia temporal de {In, €) para o mapa exponencial (z = 0.5) com parametro
de controle critico a. = 3.32169594... ou seja, no limiar do caos. Consideramos cuatro valores
diferentes de g, 0 caso ¢ = 1 mostra-se em uma das figuras inseridas. As curvas sdo os resultados
da média sobre 107 realizacdes com uma discrepancia Az(0) = 107'? das condigdes iniciais em
t = 0. Na outra figura inserida ilustramos o comportamento de (Ing £}(7) para ¢gs, = 0.35 com
difcrentes valores da discrepéncia inicial.
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Tabela 4.3: Mapas z-Exponenciais: Média de ensembles no intervalo (—1,1'

BE G | GonlEg. (2.5)) | )\qf:;'“ f_
040 3.059962990... 040+001 | 0.25+0.01
0.50 | 3.32169594. . 0.35 + 0.01 0.27 £ 0.01
0.75 3.68229.. | 0.30£001 0.26 + 0.02
1.00 3.907050... 0.25+0.01 | 0.32+0.02
] 125 | 4.07088307.. 0.20 £ 0.01 0.39 + 0.02
T 150 T 4198202 015+ 001 | 043002 |

4.4 A generalizacao da entropia de Kolmogorov-Sinai
e da identidade de Pesin

No limiar do caos o expoente de Lyvapunov A; ¢ nulo, e a sensibilidade as condigoes micials
£{t]. para um tempo longo de iteracdo t, nio ¢ mais do tipo exponencial. Em seu lugar
ela exibe um comportamento segundo uma lel de poténcia. Além disso, também foram
introduzidas [4] as generalizagdes para a entropia de Kolmogorov-Sinai (KS) K¢, e paraa
identidade de Pesin Ay, = K,...., Ag.. > 0 (as expressoes padrao sdo recuperadas quando
g — 1). Para sistemas dindmicos que apresentam caos, a entropia KS pode ser definida
conto o mcremento por unidade de tempo da entropia padrio de BG 5 = — EEI P inps.
Além disso, é bem conhecido que a entropia KS esta relacionada profundamente aos
expoentes de Lyapunov desde que a igualdade de Pesin [3] postule que, Ky = A; se Ay > 0
e I, = 0 para outras variantes { [y é igual & soma de todos os expoentes positivos de
Lyapunov se a dimensdo do sistema for mator que um).

A entropia KS pode ser definida em termos de uma vnica trajetoria [23], usando a
representacio simhélica das regides do espago de fases previamente dividido. Entretanto.
parece que, e quase todos os casos, esta defini¢do pode ser substitulda equivalentemente
por uma baseada em umi enseinble de condigdes iniciais. Esta é a versdo que nos usamos
nesta tese conformme disrutimos nos Capitulos 2 e 3.

Os casos marginais, isto &, aqueles cujo A; = 0, incluem bifurcagdes de periodo duplo ¢
tangenciais assiin como o limiar do caos. Para estes casos, as versoes gencralizadas £,

da entropia KS foram introduzidas [4] como a taxa de incremento da propria entropia
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ndo-extensiva Eq. (2.8). A entropia nio-extensiva permite uma generalizagdo da mecanica
P 4 . ~ W . .
estatistica BG 5] e recupera a entropia padrdo BG 5; = — > iy pilnp; no limite g — 1.

Assini, para a versio generalizada da entropia KS, postula-se {4]a Eq. (2.9). onde ¢ sao os
passos temporais, W é o niimero de regides em que foi dividido o espago de fases e N € 0
numero de pontos (isto é, condigdes iniciais) que estdo evoluindo com o tempo.

A analise da taxa de crescimento da entropia fornece outra maneira de caracterizar o
indice entrépico especial ggen no limiar do caos. O procedimento numérico que nog 1sanmos
para calcular ¢,., fol mtroduzido pela primeira vez em [17] para sistemas conservativos e
usado entio por Latora e co-autores [33i para o mapa logistico.

Primeiramente, fazemos uma divisio do intervalo {—1,1] em W janelas iguals para
os mapas (4.2) e (4.1). Colocamos (aleatoriamente ow ndo) no interior de uma das W
janelas um ntmero grande N de condi¢des inicials de « para 0s mapas, aqui ronsider-
ados, com um valor fixo do pardmetro de controle a. Enquanto t evolui, estes N pon-
tos espalham-se tipicamente dentro do intervalo "—1, 1], obtendo-se assim um conjunto
{N;(£)} com Zr"l N,{(t) = N, ¥t, que consegilentemente fornece um conjunto de prebabi-
lidades {p,{t) = N;(t)/N}. Logo, cscolhemos um valor para g e calculamos S,{t) usando
Eq. (2.8). Em segnida fazemos uma média {S;)(#) sobre muitas janelas iniciais escolhi-
das aleatoriamente em todo o espago de fases para finalmente calcular numericaimente
NIy 5 o NI Cae 1Moo ﬁ-ﬁ,ﬂ

Vale enfatizar que este tipo de média. por um lado, ¢ justamente uma maneira de
imitar o procedimento de Gibbs, de ensembles termoestatisticos, mas por outro lado é
uin método natural de minimizar as considerdveis flntuagdes que aparecem no limiar do
caos, ou seja, quando o parametro de coutrole toma os valores criticos ¢ = a.. Assiri, no
limiar do caos aquelas flutuagdes dificultam a caracterizagio do indice entrépico especial
para a qual {S,)(t) tem um crescimento linear.

Sendo assim, calculamos a média de {5, () sobre um grande uinero de janelas inicias
em Ingar de somente as janelas “eficientes” usadas no Capitulo 2 ¢ em (33, 407 A saber,

neste Capitulo e daqui em diante, usaremos um grande nimero de janelas, tipleamoente

W /2, escolhidas alcatoriamente. As flutuacoes que ainda existem sdo consideravelmente
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menores. Antes de prosegnir é oportuno assiualar-se que. o procedimento desenvolvido
em [33, 40] e no Capitulo 2, que implementa uma média “eficiente” sobre as condigoes
intciais. ndo permite obter o valor do coeficiente de proporcionalidade entre S, e 0
tempo 7. jé que cste muda o que nio permite levar em conta numericamente Kq il
Neste sentido, o procedimento implementado neste Capitulo, é consistente com a andlise
da sensibilidade as condicdes iniciais, a saber, os valores dos ¢2% {z) obtidos com os dois
métodos coincidern, além disso, surpreendentemente o0s valores de Kyuy eAges tambeém
coincidem. Assim, pela primeira vez, com o método da média de ensembles, corrobora-se
aidentidede generalizada de Pesin, a saber Ky = Ape . Estes resultados surpreendentes
encontrani-se resumnidos nas Figs. 4.18-4.21.

Certamente verificamos, para os mapas :-logisticos ¢ z-cxponenciais, wm resultado
muito interesante [33], a saber, K. é finito somente para ¢ = gy, (2). diverge para

(it

g < ¢® (z) e anula-se para ¢ > ¢

ay _,)
FenaT S0

De fato, para N e W cada vez maiores (e que sempre satisfazem a condigdo N >> W),
observamos, em todos os casos, gue um incremento linear de (S, com o tempo emerge
sonente para um valor especial de ¢ a saber ¢ = ¢ (2). Definimos a inclinag&o cotrespon-
dente como a entropia generalizada K. de KS. Os resultados numeéricos obtidos neste
Capitulo. para os dois regimes: caos forte e ¢ limiar do caos; para o mapa logistico (z = 2)
e para 0 mapa exponencial (z = 0.5}, como ilustragdo, sao mostradas nas Figs. 4.10, 4.11,
415 e 4.16. No regime cadtico, ¢ = 2 para o mapa logistico padrdo (@ = 4 para o
mapa exponencial com z = 0.5), a entropia BG (g2, = 1), exibe un crescimento linear
com o tempo auntes de atingir a saturagio devido ao valor finito do mimero de partigoes
W A inclinagdo da parte linear da entropia, ou seja a taxa de produgaoc da eutropia, €
mumericamente ignal a Ky = 0.69 + 0.01 (K; = 0.38 £ 0.02). que cotncide com o valor
ohtido previamente, através da sensibilidade as condigdes iniciais (expoente de Lyapunoy
A = 0.69 £ 0.01 para o mapa logistico e A} = 0.38 = 0.01 para o mapa exponencial
z == (.5). Assim corrobora-se a ja conhecida identidade de Pesin para o caos forte no caso
do mapa logistico padrio {a = 2) e pela primera vez para caso do rmapa exponencial com

Juey [}5 (\(J. = ‘-1}
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Na Fig. 4.11 {Fig. 4.16) consideramos o caso do limiar do caos para o mapa logistico
padrio, ¢, = 1.401155189... (e a, = 3.32169594... para o mapa exponencial com z = 0.5).
onde ilustramos a curva (S,)(t) para diferentes valores de g: a curva ¢ obtida, tipicamente,
depois de 5 x 107 realizacdes implementadas aleatoriamente. Consistentemente com o valor
de ¢ extraido do método da sensibilidade as condicdes iniciais (veja as Figs. 4.4 e 4.9},
os resultados para o mapa logistico padrao {para o mapa exponencial com z = 0.3) sao
tais que o crescimento da curva entropica {S,}(¢) é linear quando ¢ = 4§y, = 0.36 £ 0.01
(¢ = ¢°, = 0.35+£0.01), desaparece para todo ¢ > 0.36 (g > 0.35) e diverge para qualquer
q < 0.36 g < 0.35).

A fim de fazer estes resultados mais convincentes {veja o grafico inserido na Fig. 4.11
para o mapa logistico padrio (z = 2}, como ilustragdo), ajustamos a curva {5,}{t) com
o polindémio S(t) = a + bt + ¢t?, no intervalo [t;,t,]. Entdo, define-se R = c.(t; + t3)/b
como uma medida da importincia do termo nio-linear no ajuste: se 0s poutos estiverem
e uma linha perfeita, £ deveria ser zero. Para o mapa logistico padrao, nos escolhemos
t; = 1 et, = 30 para todos os g, de modo que o fator (£, + £} seja justamente uma
constante de normalizacio. O grafico inserido da Fig. 4.11 mostra o valor de R perto de
zero para ¢ = ¢% = 0.36 + 0.01. Estes resultados ndo sdo sensiveis as mudancas nos
valores de to < 30. Para valores de ¢, > 30, a regido do crescimento linear desaparece
¢ comeca a saturacdo que obviamente esta presente devido ao valor finito de W como
acontece no caos forte a = 2.

Nas tabelas 4.4 e 4.5 sio indicados os valores criticos do paramentro de controle a.(z),
assim como os valores de g2 (=) obtidos através deste método, para os mapas z-logisticos
e z-exponecncials respectivamente. Além disso, na Fig. 4.17 mostramos a diferenca sub-
stancial entre os valores relevantes dos indices entropicos g obtidos com os dois métodos:

de um ensemble e da média de muitos ensentbles.
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Figura 4.10: Dependéncia temporal de {S,) para o mapa logistico (z = 2) com pardmetro de
controle a = 2. Consideramos trés valores diferentes de g. As curvas sao os resultados da média
sobre 4000 realizacbes com W = 10° (simbolos vazios) ¢ W = 3 x 10° {simbolos preenchidos).
Consideramos N = 10 x W condigdes inicials para cada realizagao.
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Figura 4.11: Dependéncia temporal de {S,} para o mapa logistico (z = 2} com pardmetro de
controle critico a. = 1.401155189.... Considera-se cinco valores diferenles de g. As curvas sao o
resultado da 1nédia sobre 50000 realizacdes com N = 10° e W = 10°. A figura inserida mostra
o grafico do coeficiente de nio-linearidade R versus g. Observe-se que os sinais de  em ambos
lados de g o 0.36 sdao consistentes com as curvaturas de {Sg)(t) ma regido compreendlida no
intervalo [y, £3].
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Figura 4.12: Dependéncia temporal de {S,) para o mapa logistico {z = 2) com parametro de
controle critico a, = 1.4828024.... Consideramos cinco valores diferentes de ¢. As curvas sao os
resultados da média sobre 5 x 10* realizacdes com W = 10% e N = 10 x W.
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Fignra 4.13: Depéndencia temporal de (S;) para o mapa logistico (z = 2) com e, = 1.631018....
Consideramos trés valores diferentes de ¢ com W = 3 x 10° {circulos preenchidos), W = 105
(circulos vazios) e N = 10 x W. As curvas sdo os resultados da meédia sobre 5 x 10* realizagoes
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Figura 4.14: Dependéncia temporal de {S;) para o mapa logistico {z = 2) com pardmetro

de controle critico a. = 1.7798164.... Consideramos trés valores difercntes de ¢. As curvas
sdo os resultados da média sobre 5 x 10? realizagdes com W = 10° {simbolos preenchidos) e
W o= 32 x 107 (simbolos vazios). Consideramos N = 10 x W condigbes iniciais para cada

reallzacao.

20
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Figura 4.15: Dependéncia temporal de {S;) para 0 mapa exponencial {z = 0.5) com parametro

de controle @ = 4, ou seja, na regidao do caos forte {com expoente de Lyapunov positivo}.
Consideramos trés valores diferentes de g. As curvas sdo os resultados da média sobre 3000
realizacoes com W = 3° (simbolos preenchidos) e W = 10° (simbolos vazios). Considerainos

N =10 x W condic¢oes miciais para cada realizagao.
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Figura 1.16: Dependéncia temporal de {(S;) para o mapa exponencial {z = 0.5} com parametro
de controle critico a, = 3.32169594..., ou seja, no limiar do caos. Consideramos cuatro valores
diferentes de ¢. As curvas sdo os resultados da média sobre 50000 realizacoes, W = 3 x 10°
{sinibolos preenchidos) e W = 10° (simbolos vazios); N = 10 x W condigdes miciais para cada

realizagio.
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Figura 4 17: A dependencia de ¢ versus z 7! para as dos variantes: circulos preenchidos com a
média sobre as janclas “eficientes” (no caso da entropia) e de uma trajetdria especial (no caso
da scnsibilidade as condicdes iniciais); circulos vazios: Médias de ensembles . Os resultados
referentes ao mapa cxponencial, circulos preenchidos, foram obtidos por Ugwr Tirnakli [47]
baseando-se na descrigao geométrica do atrator multifractal.
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Figura 4.18: A identidade de Pesin, para o mapa logistico (2
paranetro de eontrole a, {limiar do caos) indicados na Fig. 4.1 ¢ com a = 2
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Figura 4.19: A identidade de Pesin, para os mapas z-logisticos no limiar do caos: = = 1.10.
=125 z=150e z=1.75.
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Figura 4.20: A identidade de Pesin, para os mapas
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Figura 4.21: A identidade de Pesin, para os mapas z-exponenciais no limiar do caos: z = 0.40,
z:=0350.=z2=075,2=10e 2z = 1.25.
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Tabela 4.4: Mapas z-Logisticos: Média de ensembles no intervalo i—1,1

-

- - = SR
110 | 1.12498.. | 0.43=001 | 0.12+0.02
1.25 | 1.20951.. | 0424001 | 0.18 £0.02 |

| 150 | 1.20550... | 0.40£0.01 | 022 £0.02
175 | 1.35506... : 037001 | 026+ 0.01

C 200 | 1401150 | 036 £001 | 0.27+0.02

T 250 | 1.47055.. | 034+ 0.01 | 0.28 = (.02
©3.00 | 1.52187... | 0.32+£0.01 . 0.29+0.03
5.00 | 1.64553.. | 028 +£0.01 | 0.30+0.03

Tabela 4.5: Mapas z-Exponenciais: Média de ensembles no intervalo [—1. 1

c A ] g, Mgy,
040 | 3.0599G... | 0.40+0.01 | 0.25+0.02
050 | 2.32169.. | 0.35 £0.01 | 0.27 +0.02
0.75 | 3.68229.. | 030001 | 0.29+0.02
| 1.00 | 3.90705... | 0254002 | 032%001 |
125 | 407088... | 0204002 | 0.39-0.03 °
150 | 419820 | 015 £002 | 0.434£0.03 .

4.5 Mapa de Kaplan-Yorke

4.5.1 introducao

64

Esta secio é uma continnagio das precedentes. As mesmas notagbes e defimigdes serdo

usadas coin dbvias generalizagdes. O seguinte exemplo é uma classe dos inapas dissipativos

hidintensionais, conhecidos como mapas de Kaplan-Yorke. Uma caracteristica agraddvel

destes mapas € que tém um significado fisico dircto.  Este fato distingue-os de outros

mapas bidimensionais conhecidos tais como o mapa de Henon. E esta a wotivagio para

myestigar as propriedades destes sistemas dinamicos.

Cousidere uma particula de massa 1 que se move sob a influéncia de wma for¢a pont nal

)

L) = it - nr), (4.3)

=l
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onde 7 ¢ a diferenga do tempo entre impulsos (1és supomos que os impulsos sio equidis-
tautes). n, ¢ aintensidade do impulso no tepo n7. Se o movimento da particula acontece
CH1 UM NMeio viscoso, adicionalmente emerge a forga de fricgdo exercida na particnla. Se

esta forga é proporcional & velocidade da particula f(t)’ a equagan de movimento é
Yty = =5V (t)+ L. (1), (4.9)

ounde v ¢ a viscosidade do liquido. Nds supomos cule existe wmn sistema dinamico 77 cown
tempo diseretor X — X € R¥ e a fungdo f: X — R™ (Y(¢) toma valores em R™), tal
que

T = f{@a1), (4.5)

A solugio Y (1) da equacio (4.4) pode ser apresentada como

Yit) = ey (e [t7]), (4.6)

""""J‘}+l = T:I:n. (4T)
onde [.| considera somente a parte inteira e y, € obtida pela relacdo de iteragdo L~

Tnp1 = IT;rn-

Yn—1 = )\yn + f(-’f") (48J

e A =¢ "7 ¢ um parametro.

Com esta cousideracdo, o sistema dinamico {4.8) com tempo discreto tem uma inter-
pretacio fisica direta: y, = Y(n7) ¢ a velocidade da particula com amortizagdo pontual.
Cousidera-se gue a velocidade inicial yg € fixa. Se além disso fixamos o valor inicial de zg, a
evolucdo temporal da velocidade é determinada para todos os tenipos. Alternativamente,
rp pode ser considerado como uma variavel aleatéria com wma certa distribuigio de pro-
babilidades p(xg). Assim, L,(¢) é por definagdo um processo estocdstico e a Eq. (4.4) ¢
mna equacao diferencial estocdstica [48, 49, 50]. De acordo com o teorema da existéncia
de Nolmogorov [30; para todo processo estocdstico existe um espago de fases X. wn sis-
temna dinamico T, wm mapa f e uma medida de probabilidade g tals que n, = f(T" ay).

Neste sentido a equagdo (4.4) e o sistema dindmico (4.8) sdo equivalentes.
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Figura 4.22: Dependéucia temporal de (In,£) e {S;: para o mapa de Kaplan-Yorke com
pardietro de controle @ = 2, 0 < A < 1. Consideramos trés valores diferentes de g. As curvas
sio os resultados da média sobre: em (A) 10° realizagdes coni uma discrepancia Aw(0) = 10 14
das condicdes iniciais em t = 0; em (B) 600 rcalizagbes com W = 800 < 300 ¢ N = 10 » W
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Figura 4.23: Dependéncia temporal de {In, &) e {Sg}(#) para o mapa de Kaplan-Yorke com
parametro de controle critico a, = 1.401155189... e 0 < A < 1. Consideramos trés valores
diferentes de ¢ As curvas s3o os resultados da média sobre: em (A} 107 realizacbes com uina
discrepaucia Ax{0) = 107" das condigoes inicials em { = 0 ewm (B} 60000 realizacoes com
P =800 « 800 ¢ N =10 x W.
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4.5.2 Nao-ergodicidade e Mixing do tipo lei de poténcia

Fxemplos de mapas que sao ergédicos e que apresentam nixing sio o mapa de tent. o
mapa logistico (para ¢ = 2}, assim como os mapas correspondentes ao tipo de Kaplan-
Yorke com |A] < 1. Excuplos concretos para o caso particular & = m = 1, ja tém sido
estuclados por diversos autores. Os primeiros foram Kaplan ¢ Yorke [51]. Os mapas de
Kaplan-Yorke sdo obtidos para uma escolha especial T =1 — 222, f{x) = 2.

Para os mapas (4.8) foram demonstrados os segnintes trés teoremas 52] 0 T) Se o co-
portanento ac longo do tempo (o suficentemente grande) da forga poutual for periddica,
1sto ¢ se T possuir uma Orbita periddica atrativa de comprimento L, a velocidade da
particula torna-se também periddica com perfodo L. I} Se a forca pontual ¢ue atua
soly a particula é ergédica, a velocidade da particula também é ergodica. HI) Se a forga
pontual exibe um comportamento do tipo “mixing”, a velocidade da particula também é
da mesia natureza,

Em consequéncia do teorema I, o sistema de duas dimensdes (4.8) mnostra bifurcagoes
sub-harmonicas para os mesmos valores do pardnictro a que o sistema T independen-
temente de A Assim. para ambos sistemas, o ponto de acumulagdo das bifurcacoes e
a constante de Feigenbaum § s&o os mesmos. Obviamente os parametros a ¢ A cstam
desacoplados. Assim, podemos afirmar que o valor critico do parametro a, gue indica o
liniar do caos. é o mesmo que do mapa logistico, a saber ¢ = a, = 1.401155189.. .

Neste ponto, nés queremos demonstrar numericamente, para o mapa cnl questao.
que a ergodicidade e o mixing expoencial é obtido para valores eapecificos do parametro

£ ., em particular para @ = 2. No entanto, para o limiar do caos, ¢ = a.. a perda da
crgodicidade e a aparigiio do mixing do tipo lel de poténcia é inevitdvel. Esta afirmagédo
¢ corroborada nunlericamente através do método da sensibilidade as condigoes inars e
da entropia métrica KS. Os resultados numéricos sio mostrados nas Figs. 4.22 ¢ 4.23. O
procedimento desenvolvido é o mesmo que foi utilizado neste Capitulo para os tmapas de
unta dimensio.

As Figs. 4.22 ¢ 4.23 apresentam a dependéncia temporal da sensibilidade ¢In, £t e da

entropia (S5 1o caso do caos forte (¢ = 2) e no limiar do caos {(a. = 1.401155189...)
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respectivamente. Em ambos casos, observe-se a similaridade entre 0 mapa logfstico e o

mapa de Kaplan-Yorke.

4.6 Conclusoes

Os resultados deste Capitulo sdo: (i) Introduzimos uma nova classe de universalidade
para mapas dissipativos unimodals de uma dimensio, equacio (4.1), que corresponde
a mua caracterizacao apropriada de mapas extremamente planos (quande 2 — 2¢ na
cquagdo (4.21); (i1) Para esta familia de mapas assim como para os mapas z-logisticos e
o mapa bidimensional de Kaplan-Yorke , nds realizamos médias de ensembles ¢ ld Gibbs
para a sensibilidade ¢ a produgdo da entropia com a finalidade de determinar o fidice
entropico gon,(2), sendo que os valores destes, obtidos baseando-se nos dois métodos, sao os

mesmos: (1ii) Para o caos forte verifica-se que g% (2) = @een{z) = 1 e K% (2} = A% (2) =
Koenlz) = Ageniz): (iv) No lhniar do caos, para todos os mapas analisados, corrobora-se
o teorema de Pesin: K2 = A% Para os mapas z-logisticos e z-exponenciais, verifica-
seoque gt (2} diminui para um achatamento crescente {(ou seja para s crescente, cm
contraste com geen{z)) € que K% (2) = A% {2) < Ren(2) = Agen(2): assim tenios que em

SER sen
geral ¢%, (2) # ¢een(z) como nma consegiiéncia direta do fato de que diferentes condigoes
miciais fornecenn trajetorias fortemente flutnantes que seguent virtnalmente o caminho de
qualquer outra trajetdria. mas, deslocada vérias vezes '45], o que ndo acontece no caos
forte.
Todos estes resultados fazem uma ligagdo evidente cntre o indice entropico g das
entropias ndo-extensivas e da sensibilidade as condigdes iniciais no limiar do caos de tais

mapas dissipativos nao lineares. Esta cone¢do fornece uma receita atil para calcular o

indice entrépico a partir das regras da dindmica do préprio sistena em questao.



Capitulo 5

Sensibilidade anémala as condicoes
Iniciais e producao de entropia em
mapas padrao: Uma versao
nao-extensiva

5.1 Introducao

Lm dos aspectos mportantes da dinamica Hamiltomana cadtica estd relacionado a de-
scrigao das trajetortas irregulares no espago de fases [53, 54, 55, 56|. Esta caracterfstica é
relacionada a instabilidade do sistema e ao crescimento da entropia. Uma situagdo tipica
da dindmica cadtica estd associada aos expoentes de Lyapunov positivos, que corresponde.
atraves da identidade de Pesin, a wina taxa positiva da entropla de Kolmogorov-Sinai (IKS).
Entretanto, muites sistemas fisicos, bioldgicos, econdinicos e outros sistemas complexos
exthbem situagdes mais intrincadas, assocladas ao espaco de fases que revelam estruturas
complexas e dinamica anomala. Em muitos destes casos, os sistemnas mostram uma sen-
sthilidade algébrica as condigdes inicials e o uso do funcional entrépico clissico, Eq. (2.7),
de Boltzumann-Gibbs (BG) para a definicio das quantidades tals como a taxa entrdpica
de K5 ndo fornece informagio. Sob estas condigfes a gencralizagio nio-extensiva 5| da
forma entrépica cldssica, Eq. (2.8), emerge como uma teoria natural para estender estes
coneeitos. Com efeito, no caso dos mapas dissipativos estudados nos capitulos prévios e
OULros. Provou-se numericariente e analiticamente que o formalisno ndo-cxtensivo fornece

uma descricao significativa dos estados criticos onde os expoentes de Lyapunov sdo nulos.

70
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Além disso, nesses casos, com a entropia nio-extensiva é possivel provar uma generalizacio
notavel da identidade de Pesin (o que foi feito no capitulo 4).

Na base destes ressultados, apresentamos wna aproximagao nao-extensiva a descri¢ao
dos comportanentos complexos associados aos sistemas Hamiltonianos que satisfazem as
exigencias do teorema de Kolmogorov-Arnold-Moser (IKAM) [5371. Neste caso. o espago
de fases consiste em misturas complexas dos toros-KAM invariantes e de regides cadticas.
Uia regido cadtica esta em contato com toros-KAM criticos cujos expoentes de Lva-
punov sao nulos, ¢ wma orbita cadtica atravessa aqueles toros repetidamente com nma
distribuicae do tipo lel de poténcia dos tempos em que esta atravessa [58]. Sabe-se gue,
sob estas circunstancias, uma caracteristica genérica importante do caos Hamiltemiano
¢ suna nao-crgodicidade, devido a existéncia de wma medida finita da 4rea das ilhas. O
conjunto de ilhas, qne é fractal, e as tiras finas préximas ao limite das ithas, que sdo
chamadas de carnadas de fronteira [59], desempenham um papel importante na dinamica
do sistema. Além destes processos, ha os efeitos que surgem devido nnicamente ao nlero
de dimensdes do sistema. Estes efeitos sdo associados a difusio de Arnold, que acontece
quando o mimero de grans de liberdade do sistema é maior que dois. Este é um processo
anomaleo devido a superpasicio de estruturas cspeciais contidas no espaco de fases e que
sa6 conliecidas como camadas de ressonancia 60, 61, 621,

Recentemente, tém sido investigado o paradigmatico modelo do mapa padrao {(ue ex-
ibe wna estrutura tipo NAM) dentro do escopo da mecinica estatistica generalizada [63
onde foram detectados comportamentos andémalos da sensibilidade as condigOes iniciais e
da producio de entropia. O objetivo do presente capitulo é caracterizar numericamente,
por melo destes indicadores dindinicos, wmn sistema de dols mapas padria simpleticamente
acoplados. A escolhia do nfuniero de mapas acoplados é devida a que esta é a dimensio
mals baixa possivel de mapas conservativos onde acontece a difusdo de Arnold. Este
efeito permite analisar as conexdes entre a dindmnica nao-linear e a mecanica estatistica
cour uma figica inteiramente nova.

Na Ref. [63] mostrou-se numericarente. para mapas couservativos de baixa dimen-

sionalidade, que a taxa da entropia métrica (KS) coincide com a produgao de entropia
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(por mdade de tempo) da evolugio dindmica de um ensemble estatistico de coplas do
sIstema gue se encontra inicialmente longe do equilibrio. Mais precisamente, cousiderando
unt ensemble de N cdpias do mapa com uma particio do espaco de fases composta de W
(hiperjarcas, em cada etapa da iteracdo t uma distribuicio de probabilidades é definida
por melo do nimero de ocupagio n; de cada drea. p; = n, /N (>, p = 1)), assim tenios

a Bg. (2.9) com g = 1.

Por outro lado, podemos considerar a sensibilidade as condicbes inicials

§(x(0), Ax(0),t) = lim M

llax(0y-.—0 ; [AX(0)]! (5.1}

que ent geral depende da posi¢do inicial x(0) do espago de fases ¢ da direcio no espaco

rangente Ax(0).

Se o sistema é cadtico, a sensibilidade as condigdes iniciais do tipo
exponencial define wimn espectro de d expoentes de Lyapunov {A¥1h,._ 5, acoplados en
pares {onde d € a dimensdo do espago de fases), onde cada clemento do par é o oposto o

outro {estrittura simpletica). Levando em couta a identidade de Pesin Lemos que

> Ay =k, (5.2)

(AR 0
onde. < - > denota a média sobre diferentes condigdes iniciais. Fste tultimo fato, da niédia.
justifica-se J&4 que na practica trabalhia-se sempre com um nimero finito de condigoes
iniciais. E portanto necessario calcular-se A¥) para diferentes condi¢bes iniciais ¢ fazer-se
wna média sobre os valores obtidaos.

Agora, quando o mator coeficiente de Lyapunov é nulo, a relagdo previa ndo fornece
miormacao e nao é util para discriminar o caos fraco do comportamento regular. Para levar
e conta este problema. generalizamos os concettos acima assialados dentro do escopo
de estatistica ndo-extensiva. Exatamente, definimos a generaliz¢gdo ndo-extensiva da taxa

de entropia de Kolmogorov-Sinai segundo a Bq. (2.9), onde a entropia ndo-extensiva S,

¢ definida por nieio da Eq. (2.8). No caso da equiprobabilidade, p, = 1/W ¥i, a entropia

ndo-extensiva é reescrita da forma S, = In, W, onde In,z = (2!79 — 1)/{1 — ¢) é ©

g-logarftnio que ¢ a inversa da fungdo ¢-exponencial: exp,x = 1 + (1 — g)a 90

)
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Nota-se também que estas relagdes recuperan as relagdes padrio no limite ¢ — 1. Neste
Capitulo mostraremos que nas sitnacdes onde o maior expoente de Lyapunov tende a
zero, surge uni regime onde a sensibilidade as condigdes nicials tem nm comportamento
do tipo lel de poténcia. a saber uma g-exponencial (Eq. (2.53)) com um valor especifico
do parametro entropico ¢ = ¢2%, < 1 (onde av indica o procedimento das médias e sen
a sensibilidadel e do expoente gencralizado de Lyapunov Ay . Correspondentemente.
existe wn (nico valor ¢ = ¢ < 1 para o qual a entropia generalizada (2.8) mostra um
crescimento lear. Sob estas circunstancias, analisamos a relacdo entre 08 pariinetros

[y oi?

Gomy © ¢, Mostraremos que, diferentemente a o que acontece no caos forte, cstes dois

parametros e geral ndo coiucidem. Discutiios sob a origem deste fato.

5.2 Sensibilidade as condicoes inicias e produgac de
entropia

Considere-se um sisterna dinfunico cuja evolucdo temporal é dada pelo acoplamento de

dois mapas padrao:

91 (1" -+ 1) = plfl'r “3- 1) -+ Hl(t) + b pz(t -+ 1) (1’1'1()(1 1)

mt+ 1) = pt)+ :—1 sin| 278, (£}] {mod 1}, (5.3)
27

Ba(t+ 1) = polt+ 1)~ &{6)+bp(t +1) {(mod 1)

it + 1) = polt) + ;—2 sin[2mfp(t); {mod 1),
T

once as varidvels dindmicas (6;, p; € R} podem ser consideradas como a coordenada
angular e mowentum angular respectivamente; ay. as, b€ Re ¢ = 0,1,2,...,. Note que o
sistema (5.3} preserva a hiper-arca do espago de fases, j& que o determinante def{A) do
jacobiano associado A transformagao (py (). 0,.(1); pa (). 62(8)) — (pi{E = 1), 1 {E+ 1) palt —
1),85(t = 1}) vale 1; onde

1 0 aycos(276,) 0
0 1 0 g COs( 276y ) .
= . : . 5.4
A 1 b 1+a cos(2n8,) b ascos(2mfy) (5-4)
b 1 baycos(278,) 1+ aycos(2m0,)
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[sso significa que, tomando-se uma hiper-superficie de condicfes iniciais, obtém-se, a cada
iteragao. wina nova hiper-superficie de igual hiper-drea. Por outro lado, verifica-se a
wualdade

ATJA =1, (:

1)
ey}
s

0 que garante ao sistema (5.3) ser simplético [64]: onde

0 0 10
0 0 01 .

L I (5.6)
0 -1 00

¢ AT ¢ a matriz transposta de A, Note que. tomando o determinaute de (3.5) temos

det(A) = +1. {5.7)

No caso de wma transformacio gerada por win movimento Hamiltoniano. A = exp(JHt),

serda continno emi ¢, Pela condicao inicial para ¢ = 0 temos
det{A) =1, (3.8)

que € a forma diferencial do teorema de Liouville. Esta condigdo ¢ satisteita pelo sistema
{5.3). Assim, fica claro que ele € simplético e conservativo.

Sc o parametro de acoplamento b desaparecer, os dois 1wapas padrdo serdo desacapla-
dos; por outro lado se a; = a; = 0 o sistema é integravel. Por simplicidade, consideranmeos
a; = a» = a de modeo que nossa andlise é restringida ac caso onde o sisteina é simétrico
com respeito A troca 1 <» 2. Para qualquer valor de b, este sistenmia é integravel guando
a = 0 (Fig. 5.1{a)), no entanto, com o incremente de |al, o sistema acrescenta rapida-
mente sua caoticidade (Fig. 5 1(c)). Para valores intermediarios de |a| as trajetorias uo
espaco de fases definem estruturas complexas (Fig. 5.1(b)). O espago de fases nao ¢ uni-
forme. estd composto de dominios cadticos (mar estocastico. camadas estocasticas, redes
estocdsticas. etc.) e ilhas cuja dindmica é regular e quase periodica '59]. Para ilustrar estes

compori amentos, mostramoes na Fig. 3.1{a-c), com b = 0.5, a projecdo em varios planos
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da evolugdo dindmica (para 0 < ¢ < 50) de um ensemble de N = 44 pontos distribuidos
6o espaco de fases para os casos: @ = 0 {(integrabilidade), a = 0.2 {caos fraco) e g = 2
(caos lorte). A fim de caracterizar com mais detalhe as situagoes do caos forte ¢ fraco no
sistera emn questdo, mostramos na Fig. 5.2 e na Fig. 5.3. para diferentes tempos fixos,
& projecao da evolugio de um ensemble (inicialmente fora do equilibrio) de ¥ = 5 x 103
coplas do sistema (5.3), para a = 2 ¢ @ = 0.2 respectivamente. Note que em todas as
figuras precedentes fixamos o valor de b = 0.5.

As regides cadticas produzem uma separagio exponencial das trajetdrias inicialmente
proxinias. paralelamente, as regides regulares exibem unia separacio linear das mesuas.
Na fronteira entre estas regides emergem estruturas tipo fractal das ilhas em torno de
outras ithas. Ou seja, temnos a coexisténcia de regides regulares (cstabilidade) e cadticas
uo espaco de fases. Este fato, faz com que o estudo destes sistemas seja complexo [60].
Antes de entrar em detalhes sob os resultados obtidos nesta se¢io, analisemos como é
deserito o caso do caos forte, através da sensibilidade as condigdes iniciais e da producio
de entropia, dentro do formalismo nio-extensivo. Para obter o valor médio do maior
expoente de Lyapunov e da taxa média da producio de entropia, analisamos os valores
da média, sobre diferentes condigdes niciais, de (In&3{t) e de {S,) (1) respectivamente. As
Figs. 5.5 ¢ 5.6 reproduzem os resultados de [17] quando g = 1 para a; = 3, a; = 1 ¢
b — 0.5 {ou seja caos forte). Outro exemplo com e =2 e b = 0.5 ¢ mostrado na Fig. 5.11
para o caso da entropia. A média do logaritimo da sensibilidade ¢ da entropia mostram
wn regime de crescimento linear {antes de acontecer a saturacio devido ao valor finito
de W) somente para g = 1. Se ¢ < 1 {g > 1), as curvas {n&)(#) e (S1}(#) sdo convexas
{coneavas), Note que a inclinacao do crescimento linear de {In&'(t) é menor do que de
(51:E). ja que o espaco de fases é de 4 dimensdes. existern dois expoentes positivos de
Lvapunov a serem considerados na Eq. (5.2).

Voltando nossa atengdo para o caos lraco, nas Figs. 5.7 e 3.8 mostramos que, para
valores decrescentes de a; = a» = a, com valores fixos de b = 0.2 ¢ & = 0.5 respectivamente,
a wedia do valor do expoente malor de Lyapunov tende para zero devido ao fato de

que o dindmica do sistenma e guestdo ¢ niais restringida pelas estruturas do espaqo
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0 <t <50

Figura 5.1: Retrato de fases de dos mapas padrao simpleticamente acoplados, Eq. (5.3), com
b=035ea = ap =a Os pontos representam a projecao das trajetdrias em diferentes planos.
Hustramos um ensemble de N = 4" pontos para 0 < ¢t < 50. {a) ¢ = 0: Integrabilidade; (b)
a = 0.2 caos fraco; (¢} a = 2: Caos forte.
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=

Y0 P,
(a)

Figura 5.2: Evolugao dinimica de um ensemble fora do equilibrio de N = 5 x 10% copias do
mapa (5.3), para o caso do caos forte: a =2, b =05 {a) ¢t =0; (b) + = 20; (¢} ¢ = 50.
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a=0.2

=
S
(

0 P, 10 P, 1 0 P, 1
(a) (b) (c)

Figura 5.3: Evolucio dinamica de um ensecmble fora do equilibrio de N = 5 x 10% copias do
mapa {5.3}, para o caso do caos fraco: a =02, b= 0.5 (a) t =0 (h) t = 20; {¢) t = 50.

0
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de fases. Particularmente, para 0 < |a| < 1 surge uma fase inicial tal que (In &) (¢}

nio ¢ lincar (veja os graficos inseridos nas Figs. 5.7 e 5.8). Chamaremos a esta fase dc

regene de caos fraco. A medida que |al tende a zero o tempo de cruzamento, 7., entre
o regime inicial e aquele caracterizado pelo crescimento linear de {In&}{t) aumenta, de
wodo que a fase do caos fraco torna-se mais e mais importante. Como consequéncia a
sensibilidade as condigdes iniciais correspondente A esta fase apresenta wn comportamento
do tipo lel de poténcia. Além disso, notamos uma lei de escala relacionando a inversa do
teupo de cruzamento e o parametro de ndo-linearidade: 77! o a7, onde v = 0.66 para
b= 02e~ =056 para b = 0.5 {veja os graficos inseridos nas Figs 5.9 ¢ 5.10). Por
outro lado, a determinagio do tempo de cruzamento 7. que indica a fronteira entre os
dols comportamentos (do tipo lei de poténcia e exponencial), é cada vez mais dificil de
determinar conforme a -+ 1, sendo claramente exponencial quando |a| > 1 para os dois
valores do pardmetro de acoplamento aqui considerados. Nas Figs. 5.9 e 5.10 mostramos
que, para valores especificos ¢2 (a) < 1, {In, &)(¢) cresce linearmente nesic regime e
tarna-se convexa, depois do cruzamento, quando a sensibilidade apresenta cresciiuento
exponencial  Para o caso da integrabilidade, ¢ = 0, temos que ¢ji*(0) = 0, como cra
esperado.

O regime do caos fraco também pode ser detectado através da analise da produgao
de entropia executado como descrito ua introdu¢do do presente capitulo (também ver
capitulo 4). O regime do caos fraco ¢ ilustrado na Fig. 5.12 com a = 0.2 e b = 0.2,
Fig. 513 coma =04 eb =02, e aFig 514 coma = 02 e b = 0.5. Para todos os
casos assinalados previamente, os resultados sdo semelhantes ao resultado da Fig. 5.6.
mas o valor do indice relevante ¢2°, para a qual (Sg)(t) cresce linearmente, e nienor do
¢ = 1. Nas Figs. 5.15 ¢ 5.16 resumimos os valores dos fudices entrdpicos relevantes
e as correspondentes inclinagdes, obtidos com a scnsibilidade as condigoes inicials e a
produgio de entropia, para diferentes valores de a com dois valores fixos do pardametro
de acoplamento b = 0.2 e b = 0.5. Ao contrario que acontece no regime do caos forte, no
caso do caas fraco os valores de ¢%%, e ¢ nao coincidem. Na seguinte segio disentimos a

respeito da origemn desta difereuca.



Cupitite 3. Sensibilidade andmala 4s condiedes iniciais ¢ producae de entropia em mapas padrean: [Uma versdo ndo-extensi vaB(

5.3 Discussoes

Para entender a origem da discrepancia, no regime do caos fraco, entre os {ndices eutrépicos
relevantes da seusibilidade ¢, e ¢% da entropia sic necessdrias algumas cousideragoes
de carater geométrico. Primeiramente, observe-se a seguinte propricdade da fungido g-

logaritiio:

In, W* =alng W, {5.9)

onde a € R ¢ ¢. ¢ estdo relacionados por meio de

!

1 .
¥

Em seguudo lugar, por simplicidade, considere-se o caso do espago de fases bidimensional
com duas coordenadas simétricas em respeito a sua troca. Denotamos com Wy o niimero
de dreas composta por W intervalos da partigdo feita em cada coordenada. Supomos
que se temn wn ensemble de condigdes iniciais longe do equilibrio dentro de uma drea e gque
a evolucdo de cada trajetdtia no ensemble implica o espalhamento em todo o espago de
fases. Scjam Wipy(t) ¢ Wia)(t) os nimeros dos intervalos e areas ocupadas respectivamente
no tempo f. A relagio entre Wy )(¢) e Wiyy(t) depende das caracieristicas da evolugao

dinamica. Dois casos lnnites 3a0
Wioy(t) = const. Wiy (£) e Win(t) = const. Wy ()2 (5.11}

O priwciro é realizado por exemplo quando hd uma dire¢do predominante ao longo da qual
o cnsemble se estica, de modo que a evolugdo dindmica do ensemble produz filamentos no
espaco de fases hidimensional que é essencialinente unidimensional. Este tltimo acontece.
por exemplo, quando a evolugdo dindmica nas duas coordenadas ¢ desacoplada, e modo
que Wi () ¢ simplesmente o produto cartestano Wy (t) ® Wiyy(t). Agora, se supomos
que Ing W) (t) o ¢, para um valor especifico do pardmetro ¢, usando as Eds. (5.9) e
(5.10) temos que kn, Wiy (£) o £ para os valores

1—¢ .
g = qf I q — 1 _ __..‘)_g? (le}
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respeclivamente. para os dois casos indicados em (5.11). Nota-se que ¢ = 1 = ¢ = 1
para ambos casos. Naturalmente, este raciocinio pode ser generalizado para dimensoes
nalores do espaco de fases.

Esta andlise geométrica aplica-se ao problema da produgio de entropia, falando es-
tritamente, sonente sc o ensemble evoluir de acordo com uma distribuicio uniforne em
todo o espago de fases {equiprobabilidade). No entanto, veremos cue este raciocinio é 1itil
para entender o comportanmento dindmico do modelo em questio. Comegamos conside-
rando o efeito do parametro de acoplamento b no tase @ = 0 que corresponde ao caso de

mtegrabihdade. A Fig. 5.20 ilusira o comportamento de ¢, e g2 para este caso. Como

arr

cra esperado com gor,

= 0 a sensibilidade as condiges iuiciats exibe um comportamento
Imear. Por outro lado, o comportamnento de ¢¢” é compreendido se analisamos com certo
detalhe a dindmica. Temos que p; e pa se conservam ao longo de qualquer trajetdria

poréi toda a atividade da evolugdo dindmica acontece no plano (6,8;) com as leis de

HEeracao

gi(t+1) = pi(0)+8,(t) + b pa(0), (5.13)

ot + 1} = p2(0) + 85(t) + b p1(0).

Como ¢ aparente, as duas coordenadas estdo desacopladas e para b # £1 o crescimento
do ensemble é bidimensional como se ilustra na Fig. 3.4 {na primeira filetra) com b = 0.5.
, . . . r 2 N .

Sob estas circuntancias, temos que Wy (t) & Wig(t) o« [Wipy(t)]*, de modo que, levando

ent conta o raciocinio prévio, obtemos ¢* = 0.5. Com cfeito, as Figs. 5.17 e 5.18 ilustram

respectivaniente. Para b = &1 o mapa é ainda mais degenerado, desde que
GL(t 4+ 1) Fo(t + 1) = 84(t) T Galt). {5.14})

O que implica que Wiy (t) o< Winy{t) o< Wiyy(£), conseqiientemente obtemos que gy, =
g¢" = 0. Na vizinhanga de b = +1 csperamos a transi¢ao de gf" = 0.5 para g;* = 0. 0

(ue efetivamente acontece se ohservamos a Fig. 5.4 (scgunda fileira com 6 = 1) onde o
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Figura 5.4: Evolucao dindmica de um ensemble, para temnpos fixos, fora do equilibrio de N =
5 x 10° copias do mapa {5.3), para o caso de integrabilidade: a = 0 com & = 0.5 {primeira fileira)
e b == 1 (segunda fileira). (a) t =0; (b}t =5 (¢} t = 10.
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crescimento do ensemble é de tipo filamentoso, ou seja unidimensional. Este cenario é
confirmado pela Fig. 5.19 onde (S,)(t) cresce linearmente com gt = 0.

Na Fig. 5.21 estima-se o fator o que conecta o crescimento em quatro dimensées ¢ uma
dimensio das hiper-dreas, fixando o valor do pardametro de acoplamento b = 0.5 (circulos
preenchidos) e b == 0.20 (circulos vazios), por meto da relagdo (veja a Eq. (5.10), onde

ieh

g= gt eq =qg%)

1 L q(.ll’ .
a = 1_7;"” {5.15)
=

Para valores positivos de e < 0.5, o é aproximadamente ?2 [65]. No entanto. para 0.5 <
¢ << I notamos uma dependéncia linear do fator o relagio ao pardmetro a: a =~ 9.2a (veja

a Fig. 5.21).

5.4 Conclusoes

(s sistenias conservativos apresentan propriedades estatisticas completamente di-
ferentes dos dissipativos |66, 67, 68. 69, 70, 71]. Uma destas diferencas consiste em
que a transigdo do comportamento regular para cadtico acontece sem o limiar do caos.
Os processos induzidos pela dindmica Hamiltoniana cadética torna-se nao trivial devido
provavelimente 4 existéncia de varias classes de universalidade em vez de somente uma
59, T2]. As possiveis fontes da nio-universalidade, seriam os diferentes elementos néo-
padrao da estrutura do espaco de fases conmo as ilhas contendo intinieras drbitas periddicas
e quaseperiddicas (superficies invartantes de KAM) e dominios menores de caos. Cruzando
o limite de uma 1lha, nés atravessamos de uma dérbita regular a uma cadtica que se encol-
tra no mar estocastico. A fronteira da ilha pode ser mais ou menos aderente. dependendo
dos valores do parametro do sistema [60°. Também existem zonas singulares localizadas
perto da fronteira das ilhas onde uma trajetdria pode ser retida por um tetnpo finito,
porém longo, € o tamanho destas zonas depende dos pardmetros do sistema [721. Poder-
se-1a dizer que a presenca e a varicdade das regides singulares faz a dindmica de cada
sistema cadtico uma manifestagdo particular, em um certo sentido. Entretanto, parece
que a dindmica em uma zona singular determina o comportamento dos sistemas e escalas

maiores de tempo [38, 72].
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A topologia do espago de fases dos sistemas Hamiltonianos apresentam elementos
novos, 0s chamados de cantoros [?3, 74, 75] que mudam drasticamente o padrao dos
sistemas dinamicos. Os cautoros sdo conjuntos invariantes de cantor, que podem ser vistos
como remancscentes das superficies de KAM que foram destruidas conforme o pardmetro
de nao-lincaridade a anmenta. Por outro lado, como j& foi assinalado acima. existem
efeitos que surgent devido unicamente & dimensionalidade dos mapas. Para mapas 2-D., a
cxisténcia das superficies KAM podem isolar graudes regides do espago de fases a partir
de orbitas difusivas. Entretanto para sistemas com maior dimensionalidade, as superficies
INAM ndo estdo isoladas, porém as drbitas podem vir arbitrariamente perto de todos os
pontos no espaco de fases através dos processos conhecidos como a difusio de Arnold.
Assim, para sistemas com 3 ou mais dimensdes, as regides de comportamento cadtico se
comunicam. formando a teia de Arnold. A existéncia dessa teia foi provada por Arnold emt
1961 61]. para um Hamiltoniano nio-lincar especifico. O movimento de uma trajetoria
pela teia e chamado de difusdo de Aruold. Obviamente, ainda ndo hd prova de que exista
uma conexan cowm o comportamento anonalo da sensibilidade as condicdes iniciais ¢ da

produgio de entropia do sistema (5.3). Mas a posibilidade de gque exista estd aberta.



Capitulo 3. Sensibilidade anémala ds condicées iniciais e producao de entropia em: mapas padrio: Unta versdo ndo-extensivatd o

50

40

10

T

O ey
Og =09 - q =095 é
O :
] dD
= []
O []
[]
A - =1
,~060 5 O g=
O i sesten
O u 3
] A3
AV .l - QQQ
DD “I 'ggg-’d" q= 1.05
(X
apis o5 ‘AAAAAAAA“““““A
u A
T ANLAOS - A
AN ANV YYD
AT g=1.10

1 e - { o [ [P
10 20 t 3 40 50

Figura 5.5: Dependéncia temporal de (Ing) no regime do caos forte, ou seja, com valores cle
;i = 3, u» = 1 e o parametro de acoplamento b = 0.50. As curvas sio o resultado da media
sobre 10% realizacdes com uma discrepincia inicial Az(0) = 1072, Observe que o valor da
A = 0.60 + 0.01 nao coincide com a inclinagao K ~ 0.78 [17] da Fig. (5.6). K, representa a
soma dos expoentes positivos de Lyapunov, sendo Ay 2 0.69 o maior deles.
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Figura 5.6: Dependéncia temporal das curvas {S,) para trés valores diferentes de ¢ com a, =
3.a5 = 1eb = 0.5 Consideramos W = 8.1x10%, N = 6 x10°% e 2x 10" realizagdes. Neste grafico
reproduzimos o resultado obtido em [17], onde verificamos o valor da inclinagao Ivy =~ 0.78.
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Figura 5.7: Dependéncia temporal de {In&3(t) para b = 0.2 com diferentes valores do parametro
w. Observe que {In€}(£) exibe um comportamento exponencial para ¢ > 1. Na figura insenda
(para valores 0 < a < 1) observamos outro tipo de divergéncia da sensibilidade no mesmo inter-
valo de tempo. As curvas sio o resultado da média sobre 10° realizagoes com uma discrepancia
micial Ax(Q) = 10712,
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Figura 58 Crescimento linear da fungdo {lné)(¢) para b = 0.5 com diferentes valores do
parimetro de ndo-lincaridade a. Observe que {Ing)(t) wostra um comportamento claramente
exponencial para @ > 1. Na figura inserida (para valores de 0 < a < 1) observamos outro tipo de
divergéncia da sensibilidade no mesmo intervalo de tempo. As curvas sio o resultado da média
sobre 10° realizacbes com uma discrepancia inicial Az{0) = 1012
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[igura 5.9: Dependéncia temporal de {Ing &} para b = 0.2 com 0 < ¢ < 1. O crescimento
lincar das curvas mostradas, acontece somente para certos valores de ¢ = ¢il,{(a) {observe a

Fig. (5.15)). As curvas sdo o resultado da média sobre 10% realizacées com uma discrepancia
inicial Az(0) = 1072, No grafico inserido ilustramos a lei de escala que relaciona a inversa do

teinpo de cruzamento ao pardmetro de ndo-linearidade: 7.7 o a8
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Figura 5.10: Dependéncia temporal de {Ing &) para b = 0.5 com 0 < a = L. O crescimento linear
desta fungdo acontece somente para certos valores de g = ¢i,(a) {veja a Fig. (5.15)). As curvas
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sio o resuitado da média sobre 10% realizacdes com uma discrepancia inicial Aw(0) = 10 2 No
srafico inserido ilustramos a lei de escala que relaciona a inversa do tempo de cruzamento ao

1 0.56

pardanetro de nao-lincaridade: 77" xa
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Figura 5.12: Dependéncia temporal de {S;} para quatro valores de g, com a = 0.2 e b =02
{caos fraco). Cousideramos W = 8.1 x 10° N = 6 x 10% ¢ 3 x 103 realizacdes. O caso g — 1 ¢

thustrado ua figura wserida.
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Figura 5.13: Evolugao temporal de {5,} para quatro valores difcrentes de g com @ = 0.4 ¢
b= 0.2 {caos fraco). Consideramos W = 8.1 x 10°, ¥ = 6 x 10" e 3 x 10° realizacdes. Na figura
mserida ilustramos o caso g = 1.
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Figura 5.14: Evolug¢io tewporal de {S,} para gquatro valores difereutes de g com « = 0.2 ¢
b= 0.5 (caos fraco). Consideramos W = 8.1 x 10°, N =6 x 10% ¢ 3 x 10% realizacdes. Na figura
inserida ilustramos o cago g = 1
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Figura 5.15: Ilustramos a dependéncia dos indices entrépicos relevantes (para os quais (5¢}(t)
¢ {ln, €31} crescem linearmente) versus o parametro de nao-linearidade a. Cout circulos preechi-

dos. mostramos ¢** da entropia; os ¢%, da sensibilidade indicamos com circulos vazios.
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Ficura 5.16: Tlustramos a dependéncia das inclingdes do crescimento linear: da sensibilidade

& P &

A% ha fipura (A): da g-entropia K na figura (B). Consideramos dois valores do parimetro de
sen E : 7 | e B

acoplameuto: b = 0.20 circulos preechidos e b = 0.5 circulos vazios.
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Figura 5.17: Evolucio temporal de {S;) para quatro valores difcrentes de g coma =0 e b =0.
Consideramos W = 1.6 x 107, N = 10 x W ¢ 2 x 10” realizagdes. Na figura inserida ilustramos

ocaso g — 1.
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Ficura 5.19: Evolugao temporal de (5, pdld quatro valores diferentes de gcoma =0e b= 1.
Consideramos W = 1.6 x 103, ¥ = 10 x W e 2 x 10% realizacdes.
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Figura 5.20: Ilustramos a dependéncia dos indices entrépicos relevantes (para os quals (Sqj(#)
e (In, £}(?) crescem lincarmente) versus o parametro de acoplamento b cont @ = 0. Com pontos

chicios. mostramos ¢2 da entropia: os gis, da scnsibilidade mdicamos com pontos VaZIos.
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Figura 5.21: O fator « versus a segundo a Eqg. (3.10). A linha continma denota a rendéncia
ala) =2 para 0 < a < 0.5 e afa) x $.2¢ para 0.5 <o < 1.



Capitulo 6

Conclusoes

Utilizando-se da mecinica estatistica nao extensiva, os resultados da presente tese mostram
que: {11 sempre que o sistema encontra-sc num estado de caos forte, surge nm unico valor

ad ar

do indice entrdpico g que caracteriza O SISLEMA Geen = Gret = Goon = G = ¢ = L1 10
entanto. no limiar do caos (mapas dissipativos) ou na transigao do comportamento reg-
nlar ao cadtico (mapas conservativos) surgem quatro manifesta¢ies difcrentes do indice
CULIOPICO. Gyen 7 Gret £ Qoo 7 ¢2F # 1, sendo que. Guen, Goony 40 < 1€ Gra > Lt (11 a
sensibilidade as condicdes iniciais é dada pela g-exponencial £(¢) = [1+ {1 — gjAgt"! 7.

ndc-extensiva S, = [1 — Zilpf]/[q ~ 1] com ¢ < 1.

Desta maneira, verificamos [4] a unificacio dos conceitos da sensibilidade as condigoes
inicials do tipo exponencial e lei de poténcias, obtendo-se uma generalizacdo significativa
da identidade de Pesin que relaciona as generalizagoes do expoeute de Lyapunov e da
entropia de Kolmogorov-Sinal. Vale enfatizar-se que a verificagio ¢ completa para os
sistemas dissipativos aqui caracterizados, e de forma “virtual” para o sistema couservativo
composto de dots mapas padrdo shnpleticamente acoplados. Estes Gltinos exiben {para
a faixa de valores dos parametros focalizados nesta tese) um comportamento do tipo
lei de potéucias caracterizados pelos fndices entropicos obtidos com a sensibilidade as

kkd

condicdes iniciais, ¢%%,, ¢ com a entropia, ¢¢¥. A palavra “"virtnal”. acima assinalada,
refere-se ao fato que estes indices entrépicos estao relacionaclos por meio de wua formula

¢t =1 - (1 — ¢ )/ para os mesmos valores dos parametros do sistema em questao. A

fen

102
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constante a (o > 2 para 0 < ig] € 0.5 e @ x 9.2a para 0.5 < |a| < 1) possivelmente csteja
relacionada cont processos tipicos de sisteinas Hamiltoulanos cont trés ou mals graus de
liberdade, por exemplo, a difusdo de Arnold 160, 61, 62]. Obviauuente, a dimensio do
espago de fases desempenha um papel importante como foi assinalado previamente no
capitulo 5. Bsperamos, em wn futuro proximo, entender melhor a relagio cntre os indices
entropicos (da sensibilidade e da entropla) e os processos anomalos que aconteceint e
sistemas Hamiltonianos com dimensdes maoires que 2.

A seguir passanmios a reswmir os resultados da presente tese.

No Capitulo 2 calculanios numericamente, no fimiar do cacs. a evolugao temporal da

fornia entropica ndo-extensiva Sy = [1 - }::’11 pil/lg—1] {com S, = — Z,H:L i Inpy}t para os
mapas dissipativos s-logisticos com wma infle¢do = arbitrario em seu maximo. Em ¢t = 0
nds escolhemos N condigdes iniclais dentre de uma das W janelas pequenas em que o
espaco de fases acessivel é dividido. Para neutralizar as grandes flutuagtes nos conveniern-
temente fazeruos uma média sobre uma certa quantidade de janelas iniciais. Verificamos a
existelncia de um e s6 um valor de g, < 1 tal que o limite iy o g Lo imy Seltiit
é finito. De esta maneira, generalizanos a entropia de Kolmogorov-Sinai {em sua versao
de ensemble), que corresponde ao valor ¢y, = 1 no presente formalismo. Este valor cspe-
cial de ¢, que depende de =, numericamente coincide (para todos os mapas s-logisticos).
comt aquele previamente encontrado através de outros dois procedimentos independentes:
a sensibilidade as condicdes iniciats 9] (com v ensemble na vizinhanga do ponto # = ()
e a funcio nuliifractal f(a})[10, 11;

No Capitulo 3 foi considerada a dinamica probabilistica longe do equilibrio nos mapas
slogisticos 2oy = 1 — alay]®. (z > 1) no limiar do caos: (1) Primeiramente, mtroduzimos
v ensemble de condicdes iniciais dentro de um dos W == 1 intervalos em que foi dividido
0 espaco de fases e prestamos especial atengio sob um valor relevante de gy < 1 para qual

. _ . T S ) . . -
aforma entropica S, = o cresce linearmente com o tempo: (11) logo, verificamos que
S, (1) = S, (nc) anula-se segundo ¢ 1@ WI=i (g (1) > 1). Finalmeute obtivemos
Ha nova escala finita. grgloc) — gra(W) x W™ tenl onde gru{oc) coincide com o valor

recentemente obtido [39] por meio de um ensemble iniciahnente distribuido em fodo o
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espago de fases. Este resultado, establece quantitativamente, pela primeira vez, a relacio
procurada por muito tempo, entre a sensibilidade 4s condicdes iniciais e a relaxacido. Estes
coneceitos desemipenham um papel importante na mecénica estat{stica nao-extensiva.

No Capitulo 4 foram estudadas numericamente, por meio de niédias de ensembles. a
seusibilidade as condicoes miciais £(¢) ¢ a producao de entropia por unidade de terapo de
uma nove familia de mapas dissipativos unidimensionais, @,4; = 1 - ae” V%17 (2 = 0), dos
j& conhecidos mapas z-logisticos ¢ do mapa bidiimensional dissipative de Kaplan-Yorke

para os casos do caos forte e fraco (limiar do caos). Em todos os casos verificamos que

(1) a tungio g, &) [Ingz = (287 — 1)/(1 — ¢q): Injz = Inz’ e a entropia {S,} [, =
(=27 01 (g~ 1); Si = = >, pilnpl crescem linearmente com o tempo para (e $6 para

Aot o e . "y e 3 331 - N 2 - i Vo SO Spyn ey Faa . oy
este) um valor especial de g, g%, ¢ que (i1) a inclinagdo de {Ing £} e {S,) cotncidem: assim,

At
s

generalizamos a identidade de Pesiu. Para o caos forte, g% = 1, visto que no himiar do
caos guf (2) < 1.

No Capitulo 5 cstudamos numericamente a sensibilidade as condigdes nicials e a
producao de entropia de um sistema de dois mapas padrao simpleticamente acoplados.
focalizando em valores dos pardmetros (e, < 1, b} < 1) para 0s guais o sistema em
questdo exibe caos fraco. Mostramos que a aproximacido ndo-cxtensiva fornece nma de-
scricho significativa dos estados criticos onde os expoentes de Lyapunov ¢ a entropia de
Kolmoygorov-Sinai sao nulos. Com efeito, em situagées onde o mmaior expoente de Lya-
punav tende a zero, para ja| < 1 e |b < 1, surge um regime onde a sensibilidade as
condicdes iniciais tem wn comportamento do tipo lel de poténcia com um e s6 um valor
de ¢2¢ < 1. Correspondentemente, verificamos a existéncia de win dnico valor g% < 1
tal cue a entropia generalizada mostra um crescimento linear. Mostramos que, difer-
entenente a o que acontece 1o caos forte, os indices entrépicos relevantes obtidos cour a
seusibilidade (g%¢) e a entropia (g2°} estdo relacionados por meio de g7 = 1- (1 -4, Vi

Para valores do parametro de nao-linearidade 0 < la| < 0.5 e de acoplamento b < 1, a

constante ¢ =z 2; no entanto para 0.5 <@ < 1 temos a x 9.2 a.
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