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Resumo

Formulamos teorias eletrodindmicas em (14+4) dimensdes e as apresentamos em termos de es-
truturas tensoriais do espaco-tempo 4-dimensional. Investigamos a possibilidade de que o Eletro-
magnetismo de Maxwell seja a manifestacdo de um fenémeno mais fundamental no mundo das
5 dimensdes. A motivagdo para esta abordagem é a concepc¢do de que nosso Universo possa ser
descrito como uma hipersuperficie de uma 5-brana. Descrevemos um campo tensorial de gauge
em 5 dimensdes e mostramos que é possivel estabelecer uma equivaléncia entre as descri¢des
de Maxwell e Kalb-Ramond, no caso da radiacdo eletromagnética no vacuo. Constatamos que
a estrutura de correntes que a formulacdo de Kalb-Ramond produz é uma descricdo mais geral
para a interacdo eletromagnética. Propomos um cenario 4-dimensional em que o Eletromag-
netismo de Maxwell seja acompanhado, como consequéncia das 5 dimensdes, de um setor extra
desacoplado da matéria, puramente energético: um setor de radiacdo escura que acompanha a

radiacdo eletromagnética que percebemos em 4 dimensdes.



Abstract

We formulate electrodynamical theories in (144) dimensions, and we present them in terms of
tensor structures of 4-dimensional Minkowski space. We investigate the possibility that Maxwell s
Electromagnetism be a manifestation of a more fundamental phenomenon in the world of 5 dimen-
sions. This is motivated by the hypothesis that our Universe may be described as a hypersurface
of a 5-brane. We describe a 2-form gauge field in 5 dimensions and demonstrate that it is
possible to establish an equivalence between the descriptions by Maxwell and Kalb-Ramond in
the situation the fields are free. We point out that the current structure of the Kalb-Ramond
formulation yields a more general description for the electromagnetic interaction. We suggest
a particular scenario such that Maxwell “s Electromagnetism brings about, as a consequence of
the 5-dimension origin, an extra sector decoupled from matter, essentially made up of energy: a

sector of dark radiation that accompanies electromagnetic waves in our 4-dimensional world.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Contextualizacao do nosso trabalho

A possibilidade de nosso Universo ter mais do que trés dimens&es espaciais tem atraido continuado
interesse por muitos anos. As motivacdes para considerar o espaco como algo multidimensional
sdo fortes e vém de teorias que incorporam a gravidade de uma maneira confiadvel sendo que
quase todas suas versdes sdo naturalmente ou consistentemente formuladas num espaco-tempo
de mais do que quatro dimensdes [1]. Como exemplo citamos — as teorias de cordas [2] e a
teoria-M [3] . Em paralelo a desenvolvimentos na teoria fundamental, estudos acerca de linhas
mais fenomenolégicas tém recentemente conduzido a novas percepcdes com relagdo a como
as dimensdes extra poderiam se manifestar, e como elas poderiam ajudar a resolver problemas
antigos da teoria de particulas tais como o problema da hierarquia e o problema da constante
cosmoldgica [4].

Um ponto importante nas teorias multidimensionais € o mecanismo através do qual as dimen-
sdes extra ficam ocultas, tal que o espaco-tempo seja efetivamente 4-dimensional considerando
que a fisica conhecida seja estabelecida. Até recentemente, a &nfase principal era posta essen-
cialmente em teorias do tipo de Kaluza-Klein [1], onde as dimensdes extra sdo compactificadas
e essencialmente homogéneas. Nesse cenario, é a compacticidade das dimensdes extra que as-

segura que o espaco-tempo é efetivamente 4-dimensional a distancias que excedem a escala de



CAPITULO 1. INTRODUCAO 9

compactificagdo (o tamanho da dimens&o extra). Mais recentemente, entretanto, a enfase tem
mudado para um cenario de branas [5] que considera que a matéria ordinaria (a excecdo do
graviton e outras particulas, hipotéticas, que interagem muito fracamente como a matéria) esta
aprisionada em uma subvariedade 3-dimensional incrustada em um espaco multidimensional fun-
damental, a chamada brana. No cenéario de branas, as dimensdes extra podem ser extensas ou
mesmo infinitas; e pode-se constatar [6] que elas podem ter efeitos experimentais observaveis.

O conjunto das varias teorias em fisica de particulas e cosmologia motivada pela teoria de
supercordas e teoria-M é referida como Cosmologia de branas [7, 8, 9] e tem como idéia central
o fato do universo 4-dimensional (visivel) estar restrito a uma brana dentro de um espago de
mais alta dimens3o a qual costuma-se chamar de bulk (volume principal, em portugués). No
modelo de bulk, outras branas podem estar se movendo através do bulk. Interagdes com o bulk,
e possivelmente com outras branas, podem influenciar nossa brana e assim introduzir efeitos n3o
vistos em modelos cosmol6gicos mais padréo.

Como uma de suas caracteristicas atraentes, o modelo pode explicar a fraqueza da gravidade
em relacdo a outras forcas fundamentais da natureza, portanto resolvendo o assim chamado
problema da hierarquia. No cenario de branas, as outras trés forcas (eletromagnetismo e forca
nuclear fraca e forte) sdo localizadas na brana, mas a gravidade ndo tem tal restricdo e parte
consideravel de sua capacidade atrativa “vaza” pelo bulk. Como consequéncia, a forca da gravi-
dade é significantemente mais intensa em escalas menored!| onde menos forca gravitacional tenha
“vazado". Varios experimentos estdo sendo feitos para testar esses efeitos [f|

O modelo cosmolégico de branas pode ser atil no estudo de uma questdo importante da
Cosmologia que avalia a causa do Universo estar acelerando sua expansdo, fato descoberto em
1998 [10]. Convencionou-se chamar aquilo que vem a ser a o responsavel pela acelera¢do da
expansdo do Universo de energia escura porém, n3o se sabe até hoje o que venha a ser de fato
tal energia. A energia escura é uma forma hipotética de energia que estaria distribuida por todo

espaco e tende a acelerar a expansdo do Universo. A principal caracteristica da energia escura é

1 subatémico ou pelo menos sub-milimétrico
2Testes Experimentais de Gravitacdo de Curto Alcance - Experimental Tests of Short Range Gravitation
[http://flux.aps.org/meetings/YR04/APR04/baps/abs/S690.html]


http://flux.aps.org/meetings/YR04/APR04/baps/abs/S690.html
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ter uma forte pressdo negativa. De acordo com a teoria da relatividade, o efeito de tal pressio
negativa seria semelhante, qualitativamente, a uma forca que age em larga escala em oposicdo
a gravidade. Tal efeito hipotético é frequentemente utilizado, por diversas teorias atuais que

tentam explicar as observacbes que apontam para um universo em expansao acelerada.

1.2 Delimitacao de nosso problema de pesquisa.

Adotamos uma descricdo de nosso Universo e das interacées fundamentais como se dando numa
brana 4-dimensional, fronteira de um mundo 5-dimensional [5]. O que pretendemos expor é a
possibilidade de que o Eletromagnetismo de Maxwell seja a manifestacdo de um fenémeno mais
fundamental no mundo das 5-dimensdes.

Vamos estabelecer, com os nossos estudos, que a Eletrodindmica de Maxwell em 4D seja parte
de um sistema mais completo, com um setor extra constituido por campos de pura radiacdo que
ndo se acoplam a correntes de matéria, e cujo tensor de energia-momentum pode indicar a
existéncia de uma pressdo negativa. Isto nos induz a pensar num Eletromagnetismo que traz
consigo, como efeito de uma dindmica que se processa em 5D, um setor de radiacdo escondida,
que pretendemos identificar como possivel candidato a uma parcela da energia escura [11, 12,
13, 14, 15] do Universo.

Procurando compreender o aspecto mais fundamental do Eletromagnetismo em 5D, organi-
zamos a nossa investiga¢do através do estudo dos campos de Maxwell e de Kalb-Ramond [16]
(uma 2-forma de gauge) no mundo 5-dimensional, partindo do fato de que ambos, em 5-D, po-
dem descrever um quantum com 3 graus de liberdade fisicos. Buscamos entender qual dos dois
deve ser mais fundamental do ponto-de-vista das interacdes eletromagnéticas no mundo das 4
dimensdes.

Para apresentar os resultados de nosso trabalho de pesquisa, organizamos este texto de acordo
com a seguinte divisdo: no Capitulo 2, formulamos a Eletrodindmica em 5D e ja a apresentamos
em termos de estruturas tensoriais do mundo 4-dimensional. No Capitulo 3, procedemos ao

estudo do campo de Kalb-Ramond e chegamos as equa¢des de campo para 0 mesmo, também
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ja formuladas em notacdo tensorial em 4D. Concluimos este capitulo discutindo uma possivel
equivaléncia entre as Eletrodindmicas de Maxwell e Kalb-Ramond no vacuo. Os resultados dos
Capitulos 2 e 3 s30 a base para o material apresentado no Capitulo 4, onde a nossa principal tarefa
é decidir sobre qual das duas Eletrodindmicas em 5D pode ser mais interessante na descri¢do do
Eletromagnetismo em 4D.

Concluimos, como sera visto, por propor que seja o campo de Kalb-Ramond o objeto realmente
fundamental para a descricdo do eletromagnetismo em 5D e com consequéncias mais ricas no
mundo 4-dimensional.

No Capitulo 5, tecemos as nossas Consideracées Finais e delineamos possiveis encaminhamen-
tos futuros, necessarios como testes para a nossa proposta de existéncia de um setor de radiacio
escura que acompanha a radia¢do eletromagnética que percebemos em nosso mundo das 4 di-
mensodes.

Seguem-se dois Apéndices. No Apéndice A, coletamos simplesmente relacdes algébricas ateis
para os desenvolvimentos feitos em (1+4)D.

No Apéndice B, apresentamos de forma sucinta, a fim de ajudar a leitura do Capitulo 3 e 4,
a formulacdo da Eletrodinamica de Kalb-Ramond em 4D.

Uma nota: os trabalhos e a redagdo foram concluidos em meados de Julho de 2009. Imediata-

mente ap6s a conclusdo de nosso trabalho, trés interessantes papers foram colocados no arXiv,

em 20/JUL [17] , 22/JUL [18] e 6/AGO [19] abordando a questdo que estamos estudando.



Capitulo 2

A Eletrodinimica Classica em

(144)Dimensoes.

O objetivo deste capitulo é formular a Eletrodindmica em 5D e ja a apresentar em termos de
estruturas tensoriais do mundo 4-dimensional. O estudo pretende investigar a possibilidade de
que o Eletromagnetismo de Maxwell seja a manifestacdo de um fenémeno mais fundamental no
mundo das 5-dimensdes. A razdo disso vem da concep¢do de que nosso Universo seja melhor
descrito por uma hipersuperficie de uma 5-brana.

O leitor devera observar, ao longo desta tese, que em grande parte do trabalho optamos por
formular as equagdes de campo em termos de vetores e tensores de SO(3). O propdsito é deixar
de maneira bem clara o paralelo que sempre procuramos estabelecer com a Eletrodindmica de
Maxwell expressa explicitamente em termos dos campos ﬁ e § A notacdo covariante, muito
propicia para uma descricdo manifestamente relativististica, para algumas finalidades mascara as
relacdes entre os campos em termos dos quais se formula um dado modelo. Poder-se-a perceber
que faremos sempre o esforco de transcrever as equacbes covariantes no espaco de Minkowski
em termos dos campos com carater tensorial no espaco euclidiano 3-dimensional.

Esperamos que em nosso mundo 4-dimensional possamos encontrar aspectos provenientes de

uma teoria fisica fundamental formulada em 5D.

12
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2.1 Eletromagnetismo classico.

O eletromagnetismo classico e as equacdes de Maxwell podem ser derivados da aco:

S= /cd% (2.1)

onde d°z & sobre o espaco e tempo. Isso quer dizer que o Lagrangiano L é:

L - _ipwp, (2.2)

Podemos inserir este Lagrangiano na equacio de Euler-Lagrange e assim a equacdo de movimento
sem fontes obtida é 0, (9" A — 9” A*) = 0. O termo entre parenteses 9" A — 9" A* é definido
como o tensor eletromagnético F'*¥ ou tensor intensidade de campos como nos referiremos daqui

para frente e, portanto, a equacdo de movimento do campo sem fontes fica assim:

8, F" =0 (2.3)

onde

P = grAY — o A (2.4)

Na préxima sec¢do, obteremos as componentes do field strength F'** por meio de identificacdes
e na sequéncia as utilizaremos para escrever as equacdes de movimento do campo de Maxwell

em (143) e em (144)D, um de nossos focos nesse capitulo .

2.2 Tensor campo eletromagnético F".

O tensor eletromagnético é um objeto matematico que descreve o campo eletromagnético de um
sistema fisico na teoria de Maxwell do eletromagnetismo. Tal tensor permite que algumas leis fisi-
cas sejam escritas em uma forma muito concisa e independente da dimensionalidade considerada.

Aqui faremos uso desse tensor a fim de obter uma formulacdo 5-dimensional do eletromagnetismo
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de Maxwell.

O tensor eletromagnético F),, tem sua formulacdo em termos do 5-vetor potencial A4, sendo

—
que tal vetor, o 5-vetor potencial, &€ dado por A" = (2, A4,, A, A.,¢) = (2, A,¢) e em sua
forma covariante é encontrado multiplicando o pela métrica de Minkowski 7,,, que nesse caso
. . . v P - . .

tem a seguinte assinatura (4 - - - - ). Assim, A, = 1, A”=(%,— A, =) onde, A é o potencial
vetor e (A;, Ay, A,) sdo suas componentes; ¢ ¢ o potencial escalar, c é a velocidade da luze ¢ é

um novo potencial escalar que estamos definindo e posteriormente faremos sua interpretacao.

A fim de fixar a notacdo nds precisamos definir o operador derivada covariante:

o 0 o0 0 0 0 10 _ 0

B Qg

= =(-=,V,=—).
<3x0’8x1’ax2’8x3’8x4> (cat7 ’83)
Aqui também, para obter o operador derivada em sua forma contravariante multiplicamos pela

métrica de Minkowski n** de modo que a expressio final fica:

0 0 0 0 0 0 10 0
“o_ — _ _ _ _ (L vy _ L
0 oz, <3x07 Ox, Oxy Oxs’ 8:104) (0815’ Vs (95>‘

2.2.1 Derivacao do tensor

Para derivar todas as componentes do tensor eletromagnético utilizamos a sua definicdo expressa
em fungdo dos potenciais Eq. ([2.4) e fazemos em seguida as devidas identificagdes com o

: : o x L o - —
campo propriamente dito. Em outras palavras, —(5; A + V®) & identificado com E e V x A

—
¢ identificado com B conforme se faz comumente num cenario (1+3)D , ou seja:

—(QX + V(I)) — ﬁ

ot
_ - (2.5)
Vx A —— B

Entretanto, em (1+4)D precisaremos definir ainda mais dois campos, sendo um escalar b e o

outro vetorial € no intuito de expressar o tensor F'*¥ completamente. Portanto, esses dois novos
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campos s3o identificados da seguinte maneira:

(%¢+ %@) —s b

_ . (2.6)
—V@D—F%A — €

Desse modo, o resultado final dessas identificacdes, quando expresso matricialmente, F* fica

igual a :

0 A+ 20 HGA TR0 ((GA LY —(Gu+ S0
_%(%Az + %@) 0 _((‘%Ay - %Ax) _((%Az %Aiﬁ) _(%¢ - %Ax)
1G4, +20) (24,- ZA) 0 ~(ZA. - 24) —(Zv-2A,)
A A @A-LA) GA-BA) 0 —(Ge-ga)

| G4 (v -EA) Gu-FA) (Y- 4A) 0
(2.7)

Ao final, apés as devidas identificacdes, obtemos a seguinte matriz:

[ 0 _E _BE _E b i
£ 0 -B. By, e
o= B B0 -B, e
B _B, B, 0 e

i —% —e; —€ —e; 0]

De uma maneira mais sucinta também podemos reescrever as componentes do tensor F'*” da

seguinte forma:

o _E
F9 = —&By
o (2.9)

b

c
i —
Fl4 = €

(2.8)
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2.2.2 Equacoes de movimento do campo

Se expressarmos as equa¢des de movimento com fonte 0, F* = j" assim como as equag¢des
homogéneas 0, F"" + 9" F" ,+0"F, " = (0 conhecidas como identidades de Bianchi em termos
de suas componentes no cenario habitual das (14-3)D obteremos as quatro equagdes de Maxwell.

Ou seja, esquematicamente, teriamos:

H
(V- E)=cp
o,F" = jl = (2.10)
101 B _ 7
P - =
VR 14 K K 14 §B+VXE:O
8”F + 0"F H+8 FH =0= . (2.11)
V-B=0

Ao passo que se essas mesmas equacdes de movimento do campo, forem consideradas num
cenario (1+4)D, nés teriamos ao invés de quatro mas sim sete equagdes, sendo que dessas trés

tém fontes enquanto que as outras quatro sio homogénead| Enfim, nesse caso, teriamos:

OF" =" = 12 VxB-2¢=7 (2.12)

c? ot
p
P —
ST 4Vb+ LE =10
O F" L O'F" L OF, V=0 = (2.13)

p / JR
VX@—&B:O
V-B=0

Nesse contexto, foi necessario definir um 5-vetor de correntes j”que é escrito da seguinte

. S - .
forma .] = (CpL]I’.]y?jZ?jS) = (Cp7 .] 7.]5)'

1Prezado leitor, guarde bem esses niimeros (3 equacdes ndo-homogéneas e 4 equagdes homogéneas) pois esta
estrutura nos sera atel no Capitulo 4.
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Na préxima secdo, faremos uma avaliacdo de quantos graus de liberdade fisicos efetivamente

constituem a formula¢do 5-dimensional da Eletrodindmica de Maxwell.

2.3 Propagacao dos Campos

Para avaliar a propagagdo no vacuo (sem fontes) teriamos, entdo, o seguinte conjunto de equagdes

a considerar:

2
L2 E4VxB-2% =7,

L2b+V-€ =0,

SH4VxE =T, (214)
2T 4Vh+2E =0,

H
V-B=0.
(
Passando essas equacdes para o espaco dos momenta ficariamos com o seguinte sistema de

equacdes:

WB+Exk=0, (2.15)
T+ Kb+ kE =0,

Txk+kB=0,

- —

B-k =0,

onde |F| = \/EZ+ 2+ 2T K2 ou K2 = k2 + k2
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Pode-se mostrar que tal conjunto de expressdes, na verdade, descrevem um sistema fisico com
. Y, . . = . ~
3 graus de liberdade fisicos por meio do vetor E'. Em outras palavras, basta termos a informacdo

— . -
dada pelo vetor E que poderiamos obter os outros campos, B, € ou b.

2.4 Tensor de Energia-momentum

Seja a equagdo de Maxwell com fontes, 9, F*” = j*. Podemos saturar o indice livre multiplicando

por F,,. de ambos os lados e apds alguns desenvolvimentos obtemos a seguinte expressdo:

0,0", = jF,. (2.16)

onde OF, = FHF,, + ;0L F*PF 4.

Esta equacdo expressa de forma condensada as Leis de Conservacdo aos quais os campos da
teoria estdo sujeitos. Mas antes de verificarmos tais Leis de Consevacido de uma forma mais clara,
vamos explicitar os componentes do tensor ©* . considerando em cada caso sua interpretacdo
fisica.

Partindo de ©#,, = F¥*F,, + 104F*F,3, e avaliando cada conjunto de componentes em

separado, ou seja:

e quando ;1 =0 e kK = 0, obtemos:

Q0 = F@E,+l0FefE
. o ) ’ (2.17)
0% = (&) + B+ (%) +¢,
que é interpretada como a “Densidade de energia’ contida nos campos.
e quando =0 e kK = i, obtemos:
e, = FYEF,+ }L(S?FaﬁFag,
(2.18)

0%, = —L[(Ex B)+bd;,
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que é interpretada como a “Densidade de Momentum” ou “Fluxo de energia”’. O fluxo de energia
relativistica através da superficie correspondente a direcdo de i & equivalente a densidade de

momentum linear da i-ésima componente.

e quando 1 =i e kK = j, obtemos:

©'; = F"F,j4 10.F*F,p, (219)
O, = LEB + BB —eie; — 1005 + B+ &2 —¢?), '
que é interpretado como um “Tensor de tensdes’ dos campos e representa, em geral, o fluxo de
momentum na direcdo de ¢ através da superficie j . Em outras palavras, os termos de indices
diferentes (i # j) medem a tensdo de “cisalhamento” no campo; ja os termos com indices
iguais (i = 7) medem a pressdo em cada uma das dire¢des. Note, na expressdo geral do tensor, a

presenca do termo —e;e; que pode agregar uma pressdo negativa ao sistema. Isso sera importante

no capitulo 4.

e quando 1 =0 e k = 4, obtemos:

00, — FWE,+150F8F
! + T 7 (2.20)

=

0 _ NI
@4—CE'€,

que é interpretada como um novo tipo de “Densidade de momentum-s " dos campos na direcdo

da dimensdo extra.

e quando i =1 e kK = 4, obtemos:

©'y = FYF,u+ 30,F*F,p,
B B (2.21)
', = —[5bE+éex B,
que é interpretada como um novo termo de tens3o entre os campos mas agora considerando o

fluxo de momentum na direcdo de 7 através da superficie 4, referente a nossa dimensdo extra a

qual batizamos de s.

e quando i =4 e k = 4, obtemos:
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O, = FWE, 4 15ipefL,
! 2 +T 52 (2.22)
Oy = —3(Z)- B4 e - (%)

que é interpretada como uma nova “densidade de pressdo” na direcdo de nossa dimens3do extra

S.

2.4.1 Forma Matricial de o+,

Apresentamos a seguir, a titulo de ilustracdo, a expressdo matricial do tensor ©# ..

0% e’ e e’ e’
o'y, e, e, el; o,
or, = 0%, 0% 0%, 0%; 0%,
0%y 0% 03, ©; 6%,
0ty 0t o', 0'; 04,

4 -5, -8, -8, —f ]
—Sz Oz Ozy  Onz —Xa
Oy = =Sy Oyr Oy Oy —Xy
=S, 0w 0z 0. —X:
e i T PRV

Na préxima segdo apresentaremos como as leis de conservagéo se revelam no cenario (14+4)D
do Eletromagnetismo de Maxwell com importantes relagdes como os analogo 5-dimensional do
Teorema de Poynting, da Forca de Lorentz além de expressGes que ndo possuem nada semelhante

na formulacio 4-dimensional.
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2.5 Leis de Conservacao.

O tensor de energia-momentum, como vimos no inicio da secdo anterior permite escrever as leis

de conservacdo do eletromagnetismo de Maxwell de uma forma bastante compacta como na

cq.(2T6).

2.5.1 “Teorema de Poynting”

O teorema de Poynting & uma afirmacdo sobre a conservacdo de energia para o campo eletromag-
nético de Maxwell. Ele relaciona a taxa de variacdo temporal da densidade de energia ao fluxo de
energia e a razdo na qual os campos realizam trabalho. No nosso estudo do Eletromagnetismo

5-D esse teorema é sumarizado pela seguinte express3o:

0 5 0 - =
au—i—V-S%—gﬁ——j-E—i—jsb, (2.23)

ﬁ
onde S é o “Vetor de Poynting” representando o fluxo de energia, j é a densidade de corrente

—
e E é o campo elétrico, além de u que é a densidade de energia eletromagnética.

u o= 3lE&) + B+ (%) + e,
S = (ExB)+bé,
¢ = -E-¢@

2.5.2 “Forca de Lorentz” e Conservacao de Momento

A “Forca de Lorentz" & a forca em uma carga pontual devido ao campo eletromagnético. Ela é

extraida, em nosso mundo 5-dimensional, da seguinte lei de conservacdo:

105 oY
— —
———V-J+—X:—pE—7xB+js?, (2.24)

onde
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S = (E x B)+be "Vetor de Poynting"
o = O, "tensor de tensdes"
X = (LbE+e&x B)

Nesse nosso cenario, 5-D, surge uma terceira expressdo que congrega a conservacdo de mo-

mentos escalares.

1 0¢ L0, 2 .
onde

¢ = —E-¢

Q= —5l(E) - B = () + ¢

2.6 Conclusoes Preliminares

Neste capitulo, pudemos verificar que o contetido do campo de Maxwell esta no vetor E. Além
disso, pudemos obter as expressdes das Leis de Conserva¢do que a teoria nos fornece.

No Capitulo 3, trabalharemos a Eletrodindmica de Kalb-Ramond em 5D, ou seja, faremos a
formulacdo do Eletromagnetismo considerando que os potenciais sejam descritos por tensores de
rank-2 B"” (ao invés do potencial de rank-1 A*) e poderemos contabilizar também 3 graus de

liberdade fisicos para a 2-forma de gauge.



Capitulo 3

A EletrodinAmica de Kalb-Ramond

em (144)Dimensoes

Nesse capitulo faremos a formulagdo do Eletromagnetismo considerando que os potenciais sejam
agora descritos por tensores de rank-2 B*” ao invés do potencial de rank-1 A* que utilizamos no
capitulo anterior.

Como motivacdo principal desse capitulo constata-se, em 5D, que o campo vetorial e o
campo tensorial (de rank-2) de gauge descrevem ambos 3 graus de liberdade fisicos. No capitulo
anterior, através das equacdes de Maxwell em 5D, pudemos verificar que o contetdo do campo
de Maxwell estd no vetor ﬁ Neste capitulo, trabalharemos a Eletrodindmica de Kalb-Ramond
em 5D e poderemos contabilizar também 3 graus de liberdade fisicos para a 2-forma de gauge.

A questdo que se abre é se estes dois campos s3o, ou n3o, equivalentes do ponto-de-vista da
descricdo do fenémeno eletromagnético. Isto nos proporciona a possibilidade de uma discussio
referente & melhor maneira de se descrever o Eletromagnetismo num universo 5-dimensional.

Descreveremos o campo tensorial de gauge em 5-D e concluiremos o capitulo mostrando-se
que é possivel estabelecer uma equivaléncia entre as descricbes de Maxwell e Kalb-Ramond, no
caso da radiacdo eletromagnética no vacuo. A coincidéncia de se ter o mesmo nimero de graus
de liberdade fisicos é apenas a ponte-de-partida que motiva o estudo pois, na verdade, o campo

vetorial de gauge possui (D — 2) graus de liberdade fisicos em D dimensdes ao passo que um

23
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campo tensorial (de rank-2) de gauge apresenta (D — 2)(D — 3) de modo que esses nameros
se igualam apenas quando D = 5. Com isso em mente, procuramos evidenciar que existe um

mapeamento de uma teoria para outra; é isto que nos comprometemos a fazer neste capitulo.

3.1 Eletromagnetismo de Kalb-Ramond.

O campo de Kalb-Ramond [16, 20, 21, 22] € um campo que se transforma como uma 2-forma i.e.,
um tensor antisimétrico de dois indices. Ele generaliza o potencial eletromagnético A* e tem dois
indices ao invés de um. A diferenca esta relacionada ao fato de que o potencial eletromagnético
é integrado sobre as linhas de mundo 1-dimensional de particulas para obter sua contribuicio
a acdo enquanto o campo de Kalb-Ramond deve ser integrado sobre as superficies de mundo

2-dimensional da corda. O eletromagnetismo de Kalb-Ramond pode ser derivado da ag3o:

S = /cd% (3.1)

onde d°z é sobre o tempo e espaco considerando também a dimensao extra. Onde o La-

grangiano L é:

L = %GW”GM (3.2)
Podemos inserir este Lagrangiano na equacdo de Euler-Lagrange para os campo e assim a equacio
de movimento sem fontes obtida é 0,(0*B"* 4+ 0" B™ + 0"B*") = 0.

O termo entre parenteses 0% B"" + 0" B** + 0" B* & definido como G*** field strength ou

intensidade de campo e, portanto, a equacdo de movimento do campo sem fontes fica assim:

9, GM =0 (33)

Na préxima secdo, obteremos as componentes do field strength G** por meio de identificacdes
e na sequéncia as utilizaremos para escrever as equagdes de movimento do campo de movimento

de Kalb-Ramond em (144)D, um de nossos focos nesse capitulo .
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3.1.1 Campo de Kalb-Ramond.

Conforme visto na secdo anterior, o field strength G*** tem sua formulacdo em termos do tensor
anti-simétrico de rank-2, B*” de modo que antes de obtermos as equacdes de movimento devemos
conhecer as componentes de B*”. Tal tensor tem como componentes ndo-nulas B% B% e B™“,
A essas componentes tensoriais associamo{] trés vetores e um escalar:

L4 BOIL ~/ X I
o B — cikyk Y,
L4 BZ4 ~/ ﬁ 1

.BO4NS-

Também podemos representar matricialmente o tensor:

0 B B2 p% p" 0 X, X, X. S
Bl (g p2 BB BuU ~X, 0 Y. -Y, R,
B"=| g2 pn o p» p* [~ —x, -v. o0 Y, R, (3.4)
B30 p3l p32 o B3 ~-X. Y, -Y, 0 R,
B pial pi2 pB -S —-R, —R, —R. 0

3.1.2 Derivacao das componentes do tensor G**.

Para derivar todas as componentes do tensor eletromagnético utilizamos a sua definicdo expressa
em funcdo dos potenciais GH"* = 9MB"" + 0" B** + 0" B"” e fazemos em seguida as devidas

identificacded?] ou seja:

1~ significa “esta associado a”
2 significa “é identificado com”
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Lo — —
10 oY =
TxTo2T T )
X —a —
V-? — B

Assim como se fez no Capitulo 2, aqui precisou-se definir quatro campos, sendo um escalar 3 e os
~ . . - = e . .

outros trés vetoriais £, Z e W no intuito de expressar o tensor G** completamente. De uma

maneira mais sucinta também podemos reescrever as componentes ndo nulas do tensor G*** da

seguinte forma:

GUii  —  gikgk ?
Qo4 —  _zi _} e
QA — ik W (36)
Gk = kB~ B

Nesse contexto, é necessario definir um tensor de correntes j“* que é exibido em sua forma

matricial a seguir:

3.1.3 Equacoes de movimento do campo

e expressarmos as equagdes de movimento com fonte = j¥", assim como as equagdes
S C d t fonte 0,GH" = j¥* C
homogéneas 0, G*” = 0 em termos de suas componentes no cenario das (1+4)D, obteremos sete

equacdes de Kalb-Ramond. Portanto, temos:
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-,
V-W-2B=0,
0G" =0=1{ 10 yx 728 =7, (38)
—
\%%BJFV- E =0,
—%%?—VXV_\;:H,
1078 LB+ AW =Q,
9,GM"E = jU = (3.9)
— o=
VxE-2Z=1,
V. Z=¢

Note que, conforme era de se esperar, obtivemos sete equacdes, sendo que destas, agora
quatro tém fontes, enquanto que as outras trés sio homogéneas. De modo que obtivemos
exatamente a estrutura “inversa’f| obtida no Capitulo 2, quatro equagdes ndo-homogéneas e trés
equacdes homogéneas.

Vale observar que a estrutura de correntes obtida no caso de Maxwell, discutido no capitulo

) : — :

2, € menos rica que a do caso de Kalb-Ramond uma vez que p e j constituem um 4-vetor no
mundo de (1+3)D, com j, uma fonte escalar. Enquanto que, no caso de Kalb-Ramond, ha uma

. RPN —_— —
corrente 4-vetorial (js; ni) e um tensor de rank-2 ([ ; Q).

Na préxima secdo, faremos uma avaliacdo de quantos graus de liberdade fisicos efetivamente

constituem a formulacdo 5-dimensional da Eletrodindmica de Kalb-Ramond.

3.2 Propagacao dos Campos

Para avaliar a propagag¢do no vacuo (sem fontes) teriamos, nesse caso, o seguinte conjunto de

equacdes a considerar:

3Prezado leitor, guarde bem essa estrutura pois ela nos sera atil no Capitulo 4.
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(3.10)

Passando essas equacdes para o espaco dos momenta ficariamos com o seguinte sistema de

equacdes:

(3.11)

Pode-se mostrar que tal conjunto de expressdes, na verdade, descreve um sistema com 3 graus

—
de liberdade fisicos por meio do vetor £ . Em outras palavras, basta termos apenas a informacio

— — —
contida no vetor £ que poderiamos obter os outros campos, Z, W ou B.

3.3 Tensor de Energia-momentum

Seja a equagdo de Kalb-Ramond com fontes, d,G*"* = j**. Podemos saturar o indice livre

multiplicando por G, de ambos os lados e apds alguns desenvolvimentos obtemos a seguinte
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expressao:

8,01 = j"Gun (3.12)

onde ©# ,, = G* @\ — %(VALGO‘MGQM.

Esta equac3o expressa de forma condensada as Leis de Conservacdo as quais os campos da
teoria est3o sujeitos. Mas antes de verificarmos tais Leis de Consevacdo de uma forma mais clara,
vamos explicitar os componentes do tensor ©* . considerando em cada caso sua interpretacio
fisica.

Partindo de ©#,. = G*"(G ..\ — %5‘;6“57(}&/37, e avaliando cada conjunto de componentes

em separado:

e quando ;1 =0 e kK = 0, obtemos:

@0 0o — GOVHGW;O - %58G0¢57Gaﬁ%
0% = W?+ 2?24+ B2+ &2,

(3.13)

que é interpretada como a “Densidade de energia’ contida nos campos pois, mede quanta energia

ha em cada ponto.

e quando i =0 e kK = i, obtemos:

@Oi = GOVKGVm’ - %5?Gaﬁ’yGaﬂ77

I . (3.14)
0, = 2[Wx Z)+B¢&],

que é interpretada como a “Densidade de Momentum” ou “Fluxo de energia’. O fluxo de en-

ergia relativistica através da superficie correspondente a direcdo-i é equivalente a densidade de

momentum linear da i-ésima componente.

e quando i =1 e kK = j, obtemos:
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O = G"Guey = 50,6 Gagy (3.15)
O, = DWW +2Z1ZI — 288 — §INV? + 22+ B — £2) '
que é interpretado como um “Tensor de tensdes’ dos campos e representa, em geral, o fluxo
de momentum na direcio-i através da superficie-j. Em outras palavras, os termos de indices
diferentes (i # j) medem a tensdo de “cisalhamento” do campo; ja os termos com indices
iguais (i = 7) medem a pressdo em cada uma das dire¢des. Note, na expressdo geral do tensor, a

presenca do termo —&E7 que pode agregar uma pressio negativa ao sistema. Isso sera importante

no capitulo 4.

e quando 1 =0 e kK = 4, obtemos:

0, = GURG.— 10GG, .
! pid 604 o (3.16)

—

0 A
Q% = 2W. €&,
que é interpretada como um novo tipo de “Densidade de momentum-s " dos campos, pois mede

quao rapido o campo se move na direcdo da quinta coordenada, z* = s.

e quando i =i e kK = 4, obtemos:

Oy = GGy — 201G Gg,, 317
O, = 20BW+ Z x &),
que é interpretada como um novo termo de tens3o entre os campos mas agora considerando

(o fluxo de momentum na direcdo-i através da superficie-4, referente a nossa dimens3o extra,

r = S.

e quando ;=4 e kK = 4, obtemos:

O = G¥ Gt = G G, (18)
@44 — _(WZ _Z2 —82 —i—SZ),

que é interpretada como uma nova “densidade de pressdo” na direcdo de nossa dimensdo extra,

1’458.
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Na préxima se¢do, apresentaremos como as leis de conservacdo o Eletromagnetismo de Kalb-
Ramond em (144)D se revelam em nosso mundo com importantes relagdes como os analogo
5-dimensional do Teorema de Poynting, da Forca de Lorentz além de expressdes que ndo possuem

nada semelhante na formulagdo 4-dimensional do Eletromagnetismo de Kalb-Ramond

3.4 Leis de Conservacio.

O tensor de energia-momentum, como vimos no inicio da secdo anterior, permite escrever as
leis de conservagdo do eletromagnetismo de uma forma bastante compacta como na eq.(3.12)) e

desta expressdo podemos extrair trés relacdes que se seguem:

3.4.1 “Teorema de Poynting”

O teorema de Poynting € uma afirmac&o sobre a conservacdo de energia para o campo eletro-
magnético. Ele relaciona a taxa de variacdo temporal do densidade de energia ao fluxo de energia
e a razdo na qual os campos realizam trabalho. No nosso estudo do Eletromagnetismo 5-D de

Kalb- Ramond esse teorema é sumarizado pela seguinte express3o:

0 — 0 - = ., =
§u+v-3+%§——Q-5—m~Z, (3.19)

onde S & o “Vetor de Poynting” representando o fluxo de energia, 7 é uma densidade de corrente

— — .. . L, . . «
e £ e Z sdo os campos que definimos anteriormente, além de u que é a “densidade de energia”

eletromagnética. Onde esses sdo dados por:

- — = —
§ = _[WxZ)+BE),
5 = _W?a

4ver Apéndice B
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3.4.2 “Forca de Lorentz” e Conservacao de Momento

A “Forca de Lorentz" & a forca em uma carga pontual devido ao campo eletromagnético. Ela é

extraida, em nosso mundo 5-dimensional, da seguinte lei de conservacio:

105 X = = = = =
—— —Vio+—=1xE-(Z+QB+mxW, (3.20)
c Ot 0s
onde
S = —[(V_)VXZ;)+B?]¢ "Vetor de Poynting"

o = WWIZZI -8 —15iW?*+ 22+ B> — £’ "Tensor de TensGes"

X = BV+ZxE)

Nesse nosso cenario, 5-D, surge uma terceira expressdo que congrega a conservacdo de momentos

escalares.
1 0¢ 0 - = = —
SV N+ —Q=—1-Z-0 - .21
c2 ot Vv X+83 @-W (3:21)
onde
— —
£ = -WE
- = =
X = (BW+ ZxE&)
Q = —%[(WQ—ZQ—B2—I—S2)]

3.5 Comparacao

Comparando as representagoes matriciais de G, e de F),,, percebemos uma correspondén-
. . . . . H H H
cia direta, sem mudangas de sinais, em qualquer um dos campos considerados (B, Z, & W)

conforme pode se observar a seguir.
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wv Fy

0 Gn
G 0
é;20
630
640

602
G
0
632
G

Gos
Gis
Gas
0
G

0 By By E, _b

C C (& C

E- 0 -B, B, e
FE,

v B, 0 —-B, ¢

Z. 0
—Z, Z, 0
B —& -& -E

33
(3.22)
-B
Ex
gy
&,
0
(3.23)

Em suma, se verifica um “matching” entre os campos das duas teorias. Esquematicamente,

queremos dizer o seguinte:

SRR v

—

Cbl U:jl ol o=l

(3.24)

Também, quando se faz as correspondéncias entre as equacdes das duas teorias percebe-

se o mesmo padrdo. Na primeira tabela, podemos verificar uma correlacdo exata entre o lado

esquerdo das equacdes de Kalb-Ramond com fontes com o lado esquerdo das equacées de Maxwell

homogéneas.
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uGHe = 7 s O F 4 OF  + O°F, ¥ =0

Tabela 3.1 —%%?—VXW:WZ — %ﬁ—FVxE’):ﬁ)
: £ e - -
WAL LIE L YBL AW = o 2T 4+Vb+LE =10
- 9= - = s =

VX5—£Z:Z HVXe—%B:O

— —
V-Z=¢ & V-B=0

Na segunda tabela, também verifica-se a mesma correspondéncia entre o lado esquerdo das
equagdes de Kalb-Ramond homogéneas com o lado esquerdo das equa¢des de Maxwell com
fontes. A raz3o para essa estrutura vem da equivaléncia entre o tensor eletromagnético de uma

teoria e o dual do tensor eletromagnético da outra teoria, ou seja: F'* ~ GH; FH" ~ GHF,

: N 0B 1(v. B — &) —
Tabela 3.2: VIW-2B=0 « [(V-E)-5]=cp
16—) — 8—) — 13H g 5 — —
LIB4V-E=0 & 22b+V- ¢ =

3.6 Conclusoes Preliminares

Neste capitulo, pudemos constatar que, no cenario 5-dimensional, a estrutura de correntes que a
formulacdo do Eletromagnetismo de Kalb-Ramond nos traz é mais rica que a do Eletromagnetismo
de Maxwell.

Também chamamos atencdo para uma estrutura de correspondéncia observadas entre as
equacdes de movimento que as duas teorias nos trazem e que podemos sumarizar da seguinte

maneira:
e Kalb-Ramond com fontes ~Maxwell homogéneas;
e Kalb-Ramond homogéneas ~Maxwell com fontes;

e Razdo: M ~ GH: FHE ~ GHVE,
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O préximo capitulo tem como objetivo comparar adotando um esquema de reducdo dimensional

as teorias eletromagnéticas que aparecem em (14+3)D a partir dos modelos apresentados nos

capitulos 2 e 3.



Capitulo 4

As Eletrodinimicas Geradas em

(143)Dimensoes.

O objetivo desse capitulo € comparar as teorias eletromagnéticas que aparecem em (1+3)D a
partir dos modelos descritos previamente. Numa primeira abordagem, adotaremos um esquema
de redugdo dimensional conhecido como redugdo “a la Scherk-Schwarz” [23, 24] onde se considera
que todos os potenciais e campos ndo dependem da quinta coordenada, z* = s. A idéia é pensar
que, no mundo 5-dimensional, a simetria de gauge determina os campos e, num esquema mais
simplista, estes campos n3o dependem da coordenada ortogonal a hipersuperficie 4-dimensional,
que é o nosso mundo de (143)D. Entretanto, os campos extra a formulagdo de Maxwell deixam a
sua marca nas 4 dimensdes e chegamos a formulagdes estendidas do Eletromagnetismo, buscando
identificar a origem do fendmeno eletromagnético em 4D a partir da premissa de que vivemos

numa fronteira de um mundo 5-dimensional.

4.1 Reducao dimensional

Nessa secdo adotaremos um esquema de reducdo dimensional a fim de comparar a projecio das
teorias eletromagnéticas (1+4)D que aparecem em (143)D. O procedimento que utilizaremos é
conhecido como reducdo “a la Scherk-Schwarz" e considera que todos os potenciais e campos

nio dependem da coordenada z* = s. Em outras palavras, consideramos que g—f = 0 em cada

36
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uma das equagdes sendo ¢ um campo de qualquer ordem.
Nesse esquema de reducdo dimensional os potenciais assumem a seguinte forma na teoria de

Maxwell:

P e —
_(EA +VPd) — F,
— —
Vx A — B,
(4.1)
2y — b,
-V — e
Ao passo que na teoria de Kalb-Ramond, os potenciais assumem a seguinte forma:
Lo — —
EEY — v XX — 87
10 — —
_ R (4.2)
Vx X — W,
%
V.Y —  B.

4.1.1 Aplicacdo da Reducao dimensional nas duas teorias.

O sistema de equacdes que se segue disposto mais a esquerda corresponde ao conjunto de
equagdes de movimento do campo obtido na teoria de Maxwell em (1+4)D e discutido no
Capitulo 2 desse texto. Do lado direito, separamos esse conjunto de equacdes em dois setores

apoés passarem pelo procedimento de reducdo dimensional que descrevemos no inicio desta sec3o.

( (
(V-ﬁ)—%:c% V-E =
=1 - = — P
wB+VXE=0 VX FE=-3B

Maxwell
H
V-B=0 V-B=0
—LOE4VxB-2T =] = \V><§:7+C%%E>
4

10y v. e =, VT =124,
Vxe-2B=0 Extra-Maxwell { v x & = O
2T 4Vb+L2E =10 Vb= 27

\ \
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O sistema de equacdes que se segue disposto a esquerda corresponde ao conjunto de equacdes
de movimento obtido na teoria de Kalb-Ramond em (1+4)D e discutido no Capitulo 3 desse
texto. Do lado direito, separamos esse conjunto de equagdes em dois setores ap6s passarem pelo

procedimento de reducdo dimensional.

4 (
VW-—2B=0 V- Z=¢
Js
L0 _Vx W= VxZ=12W
Extra-K.R.
— —
V-Z=¢ V-W=0
{-12W4+VxZ-2E=-107 = VxW=-—m-12Z
;

) = _ = )
LIBLv. € =0 V.- =-125
Vx?—a%gz? KR_Svx€=TF%

— — —
108 4+VB+2W=T VB=7¢-12F

Como se pode perceber o setor extra da teoria de Kalb-Ramond apés passar pelo procedimento

de reducdo dimensional é idéntico ao setor principal da teoria de Maxwell considerando as devidas
. — — = = 9 N —
renomeagdes (£ +— Z;— B — W;c°p— (mi— 7).

Similarmente, o setor extra da teoria de Maxwell, apés também passar pela reducio dimen-
sional, se apresenta idéntico ao setor principal da teoria de Kalb-Ramond considerando que,
neste caso, aplica-se um procedimento de truncamento das correntes das duas teorias, ou seja,
considera-se simultaneamente [ = 0,¢ = 0 e j, = 0. Deve-se observar que tal procedi-
mento nao viola a simetria de Lorentz pois, 7% é invariante de Lorentz o que significa dizer,
em outras palavras, que mesmo sob o ponto-de-vista de observadores diferentes as correntes
serdao nulas. Como consequéncia, temos um setor desacoplado da matéria, ou seja, puramente
energético.

Pela comparacdo entre os resultados obtidos, observa-se que a reducdo do Eletromagnetismo
de Maxwell de 5D para 4D reproduz o eletromagnetismo maxweliano ordinario mais um escalar

(um Klein-Gordon genuino) e ndo gera o Eletromagnetismo de Kalb-Ramond em (143)D (vide

Apéndice B). E importante observar que o escalar que aparece em 4D vindo de Maxwell em 5D &
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um Klein-Gordon genuino, diferente do Kalb-Ramond em 4D. O Kalb-Ramond em 4D é também
um escalar, mas n3o do tipo Klein-Gordon.

Por outro lado, percebe-se que o Eletromagnetismo de Kalb-Ramond reduzido de 5D para 4D
como uma estrutura mais rica de correntes dadas pelos vetores T e 7. Soma-se a isso o fato
dele englobar seu concorrente direto, o caso do Eletromagnetismo de Maxwell reduzido de 5D
para 4D. Sendo, portanto, o Eletromagnetismo de Kalb-Ramond reduzido de 5D para 4D uma

descricdo mais geral e que consideramos por esse motivo mais interessante.

4.2 Reducao dimensional no tensor de energia-momento.

Se aplicarmos o procedimento de reducdo dimensional no tensor de energia-momento ©# . das

duas teorias obteriamos com o seguinte :

0% e’ e’ e’ e% - .
0% e’ e, e°%

et, o', e, o'y o,

o'y, ', o', o!;

@20 @21 @22 @23

e, 03, 03, 03,
@40 @41 @42 @43 @44 - -

0%, 0%, 03, 0%; 03,

Onde, para o caso do Eletromagnetismo de Maxwell:

0% = HE)+B>+ (%) +¢
0% = —1(Ex B)+be; (4.4)

@ij = C%EZE] + .BZ.B‘7 — 61‘6]‘ — %(5;(?—22 + B2 + E — 62)

c2
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Enquanto que no caso do Eletromagnetismo de Kalb-Ramond, obtemos:

@00 _ W2+22+BQ+52
00, = 2((W x Z)+BE]
O, = 2WWI 422127 — 28187 — §i(W? + 22 4 B2 — £2)

40

(4.5)

Agora, aplicando procedimento de truncamento da corrente no 5-vetor corrente j¥ definido

no capitulo 2 e nas Leis de Conservacdo obtidas nesse mesmo capitulo chegamos ao seguinte

conjunto de expressdes:

onde

(4.6)

Se aplicarmos o procedimento de truncamento de correntes no tensor de correntes j¥* obte-

riamos com o seguinte resultado:
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=l e 0 my | = 4.7

E em seguida, aplicando a redug¢do dimensional nas Leis de Conservagdo obtidas no Capitulo

3 obtemos o seguinte conjunto de expressées:

j - — —
dutv-§=-Q ¢
%%—V-a:_fxﬁj—kal? (4.8)
1 9¢ . — = — —
_C_Qr_t_v'X:_l.Z_Q'W

(

u=1iW?+ 2>+ B2+ &%)

- — = —

S=—-[Wx Z)+B¢]

f=-W-¢

onde ¢ QF = _%gjk(q)ij

o =WWI + ZIZI — &8 — J0iW? + 22 4 B> — &7
e T

X=BW+ Z x E)

Q = —LW?— 22— B4 €2

\

4.3 Conclusoes preliminares

Sumarizamos as conclusées desse capitulo pelos seguintes itens:

e setor extra da teoria de Kalb-Ramond é idéntico ao setor principal da teoria de Maxwell.
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e 0 setor extra da teoria de Maxwell se apresenta idéntico ao setor principal da teoria de
Kalb-Ramond considerando que, neste caso, aplica-se um procedimento de truncamento

. . . ) - =, =
das correntes das duas teorias, ou seja, considera-se simultaneamente [ = 0,¢ = 0 e
js = 0. Como consequéncia, temos um setor desacoplado da matéria, ou seja, puramente

energético.

e Pela comparacdo entre os resultados obtidos, observa-se que a reducdo do Eletromag-
netismo de Maxwell de 5D para 4D reproduz o eletromagnetismo maxweliano ordinario mais
um escalar (um Klein-Gordon genuino) e n3o gera o Eletromagnetismo de Kalb-Ramond

em (1+3)D.

e percebe-se que o Eletromagnetismo de Kalb-Ramond reduzido de 5D para 4D fornece uma
—

estrutura mais rica de correntes dadas pelos vetores [ e . Soma-se a isso o fato dele

englobar seu concorrente direto, o caso do Eletromagnetismo de Maxwell reduzido de 5D

para 4D.

e Constatamos que o Eletromagnetismo de Kalb-Ramond reduzido de 5D para 4D é uma

descricdo mais geral.



Capitulo 5

Consideracoes Finais e Futuros

encaminhamentos

A Cosmologia de branas afirma que o universo 4-dimensional (visivel) esta restrito a uma brana
dentro de um espaco de mais alta dimens3o. Em outras palavras, vivemos em 4D, na periferia
de um mundo 5D. A nossa argumentacdo, nesse trabalho, é que o fenémeno eletromagnético em
4D seja o reflexo de alguma fisica mais fundamental em 5D. Identificamos, entdo, que o objeto
fundamental em 5D é a 2-forma de gauge e esta se manifesta, em nosso mundo 4-dimensional,

H
na teoria eletromagnética usual de Maxwell, como um setor extra, determinado pelos campos E

eB:
u = 3(B*+&?
S = —BE (5.1)
o o= -~ - 158 - &)

Propomos um cenario em que o Eletromagnetismo de Maxwell seja acompanhado, como

consequéncia das 5 dimensdes, de um setor extra, desacoplado da matéria, puramente energético

Deixamos, como passo imediatamente sucessivo a esta tese, a averiguacdo da hipétese que

levantamos, ou seja, de que o setor extra da teoria de Maxwell em 4D possa descrever alguma

parcela daquilo que sdo os cerca de 74% de energia escura de nosso Universo. Propomos o

43
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seguinte encaminhamento:
. . —

A partir do tensor de energia-momento do setor extra com £ e B 1) estudar a sua
contribuicdo as equacdes de Einstein e verificar se este setor extra pode conduzir a um modelo
cosmoldgico com expansdo acelerada. Ha uma expectativa positiva em relagdo a este resultado.

~ ) —_— — - )
Comparando-se a pressdo associada ao campo de Maxwell usual, (E,B), com a pressdo obtida
. H ~
do tensor de energia-momento do setor extra, (£,8), vé-se que, neste segundo caso, pode-se ter

pressdo negativa, o que nos encoraja a ir a frente, esperando se obter uma expans3o acelerada.



Apéndice A

Produtos de Epsilons de Levi-Civita

de rank-5

Para calcular essas estruturas algébricas, partiremos da seguinte express3o:

o o or ok o
AR AR
N eapue = | 05 85 85 85 O

R B s

P P P P P
oh 05 ob of O
A seguir apresentamos cada um dos casos de contracdo de indices do produto de épsilons de

Levi-Civita de rank-5 considerando, desde o primeiro caso em que nenhum indice é contraido até

0 caso em que os cinco indices estdo contraidos simultdneamente.
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Sem indices contraidos:

Pelo método do desenvolvimento em Menores [

oy 8o
o5 o dr
e N eapyug = (—1)F104
00 0

or o

8, 04 oL
o5 8 o
+ (1)

5y 03 0

A

o 0y 0
on of 0f
+ (=)o

& 0y 0)

5n &% o

Onde, cada um desses determinantes 4x4 s3o calculados separadamente abaixo.

Lescolhemos a linha 1 como a linha de referéncia

+ (_1)1+25§

+ (=1

v
S
5)\

%
03
Z

69

51/
0¢
%

5P

O
%
%

59
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%
%
05

%

%
%
05

5P

PRODUTOS DE EPSILONS DE LEVI-CIVITA DE RANK-5

O
0¢
0

5P

O
O
%

5!’

3
0
O

5!’

SH[65(3208 — 8200) + 85(5200 — 8208) + OF(8250, — 6302)]+

0 [65(3208 — 8200) + 85(520% — 8302) + GE (6388 — G205)]+
SLLO5(820L — 8250) + 66285 — 6362) + 65 (5300 — 520%)]+

SL[O5(8258, — G200) + 85(520% — 5382) + O (6368 — 620%)].

SL[85 (5287 — 8200) + O5(8208 — 6287) + 6F(8268 — 5362)]+

04 [05(830¢ — 6200) 4 05(0208 — 020¢) + O£ (5286 — 6384)]+
O [05 (0307 — 0208) + 65(6205, — 5707 ) + 0F (0208 — 6364)]+
O [07(0205 — 6208) 4 05(8360 — 6368) + 05(6202 — 6268)].

SL[65(8208 — 8250) + 6%(5260 — 8308 + GE (5362 — G200+

04[00(030¢ — 6208) + 050208 — 020¢) + £ (5786, — 6384)]+
O [05(030¢ — 0205) + 05(6200 — 6202) + 0 (8305 — 0308)]+
¢ [05(0300 — 0505) + 05(3300 — 6208 + 05(62005 — 6307)].
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5y Y
5r o8
2 o)

5, o

5y oY
55 op
5 )

5

PRODUTOS DE EPSILONS DE LEVI-CIVITA DE RANK-5

5
o
»
s

%
0¢
0
0%

= o[F5(0260 —

— 05[05(000¢
+ 0v[0n (0307 —
— O¢[05(0308 — 0265) + 058505 — 6,07) + 85 (6205

= O[65(8200 — 0X00) + 6 (6265

—  0465(62085 — 630) + 05(5)6%,
+ 04[05(0305 — 0305) + 05(0308 — 0700 + 65(620%
0% [05 (6305 — 0265) + 615(026%

Com 1 indice contraido.

Lembrando que 65 =5

ghAPe afywp

+ o+ 4+ o+

(_1 1+16u{5u(5n(5/\
(—1)"265{ 6% (656
(= (05

(—1)"Hou{0% (0500 — 050%) + 05(050
(—1)"*+5{0% (6503 —

Com 2 indices contraidos.

Euw)\pgaﬁ%p = 2[525(5555

) 3)

) 7)
1)1+360 {52 (8562 — 656%) + 04(6%6

) )

)

— 8108 + 858 0n

— 5260) + 65(5208, — 628L) + 85 (520

S (05
— 5503 + 0 (0%
5005
4(

.
0E0%) + 04(856) —

0200) + 05(020 —

5265) + 65(5265 — GAL) + 85 (526 —
— 5308)].

SR02) + 6 (3300 — 8205)]+

— 0300)1+

5365)]+

— 0308) + 85(8)00 — 8285)]+

— 06200) + 05(0508 —
— 535@)]+
— GX02) + 85 (6200 —

BEGY) + 6(8%8% — 0562) + 01 (8582 —

) + 0
— §E8D) + 848582 —
— §EON) + 0L (050 —
)

— 0500) + 04(050% —
5“59) + 64(050% —

5355)]+

5302)]

0503) +
050%) 1+
0500) H
0500) }+

5502}

— 070%) + 0K (0505 — 0504)]-
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Com 3 indices contraidos.

SN gy = G040 — 40%).

Com 4 indices contraidos.

EMVRAPE inpy = 2401

Com 5 indices contraidos.

Ny = 120
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Apéndice B
Campo de Kalb-Ramond em (14-3)D.

Por definicdo, o campo de Kalb-Ramond é descrito por um campo tensorial de rank-2 anti-
simétrico, ou seja B" = —B"F. BM & também conhecido na literatura por 2-forma de gauge.

Sua estrutura é a seguinte:

0 BOI BOQ BO3
BlO O BlZ BlS
B" =
B20 B21 0 B23

B30 B31 BSQ 0
As componentes n3o-nulas desse tensor sio: B% e BY.
Pretendemos formular a Eletrodindmica de Kalb-Ramond em 4D e ja a apresentar em ter-

mos de estruturas tensoriais do mundo 4-dimensional. Para tanto, podemos efetuar a seguinte

associacdo das componentes do tensor anti-simétrico de rank-2 com vetores.
. —
e B% = X

o B = ety Y

1~ significa “esta associado a”
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Entdo, obtemos a seguinte estrutura:

B =

Logo, B* = {)_5, 7} reane dois vetores em um anico objeto.
As intensidades de campo estdo reunidas no tensor de rank-3 G***dado por:
GM'" = o'BY" 4 9V B" 4 9" B (B.1)

O tensor G*"* faz o mesmo papel que F'*¥ faz na eletrodindmica de Maxwell. Vale ressaltar

que G*¥" é totalmente anti-simétrico:

GHE — GV — (FWY — QYRR — _(GHEY — (GEVE

As componentes ndo-nulas deste tensor sdo do tipo G%e G,

Assim, calculando a intensidade de campo para cada uma dessas componentes, temos:

Para derivar todas as componentes do field strength utilizamos a sua definicio expressa
em funcdo dos potenciais G** = M BY" 4+ 0V B** 4+ 0"B*” e fazemos em seguida as devidas

identificac;c")eﬂ ou seja:

<l
|
)

gl
<l <

Mais explicitamente:
G" = 9B+ 9'B’ + 3B =

—

E = 12V _yxX

2 significa “é identificado com”
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G = OB* 4+ dB" +0*BY =

_)
B = V.Y
onde utilizamos as seguintes identifica¢des:

[ GOZ] — GOZ]
H
* Goj = eimén ~ Ex
o Uk — _@q..
- ijk

* Gy = ey

B.1 As equacdes de campo

Partindo da equagdo 0,G**"* = j** de movimento com fontes, temos que:

e quando fazemos v =0e kK =i

@ GuOi — jOi =
H
k

Vx? =

e quando fazemos v =ie k=

.Gl = i =

|=

N
&

Q|

VB =

_10
c ot
i —
—Joi ~ k

—
1 _ijk ;
—2€%%;; ~ @

Agora, partindo da equacdo ﬁué“ = 0, devemos, porém, Iniciamos pelo calculo do dual de

onde fizemos as seguintes associacdes

Grvr  que é dado por:

Gu - %Euab’vGam
Calculo das componentes de (N;“

- -
G, = 35coijpGY

- -B

3associando o tensor de Levi-Civita do espaco de Minkowski com o do espaco euclidiano €0ijk = €ijk
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éi = %&'a,@fyGaﬂfy
-
Resumindo:
e Gy = oY = -B
°* G = _?i
—
o G = &

Calculo da equacdo de campo homogénea, (%CN}“ =0.

9,Gr = 0=
—
V.E =- 125

Sumarizando, a Eletrodindmica de Kalb-Ramond:

Vx?:?
VB=Q - 12¢
V.- € =-125

— —
A primeira equacdo V x £ = k substitui a Lei de Gauss da eletrostatica para o caso de

Kalb-Ramond. Ja a segunda VB = ¢ — %%? faz o papel da equacdo de Ampére-Maxwell
da eletrodindmica. Enquanto a equacgdo V - F —%%B é a analoga de Faraday-Lenz da

eletrodindmica.

B.2 Estudo da Propagacao dos Campos

Equacdo de onda para o field strength G~ .

Sendo que G** =0F B + 0¥ B"" + 0" B"e B"é o campo tipo_Kalb-Ramond.
Aplicando 8, sobre a identidade de Bianchi, 9*G** + 9"G"M™ — G — gHGVRA = ()

temos:
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OPGHYE L GV GEM — GRGAMY _ QRGVEA -0 =
aﬂ(ak(;um 1L OVGEM — GEGAW aMGlm,\) -0 =
OMND,GHR) + 0¥ (9,GFM) — 0%(D,GM) — 9R9,GV = 0 =
N0, G + 0¥ (9,GH ) — 9% (—9,GIW) — 9RO, GV = 0 =
—019,GV — 0 =

aOGv= - 0

VK

onde usamos a Equagdo de Campo 9,G*" = 7”* no vacuo, ou seja, J,G""* = 0.
A x Ane =
Portanto vemos que G"** obedece uma equacdo de onda e como consequéncia, tanto &
quanto B tém solucdes de onda plana. Numa visdo corpuscular da radiacdo, emerge a idéia do

“darkon”, quantum de energia do campo B*”. Adotamos essa terminologia porque, vamos tentar

modelar uma parcela de energia escura pelo campo de Kalb-Ramond.

Seja Eum campo genérico que obedeca a equag¢do de onda DJ = 0 onde o operador

, . B 2 2 2 2
d'Alembertianoe 0 =12, — & _ & _ o

Portanto, passando para o espaco dos momenta encontramos a relacdo de dispers3o.
- w2 2 - — .

Oy =0=-%+k°=0=w=|k|c= E=|p|c (particula de massa nula)

Logo, podemos escrever uma radiagdo monocromatica (de mesma frequéncia w).

A — — T =
Temos portanto as solucdes de onda plana para um campo vetorial 1) = ek @

T —wt)

campo escalar ¢ = ¢el(F T —wh),

—
onde w = |klce| k| = \/kZ + Kk} + k2.

H
Antes de considerarmos a propagacdo para nossos camposF e B temos que calcular as

seguintes expressoes:

v = —iwy
— — —
Ve = ik -9
V.o = iv-k
— - =
VXY = —i Xk

Vo = ko




APENDICE B. CAMPO DE KALB-RAMOND EM (1+3)D. 55

Onde usamos as seguintes identidades vetoriais:
— - =
Vx(pA) = ¢oVx A— A xVp

V.(pA) = A-Vo+eV.A

Estudo da propagacao da radiacao livre.

Passando essas equacdes para o espaco dos momenta ficariamos com o seguinte sistema de

equacdes:

R
L—wB)+ k- € =0
—4E 4 EB=T0
- = —

Ex k=0

Pode-se mostrar que tal conjunto de expressées, na verdade, descreve um sistema com 1 grau

de liberdade fisicos por meio do vetor B. Em outras palavras, basta termos apenas a informacdo
- . —

contida no vetor B que poderiamos obter os outros campos, £. Trata-se portanto de uma

radiacdo escalar.

B.3 Tensor de Energia-momentum

Seja a equagdo de Kalb-Ramond com fontes, 0,G*"* = j*. Podemos saturar o indice livre
multiplicando por GG, de ambos os lados e apés alguns desenvolvimentos obtemos a seguinte

expressao:

6M®MK, - j“ylek

onde O* , = GM G\ — %5‘;GO‘MGQM.
Esta equac3o expressa de forma condensada as Leis de Conservacdo as quais os campos da

teoria est3o sujeitos. Mas antes de verificarmos tais Leis de Consevacdo de uma forma mais clara,
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vamos explicitar os componentes do tensor ©* . considerando em cada caso sua interpretacdo
fisica.
Partindo de ©F,, = G**G . — £05G*?7G 4., € avaliando cada conjunto de componentes

em separado:

e quando ;1 =0 e kK = 0, obtemos:

@0 0o = GOVHGVHO _ l(soGaﬂyGa
60 & (B.3)
0% = B*+¢&°
que é interpretada como a “Densidade de energia’ contida nos campos pois, mede quanta energia

ha em cada ponto.

e quando i =0 e kK = i, obtemos:

0%, = GUFG — L00GPG,p,

. (B.4)
0%, = 2BE

que é interpretada como a “Densidade de Momentum” ou “Fluxo de energia’ pois, mede quio
rapido o campo se move i.e. seu momentum. O fluxo de energia relativistica através da superficie

correspondente a direcdo-i € equivalente a densidade de momentum linear da i-ésima componente.

e quando 1 =1 e kK = j, obtemos:

L Lo
©; = GG, — géj-GamGam
(B.5)

_ o it )

O = -28¢& —§[B° - &7
que é interpretado como um “Tensor de tensdes’ dos campos e representa, em geral, o fluxo
e momentum na direcdo-i através da superficie-j. Em outras palavras, os termos de indices
d t d t d ficie-j. E t I t de ind
diferentes (i # j) medem a tensdo de “cisalhamento” do campo; ja os termos com indices iguais

(1 = j) medem a pressdo em cada uma das diregdes. Note, na expressdo geral do tensor, a

presenca do termo —E&E7 que pode agregar uma pressio negativa ao sistema.
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B.3.1 Forma Matricial de o6+,

0% 6% e, 0%
ety o', e, o!;

or, =
0%, 0%, 0%, 07
03, 03, ©3, 03,
w -8, -8, —S.
@,u L= _Sx Ozx O-;ty Ozz

- Sz Ozx Ozy Ozz

Na proxima secdo, apresentaremos como as leis de conservacdo do Eletromagnetismo de

Kalb-Ramond.

B.4 Leis de Conservacao.

O tensor de energia-momentum, como vimos no inicio da secdo anterior, permite escrever as leis

de conservacdo do eletromagnetismo de uma forma bastante compacta.

9,0" . = "G

Dessa expressdo podemos extrair trés relacdes que se seguem:

B.4.1 “Teorema de Poynting"

O teorema de Poynting € uma afirmac3o sobre a conservacdo de energia para o campo eletro-
magnético. Ele relaciona a taxa de variacdo temporal do densidade de energia ao fluxo de energia
e a razdo na qual os campos realizam trabalho. No nosso estudo do Eletromagnetismo 5-D de

Kalb- Ramond esse teorema é sumarizado pela seguinte expressio:

0wiv.5=-0-F
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onde S é o “Vetor de Poynting” representando o fluxo de energia, j & a densidade de corrente e

E é o campo elétrico, além de u que é a densidade de energia eletromagnetica. Onde,

u = i(B*+&?)
S = _B¢
QF = —3e% ()"

B.4.2 “Forca de Lorentz” e Conservacao de Momento

A “Forca de Lorentz’ é a forca em uma carga pontual devido ao campo eletromagnético. Ela é

extraida, em nosso mundo 5-dimensional, da seguinte lei de conservac3o:

_
108 e
e v A j j
e Veo=(k x EY+QB
onde
S = -B¢ "Vetor de Poynting"
o = —EE8 —15i[+B* - &%  "tensor de tensGes"

@ = 1"
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