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INTRODUGEO

As presentes notas constituem uma introdugao ¢ eletrodinami-
ca quantica,-como curso oferecido, em varias oportunidades, &a0s
estudantes graduados da Faculdade Naclonal de Filosofla,y do Cen=-
tro Brasileiro de Pesgqulsas Ff{sicas e do Curso de Verao do Cen-
tro Técnico de Aeronautica de S. José dos Campos. O metodo se-
guldo ¢ 0 de Feynman e permite que o estudante aplique, sem demo
ray a téenica de calculo dos disgramas a processos elementaresde
radiagao e espalhamento. Seguimos, assim, tanto quanto possﬁvel;
a apresentagao de Feynman nos seus trabalhos: Physical Review vol.
76, pag. 749 (1949); vol. 76, pag. 769 (1949); vol. 80, pag. 440
(1950), bem como em suas notas de curso, Quantum Electrodynamics,
California Institute of Technology, 1953. Outras referencias que
o leitor poderé consultar com utilidade sao, dentre outras, as sg
guintes: G. Wentzel, Quantum Theory of Flelds {(Interscience);
Schweber , Bethey, De Hoffmann, Mesons and Fields, vol. I (Row, Pe
terson); Jauch and Rohrlich, The Theory of Photons and Elecirons
(Addison-Wesley). |

Uma vez apreendida a teenica, devera o estudante demorar-se
no estudo dos funamentos da teorla quﬁntica dos campos. fste se-
rd o objetivo de outro volume desta serie.

Agradeco a colaboragao dedicada de A. Luclano L. Videira,
gue reviu o manuscrito e cuidou da edigﬁo destas notas.

Nedico &ste volume aos estudantes d~ Pisica do Brasil,

J. LEITE LOPES
Rio de Jeoneiro, Julho de 1960
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cAPITULO I

A FRauacio de Pauly
A equagao de movimento de uma part{cula de carga @ num cam-

PO eletromagnético o:

d -~ :
;; (m?-l- E-r) = v(-oﬂ"":' Vobo (1.1)
A squagdo de Lagrange que descreve $58¢ movimento ¢
d 9L L
e e w
dt ix, 7z,
ous
¢ N n . . (1.2)
TXIT i Sl il )
Loge) ssgundo as equagdes (1,1) o (1.2), devenos ter:
&)’
';;'IV;*'E‘H :,-invz-rg?.l'-br(i'). (10”
1 (1 9
amw e (.en#g ?'n' L = -ﬁ’ *l ?.T* f('v-) (1'4)
'i‘. '21 . O

donde
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(X)) =-ep,
£(¥) = % n ve ’
sendo A e # fungdes de X e t e nio de v. Assim, a Lagrangeana

nao relativista do problema

T A-eb8. (1.5)

olo D
L 1]

- 1
L 2 mv
A Hamiltonlana '5:

H =Zp1 &1-1- EH(qi’ Pi) ’

4 i
onde r
. ?H
Qe =7
) 3?1 \ ¢
o (1.6)
Py B = .,
oagg g
Levando (1.6) em (1.5)3
. -%5 (?—%1')24- o, (1.7)
A equagéo de Schrdedinger da partfoula ¢ a seguinte:
11
KV = in
lsto &1 5
o ACEE R AN Femo8) b (1.8a)
g <?3+lz T3P T-20D gy - o800 (1.8-0)
em quel Taan T,

Mantends apenas os termos de ordem § (em primeira aproxima=
g8o); temesi

4= (F2. 8 X8 I\ = (an ;-,5 ~ef)¥ . (L8=0)

Orat () = @D+ TUT )
Portante:

A [ AR 1T iy s [ f-op, )
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que € a equagao de Schroedinger do problema e onde: f.'ﬁ'é_a in-
teragao entre a corrente e o potencial; p.A 6 a parte da interg °
¢80 em que existe uma variagao de § com o tempo, pois segundo a
condigao de Lorentz F.A = - % %%. Vé-se que a equagao (1.9)

ndo contém a descrigao de spin, e sim, apenas a do momentum an-
gular orbital, Deve-se a Paul!l a introducdo de uma equagao de
onda (nao relativista) para descrever o momentum angular intrin

seco de partfculas como o elétron e o proton.

01 0-1 10
Oy = (1 0)’ Oy = (410) » O F (0 -1) (1.10)

’ [
as matrizes de Pauli. Comc € fécil verificar: Oy Oy = =040y 0,0, =

=-=-r:r‘,zcrx (a o] =-crcr;or‘2 =o-2=azz=1, portanto:

Sejam:

Yy 2z 2 y? “x y
= (Z.7)2 . ' (1.11)
Contudo:
-— —b. -b-—" 2
'Zlﬁ (p --SA)Z;&-EJAE Er.(p-% 'DJ . (1.12)

De fato, designendo uma fungio com duas componentes ¥ = (gl)
2
5.4 D|[FF-2 Dy -

- 2 - - —y - —
= E(or.i')z-*:? (O.Dz-g(c.i')(o-.AJ- g-(a'.m(o-.i'):,?" =

— a A - L el
= <p3+:§1'2)v-§ [(o-.;':')(mi')?*-"(a.r)(cr.ﬂ?] . (1.13)

Vasi

[:(&5')(3.1')]39 = (crip" a'JAJW s o'icjpi(adw =

= ciGJBpi AJ)@/ + (Adpi)ﬂ . (1.14-2)
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lembrando que pj = - ih -3—;: . Tambem:
?.-A’)(a;)]y’ = 0”10' (A PJW iAin (4 (1.14-b)

Somando (1l.14-a) e (1.14-b):

[(FDEH + EDEDY = 00,2400 + (010, + 0,0 %t §=

vy (ptadyp + 2(aptip = {32- Erio—J(piajh ojcri(p",ai} 2a,p! }30 =

in
- - 2 o400 A:l_adkiw-ih(aiahaai ohyy -

= E‘&'.ﬁ" -in T.X-21n ('E'.V):];ﬁ ’ ' (1.15) -
pois a indugao magnetica B & tal que: B, = atad - pdat
Pauli admite a equag3o:

- 2 |
A [FG-eD] = an & - em2p, (1.16-a)
1stoze'= > h -1 h
—. e e — — -]
I:-h—vz+ > 2+eﬂ--——cB+-——(VA+2A")¢-1h?£
2m - 2ne 2me 2ne it -
(1.16-b)

como a equagao de onda nao relativista para descrever uma part{-

cula carregada, com spin % o. Temos:

-

4 . .8 - Jj_e ,J eh J W’
[ Cth 25-2 4010 3-8 40y - oyB +e.€|¥' Ih 5%

( 1 016‘0 )

Assim, a Hamiltoniana de Pauli é:

5 =% E"-(-ihﬁ-%ﬁz tef '“"211'; E"ih V- 'g‘z)z-gﬁc'.‘lil+eﬂ.

-*

(1.17)

“
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CAPfTULO II
A Eguagso de Dirac

IT.1 Egggcao:ge Klein-Gordan

Em mecanica relativista cléssica, tem-se:
¥
H = [cz('ﬁ"- % 1'52+m2c4] + ef . (2.1)
Ao fazer a passagem a mecanica quintica, em virtude da raiz
quadrada, a Hamiltoniana nao pode ser obtida diretamente de

(2.1). Desta ultima resulta:
(H-ep)Z- cZ(F-Q )% = mPet >

c
fazendo:
2
H"':'*"ihj"“'f,
obtemos:

1
;—2- (in '521'.- - eﬂ)aﬂb- (=in V - %1.)275: m2c2¢’

ouy em notag&o covariante:
(1hVy - & ap)(anvh- £ Ay = p2c2 g, (2.2)

Esta ¢ a equagao de Klein-Gordon. Sendo uma generalizagao
relativista da equagao de Schroedinger, ela também nio leva em
consideragao o spin, deschVendo apenas partfculas de spin nulo,
COmO O meson-w, em interagao COml um campo eletromagnético (a fun

-~ »
gao ¥ tem uma sd componente).

II.2 Eguagao e Dirac

Consideremos a equagao de Klein-Gordon:
1
2 2 T Le ™2y _ 2.2
[cz (ih 7T - ef)" - (ihV-!-cA)]ib—mc v.

Vames agora introduzir uma decomposigéo que dara lugar & uma
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nova egquagao:

? - 3 — - 9_—0- _
[l- (1h 73 - of) - Tu(-1n T -2 1')] [% (1h =5 -ef) + Gu(~1nV-EK) P =

Chamemos
2
= {h—— e p
"o v
(2.4)
;" = "1h 6.- % 1'0
Levando (2.4) em (2.3):
L T
(R-TM (2+5Dp =12y, (2.5)

Esta equagéo ¢ distinta da de Klein-Gordon porque, em virtu-

de da nao comutatividade de T, e ¥ entre si: ° .

_____ - - - - (2.6)

ocorrem hovos termos na equagado de Klein-Gordon.
A fungao de onda ¥ em (2.5) tem duas componentes.

Definamos uma nova fungao X pela relagao:

i
(S 7
(2.5) se escreve entao:

(1‘ LA a.T)X

+TeMyPme X .

me .
O par de equagses:
i - =
(5 vo-on-r')@ = meX.
(2.7)

(% Fo - ?;oﬂ*)x

me ¥.
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¢ uma forma da equagao de Dirac. Tanto ¥ como X tém duas compp
nentes. O par de equagoes envolve, portanto, quatro fungces de

onda.

Outra forma da equaqé.'o de Dirac obtem-se introduzindo as

fungoes Y e Y :

Yo =X +9 ,
(2.8)
by=x-¥.
De (2.7) e (2.8) resulta:
%‘”o ya - (3om¢b = ne a ?
(2.9)

- L ¥+ (B,

0
&
&

Observe que, por reflexao espaclal, %11'0 + G.T se transfor-

na em % To = ?.'rr*, portanto, para que o sistema (2.7) seja inva-
riante em relagao & reflexao espacialy X deve transformar-se em

¥ . Por conseguinte, ;&a — {{/a, {(Jb — - Wb quando ';:_’-,r - ;? .

A quaéﬁo de Pirac tem usualmente uma forma compacta, obti-

da de (2,9) pela introdugio da fungao de onda de quatro componep

tes:
!ba_l .\'
Yoo :
: bl
Vo2
e das matrizes: : I o — 0P T ( )
= 7 = - 2.11

onde os elementos destas 580 mairizes de duas linhas e duas coly

has:



f e T bl e e T e -
.

L P
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1= (l 0)_ !- o =« (00) N

01 0 0
-] 5" dada enm (1010)0
Obtemos, entao, de (2.9):

(2 g w- FoWIY =me¥ . O (2.22)
Definamos:
e (R, W),
¢ (2.13)
™ = (g 72

-]
7/‘“"“ =%‘7° Tro -t o

A equagao de Dirac se escreve:

ot T,y =ue ¥ {2,14)

| 3 - -
P (i F %A,,,)\P Eme Vo {2.15)

Observe quei

i = (‘5%1*5)1 J‘#"(ﬂg'ﬁ)a

82:"I
(2.16)
2 - (._.'?...;,_6) , AP’“"'D .
I1. 3% ﬁ;gebga dag Matrizes 7 de Dirac

Na segio anterior obteve-se a forma (2.15) da  equa-

gao de Diracs
AT = S ALV s me ¥ (2.17)

juntamente com ums representagac particular das vatrlzes il



CBPF-DH-001/92

T = X y k =1, 2y 33 7 = y {2.11)

as quais,y como se verifica facilmente, satisfazem a equaq§o=

L M & LTS LN (2.18)
onde:
1 o O
0 -1 0
ghv = .
0 0 =1

O numero de matrizes 4 X 4, satisfazendo (2.18), linearmen~

te independentes, ¢ 16 e elas sao as seguintes:

I . )

vl | 7% ” 7° _ -
r293 7371 12 7150 72,0 3,0 7 (2.19)
175 71272 3R 933

719243° =95 ’

Pode~se verificar que:
onde ejkz é ¢ tensor de Levi-Civitta (ejkﬂ = 0 se dols fndices

sap 131_1&15;-ejki=-+1mjklémapermutag§o par de 123; -1, se a per-

mutagao ¢ {mpar).

Define-se uma matriz por:

= | =7, 7. (2.21)
\No O
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£ conveniente introduzir a notagao de Feynman:

A

ak 7, = a, Yo -8 .7 (2.22)
Verifique que:

o,
N
1]
m
=

o
=

L J

Ty ATy A+ 20,7, (2.23)
7}17’1:4 )
TFA7F=-2A’

7PAB?P=4anP’

7HABATP=-2£16£.

1.4 Porma Hamiltoniana da equagao de Dirac

A equagio &:

‘%JFF Y =me ¢, (2.24-a)

ou.

L 7, (1n %— -e W -7 (-thT-2X)Y =mecy. (2.24-Db)
Dai:
1hg—g= c 7, 7(-1n T -27) +epy+ 7, mef Y= HY, (2.25)
chamando: |
H=c&u(-1h ¥ -2 75) +ep +mcp, (2.26)

cnde

sao hermitianas:

y =P (1.e.:[3;k =Pki) . ' (2.26-2a)
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Da equagaos

* 1h3£=(coc.p+mc P)¢. P—*iha, (2.27)

i.e1
Yy
1b-;;-= (eakz.p-!-me Pkﬂ)v!, ’

vem em virtude de (2.26-a) e de p* = -pi

ﬂ U e+ mel o )
. - 1h 7t = C(-p v)‘a . Otjk ne ¢_,l Pfk
isto es +
-ih;a%-=-c?@+.;+mc2¢+[3 . (2028)
ondes
* =T Y50 V3 U (2.29)
Gragas a (2.27) e (2.28) podemos escrever:
oy
1h¥a+_ r-cfﬂ ac-pﬁ'a*'mc 30 RY,
1h-?-?—¢=-cp‘¢.o¢{ﬁ+mc2'¢ﬁ¢
Subtraindo: 5 .
2 + - 2y 2
Ihm P =(c ¥ oy z, + °axj o ¥)(-1n) =
¢ 2
= - hg‘;{; cy oy ¢
portanto:
?
,t " +5 7%, ss- ¥ as;¥=0 (2.30)

que b4 a equagao de continuidade 5!-: +P.J =0 onde
p=¥y

-l 201
J=c &y, E 31)
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1I.5 Interpretacdo de o

A derivada no tempo de um operador A é:

A

[Hs£]

h
dl:n-

Como?
H=c¢x. (=407 = Q-D-'-eﬁ-l-mc R

Temos para a coordenada x:

?
logo:

» —_
X = ¢cx b 4

ou: =ca . (2.32)

= 1, que (5:)2 = ¢ o os autovalores

x ¢
Daf resulta, por ser ui
de x sao * c. Procura-se Interpretar éste resultado dizendo que
uma determinagao exata da velocidade impllica determinagao exats
da posigao em dois Instantes vizinhos. Pelo princ{pio da incer-

teza, a quantidade de movimento e indeterminada e, entﬁo, - pels

relagao:
nv mAv m veAv
P = ————— , ven: Ap = + -—2- .

/1-v%/ e v l-vz/' cz ¢ (v‘l-vz/ R )3

Como Av ~ O, para que nao seja Ap~ 0, deve ser v~ c. O argu-
mento nao ¢ satisfatorio porque x comuta com Py pois oy conuté

com P.

Outra relagao que se obtém é a seguinte:

fo -2 a0 =4 [ n] - 82 [ 4] -2 5% -

= 4 g 2
Hloer o -4 B8 n ] 2 [25 o] 252 -
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- 2y,
- 20 - 24 ' 7 e -
" =r-egx texw % - el oy My =3 t
? ? ?A 2A
= 08 _ o A s Y -2
_-eax-cat!-edx x"‘o{ ax-l-or.zax

y .
=~e§%'%;‘?+eEtY(%-i£§) 'i-qz (%-%)] )

=e B + e&§71§bx.= Fy

portanto:
S (T-2M=eT+ e@nd) = F (2.33)

onde F e a farga obtida substituindo v/e por ;:na.fSrqa de Lorentz.

Nao & o analogo da equagdo de Newton por causa da falta de relagao

entre esta equagio e x. -

I1.6 O Spin do elétron
0 momento angular orbital e:
L=?A?=?A‘(?-§m .
daf:

T=TAP-2+TAL (-7 -
c dat c
=cxA(P -2 + PAT. (2.34)
0 ultimo térmo corresponde ao torque cléssico, que se anula
para uma r6rqa central., Neste Ultimo caso, vé-se que:

g

=&AMF-2D Lo, (2.35)
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wallp - ~
1.e', o momento angular L nao se conserva mesmo para forgas cen

trais.

o9l

Vamos agora considerar: & = ( g) e calcular ¢ .

Po: (2.20) e (2.21):
T, = 1fv°uxwoay = '1“1“1 ’

portanto:

"

R [# ] = BB axog] = f ot "y’“xayl

masg:

& Ty & qy]

n

aywx+ayfrx=2ay1rx ’
[0% vy, x, 0%] = - ”y - qx‘ry = -Zak wy.,
logo: o | _
&b = %% (0& Ty = Gy wy) .
paf: N

InG == o@D . (2.36)

Portanto, por (2.38):
z+‘%h?= 0’ (2.57)
. para forgas cenirais. O operador L + % ¢ & o momento angular

total do eletron: I representa o gbmegto angular orbital e
%? o mopento sngular intrinsecotr o spin do eletron.
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CAPITULS EIi

" Aproximacse Nao-Relativista da Eguagao de Pirae

III - 1. Aproximacao em 1S ordem (termos em v/¢). Equagao

gg Pagll.
Consideremos, por simplicidade, estados estacionarios
i
-t
=e M p(X), (3.1)
EY =Evy - (3.27
e ponhamos
E =meZ +W, (3.3)
4sto é: |
(cG. 7 +me2p+ e Y (X) = (mel+ W) ¥ (X) . (3.4)

Anélogamente as equaqaes (2.9)y podemos escreve=la como um
par de equagoes: -

(mc? +Wy, = e T o ¥y +mc27/va+eﬂ ¥a

2 o e 2 (3.8
{(me™ + W)lpb = C T Y, ~meTVWy ey
Daqui resulta:
1l -~
?b = 2 C .7 wa . ‘ (3'6)
2ne~+W-e p

Vemos que, quando W<«< mc‘a e e mca, entaos

Af

c Ya

y’b o
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por isso, as duas componentes de ¥ _ sao chamadas as gcompenen-

tes grandeg e as de ]ﬁb, as gomponentes peguenag.
Substituindo (3.6) na 12 equagdo (3.5), vem:

C( a-.o—ﬁ) V'a + eﬂ (73 a’ (3-7)

w = O( 6:07?)
Ya 2ne’+ W-e B

NOo caso oum que se pode desprezar W e ef diante de

Wy, == (F)Py, +epy, . - (3.8)
E a equagio de Paull (obtida retendo o termo em < em

Yt (ver (1.17)).

o - - -y -

III - 2. Aproximacdo em 2% ordem (termos em vo/¢)

interagao spin~orbita.

A squagév de Pauli foi obtida de (3+7) desprezando W
e ef@ diante de ancz. Podemos desenvolver (2.*::1‘32 +W -0 )";_1

» - -
em serie de poténclas e conservar o 22 termo:

2} ,=_1-_2(1.|.&'__§2)"1=
2ne<+ W-a 2me 2me
=A-:lz {1 - H——- — ...} a : (309)
a2me ame

A equagao (3.7) torna-ss agora

w ¥ "‘éﬁ‘aﬂﬂ& Y, 12 3 (7)) W-ep X FF)Y + ey,

4(m“c°)
(340)
A condigao de rormalizagdo:
j‘lwala s 1yl dx =1, (3.11)

e3¢reve~se:
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* 3.2)° 3,
J{ba 1+ﬁ72£—:| Y, ¢’x =1 (3.12)

» -y
se retivermos so o termo em vg/ca. Observe-se que das relagoes

(2.8):

x=% (Y +¥)
Y=4 @, -%)
gse tem:

o} [+ D

SN

(3.13)
b3 [-ED. ]y, -

A condigao de normalizagao (3.11) &:

Zj(x*x+¢* ¥) &x =1 ,

F
e e exata.

Introduzamos a fungao Y, assim definida:

> w2 |
p= [1'*'(255)2:'%3 ; (3.14)

8m~ ¢

entao, a condi¢ao de normalizagao (3.12) escreve-se (retendo s

termos até vo/eS):

fp* padx =1 . (3.15)
Desde que desprezemos os termos de ordem superior s v%/cz, a e~

quagao (3.10} é a mesma que a seguinte:

m ¢
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v =3 [(@RRW-00) -

8n~¢
) (e @ N FF) (=B NT T}

ou peia (3.14): . 4
?oﬁz - __]'._“ "-‘ Z ;.1-;
(w-e@?=[l+§-n1—2—c:%-] Zm(a'.'!r) [1+£_§8m20 |

+ —-1—2 [1 + S—’%’-’—lzz} {(F.ﬁr‘)Z(W-eﬁ)-a(i-'.&')(w-e@(v'.ﬂ) +

8m2c 8m“ ¢
2 1=1
+(W-eﬁ)(?.?)2}[l+s—::é—z%-] ¢ ,

ou:

(W-e ¢ = [1 -%Ei’:%a] #(F.?F)Z[l -E—'ﬁzl P+

."' [1 - '(‘—"—Tr)'a 1 —53 g_(cr 2(W-0f) -2 (PNW=-eD(FF) +
i ga? o 1 une ] _
. 2
- "':')2 [ 1 - .(E"_-II'.)_.] . (3016)
+(W-0p) (o } 3m2 x: @ -

. » ’ ed
Retendoy novamente,; sc os termos ate ve/ct s

= (& e+ ——2-'2 {S}C,O+ vos
(3.17)

(W-08)9 = 5 (FHPP -

Mass AZB = 2ABA + BAZ = A(AB - BA) - (AB = BA) 4

entaos .
(s} 9 = @i { PD0-00)-i-ep)@)} Pe {(FT)(U-8) -

- (W= op X&) } (2.7 )P=
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ED{-e@me g+ ez @iy} - | ~o(#.7 ) g e (@)}
(ear) {1he 2 (F0) ¢ + the [(F.B)8] 9~ 1hep (AT?) -

termo v e
"{ idﬁntico} (@rdp

= (?.ir’){ ~ihe(#.E) ?f’- {- 1he(FEX (R . ..
Logo: |

3‘%’;{3} So = [(TQE)("*.?) - (&?'ﬁ)(a"ﬁ)](’ =

= (E.F)ET) - (7, ENFED]Y =
= [(gci;) - (EQE)] Sa + [rxG'Y(Ex ﬂy-%’n‘x -+ ﬂyEx - wxEy) 4

+ryfz('Ey”é' Ezrry + szy- 'n'yEz) + u'zq'x(Ez'n'x - Em +

+mE, ~mE)Y =
= INTLE)P + 1 F[(EaT) - (FAD))9 .

Isto e: [S}SP= eh[-n(T .E) + T (7E) - a(EA;)]S" .

Entao, voltando a (3.17)1

(V=69 = 2 (@D2p - 8—5—2 @Dty 4
c

+ 8—1'%2 {- b (FE) +T(TAD)-T(EA n}e . (3.18)

(W-em¢ =L 729 + S (#F)gp - s?l? (F-8)% +

+ 8:;—25 “hULE (P E) - (FEADLY . (3.29)
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Interpretagao dos termos aa equagao de onda (3.19) ;

é 72 energia cinetica o interagao com o potencial X i

E?—(&"eg)z interagao do momento magnetico de spin com B ;
e

- 8—%-2 (F-3)%¢ corregao relativista energia cinetica,poigs
w3e2 ,
242 ,22yd. 2 32 &
E=c(mc*p)=mc(l+—£—2)-=
m“c”

2
= me (1+.._,E___ + neoJ-o
: 2n%e? é m4cz
o 61timo termo da a interagao spin-orbita, Se ja E um campo

centrals ¥ ~ ¢ 131 ; entaos
r

-

(FT AE) = (FBAT) = =2(7.E A7),

logo:
(-] - - - =+ - e - I '--—;ze s -
8?2-52 [‘(Q'n'ITAE) - (B Aﬂ')] |~ -4:2252 L ;% A p= 4m<e %I !

qQue & o termo de spin-drbita, Des:dobra o8 éstados degenerados
com um dado € e afets a todos, menos os estados S} estes sao
afetados pelo termo am 3 B .

Classicamente, Carga que se move em campo eletrico 7

com velocidade ¥, cris um campo magnetico B = g? AE = E’E AR

Logo: 5
Az 8= 23ty T,

¢
que, a menos de um fator 2y explics clissic&mento o termo
~2AFEAT) sm-—%nz o IEntretanto, Thomas mostroy antes de Dirae
c *
que 8ate drguzento olassico & incompleto, havendo derivado aegx

Pressio gorreta,
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A ordem de grandeza da 1ntera95% spin-orbita (Bgp,) o

fdcil de obter-se: _
. ; - - —- 2 i !
% Lah e MN-QD-E!,-——Q—L NF ’ SN
2me  2me P ame 2me 1-% ;3 R

onde Hrepresentao momento magnético. Tomando para ambos os

momentos O magneton de Bohr a distancla de um raio de Bohr, vems

2 2 2 2
¢h y2 (me"y3 . meS . 2 5.2 2 e~
EG'LN(ch)' ( l‘12) 2 e (hc) = e &,
2
onde: & = 8= A Ao » & = ralo de Bohr

he 137
Bpp e~ 2072 Wy ~ 1070 ev,

O desdobramento dos nivels dd-se porque:

HI+1) =2+ £(L+ 1) + hI‘ ,
logo: o ¢ sy para 3 = {+ %
T. L = iy
-€<1 ,para §=1{-1%,

I1I - 3. Forma quadri-dimensional da corrente.,

A equagao de Dirac pode ser posta sob uma das formas

alternativas:
V#TTPV’ = me V (3.20-3)
LD 3% -2aM)Y =mey,  (3.20-b)
ous TRV - &MY 2oy, (3.20-0)

ou ainda: (Ah¥ -£ X))y =mecy. (3.20-d)
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Vimos,y (2.31), que:

p = ¢+ ¥,

3~= c ¢+£Z'¢,
Para empregar notacgao relativista, definamos:

+

ﬁf==¢ [39
a adiunta de Y. BEntao:
=TpY
c PpEY= c P 7Y
=P5? 9)32 =1,

Portanto, a corrente se escreve:

=} g4.1>
"

pols

I11.4 Eggaggo de Dirac adjunta
De:
QFTrFQ= me P .
our %9, (% = o0 -Fu(-20V-EDP=meyp,

vem, tomando o complexo conjugado:

1 Fal-th % - e ~F T -2 DY = me g

Mas:

: —p*

Tix = Fu Epy Tm £ig gk ““kz R = 'Pke“ﬁ :

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

=

" Tx1
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isto €, 7 & anti~hermitiana:

) -4

- i
r =7
enquanto que (vejJa (2.26-8)) 7, ¢ hermitianal

* _ +
Tosxe “ 7otk Poxs OuU?y =75 o

Logo, tomando o transposto de (3.26):

T -
197 (otn g - 0837, + VT2 - 7 = me §77

Jc'¢+[3(-1h3?§-°5)*¢+ (W-2D.7=me ¥,

ou multiplicando por {3:

%ﬁ(-m%-eﬂ)P-F(ih‘\f'-%T).5'=mc3“ ’

isto e:

] (-ihaﬂ -2 A/")7F= me § 3 (3.27)
a flecha sdbre as derivadas significa derivagao de ¥.
O adiunto de um operador (W), 6 obtido revertendo & ordem dos 7's

e trocando o sinal de i, Por exeﬁnplo, seja:

Net, 7y entao: N =77 = =07, =~ N }

yx X'y
R = 1’)’5 s entao: N = =i 70727,}3;: s -.1.75 .
Tem~seas
- +
N = 76 N 75
o: '
P, 8 4" = (¥, F¥,) (3.28)
2 l 1 2’ * ¢
I1I1.5 Solucéo da eouacso de Dirac para part{cula livre
Neste caso (A = 0):
Paganost Iy=mep. C(3.29)
amos v
Y=ue Vhpx (3.30)

como ¥ 6 uma fungdo de onda com 4 componentes, o que se tem
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@1 s }
1"2 - ua - Fi; p,x"
‘?’3 u3 -] (3.31)
Ya U

s ) _
%sto &) Uy, A= 1, 2y 3, 4 s20 as componentes de uma coluna e u

e chaﬁado um spinor de Dirac.

Para que (3.30) satisfaga (3.29) deve-se ter:
BY=mec¥y,

ou:

E _
¢

HOOO

0

0
-1

O-

_ uy _
u
s u, (3.32~a)

g T e Y o =(py- ip.) u -
0 E d !
.3 ~ me -(px+ 1py) D, u

P, Py=1Py -(% + me) 0 Uz =00
Petipy,  -p, 0 ~(2 + me) Uy

(3.32-b)

QOOW
QOMO

isto e:
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(%--mc)u1 ~ PUz~ (pg= 1py)u4 =0

(E-EC)HZ - (px+1py)u3+ P, Uy = 0,

|‘ (3.33)
Py U + (Px'ipy)uz- (E + mc)u4 =0
(pet 1py)u1- P, Uo- (-E + melu, =0 )
0 Determinante deve ser nunlo:

-El - me 0 1pz "(Px‘ipy)

0 *% ~ me ~(py* 1py) P, o

P, Py-1Py <& + me) 0 =0.

B

Py+ .1py ~P, 0 -(e * me)

Desenvolvendo:

(%-mc) {- pg(%"'mc)ﬂ% + mc)z(% - mc)-(% + mc)(pi"' pg)} -

- P, (% - me) p, (-E + mc)-pz- P, (py* 1py)(px- 1py)} +

+

(py=1py) {- B - me)(E+meXp + 1py) + (pg+ 1py)p§ +

+ (pyt ipy)2 (px-ipy)} =

(f—aé - nle2) - Zpi (f; - mzcz) - Zp§ (fz - u%e?) -

g2 2,2,

- 2(px+py)(—2 - m¢

-sz(px'*pyJ-'-(px-l'py +pz (EZ -p% - =0, (%3.34)

qQue ¢ a conexao relativista entre energla e quantidade de movi-
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mento. Esté Ultiza equagdo di as raizes duplas:

E= +c Vp2+ nAe?

E=-c¢ J;a-!-mzca

Havera, assim, quatro solugdes, duas conm energia positiva e duss

com energla negativa. Estas solugoes sao:

t )
u, =1 u, = 0
=53 v, = ¥ ué = ]
E = +cVD +n o uy = ﬁfé‘ (3.35) uy = Efﬁz (3436)
U T Eg;p;_cé YT E-E%z
onde: P, = px+ ipy, Po ® Py~ 1py'
1 T icr,'..
u, = -'TEFi;;E B S 1E]+ne?
8= -0/ 32+ fnzcz Uy * e (337 | wp @ TTpo (3'.‘38J
ug =1 uz = 0
u, =0 u, =1

Qual ¢ o significado das duas solugdes (linearmente

independentes) com E>O0 ? Deve haver um operador que comute

com ¥ o tal que u seja auto-solugao de § e desse operador.

Isto ¢, deve existir uma grandeza f{sica (a ser especificada),



CBPF--DH-001/92

w2

que determine de modo ¥nico a fungao de onda.
| Tomemos a part{oula movendc-se na direcao de P,
Py © Py = 0,
Lezos
B %P - % P,

e G, = i Yy 7, comuta com P .

vy
Definindo, entao, u de tal maneira que satisfaga tanto F u =

= meu , cOmMO f, W = su 5 & fungao de onda fica completamente

especificada.
Assim, as solugoes sao (se Py = Py = 0)t
EX>O0 E<LO
Mpis=dlt fuppis=-lilugrrrs=+1t Jugpra=i]
u 1 0 | CPz
1 - ————— 0
|E] +me
u, 0 : 1 1. 0 .CPg
_ _ 2
[E]| +me
cp
u Z 0 1 0
3 —
E + mc
u 0 -EEE—Z 0 1
4 E+me

(3.39)

Neste caso a partfcula esta polarizada na diregio do movimento.
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III - 6. Normalizacio das funcoes de onda.

Na teor{a nao-relativista impoe-se:
| phy s
Mas aqui, na teor{a de Dirac, ¥*¥ ¢é a quarta componente de
um quadri-vetor (Jju = (Jx, Jy, Jp0 P = wry) )y, de mode que
esta normalizagac nac seria covarlante, Pocdemos fazer a norma~
11zagao covariante se impuzermos: |
*u = 28, (3.40)
onde E & a energia e 2 & escolhido por conveniéncla.
Tomemos & solugao (3.35) para E>0 e s =+ 1 3
1
0 -

* 8
cp,(E+ me®)™d
a)-l

pXx

T

u = C.
1 , (3.41)

¢p, (E+me

onde Cl é o coeficlente de no:‘malizaqé'o. Temos, pols:

1
. 0
+ - -1 -l
uu = C%(I,O,cpz(E-i-mcz) l, cp_,(E+mcz) J cpz(E+mca) =
-1
cp+(E+mcz)
= (1 o2 o E2s plchs 2.2, sualp 2
= = ,______QJ_LZ_E.F‘_QQ Cy =
(E + ch)Z 1 (E + mc?) 1
“2 c2 y Segundo (3,40). Logo (a menos de' un fator de

E + me

fase): ¢y = (E-l-mcz)i
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Logos E+mc2
Wl o1 0
u -m s, s E»0, 9 =+1 (3.42)
) Py,
re=
0
1T 1 E-l-m‘:!2
u =m cp_; y E>0, 5 = «1 (3.43)
-cp,

Para E<0y 8 =t 1, encontra-se: CZ'L- = (IE‘.I-i-ch)i « Quer-se,

agoray exprimir a normalizagao em termos de gu = u+ryou.

Temos, para E> 0, s = + l, pondo Et = E-l-mczz

1000\ B'
_ 1 . 0100 0
uu=;(3 » 0y ep,y cp_) 0 0-1 0 =
- cp
2
0 0=l cp,
1 3
1 -
‘.= __'. (El, 0’ cpz’ Gp_) -gp = - (E'Z_ c2p2) =
i E -cpf E

2 2
guc(E+meT) _ 2me? .

Ii-rxnc2

1

= -El'- (B+ nPct+ 2B mell %5 %)

Anélogamente, para E > 0y, s = -1, tem-se:

(3.44)

Tu = 2mel (3.45)

Para E<0y, s =% 1, tem-gse:
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T = -zmc? (3.46)
(verifique.)
Tabela do 0 8 azem a acao
(g - mchu =0,
E>O ECQ
v, E + me? 0 -cp, ~ -ep_
1;; s 0 B+me? -Cp, €D,
—1(B + mc?)™
us ep, ep, |B] + me? 0
u ¢p -¢P 0 |E| + me®
4 + Z
spin 1 I t !
uI('p',E) uII(ﬁ,E) uI(-ﬁ"’lED uII(ﬁ’-IEI) .

Normalizagao:

Do+ . +

' E>0 ? - E<0y (3147)
2uS = omel TS 7 u® = -2mel §Ts

i r,s = I,I1.

iII - 7. Positrons.

Concluimos que a equagac de Dirac para um eletron 1i-
vre admite quatiro solugoes ondas planas. Duas delas descrevem um
elétron de momentum ﬁ, energla positiva E>0 e spins opostos:

P.,,I = uI{i':',E)e- .%pxz uI('p",E)e- % (B&=p.X)

1 " o (3.48)
¥, 11z o135, B)e” NP%e yTI(5,m)e” BECTPE)
@ duas outras descrevem um eletron de momentum P energla negati-

va E = «|E|< 0 e spins opostos:
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R - £px . + & |Eft +§.X),
oI = ul(F,-[El)e B = ul(B, - [E]De )

1 4 =%
. - &px - + & [Elt +F.X)
%EI =all(3,-[E[)e M = ul¥(F,-|E[)e ‘

(3.49)
Todos os 4 spinores u satisfazem a equagao:
(8 - melu = 0 (3.50)
e sac dados na tabela (3.47).
Elétrons com energia negativa nao podem ser descritos fi

sicamente., Dirac propaz una 1nterpretaq§o que utiliza o princ{pio

de Pauli. Admitiu eéle que todos os estados de energla negativa eg
tao normalmente ocupados, de modo que um eletron com energla posi-
tiva nao pode passar & um estado com energia negativa por causa do
princ{pio de Pauli. O vacuo € definido como o estado em gue todos
os estados de energla negativa estao ocupados e os estados de ener
gia positiéa estao desocupados. A segunda hipotese € que os ele-
trons que ocupam 0s éstadoslde energia negativa nso contribuem a
carga, ao spin, a energia, nen a quantidade de movimento observé;
vels. A terceira hipétese é que um Eampo eletromagnético ou outro
que interaja com elétrons pode atuar sobre os eletrons que ocupam
estados de energlia negativa. |
Consideremos agora um elétron num estado de energia ne-

gativa, com momentum P, energia E = -|E|, carga e, spin (componen~-
te z) #n.

Como, pela segunda hipotese, o canjunto infinito de tais
elétrons (o "mar de elétrons") contribui para &s resultantes des-
sas grandezas O valor zero, se retiramos o eleétron considerado do
tér e o fizermos passar & um estado de energia positiva, o mar que
permanece, devera ter um momentum -p, uma energia - E = |E|, ume

carga ~e e um spin -#h. A lacuna ou furo, que era ocupada pelo
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eletron retirado, comporta-se, pocles, como um ﬁssitron com ener
gia |E!, momentum ~P, spin -ih e carga ~e.

I t” |
- ]ESTADOS . | = -
pu— ; BISCRETOS . B ——
hd +mc? _ — :
0 - -
-rnc . :
WW/ }Esmaes,s -W/W 7
(7~ [E]) | | (-7, [El) -
-© -
ANTES DA TRANSIGAO APOS A TRANSICAO
| FIG. 3.1

Assim, podemos dizer que & fungio de onda que descreve um elé=
tron com energla negativa ~|E| e momentum <p corresponde um
pésitron com energia |E| e momentum B

Consideremos, entao, um eletron de energla -|E| o ng

mentum -p e de spin +¥N. Pela tabela (3.47) a fungao de onda

&3 .
V’_I - uI(-'ﬁ,-lEl)eé”EIt"p'ﬂ (3.51)
cp,
onde:
c(p +ip.)
u ("’ - E ) x Y ( 052)
izl m.} |E|+mc2 3
0

Tinhamos visto que:

(§ ~ mehul(F,-1E]) = 0,
isto 5:
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(- JEL

o ¢

(9 B ~3:3 - me)aX(-15]) -#.5 - meul($,-15]) = o,

o
logo, no nosso caso:

(-7, 'l'%i- +$.'3-mc)u1(-'f),-lE|) =0,

(#+me) ul(-8,~I8]) = 0 , (3.53)

Pode-se dizér que a fungao v($,{E|) = uI(—ﬁ,-IEI de-
screve o positron de mémentum_p e energia |E|, mas na realida
de ela descreve o elétron 4o mar, de energia -|E| e momentum
Dy a_cﬁja'Eﬁ&éncia;éorresponde © pésitron. O spin do pdsitron
¢ o oposto do de tal elétron.

Podemos, entretanto, achar a fungao com energia posi
tiva que descreve o pésitron. Ela se chama fungio conjugada na
carga e’'a operagao que transforma a fungao que descreve um elé
tron com momentum ~p, energia ~|E| e spin #h, na fungdo que
descreve o pésitron com momentum P, energla |E| e spin -#h,cha
ma-se gonlupacao da carga. ’

Seja w(B,1E]) e fungao do positron. Como éste deve
obedecer a equagao de Dirac de um corpisenlo livre, devemos ter

| -&(|E[t-5.%)

¥p6s1rROR = WP IE])e (3.54)
° (f =me)w =0 (3.55)
ous
|Elw = (ci.'ﬁ+mc2ﬂh. (3.56)
Por outro lado, & fungao do eletron com energia -|E| e momen
tum -F e
LBl t-5.2)

¥sLétRoN = W -Br-lE|Je (3.57)



CBPF-DH-001/92

-34-
coms
(b + me)u® =0, (3.58)
{sto é:
- &1El¢-F, D) 1 MIE|TD
Conparando w © _ com u” e y VEmOS que-a

primeira esta relacionada com a complexa conjugada da segunda.

Ponhamos «
w(THED) =8 ot (B -IE]) , (3.60)
isto é: .
Vo6s =€feLsr (3.61)
De (3.59), lembrando=-nos de que_agofa p é um numero, tiramos:
IEIuI* = (e¢ &’*.'f)'- me? f_’,* )uI* (3.62)

De (3.56) e (3.60) concluimos: _
|ElE o’ = (e o-&?+mc2 19)6111*. (3.63)

Comparando estas duas uUltimas equagoes:

EX*gL-& elgpgl=-p. (3.60

Mas: x

* * *
;1 =°‘1’C¥23 ='_‘ Z’°¢3 'Q‘3’f5 =P'
Uma matrliz éque satisfaz a:
-1 _ -1 _ -1 _
@oclg -al ) 80(26 = 'aaigﬁae =

:MB, 6@6-1 = - (3’

D
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| ¢ = 17 (=z1p0e,), (3.65)
logo:

42 = 1, (3.66)
Obsarve que esta matrig & transforma, de fato, uI(-ﬁ,-IEI),
com spin + #h na fungao wIl(5,{%]), com spin ~in.
Resta provar gue a fungac Assim introduzids, descreve
um corpusculo com carga positiva. Temos:
¥pgs = vy » 6% =1, (3.67)

Na presenga de um campo eletromagnetico & gque a car-

ga se manifesta, logo devemos considerar a equagaot

(1n%- £ X) ¥, = me ¥, _ (3.68)
e a equaqip adjunta: |
e (-1 %-2 () =m0 T, , (3.69)
isto e,
Bo % («n§* -22%) =me ¥, . (3.89)
Agoras
Zoow oy =y (3,709
Yo =¥ % = Yo ToTu e

logos se ¢% descreve um eletron e vp un pésitron:J
* * -] | .
vy by ¥ = & v, = v, (3.71)

pa{s
- oI T 7
we_%=¥', Vo Tu = Yp b % % -

Substituindo na equagao adjunta, obtemese:
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T,T r - T T
Yo b 707 (-ihg, SA,.) .= me ¥ 6% 9% .
Tomando & transposta deste equagao:
T
. Lt =
{eih VH-!%AF,)")' qoﬂlpp-mc "o@‘Pp .
Multiplicando a esquerda por 61 v,

- -1 a0 PT o -
(-.-1hVF-§ AF)& o° yF 206 ¥o=me y, o (3.72)

Mas de (3.64) resulta:r
| G‘Yo'ﬂ"T wo et = . o? (3.73)
Por (3f72) e (3.73) :

(ih 7y +§A};)'r“ Yo = me ¥y

oui .
(AN + g- X) lfbl’ = me Y, (3.74)

0 qQue Drova & R’ssergao.
Muitas vezes define-se a conjugagao da carga pela

transformagaos

Vemos entao que

de ondes
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cApfTULO 1V

NVAR cI ELATIVIST
Iv.1 . Invarisncla Relativista

Bstudaremos agora & invariancia relativista da equagao
Jde Dirac. Evidentemente, queremos que ela sej}a invarlante,
pois as grandezas f{sicas descritas por uma equagao relativig
ta devem independer do particularreferencial de Lorentz usado.
- Existe uma transformagao linear entre as fun¢ées de Dirac de
uma partfcula, relativas a dois referencials de Lorentz, de
tal modo que ambas satisfazem, em cada referencial, a equagao

de Dirac.

A transformagao homogénea (1.4, sem translagoes espacio-

temporais) mais geral de Lorentz e:

x'P =3 a’:, x” ’ a}l} reais, (4,1-a)

v=0
ou em forma matricial:
| X =AX, ' (4.1-b)
onde os coeficlentes satisfazem a:
. a" J

A By B = Bae
em virtude da invariancia ifmposta sdbre xflxw:
t 1 = P A ’ E: A €
‘ xtH x)y = ahx ng aex' g, X X
Quando ha uma transformagao linear das variavels x, uma fungao

+#
escalar dessas variavels se transforma da seguinte maneira: se

f(x) ¢ a fungdo e se a transformagao no espago dos X o
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xt = Ax , entao, a fungao transforma-se de tal modo que:
£1(x) = £(a"1x).

Isto porque queremos que a duas transformagdes sucessivas apli=
0ac . .uma certa ordem sobre os x correspondam duas transforma
cOes sObre f, na mesma ordem.

Seja:t
f1{x) = Tl £(x) ?

isto e
T, f(x) = r(a;l x) .

Aplicando agora uma nova transformaqEO'T2=

T, T f(x) = T,00(x) = f-(a"'a1 ),

ou substituindo f! pela definigao inicial:

T, T,0(x) = £r(azl x) = e(ATt A3 x) = £( (4,471 x).

No caso da fungao de Dirac, ela tem 4 componenter J
a transformaqio de Lorentz, A, deve corregponder uma cqmbinaqao

linear entre as compdnentes de ¥ . Pomos, ﬁortanto,

' - -1

gixt) = %san(awp (At xn) (4.3-2)
que pode ser escrita assim:

p'(x1) = s(AYY (x), (4.3-b)

ouy abreviadamente:

yr=8¥, (2.3-c)

onde S ¢ uma matriz 4 x 4 que independe das coordenagdasy pos-
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sue inverso 5™t e depende unicamenté dos aﬁ‘:

! “gta" ) = s(4).

Queremos que a ‘eguagao de Dirac no espego dos X ¢

- . )
o*(1nv, - E_pr =my, (4.9
se transforme numa equaqao com a mesma formay no qspa@o dos xt;
1oy - S a1 )Y = mepr. - (4. 8)
Comos o

¥=5Tyr, (4.6)

et \

ox' - A
V.y = Z)} T ALRY -Z‘\'_a,, V,:‘I” ’

(4.7)

= A 4

AH»' Z; aJJ‘AA .

Por (4.6,7), (4.4) fica:
A H, ' - J -
AZJ‘&" o (e - € a8t Y) =me sty ,
como 03 &  sa0 numeros, comutam com § ., Portanto, multipli-

cando por S & esquerda:

A B oael e -
L Lok Fekmwy - 2avitmevt  (4.8)

Assim, (4.8) tem a mesma forma que (4.5), desde que:
W P B
};jaﬂ-r stos . (4.9)
Esta equagao impoe uma condigao sdébre S. Ela decorre do fato

de que se as matrizes obedecem as relagdes de anticomutaqao:

M =ng_9,
entéo, toda matriz ) Que obedece as mesmes relagdes provem de

Y Por uma transformagao de eguivaléneia:
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! - -
T =8 7% S, (4.10)
A relagao acima é consistente com a condigao de hermiticidade,

bois:
(L & +#)t = (a* 7%~ Z;‘ aakvk)*é AR ; a"kvk =

= (st Aoyt
pois os a® K 880 reals, Vs é hermiteano e Yy 6 anti-hermite-

anot (rF) = ° 7k 7o
Multiplicando a direita e a esquerda por 7°:

. K .
(ar o + )k:: 8’y )'r°.-'.=2a“.,,fr°=

0

-5 - ~1\tp O_ a0 ‘A -
3 9°(s71 Pyt w0 = 005t (o )T(8™ ) 02905t g 0 90100 -

a -‘ - ' .. l
= (75T 0) 0" (a0t y0)-1 | (4.11)
gois: '
» AR S AN L L
A - A
Mas, .Z.)avfro = g7la 3 3y de modo que:
A

(7° 8T 70) 9" (4° gty 0yl 5 gulo?

ous:

(sPsTeP) o (gP5te0)L a | ’ (4.12)

Toda matriz q,ui comuta com as quatro ?'S ¢ mfltipla da idep
tidagde. "Logoz"
| g PsTe° = bI, b = constante, | _(4i13)
Dai:
. _

s gt apo®, - , (4.24)
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st o = poPs™l .  (4.16)

’ » » %
Como o° e hermiteana, tambem o @ S'PS*, logo b = b. Se im-

puzermo.s que Det S = 1, deveremos ter:

: vt =1,
®
dafl e de b = b3 b =21, (4.16)
Determinaremos agora guando € b = + 1 e guando 6 b =-l., Pa-

ra isto, consideremos & segulnte identidade:

sts = sth®+Ps = bPs~ 15 = boP E a% v’ =
v

= p(aQ I - ;. aj}ﬁ" ) . (4.17)

sts e o produto de uma matriz ndo singular e de seu adjunto
hermiteano, logo seus autovalores sao reals e definidos positl
vog, de modo ques

Tr(sTs) >0 .
Como o trago de &, & nulo: )

Tr(s's) = abag >0 . (4.18)

Assim, se a°°< Oy b ==~1 e se a%>0, b=+1.
Quando a9< 0, temos uma reflexao no tempo: t'= =t.
A seguir, consideremos & propriedade de transformaqé'o do spl=-

nor adjunto ¥.

Como: Y1 =8 ¥,
vem: (v )= ytst,
logo:

wtste® = pyte®sl =y 7 74,

T

isto é: gr= pst (4.19)



CBPF-DH-001/92

42—

para transformagoes que nd invertem o tempo, e:
§r=-psg (4.20)
para as que incluem a inversido do tempo.

0 significado de (4.14, 15) é melhor compreendido se
considerarmos as propriedades de transformagao da corrente jP =
= 7 oM"Y que deverd transformar-se como um quadrivetor:
sl =7 .aﬂ D) af T 7’p= (por (4.9) =Fs~1sHs y= vtrrglal gy

[
Por outro lado, teorwos:

yoH

&7-, 'ﬂ';pn = %+S+?'°3'PS Y= b w*'ar"s‘lﬂ’szt = b Z a":, Jy. (4.21)
. y

C que mostra que b e uz cuadrivetor para transformagoes de Lo-

rentz sem inversao do temps e um nseuds vetor para inversdes do

tempo:

p *ps T+-7, para :—c_"-*i', t -t . (4.22)

A8 transformacces de Lorentz sar inversao de tenpo chamam-se or-

tocronicas.

iv,.2 .Xpress:n de 3

% preciso mostrar que wara tida transformagao de Lorentz
podeonos construir uma mAtriz S qu. savisfaga a

A

stlats e y a;}, ’r", (4.9)
1 4
+

5772 5 2040 (4,14)

Consliocremos o caso dag transforiagoes prépriasz

*
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det (8)= +1, a°°>0. Basta, entao, estudar as infinitesimais:

a’:, = 6"1) + A Gt} ’ (4-23)

onde A e uma constante infinitesimal,

Tem=-se: :
x* =xP+ a0 ey (4.24)
Como ’
;.x"uyL =ZP-XF?H:
vem:
e’ e, (4.25)

S e fungao de A. No caso atual, pondos

S(A) = I+ AT, (4.26)
venm

sl =1-AT, (4.27)
desprezando ‘?\2 e poténcias superiores de A .

Entao: .
S']"?“_S = (I~ ATIOYH (T4AT) =q"+?\(fr" T-T‘TF) =
= z;lat,qp = a4+ z;*ﬁﬁg'Yﬁ
Devemos, pols,s encontrar uma T, tal que:

oPr-tot = L efy o (4.28)
v
Obtem-se: .
T = % L et (v, %y % ) (4.29)
T

(Obtenha (4029) )a

Logo, por (4.26):
e’

_ 1
S(A) = 1+ 3 ?\M

(7, Yy = 7 %)
VTV P (4,30)



CBPF-DH-001/92

—hb-

Iv.3 QOperadores de Dirac
sao os dezessels seguintes:
1,71, % (P yY -V, Ay P =7°
Examinemos as propriedades de transformagao destas 16 ma-

crizes quando interpostas entre ¥ e ¥.
1. 1y,
Py =vgsisyp=%0, b=+1 (2.31-a)

»

i.e, e um invariante para transformaqoes ortocronicas, contudo:

Ty = Uyrv= T, (4.31=b)
quando ha inversao do tempo.
2. ¥ 779

Ja vimos antes, {4.21), que este produto se comporta como
um quadrivetor para transformaqoes de Lorentz sem inversao do

tempo e como um pseudovetor para inversces do tempo.

3. § ol ¢ of” =é GO ok (D (_4.__32')
Groky =% sl s ¥ b T af p 7 Py, (433
oy (d '

o gus mostra que este produts s6 transforma ~omo um tensor anti-

simetrico de 22 ordem.

Egerevendo ?é em sua forma covarlante:

®

Ve = — R i o it od (4.34)
5 a ,FV,E;FVI“G’ ’

, -
onde € e n tensser completanante anti-simesrico de ZE or-
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r , .
+1l, se Rvpo e uma permutagao par de 0,y 1y 2, 3,

. 6’”'50,{ -1, » "on " Impar de Oy 1y 2y 3 (4.35)

0 " dois fndices sao iguals
\-

Assim:

P T =v P sy, sy, (£.36)

R AR S wpor (871 ol 8387 "8 )8 ePs ) (s %) =
" pypeo F

=k TTT¢ ) R y*a? aPaP 2T o7 75,
4 VP 0 pyporw’P’?’5 . 313 aq 5
Mas:
det|a] = af o) af ‘g-%ypo--
donde

et HSen e % % 0 E e

Logo, gragas as equagdes (4.34) e.(4.36):
¥' 75 ' = b det}alP %Y
Portaﬁto, para transformagoes proprias ortocronicas (det|A] =
= +1, b = +1):
2 5 ¥ =9 w5 Y. (4.36-2)

Para reflexces espacials (det|A] = =~1) com b = + 1:

0 7Y - ¥ (4.36=b)

FJ
€ um pseudo-escalar.

5. 3 2H.

Devemos apenas examinar as 4 possibilidades dadas por:
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ASHLY | Tem=-ge:

A A A
- v ™ 5
?-qafy"f) yv = a'} a:.. a"c b lpq" ‘.),0"‘7 .f’, (4-37)
LECT
4 ab ay a%

que ¢ a transformagao de um tensor de 32 ordem, anti-simétrico
nos 3 {ndices. Tem 4 componentes que podem ser representadas

por:

1592y . (4.38)

IV -~ 4. Ordem de grandeza dos operadoreg de Dirac no limite

nao-relativisgta.

.

Antes de examinar a grandeza dos elementos de matriz
estudados na se¢io anterior, consideremos o caso em que ¥ e
uma onda plana, de momentum P, ensrgia E>0 e spin s =+ 1,
a menos do fator de normallziqaos
1l
0

_ (4.39)
Pz/( B+me?)

vl e~

CPy /( B+me2)

que no limite nao-relativista, 1.e, quando a velocidade da
part{icula & muito pequena comparada & da lug, tem as duds ul=
timas componentes da ordem de v/c., No limite de part{cula em

repouso tem-gse (introduzindo-se a normalizaqio)z
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_ll*no?‘ ll-noa
b . 0 0 0
01l b | 10 0
ol = I ¢ g 4 ol = , ulls

| .° 0l h 0

? ] ] 1
(4.40)

| Estudemos agora os diversos cesos u® [ uP,mpn = I,11,
I' uma das 16 matrizes de Dirac.

=21

Uy Tu, *1y = =1, 1T, grande (4.41)
De fato, m = 1, '

uI uI = o .

[ ok

5, 7%, *0) = =1, IT, pecuenos (3)  (4.42)

De fatoy m = It | c % 1
@ 7¥ v, = (1, 0, 0, 0) Sl=o0.
-5 0 o/

ok doopla conponeniss grandes conm pequenas.
s °
7% & t1, »=1,17, grende (4.43)

De fato, m = I;

= 0 = .1 0 -
t?.I‘)' uI=uI (O-I) uI" 1.
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C= 1]?3 7k = ¢JK olfcjkgu s{mbslo de Levi~Civitta). BEm qual~

quer caso exists pelo menos um elemento de matriz, wy[ W, mn =

=Xy II, que e grande:

3 _IT _

o cr3u1 =1, Uy o’ u -1, etc. grandes (3) (4.44)

I“=Mr°7k o Eﬁ‘y°7k u, =0y my n = I, II, peduenosg (3) (4.45)

o

o -
0 mesmo que para i ] X, 1.8, grandes (3) (4.46)
. o IV ..
= 115%%3 = (_I 0) iy 477777 uy = 0y my n = I, II
nzyuensd. (2.47)
| =:[§ Eﬁ’rs 2, =0, myn =1, II pegueno. (4.48)
- Como?5 e psendeoescalary uma transformagio de Lorentz que

faga a veloclidade passar de zers a valcr finito, deixara 55‘75 u,*

= 0, logo o valor medio de'rs

é nuls para qualguer part{cula 1i-
vre.

Assim, ra 8 operadsres granies e 3 pequenos em estados de
onda plana con energla noslitiva,

Conslderencs agora as transl;5es eantre estados com energla

positiva, ul ou uII (u,)y e es.ados ccm energia negativa, ul 1t
ou uIv {(u_Jy por mely do Opura:or’rsg
Incontra-se ques

St u, -1, (4.49)

5
¥~ muda, port.nto, o sinal da wn:rzia da partfcula e isto & ver-

dade para qualjuer velocldad: d- vart
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Ate agora, consideramos apenas transigoes nas quais o
momentum ﬁ era o0 mesmo nos estados iniclal e final. Considere~

mos transigoes de um estado n,Py para um estado msyP,0
TR (3,) 7% R (P . © (4.50)
No espago dos momenta, temos:

(ﬁl- meh® = o }

—m (4051)
u” (g=- me) =0
Destas duas equagoes tiramos:
2me WM (B,) 0% wN(Fy) = uToP gy w4 TP P, 00 WP,
ous |
~m, > S By 1 =m)5 - n ..
u=(p,) 7" uip,) povdi i (8= 85) u
g
= L& (gtab Y ut), (4:52)
;=0 ane

o que mostra que 3% oP

(4.48).

w® = 0 para Ei = Eé, como tinhamos visto

Quando a energia e negativa, ﬁé {L0e ﬁnl(ﬁé)qﬁun(ﬁi)

e particularmente grande.

| IV - 6. Métodog de op;enggo de alguns elementog de matriz.

Existem, por vezes, metodos para o edlculo dos elemen
tos de matriz, mais simples e mals utels as nossas finalldades,
do que © caleulo usual,

- 2
"y

uu = 2z2me E>0

e a condigdo de normalizagdo. Da{:
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(ufpu) = mc uu= 2nfe” .
Tambem:
(@ " pu) = e W,
{ (T gou) = me(To v)
donde
E(“Y'_J;S * 1.5"7")& = 2neld 7 ul.
Como:
AB=-p4+ 2a.b
el
o =1,
vems:
g+ ot g =20 .
Assin:

2p"'('ﬁ w) = 2me(u 7' %)

(% v") = 2p¥ e.

Vens, pols, que:

(Bo%) . B
(Wu) me?
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(4.53)

(4;54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)

(4.57)"

1V - 6. Operadores de projecao. Soma da elementos de matriz

gobre apins.

Frequentements, devemos somar estados

intermedié-

rics de spin e alem dlsso, dentre 2ss2s, somar apenas os da ener

gla positiva ou negativa.

Ja yimos que:
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?(H’IEI) 'Il‘s (]-J’,IE_I) =. cha Brss;',s =1, II, (4-58)
v (5, |B] WS(F,]E])) = -2me? &%85 rys = I, II, (4.59)
ond&: _
' v' ($,1E]) = uT(.3,-1E]) " (4.60)

e
WTATIBD) (B [B1) = V7 (B, 18 )®(p, |E]) = 05z, = I,1I,
| (4.61)
Pfocuraremos determinar operadores de projeqio covari
enves, de modo que a soma que 80 cobre os estados de rys = I,I1I,
se extenda ao0s quatro estados: 1sto 5, procuraremos obter uma re
lagao de completamento. |

Seja ¢ um spinor combinagao linear dos quatro u,v:

_ = Z _Ar'ur-i' - Br Vr'
P r=1,11 =~ 1 r; SI1 1

onde: _
A¥ =——1c—2-(§1'1‘,<,og, B"r--aTlcz(x‘rr,sO) . (4.62).
'LOgoz
T
isto e:
=1 r S sr }
$1° 72 ; { o] ;- Uy 95 -y ); ERE

Portanto deve~se ter:

) {u‘;(p) T (p)-vI(pITip))= 2me? 6 . (4.64)
r=I,II1 ¢ o
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Mag:
© QT yuS = pmel TS , i vS = cpmelaTs |
Logos
> T W) - FT ()} s emed. (465)
ro., . |
Chazemos, por conveniéncias;
r r
u {(p) = s° (p) r =1, II
. ’ ’ , (4.66)
- vI (p) = s?+II (p)y r=1,1II
entao: v ,
r —r =
L. S F e, = ey,
4 7
2. L. ST sI(p e, = 8me? , (4.67)
i=I »r=I
onde
+1, r=1I, 1T
€:~ = { (4068)
-1, r=1I1, IV .

Nos calculos, teremos de lidar com matrizes, obtidas
rara eleétrons ¢om spin definido (i.é, polarizados) o depois cal
cylar secgdes de choque, somando 0s quadrados dessas matrizes s§

bre os spins inicial e final. Assim, a expressao que se deseja

e do tipo:

1 = inileial
MI‘S = ﬁ-g Q ui ’ s (4069)
£ = final
e
f — * —
[Mrsla = ‘;s M. = (ujs_T Q urr) (u{q ujs_ ') =
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= (07 9% T2° ul) (ufq uf ), (4.70)
pois: .
r=r_.r 7% 0
ug WgE Uy U rY g

En (4.70), »r e B8 representam solugoes corresponden=
tes a um dado spin e ambas com energia positiva. Ponhamos:
Qr = Q' 0P,
M, 1% = (T% Qi) (FFQ uf ) (4701

Primeiro, somamos sobre o spin final, de modo que:

n=ZI,11 (W§Q upXaF Q uf ) (4.71) |

e 0 que queremos calcular.
Nao podemos usar a relagao de completamento porque
ela se refere a soma sdbre as quatro fungdes e em (4.71) a soma

¢ para r = I, II. Contudo, como para energilas negativas, se tem

- (6 +me)v =0, v(g§+me)=0,

podemos substituir a soma acima por:

Iv ) :
-alﬂs 1; (Esi Qt u;)(ﬁg(p' + mc)E r Q I‘li Y, (4.72)

pois: -
Zme Us 5 r = I, II

0 y T = 111y IV

Efetuamos, agora, a soma sobre r e aplicamos a relagao de com-

pletamento (4.67):

(TS QA" + me) qud) = ; M 12 . (4.73)
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Se o spin inicilal nao s d=terminado, devemos tomar a sua media:

Jﬁ s)gl ril IMI‘s’a - % sgf ¢ (H§Q'(15'+ me) Q u:) =

v
=&Y (usq 8,3) i
N % s=1 (ufq ('+ me) Q (4 + me)e ui) 2me

= t sfﬂ Z. {(ﬁ'f o [Q!(ﬁn- me) Q (B + mc)l"? (ug )Pes} -

Clgﬁ =1

an &fe

v
= X i: {[Q' (B + me) Q (4 + mc)]apzes(ui)’('u'i )a} =
5=Y

2
=§ i [Q'(ﬂ+mc)Q(ﬁ+mc)]¢¢= Tr {Q'(é"ch)Q(d + mc)} 92— .

a=]

Finﬁ%mente, tem~-se o0 resultado desejado:
II 1II

1 EE: IMr3|2 =& Tp {q'c (£ +me) Q e(P + mc).} . (4.74)
€ re1 s= c

IV=7 ZIragog ds Matrizes.

0 trago de um numero {mpar de matrizes o e zero. Ob~-

serve-se que:

Te(ABC) = Ts(CAB) = Tp{BC A) (4.75)
Agora, de:
isto ¢ -1
0’ da: 075 17.‘ fys = - ﬁyP
resulta:

S Y Ty M YTl (LR T M (4,76)
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onde n ¢ o numero de matrizeg N ? % TRIL AR

~ Logos

Tr('rp'r-p "o 'YA ) = (-l)n Tr('yﬂ'y\" ac.')’a )_’

© que prova o enunclado acima,
Assim:
Tr'?“= 0,
T,75 = 0.

E claro que Ir(I) = 4,

- Tem-se:

0 VAR
2% % ) = Il 2, = 4gpuv = { 4P =p=o
' | f4s'p =H =1,2,3
Tr(frF A ')", % = 4Bur e ~ 48, 8oy + 4&;? Epy
Déstes resultados, vem:
Ir(£) = 0;

5S¢ a4 e b comutap:
Tr (£ §) = «alrru_x *BA) =gaubt = 44y
Ir (A ¥ £) = 0

Ir (A B g« 4(abed = achd + adbe):

T &Py Pp-dmy myg
T { G+ my )(p,- m2)(B5* m3)(hy- )] =

(4.77)

(4.78)
(4.79)

(4.80)

(4.81)

(4.82)

(4.83)
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carfruLo v
A TEORIA DO PSSITRON

Com a finalidade de simplificar os calénlos que envolvam
pibitrons e elétrons em interagao com campos externos, Feynman
em 1949 (Phys. Rev. 26, 749; 1949), desenvolveu um novo trata-
mento teérico, © qual abrangla as interagoes entre partfculas
(Phys. Rev. 76, 769; 1949). Logo a seguir (Phys. Rev. 80, 440;
1950), ele provou a equivaléncia entre o seu método e o formg=-

lismo usual da teor{a dos campos.,.

Trataremos, aquf, apenas do caso de 1nteraq§o de elétrons

* »
e positrons com campos eletromagneticos externos.

V.l ZTeorfa NEg-relativistg
Propagadores de Feynman

Podemos, como sugerin Feynman, resolver a equagao de Schrg

dinger:

ry = 1 22
2t

transformande-a em uma equagio integral:

V(E0t,) =f63x1 K(X50t55%] 5%y) Blxyy 6D to0 8 (5.2)
K e a funqgo de Green da equaggo de Schrdedinger ou propagador
do corpusculo de (21, tl) a (EE, t,). Suponhamos H independente
do tempo (problema estaciondrio). Podemos, entao, expandir

?(i&, t,) no conjunto ortogonal completo das autofungoes un(§5
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da Hy com autovalores E_:
Hu = B uy (5.3-a)
S ) 0 &¥x = (w ) = Sn (5.3-b)
) (B ug (F0) = &(F - %0) . (5.3-c)
Logo: 1
-~ E t
pEst) = ) o u(®)e P Bl (5.4)
com: . . ﬁ% Bt 3
cn = [un () ¥ (Ft)) 6 @ x, . (5.5)
Entao: _ Lg.
Y(Et)) = ) o u(F,)e D B2,
i
| E(t,=t,) |
= ZE: ./ﬁ;(ii) ¥ (xlstl)eﬁ ntt1v2 w,(x5) d3x1.
(5.6)
Isto a: 1 (t.-t.)
- =B (t. -
MXpat23 %15t1) = )~ w(E,)u) (F))e BB 2L
- (8.7)

Observemos que, para tl = ta = t:

K(Zp0ti 2,80 = ) " wy(Eduy () = 8(2,- %) .
(5.7)1
Feynman salienta que um sistema em mecinica nao rela-
tivista 50 se Propaga para o futuro; logo estamos interessados
4penas no seguinte propagador {condigao de czusalidade]:

(5.8)

0 ') tZ £ tl
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0 novo propagador é, portanto:

“RBatp « o %-Entl
k=) u(%)e (%) o Bl g (t,- 8,0, (5.9)
onde ©(t) 6 a fungdo salto unitdrio:

1 |e(t) l 4, t20 o
8(t) = { (5.10)

b O » t(O .
o t
E claro que: g{% = 8(¢) .

Qual € a equagdo diferencial a que satisfaz ¢ K assim
definido? ¥ claro que o K definido por (5.7) satisfaz a equaqﬁo

de Schrodinger. 0 K definido por (5.9) satisfaz a:
80 (t.,-t,)

3 ' - e

i
E(t.=- t,)
.z‘ un(fz)u*n(xl)' Oﬁ n( 1 2 =

1h 8(tymt) F up(R)u (%) =

= 18 8(t,- t)) 8(X,- X;) =

1h 8k, - x;) . (5.11)

Em garal, quando H' e dependente do tempo, impomos:

. "IN 3 3
t (5.12)
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onde §(x) = 8§(t) 8(X) e escolhemos K tal que se anule para

ta £ tl :

) 2 - g —
~[ 4 3t~ B (X )] K (%55 t,5 %14 t7) = 408(x,- x;),

Agora,y devemos provar que esta definigao de K & equivalente a

forma integral:

B claro, que esta equagao integral implica em:

[1r;;%; - B(2)] K (25 1) = 0 , para t, # ¢,

K(§2’ t; flg t) 3(22- il)o

Integremos (5.13) de: t, = t,~€ a t, =t, +€ ; ven:

1€
3?; K(2,1) dt, - H(2) K (2,1) dt, =

t,~-€
1l
t1+€

= in S(ié- fl) 8(t2- tl)dtz,

t,-€
dondes 1

K(Xps 814€ 5 Zpoty) - K(Zpety=€ 5 F)0%) = 86 X)) o

porque a segunda integral do primeiro membro tende para zero,deg
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do'que H permanega finita.
‘Mas:

K(i:‘a', t-€5 %, t;) = 0, pois t,-€ < t
logo:

como se queria. (Veja Apandice A).

v-2. Teor{a dag Perturbacoes, 0 pdsitron segundo Feynman e
§tuckelberg.

Suponhamos que a Hamiltoniana se possa escrever:
= HO +V (5-14)

e que saibamos resolver o problema com Hamiltoniana Ho. Se ja Ko
0 propagador correspondente a Ho e seja K o0 correspondente a K

Mostra~se facilmente que as equagoes (5.13) sao equi-
valentes a seguinte:

K(2,1) = xo(z,l)_- /K (2,3) Vv (3) K (3,1) ax Xz » (5.15)

De fato, multiplicando ambos os lados por [1h -—- - H (2)]
atz

tem-se:

[m;%z - B (2)]K(2,1) = [“‘5%2' - B(2)]K (2,1) -

0
_ 2 4
-!;% [ih gt—a- - Ho(a)]Ko(2’3)V(3)K(3:1) d X .
=0

[1h-5%£ - Bo(2)] Ko(243) = 1n 8(x,- x4) = 10 8(2,3),
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logo:
[1!:3% - By(2)] K (2,1)

i

in 8¢2,1) »

an
% /1h8(2,3)V(3)K(3,1)d4x3=
=00

1]

1n8(2,1) + V(2)K(2,1)

ous :
"[n;@z -~ H(2)]K(251) = 11 8(2,1) . (5.16)

Também, como K (2,1) = 0, para t, < t;5 K(2,1) = 0, para to< by

A vantagem da equagao integral (5.18) sobre as egua-
gOes (5.13), alem da ja conter as condigdes de fronteira, ¢ a
de poder ser resolvida por aproximaqges sucessivas de uma serie

de Neumann-Liouyville;

@
K(2,1) = K,(2,1) + cﬁ-;[ Ko(253) V(3) Ko(3,1) axy +
; -0

© po

+( ﬁi’ )2/ f Ko(2,3) V(3)K,(3,4) V (4)K (4,1) d4x3d4x4 + eee
Rhadii (5.17)
Interpretagao fisica desta equacao:

0 12 termo representa a partfcula deslocando~se livrg
mente de 1 para 2;

0 22 termo representa a partfcula deslocando-se 1ivi®
mente de 1 para 3, sendo espalhada em 3 e continuando como partd-
cula livre de 3 para 2 - integrando-se sobre todos os pontos 3
possiveis (dominio d¢ V(3) ).

0 32 termo repressnta um espalhamento duplo nos pont®
3 o 4, eto.
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* 2
0 o
= tarmo ¢ 2 2= termo
l- ----2 - !-E-- (3)
2 1
3¢ termo, v
1
(I‘ig. & - 2)

V= 3. :go::ia Relg;iv;ﬁtao

Passaremos agora & teorfa relativista.
Considers a equagao de Dirac, para uma part{cula livre:
(189 -me)y =0, (5.18)
Bxiga-se, como antes, que Vf(i'a, t,) seja obtida de ] (i’l,tl),
atravez de K(2,1), onde K o agora uma matriz 4x 4, que deve sg
tisfazer a equagaos
(1n9 , = me) K (2,1) = 1n8(2,1) (5.19a)

out

(1h3%; -1no& @, ~ nef pIX(2,1) = 1hop 8 (2)1). (5.19D)

Procedendo como no caso nac-relativista, podemos expap
air @ em termos do conjunto completo de sutofunges u,.
Selat
BaiheZ. @ +mep, (5,20)
B = B, u” . (5.21)
| Onde wHZ) o uz spinor e
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Z.fn;m(‘i) o2 (%) & = S n? (5.22)
- -}t
P (2e) =) c e . (5.23)
n
Optemos:
Ap
Zjuf(i) % (x,t) aox = Z fC u*n(x)uc(x)e h'a® a’x =
[- 3
t
= ce - § B ,
donde! .
t

. Zﬁmt (X)y, (X,t) o R a’x (5.24)

Logoy A ‘bo)tl
b (Rpot,) = f T uB(E)e "t Z uh (2 wpu,_).ﬁam 1a3, .
(528

Queremos:
Yo (B2t} ZJ s (20 t23 Tpoty) fon ¥y (Tt
(5.26)

Logoy deve ser:

- n n* - =
GZ.,A Kae [357\ ¥ (x39t,) = 2_-;4 “a“:“ “; (%) K (x1sty) »
donde:

dg (t,-t,)
3 Rao Bty Ryt = I SEATAE BN RCEC

- Qut

- &8 (t,=t,)
e ‘*

2. Eyq (233, = 5 SIER AT NP

1sto 61

B (t,=ty )
E(2,1) w 2,) - § 2’ ,
, };‘_u<zu<1 | (8.27)
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O propagador K deveria ser, entao, por analogia com o problema
nao-relativista:
8 &
- & E (t,-t,) +
> un(gé)ﬁn(;i) e D 221

50
- e (t,-t,)
K(251) = ¢ + S P@RPED ¢ MEE T para toty g

{t,.
! o para tz tl
De fato, 0 que se tem nesta equagao é KO(Z,l) (propagador da

part{cula 1livre).

Bsta escolha nao e satisfatoria. Corresponde a teoria de
eletrons com energia negativa e se um eletron num instante tl é
um pacote de ondas ¥ com energlas positivas, em instantes t2>'t1,
por causa do X acima, % contera ondas com energla negativa, ha-

vendo uma probabilidade finita de encontra-lo num estado de ener

gia negativa.

Pela teorf{a dos furos, os estados de energla negativa devem
estar ocupados. Para t,) t;» deve haver dispon{vels para o elé-
tron somente estados com energia positiva. Podemos, porém, do K
aclma, subtrair uma solugao da equagao de Dirac homogénea. Uma
tal solugao €, por exemplo, un(gé)ﬁn(fa)e- & Ealtz-ty) para to-

dos os valores de t,: Devemos, entao, subtrair de K

- £ By (tpmty)
T () e Rt
E<oO

para todos os valores de t,. Obtemos, entao:
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_ -3 E (t,t,)
gb U () U (F)e h o e "1’ t> by,
n

K, (2,1) = (6.29)
* % n(tz t1)
- E} 3 u (i' ) un(xl)e y  tp<ty.
n
Vemos que, quando um sletron se propaga para o futuro,

'somente ondas com energias positivas contribuen para o prOpaga-
gor. Segundo Feynman, um positron, com energla positiva E, pro-
'pagando-se de tl para t2:>tl ; @ um elatron, com energia ~E,
{opagando-se de tz a tl<t ‘

_Esta 1nterpretagao de Feynman e Stuckelberg ¢ suge~-

rida pela equagio classica.
2
4=z

v
m.¢ g 9 F H (5.30)
° ds2 Hy ds

s?gundo a gqual uma inversao do tempo proprio s & equivalente
@ uma troca de sinal de carga.
Quando esta presente um potencial (agora uma matriz

4 X 4) a formula das perturbag¢oes aplica=-se aqui tambem:

K3(2,1) = K,(2,1) + (= -1-)]' K,(2,3)V(3)K,(3,1) d413 +

(- L) //x (2,3)V(3) K {3147 (4) K,(4,0) @ feyatz, + oo
(5.31)

018 termo, K+(2,1), representa um eletron livre pro-

pagando-se de 1 a 2, se to>t, (0. o -a);

4
&
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(fi‘. 503‘&)

+ 88Dago

ou um péeitron propagando-se de 1 a 2, se t, < ¢, (figs 5.3-b).

tt
_1
_\\z

(£ige 5.3-b)

» 6Spago

0 22 termo represents um espalhamento comum de uz ol_g'
t;'on, a6 t2> t3>t1 -(f:ig. Sdame),

S ST —p @8DAGO
(ri‘o S.4-2)

Representa o espalhazento comum de um pésitron, se ta<tz <ty

TP, e wh o,
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2
espago

(Fig . 504"3)

- * t ) t
Representa uma aniquilagao de um par em 3y S@ 3} tz (£ig.5.4-¢c).

7

M 5 .
X ™ espago

(Fig. 5.4=¢c)

0 22 termo representa, ao inves, uma criagso de um par em 3, Se

|
{3 1 (figo 504“6.)0
t3(t2

v

Lot Qﬂplgo
(Figo 5.4-)
0 %2 termo representa um duplo eSpalhamento com as duas possibl®
1idades: t,> t13 1:3>1:4 (fig. 5.5-a).
ty

v .

—= ezpago
( Fig. S5.5=a)

A
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é um espalhamento comum em 4 e outro em %, A s&gunda possibilida
de: t2> t1; t3>'t4

v
1

= 8Bpago

(figo S.S-b)

corresponde a eriagao de um par em 3, do qual o elétron com enexr
gla positiva segue para 23 o pésitron do par segue para 4, onde

aniquila o elétron que velio de 1.

Como K, (293)y K (3,4) e K+k4,1) sa0 as somas positivas do
primeiro caso e como K+ (%3,4) é a soma negativa no segundo caso,
as amplitudes dos dols processos tem sinails opostos. Isto esta
de acordo com o princfpio de Paull, pols no segundo caso houve u
ma troca de um elétron de energla positiva com um elétron de ener

gia negativa, dando lugar ao espalhamento de 1 em 2.

V.4 Campo Eletromagnético

No caso em qué o campo externo e Aﬂ’ Kﬁ obedece a equagEo:
(%, - £ 4 (2) ~me) K2 (2,1) = ngc2), (s.32)
e tem somente energlas positivas para t23>t1 € apenas energlas

negativas para t2'<tl. Alen disso:

Kp(251) = K,(2,1) + (- 48) r}:+(2,3) A (3) E(3,1) ¢%, +

J 3
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+ (- %g)aff Ky(253) £ (3) K(3,4) £ (4) K(4,1) dxa®xst..,
(5.33)

A nossa escolha de propagador faz com que as compo=
nentes positivas de energia se propaguem para a frente no tempo
® as negativas para traze Assim,-par# se obter a fungao de onda,

devem-se especificar suas componentes positivas (negativas) enm

alguma superficie anterior (ulterior). Logo, em vez de se ter:

peay =[xz py &,

tem-se como relagao correta:

¥(2) = [re (2P §) % -

K_'_ (2’1')p *P(l')daxl. ’
t1(t2 t

>t (5.34)

onde: t,<t,<t'y. Podemos prova-la do seguinte modo:
Ja sabemos_que:

(1h¥ 5= me) K, (2,1) = 1n 8(2,1). (6.38)

K, (2y1) tambem satisfaz a:
K22 (=tnW =~ ne) = 1h 8(2,1) , (5,36)

bastando multiplicar (5.35) & direita por (-iNY/,- mc) e obser-
var que 7, 8(2,1) = -, 8(2,1). Multipliquemos, entdo, (5.36)
por ¥ (1)

[X(2,1)(=108) = me)] (1) = 1n8(2,1)¥(1) (5.37)

o multipliquemost
(179, =~ mo)¥(1) = 0
por X, (2,1) .
K (2,1)[(4nV;= mo) ¢ (2)] = 0 (5.38)
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Subtraindo (5.38) e (5.37) e integrando sébre d*x;:

y(2)'= -fa“xl (X2 V, ¢ (1) + Wy (2010 ¢ (1] =

= -fa‘xl"vl" (Ko (250) %up(D)] | (6.39)
Aplicando o teorema de Green: \
F ( )
[ - = jFP(x)n“dT(x), (5.40) ..
axHJ : '
S .

onde S ¢ uma superficle que envolve o volume quadri-dimensio-

nal vV e n" ¢ a normal externa ao elemento d¢(x) no ponto x ’

temos: |
y(2) = - fx+(_z,1w"tﬂ1) ndey . (5.41-a)
51
Se gquizermos que Ny seja a normal interns:
¢ (2) = fx (2,1)7*y (1), e 3 (5.41-b)
8, ’

Tomando a superffcie como dols planos perpendiculares
a0 elxo dos ty de um lado e 4o outro do ponto 2 e considerando
o cilindro que fecha a superficie, muito afastado do ponto, de

modo a dar contribuigao zero a integral, vem!

Y(a) = jx+(2,1)ﬁ p(1) ¢’x; - fx,,(z,l!)p Y(xytq) axy
£<t, | t{>t, | (5.42)
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(fig. 5.6)

Quando dermos a representagao de X +(2:17 no agpace
dos momentoss provaremos que esta matriz decai expdnuﬁ@tﬁ&m&nto
quande a distancia entre 1 e 2 @& de tipo espage ¢ exastda

No formula acima, s componentes de snergin poyitive
(elatron) de ¥ (1) contribuenm & primeira integral e g8 ¢onponeg
tes de ensrgia negativa (positron) contribuem a segundas Isto
e, a amplitude para encontrar uma carga em 2 A detérminada per
la amplitude de encontrar um pdsitron depols da medidas.. Isto
quer dizer que, mesmo que nao houvesse eletron em tl’ um-par pa,
deria ser criado na medida e a amplitude déste acontecimento &
determinada pela amplitude de encontrar um eletron de energis
negativa (positron) no futuro.

N\ Z

\\}iff, (£ig. 5.7)

V"'SQ‘ . (-] t n L

A formula (5.41), ou sua forma compacta (8442)y d4 a
amplitude para encontrar um eletron em 2, que & determinada pe-
las amplitudes de um eletron no passado & um pésitron no futuro

Suponhamos, agora, dado um eletron num estado Y£(%),
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num instante t = 0 qual e a amplitude para encontra=10 com uma
fungao de onda g(X) no instante t =

Temos, evidentemente:

£(Fy T) = fK+(‘y’. T5 X, 0) B £(R) a7x (5.43)
e a smplitude et
* g e 3
M= [e(F N, 1) &y (5,44)
1sto e, |
= ffg"(?, T K (¥ T35 X, 0)B£(X) a>x &%y . (5.45)
Se houver um campo AP (potencial e A entre 0 e T), devemos usar
o propagador K (ver &V-4.:

i=[[ E @ npr 3y m 2, 0prd & By . (546

Se g e f forem ortogonais (nzo hé transigao dire-
ta)y entao o primeiro termo de M da zeroy pols (usando o 12
termo de (5.33)):

j[ g (ST.sT),BK,‘_ (¥, T, f,o)ﬁ, £(3) d3x 63y =

z f g (F,0)1(F, T)ay = o.
A tranéiqﬁo por efeito de 12 ordem do campo s
= ?[[/E(N)/ém?,r; 3) & (3) K,(33%,0)p f(2)a%xa’y ax
c : _ ‘
(5447)

Esta formula pode ser escrita de modo mais compacto e com inte-
graqoes 4-dimensionais. '

Definamgs f(x) 'tal que £(%,0) = £(X) .
Entao: ;
£(3) = fx+(3; 2,000 £(%) a3x , (5.48)
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€3) = [ & GMBK, (715 3) &y (5.49)
logo: - _
o = -8 [0 43 203 axy (5.50)

A transigao de segunda ordem tem amplitude:

t, = (307 [[7 @ £ (@ x2) & (@) 2D o) a'y,

(5.51)
de gréfico: T (2)
£ (1) (fig. 5.8-a)
o - £(1 g(2)
= <
1 ‘ x+*' 2
£(1) .
(fig. 5.8-b) - (fig. 5.8~e)

¥-6 . Representacio de K,.no espago dos momenta.

Em grande numero das aplicaqoes da teorfa & bastan-
te mals facil efetuar os calculos no espago dos momenta.

" m . g
iomenos o equnlne!

(1h¢2 - me) K, (2,1) = 1h8(2,1) . (5.35)



CEPF-DH-001/92

=75~
Sabemos que:
"'CD - '1 . - )
§(2,1) = J o b Pelxzm a‘p . (5.52)
(2rh)? ) —oo

Intreduzindo a transformada de Fourler de K,» que denotaremos por

S,(pls

!
- pa(I =X )
K,(2y1) = f8+(p) e P TTTETLY 44y (5.53)
(2rn)d
¢btemos:
(p - me) S,(p) = 1h , (5.54)
ih
s_'_(p) = L (5'55)
b - me
Também, podemos escrevers
D+me Lme
S,(p) = 1n = 1ih = N ——,
d —me ($+me Y(H-me) po m2c
Assim:
00 3
p +me - o{Xo~x. )
K,(2,1) = J —_—— o NPT 4 (5.56)
(2rh)? ) -00 pa-mzc2
Definindo:
2 oo T B pe(xpxy) o
I1,(2,1) = J a%p , (5.57)
(2rn)? Jeoo pz-mzc2

podemos reescrever (8.56):
K,(2,1) = § (4N, + me) 1,(2,1) . (5.58)

Daf resulta, em virtude da equagao (5.35):

2.2
(Dz + %) I+(2’1) = ‘=6(2,1) ) (5»59)
h

que é uma equagio inhomogénea de Klein=Gordon.

O fato de que a equagiao para S5,(p)y (5.54), tem meais



st e e

CEPF-DH-001/92

76—

de uma solugao, traduz~se no fato de que 1/(p-me) é singular se

p2 = mzcz. Devemos dizer como tratamos os polos nas integrals:

% c poo(ta"tl Lp (

n? [
3
1,(2,1) = 4 d P dp, (5.57)

(2rn)* | pZ-F2-ul
" "» definir a integral, devemos dizer como caleculamos o resfdus
do polo:
P, =t (F2+ulPrt s . (5.50)

Feynman impoe que a massa tenha uma parte imaginaria negativa in-
finitesimal:
B—>n =18, 6>0 (5.61)

e toma o limite para § — 0. Zsta imposigdo da o X, correto.

Ponhamosz:
+00
2 [ i “'% ePolta=ty)
I.(2,1) = i d’p e dp, .
4 ! 4 2
(27h) § ‘J-co Py - g (5.62)

Como m ~—»m ~ 18 , vem, desprezando termos de ordem 62 ou superior!

2
- 1 mife
+ E = -!-(pz-v-mzca Zmiéca)%at (pe+ meeZ)* le ——— |,
P 22, 2.2

tne f5.63)

Logo, o polo Py = -Ep esta agora um pouco acima do eixo real e ©

pelo Py =+ Ep um pouco abalxo:

v |

l 1 o

‘B

(fig. 509)
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Vemos integrar primeiro para ta-tl positivo. Devemos, en-
tao, tomar o contdrno de integragas por baixo do eixo p,y consi
derado como va:r._ia‘_vel complexa, fechando-s¢ no semi-plano infe-
réf.r e ficando + Ep envolvido no sentide dos ponteiros do relo-
glo. O res{due da integral em p, et

S

omy - (tp=t

R B U £, £ {5.64)
215,

Integremos agora para ta-tl negative. Devemos completar o con-

térno por cima e obtemos para o resf{duo:
- - 1 -
ard = g oelB (e, tl)’

2

Assim, vemos que para t,~¢t, >0 80 © polo de energlia positiva
2 "1

t,<ty (5.65)

contribue a integral em pP,3 para to= t1< 0 s6 contribue o polo
de energia negativa. Podemos tambem dizer que o contdrno de in-
tegraqa'o é o da fig. 5.10, que deve ser fechado por balxo para

t2>t1 e por cima para t_2<tl‘.

Sey a0 invés de (5.61): m —»m - 18 5 §5>0, £1z€8ssemos:

isto é, se tomassemos o contorno da fig. 5.11:
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(fig. 5.11)
entao, para t,=-t, >0, ambos os polos (ambas as energlas positi-
va e negativa)ocorreriam; para t, = t, < 0 nenhum polo contribui-

ria. £ o K da teorfa do elétron; "one electrons theory",

Encontra-se para I

I(x) = - — 02y + = 20 @) (ms ) (5.67)
4 8r s

onde }éa) § uma fungdo de Hankel (veja M. Schénberg, Boletin de

la Union Matem. Argentina, 1948; W. Pauli, Rev. Mod. Phys. 13,

203 (1941), part II, onde I, = g (D;~ 1D); Coursnt Hilbert, Me-

thoden der Mathematischen Physik, II, pag. 4438);

+ ./cztz- :;:2 ) para ct > x

-1 xa-ct ’ para ¢t<x .

A forma assintdtica de I, para grandes valores de s &1

2
p 4
naileS ., g-imolet = 558) g-imoct para o212 » g2 ,

1

+ (5.68)
I~ emi80% 4, g=imo fEEE | molxl sera 22« <2

onde. Ilo = mhg s X = l?lo

Vemos, que fora do cone de luz, I_ decae exponencialmente

a grandes distgncias, 0 que prova ¢ que dissénos na squo V3o
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Outra forma de I,+» dada por Feynman, e:

£ —]:vé-'/da exp{ l[ ne? 2 +¢(c2t2-xz)]}
00

(5.69)
V=~-7. Elementog de matriz no espaco dos momenta.
Vimos, (5.53), que:
K (2,1) s, (p) o~ B PZ2) a4 (5.53)
1) = p) e 5.53
£ (211'?1)4] + P
onde: 1 ( )
p(x,=-x
s,(p) =‘j' K, (2,1) e~ 271 a%z, = —db. (5.55)
f-me

é a transformada de Fourler de K, (2,1).
Podemos, também, definir a transformada de Fourler do

campo eletromagnético pors:

A, (x) = (p)
Saeev R

pX
a8y {p) = J( P (x) eﬁ a%x . (5.71)

5
= &= px
h ™" a4p , (5.70)

onde:

Exemplo: campo coulomblanc: A = 05 = 48 °

Temos:

£ () = 8r2ze ngm %, b2 (5.72)

Consideremos & amplitude de transigdo de 12 ordem:
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SRER IS L FORLA (5.73)

isto €, o elétron com fungao de onda inicial f, sofre um espalha=~

mento pelo campo AP € passa a0 estado g. Sejanm pp e P, 0s iro-

menta (4-vetores):
lp X
h <1
f(x) = u(pl) e ’
glx) = u(pa)e hP2 .

Introduzindo em (5.73) astas expressdes e a transfor-

mada de Fourier, (5.72), de A,‘ y vem:

i i
EPX = & p.x
My=-de - /j ilp)e h wde B LT g%y g,
he (th)
(5.74)
A integragao em x d& uma fungio § :
1 .
~ &= py=p~p, )x
—3 xe h* %2 ) R § (
= P>~ Py- p) .
Logo:
My = Lﬁxpa)i(p, p) u (). (5.78)
A fungao 8 exprire a conservagzy de d-vator energia-
momentum total (inecluindo o campo extermo) no pcat . o 1ntera9§o.

A amplitude de transiceo de 28 ordem -

= (- i%>%[7'312) £(2) K(2:1) 4423 0{0) a*ey a%,.  (5.76)
Obtemos, neste caso:
1 < .
— o B2 1 L hX2 4
He = (- %—‘é) ff d4xld4x2 u(pz)e noz a{-(—a-;;-)z Al N2 d4p} X

L
x 1 hQ(xa x-|) 4 } xl
{——-(arh)4js+(qJe s (ar )4fx(k)e a%
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x
x u(p; e . - (5.77)

Integragoes em X) © X, dao duas fungdes 8§ :

: i . -
(q~k=p,)
(aim/“"l ST L aexeny) (5.78)
i
(po= p~q) .
ki)
portanto s

Q=py +k =p,-p (5.80)
el

M, = (2o, (Zﬂh)4U[d p et e TR 4 () 2 ko u ()

+ 8(q-k~p;) 4(py~p-q) =

=(-42 1[4 5 (5 Po=Py=k) ———— £ (k B.
( hc) (th)4j u (pa) A (1:22 Py k)(zslﬂ(-mc i_( ) u (Pl)’

(5.81)
Bste termo pode ser interpretado do seguinte modo: o eletron, de
momentum inicial p'l, recebe momentum k do campo e se propaga,com
1l
fator m s COm mo?nentum P1* k. Interage novamente com o
campo externc e dele recebe momentunm Po pl-k, sailndo com momen-

tum Ppe A integragé'o sobre k e porque todoé 0s valores de k
p2-pl-k

sao poss{ivels. o

1P1+k
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Como nos estados iniclal = final, o elétron e livre se tem:

p§=p§=m2c2o

Entretanto, o estado intermediario & virtual e nio ¢ necessério

que sejas

(pl <+ k)z = mzcz,.

LTV M-
1 ﬁ1+1+mc

]
by + % = me (py + ©)% - nle?
a importancia de um estado virtual e inversamente proporcional

a0 grau de desvio da lei de conservagao.,

Els pols as regras para a obtengao do elemento de matriz M =
— -’
= ((F)2 ulpy N:

1) elétron num estado virtual de momentum $ contribue com a am-

ih .
plitude = mc !

2) um campo de momehtum q contribue com a amplitude = %%‘A (q);

a4

3) 1integram-se os momentos virtuals sabre 7
(2mh)
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carfruoLo vi

APLICAGOES DO FORMALISMO DE FEYNMAN

VI-1. Probabilidade de transigao por segundo.

Seja M a amplitude de transigao, logo -UfEE € a
probabilidade de transigao por unidade de tempo quando fazemos &
transicao de um estado inicial conhecido para um unico estado Ii-
nal. Mas se se desela & transiqﬁo para um grupo de estados fin._.s
possfveis, com energia entre Ep e EF + dEF e densidade de estaccs

fpr @ probablilidade dé transigﬁo por unidade de tempo es

A -.—/% IMIZPF dBp . . (6.1)

Mostraremos que:

| 1 2 .
e ALY (6,2)
onde:
’ TINé o produto dos fatores de normalizagao de cada fun-
qao de onda ou part{cula no estado inicial - e no

estado final:

» - L]
N = 2E para eletrons,; porque fizemos uu = 2m, Ou u u=
= 2E, FF 6 a densidade dos estados finais.
Vimos quey (V.5 = (5.44)), se nun instante t o sis

tema 6 descrito por uma fungao f(X;,t), a amplitude de probabili
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dade para que, num ipstante t', ele seja descrito por g(fi,t') é:
M= [ g2 ,t000 ) oy, (6.3)
onde f(X,,t?) resulta de £(X;+t) pela equagao de.movimento. Em
geral, £(x},t) e g(%;,t') sao auto-estados de um opersdor, por
exemplo, estados estacionarios. Suponhamos que sejam auto-esta-
dos de H, (Hamiltoniana sem perturbagao). Ponhamos, entaos:
| - S8t
H(Zat) = Yy = P(Fde PR (6.4)
Podemos, pois, expandir a solugao ¥ (t) da equagao
de rqvimento, para o instante t, em termos do conjunto ocompleto

-
»

dos guto-estados r(i"l,t) = ¥

in 0
- £B °%¢
P () =) by, =) bt ¢ (Fle N B, (6.5)

com:
Hy ¥, *E % . (6.6)
No instante t! teremos:
Y (e =) b(e) yy (6.7)
e s g(Z;,t') e y , entao M es
* 3
M= [y geen o¥n =y (e, (6.8)

De modo que a amplitude de probabilidade 6 igual ao
coeficlente da expansao no tempo final t's
Logos )
1412 = |b, (£0)} . (6.9)
Se no instante inicial temos: Y (t) = ¥, entao:

bn(t) = 1’ bm(t) = 0, i 13 # . (6.10)

A evqluqio no tempo 6 dada pelos b(t) e sua equaqio se obtem sub~
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tituindo W(t) = b b, (%) y’n em:

?¥(t)
in -—5-—-- HY¥(t) , (6.21)
onde
HT = H%-*Hint = H6+I§. (6.12)
Entdo, por (6.4), (6.8)y (6.6):
ih X b (t) Y, =L b (t)H Y . (6.13)
* * ‘!‘E-]ont
Multiplicando (6.13) por ﬂh = ¢;(x1)eh a esquerda e
Integrando:
(6 =T o (|0 H B ads,
h by g n J m n 9% <
A l(Em E°)
- * 3
= L py(0) J*"m Hy of B 05 (6.14-2)
ous
)t
1hb (t) = Z (m{Hln) el Eg bn(t) . (6.12-b)

Se no instante inicial (t=0) o sistems ests no estado a:

ba(O) =1, bn(O) =0y nkEka.
Depois de algum tempo t:

be(t) 21, b(t) £ 0 :

Mas, por (6.14) as b, (t) sao proporcionais a H = Hyio 2
qual supomos nao ser muito grande, de modo que as b (t) tambeém
nao o sao, e en primeira aproximagao, para t nao muito grende,

podemos escrever:
b (t) = ¢, b (t) =1,

Logo: »0. 20
IND_(£) = (mjHla) h¢ B R)E (6.15)
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. i (g0- E9) ¢
in b (8) = L., (alHln) p(e) & F (6.26)
n
K Em vez-de t' para o tempo final, ponhamos t. Integrando
(6.15): e%(Eg-'Eg)t,_l
b(t) = (miH|a) . (6.17)
' g% - E®
a

Enva-, usando (6.9) vemos facilmente que:

1 - cos(Bp=- EJ)t/h |
b (1% = [(mlH)|® 2 ke el A (6.18)

o 042
(B - Ea)_

Admitimos t pequeno em relagdo & vida média do estado ay

mas vamos supor que t seja muito grande em relaqéo a _h_ e A,

EO
Isto e:
h., Bt <en(vida media do estado a). (6.19)
Ep B
Isto significa que, comos
§(x) = Sim L l-cosKx | (6.20)

- K--00 w KJ?
entao:

0 g®
1- cos[t————ﬁl EO-E
3 — T §( a) para t>>—-—- ,35. (6.21)
E%~ ES B2 B
£ ( _Jl,___) _ m a
Logo:
2 2 2
1ui® = Einy(e)l” = 4F (alila)] 5(58 - 82) . (6.22)

A fungdo § indica que SO hd transigoes entre estados com 8
mesma energla (a — 2t} Eg-w+Eg) nao perturbada. -

Finalmentef
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[ I - ) .
= —— fp 9B = [(olBlWC [pPp §(EZ - EJ) dBp =

2
- & |(ulnl)l” pp . (6.23)
se as fungoes de onda sao normalizadas.aunidade, Se forem normall
zadas a TN(W N & o produto ZEl.-.ZEa ):
2
A =& L (nlHa)l” rp (6.24)

Esta relagao fol chamada por Fermi "a regra de ouro".

VI, 2 Espalhamento Rutherforg.

0 espalhamento de um ?1étron por um campo externo, em pre-
meira ordem e dado por:
[ @/ 2
! . My = = 2T (5,) & (ppm pp) w (B
(fig. 6.1) ' (6.25)

.

Se o campo externo e o campo coulombiano de um nucleo de carga Ze:

_is:
£ (p) =fA'(x) e%px a3z = zﬂ(%‘-’-)qo/‘&x%ze nPeX
§(p./h
= 8w 4z on f‘;_,/ ) Vo (6.26)

Cono: P

1 ’
L 6 B Po%0 axg = 6(py/h) = hE(p,) = h (D) = he 8(E),
vem:

E,~E 2
¥y = AL 8(—3——1-)'662)% v u (Fy) -
h Ipa‘pll
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Da{:
2| -, - E
12 = (87 | ¥ (5, 4—”@;—# 7o U (31>| (—ah—l)sco),

onde escrevemos:

B2 )= 5(E3) 5o

que e inlinito devido a §(0). Contudo &8(0) e interpretado como:

T/2
§€0) = 1im  1lim -3~ Xt 44 = 14m 1im L~ sen3Ll =
T—~o E—0 2T Tom Xx~0 TX 2
~T/2
7
= lim == (6.28)
T-o zn

onds T e o tempo de duragao da interagao.

-, 2 E
u (5,) sg_z%n_i Y% u(pl)l 6( 2 l)r-ooo'a'?ﬁi
Ipa" pll :
vemos que a probabilidade de transigao por unidade de tempo s
- |2
Fim)® = 215(5,) ﬁﬂ’—z"— L o u(Fy)|” 8(E,- Ep) .
2' Pll

Logo:

2
%= (&)

Nesta fdrmula, devemos agora dividir por mN porque 0s u nao sao

LY

normalizados a 1:

1 2 _ 2n 1 - 11214 2e%K% 1By .
(M€ = u (7,) (ph) H{ESE-)
PN Gy T TR | Ii:{a-i'llzl 2m”

Qie & a probabilidade de transigao por unidade de tempo, para um

u'LI‘U-<=O estado final., Se se quer a transiq&o para um grupo ds ssta-~

dos finais possfveis, com densidade Ppr tem-se:

A // . 2,2 12
mll’rdl’?: TrZBhZI Pp

Po>-p | (6.29)

u(pa)qbu(pl)l ll
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Mas:
. p d3p2 _ pg dpzdn
F~ ooVam =
(2rh) 4B, (270)%4E,
Como: 4 .
p -
EZ 22c2+mzc4 _gg_z.cz ,
ag, P2
4 Fouo ® Ezpad,n,
iica:r TP
F e&(2mh)
g , _
cx L ar®n” X 8 ol — 2
A= oL Az e L TP pu (B)E . (6.30)

Se somarmos sobre spins finals do elétron e tomarmos amedia

dos spins iniclais
2,2,4,4 E.p.,d O 3
A = 1f.n 2 2‘ h- '%2—3‘ 5 Irago {’)’oc(!ﬁz+m0)'>°c(151+mc)}
h 4ElE2 19551 | c“(2rh)? 2
| (6.31)
Mas:

Traco {'vo(;sz-t- mc)'ro(ﬁl"' mc)} = Trago {ﬁé Pt m 248 } xSé = oo Yo b

T,.(85 8) = 1, { Yol YoP 20" v "P2) 7olooP10- 3-5‘1)} =

= 4(pzo P10 +7; ﬁ?l.) *
Portanto:
1
T, {'yoc(,pz-l- me) vyoc(xsl + mc)} =

2 —_— — — =
= % b P1o * By By + 16F) = 2ABE+ o5y B wPet)

que levado em (6.31) da:
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2 2 4.4 E.p.d Q)
A=4tmy IR 22 32 2Bt Py Tyt noe®)
1%2 Ipz- Pl (amn)

(6.32)

Como o campo é estacionario:
3
El=Ea=(c2pl+m ¢?) =E:P§

]
3
VIRV
-

Chamando € o angulo SITR

5&' Eé = Czpf cos @ ='(EZ- m 04) cos © .,

N

Logo:
ElE2 + cz 3&. 3é + m2c4 = E2+ (Ez- m c4) cos @ + mzc4 .
Como: . . n cZ )
= =3 1 temos:
(1-"—2-)*
¢
pd .
EJE,+ ¢~ py* po+ e 2.4 2.4
- S -1+(1-mg)coso+m;_'; =
E; E2 E E
2 2 2
=2 - !Z + !2 cos @ =2 !2 (l-cos 6)=
¢ ¢ ¢
2
= v 28
= 2(1 - o2 sen” 3 )
Donde:
o LmCod, 4
A= LT . n’ Z-e™h End 0 1 - 28\ .
A (p sen %)4 2(2171'1)3 ( 2)
2.4 2 4 |
< 2%% Bpiq (y _ v ag/. e y
2 -j%—- (1 o2 sen Z) (p sen > ) . (6.33

Agora a secgao de choque a:

¢ = e- . . (6.34)
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Logo, como
’ Bv
v_ P = ’
| Z

—_— 1l - sen
Qe e

©
- . (6035)
¢ 2

(ep sen

8.4
3)

£ a segao de choque diferencial de Rutherford.
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capfTuro vII

O Campo Eletromagnético

VII.1 Asplitude de em!ssfo e absorcio de um fdton

Em mecanica quﬁntlca, as grandezas f{sicas sao representyg
das por operadores. Isto e verdade tamben para os campos assocla
dos as partfculas ¢ em particular, para o campo eletromagnético.
As conmponen.es do campo,'ou do potencial de que deriva, sao opera
dores que, em geral, nao comutam entre si, A introduqﬁo désses o
peradores se faz considerando o campo de radiagao e provando que

ele é equlvalente a uma superposi¢ao de osciladores lineares.

Un campo de radiagao e descrito por A = (0y A) e se tem:
£ =TAT, (7.1)
-1 -&
s 24
= = 3t (7.2) ,

Podemos desenvolver Erem série de Fourier:
A = ref e * >t -/ 2 e i(-f?-oX) )
A ;Z{qztt)al(x’i + qA(t)AA Gc')}, 1’; =V 4mre e A (7.3

1 satisfaz as equagoes:
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vai-3 oo, T.7=0
2 52
Se os_E; satisfizerem 2:
| 2 : e
VER+Z 1, =0, V. X, =0, (7.4)
eptgo:
2 =
q, *+@yq, =0 (7.5)

A energla é:

=gl;/(62+'}(2)d'z=
- 1 AL N R ey TS TS S
N 7 v ﬂq\q lﬂ 9 44 Aptqq, Ayed,*+ q QA -4, *
)

(VAA ). (VAAI.‘) + c2 q q (VA Az) (V/\Ap,) + % qhq (VAA )

* i
. (""/\ZL‘) + o%q,q VL) (VAL ) a. (7.6)
Os X, sdo ortogonais:
ffa.fp dt = 41rc28a|.g, (7.7)
JE B, at= [T, .55 at =o.
Como:

- - - - - o
JOATFAT ar = $ av [4,(0A AF)]n-ﬁfAA.(VAVMF)d‘B
e se supoe que £, é periodico sobre a superf{cie que contorna o
volume unidade, tem-se:

- -»
pac[a (VALY =
Além dlsso, como:

resulta. ¢:° e

2
JEOAT)«Faip at- %%/Kr i, aT=o0.

- 2
V(V°AJ\)' \v/ Aa=2ﬁ2‘rl’
¢
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logo (7.6) reduz-se a:

- 2 2 2 . . * } =
=3 Z{4ﬂc (qzq,(f qaqx) +aretwy (a,q, +q,9,)
=4 { . +aTq + o )} (7.8)
FL{L4, a4, 4 qaqx AP
Ho caso classico:
2 *
B = Z{q 4+ “aq qa} (7.8')
Como solugao da equagao de movimento (7.5) podemos tomar:
-ith '
de onde:
QA = - 1(01 qA ’ (7.10)
portanto:
H=2 sz q* Q. » (7011)
,2 4 4

Introduzindo as variavels canSnicgs: \
*
Q1=q}\.+q3’

¥ (7012)
PA = -1&)"(%\ - q).)’J
obtem=-se para a energla:
- 2 2
R=3L (3 +of Q). (7.13)

A passagem a teorf{a quintica ¢ agora feita, considerando P,
e Q, como operadores que satisfazem as relagoes de comutagdo:
(s 9] = -1ne, i ?
l}a y ?@] = [hl’ QPJ =0 ., |
Substituimos, entao ¢ conmplexo conjugado pelo hermitiano cbnju-
gado em (7.12):

(7.14)
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+
= +
P = ~lw, (g, =gq,)
A energia (7.8) se escreve:
- 20+ ty - 2 .2 o2 .
H= Z’t wile, q,+ q, qf) %Za(p;\ wy Q) (7.16)

que coincide formalmente com a expressao clﬁssica. Os autovaloe-
res desta Hamiltonlana s&o, entao:
By =y +dha, (7.17)

onde n, ¢ um Inteiro. As sutofungoes sao as do oscilador harmd

nico com massam = 1g

¥n =gnl, Nosecey B o ee {0 Q55 ey QUreeo) =
. AL
"J;{Nxa;l Hn;lﬁ ? e h - (2.18)
O elemento de matriz Q pode ser obtido como o de x para o

oscilador harmonico ordinsrio:

~
\/2% (nA + 1), m, T n,+1,
AL

) VZa By P Ta T Batd
0

) IIIA # n;_""_la
(7.19)

*
(Qx)n?m = vn Qa?m dQleaon c oo

£
Tambems

e
(Q;‘)n;\+1 ' 0, (Q,)nA’ (7.20)

Logo, as amplitudes complexas g, qT, que nao sao hermitianas,

n;l +1 °

tém os seguintes elementos de matrizs

*
In+1,n = UY,peg = V3

»
n+1,n = 9,4y F

bara cada J. {7.21)
0
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Tem~ses
N -.h.§
q - AH. (7022)
Um estado do campo de radiagao e agora descrito pelos
numeros n, para todos os osciladores de radlagao.
Pode=-se mostrar que,; quanto a sua energia e momentum,

ume ¢..2° ;lana se comporta exatamente como um feixe de n partim

-
las, cada uma das guais com energia hw,; ¢ momentum X, : o3 gquan

ta de luz ou fétong (a energia do ponto zero % hw, e omitida).

VII - 2. O vetor de estado do campo_de radiacac.

Apos a quantizagdo, as componentes do campo X (e conse-
quentemente & e 53) tornanm~se operadores que devem atuar sobre

% -~
um vetor de estado ¥ , que obedece a equajao:

iy = HY. (7.23)
Para o campo de radiagao, H e dada por (7.16):
R 2 2 A2y = :
H - % Ex. (P1 + wa QA) - Z}Hz o (7024)
Como cada oscilador linear representa um. grau de lilber
dade, o campo de radiagao tem um numero infinito de graus de 1i

berdade. Se a Hamlltorlana é (7.24) néo ha interagao entre os

OSciladores e um auto=estadd de H deve ser o produto:

\Pcl),qy(zg”np(h)””
P2 sendo um autc-estado normalizado de H;, com autovalor
E\ =nhw,j B, ¢ o numero de fotons de energia hwy:
A — - . ] - » ——
qj( ) _'q)'nz, n% = 031323000} H‘;’na- n)‘hu)h‘?nhi

(7.25)
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A solugao geral de (7.23) &:

t = LR ] "o t .o L 2
L AN nl,Zna,..?nl n, () ¢ nl‘p"z \Pna
(7.26)

onde 08 C sao as amplitudes de probabllidade de estados com

ByoseByens fotons. Um autoestado de (7.23) com energia B =

b ,
= [.E, e: -1iE, t/h - i i

EY - lt - B.t

» lpn =e % ‘Pn hoa q"n"‘

ven
A

e

(7.27)

Os elementos de matriz (7.21) sao satisfeitos pondo-se:

9Yp = @ﬁ i‘rn-l

Fn s (B AT Vo

1.9', 0 efeito de q,q‘r sobre q’n a produzir os estados "Pn-l’

’ (7.28)

Yps1s Que 820 Os estados que tém um foton a menos e um foton a

mais, respectivamente, do que o Assim, q, descreve a absop
n A ;

¢ao de um foton, e o operado absorcao de ot ;.q; deg
creve a emissao de um foton, e o0 operador de emissao de um fo-
top A .

Substituindo agora o valor de (qa)o,l e levando em con-
ta a normalizaqio de Eh y Ppodemos escrever que a onda que reprs

senta a amplitude de absorcao de um foton de comprimento de on-

da X é: ( i3
-1({w4 t-k, *x

r s = ,( 2 / h = A VTEA =

[AA ("’t)]o,l = ydre FJA €, e =
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2.2 >
4reSn AW, £ =Ky X)
- g e A A . (7.29)
21'\0)2

Observe~-se que tomamos ¢ campo encerrado na unidade de volu=-
me, de outra maneira teriamos o fator 1->/2, oObserve-se também
ol Mol condlqao de transversalidade, na teor{a quantica, e
7. 1';) Y= 0 no nosso caso em que tomamos Y= O (Coulomb gauge).

Em geral, temos, para o quadrivetor:

A, (Xyt) = /m——-h e ol t 'i“;'-ﬂ (7.29')
| R lo’l 2h w, K (+)

L » aA
A condigao de transversalidade e, na realidade, —-&—Y= Coe
- ﬂ {(+) » » oaxp
nao <k 47 = 0, onde Au e a parte de AF que 80 contem operador
x L]
de absorgao. Para provar a transversallidade observe-se que a
amplitude para encontrar no estado E[’ un foton de momentum '1?; fre

quéncta w= ¢l¥K] = ck, @ polarizagao €p s

() = @gr AP

Zw
aA

De ~—— § = 0, resultas: ky £y = 0.
axhH
Vamos escolher:

onde:

k
1)y y « o(1) Py, -
£ 1000 = 00 - = £t (KT
(o]
isto é, fazer uma trmsformagao de calibre, nudando AP assgim:
Ay, =P Ay ¢ 2A
+ —
R F ‘3xF !
ou

Ap(k) —rAH(k) + kﬂA(k), Alk) = - fgl)(k)/ko .

ntao, a transversalidade és

e Dy =0,
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A amplitude (7.29)' fo1 nprmalizada a 1 foton por cm3.

Podemos normaliza-la a Zhw, fotons por cm3 e neste caso ela &3

; | = - -i(wt"i°i) "
[0, JareBZe, (x)e : (7.29)
No espago dos momentg, a8 ampllitude para absorver um foton de po=

larizagao €, e momentum hk és

£(p) = JamcAnZE (k) (2m)¥8,(p - nx), (7.30)

onde: "
€u€=1, k,e"=o0.

Esta normalizagao de potencials de fdtons a Ziw fotoms
por cm3 torna qualquer elemento de matrlz invarlante, mas para
se obterem as transigaes corretas é necessario que se recolo-

que um fator (znw)™t para cada foton nos estados inicial e fi-

nal.

VII.3 Efeito Compton.

Bstudaremos agora o espalhamento relativista de fotons

por eletrons. A7y foton 2

foton 1

» ”
eletron em recuc

O eixo dos z é perpendicular po plano desta £0lha de papel.
(Fig- 701)
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Q féton 1 incide sobre o elétron livre, em repousos éste recua

com momentum p2 e o foton sai.

%ql"

Fpton 1 ; A= elpe :
Foton 2 : Ay, =€ Eqa x,
2y ® '
’ - p x
Elétron inlclal: Y, =1y e L0 S
] - %pzx
Fletron final: Y, = uye .

A luz esta polarizada perpendicularmente a direqio de propaga~

gao:
€,°q =€ 2'% = 0} ql = qa 0 . (7.31)
Tem~-se:
s Ao -
152 u, = nicua, pg = macz.
Conservagao de energia - momentum impde:
" Bty Bt A (7.33)

Como o elstron 1 esta em repouso (ver figura (7.1)):

C él = mcz "VO’

} (7.34)
¢ P, = E; v - cp,cos ¢, + cpasencp'ry,

c41=hwl(f7'° )

X

. (7.35)
e 42 = hwz('ro- V4 C08 0~ 'vj;sen 0)} 7:39

0 titon incidente pode ter dola tipos de polarizaqao

independentes, ou combinageo linear deles:
(A)’ El = 'ﬁz ’ (B)l ﬁl = Wy’ (?.36)
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com o vetor elefrico na diregao z e y respectivamente. Do mesmo
podo para o foton 23 |
() 2, =7, (B'): g, = Ty c0S@ = 7; sen® . (7.37)

Se naoc nos Interessa conhecer a diregdo de recuo do elétron, ell
rinawnsg Poy obtendo
éa =I’1+41 "'42 3

2 2 -
cng C4 = 02( Pl"' Q- qZ) s 02( pi* 1 + Zpl ql - Zplqz" qu -

ha hw hay hw
=c2|E:12c2+0+0+2mc—l 2nc —£ 2——-1-——-3(1-cose)]
¢ c ¢ c

ou:

nczh (wlwma) = hoy ha, (1~cose ) ,

me?  me
= == 2 ] - 0508, (7.38)
hoy  hwy

que e a formula de Compton.

ensida e estados fina
A densidade de estados finais de um sistema de energia total

E e momentum total p, que se desintegra em duas part.fculas e
dnp B} dpy dgy

-

Pr = = .
€ (2m)° ar

Sejam B’i e *13"2 os momenta das duas part{eulas finals, de massas

ml - mzz

E=c(-ﬁi+mlcz)*+c(p2+m2cZi- 1-!-32
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e

=pl+$2'
Terwos (chamando @ o angulo entre P e By )
- 086 E,py+ -
—g-E-r-cZgi--reZpl P c0s9 _ 2 Eghat Bypy- Bypoos®

o

_c2 I Eap cos 8

onde py = [By] .

Portanto:
) L { 4

PI-lll-—--------—m

E
(zm)3 1 "2 XEFR ~ E; ByB)

No nosso casod

By = hwy(féton 2); E, = E, (elétron 2)

d 0, = angulo sdlido dentro do qual sai a partfcula 1 (f4ton 2)=
Assims
(222)° an,,

h
Pp = hw, B
F (211'?:)3 2"z

2[(1!10 + h,,,l)(,_j) -} W M
Mas de (7.38) resulta:

mcz me? hi;hui? mca(hwz- hwl)

cos @ =1+ - = .
hwy hw, Rwy hw, ‘
Logp: ‘
" 2
b = 1 (hwa)_ dnw

3 Zgrpe
(2mh) 03 R, + noa hew, hwy Ruwat meARw 5= Fuy)
Aw, hw
1"%2
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3
1 B (h "-’2) dflw (7.39)
; (Ewh53 Sme’ hay

Csta probabilidade e

A= lda bl a |24|2 (7.40)
= = T = s ’ .

vr PF 9EF m— .
onde, no nosso caso (efelto Compton):

d3 L d3 P>
an = . ns de partfculas com momentum entre P
(2mh) _
qz + qu, Py © pz + dpa (7.41)
Ponhamos:
4.2 Potqp=-py -qy

temos, entao:

Pataa~p) 4

[M}2 = (2r)B 3 . IxIZ 5% (0)
(7.43)
Mas: T . VTe
§(0) = 1te — , §%0) = 1im ’
T —+o0 2r T+ (a”)4
Yoo
logo: VI ~(2r)% 64 (o) . (7.44)
Introduzindo (7.41), (7.43) e (7.44) em (7.40), obtemos:
A HIKIZ e 8%, %9~ py = 0))0%p, &,
(arrn)z

Como a conservagao de momentum determina o momentum final da
partfcula € uma vez conhecido o da partfcula 1, necessitamos a-

penas integrar sobre d3q2, eliminando a fungao delta tri~
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dimensional. Assim:

2.2

Para eliminar a fungao § restante, integremos sobre d3p2:

- lK]%e2 §(Ee- Ey) —-——f dE, =

(2mn)%
22 43
= .LS.L..QE _pg (7.46)
(2rh)e  dE, Ep=E,

Inserindo o fator de normalizaqaa g TN = El Ql > QZ’ vem:
K 2 Py

vi . (7.47)
NN (2mh) d(EZ+ QZ)
Mag: pp = Cr = - 3 4> Pe... (7.48)
dEg (2rh) d(E+ Q)

e pondo: L

K = eh ! ) (7049)
vem:

=& o125 (7.50)

Portanto, para o efeito Compton:a probabilidade de transican é:

- 3
- 2 —1—5 F‘Zm“’é) Do )
P2 2B 2hw 2k w, Chew,

He dois grg’i‘icos Para o espalktamsnto Compton (Fig., 7.2):
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4 2
¢ 2
%F\\{}/ff’ £1
4
R (s)
b, +4; f (R) 8o 4, A
4,
,f}JJfﬂ\\fl £2
Lo
(Fig. 7.2)
Assim:
M= M+ M, (7.52)

_ — 1 1 .1 4
Mp = ZE:%;?}I;(pZ)(E%)AZ(p1+q-p2) 3112:;;(g§>dl(q)u(pl)d q

(7.53)
I S ie - 1 ie 4
g = (5;;3%/(“ (P2)(33) Ax(ppmpy* Vame (Re) #1(@dulpy)a%q .
(7.54)
Usando (7.30):
= ih €32, 202 8 [ =0 yvid(n —m - 1
+ §%(q - g dulpda%q
e analogamente para M . Logos
1
= ~4mie®h (2rh)4(p,) 6%4(py-p,ma,+qs I, £ ulp,),
"y 2 1P e e 1R
1 (7.85)
Mg = ~4rie®n (2mh)? §( p2)64( pz-p1=ql+qzlll —.—-—-—-——-lau(pl) .
174pmme < -

(7.56)
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1
R=¢ 4

. (7.57
S = ﬂl = &’20
F1- Az~ me

Vem:
M o= ~arielh (2mn)% 64(pl+q1-pz-qa>'ﬁ (p)(R+8) u (p,). (7.58)

1% = (4nn)2 o3 2rn)BlEp,)(R + S)ulpy)|° §%py+ q = ppm q,) 8%0).

(7.59)
Portznto, levando (7. 59) (7.43) o (7.49) em (7.51), vemos que:
o2 z
A (55 (—3) | ®p,) (R+S) u (pl)l a gy (7.60)

cileylo de (R. + 8)¢

. 1 N (B +dy+ me) €4
R £ £1 = (pl"' 41)2_ mzci

e 151"' 41“ me

Mas : ,151 nZel Al =0, P14, 41151 = 2p1qy = Zmhw,,
1ogo: J £l gyt me)Ey
thﬁJl.

De : .d ﬁ = 2.415 - Eﬁ, regulta: fzél ‘1 = ¢2(2p1€l) - ¢2 £1ﬁ1 .
Mas p, SO tem componente me (elétron em repouso) e €4 ¢ umg com

Senante espaclaly &ssim p; €y = 0. E como pyuy = mcuy y ven:
Este termo cancels com-o ultizo de Ry Yoros

oty ¢
T, Ruy =8, 2kl oy, (7.61)
2 1 2 Zmhwy 1
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Com S acontece a mesma coisa:
"‘ z
- B 282, (7.62)
anhwz
Assim: ¢
2me{R+8) = iah“"l("fo‘ qx)¢}_ . ¢1hwg(')fo 7, CO§9-, senO)

= ¢2(ry°..._ 7, ‘l +¢1( Vo~ VyCOs 6- Yysen 0)£ 2

Agora: ¢141 = -4 ¢.1, porque élql =0 e ¢242 = -42 ¢2
pela mesma razao. Logo:

2ne (R+8) = = €, €10 %) =€) £,0 o= % cos 8- sen 0)=

== € €0 %)-F) £r[ o, (1-cos0) = ¥ sen 6 ] o
(7.63

Para a polarizagao existem apenas quatro possibilidades:

(AA'), (AB'), (BAt') e (BB!').

Agora supoﬁhamos que as polarizaqaes dos fitons 1 e 2 se-
Jam (AB1'), isto é:

fl‘:frz, f2=‘?ycosQ-7xsen0.

Como 62 61 =0,

2me(R+8) = = ¥,( Yy €05 6 =, sen "9)[‘7:(1-005 e)- vy sen 6]

= ""z[')'y"'x“s 0(1l~cos 8) M AP senaG'Fs_en ® cose+

y

+ sen © (l-cos 9)]

y’)‘z(l - ¢c0s @) - Y, sen 6 . (7.64)

Para polarizagces (A A'):
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g‘l:"z ! ¢2-'- Yz 9
tem-se:
2me(R+8) = 20 ¥ o= ¥y) + V(1 ~ cos 8) - o, sen 6. (7.65)
Polarizages (BA')1
f1= 7% 2= 75
vem:
2me (R+8S) = =7y ¥; ¥ (L=cos 8) + o, sen 6. (7.66)

Polarizagoes (BB!):
¢]_"7 ﬁa“?ycose-'rxseno,

2mc (R+8) = 2 cos 0 (7,- % )+(cos 0~ rysen 9)[fyx(1-0039) -

- q'yseno] =

=2cos & 7, - 7,(1 + cos 9) - Yy sen e, (7.67)

Vimos que:

2\2 wa.\2 - 2
7\=%(f;—) ;%B(Uf) de2| W(R+8) | hacz(?.m)

logo, a sec¢ao de chogue é:
Wa 2 - 2,22
i%Z’H%BWf)dn“d%m*““ﬂ née®  (7.68)

-~ L 4
Devemos ainda somar sobre os estados de spin finais do elg

. tron e tomar a média sobre os spins inicais:

Ta1 = i(;?z) X! gfzdnwz %TI‘{(R' +8t) ¢ (,+ me)°

(R +8) e (gy+ me)} , (7.69)
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onde: R' 4 8' = ~  (Re8)t |
No caso da polarizagao (AA' )y por exemplo, temos:

2me (R'+ S') = 20 = o, (1 + cos e)-"vy sen & = 2me (R + §),

logos
(2me ) Trago = Tr [[2"\6 =7, (1 +coso)- Vg sen 8] e (f, + me) .
. [Zwo =V, (1 + cos @) -V, sen 8] ¢ (6, + mc) ] .
Agora:
- Zﬁ' >y 2
¢ T"[ YoP2 %y }“ b (BE) + e%5,8)) = lmeE, ,
¢ TI‘{ TP 2y }= b (Bygep,y + BaotPix) = lime® CPz cos ¥,
e? 1'1'["'c>"’.‘a"’fy"1 }“ b (Byoeppy + Bpoepyy) =« Ume? cp, seny
f {q'x‘dz"’xél ], Le® (pyaboy * BF Py Py Prx) = me? E, =

N
2
2
Ry
-
R
——

e? 1 [’Vxﬁz"y‘sl }-‘-‘ he? (plxpzy + p&ply) =0,
Da{:

AL i 2, 2 2 '
2 2 Trago a%:li 16me“(me~ + EZ) - léme ep,cos ¥ (1 + cos @) +

+ lﬁmcchasen? sen 0 + hezfn(Ea - mca) [(1 + cos e)2 + senz 6 ] =

E p P E
= 2(1 + )- 24 cosp{l + cos 0) + 2 —& seny sen 0 + _3_)_ 1l).
;c% me me (ma

(1 +cos o).
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Agora, as leis de conservacio dao:

B, + huy = meZ 4 hay

ep,cos ¥ hwl - hwacos e,

o
1

= - pyseny+ hwasene/e. ‘

Da{:

epycosf = nul - hc»a cos © ,

Cpyseny = hwa sen 6 , o

Além disso, a férmula de Compton das

2 b4
iﬁ; - ﬁ%; =1-cosé@,
ous
- me? _ me?
1+0056=2+hw-hw »
1 4
Logos
ho i h
fé%traqothi'zmc-Z;g-Z(fa-
Hw ol Ra
« (1 + cos 8) + sen® o + ( -
- e Rl
R Bew hw | 17}
“Le2~d. %, 3 (1 + cos)s 2— +
me me me ' B

CBPF-~-DH~001/92
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hw h ho c e ho 2 2
e B E Lt 2k . —d (24 B meSy T2 g meS | mety
mca mcz ch h"’ZL h“? me® II“’1 h“a
w - b 2
- E—g = u ‘* E:L_i .
mc2 w3 “2
(7.70)
Portanto, pars a polariiaqﬁo (AAY):
- (.&EZ_J_(SZ)ZGQ [h,,__(_fl:i_z. 2.2
621 -ﬁ mcz) hacz Wy wZ wl uz ] h%e™ . (7.71)
Para as demals polarizagoes o fator [ ] é:
(w,~w,)
(AA'): [Ll, + Ui—(‘—’g—; ] ’ (7.70)
(0 -0,)
(AB'): 31-—(;,2— , (7.72)
(o - ,) 2
(BA'): ;;i-—wg— , (7.73)
(w,-w,)?
@B') ¢ ;l——a—— + ’.L COBZ o . (7.7’-‘)
1 %2
A férmula geral, para qualguer dessas polarizagdes 6:
o -w,)
1 2
Tioa b )%, (7.75)
1sto e
._QE e pt4 2 (?23 “1 €. . € )2 : .
u ot G ey (F R 2eue08) e

que € a formula de Klein-Nishi

2

No limite em que hw, <« mc“, temocs, pela férmula de Comp-

ton:
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= huy - me? hw, = by A, (1 ~ cos @) y
how hw hw hw
——% ——% 2 g (1 - cos 9) ,
me me™ me
dando: Wy Ay Wp o

isto e, a formula de Klein_Nishina tende para:

- _-_:> (el.ea)2 dn . (7.77)

Gue ¢ a de Rayleigh~Thomson. Neste caso, hw ainda e muito maior

que as energilas atomicas.,

Suponhamos que tanto o feixe incidente como o emergente nao

sejam’ - polarizados. Tem-se:

T= L (AA' + AB') + 2 (BA' + BB') =

2 2 ' '
2
= % (_22) (:2) 'dnw[\‘:jl + :’—oi - sen® e] ’ (7.78)

me 1

Que € a férmulg de K,N, garg_fétons incidentes e emergentes nao
polarizados.,

Se o féton incidente ¢ nio polarizado e se mede a polariza
cao do emergente, entdo:
(AA') + (BA') ]

Probabilidade de polarizagao A'_ =
(AB') + (BB') )

Probabilidade de polarizagao B'~

[ g B O oy

Fglézhgkgnﬂhqvla
+

+
nEBE RS

o (T.79)
-2 senz e
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A ;udinqio pars & froente, € = 0, 5'nio polarigade, Algy
®a polarissgao ¢ encontrada para 0 F O, Para baixs frequencis,
wy Wy, polarisaghio completa ¢ encontrads s 0 » 7/2,

-~

. Integrando B secgAo de ohogque (7,78) ijre o Angulo #d14
dos

dN e « 2V d(cos @) = gﬁ-ﬁz du, % '

N

peis; eos @ F 1 gﬁr hﬁ;
wet

W ria eptrg ——p=— e vapde ¢ varis entr
ende 2 Va | Eﬁ;;‘i'&?g Wiy §UaR gs 6 iz entre
=1 @ %1 ,

Entdos

i v (B
4

A integraqig ads
eonlef{ 1 85 o (68 o - 23,

2

2 (zo?)” -
] ( 'el
* !ga; b g&;) 2hwy (Zhw + mo”) ] 7.54)

No limite w, — @ , 0p— O, 1sto &, o espalhazento Compion tors
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na-se desprezfvel e o efeito importante fica sendo a producao de

pares.

V1i.4 auilaca om emissao de dols fotons

O primeiro dlagrama para @ste processo e (fig. 7.3):

41' 4

¢
o AN
ﬁl | ﬁz

(fig. 7.3)

Vemos que @ anélogo ao do efeito Compton,

AP

4 4
( fig » 704)

positron.



CBPF-DH-001/92

=115~

0 outro dlagramz @ o da fig, 7.51

| ,/J:rj”
2 -4, 1
ﬁ //’/// ——\\\\\k\‘ t
1

(figo 7-5) 'o'

que corresponde ao seguinte do efeito Conmptons

2

\\\\\’;1
U\q'hq_
Y 8,-4
1742
45*\\,\ﬁu

‘é\‘\\\

b

(fig. 7.6)

4y

Assim, facamos:

= B)o = By F

. - (7.82)
P2 = =By = Bryy )

onde Ec_y e B,y sdo as energlas do elétron e do positron, ambas

positivag,
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A conservagao 6
ﬁz = él = 42 - 41 ’ ousﬁz + 42 = ﬁl - 41 .

0 elemento de matriz & obtido do correspondente do efei-

to Compton:

1
®): - 4t o2 (3tpy) €, i f ), (1.83)

o outro:

1
(8): - Lt e%n (ﬁ(pz) ¢ A £5 u(pll) . (7.84)

Tomemos o sistema em que o elétron esta em Tepouso e ©
positron com velocidade V ¢4y + Entdos

1
- _ - 2 dnFf
DR ZE(_)ZE(+)2ho:]_2hw2l iy (R+8) uy|2 40F

A =;¢1r(

onde: _
* 1
R =g, b, - 4, - me ‘1 ’

1 .
= gl ﬁi - 42 - me ¢2 *

- (7085)

Aqui:
3
@& ° 1'3»‘!’13.:.' aplgnl
(2vh) ¢“(Bp; By p.5;)

()
) ?:nh?; 2 zﬁ‘“ édn Wy, 1B
: ¢ [(hul + hwa)(—c-'L) ~ hwy (_61 + "ci) . -3-1- ]
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|
g
n)
B
]
=)
E
[+
L o]
o ]
O
cr
o)
=]
|
H.
]
)
N
[ ]

-
onde: Q1a=

Agora, de:

#1 - ﬂa_' Al + 42

e ‘como:
obten~se:

De{ resulta que

?mch + 204 Pre Pes) =291 « Qp c? ’

ous
by 2p . 23 3
ane” + 2me E(+) Zhwi haé - 2¢ Q - Qz .

Assim a probabilidade de transigao e:

1a 2
'A:o"v‘(".):c%(ilgzhﬂ -IB-Z(—B*B)hl MZ_
(+) 16me” By, ) By 0, (208)5c3
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2
" me%(me? + B, ) n 1émc® B (2vhe )’
(+) (+)

mca(mca + E(+))

Quanto ao trago, devs ser o do efeito Compton substituip

2 2
2 (e ) A2
"= (;:'2) - (:,f 5; *2-hig ez’) (7.82

sy (Bray * 1)

que diverge quando a velccid u5= do positron — O como 0-”1_’%:)’

caracter{stico dos procesz: de absorgao de partfcu]as inciden-

tes.
Num meio de densidade Je elétrons p, delinimos:

A=zoV P

(+)
2
Quando v(_'_)-—-) 0, E(+rb mcz, wl""'"’:‘:"'m%"
logo:
2
2
Az Cv, P = l( ),uean e A0 . (7.88)
me®

A depend@ncia sen2 8 indica que os dois fotons tem suas

polarizagoes em angulo reto (probabilidade maxime para © =% e

Probabilidade total para qualquer diregao (1ntegre sobre
l)g

dN) e para qualquer polarizagdo (tome a média em O: sen® @ =
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A=npel(ef/ne?)® - r 2] . (7.89)

V11,5 Bremsstrahlung.

Quando um elétron é desviado pele campo coulombiano de
um nicleo, &le ¢ acelerado. Clissicamente, esta aceleragio 44 1y
gar a radlagao. De acordo com a eletrodinamica quintica, existe
uma probabilidade de que esse elétron, sob a agao désse canpo, €
fetue uma transiqio para outro estado emitindo um foton no proceg

50,

elétron 2

elétron 1 o AN

1/,
2
s

”
(figs 7.7) \\

Existem duas possibilidades indicadas nos diagramas (R) e (S) da
;“ig. 708-

b2

foton

(R) b1+R = pv4

(Q

N (fig. 7.8)
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~ »
e a conservagao de energia e momentum da:

pl"'ﬂ = éa"’é ]

CBPF-DH-001/92

(7.89)

onde Q representa o quadri-vetor da energla e quantidade de movi

mento que © elétron recebe do campo coulombilano. Mas como a

transformada de Fourier do potencial de Coulombd contém uma fungao

§ na energia Qy? G(Qo), isto quer dizer que devera ser Q, =0y is-

#
to e, a energla se conserva entre o eletron incidente, o emergen-

te e o foton emitido:

Ei-‘: El ;Ez"' hw"—' EF .

No estcodo iniclal o sistoma é formado pelo elétron e um nu-

cleo atdmico (campo coulombiano). No estado f£inal ha um eletron,

unm ndcizo e um foton. A probabilidade de transigao e:

27 1 , AF
A= oy = e ——
b ZEl ZEZ 2hw dEF

* # -
jgora o nunmero de estaos finals &2

- - 62 4 2.

Logo: an an

pF = -
4B  a(E, + Eq)
nmes could para cada 1 Eq = const., tem—-se:
an dnp

PF:—-_=—'-:.dn :denq‘
4B, an, 9
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e
A
p 2
dn E., 4n dqdfl
.a!-n .ZZ—Z?TZ y 4n_ = 3""‘3-3'9' »
2 (am)?e T (2m)
dondet
p, E 2
FPa = _1_—6 _22_2 q dgd.An
F o otam) o 2™q }

ém No9sS0 CR3O!

qag(hy)a’ dQ"gd“”

c

portanto:
2
P 3—1—61: E, (hw)© Bddf) , AN _ .
T o(ame)® 72 2 S

A energla do fdton pode tomar valores de O a E. Como
antes, vé-30 que o elemento de matrig correspondente acs dlagra-

-
mas acima e

Mp+ Mg =i (32)[(%% qhncaha g)”l }%_ me ¥ (Q+

MRALY 2 '15 - me (" %% dhﬂezhz 4 )]u .(31).

Como vimos na equagao (5.72):

§(Q /)
¥ (Q) = 8We Zo—gg——-ha"\'o

=v(Q) 8 (QOJ Vo *
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Logo:

+
Mp + Mg = -g \‘hn e ﬁ(pz){ £ ﬁz_. g-_; = Vg
- pl.

-Z—T £ ]ch) upy) +  (7.90)

ZPZ‘Q - LN
onde levamos em conta que:

(¢, + R - =mc) (¢, + R + me) = pl2 + Q% mBe? 4 2p; 9= Q%+ 2p, Q=
- =2 = = -
= -Q - Zploq 3 porque Qo =0 .

Depols de somar sobre a polarizaglo do foton, sobre o
spin do elétron final e de tomsr a média sobre o spin inicial do
elétron, encontra-se:

2
bad 2
- L [Ze e dw Dg
do = 2% cZQZ v Py sen 6, dO%’sen G2 del ag .

2 2 2_ 202 0.2 .un o (UE.2 - o2 Q2
&2 {92 sen” 6, (LB, ¢ Q)+ p," sen 6, (LB, ¢ 3)

(EZ - ep, cos 9252 (31 - p; cos 91)2

2p.p. sen el_sen'ez cos 4 (h#lfa - CZQZ + 2 (h002 o
= ZEZ < cp, cos 6,) (El = ¢p, cos 6;)
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Ehmzcz (pla senae1 + pzasenaez)
- ZEZ ~ ¢p, cos BZJ(B1 =~ ¢p; cos8,) ("

(7.91)
Uma expressao aproximada -e de fdcil interpretagao -

obtem-se para energlas do fdton Pequenas enm relaqu a mca, porém

grandes em relagao as énerglas de ligagao do elétron,

Escrevendo (7.90) ew fungao de 4 a0 invez de £y tem-se;

- 1 1
MR+Msn.:u2[me(Q)+J’(Q)ﬁl_4_me]ulw

-+ 4+ me

. By -~ 4 + me w .
~ Uy [.ﬁ -2"2323--" ¥ (Q) + ¥ (Q) 'l—:EBIE—- ¢] 1

6 desprezando 4 no numerador, por ser pequeno diante de me, vem:

- y
Mg+ Mg x i, [v(Q) [—Lﬁ o ¥ 2¢PpY, + meky
2p,eq

+

. -w'fﬁl + 2:§JW; + mc?&f ]ulfu
- l.
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+ Poy € Py7yV
- € Pa7vo
mua'\"(Q) P4 pl'q ul )

(7.92)
pola;
ﬁaﬁa = me {,,

élul S me Y.

Obtemos, assim, para o .

2 2,2 12K, p, dn
= A4 27 by 4T 2 o€ ¥ —a 2 _ "2
de VR IEE, | Y2V Y

15, - 3,121 <2 (2npy3 °

[g.pa _ &R ] 0_,2 dmt:lﬂ.g
" LPzea” priq (2me)?
(7.93)

que ¢ a probabilidade de transicdo no espalhamento eldstico muitd
plicada por uma expressio Que pode ser interpretada como a probg

bilidade de emissdo de um fdton no intervale dw, an .
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carfTULO VIII

Interacao entre Eletrons

VIII.1 Propezador de dols elétroens

Apesar de a equagao de Dirac néo quantizada descrever so-
mente ¢ movimento de uma partfcula, ainda podemos obter a amplp
tude para a interagao de duas ou mals part{culas dos princfpios

da eletrodinamica quantica.

Consideremos dois olétrons a & b movendo-se atraves de um
potencial e suponhamos que eles nao interajam entre si. Asaim,
& amplitude para que o eletrons g passe de 1 a 3y engquanto o

eletron b se move de 2 a 4y K(3,4; 1,2), pode ser escrita:
R(3,43 1,2) = k.02 (3,1) x,(P)q,2) , (8.1)

onde o primeiro fator opera sobre as varigdvels de & e o0 segundo

sobre as de b.

Contudo, pela indistinguibilidade dos elétrons, e poss{vel
Que o eletron 4 va de la4 e 0 eletron Brasse de 2 a 3, sem que

possamos distinguir este processo do primeiro {vep fig. 8.1).

Pelo princ{pio de Paull, a fungdo de onda do sistema de eld-
trons mudera de sinal se permutarmos dols eldtrons. Assim, a

amplitude que descreve ambos os casos e

K=K (3’45 1’2) - K(4’3i 1,2) (8.2)
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ou:

k= 5,2%3,1) £, ®)a,2) - k(24,1 5,03, . (8.2)

£ obvia a generalizagao para o caso de varias part{culas.

3 4 3 4
ou
Y 4
. a b a b
1 2 1 2
(figo 8-1)

Estamos fazendo a hipotese de que ambos os elétrons se movem

em um potencial comum. £ possivel que neste potencial um ele-

tron, ao deslocar-se, a8 lugar a crlagao de um par. Teremos, ag

sim, os dois dlagramas da figura 8.2. .

3
1 4 1 3
ou
v v
2
(fig. 802) 2

Consideremos apenas uma das possibilidades.

Plitude total deve

Para obter a anm=~

~S¢ fazer a troca de variavels, fazer a tre
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ca de sinals e somar as amplitudes obtidas,

»

VIII,2 Interagao entre cargas - Propagador de um Fdton
Consideremos em primeiro lugar o caso nao-relativista:
& ay,

A aproximagao ndo-relativista, de Born, da amplitude para

uma interacgao é:

K (3,4 3 12) = k() 4 (1) (8.3)
onde,como se viu na farmla (8.1):
Ko o(a)(3 1) K (b)(h 2) , (8.4)

K =-3 Sxm(s,u 5 5,6) V(5,6) K{°X(5,6 3 1,2) PrgPxgat,
| ' (8.5)
Como . no. ‘caso - nac-relativista, a interacao & siml-
tinea a ambas as part{culas, t5 = tge Aenergis pbtencial (Coulom

blana) da interagao é dada por:
eZ
Ve (5,6 = 2. (8.6)
Incluindo-se a funcio §(tg = tg), pole-se por 3

2
kG0 5 1,2) = 3 [ 03,5 B (la6)gEo 8 (b = ) K (5,10K,(6,2) .

d“xs d“xé (8,7)

Poder-se-1a pensar que o propagador relativista poderfa ser
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obtido, substituindo-se K, por K e o potencial (8.6) por um poten

cial retardado atravez da substituiqao de s(t - t6) por S(t - tge
r
—%ﬁ o Entretanto, a transformada de Fourier desta fungao contém

tanto frequencias positivas como negativas:

O
sw = & (et ae

enguanto que um fdton tem apenas energia positiva., Somos, assim,

lavados a introduzir a fungao (efr. Apendice B)

(o8] .
5, (8) = & jo ¥t dw , (8.8)

a qual contém apenas frequencias positivas,

Pelo fato de tanto a atuar em b (a emite um guantum absorvi
do por b), como b em a (b emite um quantum absorvido. por a) devemos
conglderar b5  t¢ (12 caso), bem como tg < tg (22 caso), 1.e', tgo

=ar a media:

v,(5,6) = 5{5+(5't6"5§)*5 b = t - _L)\_

=E£%{5 (56 .i)+8( -i?ai .

(8.9)

Como (Apendice B, (B.25%) ):

-2 i b - T) - 1. )

vem para & energls coulombiana:

Ve(5,6) = o%c §, (sZ5), - '53510)
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2

onde: sgs = C t§6 - r§6’ um invariante relativista.

Como na eletrodinimica clissiea, tembim existe interagdo
com o campo magnético, & necessario introduzir no potencial um
termo que dé conta desta interagao.
cabemos que o potencial vetor produzido pelo eletron aend e:

-— g-ﬁ
Ab e va/rab

~ ’
e que a energla de interagao correspondgpte entre os dois corpus

' - 2 V..v
culos se escrevesv .23 .-; < &5 a’'b

H ¢ b b cZ T.b *
Na teor{a de Dirac: v — ¢ « y assim:

¥V, = = é cz‘* a /I‘

H o2 * G/ Tap
Como vimos:rue:

2
I 2
Vg = Teg ec & (s 56) y

& natural escrevermos para a interagio magnética:
2. - = 2
VH(5,6) = - e'c Gy, A, 8. (s 56) s
A .. ipteracao completa e:
V(5’6) = VE + VH = (1 - aa . &b) ezc s_._ (3256) .
(8.11)

Como no propagador relatlvista, K_ , aparecem f's,; pomos:

V(5,6) = [k, = (p&),(paJe% 8, (55,0  (8.117)

ou:

V(5,6) = % 8,(sZInF vy, (8.11")

Loge, para elétrons relativistas:
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1) =1e? g 2
K'* (3,).]. H 192) = ’ﬁ'c_- K+a(395)x+b(h96)~ap w\-lb 8.',(3 56) N

K,p(5:1)K,(6,2) dixg dlxg =

2
= . %9— (S[x+(3,5)NPK+(5,1)]a§+(sZ56)[x+(h,6J’VPK+(6,2):|:'*xsd"xs.
’ | (8.12)

que pode ser representado pélé'diagrama da figura 8.3,

Te

Quantum virtual
(fige 8.3)

A equagao (8.12) & fundamental na eletrodinimica quintica.
Ela descreve o efeito de troca de um fdton virtual entre dois elé-
tronss 0 foton virtual pode estar polarizado em qualquer das quas
tro diregoes Xy indicando vuv™ a soma sObre estas quatro possi-
bilidades,

- (s2)
VIII, 3 Representacao de Fourier dgiit H

A representagao de Fourier de 6+(32) és
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00
-1k xH
- 4% o
6 (32) = j F d4k 3 €—»0 . (8013)
(37)4 o0 k% + €
De fato, ponhamos}
@0 o m}l xP @0 e"lko xo
I = -J a¥ = f -X d3k ak, =
kC+1e o ka'fz-l-ie
® e I o~iko Xo dkg
-[ ix.x J .
- o (ko-h/k; - 1€)( ,fé_ 1e)
Seja: R =ik -yx
3 e e  © d(ko+iy)
Jl = ,
R ka 2 kz-y +2,1_k y- og_a

onde C & o semi-cfrculo da figura (8.5). Aqui x>k, - iy, y°0,

e quando xo> OeR=>o0,y++00, 8 28 integral se anula. Pelo

teorema dos resIduos:

oo =ik x -inx
‘[ e oodk . °
Ja = s w2nwl
1 2 o2 ° 20,
-00 0

(o sinal negativo provem do sentido do contorno Cl), onde oL =

= (ka- 16)* = lkl l- é + Quando € —0:
.-1|§'|!°
'Tl fFen] —0g—, X >0
[k|
Bntao:
ﬁ:’;?e-il*lx
Il =Ty a“k =
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n n _ . i e
1 SZ g Soo gilklxo k] r cos &

5 1%]%ax sens 8 47 =

1+ o ©

- %_nz Sm dk [e-ill—il(xo +7T) _e-ilfil(xo - r)] -
®

Definivao da fungao §, dada no Apdndice B obtemos:

I, = 4nd 'alr" [8.,,(::0 ~T) -8, (x + r)] =

seguido a formula (B.15) do Apendice:
e 43 ]‘
L ['zl;-' {ﬁ(xo-r) - 6(x°+r)]+ ﬁl;_ Ja.- [?(x_o% -9 -x—ol_-,,i.) .

Pela formula (B.23) do Apéndice B:

* [Fek) -9 | ()
(=]

A 8tx - 1) - 80x, + r)f = €(x,) 8,

como x> 0: €(x,) =+1= 6(x,2;) = G(xg- r%) = -é,— {S(xc- r)“S(XOﬂ')}o
- E(x,) e o sinal de Xq (ver Apéndice A).

A integral (8.13) possue dols polos, +x e -« , acima e abaixo

do eixo resal:

ra

0 polo positivo, + = I-ﬁl -3 icesta abaixo do eixo reals

© polo negativo, = o =-lk] + & fcestd sdbre o eixo real.

i
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v s e e il

(fig. 8.4)

Como estamsinteressados em integrar sobre todo o eixo real, pode-

mos usar qualquer contorno que contenha + K ou = o Assim:

A) x,> 0 — deve-se integrar usando o contérno contendo + « , pois

o contorno envolvendo = & , gquando Xo > 0, faz a integral divergir:

-R >

(fig. 8.5)

Logos

I, = L;nz’{ 5(s2) + %@(;lé)] = 4’ by (s%), x,>0 (8.14)

B) x,< 0— deve-se integrar o contdrno contendo - o (fig. 8.6).

Assim:
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|
|
I
IR
1
|
|
!

—

(fig. 806)
3 Eimt . e 10X
2 = 2m <o .'"- ri ""'""‘Qm ’

quando € — O ,

11%]x
J. 3 = i .Q_l_..l._.Q X
e rﬁl Yo

Conde:

o 2 (v e}
1,3 vAum So dk @.ﬂz(r +x,) _e-i.k(r - x,) ) -

= 4’ -é,- [s_(r -x,) -8, - xo)]=

CBPF-DH~001/92

= 4o {-21; [S(r-l-xo) - S(r-xo)]- '“lz % [(Sa(r}xo) +5 -xo)]} )

Mag:

F [seny) seex)]e - Estx,rd- bzm]= €x) 862 =

= S(xg-rz), pois x <0 =>€.(x°)

= =1,
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Donde: ’
I, = 4w [ 8(xZ - r?) +@(:2-—1?) ] = 10 §,(s%), x <0 (8.15)
. 2.
' C.G.4,

Assim, de (8.13) vemos que no espage dos momenta, a trensformada

¢, (k%) de §,(s%) &

$,(k%) = - -Eg : | (8.16)

Cunpre observar que 8+(sz) ¢ a mesma funcao I+(sa), que aparecia

na derivaqu do propagador de uma partfcula livre, com m igual a

zero (massa do fdton),.

VIII.} Espalhamento elétron-elétron,

Obteremos, agora, a secho de choque para ¢ espalhamento elé

tron-elétron. Existem dois dlagramas indistingufveis (fiz, 8.7):
b3 2l

(R) e Y (s)

(fig. 8.7)
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Dlagrama R:

Consideremos dois eietrons descritos no estado inicial por:

-1
u, e”P2%2 |

L]

rl(xl) = uy e'iplxl e fz(xz)

e no estado final, por:

53(13) = ug 61Pz%3 o sh(xh) ), e'iphxh .

Por (Ver,, (5.43), sabe-se que:

SK_,(S,].) fuy e~ % d3x1 = Uy e~ 1P %5 y

SK,,_(é,Z)(SuZ e~ 1P2%; d3xz = u, R P ’

-1

Sﬁ3 ¢'P3%3 p K, (3,5) x5 = Gy o'P5%5

gﬁh oIPUE, pK,(1,6) Ox, = T, o PU%6

Ghengralizando (5.45) para duas part{eulas;
. - - (1) . 3¢ a3+ a3. a3
Mo = f 838), 8, 8 K7 7(3,051,2) B, pp 1 L, d7x,87x,d x3d4°x), . (8.17_)

-

logo, levando (8.12) em (8.17):
My = S EBEhPan ['19 SS [K+(3,5)"'"K+(5,1)]a&,(sgs)[K+(b96)‘?,gK+(6,2)]£
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lf.ﬂst
a {S’i; P.K*(33.53d3x3} "’f“[!,,(‘igl)f!afld;xl] . g
{ ithK+(hg6)d3xh} "’v[‘+‘6’2’bez‘13‘al = BgLs o
ondg:

B5ixg) = G o'P3%5 , Folxg) = §, o'PUT6

t(x;) = uy e"P1%s, fo(x0) = u, 6~ 1P2%6 .

.

dondes

!B = -132 SSEBW“fs 8(3?6) 26’\.‘1’6 dhxs dhxé =

8
2 - - n 1}
P S(u3'v"ul ) (uh'v,.ua) 8(p3-pl+k) S(ph-pz.k) Py .(.2;%_ abx =

= -1e° (ﬁ3w9§1)(ﬁh~}.u2)‘hﬂ(2“)h 5(p3-p1+ph-p2) —1—)7 . (8.19)

. (p3-Py
Fiagrama Ss
}nﬁlogamente:
| 2 - - y 8(Pz=Py+p,~P,)
Mg = -1 LT (U~ 1, J(TxvPu,)(2W) o
8 L'p"1 3 2 (ph'pl)a

Pelo princ{plo de exclusao:
(D) . g D)

londe:

HE%-HSO

lnt'a'o, por (229“6), (220’-17)3



CBPF-DH-001/92

-138-

R AONES ""“a"“s SLALY "‘:ﬁfua )

Calcularemos & no sistema centro de massa (S.C.M.) por simplicida~

By =Ty =By 0 By = By =Fp s 15yl = 1Bl
E) =B,=E, =F =E
- dng = Pp dBy = PpdB = dnp
1.6, o mimero de estados finals rno sistema de laboratorio (S.L.),

no qual um elétron %em energla Eyp, ¢ igusl ao numero de estados mo

S.CeMcy no qual um elétroa tem energla E,

Comqs
_EF = El + EZ = Es + Eh =
- B dn
Pe= $rPp= % Ba;r ’
logo:

_ _ _2nm 21 p E dﬂ
Az 6y, = |L]
1 oyt (z2m)°

Tomando a media sObre 03 estados inlcials de spin e somando sobre

08 estados finals ds spin, obtem~se:

- h y :
e rd g;f+g; 208 & 4 E (1 - cgsfﬁ) + L cog @
do = E% - CO8 O
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4:2-81 cos®+ 2(1- cOsZO) -4 cosH 4(14x)(x~3)

+ . ’
Y (1+cos0 )2 (1-c08€ )1+ cos® )
. (8.20)
onde: EZ
X = = h=¢=1,
pZ

‘A (8.,20) é a frmula do espalhamento elétron-elétron, de Mbller.

B,p

”p i . B’p

VIII.5

Sabe~se que na eletrodinamics classica as ondas longitudinais
$480 equivalentes a ondas transversals mals uma interagao Coulom-
blana. Demonstraremos, que na eletrodinamica quantica, anéloga-
mente, existe uma equivalencia entre "soma sSbre‘quatro polariza

§Oes" e "ondas transversais mals uma interagao Coulombiana ins-

tantanea“.
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Em vez de escolher as diregdes x, y, z, tome-se a direcao
paralela a ?(lomentun do foton) e duas diregoes transversals a

esta.

0 elemento de matriz I, contém termos do tipos

=¥ (@7l u. T y = '-a )
S "'}El(u4'3' na (ua?’ﬂul q‘-z y (8.21

03 quals fazendo-se a substituiqao indicada, se transformam em:
- 1 _ - - 1
S = (wy7,u,) ;2 (ux7guy) = (07 u;)(ug7,9y) :z -
- - 1
-/6 (u4’i’trﬂ2)(u3’ftrul) 'q? . (8.22)

onde o sfmbolo %representa a soma sobre as duas diregces trans-

versals,y v e a componente da matrlz ¥ na dlrquo paralela a E e

q
Vi e a componente da matriz em qualguer uma das duas direqé'es

transversais. Bm geral (por gauge~invariance) o elemento de ma-
triz de: 4 = 70 ~ 'c'f.'r e zero. No nosso caso particular isto

ve-se facllmente:

(344112) = (54(52-54)'“2) = (34152112) - (.34154112) = E4m uz" 1 .64112 =0 .

Assim: q . »
— o .
(u, 7q uz) = -'-;;-I- (u4 ‘A ua) . (8.23)
q

Introduzindo (B.23) em (8.22):

- 1l - - 1l
S = - (u4’f°“2) ;‘z (usroulj-g (u4')ftrua)(u37trul) ';'2 » (8024)
' ’

®
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Como ;ﬂz e proporcional a um campo coulomblano no espago
-
dos momenta-e Yo éals componente da densidade de corrente, o 18
epresent interacao coylombi @ 0 292 con-

i Taca a ransversal

VIII.é Interacac de Breit,

Para elétrons de velocidade nio muito grande, a interagao

relativista da alguns termos de corregso do potencial puramente

coulombiano.
Vimos nos dois paragrafos anteriores que a amplitude da 1h
teragao de dois elétrons &€ proporcional a
(‘EB'VPul)(ﬁhfv\‘ u,) .1_2. 5 9= (g,,4) & o momentum trans-
ferido entre os dois elétrons,
De 4 =p, - ﬁ3 resulta, como ja vimos:
(53 4u,) =0 ,

¢ que nos permlite escrever:
§ = - 7-!?5 (v, 2,) (g ;) -§2<ﬁhwuua>(ﬁ3wn,ul) -? . (8.25)

Tomando~se a transformada de Fourler do primeiro térmoc vé-se
que ele representa um potencial coulombiano puro, 0 segundo termo

constitue, entdo, uma corregdc a interagio coulomdiana.

No caso de eletrons lentos:
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Py * P o el
zdeend fPl"' 93) ~ V. (7) -~ P3) = v.q,

2.,
G~ LT

c

Assim, podemos desprezar este tgrmo diante de qz e subg~

' 2. 2_=»2
tituir, com pequenc srro, q2 per q {recordemos que q = 9, ~ d Do

Logo & correg¢ao ao térmo coulombiano em 8 &3

E _-gé (Bx By ) () o (8.26)

Agora:
- +*
(u3ﬁ%rul)(u3°$rn1) .

u
Vimos em (III,1) que: u =(P:) e ques

L 4 (o'.'n)u

na aproximag¢ao nac-relativista.

—
L f[o ©
o ={
c o
sSegue-se ques

+ - * E o aiﬂ' 'ul ik - ¥ -
(U3 Gy up) = (5,,u5,) (&‘u,o ) (ulﬂ' 3s %% ®1p *.%3p ir "la

como ¢
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P

» é('ﬂ;‘ [3'“(5'. .?‘1, + (6'. 01-1.,) ?u.] ul'.] . (8.27)

Chanenoss _

¢ . F oy, (8,28)
ondey - - )
. 7 (3 ) e el (8.29)
? = (?1?1>.1 ¢ (?l’l)?z L] 0'"1 * ﬂ'ki.z ’ (8030)

Os vetores 91 3 °2 eéo definidos pelas relaqoesl
AU AR RUT RO LR A AT |

f olare ques |

(F'F) = AR AN
Assin, a componente J de &, (5&*&) * (5{53) j%r ¢ (observe-se que
e pls |

Oy (OgPyg * OGPy * OPyp) + (cr‘.,p,‘1 Y OyPxg * G P3y) Oy "

Temos, pois:

q
‘“ua[an -1 2n ]tr“zw'

(8.31)
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0s primeiros tgrmos dos dols paranteses representaﬁ correR-
tes devidas ao movimento dos elétrons, transversal a q, e o8 segun
dos representam as componentes do dipolo magngtico. Os térmos de
correga¢ sao, pois, devidos as interagoes corrente~corren£e, eor=

rente-dipolo e dipolo-dipolo. S3o os termos de Breit.

A matriz da interagio dipolo-dipolo é (lembrando que

§=Fy -P5=Py-Ta)
Z@l’\ q’“—-}w Aa) . (8.32)
1,2

Como @A § € zeTo para a componente G de o , paralela a
% y

q, éste térmo pode ser escritos

(EAD . (EAD
4 e (8.33)
qQ
cuja transformada ez
@ AV) . (ToA ) 2, (8.34)

interagao de dois dipolos magnéticos.
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CAFTTULO IX

O Problems da Renormalizacdo

IX.1 Self-enerzia do eldtron

A troca de fotons virtuais entre dois elétrons conduz-nos
ao seguinte diagrama poss{vel (fig. 9.1): um eldtron, que val
de 1 a 2, troca um foton com um elétron do par creado em 3. Mas

pela concepqao de Feynman, a linha pode ser consj}

derada como a de um eletron que ca
minha para o passado entre 2 e 3.
. Somos, assim, levados a concepcao
de que um elétron, pode emitir e

3 reabsorver um foton. £ consequen-

cia da interagao do eletron com o

seu proprio campo de radiagao. O

{(fig. 9.1) diagrama acima € de primelra or-

dew (um s6 foton virtual). ,ssim, o propsgador de um eldtron

livre, de 1 & 2, pode ser escrito:

2
K(2,13=K+(2,1)-§§— UK+(2’4)7PK+(4’3)7FK+{3’1)6+(823)d434 d413.
v

2 (9.1)

X, (4,3)

(?180 9.2)
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0 primeiro termo ékreprgsentgdo pelo dlagrama da fig. 9.3.

2
X, (2,1)

1
(fig. 9.3)

0 segundo tsrmo,_K(l)(Z,l), esta relacionado com a energia propria
do eldtron da seguinte maneira, Suponhamos que em 1 o elétron te-
nha fungao de onda f(1). Depois de um longo intervalo de tempo, a
amplitude para que em 2, a fungao de onda seja £(2), 5; como vimos

antes:
K (0 2 @pxD2,0)p1 () 3, s, »
2 - L ,
1- 8500w, wnneo) 568y ding di . (9:2)
. . » - 1 px ' .
Se £ (1) o uma onda plana ue” R P¥1, oblem-se:
2¢e 4 2 4 4l sl
M(l) E w %’%’SS(EW"K.’(u's)Wﬂu) eh pc(Xu-Is)s +(5h3) d 13 d Xh .
(9.3)
Como K;(h,}) sé depende da diferen§a das coordenadas, e
¢laro que a integragao sdbre x dd um resultado independente de
X3e Logb, H(l) e proporcional a VT se f £or normalizada a 1 na
unidade de volume. Como a normalizacdo que adotemos @3

Sr"f Ox = & v,

¢h
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devemos dividir (1) por esta expressao.

Por outro lado, o efeito da interagao do elétron com o seu
campo de radlagao ¢ mudar a fase da fungao de onda, com um fa-
tor de fase proporcional ao tempo de duraqﬁo da perturbaqgo, de
modo que, s en 1 a runqao de onda e proporcional a e Et1, en

.
- sera proporcional a e é Etl ] hmE)T, onde T = tz-tl, AE=

= Ea"Elo
Como a perturbagaoc € pequena:

.-ﬁ (AB)T~1 - & (AR)T

Assim:
1 (AR)T = = == J(u ¢PK+(4,3WF u) e ﬁ' Pe(xyx3) 5,,(343):14:3 d4x4,
de onde: &

- Po(x,=x-) '
2EAE = =~ eaj(u'rl‘x,,_m,})'rp u) e 473 5_,,(323) d4‘x4 y (9.4)

pois a integral sdbre x5 da VTc.
Como:
EZ - czpz + m2c4
2BAE = 2m Am o?

sendo p O mesmo em 1 e 2, a mudanga em energla pode ser atribuilda

a uma mudanga na massa do eletron.

Dal, passando para o espago dos moments, obtem-se:

o2 in ar  a%x
Ap = e ﬂ'f"l T, u — . (905)
2me? $-t -me X% (2mn)®

Agora:
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ﬂ“(ﬁ-]ﬂmc )nfu me+ i .
ay® Yau = usy n
vy ﬂl—. -me P 22 2okeiCenlc 2 | K®-2pk ’

poisi  we
By = - 26, fu = meu .

Portanto:

Am=m¢n& Sﬁ—m—c-;x; | (9.6)
=P

Esta integral diverge, Feynman introduz um fator de cortes

2 P
c?) = —ﬂh—z , | (9.7)

de mpdo que o propsagador -12 é substituido por:
‘= K

2 2 ' |
c(k?) A 1
N -:E T KB | (9.8)

que corresponde a subtralr do propagador # do féton, © propaga-

dor de um foton de massa A/c¢. Podemos escrevers

- ———@'ﬂ (9.9)
So (kzL) 749

Assim, a integral deam acina, (9 6), o substituida por

S -:;k ;‘2% . . (9.10)

-Zpk
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Integracio dd (9.30)

Consideremos a seguinte integral:

S d3k dk%
& [k +1e-(E5+1)]>
(9.11)

S-c:vo (k +1€- L)3

Para € <« kz + L, os polos da integral sao ko = 2 ( \l_izd-l.-ie ) .

Integrando no semi-planc superior:

~ Q0 dk
S-co [k2+1e -(EZ-I-L)] -2 jkz-rl. f_ )
—> l > K
+

Derivando duas vezes em relagéo a L:

= o dk ;
S-u::o T?ie 2, 11 _2-{ (kCe1)572

>

(fig. 90“)

Assim:
af (° e A 3
- S (ka L)5 - 161 So (52.1)5/2 ~ 161 3L
Substituindo k por k-p em (9.11), vem:

:I,Smmﬂﬁ.gl‘f_L.

-0 (kz-ZJt.p+ie-A)3 21 pz"'A

pois a integral é a mesma e A= L-pa .

E claro que:

e o) kdh'k
O -
c - (k“+4€.L)

<o
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Dgf resulta que: | \

’ b
503 — dh'k 5 = S-f.b ‘K +p z)cl K . pﬁ' w2 \
-0 (k -Zk.p-l-ie-A) ‘Vago gxzq.ie -1)3 }

Portantgs

© (1;k )d,"'k “m2 (13p.) ‘ ‘
00 (kz-Zk.p-l-ie A)g 21 p2+A . . | (9012)

I (iypa) = S

Ora, a integral da energia propria do elétron, com o fator de corte,

como vimos em (9.10), & da forma: =
| 2 ' (13k)
Jg = SA dI'_ S-CD 2 ,62 N 'JEKE . (9013)
o 0 (k®-2kp)(x“-L°) (2mn) :

Utilizando a 1ntegrai:

L}

’

.L.Sl ax
ab o -[ax+b(1-x)]%

don?e:

1l
-l—- - —.ZQ_K').QE_?'
ab® S o [ax+d(l-x)]

podemos pér:

ka)(k )2 S[kz---Zl:p:!:--L(:l.-x):I3

Portantox

95: (1;1: olexyax
J a’ dL L4 (9-114)
g g-oo S (zrm) D: -Zpx-L-x)]> |
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Integrando sobre k segundo o resultado obtido para
I (lgpc), onde se substitue p por px e 4 por L(l-x), vem:

5 S (13xp_)2(1~-x)dx . P
So 32“21151[:2;)24-1-(1-:)] » onde 3% = w%e, (9.15

A integragao sobre L dd:

_._ET 1 dx(1 y 1 [Miﬂ_zlic_] (9.16)
H ‘20 . .

3211?11 1 S 0. ,z_pa 8 mzxzca

a > mzca, podemos desprezar m czxz no nurerador, Quando x

Para A
| ¢ vizinho de 1, iss0o nao é mais verdade, mas o érro cometido nessa

aproximaqao 6 paquéno porque o intervalo em que x ~ 1 o pequeno.
Como s 1 | 1
So 1031% dx =I1,leog1¥dx=-i-,

X 0 b 4

vem, de (9.16):

2 2
J —1—5321_‘ Zr [ 2 log 23 +23% Py (log 55 > ,A%)m (U

m“e
logo:
oFan =g 8 (2105 45+ 2)» E( 200 -1
B=Bnhne| ¥ °3mc ) me 1°£E‘2'2 v
o | {9.17)
Agora: fu = meu § g = cha R
&ogo: » ,
” A
¥= % & (‘3 log ;2;-2+£) ’ (9.18)

b‘ ¢3 um pequenc valor pars Ap/m, poie e%/2THe 10'3, e isto, .
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mesmo para A DD me .

IX.2 Renormalizagao de massg

Interpretamos, agora, a expressao (9.18). Qualquer que
seja o valor de 4n, ele jd deve estar incorporado na massa medie

da . ., ». lmentalmente, Assim:

exp tespt OD (9.19)

e € claro que no valor de B xp J& esta incluida a self-energia; a

Tteor (sem energla prdpria) n3o pode ser determinada, Isto nos

»
conduz a considerar que r u e D¢ T ca -]

self-energia ¢ equivalente s uma teorfa que use e id

self-energia e subtrala oA m computada para um eletron 1livre. No

Zmn e ficamos com

caso do elétron livre, a self-energla cancela ¢

[ ~ »
uma teorfa correta, onde a massa é Pexp. Quando o elétron nio &
livre, a diferenga entre a self-energila e ame? da corregoes ra-

dlativas,

IX,3 Corre¢oes radiativas no espalhament r um potencial exter-

no
Os diagramas sdo: t>

1) sem corregao radiativas;

(figo 905)
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2) Com corregao radiativa (de 18 ordem) os trés seguintes:

b, Pk

¢
‘____ i___%
Ty 1
ﬁl“ﬂ ¥ Hfl
(B) ()
FYP y
# !
(fig, 9¢6)

A smplitude do disgrama (A) éi

 { Sptgrmnsnrny e\

A integral tambeém diverge pars pequencs k (cstdstrofe de
infra-vermelho), mas isto pode ser resplvide sem dificuldades,
Bubstituimes & no denominadr (ae igde ds (zem)t) po? kgzagnn y
8Rde R nyp €€ Be , que interpretaremes depeis,

Ageras
hg:-gL::.—- = %gr—;—.— s —M——— s
S%f (kﬁg)g kgeigga kgz/é ?i?‘z%iigukg&'/\“)
3R

;Z,AE k !%ﬁiﬁ

ne
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As integrais de (A) sao, pols, da forma:

AZ dL (l;kl ; kﬂ-r) a .
S 2 (kZ-kal)(k2=2kpz)(k2-L)2 (zrm)B
Amin

Usando a 1dentidade:

2 =51 ax
3 ), lax+b(2-x)]%

vem:

2 ;_2 = S ' 2519 2 !
k== = ¥ k*a o
(k®-2py k) (k“=2p k) o ( 2pyek)
o = o)
onde: ﬁy Yﬁl + (1 y/ éa o

0 resultado da integragio para o elemento de (A) &:

2
=L £ ~me b
My = 2% %o [2(1"8 - )(1' %-Q“gae)*etge* tg 20 °

Amin

o 2 ¢
[ xtgxdx}a+ L f w40 5ESs s 04 ], 9.21)

#)

onde D depende de A 3

Dzl%’n’% * ﬁ-z:.og aﬁin
€3 1 (9022)
sen— 6 = umzcz ¥ Q = pa - pl o

Vemos, pois, que:
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i & |
My = Mye+ 27 3o DA (9.23)

e que HAC converge para A— o, pols nao depende de NgD éa parte
divergente. Notemos que MAC tende para zero quando g—0 s como D
raoc contem q, vemos qQue a parte divergente de MA € a que sobrevive

quande fazemos q— O, Isto € de esperar-se, Bm M, temos o fator

1
Bz:ﬁ:ﬁs, que podemos escrever como ﬁi+(ﬁ2-ﬁi)-1;mc o

Agora o teoremas

1.
=42 -42pd.d 315

m A - A A %“’ cee 3 (902}4)

~ »
cuja demonstragac e a seguinte:

A = 1 ipgd |
AA+B 1-BA+BABA coo 9

.
4+B

n

i1_zlgd
B B r B 3 B a + oo

donde: (A+B) =1,

-
A+B

dg lugar a que posSamos por:

1 _ 1 1
ﬂl"(ﬂ_z'ﬁl‘-y - x_- me - m - m (ﬁz"ﬁl) m + eesn

0 primeiro termo do segundo membro, substituido em (A) da uma inte
gral em k logaritmicamente divergente; os restantes térmos dao in-
tegrals convergentes, proporcionais a poténcias de ﬁz-ﬁl, A parte
tonvergente da soma M = MA + MB + MC pode ser escrita da seguinte

Baneira aproximada, quando g é pequenoc.

| RV [ £ (4 - 44+ —Le d_(log m—-%)] . .25

) d
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O termo em A4 - 44 Tepresenta uma contribuicao do moren-

to magnético do eletron. De fato:

54 = 4‘ =quu(a}lqw' q‘;av) ’
ou:
A4 - 44 = 3 OV VW) (apa,- qpan) =
= o 16Pv(apv1/ BVF av) = = 1‘??”??.\!.

2
Agora, sendog o = %E g vem:

2 , . .
Imfelc 21?12 (44 - 44) = - %%E %ﬂ % o* (apqu- avap) o (%)

Por outro lado, vimos que uma interaggo eX contribue wuma amplitude

de espalhamento, em primeira aproximagao:
- 228 (p,) 4B, - By) u (py)
s P2 2 1 Py’ s

ent3o, uma interagao Ap-aﬁ% % G"Fyv contribue, em primeira aproxi

magao, uma amplitudes

1 = -3
- 'EE u (pa)ﬂl‘%-a """2' O'Pv (apq.!= avq_v) u (pl), (%)

rorque a transformada de Fourier de Fuv € 3

Fuv (x)

Sdhqe'iqx Fuv (q) = r-igduqe”iqx (qpav = quapl ,

ses
Ap (x) = S d"‘qcf'iqx ap €q) .

Comparando (*) com (**) vemos que a contribuigao do termo A4 - 44
ao espalhamento, pode sar interpretada como devida a um momento

4 &
magnetico anomalo do elétron:
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Ape & o 82
P= 2w © Zmhe ¢

Até'segunda aproximaqgo, 0 momento magnético do elétron 5, pois:

2
pe £ (1+ = —21;,) (9.26)

IX.li Renormalizagao da funcéo de onda,

Vizod ho paragrafo anterior que quando uma partfeula e
espalpadb por uﬁ potencial, o efeito principal é o de £ e do dig
-grama (A), que forneciam o termo de correcio (9.21). Resta-nos,
ainda, considerar os dlagramas (B) e (C) e levar em conta o prin-
cfpio da reﬁormalizaqao. Bste dltimo diz que de cada grifico com

self-energla devemos subtraeiram. Isto se ve da equaqao de Dirac:
(16 % - me) ¢ = £ 4

posta em térmos da massa experimental Deyp = @ *+4m ,

Uhy-m c)¥= EU-Am)Y .

Assim, aos diagramas (B) e (C) devemos somar os seguintes:

ﬁa ﬁ2
- Am

‘____. ‘...._...___

-Am
g (8" o (e

(figo 907)
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4 amplitude de (B) e:
i Tl_ BT_I » AP -
min -

e de (B') e:

Mg iy 4 3#5 Am uy, (9.28)

A soma de (B) e (B') da lugarT a 0/0, porque A m cancela a integral

em MB’ mas por outro lado 3’lEE aplicado a uq da zero no denomina
P, 1- P

dor. Anilogamente para (C) e (C'). A ambiquidade e eliminada

considerando que,; comoc um elétron nunca e livre, p2 # m2029 podg
mos pSrs

pz = nef (1 + 6)2 ’
onde

mee = B

T

e T é6 o intervalo entre dois espalhamentos sucessivos. Quando

T_‘”—’mg e_"Oe
Fagamoss

g = (1 +¢€) ﬁo ’

onde g, se Tefere a um elétron 1livre. Se £ e ¥ sao as transforma-
das dos potencials que realizam espalhamento nos pontos a e b, en-

tao a amplitude para o eletron ir de a a b, sem espalhamento, 6t

- +me - + 10
5 oghe 4 = 8 K 4 - THE A

a menos de €2 .



CBPF-DH-001/92

-159-

Levando em conta os dlagramas (B), (C),(B') e (C'), a am-

piitude é (pois entre £ e ¥ os dlagramas (B) e (C) sao indistin-.

guiveis):
hize™ k oy i
' 'rre
B v 3-%—— B A —3 -
S -me -A-me -me kz am_,m k% A% (2rn)t
1
-p mém z_ﬁs £,
| (9.29)
g ¥
K
-An
£
£
Sem perturbagao Com perturbagao de self-agao
e corregao de massa.
(fig. 9.8)

Pelo resultado do teorema (9.2)), a matriz (9.29) fica:

Yre® S g B + mcn, + me athe o 1
vBF—Z"—- £ -
he ~R-me k% - a2 kZA2 (2am)b
N Lprez S‘K L + me Vp ; v dh’k . L+ me £ -/\2
he 2nlee ﬁ’-&-me °d, -Klmc 18 7\21 el WA
min

; +mcﬁmé-£1£‘.
" (2vh) Zm (S 2n“e
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Resulta: >
1l e Dlﬁ g+ mc 3 + me 4 (
- L » 1
27 he el VO 2.2 9.31)

ode D e definido em (9.22).
No numerador podemos substituir p POT D, pols estarmos

considerando no desenw lvimento atd tirmos de ordem €, @ obtemos:

(éo + me) ﬁo (ﬁo + me) = 2n%e? (ﬁo + me) .

Assim, de (9,31):

2 £+ me
2. & - _
- B R0 2 4. (9.32)
ﬁ + mc , -
Mas ®&5->— £ ¢ a amplitude do diagrama nao perturbado da
an"e" ¢

fig. 9.8. Logo, o térmo de corregao dos diag;amas (B), (C), (B')
@ (C') obtem~se, substituindo-se £ por - 2%53 D .

Portanto, o térmo completo de corregao, devido a self-acao e a cop

- [
regao de massa e:

2
= L. &2 Ze o )f-—48 .
Mar Mgt Mo+ Mgy 4 Mg, = 5o ne[a(’”‘mm )(11:329)"'

6 2
4 l g 29
+9.,'°89*tgae,[o xt"‘d"]‘“a'w'm Ins (M4 - 40) 58 .

(9.33)

O diagrama (4) :hama-se o dlagrama-yertice. Os dlagramas (B),(B')

(C) @ (C') chamam-se os diasram da renormelizacac da funcco de

onda que 6 ¢laro pelo método de calculo utilizado).
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IX.5 B8olugdo da cstdstrofe do infra-vermelho,

A secqao de choque para espglhamento pelo potencial £, ip

cluindo as corregoes radiativas em for serd:

2 termos inde\ 1|2
c=0.%1+ i o 2 (log ~ne 1) (l - ——Z-Q—)*- endentes de) |}=
° ér he [ A min te 28 P i

2 térmos inde
=0 31+ 2 2 log e . . l - -—g—gé pendentes de ’
0 ™ C
A min tg 280 nin

(9.34)

onde 6, ¢ a secgao de choque sem corregao radiativa, ¢ diverge lo

garitmicamente para A , -— 0. Esta divergéncia resulta do fato

in
de estarmos respondendo a uma pergunta mal feita: qual € a proba-
bilidade de espalhamento sem emissao de fotons? Na realidade, co-
mo & carga muda de momentum a0 ser espalhada, seu campo eletromag~
nético muda, o que ¢ acompanhado pela emissao de radiagio. Na ver
dade, a pergunta deve ser: qual ¢ a probabilidade de espalhamento
sem emissao de fotons com energls malor que ko ? Pols abaixo de

k,) & resolugao da experifncia nio permite sua detecgao,

Assim, o que devemos calcular para responder a ultima

pergunta &:

seccao de choque de espalhamento sem emissao de fotons +

* = " " " " com " " 1 réton de ener=-

gia < k, +



CRPF-DH-001/92
-162-

+ secgEo de choque de espalhamento com emissao de 2 fotons de e=
nergla < I + ete. .

2
Em aproximagio = , devemos celcular so os dols primeires térmos.

Ora, no estudo do Bremsstrahlung, vimos que a secgao de choque pa-

ra emissdo de 1 foton com energila << me? &

2 .2
w= an pz.eppoa
plok'poﬁ

2
- es 1L
¢ = G W Liw 2

Somando sobre as polarizaq3es, 1ntegrando's$bre Ne ), obtem-se

do (9.35)

(integrando de A , & k ):

2 X
¢ = 25.—
) téton = %o fo- ¥ (1 - ’é‘%‘e) log ;—nﬁl—l . (9.36)

logo, 4 probabilidade de espalhamento sem emissio de foton de ener

-
gila » ko e:

2 2 k
ge— -l— ( —&c—- s - —Lg-— 2 - o ™
o= qg, 1+ 5% log Aoin Ig 26 + Fow 108 S

o
(9.37)

que é o resultado desejado para a "catastrofe do infra-vermelho".

2 termos 1in-
o (1 = ——Z“Q--) =0, 1+ &8 log o (1 - 28 +(dependentee> 9

IX.6 Diagramas Pechados. Renormalizacio da carga, Polsrizacag
do vé’cuge

Um diagrama que foi omitido no estudo da corregao radla-
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tiva ao espalhamento de eletrons por um potencial dado éo seguln

te:s

352=l51+4

PICY SR

(fig. 909)

0 potenclal £, em vez de atuar diretamente no elétron
eria um par elétron-pdsitron. ®ste par se aniquila e emite um £o-
ton que é absorvido pelo elétron inicial, que passa ao estado fi-

nel.

Outro diagrama poss{vel & obiido invertendo a ordem no
tempo do diagrama do par e considerando que este primeiro é criado

com emissao de um foton e depois aniqullado peio campo externo,

£(gQ)————»—

FA\NB+ 4 2= b A

14

(ﬁgo 9-10)
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Tais dlagramas de pares chamam-se dlagramas fechados

(closed loops).

A amplitude do processo pode ser escrita Ilnspecionando o

dlagrama e @ igual a:

e Sy [ B (A )

e adPy (9.38)

A integragio é sobre os momentos p do pdsitron virtual e a soma sQ

bre os estados de spin déste. A soma sobre os quatro estados de

spin leva em conta os dois dlagramas. Logo:

2
%e—g(aa'\'“ u,) ‘qlz Tr [3:%'5'“‘ m F 4 ](_a‘ll'l-h—)ﬁ du’P ’

(9.39)
que contém ambos os dlagramas. A integral diverge. Subtrae-se de
la a integral obtida substituindo a massa m por uma massa auxiliar

M >>ms

2 2 ' 2.2 2
= M
(ua'w‘ul) at‘ﬁg’?['%hg (E) _(I,Tgﬁz__e.)b@;z_zﬁg__%_],

Al

q? = Lunzc2 sen® @ .
0 térmo divergente és
| i [ ] [-oeefd]]
Como o térmo de espalhamento sem correqﬁo radiativa e (ﬁz dul) ve-

mos que © potencial efetivo para o espalhamento, incluindo a corrg

Gao radiativa €3
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e = A [1-% i 1os(—,’;f-)2],

isto 5, o téermo divergente pode ser incorporado no térmo de ordem
2eTo %E « Isto pode ser interpretado como renormalizagao do po-

tencial externo. Como a equagao do campo externo e:

ext

- ext .
2%, = 4w .1|-l ]

vem, no espago dos momentos:

(gpv ¢° - Qp Qv) 8y =4W],

(gpv qz = Qp ) aﬁ = 4w Jf‘; )

onde:

2 |
v v - .ﬁ.)
JR h| [1 Tow 3_log(m ].
Isto significa que ha uma Tenormalizagao da carga:

+ e

exp ®tedr ’

onde:

2 2
Aef = . 22— 10g (-!L) 0

Juhe 1/
a 2 Lz. 2 g .2. 9—2- 2
0 termo L £ representa uma perturbagao is v vV %

que da lugar a uma contribuigao ao "Lamb-shift" de 27 megaciclos.

-~ F
Chaxs.se & polarizacao do vacuo,
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Apendice
A, Fungdes de Green.

Se jd’

[+ F-85c@]x® g5 a4t =0,
(A.1)
k) (q,t 5 qjt ) = 6(q-q') .
[ 1,t> ¢
Chamemos: €(t=t') = sinal (t-t') = .
- [-1,6 <t
Definamos:
1 +e(t - t) -
Koy (2t 3 q',t') = > k() (q,t 5 qr,81) =
K t>t!
S B S T
0 , tgt!
e:
1m  l*elt-t)
Kot (05t 3 q'yt) = ttle ~ K (qyt § q',t') =
* §(q=q') . (A.2")
Definamos ainda:
. Clee(t-t') .
Kiv (0% 3 ¢',8') =@ 2 &) (¢ § q",8') =

0, t >t
-Ko,t < t'

(A.3)
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8:

1im

Koy (@t 5 a8 = (700, K, (@t 5 q',t") = - §(q-q') . (A.3")

~

Equagoes para K . e K ot

[,1 f% - 2 () ] Kret (a;t 5 a'y¥) = 18 (q,t 5 q',t!) ,
(A.L)

[1‘%{ - H (q) ] Kav (@5t 5 @'4t7) = 13 (q,t 5 q',t') .,
(A.5)

Vemos ques

K(O) (q,t 5 q'yt?) = [ Kret (qat 5 q',t")- Kav(q,tiq}’t'ﬂ'
(A.6)
Pode~se ainda introduzir o Klig assim:

Ky1g (a;t 5 q'yt7) = % [ Kret * Kav] = % €t-1t") K(o)(Q;t§Q'st')-
(A.7)

K(o) tem limite para t — t', que e 6(q-q'); Klig. nao tem limite

para t —t'. (pela direita é 2 §(q-q'), pela esquerda §
-4 8§¢q-q')) .

No caso em que H nao depende de t, k() depende de t e t!

na diferenga t-t':
k®) (q,1; q',0), onde T=t-t'  (A.8)

® temos:

[t - 5] £ (g5 0,00 20, a9
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Mude ¥ em =7 3

[- 15!;-H<q>]x‘°’ (@ =T 5 %40) = O .
K(O) é simétrica em q e q', logo:

[' 1%"3((1')] k) (q'y T3 9,0 =0.
Daf: *

[1-3;:-.- H(q')] k() (qr,-T 8, 0) =0

N " B ) * ..' .
Como para T = 0, K (g,0 5 at30) = 4§l q) = x(©) (03 8,0)
N X o .
e como Kco) e K(O) satisfazem a mesma equagao, temos:
x : .
k°) (g, 5 a',0) = k(°) (qn, <t ; 4,0) . (A.20)
Em geral:
(o) ,
K(O) (qyt 5 q',t') = K °) (q',%'; q,t) . (4,10 )

Isto pode ser visto tambem pela expressac de K(O)(q,t s q',%') no
caso estaclonario:

k) (q,t ; q'yt")

]

2u, @) u; Cqt)e 1Bn(t=t')
o

Vemos que:

k(®) (q,t Eilah, s qpt) « (A107)

-

a'sth)

Vemos ainda que:
i A N * .
SK(O)_'(Q,t at, £ K (gt 5 qmytt) = §Ca'- Q")
(A.11)

L L
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T;-‘--H(q)] l_((°) (qst 3 q¥9t') =20 ,

i %
’ (A.12)
-4 3%7 - H (q')] K(o)(Qtt H Q'st‘J =0y
’ *
[-1 3%7 - B (q')] x(0) (qtat*; qyt) =0,
.- * 4 (A.13)
1% - (q)] k(®) (qttt oty =0.

Admitiremos essas rela¢Oes quando H dependa de t.

Det :
K. ,(qst rytt) = AL k(®) (q,t 1,81)
ret v ¥ Q7 > qrt § q'y
1 -e(t - tr)
Eav (@rt 5 glyt?) =—— P K% (qyt 5 qte1)
resultas
| 1L +€e(tr-¢) *
Xge (27987 § qpt) = —e—mm—— K(O0 (qityt § qyt) =
1L we(tmtt) -
- ‘2 x{°) (qyt § q'ytt) =

= = Koy (ast 5 g'yt),

1sto o3

* :
Keeg (a'st? 5 qut) = = K o (qst § q'yt*) (4.14)
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Ko, (@''5 gyt) = - Koo (@t 5 a't') o (A.15)
Como s
[ 1 %% - B (q) ] K., (a,t 5 q't') = 15 (qyt 3 q't")
8 como:

. *
K., (Bt 5 @'t') = - Ko (a'th; q,t) ,
segue-se ques

¥*
[1 % - B (q) ] %et (q',t'3q,t) = =18 (q,t 5 q',t').
(A.16)
ObServe-se.que a eqnaqio em Kav vale para't~¢t', logo esta ultima

também, Analogamente, de:

[1%-3 (q)] Koot (st 5 a'yt') = 18(qt 5 q'yt') ,
segue-se:
[ 12 - H (@ | K, (2t a0) = -1 (gt 5 ¢yt
2t ‘ ay ‘3 sv 3 @ - qt 3 49, . .
(A.17)
Integragao da equagaos
[ $ 3%2 - H (2) ] K., (201) = 1 8(2,1) (A.18)
onde:
H (2) = Ho (2) + V (2)
e onde:

‘o ’
E 3 - B (@) ] x, 20 = 1821, K, QD) ¢

conhecida e 6 funcao de Green retardada nao perturbada,
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Temoss

E # - % (3)] Koy (3,10 = 1803,) + v (3) K, (3,1,

Multiplicando por K, (2,3):

Kyi7,35 {1 55 - % (3)] K gy (3,1) = 1K, (2,3) §(3,1) + |

+ KO (293) vV (3) Kret (351)

e integrando em 3: ' _
| o ]
-1 SK° (2,3 (1 3 - <3>] Kooy (31) = K (2,1) =
-{1 g"o (2,3) V (3) K., (3,1).

Mas:

SK (2,3) {1 33‘,5; - H (3)] K. ¢ (351) a3 =

[+

*
3;* - K (3)] K (293)] K.t (391) 43 =

3
(-18(2,3))" Kret (3,1) ¢° = 1 K., (2,1) .

{ porque 3%- = H (3)] K (2,3) = 18 (2 3)}

Logo:
Kegy (2,1) =k (2,1) - 18 K, (2,3) V (3) K., (3,1) .
(4,19)

- F
Podfercs tanbém ter escritos

KO ret (253) [ 1 ‘3%; - H (BJJ K.ret (3’1) 63 =
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1
= H- [1 3%3 - H(3) ]-xo av ts,zJ} Kot (3h1) 83,

porque: s
[- % o 32 ] =%, per @3, (A.20)

entendendo por +, conjugaqgo cbmplexa e troca dos argumentos.

D£ © mesmo resultado,

J& a fungio de Green-Feymman da equagao de Dirac pode

ser escrita assim:

K, (210 = 27 u, (xp) §y (xp) o7 1Enlts tl){l *‘:‘g-t;)
n

1-6(32)} _
2

“; u, (x5) & (x,) e'mn(tz'tl)[ €(2,1) te(E) 1 ’
n 2

(A.21)
ou ainda:

1-€(t ~t,)
e Vn (xp) § (xy) e*iEn“a"‘l’{ -——a 1,
i 2
n

+

-

(A.21')

Vemos que ela 6 a soma da fungdo de Green retardada no tempo com a
avangada na energia. Ou a soma da avancada po tempo com a retards-

1+¢ (En)
2
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da_pa energia.

Ou ainda: a soma da fungao de Green 1;gggg_ng_;gg§g com
a ligada na energls.

Bol M fungEo § s
Definimos a funqﬁo impropria:

Mm (K fkx o . 1 1im (K
§(x) = Lxe dk = 4 { cos tox ak =

e

1tm  Sen Kx (g4
K- x

L
T

Seja f uma fungée regular para x = 0, O teorema de Dirichlet

F
nos da:

1im [ bK y\seny
¥ K-oo J-ak T (';) ; dy = £ (0), - a<0<b .
(B.2)

A troca do limite com a operagao de integragao gque nao é

poss{vel, ¢ simbolizada pela fungao}e pela relagao:

b
S £ (x) §(x)dx =1 (0). (B.2')
-8

8e £ (x) = 1, temos:

b
S C8(x) dx = 1 (B, 2")
-8 .

§ (x) pode ser representada de diversas maneiras. Todo conjunto
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completo de funqaes de onda ortogonais u, {x) fornece uma Tepresep
tagao de § (x):

PN u; (x) u, (x') = 8(x~x') y (B.3)

n
& (x) ‘smbém.pode ser definida por melo de integragao curvil{nea

no plano complexo. Seja C um contorno fechado contendo x = 0O e

que nao contenha pontos singulares de f (x). Pelo teorema de

1 £{x)
SO
2%l C x

Cauchy:

Comparando com (B.2'), pomos simbolicamente:

1 1
8 (x) =2 — — o (Boh)
2rvi x c
Como $(x) ¢ uma funcdo par de x:
x 1 +1, x>0
g 3(k) ak = — e(x), €(x) = (B.5)
2 - 1 9 x < 0

De fato:

x - X
1 =S 8§(k) dk = 1lim (g § (k) dx + g § (k) dk) =
-X a

x—0 -X

a x
= 1lim 5 d(-k) @ (~-k) + S § (k) dk)= lim
x o

-0 x—+0

(-gj §00) ax + Szam dk) =
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lis x
.2 S 3k) dk .
a0 Jo
Algumas propriedades da fungao § :
d (x) = &(x), (B.6)
x%x) = 0 (B.7)
1l
% (ax) = — 8(x), (B.8)
a
§(x- a) + B(x=D»)
s-[(x- a)x-b)] = T , (B.9)
' 2 2 1
donde: 8(x“-g) = ———m [G(I—a)*’ﬁ(x*‘a)] ’ (B.9")
2 lal

d (x=a) d(x=b) = BJ(x-a) 3(a~-b) = §(x-b) §{a-D)

{(B.10) =~

| |
—_— 8§x) = - — B§(-x) ' (B.,11)
dx dx .

d
x — §(x) = - §(x) (B.12)

i :
£ (x) 8§(x-a)= £ (a) 8§(x-a) (B.13)

(§¢a-n) 8ex-b) & = §a-b) (B.14)
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Deflnamos agoras

1 oQ 1 K
e s [Tt g (fetea
+ (X) Y Jo L) kjﬂm 0
o X 4 1 1 1 - o~ikx
s lim - - lim =
K- ix T ¥i K-oo x
1 l -~ cos Kx n Kx 1l
s mam (2T .._..__) et CAPYS
Tyi K- x x i X
(B.15)
Anilogamontez
1 @ 1 1\ _ '
b m g [ e, —-CP(-)+ Blx) o (B.16)
' 0 T x
Ondes
l . Kx :
(P(-—) b3 lim cos = 1im g sen kx dk =
x K—o00 b ¢ K= @
1 (e’ e) .
s — e¥¥ (k) ax . (B.17)
21 J=00
De fato:

K 1im -~ c08 kx K l - cos kx
1im g sen kx dk = K 00 = 1lm ——,
K-oo 0 i 0 Kso x

’ 1
(I)(-;-)e chamado o valor principal de ik Comporta-se como -i— pa

ra todo x # 0 pols cos Kx oscila r;pidamente & ngo contridbue para

nenhuma integragao sobre x; e amla-se para x = O,
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Palo ¥eprema de L'Hopitaly,

l%m ‘X ="cos Kx l1im' ¥ sen Kx

Keeo T Ko T O
x—+0 x—-0
Assims . . '
b ! b 1« cos Kx
g £ (0 P(L) ax j £ (x) ln ax =
J=8 -8 K-+ 00 x
- f (x) b £ (x)
= ——— dx + I

dx , € -0 , (B,18)

-8 x € -

(P(-i—)a' uma fungdo fmpar de x.

De (B.15) e (B,16):

(s = 45,00 5.0 |, (B.19)
#HP(L)= %{agn - 5_(:)}. (B.20)

Daf: 8§, (x) = H(x} + %Q(‘i‘) $

Alzunas orogriedades de P
(P@_) . _(,3(&) . (B.21)
D). 19(3). a2

Q(?LZJ" ""3"'"' [cp(xi-a) -(P( { ) ](verifique)(s,z;)

X+a
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Por (B.15), (B.B) e (B.22):
1
6, (ax) = -r—- $(x) . (B.2}4)
a

Por (B.15), (B.9') e (B.ZB):

1
S, (a® 2%) = 21a] {5_,, (a-x) + §_ (a+x) }, (B.25)

ou:

8§ (x%- &%)

+

21a] {8+ (x-a) + §, (-x -a)}. (B.25')



