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Resumo

Nesta dissertacao, discutimos o procedimento de colagem para dois espagos-tempos
cujas fontes, ambas idénticas, estao localizadas nos polos opostos de uma 3-esfera. Inicial-
mente, consideramos as solu¢ées de Schwarzschild e Reissner-Nordstrém, porém, de acordo
com as condigoes de juncao de Israel-Darmois, realizar a colagem destas geometrias nas
regioes estaticas associadas nao é possivel sob a configuracdo assumida. Em geral, isto é
valido para qualquer par de solugoes estaticas e esfericamente simétricas das equagoes de
Einstein. Dada esta situacao, passamos a examinar o caso onde o espago-tempo é dotado
de uma constante cosmoldgica, especificamente, quando a geometria relativa a cada uma
das fontes corresponde as solugoes de Schwarzschild-de Sitter e Reissner-Nordstrom-de Sit-
ter. Desta vez, a colagem de duas métricas é permitida, tanto num como no outro caso,
mas através das regioes nao-estaticas situadas além dos respectivos horizontes cosmologi-
cos, dando origem a uma regiao em expansao com propriedades similares as da solucao de

Kantowski-Sachs, rodeada por regides estéticas.

Palavras-chave: relatividade geral, condi¢es de juncao, solucoes estéaticas.
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Abstract

In this dissertation, we study the junction conditions of two identical spacetimes with
their sources located at the poles of the a 3-sphere. Initially, we consider the Schwarzschild
and the Reissner-Nordstrom solutions. However, according to the Israel-Darmois junction
conditions, the matching of these metrics across their statics regions is not possible. In
general, this is true for any two statics and spherically symmetric solutions of Einstein’s
equations. Given this, we study the case in which the spacetime has a cosmological constant,
namely, the case where the geometry due to each source is described by the Schwarzschild-
de Sitter and the Reissner-Nordstré-de Sitter solutions . This time, the matching become
possible in both cases but on the non-statics regions located beyond to the respective cos-
mological horizons. Theses non-static solutions give rise to a expanding region similar to

the Kantowsi-Sachs sourrender by statics regions.

Keywords: general relativity, junction conditions, statics solutions.
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Capitulo 1

Introducao

Uma caracteristica importante do nosso universo é a existéncia de uma ampla varie-
dade de estruturas as quais sao distinguiveis a diferentes escalas. Observagoes mostram
que, apesar do universo ter sido notavelmente homogéneo na época do ultimo espalha-
mento [1], quando a radiagao césmica de fundo foi desacoplada da matéria, na atualidade
a distribuicao de massa exibe uma diversidade de estruturas complexas com consideraveis
inomogeneidades que vao pelo menos até os 100h~' Mpc!, onde h é um pardmetro adi-
mensional relacionado & constante de Hubble através de Hy = 100h Km sec™ ' Mpc—'. No
presente, o universo é dominado em volume por grandes vazios, com galaxias agrupadas
em laminas e filamentos rodeando-os |2, 3]. Nas maiores escalas possiveis podemos ver,
por exemplo, estruturas bastantes peculiares como a Grande Muralha de Sloan?.

Apesar disso, as propriedades globais do universo sao descritas com bastante preci-
sao pelo modelo cosmologico de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) para o
qual a matéria esta perfeitamente distribuida no espago de forma homogénea e isotropica.
Complementado com teoria de perturbagoes, o modelo FLRW demostra ser um modelo
adequado pois goza de grande sucesso na hora de explicar corretamente muitas das obser-
vagoes realizadas até hoje [4]. Contudo, é necessario a introdugao de contetidos de matéria
em formas nunca observadas, em torno de 20 — 25% de matéria escura nao baridnica, e
70 — 75% de energia escura, com equacao de estado P = wp, onde o valor de w é bem
proximo ao da constante cosmolégica, w = —1. A vantagem desta abordagem é manifesta
na simplificacao dos detalhes, permitindo que estudos cosmolégicos sejam implementados
em qualquer escala sem termos que nos preocupar com a dificil tarefa de considerarmos as
miltiplas estruturas que constituem o universo.

A contradigdo que surge, a saber, o universo ser extraordinariamente heterogéneo e

ainda assim ser fenomenologicamente descrito por uma geometria espacialmente homogé-

'1 Mpc = 3,0857 x 10** m.

2A Grande Muralha Sloan (do inglés Sloan Great Wall) é a segunda maior estrutura conhecida no
universo. Trata-se de um gigantesco conjunto de galéxias descoberto em 2003 cuja extensdo mede 1,37
bilhao de anos-luz e esta localizada a aproximadamente um bilhao de anos-luz da Terra.
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nea, leva a considerar um problema fundamental na cosmologia moderna relativo ao papel
que desempenham as diferentes estruturas em pequenas escalas sobre a dindmica global
do universo. Neste sentido, é possivel que uma ou mais das componentes no setor escuro
introduzidas para ter concordéancia com as obrservagoes sejam um sinal da falta de en-
tendimento da forma como a gravidade age em grandes escalas. De modo que, enquanto
alguns pesquisadores estudam modificagoes da gravidade, ver [5], outros consideram a pos-
sibilidade de haver aspectos da teoria de Einstein que nao tem sido levados em conta para
todas as escalas. Existe uma grande quantidade de questoes em aberto referentes aos pro-
blemas das médias [6], "coarse-granied" [7], "fitting" [8] e nogoes estatisticas de energia
e entropia gravitacional [9], as quais inevitavelmente tornam-se relevantes quando se trata
com situagoes complexas que envolvem muitos corpos como as que as observacoes nos
mostram. Estes sao realmente problemas dificies, porém, nas palavras de D. Wiltshire [10],
"deveriamos tratar de entender o universo que observamos em lugar de inventar modelos
brinquedos simplesmente por que sao facies de resolver".

Em cosmologia heterogénea, diferentes abordagens sao implementadas para analisar os
diferentes problemas que surgem neste cenario, ver [10, 11, 12| para uma revisao geral dos
mesmos. Um dos mais simples modelos corresponde ao modelo de universo discretizado ou
em rede dentro do qual ganha grande destaque o modelo de Lindquist-Wheeler [13], que foi
recententemente estudado em [14, 15]. Neste tipo de modelo, o espago ¢ dividido numa rede
de maneira que no centro de cada cela é localizada um objeto massivo representando uma
galaxia ou agrupamento de galédxias dependendo da massa a este atribuida. A dindmica do
universo é definida pela métrica que descreve o espaco de cada um dos elementos da rede,
sendo esta a solu¢ao de Schwarzschild. Nenhum tipo de métrica cosmolégica é assumida nas
equacoes de Einstein de forma que elas nao desempenham papel algum. Em lugar disso,
através da colagem das fronteiras esfericamente simétricas das celas em expansao cujas
geometrias sao descritas pela solu¢ao de Schwarzschild para massas iguais, as equagoes de
Friedmann sao obtidas [14, 15]. A colagem é realizada de forma precisa unicamente nos
pontos onde as esferas se interceptam radialmente e de forma aproximada onde estas se
sobrepoem ou onde nao se atingem.

Este modelo é analogo ao modelo de queijo suigo [16, 17|, mas com a diferenga que, no
primeiro nao existe um espago-tempo continuo pre existente dentro do qual sejam separa-
das e coladas regides esféricas. A continuidade surge mediante uma descri¢cdo aproximada
do espago subjacente o qual é discretizado. Dado que a geometria emergente é aproxima-
damente continua como no modelo FLRW, o modelo de Lindquist-Wheeler tem muito em
comum com outros modelos como o LTB.

No seu modelo, Lindquist e Wheeler consideraram segoes espaciais fechadas com topo-
logia S2, divididas numa rede de celas esféricas regulares as quais permitem um ntémero
limitado de possibilidades. Considerando N vértices, se estabelece que cada um deste pode

ser equidistante dos outros unicamente quando N = 5, 8,16, 120, 600, o que corresponde a
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maior homogeneidade na topologia de uma 3-esfera [18].

O objetivo desta dissertacao é aplicar as ideias desenvolvidas em [19] onde é conside-
rado o caso mais simples possivel do modelo de Lindquist-Wheeler o qual ndo havia sido
analisado anteriormente, isto é, N = 2. Em particular iremos generalizar o trabalho citado
ao considerar estrelas carregadas, ou seja, iremos descrever as estrelas através da solugao
de Reissner-Nordstrom.

Deste modo, no segundo capitulo, iniciaremos apresentando uma breve introdugao dos
principios de relatividade geral. No terceiro capitulo, determinaremos algumas solugoes
esfericamente simétricas e estaticas das equacoes de Einstein e analisaremos suas proprie-
dades, dando maior énfase na solugao de Schwarzschild pois nos ajudara a entender mais
facilmente as outras solugdes. No quarto capitulo, introduziremos o conceito de hiper-
superficies e definiremos as diferentes quantidades geométricas que as descrevem, assim
como as condi¢oes de juncao para duas hipersuperficies temporais ou espaciais. No quinto
capitulo, mostraremos o procedimento de colagem de duas solucbes esfericamente simé-
tricas e estaticas numa 3-esfera, especificamente consideraremos o caso de Schwarschild e
Reissner-Nordstrom com e sem constante cosmolégica. No tltimo capitulo fecharemos com

as consideragoes finais sobre o assunto abordado.



Capitulo 2
Principios da relatividade geral

A teoria da relatividade geral foi proposta por Einstein com o objetivo de superar a
incompatibilidade existente entre a teoria de gravitacao Newtoniana e a teoria da relati-
vidade restrita elaborada por ele alguns anos antes. Esta teoria é uma generalizacao da
relatividade restrita a sistemas de referéncia nao inerciais, onde a gravidade se entende
como o efeito da curvatura do espago-tempo sobre o movimento de particulas imersas num
campo gravitacional. A relatividade geral é uma teoria conceitualmente simples superando
assim a teoria Newtoniana, mas o formalismo matemé&tico é bem mais complexo. Para
conseguir um entendimento adequado do que representa a curvatura do espago-tempo é
necessario entender as ferramentas que nos oferece a geometria diferencial. Neste capitulo,
serd apresentada uma breve introdugao dos principios basicos da teoria da relatividade

geral, definicdo de tensor, derivada covariante, tensor métrico e as equacoes de Einstein.

2.1 Variedades diferenciais

Com a teoria da relatividade restrita, Einstein eliminou a noc¢ao, prevalecente na fisica
Newtoniana, de espago e tempo como entidades absolutas e independentes, interconectando-
os intimamente numa tUnica estrutura, o espago-tempo de Minkowski. Este é um espaco
plano quadridimensional onde os eventos sdo caracterizados de forma tinica por trés coorde-
nadas cartesianas, indicando a localizagao espacial, e uma coordenada temporal. O espago
Minkowskiano é o pano de fundo onde acontecem os fenémenos descritos pela relatividade
restrita e cuja geometria permanece inalterada com a ocorréncia dos mesmos, é um cénario
estéatico.

Enquanto isso, na relatividade geral a situagao é diferente. O espago-tempo de Min-
kowski é substituido por um espaco-tempo curvo, tornando-se entdo uma entidade fisica
e dinAmica que interage de forma reciproca com as diferentes manifestacées de energia
contidas nele. A presenca de objetos curva o espaco-tempo de modo que a geometria nao é

mais Euclidiana como na relatividade restrita. Como consequéncia, o que entendemos como



2.2 VARIEDADES DIFERENCIAIS 5

gravidade nada mais é do que a manifestacao da curvatura do espago-tempo. Isto é, a gra-
vidade é geometria. Para obter um adequado entendimento da curvatura do espaco-tempo
é necessario entender antes o conceito de variedade diferenciavel.

Uma variedade n-dimensional, C'°*°, consiste num conjunto de pontos M coberto na sua
totalidade por subconjuntos enumeréveis Uy, Us, ..., tal que cada ponto P € M pertence
no minimo a um destes subconjuntos. Se assume que em cada subconjunto U, é definido
um sistema de coordenadas, isto é, a cada ponto P € U, lhe é designado de forma tnica n
ntmeros reais (z', 22, ..., ™) cujo dominio ¢ um conjunto aberto de R". Em outras palavras,
existe uma transformagao ¢ que mapeia 1 —1 cada subconjunto U, sobre conjuntos abertos

1

em R™. Os ntmeros z", ..., 2" sdo as coordenadas de P.

Pa

P

Figura 2.1: Representacio grifica do mapeamento de uma variedade em RY .

Se dois conjuntos U, e U, quaisquer da variedade se sobrepoem tal que, U, N Uy é
nio vazio, entdo existe um mapeamento ¢y o ¢, (onde o denota a operagio de compo-
sigao), assumido ser C*°, que leva pontos de ¢,(U,) € R™ para ¢,(Up) € R, isto é, um
mapeamento entre espagos Euclidianos, conforme (2.1). Em conformidade, podemos entao
adotar dois sistemas de coordenadas (z!,...,2") e (21, ...,2™) relacionados num mesmo

ponto P € U, N Uy através da expressao

2" = 2"(z%), (2.1)

com inversa
% = z%(z"). (2.2)

Estas relacoes representam transformacoes de coordenadas em U, N U,. E uma forma de
escrever ¢, o ¢, ' na notacio com coordenadas. Portanto as fungoes em (2.1) e (2.2) sdo do
tipo C'*° para todo punto P € U, N U,,.
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2.2 Vetores e 1-formas

Estamos acostumados a pensar em vetores como sendo objetos que conectam pontos
no espaco. Esta ideia é correta no Espaco Euclidiano RY, mas ndo numa variedade qual-
quer. Em geral, os vetores sao objetos associados com um tinico ponto na variedade, mais
especificamente com o espago tangente cujo conceito definiremos a seguir.

Comecemos considerando o conjunto de curvas que passam através de um ponto P da
variedade. Isto é, o espago de todos os mapas v : R — M onde P é a imagem de 7.
Num sistema de coordenadas qualquer, uma curva é definida pela equagdo paramétrica

% = 2%()\). Definimos entdo o operador derivada direcional ao longo da curva como *

4 da®())
X dA

Este representa um vetor tangente & curva num ponto especifico P sobre a mesma. O

Oa. (2.3)

conjunto de todos os vetores deste tipo localizados todos num mesmo ponto formam o
espaco tangente que identificaremos como T),(M). De acordo com (2.3), as componentes
do vetor tangente sdo dz®/dA enquanto {J,} corresponde & base em T,(M), conhecida
como base coordenada.

O espaco tangente num ponto P € M admite mais de uma base, de fato admite
infinitas bases o que é possivel devido a em geral podermos considerar diferentes sistemas de
coordenadas num ponto da variedade. Assim, se x® e ='* sao dois sistemas de coordenadas

definidos num ponto P, as respectivas bases d,, e 0., relacionam-se uma a outra mediante

ox®
62; ~ 0aB

Como consequéncia podemos definir uma lei de transformagao similar para as componen-

Da. (2.4)

tes dos vetores®?. Entdo, se u = u®0, é um vetor com componentes u® no sistema de
coordenadas z®, as componentes v’ do mesmo no sistema de coordenadas z’? sdo dadas

por

’U,Iﬁ _ al’lﬂ
ox?®

A existéncia de um campo vetorial acarreta por sua vez na existéncia de um outro campo,

u. (2.5)

que podemos definir conjuntamente, denominado por espaco vetorial dual. O espago dual do
espaco tangente 7}, é usualmente conhecido na literatura por espago cotangente, denotado
por 1) e conformado pelo conjunto de todos os mapeamentos lineares @ : 7, — R. Uma
1-forma, denominagao para os elementos em 7’5, toma como argumento um vetor para dar

como resultado um escalar. Portanto, se @ € T temos que

! Ao longo do texto consideramos a convencio de soma Einstein, segundo a qual sempre que houver
indices repetidos estara implicita uma soma, assim por exemplo, sendo A%* e B? as componentes de dois
vetores, podemos escrever: y AoB® = A,B*.

2Devemos lembrar que um vetor é um objeto geométrico que por defini¢io é invariante sob transformacéo
de coordenadas.
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w(au 4+ bv) = aw(u) + bw(v), (2.6)

é uma quantidade escalar, onde u e v sao vetores e a, b ntimeros reais.

A natureza vetorial das 1-formas permite defini-las em termos de suas componentes
quando consideramos algum sistemas de coordenadas. Em particular como acontece com
vetores, se W representa uma 1-forma entdo as componentes dela resultam da agdo da

mesma sobre a base {J,} de Tp, a saber
Wa = w(0a), (2.7)
de onde temos que a agao de uma 1-forma @ sobre um vetor qualquer u é expressa como
w(u) = w(udy) = u®w(0y) = u®we. (2.8)

Para que a ideia de componentes de 1-formas seja completamente consistente, devemos
introduzir a base dual {dz®} em T. Esta ¢ definida de tal forma que ao agir sobre a base

do espago tangente temos

ox®
dz®(0g) = 928 = 03 - (2.9)
Deste modo, se @ é uma 1-forma, podemos escrevé-la como
W = wadx®. (2.10)

As propriedades de transformagao da base dual e das componentes das 1-formas é similar

e segue das propriedades de transformacao de vetores. Para a base das 1-formas, temos

a /o
da'™ = ;B da?, (2.11)
X
e para as componentes
o8
Wl = 2 (2.12)

o= (91:’04005'

2.3 Tensores

Apos termos definido vetores e 1-formas, prosseguiremos com a definicdo de tensores.
Um tensor, T, de ordem (m,n) é um mapeamento multilinear de m 1-formas e n vetores

em R

T:Tpx..xTpxTpx...xTp — R, (2.13)

m vezes n vezes
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onde X denota o produto cartesiano. Multilinearidade significa que um tensor age linear-

mente em todos os seus argumentos, por exemplo, para um tensor de ordem (1,1) temos

T (aw + bn, cu+ dv) = acT(0,u) + adT(w, v) + beT (), u) + bdT (7, v). (2.14)

Deste ponto de vista se conclui que escalares, vetores e 1-formas sao tensores de ordem
(0,0), (0,1) e (1,0) respectivamente.

O conjunto de todos os tensores de ordem (m,n) formam um espago vetorial; estes
podem ser somados e multiplicados por ntimeros reais resultando em tensores da mesma
ordem. Para construir uma base para este espago, é necessério definir antes uma operagao
entre tensores conhecida como produto tensorial denotado por ®, Se T e S sao tensores de

ordem (k,l) e (m,n) respetivamente, o tensor T ® S de ordem (k+m,l+n) é definido por

T ® S, ..., o™ ul, .. utn) =

. . . ) (2.15)
T(@h, ..., &F ul, .. u)S(@FL L o™ L u ).

Como podemos ver, o produto tensorial é uma operagao cujo resultado é um tensor de
ordem maior que os tensores iniciais. Note que em geral T® S #S ® T.

Deste modo podemos construir tensores a partir do produto tensorial de vetores e
1-formas. Mais especificamente, podemos construir uma base para o espaco de todos os
tensores de ordem (m,n) tomando o produto vetorial da base dos vetores e das 1-formas.
Se considerarmos especificamente o caso de vetores e 1-formas pertencendo aos espacos

tangente e cotangente, a base requerida consistira de todos os tensores da forma

O ar) ® @ O (ay,) ® dz®) @ .- @ dzP), (2.16)

de modo que em notagdo de componentes podemos escrever um tensor como
T = Tg{‘.ﬁma(m) R ® a(am) @dz) g ... dgc(ﬂn)7 (2.17)
onde as componentes sao definidas por
Tgll_::g;m =T(dz™, - ,dz*", 0p,, -+, 0p,). (2.18)

Usualmente na literatura um tensor é definido através de suas componentes. A agao de

tensores sobre um conjunto de vetores e 1-formas, seguindo (2.8), é expressa por

T@W, .. o™ ul,- u") = Tgl{::amwgll) . -wg”)u(ﬁll) . “’(Bﬁ) (2.19)

A ordem dos indices é importante pois o tensor ndo necessariamente tem que agir da

mesma forma sobres os diferentes argumentos. Finalmente, a regra de transformacao das
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componentes dos tensores segue da mesma regra para vetores e 1-formas. De modo que
para as componentes dos tensores temos
ro 9/ 9aom 9 ox¥r

o0y, ... .. 1 fom
TBEB% o Oxrtt Oxkm Hx'P1 Ox!Pn Tyl'“yn ’ (220)

Vemos entao que cada indice superior transforma-se como as componentes de um vetor
enquanto cada indice inferior como as componentes de 1-formas.
Além do produto tensorial, existe uma outra operagao em tensores, esta é a contracao,
a qual transforma um tensor de ordem (m,n) em outro de ordem (m — 1,n — 1). Entao
se T é um tensor de ordem (m,n) definimos a contragdo em relagao ao o;—ésimo indice
superior e o 3;—ésimo indice inferior como tensor S cujas componentes sao
QoI Qi _ QL1034 1O
B1Bn—j B1Bj—1BiBj+1Bn
(2.21)

Q1 Q10 Q41 O

=T )
B1-Bj—1aifj+1Bn
No processo de contragao a ordem dos indices é importante de modo que, partindo de um
dnico tensor é possivel obter diferentes tensores contraindo os indice de formas diferentes,

por exemplo

T3 # 157" (2.22)

Embora tenhamos definido os tensores como mapeamentos de conjuntos de vetores e 1-
formas em ndmeros reais, um tensor nao necessariamente tem que agir em todos e cada
um dos elementos que conformam o seu argumento. E possivel agir somente numa parte
deles. Assim, um tensor de ordem (1, 1) pode representar um mapeamento de vetores em

vetores

Ty - u? — Tg‘uﬂ. (2.23)

Resulta bem simples mostrar que Tguﬁ é um vetor ja que cumpre com a lei de transforma-
¢ao (2.5). De forma similar, um tensor pode agir num outro tensor para gerar um terceiro.

Por exemplo,

Ug = To*SYy (2.24)

¢ um tensor (1,1) corretamente definido.
Continuando nossa apresentagao sobre as propriedades dos tensores, dizemos que um

tensor é stmétrico em alguns dos indices se inalterado sob a troca destes. Entao, se

Sapy = Ssay, (2.25)
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significa que S,g, € simétrico nos dois primeiros indices, enquanto que se

Saﬁy = Safyﬁ = S’yaﬂ = Sﬁa'y - S,B'ya - Sy,@cw (2'26)

indica que S,gy € simétrico em todos os indices. Similarmente, um tensor é dito antissi-

métrico em alguns de seus indices se ao troca-los ele muda de sinal. Assim, se

Saﬁ,y = —S,y/ja, (2.27)

podemos dizer que S,z ¢ antissimétrico no seu primeiro e terceiro indices.

2.4 Tensor métrico

A métrica, g, é um tensor de ordem (0,2) simétrico e nao degenerado. Ser simétrico

significa que para todo par de vetores vi e vo em Tp temos que

g(vy,ve) = g(va, vi). (2.28)

Pedir que seja ndo degenerado significa que se g(v,vy) = 0 para todo vetor v € Tp entao
vi = 0. Esta propriedade garante a existéncia da inversa da métrica, g~', tensor cujos
argumentos sao elementos do espaco cotangente, a saber, 1-formas.

Definida desta forma, a métrica representa um mapeamento linear Tp X Tp — R
em cada ponto da variedade. No entanto, como consequéncia da existéncia da inversa da
métrica podemos estabelecer uma correspodéncia 1 — 1 entre vetores e 1-formas, ou seja, a
métrica permite transformar vetores em 1-formas. Para conseguir isto, é suficiente saturar
um dos argumentos de g na Eq. (2.28) de modo que a 1-forma 1 associada ao vetor u é

definida por
u=g(u,-)=g(,u). (2.29)

De acordo com isto, podemos reinterpretar a métrica como um mapeamento linear do
espago de vetores para o espago de l-formas, g : Tp — 1. Por definigao a inversa da
métrica é o mapeamento inverso g : Ty — Tp, pelo que se 01 ¢ uma 1-forma definida a
partir de um vetor u através da Eq. (2.29), a inversa é definida por

u) =g '(4,) =g (- 0). (2.30)

Dada uma métricca g, sempre é possivel encontrar uma base ortogonal {0} do espago

tangente num ponto P da variedade, isto é, uma base tal que g(0n,03) = 0 se a # (e
g(0q,0,) = £1. Naturalmente, existem muitas outras bases ortogonais em P mas o ni-
mero de vetores bases com g = +1 e g = —1 sdo independentes da base usada. O ntimero

de sinais + e — é denominado assinatura da métrica. Geralmente em geometria diferen-
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cial, os problemas considerados correspondem com uma métrica positiva, ou seja, métricas
com assinatura (+ 4 ...+). Por outro lado, na relatividade geral, onde o espago-tempo
¢ 4-dimensional, a métrica tem assinatura (— + ++). Variedades com métricas positivas
sao denominadas Riemannianas, enquanto aquelas como o espago-tempo sao denominadas
Lorentzianas. Métricas com varios sinais negativos sao chamadas pseudo-Riemannianas.

Na base coordenada, podemos escrever a métrica em termos das componentes g3 como

g = gapdz® ® dz”. (2.31)

A métrica descreve a nocao de distancia entre dois pontos infinitesimalmente proximos de

modo que a forma mais familiar de escrever a Eq. (2.31) é

ds? = gapdz®dxP. (2.32)

A nao degenerescéncia da métrica se traduz entdo na nao nulidade do determinante g =|

Jap | de modo que as componentes da inversa sao determinados por

g” gg.y =05, (2.33)

onde 5?; é a delta de Kronecker.

As Egs. (2.29) e (2.30) podem ser reescritas da seguinte forma

U = gaﬁuﬂv

2.34
a ga,BuB‘ ( )

A definicdo da métrica carrega consigo a definicdo do produto interno entre vetores

ugu® = gaguu’ = g%

U UG- (2.35)

Consequentemente, a norma de um vetor é definida como o produto interno de um ve-
tor consigo mesmo e, diferentemente ao caso do espago Euclidiano, ndo necessariamente

positivo estabelecendo a seguinte classificacao

gaguauﬁ < 0 vetor tipo-tempo.
gaguauﬁ =0 vetor nulo ou tipo-luz. (2.36)

gaguauﬁ >0 vetor tipo-espaco.
A relagao definida entre vetores e 1-formas express na Eq. (2.34) pode ser estendida a
-

tensores de ordem arbitraria. Dado um tensor de ordem (m,n) com componentes Sgll 5
n

o produto

JornSg 5 = Sph h (2.37)
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sao as componentes de um tensor de ordem (m — 1,n + 1). Pode-se ver que indice a; foi

baixado. Similarmente, o indice ;1 pode ser subido através da inversa do tensor métrico

ghmsgrem — ghoran, (2.38)

de modo que temos as componentes de um tensor de ordem (m + 1,n — 1). Esta operagao

pode ser estendida para qualquer dos indices repetidamente, por exemplo

VA
Taﬁry‘.. = gaugﬁl/g'y)\T!f )
(2.39)
ST = gangr g
Comparando as Eqgs. (2.37) e (2.38) com a Eq. (2.21) vemos que a operacao de descer e

subir indices corresponde a contragao entre dois ou mais indices num tensor quando os

dois indices da métrica sao iguais com um par qualquer de indices daquele, por exemplo,

da Eq. (2.37)

Jonaa S35, = Sals
(2.40)

. QQa3-Qam

= Spypn

A contracao total dos indcices de um tensor de ordem arbitraria resulta num escalar

Jopg™ T", = T35 =T. (2.41)
A contracao do tipo
9™ Top = TS = Tr(T§), (2.42)

de um tensor de ordem (0,2) ou (2,0) é denominada trago do tensor.

2.5 Conexao

Derivada covariante

No espago Euclidiano, a derivada parcial, d, = 0/0z%, é um operador linear que
transforma um campo tensorial de ordem (m,n) num de ordem (m,n + 1). A situagao é
diferente em espagos curvos, por exemplo, derivando a Eq. (2.5) em relagao as coordenadas

' = 2/%(2%) obtemos

Ip " Y B 201 Y
ou't  dx' Oz <8u) o0%z'* Oz (2.43)

ox'e  9xB dx'e \ dxY 0280z oz
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Se unicamente aparecer o primeiro termo no lado direito, a expressao corresponderia com
a lei de transformacgao para tensores de ordem (m,n). No entanto, a presenca do segundo
termo faz com que J,x* néo se comporte como um tensor. Isto obriga definir um novo
procedimento de diferenciacao que seja independente do sistema de coordenadas usado.
Deste modo se prossegue definindo o operador derivada covariante V que desempenha o
papel da derivada parcial, mas sem depender das coordenadas.

A derivada covariante numa variedade é um operador que ao agir num campo tensorial

da ordem (m,n) torna-o em outro da ordem (m,n+ 1) e satisfaz as seguintes propriedades

1. Linearidade: V(T +8) = VT 4 VS.

2. Regra de Leibniz: V(T ®S)=VT® S+ T ® VS.

Na notagao de indices, se u® sao as componentes de um vetor, o resultado da acao de V
sobre T & escrita como Vgu® = uj e definida por
b
ou®

Vgu® = ujy = P + g, u’, (2.44)

onde I’gﬂY sdo os coeficientes da conexdo ou simbolos de Christoffel?. Embora, de acordo
com a notagao usada poderiamos pensar que estes coeficientes sdo as componentes de um
tensor, devemos mencionar que isto é errado o que é claro ao olhar para a forma como se

transformam de um sistema de coordenadas para outro

o Ox® a0 Ox® 0P 9P

_ _ _ 2.45
MY Qe 9y 9y @B Pl 9 Qx DB ( )
A derivada covariante de uma 1-forma é definida de forma semelhante
Ve = Wag = —& T 2.46
BWa = Waip = 5 75 — Logy. (2.46)
A expressao geral para a derivada covariante de um tensor de ordem arbitraria é
QLD Qlmy _ a1 ogOon
VoL sy =T 8 iy
_ Q1O
=0/ T 5, 5,
(2.47)
+Fa1 T)\ag---ozm + FagTA1A~~-am 4.
YA B1B2++Bn YA B1B2-Bn
711,\ T2 Om F)\ T2 Qm
Y61 AB2Bn VB2 B1A-Bn

Vemos entdao que para definir a derivada covariante é necessario introduzir uma conexao

dentro da variedade, especificada em algum sistema de coordenadas por um conjunto de

30 termo simbolos de Christoffel é reservado especificamente para bases coordenadas.
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coeficientes Fg\éﬁ que se transformam de acordo com a Eq. (2.45). Evidentemente existe
um grande nimero de conexoes que poderiamos definir numa variedade e cada uma im-
plicando, é claro, uma nocao de derivada covariante diferente. Em relatividade geral esta
arbitrariedade nao causa preocupacao alguma devido ao uso de uma tnica métrica a qual
define por sua vez uma tnica conexao. Para ver isto, a primeira coisa que devemos notar é
que a diferenca de duas conexdes forma um tensor de ordem (1,2). Assim, se F;\[ g€ f‘g 5 880
os coeficientes de duas conexoes distintas, a diferenca Fg 5~ f;\é 5= Toi‘ﬁ é um tensor pois
obedece a regra de transformacao (2.20). Desta forma qualquer conexao pode ser expressa
como a soma de uma conexao de referéncia mais uma corre¢ao tensorial.

Note que dada uma conexao com Fé 3 podemos imediatamente definir uma outra cone-
xao simplesmente trocando os indices inferiores, ou seja, os coeficientes Fga que também
transformam sob a Eq. (2.45) especificam uma conexao distinta. Existe entdo um tensor

com uma dada conexao, denominado tensor de tor¢ao, definido por

Tos =Tos — Thq- (2.48)

E evidente que o tensor de torgao é antissimétrico nos dois indices inferiores. Uma conexao
simétrica nestes mesmos indices esté livre de torcao.
Para definir uma tnica conexao numa variedade com métrica g,g € preciso introduzir

as seguintes propriedades
e Torcao nula: Fgﬁ = I"\a.
e Compatibilidade com a métrica: gog. = 0.

Se diz que a conexao é compativel com a métrica se a derivada covariante desta em relagao
& primeira é sempre nula. Isto implica a apari¢ao de duas propriedades adicionais. Primeiro,

a derivada covariante da inversa da meétrica é também nula

957 =o. (2.49)

Segundo, o procedimento de subir e descer indcies comuta com a derivada covariante

A A
gV = (907) = Vi - (2.50)
P
Portanto existe uma tinica conexao livre de tor¢ao na variedade na qual a métrica é compa-
tivel. Isto faz parte da defini¢do da derivada covariante, simplesmente indicam uma dentro
de muitas outras possiveis. Além, permitem definir os coeficientes da conexao em termos

da métrica através da expressao

1
Tap = 59" (a0, + Jopa — Jaso) - (2.51)



2.6 CURVATURA 15

Transporte paralelo

A conexao recebe esta denominacdo pelo fato de ser usada para transportar vetores
desde um espaco tangente para outro, ou seja, serve para conectar elementos de espagos
vetoriais diferentes, definidos em variedades curvas.

O transporte paralelo consiste em mover um vetor ao longo de uma curva mantendo-
o constante, conceito valido também para tensores de rank arbitrario. Dada uma curva

()N, definimos a derivada covariante ao longo desta pelo operador

D xt
— =—V,. 2.52
dx  dx " ( )
Assim um tensor T é transportado paralelamente ao longo da curva z#(\) quando
DT H1sfm dx®
= 22\ _THLEm ), 2.53
< d}\ > o d)\ g V1Un ( )

Esta é uma equacao tensorial bem definida ja que tanto dz* /d\ como a derivada covariante
VT sao tensores e é conhecida como equacdo do transporte paralelo. Para um vetor ela toma
a forma especifica

d dx®

JV“ + ngﬁvp =0. (2.54)
Vemos entao que a equagao de transporte paralelo é uma equagao diferencial de primeira
ordem que define um problema com condigoes iniciais.

A ideia de transporte paralelo depende da conexao, de modo que diferentes conexoes
levam para diferentes formas de realizar tal procedimento. Se a conexao é compativel com
a métrica, esta ultima sempre seré transportada paralelamente em relacao aquela

D dz°

aguy = ﬁvgguy = 0. (255)

2.6 Curvatura

A curvatura numa variedade se manifesta através de processos como o transporte pa-
ralelo. Numa variedade plana, mover um vetor ao longo de uma dada curva nao modifica
de forma alguma as caracteristicas de tal vetor, este permanece constante. No entanto,
numa variedade curva o transporte paralelo depende da trajetoria percorrida de modo que
o resultado de levar um vetor de um ponto para outro seré diferente se for realizado por
diferentes caminhos. Para ir um pouco mais a fundo, se a trajetéria é fechada, o vetor
ou tensor final sera diferente do inicial apesar dos ponto de chegada e partida serem os
mesmos. Uma outra forma de perceber a curvatura é por meio das geodésicas pois dife-
rentemente da geometria plana, num espaco curvo as geodésicas inicialmente paralelas nao

permanecem assim.
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A definicdo quantitativa da curvatura numa variedade é feita através do tensor de
Riemann ou tensor de curvatura. Este tensor da conta de todos os efeitos associados com
a curvatura, no caso do transporte paralelo ele mede a variacao sofrida por um vetor ou
tensor depois de ter percorrido uma curva fechada. Introduzimos o tensor de Riemann,
Réuw por meio da expressao

V., V]V =R}V, (2.56)

apy

onde [V,,V,] é o comutador de derivadas covariantes aplicadas no vetor V> em duas
diregoes diferentes. Aplicando (2.44) em (2.56), obtemos a expressao para as componentes

do tensor de Riemann em termos dos simbolos de Christoffel

RG., =13, — T8, + 15,5, — 15,15, (2.57)

Vemos entao que Rg‘w depende da métrica e sua primeira e segunda derivada. Segue
imediatamente da definigdo que o tensor de Riemann é antissimétrico no terceiro e quarto
indice

ng =—-R3,,. (2.58)

Baixando o primeiro indice com a ajuda da métrica podemos rescrever

Raﬁuu = .g)\OéRguy' (259)

Expresso desta forma, o tensor de Riemann é antissimétrico nos dois primeiros indices

Roa,Bul/ = _R,Boa;u/- (260)

Adicionalmente temos que
Ra,@;w = R;wozﬁv (261)
Raﬁ,uu + Ra;wﬂ + Rauﬁu =0. (262)

4

Num espago n—dimensional, o tensor de Riemann possuiria n* componentes. No entanto,

o conjunto de simetrias que lhe caracterizam estabelece um ntmero menor de componen-
tes independentes, a saber, %n2 (n2 — 1). Assim, num espaco de 4 dimensoes temos 20
componentes independentes.

Além da Eq. (2.62), o tensor de curvatura satisfaz uma série de identidades diferenciais,

denominada identidade de Bianchi

Ra,@uu;)\ + Ra,@uz\;u + Raﬁku;u =0. (263)
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Um objeto importante em relatividade geral, definido a partir do tensor de Riemann, é o

tensor de Ricci Rnp

— pH
Raﬁ = RO‘P«IB' (264)
Como podemos ver, é uma contracdo entre o primeiro e terceiro indice de RZVB' Em prin-

cipio, outras contragoes podem ser possiveis entre os diferentes indices, mas devido as
simetrias presentes em R,g,, todas elas sao identicamente nulas ou reduzem-se a +R,g.
A esse respeito, para um tensor de curvatura formado a partir de uma conexao arbitraria
existe um ntmero de contragoes independentes que podem ser realizadas, o qual nao é
nosso caso. O tensor de Ricci € um tensor simétrico, R.g = Rg,.
A aplicacio de ¢®” no tensor de Ricci define o escalar de Ricci ou escalar de curvatura
R
R=g"R,z. (2.65)

Contraindo a identidade de Bianchi resulta em

1
V¥ Roy — 5VaR = 0. (2.66)

Definindo o tensor de Einstein como

1
Guu = Ruu - iRgulI7 (267)

temos que a Eq. (2.66) é equivalente a

VAG,, = 0. (2.68)

O tensor de Einstein, simétrico gragas & simetria do tensor de Ricci e da métrica, é de
grande importancia na relatividade geral.

Toda informacao relacionada com a curvatura do espago-tempo esta contida no tensor
de Riemann. Das equagoes (2.51) e (2.57) vemos que o tensor de Riemann é dado direta-
mente pela métrica e sua primeira e segunda derivadas. Por causa disso a métrica passa
entao a determinar completamente a curvatura do espaco-tempo, podemos consideré-la

como a variavel fundamental da gravitagao em relatividade geral.

2.7 Equacao de campo de Einstein

Na teoria Newtoniana, uma dada distibuicao de matéria de densidade p gera uma campo
gravitacional que age sobre corpos massivos localizados ao redor da mesma. O potencial

gravitacional ¢ originado por esta é dado pela equagao
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V2 = 4nGyp, (2.69)

sendo G a constante de gravitacao de Newton.

Embora a ideia de corpos massivos servirem como fonte para a gravitacao seja valida
para ambas as teorias, em relatividade geral, a natureza do campo gravitacional é radi-
calmente diferente que na concepcao Newtoniana. A gravidade deixa de ser uma forca a
distancia para tornar-se um efeito geométrico do espago-tempo. As grandezas fisicas de
interesse e as equagoes que estabelecem as relagoes entre elas, adquirem esséncia tensorial
de modo que a Eq. (2.69) deixa de ser util num contexto geral. Seguindo esta ordem de
ideias, na relatividade é introduzido o tensor de energia-momento T o qual origina a
curvatura no espago-tempo e representa uma generalizagao da distribucao de massa na
equagao acima, tornando-se esta numa de suas componentes. Uma vez que a densidade de
energia e momento sao quantidades conservadas localmente, isto &,

T8 =0, (2.70)

Net

o tensor mais adequado para descrever a gravitagdo e em total acordo com a condigao
anterior ¢ o tensor de Einstein, G, de modo que a equagao de campo da relatividade

geral é obtida igualando este tensor com tensor 7),,. Sendo assim, temos

G,uu == kT,u,ua (271)

ou equivalentemente

1
R[,LV - iRguu = kT/u/? (272)

onde k = 817Gy é uma constante de proporcionalidade* cujo valor é fixado de tal forma que
o limite Newtoniano seja recuperado corretamente. A equacdo de campo de Einstein forma
um sistema de 10 equacgoes diferenciais parciais de segunda ordem néao lineares acopladas,
no entanto, a condigao G*;, = 0 reduz o ntimero de equagdes para 6.

No vécuo, o contetido de energia-momento é nulo, portanto 7}, = 0 de modo que a Eq.

(2.72) se reduz para

1
R/u/ - ig,ul/R =0, (273)

que pode ser reescrita como
R,, =0. (2.74)

Esta é a equagao de campo de Einstein para o vazio.

Teoricamente ¢ possivel adicionar o termo Ag,, no tensor de Einstein, definido pela

4A0 longo do texto consideraremos G = 1.
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Eq.(2.67), onde A denota a constante cosmologica. Isto é permitido dado que a derivada
covariante do tensor métrico é nula de modo que a validade da condi¢ao expressa na Eq.
(2.68) se mantém valida. Com isto em mente, as equagoes de campo de Einstein podem

ser escritas como

1
R,uzz - ERQ;W - Ag;w = kT,uua (2'75)

como foi proposto por Einstein com o objetivo de descrever um universo estatico, de acordo
as concepgoes vigentes na época, embora anos mais tarde abandonara tal ideia pois foi
observado que o universo esti em expansao, levando-o a pensar que ter incluido a constante
cosmologica nas suas equagoes tinha sido o "pior erro cometido na vida". Fisicamente, este
termo pode ser interpretado como a energia do vicuo, o que gera a possibilidade de pressao
negativa. Embora, as razoes que levaram o Einstein a considerar a constante cosmologica
nao sejam mais validas, observagoes recentes indicam a possibilidade desta ser nao nula, o

que torna importante considerarmos solugoes da Eq. (2.75).



Capitulo 3
Solucoes esfericamente simétricas

Solugoes das equagoes de Einstein com simetria esférica sao uma das diferentes solugoes
exatas conhecidas. Sendo relativamente simples, ddo uma visao geral das caracteristicas de
campos gravitacionais intensos. Estas soluc¢oes representam muito bem alguns sistemas im-
portantes em relatividade geral, objetos astrofisicos compactos e aplicagoes em cosmologia.
Neste capitulo descreveremos brevemente as solugoes de Schwarzschild, Schwarzschild-de

Sitter, Reissner-Nordstrém com e sem constante cosmologica.

3.1 Espaco-tempo esfericamente simétrico

Um espago-tempo é esfericamente simétrico se o seu grupo de isometrias admite um
subgrupo isomérfico com o grupo SO(3). Em particular, as orbitas' do subgrupo corres-
pondem a esferas bidimensionais S2. Assim, o grupo de isometrias SO(3) se interpreta
fisicamente como rotacoes de superficies esféricas ao redor de um dado ponto de modo que,
falando em termos coloquiais, um espago-tempo esfericamente simétrico é aquele onde a
métrica, e qualquer outro campo, permanece invariante sob rotagoes.

Como sabemos, as simetrias proprias de um espago-tempo qualquer sao caracterizadas
através dos diferentes vetores de Killing que possam ser definidos na variedade. Em um
espago 3-dimensional, o grupo SO(3) gera familias de rotagoes, as quais lhe sdo associadas

vetores de Killig que em coordenadas polares (6, ¢) sao dados por

K1 = sin 0y + cot 0 cos pd,,
Ky = — cos p0y + cot 0 sin @0, (3.1)
K3 = _8<p7

Para estes vetores temos que
[Ki,Kj] = Eiijka (32)

!Conjunto de pontos resultado da agio do grupo SO(3) num ponto dado.

20



3.1 ESPACO-TEMPO ESFERICAMENTE SIMETRICO 21

com (i,7,k = 1,2,3) sendo considerados ciclicamente. Assim um espago-tempo esferica-
mente simétrico pode ser definido como sendo aquele que possui trés vetores de Killing que
obedecem as relagoes de comutagao de acima.

Num espaco-tempo esfericamente simétrico geral, o elemento de linha, em termos das

coordenadas? (t, 7,6, ), é escrito na forma

ds?w — _ ) g2 L AT g2 4 7’2(d92 + sin? 9dc,02), (3.3)

onde &(t,r) e A(t,r) sdo fungoes desconhecidas, e r é definido como raio da esfera cuja area

é 4mr?.

3.1.1 Solucgoes estacionarias

Em termos simples, um espago-tempo é estacionario se nao manifesta dependéncia
temporal nas componentes da métrica, isto é, se apresenta simetria sob translacdo temporal.

Neste caso, existe um sistema especial de coordenadas®, (t,z%), onde

gl“’,t = 0, (34)

sendo t a coordenada temporal. Naturalmente, num sistema de coordenadas arbitrario a
métrica provavelmente dependera explicitamente da todas as coordenadas. Se definirmos

um campo vetorial

KF =gl (3.5)

entao
LKguV = Kag;w,a + guOKE/ + gl/,OK?u,
= 9uv,0, (36)
= 0.

A derivada de Lie da métrica ao longo do vetor K, Lkg,,, ¢ um tensor e portanto se
¢ nulo num sistema de coordenadas especifico entao sera igual em todos os sistemas de
coordenadas. Assim, K* corresponde a um vetor de Killing. A situagao inversa é igualmente
valida, dado um vetor de Killing K*, existe um sistema de coordenadas compativel com o

mesmo para o qual a Eq. (3.5) é legitima de forma que

0=CL 1)
K (3.7)

= Guv,0,

resultando numa métrica estacionaria. Temos entdo que um espago-tempo é estacionario

se e somente se admite um vetor de Killing tipo-tempo.

2 Junto com Gy = 1, no texto consideramos ¢ = 1 sendo ¢ a velocidade da luz.
3= denota a igualdade valida somente num sistema especial de coordenadas.
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3.1.2 Solugoes estaticas

A métrica de um espago-tempo estacionario, num sistema de coordenadas especial, é
independente do tempo, mas o elemento de linha em geral contém termos cruzados dtdx®.
Consideremos dois eventos (¢, !, 22, 12) e (t+dt, z' +dzt, 22, £3) no sistema de coordenadas

no qual a métrica é estacionaria, temos entao

ds® = goodt® + 2godtdz’ + gi1(da')?, (38)

onde g, depende unicamente de . Sob reversao temporal

t—t' = —t, (3.9)

as componentes g,,, permanecem inalteradas. No entanto, ds® torna-se

ds® = goodt? — 2godtda’ + g11(da')?. (3.10)

Numa métrica estatica o elemento de linha deve permanecer invariante sob reversao tem-
poral, portanto, nas Eqgs. (3.8) e (3.10) as componentes gg; devem anular-se (ao igual que
as componentes go2 € gos num caso geral) o que demanda que o vetor de Killing, dado
pela Eq. (3.5), seja ortogonal as superficies espaciais que geram o espago-tempo, isto é, o
conjunto de pontos cuja "coordenada temporal" tem valor t.

Definimos entao um espago-tempo estatico como aquele que, além de estacionério,

possui um vetor de Killing tipo-tempo ortogonal as superficies tipo-espago.

3.2 Solucao de Schwarzschild

A solugao de Schwarzschild foi a primeira solugdo das equagoes de campo de Einstein,
encontrada pelo fisico e astronomo alemio Karl Schwarzschild no ano de 1916 [20]* poucos
meses apés a publicacao da teoria da relatividade geral por Einstein quem acreditava que
suas equacoes eram tao complicadas que nunca seria possivel obter solugao exata alguma.

Sendo a solugdo nao trivial mais simples das equagoes de campo de Einstein, a solugao
de Schwarzschild tem desempenhado um papel importante na discussao e compreensao
conceitual da teoria da relatividade geral, por exemplo, revelando a existéncia de hori-
zonte de eventos, singularidades no espago-tempo e aspectos da teoria quéantica de campos
em espacos curvos. Esta solucao forneceu os primeiros passos para entender o fenémeno
de colapso gravitacional e tem motivado a elaboragao de modelos tedricos para estrelas

relativistas.

4No ano de 1917, Johannes Droste apresentou uma outra derivacio, matematicamente mais elegante, da
solucdo obtida por Schwarzschild um ano antes discutindo as propriedades geométricas da mesma. Portanto
seria apropriado denominar a solu¢do em questao como a solugdo de Schwarzschild-Droste, remitir-se & ref.
[21, 22].
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Em termos observacionais, a solu¢ao de Schwarzschild representa adequadamente o
campo gravitacional externo de objetos massivos estaticos ou que giram muito lentamente
como estrelas e planetas®, particularmente explica com grande sucesso a precessdo do
periélio de mercurio e o fendmeno de lente gravitacional.

Esta solucao descreve a geometria de um espago-tempo vazio, estético e esfericamente
simétrico ao redor de um objeto de massa m. Consequentemente, o elemento de linha
correspondente, em termos das denominadas coordenadas de Schwarschild (¢,7,0, ), é

escrito da forma

ds® = S0 dt? + M dr? 4 12402, (3.11)

onde £(r) e A(r) sdo funcdes a determinar e dQ2? = d#? 4+ sin? fdp?. Para pontos muito

distantes da fonte, espera-se que

lim £ = lim M7 = 1. (3.12)

r—00 r—00

Para resolver as equagoes de campo de Einstein devemos calcular em primeiro lugar os

simbolos de Christoffel I' para a métrica (3.11). Estes sao (ndo nulos)

!

F;t = %ef—A7 F?“@ = 7’—1, Fgcp = cot 0,
!

It = %, LY, =r1 I,=-r sin? e, (3.13)
’ .

I, = %, 'Y = —re?, I’fw = —sinfcosb,

de modo que as componentes do tensor de Ricci nao nulas estao dadas por
Rtt — %65_>‘(§” + 5/2 o 5/)\/ + %5/)’

Rrr — _%(5/, + 5/2 o é-l)\/ . %)\/)’
(3.14)

Rgp = 3e MrN —ré —2) +1,

202
Rspsp = R@@ sin 9,

Igualando estas componentes do tensor de Ricci a zero, como exigem as equagoes de campo
de Eisntein no vazio, obtemos um sistema de 4 equagoes diferenciais nao lineares, acopla-
das de duas incognitas. Resolvendo entao este sistema, determinaremos explicitamente as

funcgdes £(r) e A(r). Entdo, multiplicando Ry por e~ €~ e somando com R, obtemos

5A geometria do espaco-tempo de objetos massivos em rotacio é descrita pela solucdo de Kerr [23].
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6_(5_)\)Rtt + Ry =0,

3.15
= ¢+ N=0, (3.15)

portanto A\(r) — &(r) = ¢p. Mas, em conformidade com a condicao (3.12) concluimos que

E(r)y = —=A(r). (3.16)

Substituindo esta condi¢ao na eq. Rgg = 0 temos

1
56’5(27{’ +2)—1=0, (3.17)
que equivale a
(ref) = 1. (3.18)
Integrando chegamos a
k
et =14 -, (3.19)
r

e como consequéncia da igualdade expressa em (3.16)

)7L, (3.20)

de modo que o elemento de linha (3.11) torna-se

k B\
ds? = — (1 + r) dt? + <1 + T) dr? + r2dQ?, (3.21)

onde k é uma constante de integragdo. Pode se comprovar facilmente que (3.19) e (3.20)
satisfazem cada uma das equacoes R,, = 0. Apos termos calculado a métrica que des-
creve um espago-tempo estatico e com simetria esférica, devemos dar uma interpretacao
consistente da constante k£ em termos de algum parametro fisico. A aplicacao de maior im-
portancia deste tipo de solugao é dada quando representamos a geometria do espago-tempo
da regiao exterior de estrelas, planetas ou sistemas semelhantes. Neste caso, é natural es-
perar que o limite de campo fraco ou limite Newtoniano [24] seja reproduzido pela métrica

dada pela Eq. (3.11). No limite em questao se estabelece que

gtt:—(1+2¢)),

(3.22)

Grr = (1 + 2(1)) )
com ® = —m/r sendo o potencial gravitacional Newtoniano gerado por uma distribuigao de
massa m. Vemos entao que k = —2m, de modo que a métrica de Schwarzschild finalmente

é escrita como

2 2m\ "
ds? = — <1 - ;”) dt? + (1 = ;") dr? + r?d0?, (3.23)
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Para obter a Eq. (3.23) assumimos que o espago-tempo era estatico desde o inicio do pro-
cedimento. Mas na verdade, podemos abrir mao desta propriedade e resolver as equacoes
de Einstein para um espaco-tempo geral simetricamente esférico. Nao obstante, como foi
demostrado por Birkhoff no ano 1923, a tnica solugao possivel é a métrica de Schwarschild,
ver [25]. Deste modo, todo espago-tempo vazio com simetria esférica é estatico indepen-
dentemente do fato da fonte sé-lo ou nao; esta poderia ser uma estrela em colapso ou
explodindo enquanto ao longo do processo tal simetria seja conservada. Este resultado, co-
nhecido como teorema de Birkhoff, € andlogo ao que acontece no electromagnetismo, onde
a solucao de Coulomb é tunica solugao esfericamente simétrica as equacoes de Maxwell no

vazio. Como observagao, notemos que (3.23) se reduz a solugao de Minkowski para r — oo.

3.2.1 Singularidades na solugao de Schwarzschild

Um olhar rapido sobe a Eq. (3.23) exibe imediatamente a presenga de degenerescéncias,
isto é, pontos onde as componentes da métrica de Schwarzschild sao singulares, o que repre-
senta um problema ja que a curvatura tornar-se-ia infinita neles e além seria inconsistente
com a definicdo dada para o tensor métrico. Como primeiro caso temos que, em § = 0 e
¢ = m a componente g,, = 0. Porém, isto ¢ consequéncia da utilizacao de coordenadas
esféricas na descrigao do espago-tempo, qualquer rotagao deslocaria tal singularidade para
um outro ponto que em principio é completamente regular. Sendo mais especificos, uma
mudanga do sistema de coordenadas eliminaria totalmente a singularidade o que indica
entao que é uma singularidade de coordenada.

Outras singularidades presentes sdo r = 0 e r = 2m, casos nos quais gy diverge, g,
se anula e vice-versa. Para saber se estas sao singularidades de coordenadas ou realmente
representam singularidades na estrutura do espago-tempo foquemos nossa atenc¢ao no in-
variante de curvatura formado pela contracdo do tensor de Riemann consigo mesmo®. Para
a métrica de Schwarzschild temos [25]

48m?

I = Rop R = & (3.24)

Vemos que o escalar I diverge em r = 0 o que significa que neste ponto a geometria do
espago-tempo ¢é singular, efetivamente a curvatura é infinita. Por outro lado, em r = 2m
a Eq. (3.24) resulta ser regular, portanto para este valor da coordenada radial temos uma

singularidade de coordenada’, porém fisicamente relevante ao contréario do caso (f = 0, 7).

SEm geral ndo é tarefa facil determinar a natureza de uma singularidade. De fato, definir a nogéo
de singularidade na geometria de um espago-tempo nao é trivial. Ver o capitulo 9 da ref. [26] para uma
discussao detalhada.

"Formalmente a regularidade de RQBWRO"?“” em r = 2m néo é suficiente para concluir que se trata de
uma singularidade coordenada. O verdadeiro argumento é que sob mudanga de coordenadas o invariante
de curvatura permanece regular em r = 2m.
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Estrutura causal na solugao de Schwarzschild

Em r = 2m a coordenada r recebe, entre outras, a denominacao de raio de Schwarzs-
child e desempenha um papel importante na fisica da solugao (3.23) cujo entendimento é
conseguido ao explorar a estrutura causal, definida através dos cones de luz. Deste modo,
considerando geodésicas radiais nulas, para as quais 6 e ¢ sdo constantes e ds?> = 0, o

elemento de linha se reduz a

2m 9 2m\ 9

de onde temos que

dt om\

= + (1 — ) . (3.26)
Esta expressao da a inclinagao dos cones de luz num diagrama de espaco-tempo no plano
t—r, figura (3.1). Para r > 2m vemos que a inclinacao destes é +1, o que é completamente
logico e até mesmo esperado pois o espgo-tempo de Schwarzschild tende assintoticamente
ao espago-tempo de Minkowski para r — oo. Perto do raio de Schwarzschild a situagao
é diferente, dt/dr — ‘oo de modo que os cones de luz vao se fechando até se degenerar
completamente em r = 2m. Dentro do raio de Schwarzschild os cones de luz mudam de
orientagao apontando na direcao da singularidade em r = 0. Isto é efeito da reversao do
carater temporal e espacial das coordenadas t e r nesta regiao. Para r > 2m, o vetor 9/0t
¢ tipo-tempo (goo < 0) e 9/0r é tipo-espago (g11 > 0). Mas na regiao r < 2m, 9/0t ¢é
tipo-espago (goo > 0) e @/0r é tipo-tempo (g11 < 0).

RAvAv,

r=2M

Figura 3.1: Cones de luz da solugiao de Schwarzschild nas coordenadas (t,r).

Parece entao que raios de luz, originados em r > 2m, nao atravessariam de forma
alguma o radio de Schwarzschild e, dado que o movimento de particulas massivas esta
restrito ao interior do cones luz, implica igualmente que nenhuma particula localizado
inicialmente nesta regiao seria capaz atingi-lo.

A analise de geodédiscas radiais tipo tempo de particulas mostra que um observador

no infinito percebe que uma particula levaria um tempo infinito para chegar até o raio de



3.2 SOLUCAO DE SCHWARZSCHILD 27

Schwarzschild. Nao obstante, para um observador localizado no referencial da particula,
esta realmente o cruza e alcanga a singularidade em r = 0 num tempo proprio finito, ver
[27]. Em definitivo, o uso das coordenadas de Schwarzschild conduz a uma interpretacao
errdnea de geometria do espaco-tempo ao redor do raio de Schwarzchild que como foi antes
mencionado, ndo corresponde com uma singularidade real. O mais conveniente é considerar

um sistema de coordenadas adaptado ao referencial das particulas em movimento.

3.2.2 Coordenadas de Eddington-Finkelstein

Um sistema de coordenadas bem comportado foi inicialmente proposto por Eddington
[28] e redescoberto tempos depois por Finkelstein [29]. Este sistema é baseado no movi-
mento de particulas livres locomovendo-se radialmente no espago-tempo de Schwarzschild

através de geodésicas nulas. Particularmente, sao introduzidas as coordenadas u e v defi-

nidas por
u==t—r"
*’ (3.27)
v=t+r",
onde
dr T
r*=—[] —=r+2mhh|—-1]. (3.28)
900 2m
Particulas sem massa se locomovendo radialmente em direcdo a r = 0 percorrem curvas
v = const, entretanto se o deslocamento é em sentido contririo elas percorrem curvas
U = const.

Usando o sistema de coordenadas (v, 7,6, ¢), denominado coordenadas avangadas de
Eddington-Finkelstein, a métrica (3.23) torna-se

r

2
ds? = — (1 — m) dv? 4 2dvdr + r2d0?, (3.29)

Esta expressao em principio é valida unicamente para r > 2m visto que a coordenada
v é definida s6 nesta regiao, no entanto é estendida analiticamente para cobrir 7 < 2m.
Apesar da componente g,, ser nula no raio de Schwarchild, os termos cruzados associados a
dvdr na métrica (3.29) sdo completamente regulares, o que mostra mais uma vez o carater
artificial da singularidade da solugao (3.23) em r = 2m.

Neste sistema de coordenadas o comportamento dos cones de luz é determinado por

dv { 0 Part. entrantes (incoming) (3.30)

dr | 2 (1- 277")_1 Part. saindo (outgoing)

Como vemos, estes apresentam um bom comportamento em r = 2m. Portanto nada impede

geodéisca nulas o tipo-tempo alcancar e atravessar tal superficie. Embora os cones de luz
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nao degeneram eles permanecem inclinados de modo que para r < 2m as trajetorias dentro
do cone de luz futuro seguidas por qualquer particula sdo dirigidas unicamente na diregao

para a qual r decresce, ver fig. (3.2).

i

2m

Figura 3.2: Cones de luz da solug¢ido de Schwarzschild nas coordenadas avangadas de Edidington-
Finkelstein. A coordenada t, eixo vertical, € definida como t =1 — v.

Localmente o raio de Schwarzschild é completamente regular, mas globalmente funciona
como um ponto de nao retorno na estrutura do espaco-tempo. Isto é, uma vez que as
particulas ingressam na regiao delimitada por este, nao hé caminho de volta atras; eventos
ocorridos em r < 2m nao podem influenciar nenhum evento ocorrido em r > 2m, portanto
r = 2m é denominado também de horizonte de eventos. Nestas circunstancias, a solugao
de Schwarzschild (3.23) define a geometria do espago-tempo de um buraco negro. Nota-se
que o horizonte de eventos é uma superficie nula.

No sistema de coordenadas (v, 7,6, ) a superficie r = 2m funciona como uma mem-
brana unidirecional, pode ser cruzada por geodéiscas futuro direcionadas enquanto exclui
tal possibilidade para geodésicas direcionadas para o passado. Isto parece nao fazer sentido
devido a invaridncia sob reversao temporal das equagoes de campo de Einstein. No entanto,
usando a coordenada u em lugar de v esta incoeréncia é rapidamente superada.

Em termos das coordenadas retardadas de Eddindton-Finkelstein, denominac¢ao para

o sistema de coordenadas (u,r,6, ), a métrica se escreve como

2M
ds? = — <1 — > dv? — 2dvdr + r2dQ2. (3.31)

r

De forma semelhante a Eq. (3.29), a métrica escrita desta forma é definida inicialmente s6
para r > 2m mas é analiticamente estendida para ser valida na regiao r < 2m. O raio de
Schwarzschild age agora na direcao temporal oposta deixando passar tinicamente curvas

nulas ou tipo-tempo direcionadas para o passado de dentro para fora, fig. (3.3).
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SN

2M

Figura 3.3: Cones de luz da solu¢ao de Scharzschild nas coordenadas retardadas de Eddindton-
Finkelstein. A coordenada t, eizo vertical, é definida como t = r + u.

E preciso ressaltar que, nas coordenadas (u,r,6,¢), a regido r < 2m nao é a mesma
que aquela para as coordenadas (v,r,0,¢). Como consequéncia, é possivel seguir curvas
dirigidas para futuro ou passado através de r = 2m mas os lugares de partida e chegada sao
distintos em cada caso o que é esperado da defini¢ao (3.27) da qual temos que mantendo
v e u constantes enquanto r decresce t —» 0o e t —» —o0 respetivamente, de modo que o

espago-tempo ¢é estendido em duas dire¢oes, uma para o futuro e uma outra para o passado.

3.2.3 Coordendas de Kruskal-Szekeres

Apesar da utilidade e os importantes resultados que seguem da aplicagdo das coordena-
das avancadas e retardas de Eddington-Finkelstein, estas nao sao suficientes para descrever
de forma completa a geometria da solucao de Schwarzschild além de nao eliminar realmente
a singularidade nas expressoes para a métrica, Egs. (3.29)-(3.31), sendo entdo necessario
considerar alguma outra alternativa.

Comegaremos tomando simultaneamente as coordenadas u e v para reescrever a métrica

de Schwarzschild como

2
ds? = — <1 - ;’4”) dudv + r2dQ2, (3.32)

onde 7 é definido em termos de u e v através de

1
5(1} —u) =r". (3.33)
No sistema de coordenadas (u,v,6, ) a singularidade em r = 2m reaparece no infinto

(v = 00 e u = —00). Para superar este impasse e ter valores finitos nas coordenadas
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adotemos a seguinte transformagao

U=—exp (—ﬁ),

) (3.34)
V =exp (R) .
De modo que a métrica de Schwarzschild passa a ser
2 3
ds? = — 32 G /2m) qrrqy 4 2402, (3.35)

,
Finalmente a natureza nao singular do raio de Schwarzschild se manifesta plenamente, desta
forma todos os coeficientes métricos exibem um comportamento adequado em r = 2m.
As coordenadas U e V sdo coordenadas nulas dado que os vetores bases Jy, dy séo
nulos o que nao representa problema nenhum, porém as vezes é mais conveniente utilizar

sistemas constituidos por coordenadas temporais e espacias. Portanto, definimos [27]

T=L(V+U)= (& —1)2 /M sinh (L) |
r>2m (3.36)
R=1L(V-U)= (& — 1) e/ cosh (),
(§
T = (1—55)2 /4™ cosh () |
r<2m (3.37)

R=(1-4)% e/ msinh (54)

m

Sob esta mudanca de coordenadas o elemento de linha transforma-se

2 3
ds? = S22 (Lg7? 4 4R?) 4 12d02, (3.38)

,
onde r = r(T, R) é definido implicitamente por
T2 _ 2:(1_L) r/2M '
R e (3.39)
O sistema de coordenadas (7', R, 6, ), introduzido por Kruskal [30] e independentemente
por Szekeres [31] no ano de 1960, é conhecido como coordenadas de Kruskal-Szekeres.

Neste, a singularidade 7 = 0 ¢ localizada em T? — R? = 1, o que significa que em lugar de

uma, existem duas singularidades desta natureza cada uma correspondendo a

T=V1+R, T=-\1-R2 (3.40)

Por outro lado, o horizonte de eventos, r = 2m, é definido por

T = +R. (3.41)
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A regido r > 2m é equivalente a T? — R?> < —1 de onde podemos concluir que existem

igualmente duas regioes exteriores

R>|T|, R<—1|T]. (3.42)

Podemos visualizar isto num diagrama T-R®, fig. (3.4). Nele o espago-tempo de Schwarzs-
child aparece divido em 4 regioes; duas para r > 2m que rotularemos por [ e I11, e duas
para r < 2m, Il e IV. As Egs. (3.36) e (3.37) sao validas unicamente em I e I respec-
tivamente. Nas outras duas regioes é possivel passar do elemento de linha dado em termo
das coordenas de Kruzkal-Szekeres, (3.38), para as coordenadas de Schwarzschild através
de transformacoes similares mas precedidas por um sinal negativo para evitar as mesmas
serem imaginarias.

A Eq. (3.39), valida em cada uma das regioes, revela que superficies r = constante sao
hipérboles cujas assintotas sao definidas pela Eq. (3.41). Enquanto isso, superficies ¢ =

constante sao linhas retas que passam pela origem as quais sao dadas por

dmarctan(T/R) em I e III.
dmarctan(R/T) em II e IV.

t= (3.43)

Quando t — F00 estas coincidem com o horizonte de eventos.

T >2m

Figura 3.4: Diagrama de Kruskal-Szekeres.

Como se sabe, a regido I representa o espaco-tempo de Schwarzschild para r > 2m des-
crito por coordenadas (t,r). A regido I corresponde & solugao de buraco negro. Em con-
junto, as duas regioes sao descritas pelas coordenadas avancadas de Eddington-Finkelstein.

A regido IV néo é mais do que o reverso temporal da regido I, particulas ali localizadas

8 As coordenadas 6 e ¢ foram suprimidas, portanto cada ponto no digrama, corresponde a uma 2-esfera.
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podem deslocar-se para regiao I mas nao em sentido inverso, por tal motivo comumente
é conhecida como buraco branco. A superficie r = 2m que lhe limita é denominada ho-
rizonte de eventos passado enquanto o seu anadlogo na regiao Il é denominada horizonte
de eventos futuro. Juntas, estas duas regioes sao descritas pelas coordenadas retardadas
de Eddington-Finkelstein. Finalmente, a nova regiao 111 é geometricamente equivalente a
regiao I, mas desconectados causalmente da mesma.

Mediante a implementagdo das coordenadas de Kruskal-Szekeres descobrimos a estru-
tura completa do espago-tempo de Schwarzschild a qual é bem mas rica e complexa do
que se tem ao descrever a geometria deste com as coordenadas (t, 7,6, ¢). Em particular, a
aparigao regides 111 e I'V causa intriga e nos leva a questionar o papel que desempenham
na fisica do espago-tempo de objetos massivos compactos. Todavia, tais regides sdo pro-
prias da solucao de buracos negros eternos, estas nao existem realmente para solugoes de
buracos negros originados pelo colapso gravitacional de objetos astrofisicos portanto sao

questoes que nao devem ser motivo de preocupacao.

3.2.4 Diagramas conformes de Penrose-Carter

Os diagramas conformes de Penrose-Carter constituem uma ferramenta muito ttil em
relatividade geral. Eles sao usados para estudar as propriedades assintéticas do espago-
tempo no infinito. Basicamente, a ideia é realizar uma transformagcao conforme que mapeie
todo o espago-tempo sobre uma regiao compacta e finita de modo que possamos visualizar
a sua estrutura causal completa, a qual é inalterada, de forma simples.

A seguir descrevemos de maneira breve o procedimento para construir o diagrama
de Penrose-Carter do espaco-tempo de Schwarzschild®. Para este fim, introduziremos as
coordenadas (X,Y) definidas a partir das coordenadas de Kruskal-Szekeres (T, R) sob a

transformacao

X +Y =2arctan (T + R),

(3.44)
X —Y =2arctan (T — R).
Os valores que estas coordenadas podem tomar estdo determinados por!'®
—rT<X+Y <m,
TeAdr e (3.45)

—-rT< X-Y <.

O elemento de linha (3.38) é expresso em termos de (X,Y) como

3 X+Y X-v\]"
ds® = 9%6—(7"/21%) [0082 (;) cos? ( 5 )] (—dX? +dY?) + r?dQ*, (3.46)

90s aspectos matematicos sdo discutidos em detalhe nas refs. [32, 33]
%0 contradominio da fungdio arctanx é o intervalo aberto (—7/2,7/2).
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e a relagao entre r e as novas coordenadas é

T Y grlem o (XY X-Y
(1 2m) e tan < — ) tan (=5 ) (3.47)

Conforme a Eq. (3.47) o horizonte r = 2m ¢é identificado com as equagoes

X+Y=0
=0 (3.48)
X-Y =0,
e a singularidade em r = 0 corresponde a'l
X =7/2,
X = /2 (3.49)
Quando T'+ R — 00, e T'— R — 00, temos respetivamente
X+Y =4m,
XV - ar (3.50)

Apos ter determinado as equagoes acima, o digrama de Penrose-Carter se obtém ao realizar
o grafico delas no plano (X,Y), fig. (3.5).

+ i+

i

i

Figura 3.5: Diagrama de Penrose-Carter da solu¢ao de Scharzschild.

Desta forma o espaco-tempo é completamente compactado numa regiao finita do plano
(X,Y). O mecanismo responséavel nao afeta a aparéncia dos raios de luz radiais os quais
continuam se propagando com 45° de inclinagdo, o que pode ser corroborado diretamente
da Eq. (3.46). O contorno que delimita o diagrama de Penrose-Carter nao faz parte do
espago-tempo, ele representa a estrutura conforme no infinito e, como se observa na fig.

(3.5), é classificado da seguinte forma

HPara r =0, a Eq. (3.47) se reduz a cos(X) = 0.
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It = Infinito nulo futuro: Extremo futuro de geodésicas nulas.
(t — r finito, t + r — 00)
It = Infinito nulo passado: Pontos de origem das geodésicas nulas.
(t —r — —o0, t + r finito)
i0 = Infinito espacial: Extremo final de geodésica espaciais.
(r — o0, t finito)
i™ = Infinito temporal futuro: Extremo futuro de geodésicas temporais.
(r finito, t — o0)
i~ = Infinito temporal passado: Pontos de origem das geodésicas temporais.
(r finito, t — —o0)
Como se observa, o digrama de Penrose-Carter do espaco-tempo de Schwarzschild ofe-
rece as mesmas informagoes que o diagrama de Kruskal-Szekeres. Sua real utilidade se

evidenciarad quando considerarmos outras solugdes mais gerais.

3.3 Espaco-tempo de Schwarzschild-de-Sitter

Consideraremos agora uma generalizagao da solugao de Schwarzschild a qual, em adigao
ao parametro de massa m, inclui uma constante cosmolédgica arbitraria A. Este tipo de
solugao foi encontrada por Kottler [34], Weyl [35] e Trefftez [36] de forma independente.

A solugao de Schwarzschild-de Sitter ou de Kottler, como é denominada, é uma solucao
esfericamente simétrica e estatica das equagoes de Einstein mas levando em consideragao
a existéncia de uma constante cosmologica, isto é, uma solugao da equagao (2.75). Assim,

sendo a métrica da forma (3.11), as componentes ndo nulas do tensor de Ricci sao dadas

por
Roo = Agoo,
(3.51)
%6_/\ (577 +§/2 _ 5/)\/ + %5/) — —A,
Ri1 = Agn,
(3.52)
%67/\ (577 _'_612 _ 5/)\/ o %5/) — _A7
Raoo = Agao,
(3.53)

e AN —rf —2)+1=Ar’
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Subtraindo as Egs. (3.51) e (3.52) temos

(& +XN)=0, (3.54)

SN

de modo que ¢ = —\. Substituindo na Eq. (3.53)

r ()\/6_)‘> —eM=Ar? -1, (3.55)
ou equivalentemente
/

(re_A> =1—Ar? (3.56)
Integrando diretamente e dividindo a expressao resultante por r, obtemos

A C

e_>‘:1——7“2—|——0,
3 r

onde C é uma constante de integracao. No caso em que a constante cosmologica seja nula,

(3.57)

a solugdo de Schwarzschild-de Sitter se reduz & solugao de Schwarzschild de modo que

Co = 2m. Assim, o elemento de linha é escrito na seguinte forma

om A om A )\
i = (1= 2R ae s (120t rac (3.58)

Para pequenos valores de 7 esta solucao apresenta um comportamento semelhante a solugao
de Schwarzschild pelo que podemos vé-la como uma representagao da solugao exterior de
um buraco negro neste limite. Por outro lado, a mesma tende a solugao de Sitter ou anti-
de Sitter dependendo do sinal de A quando r — oo. Portanto, a Eq. (3.58) pode ser
interpretada como o campo exterior de um corpo massivo (ou buraco negro) imerso em um
universo de de-Sitter ou anti-de Sitter. No caso de ter m = 0, o espago-tempo de Kottler
corresponde ao espago-tempo de Sitter ou anti-de Sitter em suas formas esfericamente

simétricas |37].

3.3.1 Singularidades na solugao de Schwarzschild-de Sitter

Da mesma forma que na métrica de Schwarzschild, os valores da coordenada 6 para
0s quais g2 e gs3 se anulam, (0 = 0,7), correspondem a singularidades de coordenadas,
enquanto em r = 0 existe uma singularidade da curvatura. Para vislumbrar a presenga
de possiveis horizontes devemos centrar nossa atengao na componente ggg € determinar os
valores de r para os quais se anula, isto é,

o 2m ér2 =0, (3.59)
r 3

que se reescreve em forma equivalente como
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3 6m
3_ 9 bmay _
<r T+ ) =0. (3.60)

Esta é uma equacao de terceiro grau em r cujas raizes dependem do sinal de A. S&o trés

os casos para A > 0 dependendo dos valores que mA possa assumir:
1. Am2 <1/9

Neste caso a Eq. (3.60) possui trés raizes reais distintas dadas por

ry = % cos (%) ,
- 2 ¥ 4r 3.61
ry = rcos (543 ), (3.61)
ry = %cos(%%—%),
onde 13 = — (71 +177) & negativa e portanto desprovida de sentido fisico, e cos ) = —3m+/A

de maneira que m < ¥ < 37/2. Daqui segue

1 3
2m<ri <3dIm< — <rg < —.

Vemos entao que o espaco-tempo é divido em tres regioes que denotaremos por I, I e

(3.62)

II] para r < ry, r1 <1 < T9, € 1 > 1o, respetivamente. O horizonte em r; é similar ao
horizonte de eventos de um buraco negro e o horizonte em r = r9 equivalente ao horizonte
cosmologico do espago-tempo de de-Sitter.

Expressando a componente ggg da métrica como

goo = ;(7'—7’1)(7"—7”2)(7"4—7"1 +72), (3.63)

podemos ver que gog < 0 nas regioes I e II] o que indica que r representa a coordenda
temporal enquanto t representa a coordenada espacial, tendo como consequéncia o espaco-
tempo ser dependente do tempo. Ao contrério, na regido I o espaco-tempo é estatico pois
goo < 0, nesta regiao r e t desempenham o papel usual de coordenadas espacial e temporal

respectivamente.
2. Am? =1/9
Ha trés raizes reais, das quais duas sao iguais

r1 =19 = 3m, (3.64)
rg = —6m. '
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Como consequéncia, aparece um horizonte de Killing duplamente degenerado em r = 3m.
Como ¢é apontado em [38|, os horizontes de eventos 1 e cosmologico ry do primeiro caso
se juntam e formam um s6. Assim, ggo > 0 em todo o espaco. Isto implica que o vetor
de Killing é tipo espaco em todos pontos de modo que nao existe regiao estatica alguma
ainda que o espago-tempo seja homogéneo. Para mais detalhes consultar [39], o diagrama

de Penrose-Cartam ¢é construido em [40].
3. Am? >1/9

Neste caso existe uma tunica raiz real dada por

1 1
3M 9m2 1 \° 3m \/9771271 3
”—<‘A+ m‘m) +<_A_ m‘m) : (3.65)

Nota-se que 1 < 0, como consequéncia nao hé horizonte de eventos. Neste caso, r é uma co-
ordenda temporal em todo o espago-tempo. O diagrama de Penrose-Cartan correspondente
¢ elaborado em [40, 41].

3.3.2 Estutura global da solugao de Schwarzschild-de Sitter: Am? < 1/9

A analise do comportamento da solucdo de Schwarzschild-de Sitter em ambos os hori-
zontes e sua extensao maximal segue o mesmo raciocinio aplicado no caso da solugao de
Schwarzschild. Isto quer dizer que o uso de sistemas de coordenadas do tipo Eddington-

Finkelstein e Kruskal-Zsekeres é igualmente valido:

(v,7)
— (u,v) = (U,V) = (T, R). (3.66)

(u,7)
A diferenca que surge ao termos dois horizontes é que se torna necessario considerar dois
sistemas de coordenadas diferentes, um para cada, pois néo existe um tnico que consegue
cobrir inteiramente o espaco-tempo. Aquele adaptado para ser regular em 7 € singular em

r9 € vice-versa.

As coordenadas avancadas e retardadas de Eddington-Finkelstein sdo definidas igual-

mente pelas Egs. (3.27), ndo obstante a coordenada r* é redefinida por

= dr_S/ rdr
N 900 A (r=r)(r—ro)(r—r3)

_3

A [Aln(r —r1) + Bln(r — ro) + C'ln(r — r3)], (3.67)
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onde as constantes A, B e C' correspondem a

1 T2 3

(rg —r1) (r1—73)’ (rg —m1) (ra —r3)’ (ry—r3) (r2 = r3)°
(3.68)

Uma vez que goo < 0 em (r1,72), 7* ¢ uma fun¢do monotonica crescente de r nesse intervalo

e como consequéncia da Eq. (3.67) temos

lim r* = —o0, lim r* = +oo0. (3.69)
rT—Tr1 T—Tr2

Usando as coordenadas avangadas e retardadas de Eddington-Finkelstein a métrica no caso
em questao toma as formas (3.29)-(3.31) as quais sao regulares em r = r1, 3. Nao obstante
passaremos diretamente a introduzir coordenadas do tipo Kruskal-Szekeres devido a estas

darem uma visao mais geral e completa sobre a geometria do espago-tempo.

Coordenadas tipo Kruskal-Szekeres no horizonte de eventos, ri:

Consideremos as coordenadas (U, V') as quais sao definidas como [40, 42]

U1 = — exp(—ﬁ),

. (3.70)
Vi = GXp(m),
onde k1 = 3r1/A(re — r1)(ry — r3).
Em conformidade com a expressao dada para r* temos entao
Uy =—(r—r)"2(rg — 7)=%%(r — r3) %2 exp (—ﬁ) , (3.71)
.71
Vii= (r =) Y2 — o) 02 — ) 2 exp (55 )
com a =r19(ry —1r3)/r1(re —r3) e b=r3(ro —r1)/ri(ra — rs).
A métrica, em termos de tais coordenadas, se escreve como
o _ 4ART (1+a/2) (1+b/2) 2 10y2
ds® = 3 (ro —r) (r—rs) dU dV;y + r2dQ”. (3.72)

Introduzimos entao as coordenadas de Kruskal-Szekeres, que na regiao 1 < r < 7y sao

expressas da seguinte maneira

o)
)

(3.73)
7> 7

t
2k

e na regiao 0 < r < ry por
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Ty = (r1 — 7)Y%(rg — r)~%2(r — r3) %2 cosh (ﬁ) ,

3.74
Ry = (r1 — r)Y2(ry — 7)=%2(r — r3)~%/2sinh (ﬁ) ) (3.74)

Note que, quando r — 79, as coordenadas T e R tendem ao infinito. A transformagao

inversa que define r em termos de 1" e R em ambas as regioes é dada pela equagao

T? —R*=—(r—r)(ro — )" %(r —r3) 7", (3.75)
enquanto para a coordenada t temos
2k arctan (%) 0<r<r.

t = (3.76)
2k arctan (%) r<r<sg.

Neste sistema de coordenadas, a solugdo de Schwarzschild-de Sitter é reescrita como
W
3

Como pode se apreciar, o elemento de linha é completamente regular em r = 71, mas,

ds? (ro — r)(1+a) (r — TS)(Hb) (—de + dR%) + r2d0°. (3.77)

ainda singular em r = ro. Sendo assim, a Eq. (3.77) é a extensao analitica da métrica na
forma (3.58) e descreve o espago-tempo no intervalo (0,72).
No sistema de coordenadas (77, R;), a singularidade em r = 0 é determinada pela
equacao
T? - R? = riry (1 + re) Y, (3.78)

o que implica que existem duas singularidades deste tipo, como no caso do espago-tempo

de Schwarzschild, cada uma dada por

Ty = £1/Co + R?, (3.79)

onde Cy = r7y *(r1 +72) 7%

Para r = 2m temos

T, = +R;. (3.80)

Em geral, valores arbitratrios de r nos intervalos (0,71) e (ry,72) definem hipérbolas no
plano T-R. Em particular quando r — 72 o lado direito da Eq. (3.75) diverge.

Na fig. (3.6), a qual é bem parecida com o diagrama de Kruskal-Szekeres da métrica
de Schawrzschild, podemos observar graficamente o comportamento global da métrica de
Schwarzschild-de Sitter no intervalo (0,72). O espago-tempo é divido em 4 regides. A regiao
I’ corresponde A parte estatica deste, enquanto a regiao II’ ¢ a solucao para um buraco
negro cujo horizonte é a assintota T' = R. As regioes I[II' e IV’ sao copias de I' e IT'

respectivamente. Estas sdo definidas igualmente pelas transformagoes (7', R) das primeiras,



3.3 ESPACO-TEMPO DE SCHWARZSCHILD-DE-SITTER 40

>

T>T1

'

Figura 3.6: Diagrama de Kruskal-Szekeres da regidgo 0 < r < r9 mo espago-tempo de
Schawrzschild-de Sitter.

mas com sinal trocado.

Coordenadas tipo Kruskal-Szekeres no horizonte cosmolégico, ro:

O sistema de coordenadas (77, R;) do tipo Kruskal-Szekeres, definido pelas transfor-
magoes (3.73) e (3.74), ndo é regular em 7 = r5 onde elas tornam-se infinitas. E por isso
que devemos lhe redefinir para que a métrica seja bem comportada neste horizonte. Neste

caso definimos ent@o as coordenadas (U, V') como [40, 42]

Us = eXp(%)a

" (3.81)
Vo = —exp(—g;),
onde ko = 3ro/A(re — r1)(re — r3).
Devido a (3.67), temos
e N=1/2a (e N\1/2(, . \D/2 t

Uy = (r—ry) (rg —7)"/%(r —r3)”*exp (2@) , (3.82)

Vo= =(r =) Y20(ry — 1) (r — 1) exp (= 5k ) |
Como consequéncia a métrica é expressa agora como

4AK3
dsy = ——5 2 (r 1) YD (1 — ) QU AV + r2d02. (3.83)
r

As coordenadas de Kruskal-Szekeres para a regido r1 < r < ro sdo definidas entao por
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Ty = %(Vg +Us) = (r — rl)_1/2“(rg — 7’)1/2(7’ — Tg)b/2 sinh (ﬁ) , (3.8
Ry=31(Vo—Us) = —(r— 1)~ Y20 (g — )/2(r — 13)b/2 cosh ﬁ) , .
enquanto para regiao r > 1y se tem
Ty =—(r— 7‘1)_1/2a(7’ — 7'2)1/2(r — Tg)b/2 cosh (ﬁ) , (3.85)
Ro = (1 — 1)~ Y2%(r — 1) /2(r — 13)¥/2 sinh (ﬁ) . '
Observemos que quando r — 71, a coordenada 1o — 00 e Ry — —o0.
A transformagao inversa das Eqgs. (3.84) e (3.85) ¢ determinada pelas equagoes
T3 — Ry = —(r —r1) Y(r —r2)(r — 13)°, (3.86)

oyl

) ry <r < ro.
t = (3.87)
—2ks arctan (%) re < 7.

—2ks arctan (

Desta vez o elemento de linha toma a forma

4AK3
3r

Com o uso das coordenadas (T, Rg) a solu¢ao de Schwarzschild-de Sitter passa a ser regular

ds? = (r — )Y (p — p)170 (—aT? + dR?) + r2dQ2. (3.88)

em r = ro mas permanece singular em r = r; onde grr e grgr sao nulos.

De acordo com a Eq. (3.86) o horizonte r = ra corresponde a
Ty = £Rs. (3.89)
Quando r — rq, T4 — R — oc. Por outro lado, T — R — —1 quando r — oo pois

(r=r) (= rg) (r = 13)° e POV

(3.90)

9

aqui levamos em conta que 1/a —b = 1.

E assim que a singularidade no infinito é representada por duas hipérbolas

Ty = +4/1+ R3. (3.91)

A extensao analitica da solugdo de Schwarzschild-de Sitter através de r = ry € representada
na fig. (3.7). A regiao I” é exatamente igual a regido I’ do diagrama de Kruskal-Szekeres
correspondente ao horizonte de eventos r = 11, fig. (3.4). Isto decorre do fato dos sistemas

de coordenadas (T4, R1) e (Ts, R2) nestas duas regioes, serem representagoes diferentes
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da mesma regiao do espago-tempo, e portanto todas as transformacoes em questao sao
difeomorfismos em r para intervalo (r1,72). A regiao II” corresponde a parte cosmologica
da meétrica. A regiao IT11"” é imagem analoga da regiao III' em 0 < r < r1, e a regiao IV"

¢ uma copia de I1”.

r<r2 \

Figura 3.7: Diagrama de Kruskal-Szekeres da regigo m1 < r < o0 mo espago-tempo de
Schawrzschild-de Sitter.

Apos introduzir sistemas de coordenadas do tipo Kruskal-Szkeres para eliminar o com-
portamento irregular da métrica em cada um dos horizontes, devemos construir uma ex-
tensao analitica completa do espago-tempo jé que como vimos, unicamente é possivel usar
transformacoes de coordenadas que permitem suprimir as singularidades de forma exclu-
dente entre estas. O melhor caminho para fazer isto é considerar o diagrama de Penrose-
Carter da solugao de Schwarzschild-de Sitter.

Para construir o diagrama de Penrose-Carter procedemos de forma similar ao que
fizemos no caso da solu¢do de Schwarzschild. A partir dos sistemas de coordenadas (77, R;)
e (T3, R) introduzimos transformagdes conformes da forma (3.44), de onde obteremos
representagoes compactas das regioes do espago-tempo exibidas nos diagramas (3.6) e (3.7).
Em seguida, combinando-as chegaremos a extensao analitica da variedade através dos dois
horizontes r1 e 9 a qual revela a estrutura global do espago-tempo de Schwarzschild-de
Sitter. O diagrama de Penrose-Carter para estas solucao se ilustra a seguir, fig. (3.8).

A extensao maximal do espago-tempo mostra que este é constituido por uma sequéncia
infinita de regioes equivalentes aos espago-tempos de Schwarzschild e de de Sitter, delimi-
tados por singularidades em r = 0 e "infinitos" conformes Z* em r = +00. Nas regides do
tipo Schwarzschild, a singularidade em r = 0 é localizada atras dos horizontes de eventos

localizados em r = 1.
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I~ (r=o) i r=0 i = (r=00) i r=0

Figura 3.8: Diagrama Penrose-Carter da solu¢ao de Schawrzschild-de Sitter.

3.4 Solucao de Reissner-Nordstrom

Consideraremos agora o caso no qual a solugdo de Schwarzschild é modificada pela
adicao de uma carga elétrica. Uma solugao deste tipo foi obtida independentemente por
Reissner (1916) [43], Weyl (1917) [44] e Nordstrom (1918) [45], embora seja conhecida tni-
camente pelos nome de dois deles. A solugao de Reissner-Nordstrom descreve a geometria
do espago-tempo estatico e esfericamente simétrico ao redor de uma distribuicdo de massa
e carga central.

Para encontrar uma expressao explicita para tal solugao devemos resolver as equagoes
de Einstein-Maxwell, isto &, as equagoes de campo de Einstein (2.72) onde T}, corresponde
com o tensor de energia-momento de Maxwell que é definido nas regioes livres de carga

como

1

1
Ty = i <FW,F,/’ — 4gWFUpF"p) , (3.92)

sendo F),,, o tensor eletromagnético. Este satisfaz as equagoes de Maxwell
”‘ (3.93)
Fluwzy =0-
A particula carregada gera um campo elétrico radial E(r) de modo que o tensor eletro-
magnético particularmente se reduz a
Fuy = E(r)(0ur0ut — 6,t00r)- (3.94)

A hipdétese de um espago-tempo estatico e esfericamente simétrico nos permite expressar
o elemento de linha da forma (3.11) de modo que a equacao de Einstein-Maxwell, em

concordancia com as consideragoes anteriores, conduz a

E(r) = r%e%(é(f‘)ﬂ\(r)), (3.95)
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onde ¢ é uma constante de integracao. Igualmente a Schwarzschild, a solugao de Reissner-
Nordstoém é assintoticamente plana pelo que as fungoes € e A tendem a zero quando r — oo,
portanto, neste limite, F(r) ~ ¢/r?. Este é exatamente o campo de uma carga pontual ¢
situada na origem, em vista do qual interpretamos a constante de integragao ¢ como sendo
a carga da particula'?.

Introduzindo a expressao acima para o campo elétrico nas equagoes de Einstein-Maxwell,

encontraremos que £ = —\ e consequentemente a seguinte equagao diferencial
¢
/
(ref) =1— ot (3.96)

que integrando imediatamente resulta em

2
¢4, 4
e =14+-4 =, 3.97
“v g (3.97)
onde ¢ é uma constante de integracdo. Quando ¢ = 0 a solugao de Reissner-Nordstréom se
reduz & solugao de Schwarzscild pelo que esta é associada a massa da particula, especifica-

mente ¢ = 2m. A solucao de Reissner-Nordstrom é escrita entdo como

2m g 2m  ¢*\7'
d82:_<1_m+q2> e (1_m+‘12> a2 4 1202, (3.98)
T T T T

Como foi mostrado anteriormente, a solu¢do de Schwarzschild com m > 0 pode ser inter-
pretada como o campo gravitacional de um buraco negro. Similarmente, a métrica (3.98)
pode ser interpretada como a solucao que descreve o espago-tempo de um buraco negro
carregado. Por outro lado, existe um anélogo do teorema de Birkhoff que estabelece que a
solugao de Reissner-Nordstrom é a tnica solugéo esfericamente simétrica, estatica e assin-
toticamente plana das equagoes de Einstein-Maxwell [46]. Portanto, a regido exterior de

uma distribui¢ao de massa com carga e esfericamente simétrica é definida por esta métrica.

3.4.1 Singularidades na solucao de Reissner-Nordstom

A solugao de Reissner-Nordstrom possui uma singularidade da curvatura em r» = 0 como
pode ser mostrado calculando RWQBR“”"B . As singularidades coordenadas ou horizontes
ocorrem, como ¢ sabido, quando ggg = 0. Portanto devemos resolver a equacao

r2 —2m+e? =0. (3.99)

Como bem sabemos, esta é uma equagao quadratica, cujas raizes sao

ry=m —vVm?2 — e2,
re =m 4+ vVm? — e2.

12Formalmente tal associacio deve ser feita usando a lei de Gauss.

(3.100)
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Dependendo da relagao entre os valores da massa e da carga, temos trés possibilidades:

e m > |e|: Neste caso ha dois horizontes, localizados cada um em r1 e ro. O espago-
tempo é dividido em trés regides: 0 < r < ry, 11 < r < ro, ro < r < oo. No limite

e — 0 o horizonte em r; colapsa em r = 0 enquanto o outro vai para r = 2m.

e m = |e|: As duas raizes sao iguais portanto existe um unico horizonte localizado em

ro = m. Nao se aplica o limite de Schwarzschild.

e m < |e|: As Egs. sao (3.100) sdo complexas pelo que nao existe horizonte nenhum.

Igualmente nao se aplica o limite de Schwarzschild.

No primeiro caso podemos escrever o coeficiente métrico ggp em termo de r1 e r9 como

goo =~ (r —2)(r 7). (3.101)

Vemos entao que para r > ro, 7 desempenha o papel de coordenada radial e t de coordenada
temporal. A solugdo de Reissner-Nordstrém pode ser considerada entdo como uma pequena
perturbagao do espago-tempo de Schwarzschild nesta regiao. A singularidade de coordenada
em r = 19 se interpretada como um horizonte de eventos. Dentro deste, em 1 < r <o, 1
passa a ser uma coordenada temporal e ¢ espacial de modo que o espago-tempo deixa de
ser estatico. De fato, a estrutura do espago-tempo proximo de r = 0 muda drasticamente.
Nao unicamente pelo fato de ter um horizonte adicional em r = r1, mas também porque na
regiao interior 0 < r < r; é novamente estatico, a coordenada r torna-se espacial novamente

e t temporal.

Coordenadas do tipo Kruskal-Szekeres no horizonte interno r = r;

A fim de esclarecer a natureza dos horizontes e da estrutura global do espaco-tempo,
¢é apropriado introduzir mais uma vez, coordenadas do tipo Kruskal-Szekeres. Contudo,
analogamente ao caso da solugdo de Schwarzschild-de Sitter, é necessario considerar dois
sistemas de coordenadas pois nao é possivel remover ambas singularidades simultanea-
mente.

Foquemos nossa aten¢ao no horizonte interno, » = r1. Seguindo o procedimento padrao

introduzimos as coordenadas Uy e V) definidas por [40, 47]

U1 = (1 exp (c%) 5 (3 102)
Vi=—ajexp (—a%> ; '

onde ay = 212 /(rg —11).

Sendo u e v as coordenadas de Eddington-Finkelstein, r* é dada nesta ocasiao por
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. dr
rf=— | —
00 ) (3.103)
+ 2 —r3) — L In(r — 1)
=r+—=—In(r—ry) — ————In(r —r),
(ra —m1) 2 (ra—11) '
tal que
Uy = aa(r = r1)2(ry = 1) 722 exp( L), (3.104)
Vi=—-a1(r— 7“1)1/2(7"2 — r)*ae(fa) exp(—ail), '
onde a = r?/2r3.
A métrica de Reissner-Norsdtrom é entdo escrita como
1
ds* = ——(ra — p)(1+20) exp(—2L)dU1dV1 + r2d02. (3.105)
r a1

Estamos agora em posi¢ao de utilizar coordenadas do tipo Kruskal-Szekers, definidas es-

pecificamente por

r

Ty = ay(r —r1)Y2(ry — 1)~ "21 sinh( L)
e S r <y, (3.106)
Rl = Q1 (’r’ — 7"1)1/2(7“2 — T)_ae(_aLl) COSh(O%)
T = oy (ry —7)Y2(ry — r)_ae(_i) cosh(a%)
0<r<r. (3.107)
Ry =ay(r — )% (ry — r)_ae(_o‘Ll) sinh(a%)
Nestas coordenadas o elemento de linha (3.105) torna-se
1 g1
ds® = —(ry — r) 120 720D (T2 4 dR2) 4 12402, (3.108)

r
Escrita desta forma, a métrica é regular em r = r; mas descontinua em r = r9 e descreve
0 espaco-tempo na regiao 0 < r < ra.

A equagao que define r em termos de (711, Ry) ¢

T2 - R? = (a1)2(r1 — r)(rg — r) 227200, (3.109)

Daqui temos que para r = r

Ty = £Ry, (3.110)
que divide o espacgo-tempo em 4 regides. Adicionalmente
T2 — T2 = (ag)?ry /73% r=0,

(3.111)
T? — T} — —o00 T — To.
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Na fig. (3.9) é apresentado o diagrama do tipo Kruskal-Szekeres relativo ao horizonte

interno da solugao de Reissner-Nordstrom.

.
\ ,
> \ |

>

Figura 3.9: Diagrama de Kruskal-Szekeres da regido 0 < r < r9 no espago-tempo de Reissner-
Nordstrom.

Coordenadas do tipo Kruskal-Szekeres no horizonte externo r = ry

Para a estrutura externa, um conjunto alternativo de coordenadas Us, Vo pode ser
definido por [40, 47|

Uz = —azexp(=5,). (3.112)
Vs = s exp(L),
com ag = 2r3/(ra —r1).
De acordo com a expressao para r* temos
Us = —an(r — 1)/ 2(r — Tl)_bel(a?) exp(—a%), (3.113)
Vo= an(r =) 2(r 1) ele) exp (),
de modo que o elemento de linha é escrito agora como
1 _2r
ds® = == (r — r) 20 ) quydvy + r2d0?, (3.114)
r

onde b= r3/2r?.

As coordenadas (T3, R2) s@o dadas entdo por
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Ty = ao(r — ) V/2(r — rl)_be(%) sinh(a%)
r<r<rg<oo, (3.115)

Ry = ag(r —ro)V2(r — rl)_be(é) cosh(a%)

Ty = a1 — 1)/ 2(r — rl)*be(é) sinh(a%)
r <71 <7y (3.116)
Ry = an(r — o) ?(r — rl)_be(é) cosh(a%)
segundo as quais a métrica é expressa por
1 _2r
ds® = = (r — r1) T2l " ) (dTE + dR3) + r2d0?, (3.117)

r
que é continua em r = r5. Escrita desta forma, a métrica descreve a regiao compreendida
entre r = r1, passando pelo horizonte externo, até infinitos valores da coordenada radial.
Nota-se que no horizonte interno a expressao (3.117) ¢ singular.

Em semelhanga ao caso anterior, » = ro corresponde as retas 7o + Ro = 0 as quais
dividem o espago-tempo em 4 regioes distintas. Também, T22 — R% — oo quando r — rq, e

T? — R3 — oo quando r — oo, ver fig. (3.10).

r<r2

Sear

T>T2

T>T2

r<Tre

Figura 3.10: Diagrama de Kruskal-Szekeres da regiao r1 < r < 0o no espago-tempo de Reissner-
Nordstrém.

Tendo obtido separadamente extensoes das regices 0 < r < rg e r; < r < 00 gra-
gas & implementagao de coordenadas do tipo Kruskal-Szekeres, podemos entao realizar
a compactificagdo destas e construir o diagrama de Penrose-Carter do espago-tempo de
Reissner-Nordstorm, para m? > e?, sob a mesma ideia aplicada para desenhar o diagrama

equivalente para a solugdo de Schwarzschild-de Sitter.
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Apods a compactificacdo das coordenadas e a sobreposicao das diferentes secbes do
espaco-tempo resultantes no processo, a parte localizada no exterior de r = r9 pode ser
prolongada através de cada horizonte para construir o diagrama conforme para todo o
espago-tempo'3, fig. (3.11). Nele se revela que a extensio maximal completa do espaco-
tempo de Reissner-Nordstrom consiste em uma sequéncia infinita de estruturas idénticas
cada uma delas contendo duas regioes exteriores e interiores, dois horizontes tanto externos

como internos e duas singularidade de curvatura de natureza temporal em r = 0.

Figura 3.11: Diagrama de Penrose-Carter da solugdo de Reissner-Nordstrom.

No diagrama de Penrose-Carter podemos distinguir, na regiao exterior r > 79, uma es-

trutura similar a que caracteriza o espago-tempo de Schwarzschild cujo digrama conforme

13Sistemas de coordenadas capazes de cobrir mais de um horizonte foram propostos por Israel [48] e
Klosch [49].
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¢ dado na fig. (3.5). As duas regides externas estdo causalmente desconectadas, uma par-
ticula real nao poderia ir de uma para outra seguindo curvas tipo tempo. Por outro lado,
particulas localizadas numa destas duas regioes podem atravessar o horizonte externo e
alcancar qualquer um dos dois horizontes internos em r = r1. Além destes, encontrariam
uma regiao estatica contendo uma singularidade nua em r = 0. Em principio, o movi-
mento das particulas poderia acabar na singularidade mas, em vista do carater repulsivo
da mesma isto nao é possivel. As particulas devem seguir geodésicas que cruzam um outro
horizonte interno de modo que emergem, atrvés de um buraco branco externo, numa outra
regiao exterior assintoticamente plana similar aquela de onde se partiu.

Do diagrama de Penrose-Carter vemos também que o horizonte externo corresponde a
um horizonte de eventos em relacao ao infinito Z* e o infinto temporal it isto é, eventos em
r < ry nao podem ser vistos nesses pontos. Para estabelecer o carater do horizonte interno,
em primeiro lugar notemos que a regiao interior 0 < r < r; é limitada parcialmente por
singularidade nua (temporal) em r = 0. O passado causal de qualquer evento nesta regiao
pode ser estendido e incluir tanto a regiao intermédia r; < r < 73 como a singularidade
em si. Deste modo, a superficie nula em r = r; pode ser interpretada como um horizonte
de Cauchy no sentido de que todos os pontos fora dela sdo determinados unicamente
por condigoes de Cauchy dados previamente em alguma secao espacial através de todo o

espaco-tempo.

3.4.2 Solugao de Reissner-Nordstrom com constante cosmolégica

A métrica de Reissner-Nordstrom-de Sitter (anti-de Sitter) é uma solucao das equgoes
de Einstein-Maxwell que descreve a geometria do espaco-tempo esfericamente simétrico
de um objeto massivo e carregado, que inclui uma constante cosmologica positiva (nega-
tiva). Esta métrica representa uma generaliza¢ao da solu¢ao de Reissner-Nordstrom. Nas

coordenadas de Schwarzschild, o elemento de linha correspondente é escrito como [50]

ds® = — (1 _2m ¢ _ Ar2> dt* + (1 _m @ _ Ar2> 1 dr? 4+ r2dQ%. (3.118)
3 r o rz 3

Esta expressdo é obtida de forma semelhante a como se obtém a solucdo de Reissner-
Nordstrom, mas desta vez considerando a equacao de campo de Einstein com constante
cosmologica, Eq. (2.75). A solugao (3.118) é contida num conjunto de solugdes mais geral
apresentado por B. Carter (1973) [51], Cahem and Defrise (1968) [52], e Kinnersely (1969)
[53].

Quando e = 0 a solucao (3.118) se reduz a solugao de Kottler, enquanto A = 0 se
tem a solucao de Reissner-Nordstrém. Por outro lado, para r — oo este espago-tempo
passa a se comportar como o de Sitter ou anti-de Sitter dependendo do sinal da constante

cosmologica.
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Para obter os horizontes devemos resolver a equagao

3 6m 3¢°
4 9 o  Om - oG
re 4+ r =0, (3.119)

relativa a ggg = 0. Temos entao uma equagao de quarto grau de modo que, em geral sao

r

4 raizes que devem ser determinadas. Agora, para o caso em que 9m?A < 1, de acordo &
analise realizada em [54, 55|, uma destas é negativa e portanto carente de sentido fisico, as
outras trés sendo reais definem a localizagao dos horizontes de modo que o espago-tempo
¢é dividido em quatro regides, uma a mais em relacao a solucao de Reissner-Nordstrom.

Denotando as raizes por 71, ro, r3, 74, de forma que

O<ri<ry < r3, ry < 0, (3.120)

onde r; designa a localizagdo do horizonte de Cauchy, ro a localizagao do horizonte de
eventos e r3 a localizagao de um horizonte cosmolégico, temos que as regides I e 111,
0 <r <r;ery <r < rsgrespectivamente, o espaco-tempo é estatico. Nas regioes I] e IV
ry < r < reersy<r respectivamente, o espaco-tempo deixa de ser estatico e passa a ser
dependente do tempo.

Vemos entao que a adi¢ao de uma constante cosmoldgica modifica a solugao de Reissner-
Nordstrom de forma tal que a regiao estatica que nela variava do horizonte de eventos até
o infinito, agora é delimitada entre o mesmo horizonte e um horizonte cosmolégico que
inicialmente nao existia.

O diagrama de Penrose-Carter, construido em [56], é ilustrado na figura (3.12). Como
podemos ver, o espago-tempo é estendido indefinidamente em ambas as dire¢oes, espacial
e temporal para formar uma grade retangular com fronteiras tipo tempo e tipo espago em

r =0 e r = 0o respectivamente.
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Figura 3.12:

T =00

Diagrama de Penrose-Carter da solug¢iao de Reissner-Nordstrom-de Sitter.



Capitulo 4
Hipersuperficies

A nocao de hipersuperficie é importante para solucionar diferentes tipos de problemas
tratados em relatividade geral. Por exemplo, no formalismo 341 o espago-tempo é foliado
em superficies tridimensionais espacias o que permite resolver as equagoes de Einstein
como um problema de Cauchy com condigoes de contorno, base da formulaggdo ADM. Por
outro lado, em situacgoes onde é necessario colar solugoes diferentes através de superficies
de descontinuidade, devemos considerar hipersuperficies temporais ou nulas. Dada sua
relevincia, neste capitulo introduziremos o conceito de hipersuperficie e definiremos os
objetos geométricos que determinam as propriedades desta, a saber, a métrica induzida e
a curvatura extrinseca. Também formularemos as condi¢des de juncao de Israel-Darmois
para hipersuperficies espacias e temporais unicamente. Este capitulo é baseado nas refs.
[57, 58, 59]. Nas refs. [60, 61] sdo formuladas condigbes de jungao para hipersuperficies

nulas.

4.1 Definicao

Uma hipersuperficie é uma variedade m-dimensional, imersa numa outra variedade
n-dimensional, sendo m < n. Especificamente no caso da relatividade geral, as hierp-
superficies consideradas s@o 3-dimensionais e definidas em termos de algum sistema de

coordenadas do espago-tempo, por exemplo

O(2?) = ¢, (4.1)

ou, equivalentemente, através de equacoes da forma

x* =x*(y*), (4.2)

53
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onde y® sdo as coordenada intrinsecas da hipersuperficie!. Estas relacdes descrevem curvas

contidas completamente em 3.

4.2 Vetor normal

Dada uma hipersuperficie X, consideremos dois pontos P e ) infinitesimalmente pro-

ximos e localizados nela, com coordenadas z% e (z® + dx®) tal que

O(x + dz®) = B(2%) + D gdz” =, (4.3)

na primeira ordem de expansao. Subtraindo (4.1) desta equagao, obtemos que no ponto P

® pdz’ = 0. (4.4)

Definindo entao as componentes Ng de uma 1-forma sendo ® g, temos que

Ngda® = gosNda? = 0. (4.5)

Isto indica que o vetor N% é ortogonal ao vetor infinitesimal dz®. Dado que este tultimo por
definicao repousa em ¥ , N% é ortogonal & hipersuperficie e portanto denominado wvetor
normal.

O vetor N® define a tinica diregao normal a 3, em outras palavras, qualquer vetor V¢
normal & hipersuperficie, sendo esta temporal ou espacial, deve ser colinear com N, isto é,
Ve =aN®. No caso de hipersperficies nulas o vetor normal é também um vetor tangente,
uma vez que todo vetor deste tipo é ortogonal consigo mesmo.

No caso de ¥ ser nao nula é preferivel renormalizar N e adotar um vetor normal

unitario. Assim, consideremos

eN,
T NN
a 2
4.
- ed,, (4.6)
‘ QMV(I)W ., ’% ’
onde ¢ = 1 para hipersuperficies temporais e € = —1 para hipersuperficies espaciais. O
vetor n® é entao um vetor unitario
-1 se X € espacial.
nng == P (4.7)
+1 se X € temporal.

Quando ¥ é uma hipersuperficie nula, tal construgdo nao é possivel pois NN, = 0, de
modo que nao existe uma forma natural para escolher um vetor normal neste caso. No

entanto existe uma forma alternativa de proceder, ver por exemplo [60].

la=1,2,3.
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4.3 Meétrica induzida

Sendo uma hipersuperficie uma variedade de menor ordem que a do espago-tempo, a ge-
ometria intrinseca da mesma é descrita por um tensor métrico diferente do correspondente
a este 1ltimo, porém dependente dele. Restringindo o elemento de linha a deslocamentos

confinados sobre ¥ temos

ds% :gagdxadx’@,

ox® 9P
=0 7(,{ a 7(1 b 3 48
gﬁ(ayay)(ayb y’) (4.8)
:habdyadybv

onde hy, = gagege’g é a métrica induzida ou primeira forma fundamental da hipersuperfi-
cie. Os vetores eJ sao tangentes as curvas contidas em X, formando assim uma base para
esta.

A classificag@o de hipersuperficies em espaciais, temporais e nulas é atribuida de acordo

& assinatura da métrica induzida da seguinte forma:

e Hipersuperficies sdo espaciais se a métrica induzida é definida positiva, isto é, tem
assinatura (+, +, +).

e Hipersuperficies sdo temporais se a métrica induzida é Lorentziana, ou seja, tem

assinatura (—, +, +).

e Hipersuperficies sao nulas se a métrica induzida é degenerada, isto é, tem assinatura
(0, +,+).

A ~ N ~ /
Notemos que hg, € um escalar em relagao a transformagao £ — x® nas coordenadas
2 ~ . /
do espago-tempo, mas é um tensor sob transformacoes do tipo y* — y“ nas coordenadas
intrinsecas.

4.4 Tensores tangentes a hipersuperficie

. .. o3 . . . L . . ~
Existem campos tensoriais T’ éﬂ, definidos unicamente na hipersuperficie os quais sao

puramente tangenciais & mesma. Estes tensores podem ser decompostos da seguinte forma

Ta@y'(;__. = Tabc';i',,_eg‘eg e efyeg e (4.9)

onde T“bc'd’m € Y. Este tensor é associado a T O‘%{;... e suas componentes sao dadas em

termos das coordenadas intrinsecas. A expressao anterior implica

To‘g';,_,na = Ta%'(;,,,nﬁ = TO‘%(;_'“,n7 = To"i'(;,,,n” =0, (4.10)
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dado que nqel = 0, confirmando assim que T’ O‘%};... ¢ tangente a . E importante mencionar

que, dado um tensor qualquer, SQ%C}'..., este pode ser projetado na hipersuperficie de modo

tal que a dnica componente que permaneca seja a tangencial. A grandeza que faz esta
operacio, o projetor ortogonal h®?, ¢ definido por

hoB =pabeeeh

o (4.11)

=8 — en®n”,

sendo entao o tensor hfjhg e h:’,hg S“Vy';;... tangente a 3.

Em particular, como consequéncia direta de (4.7), o projetor satisfaz

hPng =(g°f — en®nYng,
=0,

(4.12)

4.4.1 Derivada covariante intrinseca

De maneira similar ao que ocorre na variedade quadridimensional, na hipersuperficie
Y. podemos definir a derivada covariante em relacdo a uma conexdon compativel com a

métrica induzida hgp,. Para um vetor tangente T'%, temos

T* =T%%, T =0, T,=Tae (4.13)

Seguindo [57], a derivada covariante intrinseca do tri-vetor T, com respeito a y® é a projecao
de T,.3 sobre a hipersuperficie
Ty = Tospeley. (4.14)

Podemos expressa-la na forma usual (2.46), para isto reescrevamos o lado direito da Eq.

(4.14) do modo seguinte

Taspeley =(Tacd)ge, — Tucl ey,

:Ta;ﬁef - Tveva;ﬁebﬁ’

=Tu5¢, — clearpey T°, e
=Top — LeanT",
onde foi definido
Ceap = eZew;gebﬁ. (4.16)
Entao a Eq. (4.14) pode ser reescrita como
Ty = Top — UgpTe, (4.17)

que é a expressao familiar para a derivada covariante. Os coeficientes da conexao dados pela

Eq. (4.16) sado "tridimensionais", proprios da 3-geometria da hipersuperficie e de natureza
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similar aos que correspondem ao espago-tempo. Estes podem ser expressos em termos dos

coeficientes métricos através de um equagao analoga a (2.51)

1
Fcab = i(hca,b + hcb,a - hab,c)7 (418)

mostrando-se desta forma a compatibilidade com a métrica induzida. Isto também evidencia-

se ao calcular a derivada covariante de hg,

_ a8
hab|c _haﬁ;vea €y 62)

— B
=(9ap — enang)eqe, €l
= —&(nayyng + ”a”5;7)6365637

=0.

Por sua vez, a partir dos coeficientes da conexao podemos calcular o 3-tensor de Riemann

que define a curvatura intrinseca da hipersuperficie.

4.4.2 Curvatura extrinseca

Juntamente & curvatura intrinseca, é necessario considerar um outro tipo de curvatura
associada & hipersuperficie a qual fornece informacao sobre como esta é "dobrada" em
relacao ao espago-tempo, isto é, como sua imersao é realizada.

A curvatura extrinseca de uma hipersuperficie, relativa & geometria do espaco-tempo
ambiente se manifesta através da variacdo do vetor normal na medida em que se des-
loca através de X. As componentes do tensor de curvatura extrinseca ou sequnda forma

fundamental sao definidas entao por

K, = —na;ﬁegef. (4.19)

O sinal negativo é introduzido em concordancia com a notagao usada na maioria da lite-
ratura, porém alguns autores preferem trabalhar com o sinal oposto.

Consideremos agora a quantidade Aapp = Aaspeq eb Esta quantidade corresponde a
componente tangencial do vetor A% Beb E interessante obbervar se este vetor possui também
uma componente normal. Para tal fim, expressemos A% 6eb COmo gy, AR 6eb, e de acordo com

a Eq. (4.11) temos

A% Beb =(enny, + h“megemu)A’Lﬁef,

(4.20)
:a—:(n#A;“ﬂef)na + h"" (A, pele 5)

a

Vemos entao que o segundo termo é tangente & hipersuperficie, enquanto que o primeiro é
normal & mesma. Agora, considerando o fato de A* ser ortogonal a n* e levando em conta
a Eq. (4.14) se obtém
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A%ef = —e(n“;gA“ef)na + R A peq s
= Afyed — cA"(ny geliey )n®, (4.21)
= A“})eg + e A K pyn”.
Notemos que Afb representa a parte unicamente tangencial do campo vetorial e eA* K, a
componente normal. Este Gltimo termo se anula se e somente se a curvatura extrinseca se

anula.

Se A% é substituido por e, entao A° = §¢ e da Eq. (4.17), a expressao (4.21) implica

e gey = Ted + eKgpn. (4.22)

Esta relacao é conhecida como equag¢do de Gauss-Weingarten.
A curvatura extrinseca ¢ um tensor simétrico, o que pode ser mostrado facilmente

levando em conta duas consideracoes:

e Os vetores n® e e sao ortogonais.

e Os vetores bases da hipersuperficie sao transportados paralelamente uns com relagao

aos outros, isto é, eg_ﬁef = eﬁﬁeg.

Temos entao

Ko = —na;5€g€57
= naeg‘;ﬁebﬁ,
_ a B
= NaCh€q,
= _nabgel?eaﬁ?
= K = szz' (4.23)

O trago do tensor de curvatura é dada por

K = h"Kq = n,. (4.24)

A métrica induzida é relacionada com aspectos puramente intrinsecos da geometria da
hipersuperficie, em outras palavras, descreve a curvatura intrinseca desta. Enquanto a
curvatura extinseca é relacionada com aspectos extrinsecos, a forma como a superficie
é imersa na variedade 4-dimensional ambiente. Juntos, estes tensores caracterizam por

completo as propriedades da hipersuperficie.

4.5 Relagoes de Gauss-Codazzi

O tensor de curvatura intrinseco pode ser definido pela relacao
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|ab A\ba = _RgabAd7 (425)

que naturalmente implica
Réab = Féb,a - Féa,b + F?na -1 bF (426)

A questao agora é se o tensor de Riemann 3-dimensional pode ser expresso em termos de

seu equivalente 4-dimensional. Para responder isto, consideremos a identidade

(€5 gep) el = (Thed +eKapn®) el (4.27)

a qual é obtida diretamente da Eq. (4.22). Foquemos nossa aten¢ao no lado esquerdo desta

expresséo € reescrevallo-na coimo

(eg;,@eg);767 a,BW e’y—f—e 5657 za

el + el B(Fbced + eKpen®), (4.28)
el + T (TS e + eKoqn®) + eKyeelgn”.

=Cai7
_
=€a;8y

Agora, considerando o segundo termo do lado direito da Eq. (4.27) podemos escrever

(T4e5 + e Kogpn®).e] _Fab ceq + ngegwez + K gy, en® + eKgynl €] (4.29)
Fab €5 4+ T (e + eKgen®) + e Kop on® + eKapniyel

B

Igualando os dois membros podemos 1solar o termo ey 5 e, el. Subtraindo de desta expres-

a; By
sao uma equagao similar para emﬁeC eb obtemos
bl

R e ﬁe7 = Rypeen, — e(Kapje — Kacp)n!' + eKapnliel — sKaCnf"ﬁef, (4.30)

aByCa

projetando ao longo de €/} e usando a Eq. (4.19) chega-se a

Rapyselerelel = Raped + e(KaaKpe — KacKpa), (4.31)

projetando agora ao longo de n, se tem

Ryapym” eaef = Koelp — Kaple, (4.32)

As expressoes (4.31) e (4.32) s@o conhecidas como equagoes de Gauss-Codazzi. A primeira
oferece uma relagdo entre os tensores de Riemann 3-dimensional e 4-dimensional. Estas
equacoes mostram que algumas componentes do tensor de curvatura do espaco-tempo

podem ser expressas em termos das curvaturas intrinseca e extrinseca da hipersuperficie.
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As equagoes de Gauss-Codazzi podem ser escritas em uma forma contraida, em termos

do tensor de Einstein G,3. Usando a Eq. (4.11), o tensor de Ricci é dado por

Rus =0" Ruays.
of =9 Huavs (4.33)

12 mn 1%
=eR,0pn'n” + K" Ry qupeh e,

e o escalar de curvatura

R :gaﬁRaﬁa

=2:hR nte®n’el + h®h™ R 1ol ol (4.34)
- navf a b puavBEmeq Enky -

O tensor de Einstein G ¢ entao reescrito como

Gop = eRuavpn”n” + K" Ry el e — h“bRuwgn"e;’n”egnanﬁ

aby,ij Y, v, 0 € abypmn v_o
—eh™hY R,y 5mtfeyn ebeaiegj—§h ™" R usehelenepnang

1 g
+ ihabhZJ W R,seleleledeaies.  (4.35)

Ao fazer o produto com n®n?, o primeiro termo se anula devido a anti-simetria do tensor
de Riemann nos indices apu, o segundo e terceiro se anulam entre si, o quarto e sexto pela

ortogonalidade do o vetor normal com os vetores bases da hipersuperficie. Assim temos

Gopn®n’ = —gh“bhm”Rm,,(;e%ege;’leg. (4.36)

Se agora aplicamos —%hbdh‘w na primeira equagao de Gauss-Codazzi (4.31), vemos que o

lado esquerdo da expressao resultante ¢ igual ao lado direito de (4.36) de modo que
— 25Gaﬁn°‘nﬁ =3R4+ E(KabKab - K?), (4.37)

onde 3R = h“bRZ”mb é o escalar de Ricci 3-dimensional. De forma similar, ao considerar o

produto de G5 na expressao acima com n® seguido de e? resulta
Gagnaeg = —hmnRannaeﬁ‘neZe?. (4.38)

O sinal negativo aparece da anti-simetria do tensor de Riemann nos indices au. Aplicando
h? na segunda equacio de Gauss-Codazzi (4.32), o lado esquerdo da mesma torna-se igual

ao lado direito de (4.38). Igualando, temos entao

Gapnep, = Km— K- (4.39)

)
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4.6 Condigoes de juncao

Um problema fundamental em relatividade geral consiste na formulagao de condigoes
de juncao adequadas para hipersuperficies com descontinuidades no campo gravitacional.
Na teoria Newtoniana, este tipo de situagao é facilmente superada pois o espago é plano.
Assim, sempre é possivel escolhermos um sistema de coordenadas no qual no minimo a
primeira derivada do potencial gravitacional é continua.

Esta ideia foi generalizada por Lanczos [62] e Sen [63] os quais foram os primeiros a
formular condigbes apropriadas sobre superficies de descontinuidade em relatividade geral.
No seu trabalho, Laczos exige que cada componente da métrica e suas primeiras deriva-
das sejam continuas através da hipersuperfiicie. Porém, estas condi¢bes podem ser muito
restritas pois a continuidade dos potenciais gravitacionais g,, nao depende unicamente
da regularidade dos campos fisicos, mas também do comportamento das coordenadas usa-
das para descrever o espaco-tempo, o que resulta ser um problema bem mais complicado.
Lichnerowicz num trabalho posterior [64], baseado na proposta de Lacnzos, isola o papel
das coordenadas introduzindo um sistema especial de coordenadas denominado admissivel.
Porém, existe uma dificuldade relacionada a encontrar uma transformagcao para passar de
um sistema de coordenadas qualquer até o sistema admissivel. Uma outra formulacao de
grande relevancia, corresponde as condigoes de jungao propostas por O’Brien e Synge [65]
que igualmente apresentam dependéncia das coordenadas.

Em relatividade geral é sempre desejavel termos formulagoes independentes do sistema
de coordenadas. Isto faz com que as condi¢Oes antes mencionadas sejam pouco tteis, pois
elas dependem das coordenadas. Isto foi conseguido por Darmois [66] exigindo continui-
dade na métrica induzida e na curvatura extrinseca da hipersuperficie em questdo. Estas
sao as condigoes mais usadas hoje em dia, porém levaram um longo periodo para ser po-
pularizadas. Nao foi até a publicagao do influente artigo de Israel[57|, varios anos depois,
que estas foram amplamente apreciadas.

Existem dois tipo de hipersuperficies que originam descontinuidades. Estas sao:

e Superficies de contorno, caracterizadas por mudancas stubitas na densidade. O pro-
blema de Schwarzschild-Oppenheimer o qual exige a uniao do campo interno de uma
estrela estatica ou em colapso a solugao exterior que descreve um campo vazio, re-
presenta um bom exemplo que deste tipo de superficies. O conjunto de condigoes

aplicadas neste caso sdo as devidas a Lichnerowicz, O’Briend e Synge, e Darmois.

e Superficies singulares, onde a densidade torna-se infinita.

4.6.1 Superficies de contorno

Considere uma hipersuperficie ¥ que divide o espago-tempo em duas variedades 4-

dimensionais diferentes YVt e V= com as métricas correspondentes g/f,/ € g,,, ambas de
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classe C3 (salvo em X). Se X satisfaz as condigdes de Lichnerowicz, existe um sistema de

coordenadas z* em ela definido, tal que?

9] =0, (4.40)
[%i{‘; ] = 0. (4.41)

As coordenadas x* sao denominadas de admissiveis. A hipersuperficie ¥ é dita uma su-
perficie de contorno se admite um sistema de coordenadas deste tipo. Infelizmente, nao
existe um algoritmo geral que possibilite a construcao de coordenadas admissiveis a partir
de coordenadas arbitrarias.
Como foi ressaltado por Darmois, se faz necessaria uma caracterizacao invariante de X
o qual foi conseguido considerando a métrica induzida e a curvatura extrinseca associadas.
Assim, com y* sendo as coordenadas intrinsecas de X, as condigbes (4.40) e (4.41) sdo
equivalentes a
[hab] =0, (442)

[Kap] = 0. (4.43)

Estas s@o as condigoes de Darmois.

Nas condigoes de O’Brien e Synge as coordenadas sao escolhidas de modo que ¥ é

0 0

definida por z¥ = constante (z° nao é necessariamente a coordenada temporal). Entao VT

e V™ sao colados através de X se

(9] =0, [%g;j } =0, (T3] =0, (4.44)

onde T}/ € o tensor de energia-momento do espago-tempo.
Observemos que, das relagoes de Gauss-Codazzi, (4.37) e (4.39), e das condigoes (4.42)

e (4.43) segue

(G ntn”] =0,
(4.45)

(G eln”] = 0.
Bonnor e Vickers [67] mostraram que as condi¢oes de jungao de Darmois e Lichnerowicz
sao equivalentes, enquanto que as condi¢oes de O’brien e Synge nao apresentam esta ca-

racteristica com as outras. As condigoes de jungdo de O’brien e Synge formam parte das

condigoes de Lichnerowicz e Darmois [68, 69]. Isto faz com que as tltimas sejam muito

2Denotamos por [A] = AT — A~ o salto ou descontinuidade de uma quantidade A qualquer através da
hipersuperficie ¥, sendo A'T e A~ os valores que toma em pontos proximos a cada lado desta.
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restritivas para aplica-las em situagoes fisicas razoaveis.

Vemos entao que a formulagao de maior aplicabilidade em relatividade geral corres-
ponde as condigoes de jungao de Darmois. Sendo claramente covariante e geométrica, é de
longe a mais conveniente pois nao exige continuidade das coordenadas. Algumas aplicagoes

podem ser encontradas em [70, 71].

4.6.2 Superficies singulares

Considere-se uma hipersuperficie ¥ que divide o espac¢t em duas regices V) e () Na

()

nas coordenadas :L'(():), é gé_ﬁ). Devemos entao impor condigoes nas métricas com o objetivo

regiao VASY métrica, expressa nas coordenadas x é 9((;/;’)' Em V) a métrica, expressa

de colar suavemente, na hipersuperficie, as duas regides de tal forma que uma uniao de
g((;g) e g&_) represente uma solucao valida as equagoes de campo de Einstein. Em geral,
as coordenadas x‘(”i) sao diferentes e pode ser que ndo seja possivel relacionar as duas
métricas diretamente. Para alcancarmos isto, é preciso formular condigoes de jungao que
gerem tensores definidos de maneira univoca sobre 3.

Assumiremos que as coordenadas intrinsecas, y?i), sdo as mesmas em ambos os lados
da hipersuperficie, e escolhemos o vetor normal a ¥, n®, apontando desde V(=) a V().
Introduziremos por conveniéncia um sistema de coordenadas continuo z®, diferente de

()

z'*), em ambos os lados da hipersuperficie. Estas coordenadas coincidem com m?i) numa

regido aberta de V(&)

que contem ..

Imaginemos que X é atravessada por uma congruéncia de geodésicas que a interceptam
ortogonalmente. Denominaremos a distancia propria (o tempo proprio) ao longo destas por
[, de modo que I = 0 quando as geodésicas cortam a hipersuperficie; por convengao [ é
negativo em V(=) e positivo em V(). Podemos considerar | como um campo escalar, um
ponto P identificado com as coordenadas z® é conectado com ¥ através de um membro da
congruéncia, e [(z%) é a distancia propria (ou tempo proprio) desde P a 3 ao longo desta
geodésica. A presente construgao implica que qualquer deslocamento na dire¢cao normal a

hipersuperficie ao longo de uma geodésica é descrito por

dz® = n°dl, (4.46)

ou equivalentemente
Ng = €0y1. (4.47)

Usaremos a linguagem de distribui¢oes introduzindo a fungao de Heaviside ©(1) definida

0 >0
o— se v >0 (4.48)
1 se | <0,

Ccomo

Para [ = 0 a funcdo O(!) é indeterminada. Desta distribuicao ser@o tuteis as seguintes
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propriedades

e2%(l) = e(), 0(1)e(-1) =0, %@(z) =4(1), (4.49)

donde 0 € a distribuicao de Dirac. Denotemos, como antes, o salto de uma grandeza tensorial

A, definida em ambos os lados da hipersuperficie, através de X como

[A]= AVM) |5 —AV)) |5 . (4.50)

As coordenadas intrinsecas y* sdo as mesmas nos dois lados da hipersuperficie. Além disso,

[ e % sao continuos através da mesma, de modo que
[ea] = [n*] = 0. (4.51)

Primeira condigao de juncao

Iniciamos expressando a métrica g,g, nas coordenadas 2”7 como

gas = O(DgSE + (19, (4.52)

«

(£)

onde 9op € igualmente expressa nas coordenadas x7. Queremos saber se esta métrica,
definida como uma distribuicdo, constitui uma solucao das equagoes de campo de Einstein.
Para isto, é necessario verificar se as grandezas geométricas construidas a partir dela, tal
como o tensor de Riemann, sdo também bem definidas. Os possiveis termos singulares que
possam aparecer nestas devem ser eliminados, ou no minimo interpretados adequadamente.

Derivando (4.52) e levando em conta (4.47) temos

Japey = OWgSEL +0(~)gs), +ed(1)[gapln,. (4.53)

Os simbolos de Christoffel correspondentes sao

I, = 0ty +o(-)r) + 2{6(1)5@)9@?) o
+0O(=1)6(=1)g(% Hgarlngs + [gsa]na + [gaslna},

onde FSEBM sao os simbolos de Christoffel construidos a partir de g((jg). O dltimo termo em

(4.53) pode ser singular, e gera termos proporcionais a ©(=£l)d(+l) em (4.54). Este fator
nao é bem definido como distibui¢ao, de modo que se o termo em questao é mantido entao a
conexao nao poderia ser definida adequadamente gerando problemas na definicao de outras
grandezas. Para superar esta inconsisténcia devemos eliminé-lo impondo continuidade da
métrica através da hipersuperficie, isto é, [gos] = 0. Esta condigao é feita no sistema de
coordenadas =%, mas podemos estender sua validade para as coordenadas intrinsecas da

hipersuperficie tal que
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[gapleley = 0. (4.55)

Em virtude da Eq. (4.51),
[gaﬁegebﬁ} =0,
[hab] =0.

(4.56)

A métrica induzida deve ser a mesma em ambos os lados de X, o que é nessesario se
esperamos uma geometria bem definida na hipersuperficie. A expressao (4.56) constitui a
primeira condicao de juncao e é expressa independentemente das coordenadas =% ou mf‘i).

Aqui estamos assumindo que as coordenadas intrinsecas y(i) sao iguais em ambos os
lados da hipersuperficie, porém nem sempre é possivel escolher sistemas de coordenadas
que satisfacam este requerimento. S. Dalia e J. Katz [72] generalizaram a primeira condigao

de juncao para incluir uma situagao tal que
[habdy“dyb} —0. (4.57)

Segunda condigao de jungao

Antes de prosseguir na obtencao da segunda condicao de junc¢ao, calcularemos o tensor

de Riemann. Neste sentido, e conforme ao mencionado acima, vemos que (4.54) se reduz a

7, =00y +e-nyr). (4.58)

Levando em conta as consideragdes expressa nas Eqgs. (4.53), a derivada da Eq. (4.58) é

7, = 0T +0(—Dr )Y + 28T nl. (4.59)

Como consequéncia, o tensor de Riemann é dado por

Rl 5y = OWRSY +O(-DR +6(1)AL,, (4.60)

onde
Ay = e([Tonlng = Moglna). (4.61)

Observe que o tensor de Riemann poderia ser definido adequadamente, mas o terceiro
termo com a funcao delta, representa uma singularidade na curvatura quando este tensor
¢ avaliado na hipersupeficie, o que é visto como um problema. Assim, o préximo passo
consiste em anulé-lo ou pelo menos dar-lhe sentido e fazé-lo fisicamente aceitavel. Para
este proposito a segunda condi¢ao de jungao serd necesséiria, mas antes de estabelecé-la,
dirijamos nossa atencao para o tensor de energia-momento.

De (4.60) obtemos o tensor de Ricci o qual é dado por
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Rap = O()R5 +O(=1)R 5 + 6(1) Anp, (4.62)

A7
onde A,g = Acwﬁ'
Contraindo a expressio anterior com g7, considerando a forma (4.52), o escalar de

Ricci é escrito como

R=0O(R"+O(-1)R™ +§(1)A, (4.63)

sendo A = AS.
Assim o tensor de energia-momento, determinado através da equacao de Einstein, é ex-

presso da seguinte forma
Tos = ONT 5+ O(=1)T ;5 + 6(1)Sap; (4.64)

onde 87Sy3 = Aap — %Aga/g. O primeiro e o segundo termos do lado direito em (4.64)
representam os tensores de energia-momento nas regives V1 e V™, respectivamente. Por
outro lado, o termo restante tem uma clara interpretacgao, este tensor é associado & presenca
de uma distribui¢ao de matéria muito concentrada em . Esta fina casca de matéria possui
um tensor de energia-momento igual a S,g.

Agora, por motivos de praticidade, e como passo prévio na obtencdo da segunda con-
dicao de juncao, expressemos o tensor Al ) Duma forma explicita.

O fato da métrica ser continua através de ¥, em termos das coordenadas =, implica
que a derivada tangencial também é continua. Isto quer dizer que se g,g,~ ¢ descontinua
entao sua sua descontinuidade deve estar dirigida ao longo do vetor normal n®. Portanto

deve existir um tensor k,g tal que

[9apA] = Kapny- (4.65)

Este tensor é dado explicitamente por

KaB = €[gap N7 (4.66)
De (4.65) temos
[Tosl = %(/{Zyng + Kjna — Kapn?), (4.67)
de modo que AZB , torna-se
Agﬂ)\ = %(nznanﬂ + Kaan'ng — ﬁgnam\ + Kagn)). (4.68)

Esta é a parte do tensor de Riemann associada & funcéo delta. Contraindo o primeiro indice

com o terceiro obtemos os termos do tensor de Ricci associados a fungao delta
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Anp = AZMB = Ky Ng + Ky g — KN — ERag, (4.69)

onde k = k. Mais uma contra¢ao conduz a parte do escalar de Ricci relacionado com a

funcao delta

A=A = e(kuntn” —ek). (4.70)

Explicitamente o tensor de energia-momento da hipersuperficie, S,g, ¢ dado por

16mSag = Kyanng + kygn ng — kNang — ekag — (Kun*n” — ek)gags. (4.71)

Realizando o produto com n?, se mostra que o tensor em questio é tangencial a hipersu-
)

perficie, Sagnﬁ = 0, portanto admite a decomposig¢ao

598 = §abecel, (4.72)
onde Sy, = Saﬁegef é um simétrico contido em X. Este pode ser escrito como
167Sy, = —/iageg‘ef — e(kpntn” — ek)hgp,
= —/@aﬁeg‘ebﬁ — K (9" — hijefe]”-)hab + Khgp, (4.73)

— o B ©J M v
= —Kagege, + M Kye] e; hab-

Por outro lado temos
[nasp] = _[Pz@]”w (4.74)

que de acordo com (4.67) pode ser reescrito como

1
[Map] = 5(5/%5 — Kyangn” — Kygngn’), (4.75)

a qual, levando em conta a definigdo da curvatura extrinseca e (4.51), podemos escrever

[Kas] = = [napleqey
(4.76)
__¢ aB
=~ Fapeqcy-
Comparando com (4.73), obtemos
€
b = — ([ Kap] — [K]hap)- 4.
Suv = (K] ~ [K]has) (1.77)

Esta é denominada equagao de Lanczos introduzida por Israel em [57] para definir o ten-
sor de energia-momento superficial da casca em fungdo da descontinuidade na curvatura

extrinseca. Podemos reescrevé-la como
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1
[Ka ] = 8?71- (Sab - 2habS> s (478)

onde S = h®S,;. O tensor de energia-momento associado & descontinuidade em ¥ é ento

TSP = 5(1)S%elef. (4.79)

Para que uma transi¢ao suave através de ¥ seja dada, é requerido que [K 3] = 0, isto é, a
curvatura extrinseca deve ser a mesma em ambos os lados da hipesuperficie. Este requisito
faz mais do que remover o termo com a fungao delta do tensor de Einstein na Eq. (4.64),
ela implica que o tensor de Riemann é regular em Y o qual significa que a hipersuperficie
funciona como uma fronteira no sentido exposto na se¢ao (4.6.1) ja que Sy, = 0 como
podemos ver da (4.77). Se a condigao [Ky) = 0 é violada, entao o espago-tempo é singular

em Y de modo que uma casca fina é representada por ela.



Capitulo 5

Juncao de dois espaco-tempos

esfericamente simétricos

Inspirados no sucesso das ideias de Wigner-Seitz 73] do eletromagnetismo, Lindquist e
Wheeler propuseram o seu modelo de universo em rede. Eles arranjaram um conjunto de NV
massas numa estrutura regular numa hiperesfera com curvatura positiva. A localizacao de
cada particula foi associada com o vértice num poliedro regular, o que leva a considerar um
nimero limitado de possibilidades que representam a topologia de maior homogeneidade
numa 3-esfera. Cada cela da rede foi atribuida com uma massa central e aproximada com
uma esfera cuja geometria foi definida pela solugao de Schwarzschild respectiva & massa
correspondente. Mas como Lindquist e Wheeler notaram, esta configuragdo exige que a
influéncia gravitacional que age entre uma e outra cela seja minima de forma que possa se
manter a simetria esférica em cada regiao.

Como consequéncia da simetria esférica, a derivada normal do potencial gravitacional
na fronteira da cela é diferente de zero, o que leva a aparigdo de movimento relativo entre
esta e a massa central. Assim, caracteristicas dindmicas surgem no espaco-tempo global a
partir unicamente da solugao de Schwarzschild. De forma semelhante que na cosmologia de
FRW, neste modelo é possivel calcular o fator de escala o qual é representado pelo tamanho
da rede, e a taxa de Hubble que tem que ser substituida pela taxa de variacao do tamanho
da rede.

Nesta capitulo consideraremos o modelo de Linquuist-Wheeler com N = 2. Como em
[19], consideraremos o caso no qual cada massa lhe ¢ associada uma geometria descrita
pela Solugao de Schwarzschild para posteriormente analisarmos a mesma situagao quando
a métrica corresponde a solugao de Reissner-Nordstrom.

Por simplicidade, assumiremos as seguintes consideracoes:
1. as fontes dos campos sao esfericamentes simétricas.

II. as fontes estao imersas dentro de solugoes exatas de vazio das equagoes de campo de

69
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Einstein.

III. as fontes estao suficientemente afastadas entre elas de modo que o espago-tempo ao

redor de cada uma é localmente esfericamente simétrico.

Dada a suposicao de simetria esférica ao redor de cada fonte, é importante a validez do
teorema de Birkhoff:

IV. a solugao ao redor de cada massa é necessariamente estética.

5.1 Colagem de duas solugoes de Schwarzschild

5.1.1 Fronteira estatica e esfericamente simétrica

Consideremos dois espago-tempos descritos pela solugdo de Schwarzschild, Eq. (3.23),
e com sistemas de coordenadas (t(4),7(+), 0, ¢) em cada um dos hemisférios de uma esfera

S3. A métrica em ambas as regides é dada entdo por

dst = —Awydtly) + AL driy + i d, (5.1)
onde, como bem sabemos
2m
Agpy=1——. 5.2
() o (5:2)

Yy ={ow) =re) — R (5.3)
com R4y sendo constante e assumindo, de acordo com a simetria do sistema, que 6y =
Oy e ) =P

No modelo de Lindquist-Wheeler com N massas, as fronteiras de celas adjacentes coin-
cidem ou se juntam entre elas num nimero limitado de pontos, de tal forma que regioés da
hiperesfera ficam fora do dominio do campo de cada massa. Isto representa uma, dificuldade
na hora de impor as condigoes de juncao. Usar as condigoes de juncao de Israel || se mostra
impossivel. Em nosso caso, uma simplificacdo do modelo de Lindquist-Wheeler, a situacao
é menos complicada a tal grau que as superficies das duas celas que constituem o universo,
coincidem ponto a ponto em todo seu dominio, permitindo identificar os pontos de uma
das hipersuperficies com os pontos da outra.

Os vetores normais, continuos através da fronteira e definidos de forma geral pela! Eq.

(4.6), sao dados por

5. (5.4)

(+) (=)
m

1 . . . L.
Os vetores normais n;,' ’ e n, ’' apontam radialmente para fora e dentro de seus respectivos dominios.
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Assumindo as coordenadas intrinsecas das hipersuperficies serem

y&) :y&) ("),

(5.5)
:(t(i)a 0, Qo)a
a métrica induzida corresponde a
(+) b_ 2 2 2

h, dz®ds” = —A(i)dt(i) + R(i)dQ . (5.6)
Além de determinar h((ljb[), é necessério calcular a curvatura extrinseca. Para tal fim devemos

obter antes a derivada covariante do vetor normal, nfﬁ) , definida como
n&iy) = nLiV) - Flrwngi). (5.7)

Os simbolos de Christoffel (4)I',,

cientes métricos do espago-tempo em cada hemisfério da hiperesfera, Eq. (5.1), sao

nao nulos calculados em r(1) = R(4) a partir dos coefi-

@ = 3Am)A4

(&) (i)F;r = _%A_l Al

() (F)
(5.8)
)T = —Aw) R, )Ty = —Ax R sin ¢,
O vetor normal, que depende da coordenada radial, possui uma tnica componente nao
nula, n,, portanto em (5.7) aparece unicamente a derivada parcial desta componente em
relagao a r, isto é

+
n7(",r) = q:A(i)

3
2

Al(i)? (5'9)

de modo que, a expressado (5.7) pode ser escrita explicitamente como

1
142 /
iiA(Qi)A( 4 O 0
0 0 0
nt) = ! (5.10)
0 0 :FA( i)R(i) 1 0
0 0 0 TALRy)sin® ¢
Por outro lado, lembrando que el = 92 /dy®, temos que
(+)€h = 0. (5.11)
De acordo com (4.19), a curvatura extrinseca nas hipersuperficies ¥ (1) ¢ dada por
K ayedyt = + A (=LA a2, + Rsyd0? (5.12)
ab Y QY = (*) 9 (£)%"($) (£) ) )

Aplicando a primeira condigoes de juncao de Israel, Eq. (4.57), temos que
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(5.13)
AL(R)dt? = A_(R)dt?.

Como podemos ver, a primeira condicao de Israel impoe que a colagem das soluctes seja
feita a distancias radiais iguais dos respectivos centros, isto é, no equador da 3-esfera.

De (5.12) e levando em conta a segunda condicao de Israel temos

VALAL = —AZAL,
(5.14)

VAT = — VA

Devido a que /A4 (R) > 0, a curvatura extinseca entre as duas hipersuperficies é continua
se
As(R) =0, (5.15)

ou equivalentemente

R(i) =2m. (5.16)

Isto é, para a situacao sob consideragao a colagem das duas solugoes de Schwarzschild deve
ser realizada entao através dos horizontes de eventos.

Como consequéncia da utilizacao das coordenadas de Schwarzschild, a métrica é singu-
lar no horizonte, portanto se torna conveniente analisar o processo de colagem considerando
as coordenadas nulas (U,V) definidas pelas Eqs. (3.34). Neste sistema de coordenadas,
como foi exposto na se¢ao (3.2.3), as Eqgs. (5.1) sdo expressas na forma da Eq. (3.35).

A métrica induzida, por ser um tensor, obedece a regra de transformagao (2.20) entres

os sistemas de coordenadas

(t(i)aevw) — (U(:t)u‘/(:t)aeaso)u
)

Qa a

(5.17)

0 que nos permite reescrever as Eqgs. (5.6) da seguinte forma

32m3 2

2 ay.b —(r 2m 2 2 2 2

lnydeids = e oy @2 (Vg dU2y = Uy dVEy) + ryd®. (5.18)
BV ()

Adicionalmente, as hipersuperficies (r(i) = R =const.) correspondem as equagoes

(U(+)V(+)=cosnt.), de maneira que o vetor normal ¢ definido agora por

0 = 4md/? B(;()l/” (V(i) sl | U i)aX(*)) , (5.19)
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onde

By = — r() Uy Viwye @/,

=T(4) (ﬁ - 1) e /am,

2m

(5.20)

Neste ponto devemos nos lembrar que, nas coordenadas nulas, o horizonte de eventos,
7(+) = 2m, corresponde a (Uy) = 0) ou (V(4) = 0). Como consequéncia, as componentes
(lgjilj),l[(]i‘z,lg,i‘)) da métrica induzida divergem para as hipersuperficies em consideracao.
Enquanto isso, o vetor normal, para o qual B = 0, tona-se nulo o que por sua vez implica
na impossibilidade de definir a curvatura extrinseca sob tais circunsténcias. Neste contexto,
o formalismo de Israel-Darmois nao se aplica mais fazendo-se necessario considerar entdo
condigoes para hipersuperficies nulas. Todavia, isto levaria & introdugao de algum tensor
de energia-momento sobre as hipersuperficies, situacdo que queremos evitar?.

Em conclusao, nao é possivel colar duas solugoes de Schwarzschild através de hiper-
superficies estaticas, mesmo no horizonte sem ter que considerar alguma distribuicao de

massa delimitando-as.

5.1.2 Fronteira dinAmica e esfericamente simétrica

Apos ter visto que néo é possivel realizar a colagem desejada através de hipersuperficies
estaticas, de raio constante, consideraremos entao uma fronteira dindmica e examinaremos
se o procedimento de juncao é permitido. Neste caso as hipersuperfiicies, sendo igualmente

tipo-tempo, sdo definidas por

Sy = {re) — R (ts)) = const} . (5.21)

Neste caso os vetores normais sao

1 . t T

+) (+) ()

nL ) = i—% <_R(i)5u + 0y ) ) (5.22)
A

Ag) —

onde R(i) = dR) / dt(+). As métricas induzidas, nos sistemas de coordenadas intrinsecas
y?i) = (t(+),0, ¢), estao dadas por
A2 _ R?
) 0 b _ (£) (£) 7,2 2 2
Os simbolos de Christoffel nao nulos que aparecem na derivada covariante dos vetores

normais (5.22), sao

2Em [74] T. Dray aplica condi¢bes de juncdo para hipersuperficies nulas na colagem de duas solu¢des
de Schwarszchild, porém num contexto diferente do nosso.
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@ h = 5147 Al @0 h = 34 Al @ = 34w AL,
@ = —3Am Al @l = ~Ra () @Ihy = —ARw@ () sin®6.

(5.24)
Consequentemente, as componentes nao nulas da derivada covariante do vetor normal

correspondem a

R2 —3/2
(£) _ —1p2 59 . )
d —-1/2
1/ . }%%t)

I 3/2
(1) _ (942 -1 : 2 52 (%)
noy =(24%,) fﬁiﬁﬂi)ﬂﬁi)+”ﬁi#ﬁiﬂ <A“ﬂ__Aﬁﬂ>

—-1/2
+(240)) " Ay R (A&)—A ) :

R2 —3/2
nh =A%) R (24w R — AL AL — A RL) (A(i> - A(i))

)

a2\ 2
_ +
+ (240) T Al Ry (A&)—AE ii) )
() )\
_ 2 —1 4/ 2 52
ni =~ (240) T A (A(i)+R(i)> (Au:) - A(:I:))
- ()
+ (24(4)) 1A <Ai —)
@) Aw | 4o 7
. ~1/2
(£) _ R
nay = A R <A<i) - A§i§> :
+ .
ngg = ~Aw R (A(ﬂ - Aii;) sin§. (5.25)

Por causa da dependéncia temporal de (), o projetor que relaciona r(4) com a co-
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ordenada intrinseca ¢4 desta vez serd diferente de zero. Especificamente, vai ser igual a
eé = R. O resto serd igual a 1 de modo que as componentes da curvatura extrinseca sao

dadas por

+ + + 5 (£ - +
Ky == (0 + fn) + R + 23 |

R%i) 1/2 (5.26)
Y . )
-+ zyﬂ<A&y—> @R&)ﬁm—Z&ﬂA&r‘&ﬁA@D’

A
+ +
K§2) == "é;Q)
R, -1/ (5.27)
=+ A | Ay — —22
()(() &ﬁ>
+ +
K:S,s) == ”é;s)’
. —1/2
=+ A | Ay - sin? 6.
()(() &ﬁ)

Aplicando a primeira condigao de jungao de Israel mais uma vez, obtemos que R (t(+)) =
R(,)(t(,)). Por outro lado, considerando especificamente as componentes K%E) e K:gSi) a

segunda condicao de juncao conduz a

Ay | A LI A (A LB 2
w03, ) THAePeag) (5.29)

A tnica alternativa para que isto seja correto corresponde a Ay [R(t+)] = 0 para todo valor
de t(). Isto por sua vez implica que R= 0, de forma que a configuragdo na que R(i) #0
nao pode ser aplicada para colar duas solugoes de Schwarzschild através de hipersuperficies

temporais.

5.2 Colagem de solugoes de Schwarzschild-de Sitter

Dado que nao é possivel colar duas regioes estaticas esfericamente simétricas, descritas
pela solucdo de Scharzschild para r > 2m, passemos entdo a considerar a métrica de
Schwarzschild-de Sitter. Como foi mencionado antes, esta é uma solugao as equagoes de
Einstein que descreve a geometria de um espago-tempo esfericamente simétrico e vazio,
mas a diferencga da solugao de Schwarzschild, com constante cosmologica.

A introdugdo de uma constante cosmoldgica nas solugdo de Schwarzschild leva a apa-
ricdo de um horizonte cosmoldgico. Assim, o espaco-tempo definido por esta métrica é

dividido em trés regioés. Nos focaremos a atencao na solugao exterior de Schwarzschild-de
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Sitter, r > ro. Especificamente, consideramos corpos esféricos cujas massas estao distri-
buidas na regiao 0 < r < Rjs, sendo Rjps o raio dos mesmos. A ideia é representar o
espago-tempo externo de objetos reais, pelo qual é requerido que Rj; > ry evitando assim
a aparicao de horizontes em r = rq1, ou em outras palavras, o caso de buracos negros. Além
desta restrigao, consideraremos que Rj; < r9 0 que garante a existéncia de uma regiao
estatica ao redor dos objetos massivos delimitada pela superficie destes e os horizontes
cosmologicos respectivos.

Na regiao r > ro, as coordenadas temporal e espacial trocam de natureza, ou seja,
r passa a ser a coordenada temporal e ¢ a coordenada radial. Isto implica que o espago-
tempo deixa de ser estatico sendo agora dindmico e homogéneo. A existéncia da constante
cosmolégica causa nele um processo de expansao ou contracao dependendo do seu sinal.
Por outro lado, a homogeneidade pode ser entendida ao compararmos a solugao exterior
de Schwarzschild-de Sitter com os modelos de universo de Kantowski-Sachs [75, 76]. Este
altimo descreve um universo espacialmente homogéneo e anisotrépico onde o elemento de

linha é da forma?

ds? = —dr* + C(r)dr® + D(1)d9?, (5.30)

onde T representa o tempo cosmologico e r a coordenada radial. Em referéncia & solucao
exterior de Schwarzschild-de Sitter, podemos considerar a transformagao (r +— t) na
métrica (3.58) de modo que o elemento de linha pode ser escrito, na regido em expansao,

Ccomo

ds® = —A(t)Ldt2 + A(t)dr® + £2dA. (5.31)

Ao ser um espago-tempo homogéneo, em lugar de usar o formalismo de Israel, onde as
condicdes de juncdo sdo automaticamente satisfeitas?, podemos entender as propriedades
do mesmo construindo o diagrama de Penrose-Carter para as duas particulas massivas que
constituem nosso universo, sendo esta uma forma direta e mais clara.

A fig. (3.8) corresponde ao digrama de Penrose-Carter para a solu¢ao de Schwarzschild-
de Sitter, nele observamos uma sequéncia infinita de espaco-tempos em cada um dos quais
existe um buraco negro. Contudo, podemos considerar o diagrama de Penrose-Carter para
um tnico buraco negro como é mostrado na fig. (5.1). Mais importante ainda para nosso
objetivo, é a possibilidade de construir o digrama que descreve a geometria exterior de um
objeto massivo cujo raio esteja localizado na regiao estatica da solucao de Schwarzschild-de
Sitter. Este seria limitado por uma superficie estatica, linha vermelha na fig. (5.1), e uma

singularidade no infinito®.

3 A solucdo de Schwarzschild para r < 2m é um claro exemplo deste tipo de solucdes, ver [77, 78].

4Neste caso, as hipersuperficies espacias sdo aquelas definidas por ¢ = const.

5Para construir o digrama de Penrose-Carter requerido é necessario considerar a extenséio e posterior
compactagdo da solucao de Schwarzschild-de Sitter unicamente através do horizonte cosmologico. A exis-
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i r=0 v I i

Figura 5.1: Diagrama de Penrose-Carter para um unico buraco negro na solu¢ao de Schwarzschild-
de Sitter.

O procedimento de juncao das duas solugoes de Schwarzschild-de Sitter é representado
através do diagrama de Penrose-Carter relativo a regidao exterior comum as duas massas.
Isto é possivel gragas & homogeneidade dos respectivos espacos-tempos além do horizonte
cosmolégico o que permite identificar os pontos de uma variedade como os pontos da
outra. Deste modo, o digrama que nos interessa é formado a partir da unidao dos digramas

individuais os quais sao copias exatas um do outro.

. + .
it A i+

i I 1

Figura 5.2: Diagrama de Penrose-Carter para a solu¢do exterior de duas massas no espag¢o-tempo
Schwarzschild-de itter.

Na fig. (5.2) podemos ver duas regides estaticas rodeando ambas as massas e limitadas

téncia de uma distuibuigdo continua de massa impossibilita aparigdo da singularidade em r = 0 e do
horizonte de eventos.
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pelos respectivos horizontes cosmoldgicos. Como foi mostrado antes, estes horizontes nao
podem ser colados porque existe uma regiao homogénea entre eles separando-os. Devido
a natureza da solucao de Schwarzschild-de Sitter para r > r9, os dois corpos estao cau-
salmente desconectados, um raio de luz emitido na regiao estatica em torno de uma das
massas eventualmente atravessaria o horizonte cosmolégico, a partir do qual o movimento
estaria dirigido na direcdo da singularidade em Z(+) de forma que nunca atingiria nem

cruzaria o segundo horizonte.

5.2.1 Comparagao com o modelo de queijo suico

No modelo proposto por Einstein e Strauss [16, 17|, regides vazias e esféricas descritas
pela métrica de Schwarzschild sdo imersas num fluido homegéneo e isotrépico definido pela
solucao de Friedmann. Na interface entre uma e outra, sdo impostas condig¢oes de contorno
de forma que seja possivel obter uma solugao compativel com as equagoes de Einstein para
um universo em expansao. Por outro lado, em [79] o espago-tempo nas regioes esféricas é
dotado de uma constante cosmologica. Portanto, podemos entender a situacao apresentada
na se¢ao anterior como um caso de modelo do tipo de queijo suico, onde massas rodeadas
por regioes estaticas e esfericamente simétricas sao imersas num universo homogéneo com
constante cosmoloégica.

Seguindo esta linha de pensamento, consideremos entao dois espago-tempos, um des-

crito pela solugao de Schwarzschild, Eq. (3.58), e outro dado por

ds* = —dT? + a(T?) (dx* + sin? xdQ?) (5.32)

descrevendo a geometria do universo de Friedmann-Lemaitre com se¢bes espaciais esféricas.

Para colar os dois espago-tempos, consideremos a hipersuperficie X = {ro(t)}, com 7
no espago-tempo de Schwarzschild-de Sitter, e a hipersuperficie ¥y, = {x = X} no espago-
tempo de Friendmann-Lemaitre. Na regiao de Friedmann-Lemaéitre a métrica induzida é

expressa Ccommo

dslpry = —dT? + a*(T) sin® xd2*. (5.33)
O vetor normal, n,(LF), e definido por
nI't) = a(T)s¥. (5.34)

Os simbolos de Christoffel nao nulos que aparecem na derivada covariante do vetor normal

Sao
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X _1Xx _ -1
FxT—FTX—a a,
Fg‘ezsinxcosx,

'S, = sinx cos x sin? 6,

tal que
0 —a 0 0
WFL _ 0 0 0 0
v 0 O asinycosy 0
0 O 0 asin y cos x sin? 6

levando entao a curvatura extrinseca a ser dada por

Kc(fL) dyadyb = —a(T) sin Y cos 2dQ2.

(5.35)

(5.36)

(5.37)

Para a regidao de Schwarzschil-de Sitter a métrica induzida e a curvatura extrinseca sao
definidas pelas Egs. (5.23) e (5.26)-(5.28) respectivamente, sendo R(t) = ro(t). Agora, a

continuidade da métrica induzida, primeira condicao de Israel, implica

ar A2 -2

ro = a(T) sin X, o= 1

Expressemos a segunda das equagdes como

dry_ A
dt )] A+a?sin?y’

para este fim, consideramos a derivada de ro(t) explicitamente dada por

L A<dT>
ro=asiny{ —-|.

Por outro lado, em conformidade com a Eq. (4.43) temos®
A .
— = —asinx cos x,

de onde, junto com (5.39) e (5.40) e depois de um pouco de algebra chega-se a

cos? ¥ = A+ a®sin? ¥.

(5.38)

(5.39)

(5.40)

(5.41)

(5.42)

5Temos usado as componentes da curvatura extinseca K2o e Kzz nas Egs. (5.26)-(5.28) com sinal

positivo. Nao consideramos a componente Koo = 0 ja que nao fornece informagao util alguma.
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Como consequéncia, a relagao entre as coordenadas temporais 7' e t, Eq. (5.39), pode ser

reescrita como

dTl

(dt> cos® x = A. (5.43)

Neste ponto, devemos lembrar que na regiao descrita pela solugao de Friedmann-Lemaitre

o fator de escala satisfaz a equacdo de Friedmann

.\ 2
a _ 8 A(FL) 1
<a> =3Pty T (544)

onde A(pr) € a constante cosmoldgica associada a solugao de Friedmann-Lemaitre e p =
po(ap/a)? representa a densidade de energia de um fluido sem pressdo. Adicionalmente, o
termo A(rg) correspondente ao coeficiente relacionado a solu¢ao de Schwarzschild-de Sitter

2m A

A(rg) =1— Ty, (5.45)

o 3
com A(g) sendo a constante cosmoldgica do respetivo espago-tempo. Levando em conta o

desenvolvimento anterior, a Eq. (5.42) pode ser reescrita como

2 A 8 A 1
(1 _ 7? - <3K’r§> +a (;p e e aZ) sin?§ = 1 —sin® ¥, (5.46)

que se reduz para

8 2m a®sin? x
(502524
3 asin x 3

Assim, a continuidade da curvatura extrinseca é garantida se

Arry = Ao,
(5.48)
m = 4%pa3 sin® Y.

Portanto, dada uma regiao cheia de matéria sem interacao entre as suas componentes e
com constante cosmolégica positiva cuja geometria é descrita pela solugdao de Friedmann-
Lemaitre, é possivel tomar uma regiao esférica dentro da mesma de modo que no seu centro
seja inserida uma particula com a massa igual & definida na Eq. (5.48). O raio desta regiao
seria entdo a(7") sin x e a geometria representada pela solu¢ao de Schwarzschild-de Sitter.
Da Eq. (5.43), vemos que no limite Y — 7/2 temos que A — 0, isto é, a massa da
particula é tal que o equador da 3-esfera coincide com o horizonte cosmologico do espago-
tempo de Schwarzschild-de Sitter.

Continuando com o mesmo raciocinio, podemos entao considerar duas regides vazias e
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esfericamente simétricas dentro de um universo de Friedmann-Lemaitre e inserir um corpo
massivo no centro de cada uma de tal forma que as respectivas geometrias correspondam
a solucao de Schwarzschild-de Sitter. Para que este procedimento seja possivel as massas
devem localizar-se nos polos opostos da esfera, se nao fosse assim as referidas regies e suas
respectivas fronteiras nao seriam equivalentes, a simetria seria quebrada.

Sejam X, e ¥(_) as superficies que delimitam cada uma das regides de Schwarzschild-
de Sitter dentro da hiperesfera, com vetores normais n() e n(—) respectivamente. Na regiao
de Friedmann-Lemaitre os vetores normais associados 4s mesmas sao N(FL,) € N(FL_), COMO
é representado nas fig. (5.3). Em principio as esferas estdo afastadas uma da outra sem
ter contato algum entre elas, mas gracas a Eq. (5.48) é possivel regular o tamanho destas
através da massa das particulas. Incrementando progressivamente o tamanho das duas
regioes, chega-se o instante em que as fronteiras entram em contacto mas isso nao implica

a desaparicao da regiao de Friedmann-Lemaitre.

my my

Sds

Y —

\\ “ z(*)//’ \\
n(-) | 9g- |

N /\\J Y

Figura 5.3: Construgcio de um wuniverso do tipo queijo suico com dois buracos negros de
Schwarzschild-de Sitter imersos no espago-tempo de FL.

Sds

5.3 Colagem de solugoes com carga: Métrica de Reissner-

Nordstrom

Na secao (5.1.1) foi mostrado que a colagem de duas solugoes de Schwarzschild des-
crevendo cada uma a geometria do espaco-tempo de um hemisfério numa esfera S3 nao
é possivel, mesmo se a hipersuperficie de juncao for estatica ou dindmica. Nesta secao
queremos ver o que acontece se em lugar de Schwarzschild, considerarmos a solugao de
Reissner-Nordstrom.

A configuragao utilizada é a mesma, isto é, duas particulas localizadas nos po6los opostos
de uma hiperesfera com topologia S2. No entanto, além de massa, estas estdo provistas de

carga de igual magnitude e sinal diferente”. Deste modo e como lembranca, o elemento de

"As cargas ao igual que as massas, sdo iguais para manter a simetria na 3-esfera. O sinal oposto entre
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linha em cada um dos hemisférios é dado por

-1
2m q2 2m q2
2 _ 2 _ 2 2 2
e = (1 ") ! r%i)) e (1 ) T Yy T (549)

Novamente tomaremos as hipersuperficies de jungao como sendo ¥4, = {r(i) = R(i)},

com R(i) sendo constante, consequentemente os vetores normais vém a ser

n(H) = (+) ! 5. (5.50)

1_2m 4 &
\/( T(+) + T%i))

Adicionalmente, a métrica induzida é dada por

2
(£) 7 ag.b _ 2m . q 2 2 02
hab dzdx’ = — (1 - % + %) dt(i) + R(i)dﬂ . (551)

A curvatura extrinseca neste caso é definida de forma similar que na Eq. (5.12), especifi-

camente como

(£

(£) 7..a7,.b _ 2m 2 2 m 2 2

De acordo com a primeira condi¢ao de juncao de Israel

_ 2m ¢ 2 _ _ 2m q° 2
(5.53)

By = B
Mais uma vez, a continuidade da métrica induzida impoe para a colagem ser realizada no

equador da 3-esfera. Da segunda condig¢ao de juncao temos

1— 2m q2 ‘22 _ _m - _ 1— 2m q> ‘]2 __m
\/< By T Rty )\ BL) R Ry T RL,) J\ R  RL,) )’
1—2m 4 ¢ \p — _ _2m 4 ¢ \p
Ry TRE, )T By R )T

elas é escolhido para evitar a necessidade de supor hipersuperficie possuindo algum tipo de distribuigao de

(5.54)

carga.
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que dado o resultado da primeira condicao, se reduz a

2m  ¢>
l-—+4+ == :
< R + R2> 0, (5.55)

de onde obtemos

ro = m + \/m?2 + ¢2.

/2 2
R:{Tl movm 4 (5.56)

Como podemos observar, de igual forma que no caso de Schwarzschild a colagem das
solucoes de Reissner-Nordstrom teria que ocorrer nos horizontes o qual como ja vimos nao
é possivel. Por exemplo, se focarmos nossa atengao no horizonte externo e fizermos uso das

coordenadas nulas (Us, V2), as métricas induzidas sdo expressadas como

(&) 70,76 _ 2 2 2 2
)"z = Disy (Vo dUR | = Usiyy 3, ) + 1y d92%, (5.57)

onde

2
Qg

Dyy=— |7 | A,

(£) <2U2(i) V2(;t) ) (&)

) ) i (5.58)
. - (F) —2r1y/az
= (1o —7w)  (rwy ) e,
2" (&)
Entretanto, os vetores normais sao definidos por®
1 Us Vo
(F - <V 5o (£
n 2 + Uy 0 , (5.59)
© \/% (+) %1 +)%n
para o qual E(4y é dado por
By =— 120 (rsy —11,,,) " 0@/ 2wy, v
() HVE T M 2(x) V(%) (5.60)
_ 4 :
:a%(i)r?ﬂ:) () = 71sy) (o2 () = 2 e T/,

Quando as hipersuperficies coincidem com o respectivo horizonte externo, isto é, no caso
em que () = 72, as métricas induzidas tornam-se singulares, enquanto os vetores nor-
mais viram vetores nulos como podemos concluir a partir das equagoes anteriores. Desta
maneira, vemos que nao é possivel; como no caso de Schwarzschild, colar duas solugoes
de Reissner-Nordstrom através de hipersuperficies estaticas tipo-tempo, enquanto descre-
vem a geometria dos hemisférios de uma 3-esfera. Em geral, colar quaisquer duas solugoes
estaticas e esfericamente simétricas sob a configuragdo em consideracao é irrealizavel de
acordo com [19] e como também serda mostrado na ultima parte deste capitulo, na segao
(5.5). Para hipersuperficies dinamicas tipo-tempo a situagao é equivalente o qual podemos

inferir diretamente da anélise apresentada na se¢ao (5.1.2). Tal vez, com o uso de hipersu-

8 As hipersuperficies séo igualmente definidas por Uz, V2., =const.
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perficies nulas seria possivel o processo de juncao, mas como foi antes mencionado terfamos

que introduzir um distribuicdo de massa e carga o qual ndo estamos interessados’.

5.4 Colagem de duas solucoes Reissner-Nordstrom-de Sitter

Em vista da impossibilidade de colar duas solugoes de Reissner-Nordstrom e em analo-
gia com os resultados obtidos ao abordar o mesmo problema com as solugoes de Schwarzs-
child e Schwarzschild-de Sitter, procederemos entao a considerar a solucao de Reissner-
Norsdtréom-de Sitter.

Desta vez assumiremos a presenca de dois objetos massivos com carga oposta de igual
magnitude e cujas massas estao distribuidas numa regiao de raio R,,4 tal que ro < Rp,q <
r3, onde 179 e r3 sao os horizontes de evento e cosmoldgicos da solucao de Reissner-
Nordstrom-de Sitter. Desta forma, temos dois corpos rodeados por regioes estéticas li-
mitadas pelas superficies destes e as respectivas regides cosmolégicas.

Como sabemos, na regiao r3 < r o espago-tempo nao é estatico, ali r e ¢ desempenham
o papel de coordenadas temporal e radial respetivamente. Considerando tal circunstancia,
podemos entao interpreté-la como uma solugao do tipo Kantowski Sachs, na mesma forma
como fizemos com a regiao exterior na solucao de Schwarzschild-de Sitter, e escrever o
elemento de linha na forma da Eq. (5.31). Por outro lado, um observador localizado nesta
regido, percebera um campo elétrico dependente do tempo [80, 81| que nas hipersuperficies
temporais é homogéneo. Isto permite entao colar duas solugoes deste tipo, descrevendo a
geometria dos hemisférios de uma 3-esfera.

Sendo o campo elétrico e o espago-tempo homogéneos na regiao sob consideragao,
as condigoes de jungdo sdo automaticamente satisfeitas pelo que, em semelhanca com
procedimento de colagem de duas solugoes de Schwarzschild-de Sitter, é mais adequado
construir o diagrama de Penrose-Carter para a o espago-tempo resultante.

Para elaborar o diagrama de Penrose-Carter requerido, é necessario nos concentrarmos
unicamanete na extensao da solu¢od de Reissner-Nordstrom-de Sitter através do horizonte
cosmologico e sua posterior compactagao, ver fig. (5.4).

Para cada objeto teremos um digrama igual ao anterior, onde a linha vermelha repre-
senta a superficies dos mesmos. Aproveitando a homogeneidade do espaco-tempo na regiao
I V, podemos construir o diagrama de Penrose-Carter para o espago-tempo dos dois corpos
unindo duas copias da fig. (5.4) resultando no diagrama da fig. (5.5).

Embora sejam solugoes distintas com mais diferencas do que semelhancas, com um
rapido olhar sobre a fig. (5.5) notamos a semelhanga com a fig. (5.2) e ao igual que acon-
tece na situacgao descrita nesta tltima, os dois corpos estao causalmente desconectados na

configuracao atual, isto é, um raio de luz emitido na regiao estatica ao redor de qualquer

9Em [82] T. Dray implementa hipersuperficies nulas para colar duas solugdes de Reissner-Nordstrom,
todavia num contexto diferente do considerado por nos.
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Figura 5.4: Diagrama de Penrose-Carter para um corpo de radio ro < Rp,q < 3 n0 espago-tempo
de Reissner- Nordstrém-de Sitter.

dos dois objetos carregados conseguiria atravessar o respectivo horizonte cosmolégico, mas
o movimento posterior estaria restrito unicamente na direcao da singularidade de modo
que nao teria a possibilidade de alcancar o outro horizonte. O campo életrico é constante
ao longo das curvas r constante da fig. (5.5), na regido entre as retas r = r3 e Z. Por
outro lado e de acordo com Mellor e Moss [83] as linhas de campo életrico se situam sobre

superficies espaciais que conectam ambos os corpos.

5.5 Colagem de duas solugoes estaticas quaisquer: A(r) arbi-
trario

Como vimos, colar duas solugoes de Schwarzschild ou Reissner-Nordstrom numa 3-
esfera nao é possivel. Este resultado pode ser generalizado para qualquer espago-tempo
estatico e esfericamente simétrico. O objetivo nesta segao é mostrar este fato.

Numa variedade com topologia S3 as equacdes de Einstein podem ter diferentes tipo
de solugdes, nao unicamente a métrica de Schwarzschild. Portanto, é possivel pensar que
o espago-tempo dos hemisférios numa 3-esfera pode ser descrito por solugoes estaticas
esfericamente simétricas quaisquer de modo que os elementos de linha correspondentes sao
expressos na forma (5.1), onde A(4)(r) é uma fungdo arbitraria.

Segundo as condic¢oes de juncao, a colagem deve ser realizada no equador da 3-esfera
e em A(i) = 0, ou seja, todas as soluctes estaticas e esfericamente simétricas deve ser
coladas através dos respectivos horizontes.

Com o propésito de mostrar que o anterior € irrealizédvel sem importar o caso especifico
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Figura 5.5: Diagrama de Penrose-Carter para dois corpos de radio mo < Ry,q < T3 no espago-
tempo de Reissner- Nordstrom-de Sitter.

10

a tratar-se, assumamos'~ como ponto de partida que em r = R existe um horizonte o que

implica A(R) = 0. Prossigamos entao expandindo A(r) em series de Taylor ao redor de R

e tomando tnicamente o termo em primeira ordem!!, assim temos

A(r) = B(r — R), (5.61)

onde B = A'(R) # 0. Usando a coordenada r, definido no caso em questao como

dr
Ty = _—,
| A(r) (5.62)
~ = In(r — R).
Podemos reescrever esta expressao como
A(r) = BePr. (5.63)

Agora, introduzindo as coordenadas de Eddidgton-Finkelstien u e v, podemos escrever

A(r) = Be3 (), (5.64)

_B B
Passando as coordenadas U = e” 2% e V = e2" vemos que

A= BUV. (5.65)

Deste modo, podemos expressar a métrica nas proximidades de r = R em termos das

0Por enquanto esqueceremos dos indices (£) que caracterizam cada hemisfério da 3-esfera.
HGracas & arbitrariedade em A(r) podemos considerar solugbes nao exatas a modo de generaligao.
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coordenadas (U, V') como

4
ds® = AUV + r2d0?. (5.66)

Queremos entao colar dois espago-tempos descritos por métricas da forma (5.66), corres-
pondendo cada um com um dos hemisférios da 3-esfera.
As hipersuperficies (r) = R(4) =const.) correspondem nas coordenadas atuais a

equagao (U(i)V(i) =const.) de modo que o vetor normal é definido como

1
B)U) Vi)

n/(f) ==+

U Vi
(Viwd sy + Uiy ). (5.67)

Sendo a métrica um tensor, obedece a regra de transformagao de tensores
(t(i)v 0, ()0> — (U(i)a ‘/(i)a 0, 90)7

(5.68)
B @

ab

que permite expressar a métrica induzida dada por (5.6), em termos nas coordenadas (U, V)

@) _ 0y 0y’ ()

ab) = Fya Pgb ted (5.69)
1D gzeb = O gy 4 2 gy dVi, - Ve ey R a0
“ BuUs P By BV &7
(5.70)
1 2 2
= B UV (U dVie) = VieydUis))” + Rz d.

Para calcular a derivada extrinseca podemos seguir dois caminhos, aplicar a regra de trans-
formacao de tensores desde o sistema de coordenadas (t(i), 0, ) para (U+), Vi4), 0, ) a
expressao (5.12), como fizemos com a métrica induzida, ou usar a defini¢ao padrao, isto é a
projecao da derivada covariante do vetor normal na hipersuperficie. Escolhendo a segunda
opcao temos que

) =nlE) —TUnG) TV 0 (5.71)

( _
Ty; sV

Os coeficientes de Christoffel ifgl, e iI’XV nao nulos avaliados em 34 sao

@lhs = —3Uw) R, )0 = =5 U Rz sin 0,
(5.72)
@l = —5 Ve R, @by = =5 V(x) Rz sin® 6.
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(£)

As componentes (Fng e Fny dos vetores normais, Egs. (5.67), dependem das coordenadas

(U, V) de modo que as derivadas parciais destas sdo dadas por

1
—177-3)2 -3
FEnyy =3 (V(:E)B(:I:)U(:I:)) ’ Fngy =5 (B UsViy)
(5.73)
1
“1y,-3)\2 -1
Snyy = -3 (U(i)B(:t)V(j:)> : Snyy =5 (BUsVis) 2.
A derivada covariante nffﬁ) é expressa entao como
~1/2BUl,y  1/2ByUsn)Vie) O 0
. 1/2B)Un)Viy  —1/2B)V, 0 0
Nap = F/ BaylUaVis)
0 0 R4 0
0 0 0 R(:I:) SiIl2 0
(5.74)
Ja que estamos definindo as hipersuperficies igualmente em termos das coordenadas (U, () V(i))
a curvatura extrinseca é dada por K(%) = —ngig Explicitamente temos

L (deU&) -U (i)dv(i))Q + Ry d? |
2B UV, ()

(£) 7« —
K5 dz"d2" = +,/B U Vs
(5.75)

Da Eq. (5.65), vemos que para 74y = R(4) as hipersuperficies de jungdo sao definidas
pela equagao U)V(4) = 0 o que implica diretamente que os vetores normais sao agora
vetores nulos. Além disso, a métrica induzida e curvatura extrinseca tornam-se singulares
de modo que o procedimento de colagem é impraticavel, pelo menos seguindo o formalismo

de Israel-Darmois.



Capitulo 6
Consideracoes finais

Os modelos de universo em rede onde a matéria é discreta, do tipo Lindquist-Wheeler,
constituem uma ferramenta importante na analise das propriedades globais do universo e
permitem estabelecer, pelo menos de forma aproximada, a relacao existente entre o com-
portamento de inomogeneidades a pequenas escalas e modelos espacialmente homogéneos
em escalas cosmolégicas. Estes modelos podem ajudar entender a geometria dindmica do
universo a partir da geometria do espago-tempo ao redor das diferentes estruturas que
o integram. Neste sentido, analisarmos a estrutura geométrica de um universo hipotético
formado por duas particulas massivas localizadas nos polos opostos de uma 3-esfera.

Vimos que, sob a configuracao considerada, nao é possivel colar duas solugoes de
Schwarzschild nas regides estéticas, mas sim através dos horizontes o qual implica in-
troduzir cascas finas as quais ndo teriam sentido fisico algum. Desta forma, nos deparamos
com a impossibilidade de construir um universo globalmente estético, analogo ao universo
estatico de Einstein. Considerando o caso em que a geometria do espago-tempo em cada
um dos hemisférios da 3-esfera é descrita pela solugao de Schwarzschild-de Sitter, a colagem
das duas métricas é permitida através das respectivas regides cosmoldgicas, conseguindo-se
assim um universo em expansao.

No caso em que a geometria gerada pelas particulas é descrita pela solucao de Reissner-
Nordstrom, a situagao é idéntica ao caso anterior, isto é, colar duas solucoes deste tipo
nas regides estaticas nao é possivel. As condigoes de junc¢ao determinam para a colagem
ser realizada através dos horizontes, porém, como antes, isto implica supor a existéncia de
cascas finas massivas e carregadas representando hipersuperficies nulas as quais careceriam
de sentido fisico em nosso contexto. De modo que, de acordo com o raciocinio seguido ao
considerar a solucao de Schwarzschild-de Sitter, passamos entao a considerar o caso da
solucao de Reissner-Nordstom-de Sitter. Colar duas métricas deste tipo é possivel nas
respectivas regioes cosmologicas.

O anteriormente mencionado implica na impossibilidade de ter um universo estético

constituido por dois corpos carregados cujas respectivas geometrias sao definidas pela so-
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lugao de Reissner-Nordstrom. Enquanto um universo em expansao é permitido ao conside-
rarmos a solucao de Reissner-Nordstrom-de Sitter.

Estes modelos, universos constituidos por duas particulas cujas geometrias sao descri-
tas pelas solugoes de Schwarzschild-de Sitter e Reissner-Nordstrom-de Sitter, sdo muito
simples. Embora tenhamos conseguido idealizar um universo em expansao a partir de ob-
jetos massivos rodeados por regites estaticas, ndao é possivel levar além a anéalise das suas
propriedades, por exemplo, calcular a taxa de expansao ou contracao dos mesmos. Por
outro lado, vemos que nas situagoes consideradas a constante cosmologica desempenha um
papel importante, tanto para o caso da solugdo de Schwarzschild como para a solugao de
Reissner-Nordstrom foi necessario introduzi-la para podermos realizar o procedimento de

colagem e obter assim universos em expansao.
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