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Resumo

Bom, C. R. Histórias Consistentes em modelos de Cosmologia Quântica Domina-

dos por Radiação. 2013. 120 f. Dissertação (Mestrado) - Instituto de Cosmologia Relati-

vidade e Astrofísica, Centro Brasileiro de Pesquisas Físicas, Rio de Janeiro, 2013.

A questão da singularidade primordial no universo é um dos temas centrais na construção

de um panorama global cientí�co que almeja uma descrição da totalidade da realidade fí-

sica à qual compete a Cosmologia moderna responder. Recentemente diversos trabalhos tem

a�rmado que modelos de cosmologia quântica, construídos a partir da equação de Wheeler-

DeWitt, são sempre singulares. Entretanto, para determinar precisamente o signi�cado do

termo singulares se vê necessário avaliar não só os valores médios das quantidades obser-

váveis, mas também estabelecer qual interpretação da mecânica quântica é utilizada para

solucionar o problema da medida. Diversos modelos que utilizam a interpretação de Broglie-

Bohm não singulares já são conhecidos, mas até o presente momento o mesmo não foi

demonstrado para nenhum modelo que utilize a interpretação de histórias consistentes. Essa

interpretação, ao contrário da teoria de Broglie-Bohm por exemplo, visa manter o arcabouço

mínimo da interpretação de Copenhague aplicado aos modelos cosmológicos.

Para o caso de modelos de Friedmann com campo escalar sem massa utilizando a inter-

pretação de histórias consistentes foi concluído, de maneira precisa, que esse tipo de modelo

sempre encontra uma singularidade quando avaliado em dois momentos no tempo embora

nada se possa concluir quando avaliado em 3 momentos de tempo. Já para a teoria de

Broglie-Bohm tais modelos não são singulares.

Nesta dissertação exploramos modelos de Friedmann dominados por radiação na interpre-

tação de histórias consistentes para tentar responder a questão da singularidade e mostramos

que estes não são singulares nos casos de curvatura espacial k = −1 e k = 0. Para o caso de

k = 1 demonstramos analiticamente que não é possível atribuir probabilidades consistentes

nos momentos do tempo considerados.

Palavras-chave: Cosmologia Quântica, Histórias Consistentes.
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Abstract

Bom, C. R. Histórias Consistentes em modelos de Cosmologia Quântica Domina-

dos por Radiação. 2013. 120 f. Dissertação (Mestrado) - Instituto de Cosmologia Relati-

vidade e Astrofísica, Centro Brasileiro de Pesquisas Físicas, Rio de Janeiro, 2013.

In recent years several papers had claimed that Friedmann Wheeler-deWitt Quantum

models are always singular. In order to make this assertion one must to choose a speci-

�c interpretation of quantum mechanics. Nowadays several nonsingular models using the

Broglie-Bohm quantum theory are known. However for a more conservative Consistent His-

tories approach this was never proved. The aim of this work is to study Friedmann-Lemâitre-

Roberson-Walker quantum models �lled with radiation using the consistent histories appro-

ach and state if there is a consistent probability associated to the question whether those

universes models can avoid a singularity. We consistently proved that the quantum radia-

tion �lled universes never reaches a singularity in the k = 0, k = −1 cases evaluated in the

in�nity past and the in�nity future. Di�erently of the Broglie-Bohm result we have shown

analytically that there is not a consistent probability associated in the k = 1 case.

Keywords: Quantum Cosmology, Consistent Histories.
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Capítulo 1

Introdução

P. O universo foi criado, ou existe de toda eternidade, como Deus?

R. É fora de duvida que ele não pode ter feito a si mesmo. Se existisse, como Deus, de toda

eternidade, não seria obra de Deus

Livro dos Espíritos, pergunta de no 37

Quanto mais falamos do Universo,

menos o compreendemos.

O melhor é ascultá-lo em silêncio.

trecho de Tao Te Ching, poema 5, Lao-tsé traduzido por Humberto Rohden

A questão da gênese, ou se ocorreu uma, é um ponto de interesse quase universal e recor-

rente nas mais diversas culturas, muito antes de ser estabelecido um discurso cientí�co sobre

ela. Mesmo neste contexto já são perceptíveis diversos padrões e visões sobre um possível

inicio e algumas poucas vezes a noção de eternidade desta totalidade do mundo sensível,

identi�cada aqui como Universo (Mello 1991). Posteriormente, esta questão foi novamente

formulada em um contexto teológico que motivou intenso debate acadêmico durante séculos

(Rowe 1975; Craig 2000).

A partir do inicio do séc XX, este cenário seria alterado com o desenvolvimento da Re-
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latividade Geral (RG) (Adler et al. 1975; Misner et al. 1973). Foi possível então estabelecer

um discurso cientí�co sobre a totalidade sensível. Em grandes escalas a interação gravita-

cional é dominante e a gravitação Newtoniana se mostrou inconsistente para formular um

modelo sobre a totalidade. Neste sentido, a RG promoveu um alargamento de horizontes de

conhecimento cientí�co, sendo possível tratar a questão de origem do universo, se houve uma

origem, discussão esta que estava apenas no âmbito da Metafísica e da Teologia. Contudo,

foi necessário estabelecer algumas hipóteses de trabalho bastantes simpli�cadoras na RG

(Adler et al. 1975):

1. A existência de um tempo global.

2. O conteúdo do Universo pode ser modelado como um �uido perfeito.

3. O Universo é homogêneo e isotrópico em grandes escalas

A primeira hipótese impõe que podemos identi�car 3 dimensões espaciais e 1 temporal

de maneira separada, recuperando assim uma noção de tempo usual. A segunda é uma sim-

pli�cação para deixar os modelos mais tratáveis. A terceira é uma rea�rmação do princípio

de Copérnico, no qual não estamos em algum referencial privilegiado. A partir daí o primeiro

modelo de universo eterno foi desenvolvido, o universo de Einstein (Adler et al. 1975), no

qual não há dinâmica. A partir das observações da expansão do Universo, a dinâmica foi

incluída e o modelo de Friedmann-Lemâitre-Roberson-Walker (FLRW) começou sua cami-

nhada rumo ao domínio do cenário cosmológico.

Este último admitia a presença de singularidades, isto é, regimes nos quais quantidades

como a curvatura e a densidade de energia tendem ao in�nito. Em especial, este modelo

mudou o paradigma do Universo Eterno de Einstein, introduzindo um inicio singular que

�cou conhecido como �Big Bang�. A presença da singularidade se tornou tema de debate, era

possível argumentar que as singularidades resultavam das simetrias impostas ao problema

e que não representavam, de fato, uma solução �sicamente aceitável. Esse debate foi, por

parte da comunidade, colocado em segundo plano pelos teoremas da singularidade de Pen-
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rose (Hawking & Ellis 1973), nos quais foi mostrado que singularidades ocorrem na RG em

condições bastante genéricas e que são inerentes à teoria.

Todavia, pouco era compreendido sobre o que acontecia em escalas próximas a singula-

ridade e é possível argumentar que não é uma atitude cienti�camente coerente admitir que

existiu um momento no tempo, um inicio, no qual toda informação nos é privada. Entretanto,

é possível também que estejamos diante de uma barreira na natureza que seja intransponível

para o conhecimento cientí�co, mas ainda que este seja o caso, o paradigma cientí�co nos

induz a formular novas abordagens e teorias para tentar transpor-la. Uma perspectiva seria

considerar que a singularidade é fruto da aplicação da RG fora dos seus limites de validade.

Neste caso a RG seria o limite de baixas energias de uma teoria mais completa, seja uma

teoria de Gravitação Quântica ou uma teoria de RG modi�cada. Sobre estas últimas des-

tacamos as que fazem correções na ação de Einstein-Hilbert com potencias do escalar de

curvatura, ou contrações do tensor de Riemann, as teorias f(R) (Sotiriou & Faraoni 2010).

No contexto mais especí�co da singularidade do Big Bang, o modelo FLRW e seu desen-

volvimento, que �cou conhecido como Modelo Padrão da Cosmologia, por exemplo descrito

em (Peebles 1993; Mukhanov 2005; Weinberg 2008; Peter & Uzan 2009), obteve grande su-

cesso ao explicar a Radiação Cósmica de Fundo (RCF), a abundância de elementos leves e

expansão do Universo. Ficou estabelecido que o Universo passou por uma fase mais densa e

quente no passado onde era dominado por um �uido de radiação, e o problema da singulari-

dade inicial passou a ser compreendido como um regime além desse modelo. Uma abordagem

para este regime foram os chamados modelos in�acionários (Guth 1981; Linde 1982). Esses

modelos tentavam explicar algumas escolhas de condições iniciais do Universo, a planeza

observada e o problema do horizonte, além de explicarem as perturbações de densidade, que

são elemento essencial para formação de estruturas. As perturbações são construídas a partir

de �utuações quânticas que teriam ocorrido em um período de expansão acelerada, ou seja,

in�ação. Entretanto, estes modelos também encontraram limitações. Foi demonstrado que

modelos in�acionários não são capazes de evitar a singularidade inicial (Borde et al. 2003)

e a homogeneidade prevista por este cenário necessita da que pelo menos uma pequena

parte causalmente conexa seja homogênea no Universo primordial, portanto, não soluciona

por completo esta questão. Desta maneira os resultados do cenário in�acionário estão re-
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lacionados às previsões à respeito das condições iniciais do Universo, e por consequência

qualquer outro modelo, como por exemplo, de Universo Eterno com ricochete que se propo-

nha a solucionar estes problemas são propostas válidas. Esta proposta teria, por construção,

a vantagem de solucionar o problema da singularidade.

Diversos modelos com fase de contração em t → −∞ e com expansão em t → +∞,

intercalados com uma fase de transição não singular que chamamos de ricochete foram

propostos, alguns no contexto das teorias f(R) já citadas ou em modelos quânticos. No

caso desses últimos surgiu a necessidade de quantizar a Gravitação. Uma proposta para

isso seriam os modelos de Cosmologia Quântica construídos via Loop Quantum Gravity

(LQG)(Ashtekar & Lewandowski 2004; Rovelli 2011), conhecidos como modelos de Loop Quan-

tum Cosmology (LQC)(Ashtekar et al. 2006a; Ashtekar et al. 2006b; Ashtekar & Singh 2011a)

nos quais a gravitação se torna uma interação repulsiva no regime quântico próximo a singu-

laridade. Da mesma forma, também foram propostos modelos quânticos construídos através

da Quantização Canônica via equação de Wheeler-DeWitt (Wheeler 1965; DeWitt 1967) ou

utilizando o formalismo Arnowitt-Deser-Misner(ADM)(R. Arnowitt et al. 1962), por exem-

plo.

Alguns autores tem alegado que os modelos de Cosmologia Quântica via Wheeler-DeWitt

são sempre singulares (Ashtekar et al. 2008a; Craig & Singh 2010; Ashtekar & Singh 2011a)

a medida que outros a�rmam ter evitado a singularidade (Lemos 1996a; de Barros et al. 1998b;

de Barros et al. 1998a; Pinto-Neto & Jr. 2001; Lemos 1996b; Pinto-Neto et al. 2012). En-

tretanto, quando se tratando de uma teoria quântica nos vemos diante de outras questões

que não se colocavam nos modelos clássicos e se vê necessária uma de�nição precisa do que

signi�ca evitar a singularidade em um contexto quântico. Na Mecânica Quântica na sua

interpretação mais usual, conhecida como interpretação de Copenhague, os observadores

clássicos tem um papel dinâmico ao colapsar a função de onda para um determinado estado

durante o processo de medida, de forma que a pergunta se um determinado Universo quântico

é singular pressupõe um mundo clássico externo no qual o sistema quântico está envolvido.

Isso faz com que esta interpretação não seja adequada. Portanto, é necessária a utilização

de outras interpretações ou teorias da Mecânica Quântica para que este tipo de pergunta

seja formulada de maneira precisa. Neste contexto surgiram diversas propostas, como a te-
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oria de Broglie-Bohm (Holland 1995), Vários Mundos (Dewitt & Graham 1973), Colapso

Espontâneo (Pearle ) e Histórias Consistentes (Omnes 1994; Gell-Mann & Hartle 1990a),

sendo esta última é a interpretação mais conservadora. Investigações em modelos FLRW

plano com campo escalar mostraram que a interpretação de Histórias Consistentes e a teo-

ria de Broglie-Bohm chegam a conclusões discrepantes a cerca da questão da singularidade

(Craig & Singh 2010; Pinto-Neto et al. 2012) onde o sistema foi quantizado utilizando ape-

nas as frequências positivas da equação de Klein-Gordon. Neste modeloca interpretação das

Histórias Consistentes concluí que a singularidade é inevitável se considerados dois momen-

tos no tempo, t → ±∞ a medida de Broglie-Bohm admitia soluções não singulares. Esta

discrepância pode estar relacionada ao fato de que a equação dinâmica neste modelo é uma

equação tipo Klein-Gordon e não uma equação tipo Schrödinger. Além disso, diferentes es-

quemas de quantização podem levar a resultados distintos nestas duas interpretações, por

exemplo em (Pinto-Neto et al. 2012), a quantização Klein-Gordon induzida admite soluções

com ricochete em Broglie-Bohm e é inconclusiva na abordagem das Histórias Consistentes.

Nesta dissertação, discutimos a interpretação de Histórias Consistentes no contexto de

dois modelos de universo quântico FLRW com dois tipos de conteúdo, um campo escalar

livre com massa nula minimamente acoplado e um �uido de radiação. Formulamos um

critério para responder de maneira clara e precisa a pergunta se um dado modelo é ou não

singular no contexto das Histórias Consistentes. Este é posteriormente aplicado aos modelos

apresentados, no caso do campo escalar obtivemos o resultado de (Craig & Singh 2010).

Para os modelos com �uido de radiação concluímos que estes evitam a singularidade nos

caso plano e hiperbólico, já para caso esférico obtivemos que a família de histórias não é

consistente para os momentos do tempo considerados. Por �m foi feita uma comparação com

os resultados obtidos com a abordagem da teoria de Broglie-Bohm para os mesmos modelos.

A dissertação está dividida como se segue: no capítulo (2) introduziremos o problema da

medida em Cosmologia Quântica e a necessidade de interpretação alternativas da Mecânica

Quântica. A seguir na seção (2.2) apresentaremos a Interpretação de Histórias Consisten-

tes, e para efeito de comparação na seção (2.3) apresentaremos sucintamente a Teoria de

Broglie-Bohm. No capítulo (3) aplicaremos quantização canônica na RG. Para isto na seção

(3.1) introduziremos a separação do espaço tempo em espaço e tempo. A seguir, na seção
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(3.2), construiremos o formalismo hamiltoniano para a RG e na seção (3.3) en�m aplicare-

mos a quantização canônica e obteremos a equação de Wheeler-DeWitt. Na subseção (3.3.1)

faremos um breve comentário dos problemas desta equação. No capítulo (4) discutiremos os

modelos cosmológicos que serão abordados na dissertação, na seção (4.1) será apresentado

o modelo com um campo escalar clássico e posteriormente na subseção (4.1.1) o modelo

quântico. À seguir, na seção (4.2) apresentaremos o modelo dominado pelo �uido de radia-

ção clássico e exploraremos sua contrapartida quântica em (4.2.1) e (4.2.2). No capítulo (5)

discutiremos a interpretação de Histórias Consistentes destes modelos. Na seção (5.1) discu-

tiremos o critério para que um dado Universo Quântico seja singular e em (5.2) aplicaremos

este critério para o modelo com campo escalar. Na seção (5.3), aplicaremos este critério ao

modelo com �uído de radiação. Finalmente, na seção (5.3.4) faremos uma comparação com

os resultados obtidos para os mesmos modelos em Broglie-Bohm. O capítulo (6) apresenta

nossas conclusões e perspectivas.



Capítulo 2

Histórias Consistentes

2.1 Problema da Medida e Cosmologia

No decorrer do século passado, a Mecânica Quântica se tornou uma grande conquista da

ciência moderna, não só pelo nível de precisão de suas previsões, mas também por ter caráter

universal. Era possível en�m explorar a natureza a um nível mais fundamental. O impacto

de seu desenvolvimento transcendeu a academia, atingiu profundamente a sociedade pelas

tecnologias desenvolvidas a partir dela e por causar estranheza ao senso comum e à todos

sejam eles cientistas, �lósofos, historiadores da ciência ou leigos que tentavam entender seus

conceitos (Cushing & McMullin 1989). Neste contexto, uma das grandes di�culdades sobre

os fundamentos dessa teoria passa por entender o que é, ou o que signi�ca o ato de observar

e o papel do observador.

A Mecânica Quântica, que aqui chamaremos de convencional, por exemplo descrita em

(Pauli et al. 1955; Cohen-Tannoudji et al. 1986; Sakurai 1985), possui duas leis dinâmicas.

Dado um estado |Ψ(t)〉, são elas:

1. A evolução de um estado quântico |Ψ(t)〉, enquanto um experimento não é realizado,

é dada pela equação de Schrödinger:

ı~
d |Ψ(t)〉
dt

= Ĥ(t) |Ψ(t)〉 . (2.1)

2. Após uma medida ser efetuada, com um autovalor an, a função de onda colapsa para

o estado:

7
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|Φ〉 =
Pn |Ψ〉√
〈Ψ|Pn |Ψ〉

, (2.2)

onde Pn é o projetor que, atuando em |ψ(t)〉, vai transformá-lo em um autovetor cujo au-

tovalor é an. Nesta formulação o papel do observador se torna fundamental na evolução do

sistema. Ela também assume a existência de um Universo clássico no qual o sistema quântico

está contido e que uma ação clássica é a responsável pelo colapso descrito em (2.2).

Quando se trata da totalidade da realidade sensível estudada na Cosmologia, isto é,

um sistema fechado como Universo e, considerando que a Mecânica Quântica seja a teoria

universal e mais fundamental que a física clássica, e não o contrário estes pressupostos se

tornam não só incômodos mas até mesmo inaceitáveis para aqueles que buscaram alternativas

na formulação da Mecânica Quântica, sejam eles motivados para tratar esse problema no

âmbito da Cosmologia ou como um problema de fundamentos da teoria (Holland 1995;

Pinto-Neto 2010; Omnes 1994; Dewitt & Graham 1973).

Uma alternativa a esse tipo de problema seria considerar que a Mecânica Quântica é

uma teoria de variáveis escondidas, como por exemplo, o caso da da teoria de Broglie-

Bohm (Holland 1995) que assume que a posição de um determinado sistema quântico possui

realidade objetiva, isto é, que a posição e a trajetória existem em si mesmos, independentes

da ação ou existência do observador. Este tipo de teoria impõe que certas informações na

natureza, por exemplo a distribuição de posições iniciais da partícula, que são inacessíveis

ao conhecimento do discurso cientí�co no regime quântico. No caso desta teoria, a função de

onda seria responsável por �guiar� a partícula, por isto também é conhecida como Teoria da

Onda Piloto. Esta visão faz frente a idéia da interpretação convencional, ou de Copenhague,

que assume que o valor medido dos observáveis não estavam de�nidos, ou seja, que não

existiam em si mesmos e seriam apenas potencialidades, antes do processo de medida clássico

ser realizado. A interpretação dá um passo além ao a�rmar que, como os observáveis são

potencialidades, a função de onda Ψ(t) é a descrição mais completa possível de um sistema

físico e contém toda informação passível de ser conhecida.

Sem dúvida que cada teoria deve impor seus próprios limites de validade e aplicabilidade,

mas com o surgimento da Mecânica Quântica é a primeira vez que uma teoria física de grande
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relevância e impacto se propõe a discutir, através da interpretação de seus fundadores, limites

do que se pode saber e perguntar sobre a realidade física. Isso signi�ca que cada visão,

a realista de Broglie-Bohm e a não-realista de Copenhague concorrem para criar limites

epistemológicos distintos na própria realidade sensível, mas sempre é possível argumentar

que essa discussão seja, de fato, um indício de que estamos diante de uma teoria incompleta

e ainda em desenvolvimento e que esses tipos de limites epistemológicos estejam além do

escopo do discurso cientí�co.

Uma visão mais conservadora que a perspectiva de variáveis escondidas, mas ainda sim,

compatível com o contexto da cosmologia moderna é a interpretação das Histórias Consisten-

tes (Omnes 1994), e seus desdobramentos, algumas vezes referidos como Mecânica Quântica

Generalizada (Gell-Mann & Hartle 1990a). Esta última tenta ampliar o arcabouço ideoló-

gico básico da interpretação de Copenhague. Tratando-se de uma teoria de sucesso como a

Mecânica Quântica tradicional, isso pode ser entendido como uma vantagem. Nas próximas

seções apresentaremos a perspectiva das Histórias Consistentes que norteará o desenvol-

vimento desta dissertação no contexto da Cosmologia Quântica e, como um contraponto,

apresentaremos a seguir a teoria de Broglie-Bohm.

2.2 Interpretação de Histórias Consistentes

Esta interpretação, como referida na seção anterior, é uma tentativa de generalizar as

idéias da Interpretação de Copenhague, visando eliminar a necessidade do observador clás-

sico, sem que para isso seja necessária uma nova teoria, como no caso de Broglie-Bohm, ou

precisar de conceitos ainda mais estranhos que as noções da Mecânica Quântica usual como

no caso da Teoria de Vários Mundos (Dewitt & Graham 1973). Nossa abordagem seguirá

a formulação de (Omnes 1994)(outras versões da mesma são possíveis como, por exem-

plo, (Gell-Mann & Hartle 1990a)). Nesta dissertação iremos apresentar os aspectos gerais

da Interpretação de Histórias Consistentes que será posteriormente aplicada ao problema da

Cosmologia Quântica. O aspecto fundamental desta interpretação é considerar que existe

uma probabilidade associada a uma história, isto é, uma sucessão no tempo de auto-valores

de um determinado observável, de maneira independente da ação do observador. Neste sen-
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tido, a Interpretação de Histórias Consistentes se propõe a ser realista ao rejeitar a ideia das

potencialidades de cada observável da Mecânica Quântica de Copenhague.

Considerando um conjunto de observáveis Aα, com intervalos de autovalores ∆aαk de um

sistema quântico de�nido no espaço de Hilbert, com Hamiltoniana H, e o propagador

U(ti − tj) = exp (−ıH(ti − tj)), (2.3)

onde consideramos ~ = 1, uma história h pode ser representada pelo operador Ch como

um produto de projetores Pα
∆ak

(t), que correspondem aos intervalos de autovalores ∆aαk , no

espaço de Hilbert:

Ch = Pα1
∆ak1

(t1)...P
αn−1

∆akn−1
(tn−1)Pαn

∆akn
(tn), (2.4)

onde Pα
∆ak

(t) = U †(t)Pα
∆ak

U †(t).

Podemos distinguir dois tipos de histórias: as �namente granuladas, e as granuladas

grosseiramente. As primeiras são histórias que tratam com um intervalo mais restrito de

autovalores que são a descrição mais precisa possível que um sistema quântico possa ter,

desde que as probabilidades de�nidas por ela sejam consistentes. Mais adiante de�niremos

precisamente o que signi�ca um conjuntos de histórias com probabilidades consistentes e por

conseguinte uma família de histórias consistentes. As histórias grosseiramente granuladas

são conjuntos de histórias �namente granuladas que tratam de uma descrição �sicamente

relevante, isto é, em geral lidam com um intervalo mais amplo de autovalores pois essas

histórias são construídas para responder perguntas de interesse físico. No caso da Cosmologia

Quântica formularemos uma família de histórias (ver capítulo 5) para responder a pergunta:

o Universo é singular?

Uma função de onda que representa o ramo da história h é de�nida por:

|Ψh〉 = C†h |Ψ〉 , (2.5)

onde se vê que |Ψh〉 é não normalizada. A função de onda da eq. (2.5) representa o estado

inicial |Ψ〉 evoluindo através de valores t, em geral descontínuos, que substituem a noção do
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colapso da interpretação de Copenhagen. Desta forma |Ψh〉 está de�nida para os momentos

t1...tn e não depende de t, não satisfazendo a equação de Schrödinger (2.1). Todavia é possível

recuperar a função de onda do espaço tempo usual:

Ch(t) = ChU
†(t− t0), (2.6)

e

|Ψ(t)〉 = C†h(t) |Ψ〉

= U(t− t0) |Ψh〉

= U(t− tn)P
αn−1

∆akn−1
U(tn − tn−1)...

× Pα1
∆ak1

U(t1 − t0) |Ψ〉 . (2.7)

A probabilidade de um intervalo de autovalores ∆aαiki , designado pelo projetor P
αi
∆aki

para

o observável Aαi é dado por (Gleason 1953):

p(∆aαiki ) = Tr(ρ̂P∆aki
), (2.8)

onde Tr é o traço, ρ̂ é o operador densidade (para um estado puro ρ̂ = |Ψ〉 〈Ψ|). Para produtos

de projetores, como no caso de uma história, é possível conjecturar que (Omnes 1994):

p = Tr
(
Pα1

∆ak1
(t1)...Pαn

∆akn
(tn)ρ̂Pα1

∆ak1
(t1)...Pαn

∆akn
(tn)

)
. (2.9)

Para um estado puro, a eq. (2.9) para uma história h se reduz à:

p = |Pα1
∆ak1

(t1)...P
αn−1

∆akn−1
(tn−1)Pαn

∆akn
(tn) |Ψ〉 |2

= |C†h |Ψ〉 |
2 = 〈Ψh |Ψh〉 . (2.10)

Para uma determinada família de histórias, desejamos impor algumas condições para que a

probabilidade associada a elas seja dita consistente. Dada uma família de histórias {h, h′}

disjuntas, ou seja, que Pαi
∆aki

(ti)P
αj
∆akj

(tj) = 0 para pelo menos algum par i, j, a história é
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consistente se:

p(h+ h′) = p(h) + p(h′), (2.11)

e, então, uma probabilidade pode ser atribuída a cada história. Consideramos agora o caso

da família de histórias disjuntas {h, h′} representadas por Ch = P 1
∆a1

(t1)P 2
∆a2

(t2) e Ch′ =

P ′1∆b1
(t1)P ′2∆b2

(t2) com dois momentos no tempo t1 e t2 e P 1
∆a1

(t1)P ′1∆b1
(t1) = 0. A eq. (2.11)

se torna:

p(h+ h′) = Tr
{
P 2

∆a2
(t2)

(
P 1

∆a1
(t1) + P ′1∆b1

(t1)
)
ρ̂
(
P 1

∆a1
(t1) + P ′1∆b1

(t1)
)}

= p(h) + p(h′) + Tr
{
P 2

∆a2
(t2)P ′1∆b1

(t1)ρ̂
}

+ Tr
{
P 2

∆a2
(t2)P 1

∆a1
(t1)ρ̂P ′1∆b1

(t1)
}
,(2.12)

e, portanto, esta família de histórias é consistente se:

Tr
{
P 2

∆a2
(t2)P ′1∆b1

(t1)ρ̂
}

+ Tr
{
P 2

∆a2
(t2)P 1

∆a1
(t1)ρ̂P ′1∆b1

(t1)
}

= 0. (2.13)

Considerando que os projetores são operadores hermitianos podemos simpli�car a eq. (2.13)

para:

Re
{

Tr[P 2
∆a2

(t2)P 1
∆a1

(t1)ρ̂P ′1∆b1
(t1)]

}
= 0, (2.14)

sendo Re a parte real. Para histórias com maior número de momentos no tempo as condições

de consistência não são tão simples como as da eq. (2.13), e para simpli�car o problema, na

referência (Gell-Mann & Hartle 1990b) foi sugerido um critério su�ciente, mas não necessá-

rio. Para isso introduzimos o funcional de descoerência:

D(h, h′) = Tr{C†hρ̂Ch′}. (2.15)

Para um estado puro, que será o caso de interesse nos próximos capítulos, o funcional de

descoerência se escreve:

D(h, h′) = 〈Ψh′ |Ψh〉 . (2.16)
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Considerando que, para cada observável,
∑

k P
α
∆ak

= 1 temos que

∑
h

Ch =
∑
k1

∑
k2

...
∑
kn

Pα1
∆ak1

(t1)Pα2
∆ak2

(t2)...Pαn
∆akn

(tn) = 1, (2.17)

e, portanto ∑
h

|Ψh〉 =
∑
h

C†h |Ψ〉 = |Ψ〉 . (2.18)

Substituindo a eq. (2.18) em (2.16) obtemos que o funcional de descoerência é normalizado:

∑
h,h′

D(h, h′) = 〈Ψ |Ψ〉 = 1. (2.19)

A condição su�ciente para consistência de uma família de histórias é que elas obedeçam, ao

menos aproximadamente, à:

D(h, h′) = 0, h 6= h′, (2.20)

isto é, não há interferência entre ramos de diferentes histórias. Naturalmente que, quanto

mais precisos os auto valores associados às histórias, ou seja, quanto mais �namente granu-

lados, é menos provável que a família de histórias seja consistente. Por outro lado, histórias

grosseiramente granuladas de�nidas em um número menor de momentos no tempo, e consi-

derando o fenômeno da descoerência, podem satisfazer em maior número de casos, mesmo

que aproximadamente, a eq. (2.20). Neste caso o funcional de descoerência pode ser escrito

como:

D(h, h′) = 〈Ψh |Ψh′〉 = p(h)δh′h, (2.21)

onde δij é o delta de Kronecker. Portanto, ao se de�nir uma família de histórias é su�ciente

veri�car se o funcional de descoerência é diagonal para que as probabilidades associadas à

cada história façam sentido.

O passo seguinte na interpretação de Histórias Consistentes foi construir uma lógica

consistente de maneira a estabelecer os tipos de predicados que podem ser construídos e

delimitar o tipo de perguntas à serem formuladas. Seja o conjunto do domínio dos au-

tovalores do observável Aα. Os conectivos lógicos básicos conjunção, disjunção e negação,

são associados às operações elementares da teoria de conjuntos interseção (∪), união(∩),
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e complemento respectivamente. Todavia, para o mesmo sistema físico, diferentes lógi-

cas consistentes associadas à suas respectivas famílias levam a previsões contraditórias

(d'Espagnat 1989; Bassi & Ghirardi 2000; Gri�ths 2000). Estas lógicas são ditas comple-

mentares, isto é, não é possível formular uma lógica mais geral da qual as demais sejam

deduzidas e são, portanto, inconsistentes entre si.

O fenômeno da descoerência detalha o processo no qual estados superpostos não são

observados em sistemas macroscópicos. Entretanto, ele não responde ao problema da medida

ao não explicar porque um determinado autovalor é observado. Neste aspecto, as Histórias

Consistentes associam probabilidades a um conjunto de autovalores em instantes no tempo,

respondendo, assim, que existem histórias mais prováveis que as demais, caso elas sejam

consistentes. Mas para selecionar uma única história, que é a observada, ainda é necessário

postular a existência de uma realidade física única. Para enfrentar estas di�culdades, critérios

mais restritos e explícitos para construção das famílias de histórias podem ser desenvolvidos.

2.3 Teoria de Broglie-Bohm

Nesta seção apresentaremos sucintamente a Teoria de Broglie-Bohm. Por simplicidade,

e por ser um exemplo bastante ilustrativo dos paradigmas propostos pela teoria, nos con-

centraremos no caso não relativista. Como comentado na seção (2.1), na perspectiva de

Broglie-Bohm a posição e trajetória dos objetos quânticos possuem realidade objetiva, no

sentido de que são independentes da ação de observadores clássicos. A teoria propõe que a

velocidade de uma partícula seja determinada pela função de onda, ou onda piloto, através

da equação:

d~xi
dt

=
~ji(~x1...~xN , t)

|Ψ(~x1...~xN , t)|2
, (2.22)

para um sistema de N partículas não relativísticas, onde ~xi representa o vetor posição da

i-ésima partícula, Ψ representa a função de onda que �guia� a partícula e ~ji é a corrente quân-

tica. Se a Hamiltoniana possuí apenas um termo cinético usual
∑

(1/mi)∇2
i e de potencial

V (~x1...~xN , t) a corrente quântica pode ser escrita como:
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~ji(~x1...~xN , t) =
1

mi

Im
(

Ψ?~∇Ψ
)

=
1

mi

~∇S(~x1...~xN), (2.23)

sendo Im a parte imaginária, S(~x1...~xN) a fase da função de onda Ψ = A exp (ıS/~). Se

por um lado a proposta da teoria de Broglie-Bohm elimina o incômodo conceitual gerado

pela não existência da posição e trajetória independentes do observador da interpretação

convencional, por outro ele propõe algo radical, uma lei dinâmica de primeira ordem em ~xi,

contrariando as noções legadas pelas leis de Newton. No caso relativístico, com N partículas,

esse tipo de equação dinâmica tem implicações diretas sobre a invariância de Lorentz que

não é respeitada à nível das trajetórias Bohmianas (Berndl et al. 1996; Valentini 1997).

Podemos observar da eq. (2.22), e considerando que ~xi está de�nida para todo t, que para

determinar o sistema completamente é necessária a função de onda inicial e as posições ini-

ciais das partículas. Estas ultimas são variáveis adicionais que não existem na interpretação

tradicional, sendo consideradas as variáveis escondidas da teoria. Pode-se argumentar, por

outro lado, que como as posições das partículas podem ser medidas as variáveis escondidas

seriam de fato a onda piloto (Holland 1995; Bell 2004).

Nesta teoria, a função de onda Ψ(~x1...~xN) satisfaz a equação de Schrödinger usual (2.1).

Para o caso de Hamiltonianas usuais com o termo cinético e potencial, na representação das

coordenadas, podemos escrevê-la como:

ı~
dΨ(~x1...~xN , t)

dt
=

[
−

N∑
i=1

~
2mi

∇2
i + V (~x1...~xN , t)

]
Ψ(~x1...~xN , t). (2.24)

A eq. (2.22) das trajetórias bohmianas pode ser convenientemente reescrita utilizando

(2.23)

~pi = mi
d~xi
dt

= ~∇iS(~x1...~xN , t), (2.25)

sendo ~pi os momenta, e se vê a analogia entre a teoria de Hamilton-Jacobi onde S(~x1...~xN , t)

seria a função principal de Hamilton. Um exemplo bastante ilustrativo das trajetórias Boh-

mianas pode ser visto para um experimento de fenda dupla na �gura (2.1). Neste exemplo

se nota que, considerando a teoria de Broglie-Bohm, as trajetórias Bohmianas nos permi-

tem a�rmar por qual fenda a partícula passou, uma informação que não está presente na
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interpretação convencional.

Figura 2.1: Trajetórias Bohmianas para um experimento de fenda dupla. Figura retirada da refe-

rência (Philippidis et al. 1979).

Ao considerar Ψ = A exp (ıS/~), e separar a eq. (2.24) em parte real e imaginária obte-

mos:

∂S

∂t
+

N∑
i=1

(~∇iS)~∇iS

2mi

+ V −
N∑
i=1

~2

2mi

∇2
iA

A
= 0, (2.26)

∂A2

∂t
+

N∑
i=1

(~∇i)(A
2~∇iS)

mi

= 0. (2.27)

Note que a eq. (2.26) tem a forma de uma equação de Hamilton-Jacobi com um termo

adicional:

Q := −
N∑
i=1

~2

2mi

∇2
iA

A
, (2.28)

que chamamos de potencial quântico. Essa formulação, novamente, oferece uma vantagem no

sentido de que o limite clássico possui uma interpretação direta: o regime quântico é aquele

no qual o termo de potencial quântico não é desprezível, pois quando Q = 0 recuperamos

as trajetórias clássicas. Entretanto, o potencial quântico depende da amplitude da função

de onda A e é um termo de potencial diferente do usual pois o potencial interage com

a partícula, mas esta não é fonte do potencial, uma situação pouco comum em Mecânica

Clássica e mesmo na Mecânica Quântica convencional. O limite clássico dessa teoria �ca

ainda mais evidente se derivarmos (2.25) e utilizarmos (2.26):
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d2~xi
dt2

= −~∇iV − ~∇iQ. (2.29)

A interpretação da eq. (2.27) é dada considerando que os campos de velocidade das

partículas satisfazem (2.25), e a distribuição inicial de suas posições é P0 = A2(t0), então

(2.27) representa uma equação de continuidade para A2(t), obtendo assim a regra de Born,

P (t) = A2(t). Entretanto foi demonstrado em (Valentini 1991) que a regra de Born pode ser

obtida mesmo sem assumirmos P0 = A2(t0).

No contexto da Cosmologia Quântica, a teoria de Broglie-Bohm responde de maneira

e�ciente à questão do observador presente na Mecânica Quântica convencional ao assumir o

existência das trajetórias sem a presença do experimentador. Com relação a questão sobre se

efeitos presentes em uma teoria quântica são capazes de evitar as singularidades dos modelos

Cosmológicos clássicos, é preciso analisar como o termo de potencial quântico Q altera as

trajetórias clássicas.
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Capítulo 3

Quantização Canônica da Gravitação

A partir da RG foi possível construir os primeiros modelos cosmológicos. Porém, o modelo

cosmológico padrão prevê uma fase densa e quente, dominada por um �uido de radiação,

onde o Universo era pequeno, próxima à suposta singularidade inicial. Neste regime é possível

que efeitos quânticos tenham sido importantes. Para investigar estes efeitos seria preciso

uma teoria de gravitação quântica. Até os dias de hoje, não existe uma teoria quântica

da gravitação bem estabelecida. Compatibilizar a RG e a Mecânica Quântica (MQ) tem

se mostrado um trabalho hérculeo para a comunidade cientí�ca durante décadas. Uma das

questões mais proeminentes é o fato das duas teorias serem formuladas com linguagens

conceitualmente diferentes. Enquanto a Mecânica Quântica foi formulada em termos de

Hamiltonianas, a Relatividade Geral foi formulada em um contexto covariante no qual o

tempo não tem um papel distinto em relação as coordenadas espaciais. Outro fator que

contribui para estas di�culdades é a não linearidade inerente da RG.

Assim, uma tentativa de levar a RG a uma linguagem compatível com a Mecânica Quân-

tica é construi-la em um formalismo hamiltoniano (Symon 1960; Lanczos 1970; Goldstein et al. 2002).

Para isto, se vê necessário separar as quantidades do espaço-tempo em espaço e tempo. Sendo

a RG uma teoria invariante por transformações gerais de coordenadas, surgirão vínculos entre

as coordenadas e os momenta. Para solucionar estas di�culdades a teoria adequada é o forma-

lismo de Bergmann-Dirac (Dirac 1951; Hanson et al. 1976; Sundermeyer 1982) desenvolvido

para tratar sistemas hamiltonianos vinculados de maneira consistente. O passo seguinte é

quantizar o sistema e, no caso desta dissertação, utilizaremos a quantização canônica e par-

19
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tindo desta última chegaremos a equação de Wheeler-DeWitt (Wheeler 1965; DeWitt 1967).

Esta é a equação que de�ne a evolução da função de onda da geometria do espaço-tempo e

possui diversos problemas, como o signi�cado do tempo em cosmologia quântica, problemas

de ordenamento, a necessidade de imposição de condições de contorno para obter uma solu-

ção única para esta equação e até mesmo a própria interpretação da mesma (Halliwell 1990).

Este capítulo está dividido da seguinte forma: na seção (3.1) apresentaremos a separação

3+1 do espaço e tempo. A seguir em (3.2) construiremos a formulação hamiltoniana da RG,

onde será utilizado o algoritmo de Bergmann-Dirac, na seção (3.3) apresentaremos a quan-

tização canônica, a equação de Wheeler-DeWitt e uma breve descrição de seus problemas.

3.1 Separação 3+1

A separação de espaço-tempo em espaço e tempo na lagrangiana de Einstein-Hilbert é

uma tentativa de destacar o tempo para que seja possível retomar o arcabouço do formalismo

Hamiltoniano. Para um métrica do espaço tempo gµν de�nida na 4-variedade M4 o tensor

de curvatura é de�nido como

Rα
βµν := Γαβν,µ − Γαβµ,ν + ΓαµεΓ

ε
βν − ΓανεΓ

ε
βµ , (3.1)

sendo que (, ) denota a derivada parcial e Γαµν os símbolos de Christo�el. Seja o escalar de

curvatura

R := gµνRλ
µλν . (3.2)

De�nimos a ação de Einstein-Hilbert:

Fg :=

∫
d4x
√
−gR , (3.3)

onde g = Det(gµν), c = 1, 16πG = 1, os índices gregos variam de 0 a 3 e os latinos de 1 a 3

exceto se dito o contrário.

A seguir escolhemos um parâmetro para de�nir a evolução dinâmica do sistema. Escolhe-

mos x0 = t e, portanto, x0 fará o papel de tempo. Isto implica que folheamos o espaço-tempo
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de�nido na 4-variedade M4 em hiper superfícies t = cte, restringindo a topologia do espaço

tempo para R×M3, sendo queM3 poderá ter qualquer topologia. Este procedimento elimina

a covariância da RG e ao mesmo tempo não se aplica a topologias de espaço com rotação,

como por exemplo, o universo de Gödel (Gödel 1949), onde existem curvas tipo tempo fe-

chadas. Este tipo de restrição parece natural ao tentar aproximar a RG de um formalismo

hamiltoniano, onde se espera recuperar uma noção de tempo como um parâmetro dinâmico

destacado. Veremos adiante que ainda assim a equação de Wheeler-DeWitt não possui uma

noção de tempo clara.

Consideremos um hiper superfície com x0 = t = cte. Podemos descreve-las pelas seguintes

equações paramétricas

Xα = Xα(xi) (3.4)

Sejam os vetores tangentes às hiper superfícies denotados por ∂
∂xi

e o vetor normal unitário

à esta hiper superfície ~n = nα ∂
∂Xα escrito na base ∂

∂Xα . Nesta base ∂
∂xi

= Xα
i

∂
∂Xα , onde

de�nimos Xα
i := Xα

,i . Escrevemos o produto interno do vetor normal e dos vetores tangentes

e o normal como

gµνn
µnν = −1, gµνX

µ
i n

ν = 0. (3.5)

O conjunto de todas as hiper superfícies com t = cte podem ser escritos comoXα = Xα(xi, t).

O vetor deformação que conecta duas hiper superfícies vizinhas Xα(xi, t′) e Xα(xi, t′ + dt)

quaisquer é:

Nα = Ẋα =
∂Xα

∂t
. (3.6)

Podemos decompor o vetor deformação na base {nα, Xα
i }

Nα = Nnα +N iXα
i , (3.7)

onde N é chamada função lapso e N i função deslocamento. Se nota que o vetor deformação

em geral não é ortogonal às hiper superfícies. Na equação (3.7) se vê uma interpretação clara

para o lapso N e o deslocamento N i. O primeiro representa a taxa de variação em relação ao

tempo coordenado t do tempo próprio τ de um observador com 4-velocidade nµ, isto é dτ
dt
. O

segundo nos fornece a taxa de variação com relação ao tempo coordenado t do deslocamento
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dos pontos com coordenadas xk ao evoluir através da hiper superfície t′ até a hiper superfície

t′ + dt.

Para analisar a evolução dinâmica da métrica gµν , projetaremos suas componentes nas

direções paralelas e ortogonais às hiper superfícies t = cte. Como Nα e Xα
i são os vetores

tangentes à t e xi, respectivamente, obtemos as projeções:

hij := gij = gαβX
α
i X

β
j , (3.8)

Ni = g0i = gαβN
αXβ

i , (3.9)

e

g00 = gαβN
αNβ = −N2 +N iNi . (3.10)

Isto de�ne a métrica gµν completamente em termos da 3-métrica espacial hij, do lapso N e

do deslocamento N i. A inversa de gµν é dada por:

gij = hij − NiN
j

N2
, g0i =

N i

N2
, g00 = − 1

N2
. (3.11)

A partir de gµν e sua inversa de�nimos o intervalo

ds2 := gµνdx
µdxν

= −N2dt2 + hij(N
idt+ dxi)(N jdt+ dxj). (3.12)

O intervalo ds2 escrito na forma (3.12) é chamado intervalo ADM ou 3 + 1.

A 3-superfície, caracterizada pela 3-métrica hij, pode estar curvada de maneira arbitrária

em relação a 4-superfície na qual ela está imersa. Portanto, para descrever univocamente a

folheação iremos caracterizar a curvatura das 3-superfícies utilizando a variação do vetor

normal ao ser transportado paralelamente ao longo da hiper superfície. Assim, de�nimos o

tensor de curvatura extrínseca

Kµν = −ζαµ ζβν n(α||β) , (3.13)
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onde ζαµ = δαµ + nαnµ é o projetor sobre as hiper superfícies na qual nµ é normal, n(α||β) =

nα||β + nβ||α e nα||β := nα,β − Γεαβnε é a derivada covariante de nα. As componentes da

curvatura extrínseca são:

Kij = −1

2
n(i||j) = −1

2
n(i,j) + Γεijnε = −NΓ0

ij , (3.14)

e

K0i = N jKij , K00 = N iN jKij , (3.15)

onde utilizamos nα = 1
N
Nα−N i

N
Xα
i e se vê que as componentes relevantes são as da eq.(3.14).

O tensor de curvatura extrínseca pode ser escrito de maneira mais conveniente

Γ0
ij =

1

2
g00(g0i,j + g0j,i − gij,0) +

1

2
g0k(gkl,j + gkj,i − gij,k)

=
1

2N2

[
ḣij −Ni,j −Nj,i +Nlh

ml(hmi,j + hmj,i − hij,m)
]

=
1

2N2

(
ḣij −Ni;j

)
, (3.16)

onde de�nimos os símbolos de Christo�el da 3-métrica 3Γaij := 1
2
hak(hki,j + hkj,i − hij,k) e a

derivada covariante na 3-superfície Ni;j = Ni,j −3 ΓaijNa. Portanto a curvatura extrínseca é

Kij = − 1

2N

(
ḣij −N(i;j)

)
. (3.17)

A seguir iremos descrever lagrangiana de Einstein-Hilbert (3.3) em termos das quanti-

dades que construímos para separar o espaço-tempo em espaço e tempo. Sejam os símbolos

de Christo�el:

Γαβµ :=
1

2
gαλ(gλβ,µ + gλµ,β − gµβ,λ) . (3.18)

Podemos escrevê-los em termos da curvatura extrínseca Kij, do lapso N e do deslocamento

N i:

Γ0
00 =

Ṅ

N
+
N iN,i

N
− N iN j

N
Kij , (3.19a)
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Γ0
0i =

N,i

N
+
N j

N
Kij , (3.19b)

Γ0
ij = −Kij

N
, (3.19c)

Γi00 = Nhij
Ṅj

N
+

1

2
hij(N2 −NmNm),j −

N,jN
iN j

N
+
N iN jN l

N
Kjl , (3.19d)

Γij0 = N

(
−kij +

(
N i

N

)
;j

+
N iNm

N2
Kjm

)
, (3.19e)

Γijl =3 Γijl +
N i

N
Kjl . (3.19f)

Considerando o tensor de Ricci Rβµ := Rλ
βλµ escrevemos o escalar de curvatura R =

gµνRµν a partir das eqs. (3.19):

R = −2
K̇

N
− 2

N ,j
;j

N
+KlmK

lm +K2 +3 R , (3.20)

onde 3R é o escalar de curvatura construído com hij e 3Γlij, e K := hijKij. A partir de (3.17)

utilizamos a relação

hlmK̇lm = K̇ − 2NK lmKlm + 2N l;mKlm . (3.21)

Consideremos o termo
√
−g da ação da eq. (3.3)

√
−g = Nh1/2, (3.22)

usando que

2ḣ1/2 = −2h1/2(NK +N i
;i) , (3.23)
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e que h1/2V i
;i = (h1/2V i),i podemos escrever a ação

Fg :=

∫
d4x
√
−gR

=

∫
d4xNh1/2

(
KijKij −K2 +3 R

)
− 2

∫
d3x

(
h1/2K

)
+ 2

∫
d4x

(
h1/2KN i − h1/2hmiN,m

)
,i

. (3.24)

em três integrais. A última integral da eq. (3.24) não contribui se �xarmos δhij = 0 para

t = cte nas seções espaciais fechadas. O penúltimo termo pode contribuir, mas pode gerar

inconsistências (Gibbons & Hawking 1993) e portanto será desconsiderado. Este termo se

anulará se a variação da métrica e suas derivadas na direção normal à hiper superfície

se anularem. Na próxima seção desenvolveremos o formalismo Hamiltoniano para a ação

de�nida em (3.24).

Observamos que apesar da separação 3+1 poder ser considerada um grande avanço para

a construção de uma teoria hamiltoniana e por sua vez para a quantização da gravitação, a

restrição imposta por ela, na topologia da 4-variedade é uma ruptura radical com o espírito

covariante da teoria RG. Este é o custo por aproximar a linguagem de um formalismo, da

RG, e de outro, hamiltoniano.

3.2 Formulação Hamiltoniana da Relatividade Geral

Consideramos a ação

Fg =

∫
d4xNh1/2

(
KijKij −K2 +3 R

)
, (3.25)

onde foram desconsiderados os termos de superfície. De�nimos os momenta canonicamente

conjugados:

P :=
∂Lg

∂Ṅ
= 0 , (3.26a)

Pi :=
∂Lg

∂Ṅ i
= 0 , (3.26b)
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πij :=
∂Lg

∂ḣij
= −h1/2(Kij − hijK) . (3.26c)

Os momentos das eq. (3.26a) e (3.26b) não são escritos em termos das velocidades generaliza-

das Ṅ e Ṅ i respectivamente e representam vínculos, nos indicando que estamos lidando com

um sistema parametrizado. Para tratar este tipo de sistema físico utilizaremos o algoritmo

de Bergmann-Dirac (Dirac 1951; Hanson et al. 1976; Sundermeyer 1982).

A densidade hamiltoniana canônica é dada por

Hc = πijḣij − Lg , (3.27)

onde Lg é a densidade lagrangiana da gravitação. Podemos escrever o Hamiltoniano canônico

da seguinte maneira

Hc =

∫
d3xHc =

∫
d3x(NH0 +NiH

i) , (3.28)

onde de�nimos

H0 := Gijklπ
ijπkl − h1/2(3R) , (3.29)

a super métrica

Gijkl :=
1

2
h1/2(hikhjl + hilhjk − hijhkl) , (3.30)

Também de�nimos

Hi := −2πij;j . (3.31)

A ação canônica �ca

Sc :=

∫
d4x[πijḣij − (NH0 +NiH

i)] , (3.32)

onde foram utilizados (3.26). A variação da eq. (3.32) em relação a N e Nj nos fornece os

vínculos

H0 ≈ 0 , (3.33)
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Hi ≈ 0 , (3.34)

onde ≈ 0 signi�ca fracamente igual a 0 (Sundermeyer 1982), indicando que os parênteses

de Poisson dos vínculos com uma função arbitrária das variáveis canônicas não são neces-

sariamente nulas. Estes vínculos são chamados vínculo super hamiltoniano e vínculo super

momento respectivamente. Estes podem ser associados a uma interpretação geométrica:

(Teitelboim 1973; Kuchar 1973; Sundermeyer 1982) são os geradores das deformações nas

hiper superfícies. O primeiro representa uma deformação de uma hiper superfície em t′ para

a hiper superfície t′ + dt e o segundo o gerador de transformações de coordenadas em uma

dada hiper superfície representada por Xα(xi, t?) para Xα(x′i, t?) onde t′ e t? são constantes.

Considerando os vínculos (3.26a), (3.26b), (3.33) e (3.34), neste formalismo, a Hamilto-

niana total é dada por

HT =

∫
d3x(NH0 +N iHi + λP + λiPi) , (3.35)

onde se vê que o lapso N , o deslocamento N i, λ e λi são multiplicadores de Lagrange. Para

que a Hamiltoniana seja consistente é necessário que os vínculos se conservem no tempo.

Sejam os pares de variáveis canônicas qi e pi. Os parênteses de Poisson entre os funcionais

A(x) e B(x′) são

{A(x), B(x′)} :=

∫
d3z

(
∂A(x)

∂qi(z)

∂B(x′)

∂pi(z)
− ∂A(x)

∂pi(z)

∂B(x′)

∂qi(z)

)
. (3.36)

Dado um vínculo Φ(qi, pj) ≈ 0, para que este seja conservado no tempo é su�ciente que

Φ̇ = {Φ, HT} ≈ 0. Caso ˙Φ(qi, pj) seja um novo vínculo, será necessário veri�car se este é

conservado no tempo, o que pode nos levar a novos vínculos que precisam, por sua vez, ser

avaliados quanto a sua conservação no tempo. Avaliando os vínculos (3.26a), (3.26b) obtemos

Ṗ (xi, t) =
{
P (xi, t), HT (yi, t)

}
= −H0 ≈ 0 , (3.37)

e
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Ṗ i(xi, t) =
{
P i(xi, t), HT (yi, t)

}
= −H0 ≈ 0 , (3.38)

onde se utilizou {
Ni(x

i, t), P i(yi, t)
}

= δji δ
3(~x− ~y) , (3.39a)

{
N(xi, t), P (yi, t)

}
= δ3(~x− ~y) , (3.39b)

{
hij(x

i, t), πlm(yi, t)
}

= δlmij δ
3(~x− ~y) , (3.39c)

~x e ~y são 3-vetores, e de�nimos a delta de Dirac

∫
d3xδ(~x− ~y)f(~x) = f(~y) . (3.40)

Todos os demais parênteses de Poisson entre as variáveis canônicas e os momenta se

anulam. Observamos que os vínculos (3.26a) e (3.26b) chamados vínculos primários nos

levam à dois vínculos H0 ≈ 0, Hi ≈ 0 chamados secundários. Os parênteses de Poisson entre

estes vínculos podem ser escritos como (DeWitt 1967; Teitelboim 1973):

{
H0(xj),H0(yj)

}
= Hi(xj)δ,j(~x− ~y) + Hi(yj)δ,j(~x− ~y) , (3.41a)

{
Hi(x

j),H0(yj)
}

= H0(xj)δ,j(~x− ~y) + Hi(yj)δ,j(~x− ~y) , (3.41b)

{
Hi(x

j),Hk(y
j)
}

= Hk(x
j)δ,j(~x− ~y) + Hi(y

j)δ,j(~x− ~y) , (3.41c)

onde utilizamos 3.39 e as identidades:

δhij(x
k)

δhlm(yk)
= δlmij δ

3(~x− ~y) =
δπlm(xk)

δπij(yk)
, (3.42a)
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δ
(
hij,a(x

k)
)

δhlm(yk)
= δlmij δ

3
,a(~x− ~y) =

δ
(
πlm,a (xk)

)
δπij(yk)

, (3.42b)

δ
[
h1/2(3R)

]
= h1/2hijhlm (δhil;j;m − δhij;l;m)− h1/2

[
3Rij − (1/2)hij(3R)

]
δhij (3.42c)

onde δ
δqi(xj)

denota a derivada funcional em relação à variável canônica qi(xj) . Também

utilizamos propriedades elementares da delta de Dirac.

A partir de (3.41) e (3.35) concluímos que

Ḣ0 = {H0, HT} = 0 , (3.43)

Ḣi = {Hi, HT} = 0 . (3.44)

Isto signi�ca que (3.35) representa uma hamiltoniana consistente para a gravitação para

seções espaciais fechadas e possui as seguintes equações de movimento

Ṅ = {N,HT} = λ , (3.45a)

Ṗ = {P,HT} = −H0 , (3.45b)

Ṅ i =
{
N i, HT

}
= λi , (3.46a)

Ṗi = {Pi, HT} = −Hi , (3.46b)

ḣij = {hij, HT} = h1/2N [2πij − hijπ] +N(i;j) , (3.47a)
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π̇ij =
{
πij, HT

}
= −Nh1/2(3Rij −

3Rhij

2
)

+
Nh−1/2hij

2
(πlmπlm −

π2

2
)− 2Nh−1/2(πiaπja −

ππij

2
)

+ h1/2(N ;i;j − hijNa
;a + h1/2(h−1/2Nkπij);k − 2πkiN j

;k − 2πkjN i
;k , (3.47b)

onde se vê que N e N i são multiplicadores de Lagrange. Estando o formalismo hamiltoniano

bem estabelecido iremos, na seção seguinte, quantizar o sistema canonicamente.

3.3 Quantização Canônica e Equação deWheeler-DeWitt

Para estabelecer a quantização canônica do sistema apresentado na seção anterior, pro-

cederemos associando cada par canônico pi e qi operadores quânticos p̂i e q̂i de�nidos no

espaço de Hilbert. Sejam A(pi, qi) e B(pi, qi) funções das variáveis canônicas e Â(p̂i, q̂i) e

B̂(p̂i, q̂i) sua contrapartida quântica. Elas devem satisfazer a seguinte correspondência

{
A(pi, qi), (p

i, qi)
}
→ ı~[Â(p̂i, q̂i), B̂(p̂i, q̂i)] , (3.48)

onde [Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â é o comutador entre Â e B̂. Para o par (πij, hij) temos

{
hij(x

i, t), πlm(yi, t)
}

= δlmij δ
3(~x−~y) → [ĥij(x

i, t), π̂lm(yi, t)] = ı~δlmij δ3(~x−~y) , (3.49)

Para uma estado |Ψ〉 o vínculo clássico Φ(pi, qi) com correspondente operador quântico

Φ(p̂i, q̂i) deve satisfazer

Φ(p̂i, q̂i) |Ψ〉 = 0 . (3.50)

Escolhemos a representação das coordenadas tal que

ĥij = hij(x
k), πij = −ı~ δ

δhij(x)
, (3.51)
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N̂i = Ni(x
k), P i = −ı~ δ

δNi(xk)
, (3.52)

e

N̂ = N(xk), P = −ı~ δ

δN(xk)
. (3.53)

A partir de (3.50), e sendo Ψ a função de onda nesta representação, obtemos

δΨ

δNi(x)
= 0 , (3.54)

e

δΨ

δN(x)
= 0 , (3.55)

o que nos indica que a função de onda não depende de N e de Ni, sendo as variáveis

canônicas relevantes as hij. Nos resta, então analisar os termos restantes da Hamiltoniana

total da eq. (3.35), isto é, os vínculos super hamiltoniano e super momento que fornecem,

nesta representação, as equações:

Ĥ0Ψ = ~2Gijkl
δ2Ψ

δhijδhkl
+ h1/2(3R)Ψ = 0 , (3.56)

ĤiΨ =

(
δΨ

δhij

)
;j

= 0 , (3.57)

onde se vê o signi�cado do operador Ĥi como um gerador de transformações de coor-

denadas espaciais. A eq. (3.56) é conhecida como equação de Wheeler-DeWitt. Da mesma

forma que seu correspondente clássico, o operador Ĥ0 é responsável pelo conteúdo dinâmico

da teoria governando, assim, a evolução da função de onda da RG. Nela, uma das variáveis

contidas em hij faria o papel de tempo, entretanto esta escolha não é trivial. A di�culdade

na de�nição de um tempo nos leva a outras, como por exemplo, a de�nição de um produto

interno que se conserve no tempo. A eq. (3.56) também deixa claro o nome super métrica

atribuída ao tensor Gijkl, onde esta é interpretada como uma métrica no espaço das métricas

chamado superespaço. A equação de Wheeler-DeWitt tem diversos problemas que iremos
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comentar brevemente na próxima subseção. Sua estrutura complexa nos restringe a solu-

ções particulares. Uma das maneiras de tratar o problema é restringir o espaço das métricas

possíveis impondo simetrias, limitando o espaço de fase e restringindo o problema ao que cha-

mamos de minisuperespaço. Este tipo de abordagem, apesar de transformar o problema em

tratável faz com que ao evoluir uma determinada hiper superfície não estaremos integrando

a ação em todo espaço de fase, mas apenas em uma parte dele.

3.3.1 Problemas da Equação de Wheeler-DeWitt

A equação de Wheeler-DeWitt (3.56) possui diversos problemas. Nesta subseção comen-

taremos alguns deles. A referência (Halliwell 1990) possui uma discussão detalhada deles.

De imediato surge um problema de ordenamento. Apesar do ordenamento proposto em

(3.56) parecer o mais razoável evidenciando o signi�cado do físico do vínculo super hamilto-

niano quântico análogo ao signi�cado do vínculo super hamiltoniano clássico, esta questão

ainda está em aberto. Como citado na seção anterior não há um tempo claramente de�nido

em (3.56). Uma proposta para solucionar este problema seria encontrar uma transforma-

ção canônica que nos permitisse escrever a a equação de Wheeler-DeWitt na forma de uma

equação de Schrödinger (Teitelboim 1975; Pinto-Neto & Velasco 1993), mas ainda não foi

encontrada uma solução de�nitiva. A variável de tempo pode estar associada a graus de

liberdade do conteúdo de matéria, como veremos adiante.

De maneira mais fundamental, o signi�cado da função de onda da equação de Wheeler-

DeWitt não é clara. É preciso de�nir um produto interno, conservado no tempo, e seria

desejável construir quantidades que caracterizassem a dinâmica do sistema. Entretanto, a

necessidade deste produto interno aparece apenas em interpretações da Mecânica Quântica

que são probabilísticas, o que não é o caso da teoria de Broglie-Bohm. Outra questão é

a necessidade de impor condições de contorno para obter uma solução única. Condições

de contorno também são necessárias para garantir que as funções de onda serão quadrado

integráveis.



Capítulo 4

Modelos de Cosmologia Quântica

A partir do advento da relatividade geral (Adler et al. 1975; Misner et al. 1973), foi pos-

sível desenvolver um discurso cientí�co, apesar de diversas resistências e intempéries ao

longo da história recente (Novello ; Novello 2006), à respeito da totalidade do universo. Em

particular a partir da segunda metade do séc. XX a comunidade cientí�ca passou a traba-

lhar com a hipótese de que o universo teria tido um inicio, uma fase inicial onde efeitos

quânticos seriam dominantes próxima à escala de Planck. A di�culdade em desenvolver uma

teoria consistente de gravitação quântica adequada impulsionou, então, o desenvolvimento

da cosmologia quântica, um problema mais tratável devido as diversas simetrias impostas

aos modelos Friedmann-Lemâitre-Roberson-Walker (FLRW). Apesar de não ser uma teoria

de gravitação quântica completa, espera-se, que esse tipo de teoria possa ser uma aproxi-

mação de teorias mais completas em certas escalas como no caso de Loop Quantum Gravity

(Ashtekar & Singh 2011b) ou mesmo que desenvolva alguma intuição ou restrições de como

deverá ser uma teoria completa. Diversos formalismos e métodos de quantização surgiram

sem que �casse claro qual seria o melhor (Kuchar 1973), dos quais destacamos a quantização

canônica, um dos mais conservadores e que utilizaremos ao longo do desenvolvimento dos

modelos aqui apresentados.

Para construir os modelos de cosmologia quântica deste capítulo procederemos �conge-

lando� diversos graus de liberdade da teoria da relatividade geral através da imposição de

simetrias de uma métrica especí�ca, neste caso FLRW. A partir daí estabeleceremos a quan-

tização canônica em modelos preenchidos com dois conteúdos especí�cos, de interesse nesta

33
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dissertação: campo escalar e �uido de radiação. O primeiro por se tratar de um caso mais sim-

ples e com resultados bem conhecidos (Blyth & Isham 1975; Lemos 1987; Hu & Wu 1987;

Lemos 1996b) e também já explorado pelas interpretações de Broglie-Bohm e histórias con-

sistentes (Pinto-Neto & Jr. 2001; Craig & Singh 2010; Falciano & Pinto-Neto 2009). O se-

gundo por se tratar de um modelo um pouco mais so�sticado, também extensivamente discu-

tido (Lapchinskii & Rubakov 1977; Narlikar & Padmanabhan 1983; Tipler 1986; Lemos 1996a;

de Barros et al. 1998b), e também porque esperamos que em uma escala na qual a cosmo-

logia quântica poderia ser aplicável, isto é, algumas dezenas ou centenas de comprimen-

tos de Planck, o universo pode ter sido dominado por �uido de radiação (Peebles 1993;

Peter & Uzan 2009). Para efeito de ilustração, partiremos de duas abordagens diferentes em

ambos os casos. Para o campo escalar quantizaremos o modelo via equação de Wheeler-

DeWitt (DeWitt 1967), já no caso do modelo preenchido com �uido de radiação a quantiza-

ção canônica partirá do formalismo quantização canônica no formalismo Arnowitt-Deser-

Misner (ADM)(R. Arnowitt et al. 1962) no qual resolveremos os vínculos ainda no mo-

delo clássico e escolheremos a variável que de�nimos como tempo, no contexto desse mo-

delo, essa abordagem é equivalente a quantização Wheeler-DeWitt como foi mostrado em

(Lapchinskii & Rubakov 1977).

Este capítulo está dividido da seguinte forma: na seção (4.1) apresentaremos o modelo

FLRW para um campo escalar e na subseção (4.1.1) analisaremos o caso quântico. Na seção

(4.2) apresentaremos o modelo de Universo preenchido com �uido de radiação, na subseção

(4.2.1) será apresentado o caso quântico.

4.1 Modelo com Campo Escalar

Nesta seção introduziremos um modelo de universo homogêneo e isotrópico plano con-

tendo apenas um campo escalar sem massa e minimamente acoplado. Trata-se de um modelo

simples, bastante ilustrativo que será posteriormente resolvido no capitulo (5) de forma analí-

tica na interpretação de histórias consistentes. A quantização deste modelo foi, recentemente,

desenvolvida no contexto de Loop Quantum Cosmology (LQC) (Ashtekar et al. 2006c; Ashtekar et al. 2008b).

Consideramos um elemento de linha da métrica FLRW, com curvatura espacial nula:
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ds2 = gµνdx
µdxν = −N2(t)dt+R(t)2Σijdx

idxj, (4.1)

sendo N(t) a função lapso, R(t) o fator de escala e Σij é a métrica do 3-espaço plano. Os

índices latinos variam de 1 a 3 e os índices gregos 0 a 3. Para a métrica da eq. (4.1) a parte

gravitacional da ação Fg =
∫
dtLg dada por (3.24) se torna:

Fg = 6

∫
dt(−RṘ2), (4.2)

onde os termos de superfície não foram considerados, Ṙ é a derivada em relação ao tempo do

fator de escala, 16πG = 1 e escolhemos a função lapso igual a unidade. De�nimos o momento

canonicamente conjugado a R:

pR :=
∂Lg

∂Ṙ
= −12(RṘ). (4.3)

A partir de (4.3) e (4.2) escrevemos a Hamiltoniana da gravitação Hg:

Hg = − 1

24

p2
R

R
. (4.4)

Consideramos agora a ação do campo escalar de massa nula e minimamente acoplado:

Fs =

∫
dtLs =

∫
dt(−R3 φ̇

2

2
). (4.5)

De�nindo pφ := ∂Ls
∂Ṙ

e sendo Hs a hamiltoniana da matéria, o vínculo super hamiltoniano

total (Sundermeyer 1982) pode ser escrito como:

H = Hg + Hs = − 1

24

p2
R

R
+

p2
φ

2R3
≈ 0. (4.6)

A partir de (4.6) encontramos a solução das equações de movimento para φ:

φ− φ0 = ±
√

4/3 ln

∣∣∣∣ RR0

∣∣∣∣, (4.7)

como ṗφ = ∂H
∂φ

= 0, pφ é uma constante de movimento. Os sinais + e − da eq. (4.7)

representam um universo se expandindo ou se contraindo, respectivamente. Observamos que
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φ é monotônica, portanto, é uma boa variável para representar o tempo. Na solução da eq.

(4.7) o universo encontra a singularidade quando φ → −∞ para o universo em expansão e

φ→ +∞ para o universo em contração, correspondendo a singularidade R→ 0. Nos limites

de R pequeno, efeitos quânticos podem ser importantes. Estes efeitos estão além do escopo

desse modelo clássico. Na próxima subseção desenvolveremos a versão quântica desse modelo

para en�m responder à questão da singularidade no contexto das histórias consistentes no

capítulo (5).

4.1.1 Quantização canônica do modelo com campo escalar

Para quantizar o modelo do campo escalar é necessário transformar as variáveis canônicas

em operadores quânticos, isto é:

{φ, pR} = 1→ [R̂, p̂R] = ı~, (4.8)

sendo {, } o parêntese de Poisson e [, ] o comutador, R̂, p̂R os operadores posição e momento

respectivamente. Na representação de R, p̂R = −ı d
dR
. Por simplicidade, e para evitar carregar

a notação, omitiremos oˆdos operadores, desde que não atrapalhe a compreensão do texto,

e consideraremos ~ = 1.

Para construir a equação de Wheeler-DeWitt utilizaremos o vínculo super hamiltoniano

clássico da eq. (4.6). Realizando a mudança de variáveis α := logR, a eq. (4.6) pode ser

reescrita como:

H =
e−3α

2

(
− 1

12
p2
α + p2

φ

)
. (4.9)

E a equação de Wheeler-DeWitt HΨ = 0 se torna

(
∂2
φ −

1

12
∂2
α

)
Ψ(α, φ) = 0. (4.10)

Vê-se que a forma da equação (4.10) é análoga à equação de Klein-Gordon. Portanto, se-

guindo esta analogia, procedemos separando as frequências positivas e negativas e quantizando-

as de forma independente. Tirando a raiz quadrada da equação 4.10 obtemos
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± i∂φΨ(α.φ) =
√
Θ Ψ(α, φ), (4.11)

onde de�nimos o operador Θ como

Θ := − 1

12
∂2
α. (4.12)

Selecionando a frequência positiva, podemos de�nir então o operador evolução temporal

como sendo

U(φ− φ0) = ei
√
Θ(φ−φ0), (4.13)

onde a variavel φ foi escolhida como tempo por se tratar de uma variavel monotônica (ver

4.7). O produto escalar entre duas funções de onda Ψ(α, φ) e Φ(α, φ) é dado por:

〈Φ |Ψ〉 :=

∫ +∞

−∞
dα Φ̄(α, φ)Ψ(α, φ). (4.14)

A solução para função de onda Ψ(α, φ) é:

Ψ(α, φ) =
1√
2π

∫
R
dkΨ(k)eikαeiωφ

∝
∫ 0

−∞
dkΨ(k)eik(α−φ) +

∫ ∞
0

dkΨ(k)eik(α+φ) =

:= ΨR(v−) + ΨL(v+), (4.15)

onde foram de�nidas v− := α − φ, v+ := α + φ e ω :=
√

1/12|k|. Para responder se esse

modelo quântico é singular, ou em que circunstâncias ele é singular discutiremos um critério

no capítulo 5 no contexto das histórias consistentes. Esse critério, en�m, será aplicado ao

presente modelo na seção (5.2).

4.2 Modelos com Fluido de Radiação

Consideramos o elemento de linha homogêneo e isotrópico da métrica de FLRW:
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ds2 = gµνdx
µdxν = −N2(t)dt+R(t)2σijdx

idxj, (4.16)

onde a função N(t) é a função lapso, R(t) é o fator de escala, como na eq. (4.1), e σij é a

métrica do 3-espaço para curvatura k = −1, 0, 1 que correspondem a uma 3-métrica esférica,

plana ou hiperbólica respectivamente e c = 1, a velocidade da luz no vácuo.

O conteúdo de matéria considerado será de um �uido perfeito, com equação de estado

p = wρ sendo ρ a densidade de energia, p a pressão isotrópica e w uma constante que

dependerá do �uido. No caso da radiação tomaremos w = 1/3. O �uido será descrito pelo

formalismo desenvolvido por (Schutz 1970; Schutz 1971) para hidrodinâmica relativística

de �uidos perfeitos no qual o �uido é descrito por 5 potenciais escalares de velocidade,

α, β,Θ,Φ, S. Os potenciais α e β estão relacionados com movimentos de vórtices, e portanto,

são nulos em modelos FLRW devido a simetria do último. O potencial S representa a entropia

especí�ca e Θ e Φ não possuem uma interpretação física direta. A 4-velocidade do �uido é

descrita por:

Uν = h−1(Φ,ν + ΘS,ν), (4.17)

sendo h a entalpia. No modelo considerado, a 4-velocidade possui apenas uma componente

não nula, isto é, Uν = (u0, 0, 0, 0) onde u0 = N(t) e portanto a entalpia é

h = (Φ̇ + ΘṠ)/N, (4.18)

onde Φ̇ e Ṡ representam as derivadas em relação a coordenada t dos potenciais Φ e S

respectivamente. A pressão pode ser escrita em função da entalpia h, da constante w e da

entropia S:

p = w
h1+1/w

(1 + w)1+1/w
exp (−S/w). (4.19)

Substituindo a eq. (4.18) em (4.19) escrevemos a densidade lagrangiana do �uido:

Lf =
√
−gp = N−1/kR3 (Φ̇ + ΘṠ)1+1/κ

(1 + κ)1+1/κ
exp (−S/κ), (4.20)

onde 16πG = c = 1 e g = Det(gµν). A ação F , considerando os termos da densidade
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lagrangiana da gravitação (3.24), �ca

F =

∫
d4xL =

∫
d4x(Lg + Lf ) =

∫
M

d4x
√
−gR + 2

∫
∂M4

d3x
√
−hhijKij +

∫
M

d4x
√
−gp,

(4.21)

sendo Kij a curvatura extrínsica (Sundermeyer 1982), hij a 3-métrica, h = Det(hij), ∂M4 a

superfície da 4-variedade M4. O termo de super�cie não foi desprezado. Para a geometria

representada por (4.16) temos que Kij = −ḣij/2N .

Sendo a lagrangeana L :=
∫
d3xL de�nimos os momenta canônicamente conjugados

pR :=
∂L

∂Ṙ
, pΘ :=

∂L

∂Θ̇
, pΦ :=

∂L

∂Φ̇
, ps :=

∂L

∂Ṡ
. (4.22)

É possível reescrever a ação (4.21) da seguinte forma:

F =

∫
dt(pRṘ + pΦΦ̇ + pΘΘ̇ + psṠ −NH), (4.23)

com

H = − p2
R

24R
− 6kR + pw+1

Φ R−3w expS, (4.24)

onde o lapso N(t) é um multiplicador de Lagrange e H = 0 o vínculo super hamiltoniano.

Esta teoria possui vínculos de segundo tipo (Sundermeyer 1982), pΘ = 0 e Θ = pΘ/pΦ, o

que simpli�ca a eq. (4.23):

F =

∫
dt(pRṘ + pΦΦ̇ + psṠ −NH). (4.25)

Escrevendo a eq. (4.25) para w = 1/3 e fazendo a transformação canônica:

T = ps exp (−S)p
−4/3
Φ , πT = p

4/3
Φ expS, (4.26)

e

Φ̄ = Φ− 4ps/3pΦ, π̄Φ = pΦ, (4.27)

o vínculo super hamiltoniano se torna
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H = − p2
R

24R
− 6kR +

πT
R
. (4.28)

Escolhendo T como a variável que representa o tempo obtemos a hamiltoniana

HADM = −πT = −p
2
R

24
− 6kR2. (4.29)

De�nindo t = T , a equação de movimento Ṫ = N/R se reduz a N = R, portanto t

representa o tempo conforme. As equações de movimento para o par canônico (R, pR) são:

dR

dt
= −pR

12
,

dpR
dt

= 12kR, (4.30)

e a equação diferencial para coordenada R pode ser escrita como:

R̈ + kR = 0. (4.31)

Esta equação possui as soluções:

R(t) = R0


sinh t k = −1

t k = 0

sin t k = +1

(4.32)

A solução também pode ser escrita em termos do tempo cósmico τ = Rdt:

τ = R0


cosh t− 1 k = −1

t2

2
k = 0

1− cos t k = +1

(4.33)

Em todos os três casos existe um tempo ts tal que R(ts) = 0. Isto signi�ca que o volume

do universo se anula e, por conseguinte, a densidade de energia ρ(t) cresce sem limites, o

que caracteriza a singularidade neste modelo clássico. Na seção seguinte quantizaremos esse

modelo no intuito de investigar se efeitos quânticos são importantes quando R é pequeno.
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4.2.1 Quantização Canônica de Modelos Cosmológicos com Radia-

ção

Nesta seção procederemos com a quantização do modelo clássico apresentado na seção

anterior. Apesar da hamiltoniana da eq. (4.29) ser análoga a de um oscilador harmônico, o

problema difere deste porque a variável R, o fator de escala, está de�nido apenas para R > 0.

Isto signi�ca que na representação R, as funções de onda estarão de�nidas apenas no espaço

de Hilbert L2(0,+∞). Para garantir que operadores de interesse, como o hamiltoniano, sejam

auto adjuntos, e portanto que o operador evolução temporal seja unitário, se vê necessário

impor condições de contorno às funções de onda. A partir de (4.29), e da substituição

pR → −ı ddR construímos o operador hamiltoniano Ĥ:

Ĥ = − 1

24

d2

dR2
+ 6kR2, (4.34)

onde ~ = 1. A condição necessária para que Ĥ seja auto adjunto é dada por:

〈
Ψ1

∣∣∣ ĤΨ2

〉
=
〈
ĤΨ1

∣∣∣Ψ2

〉
. (4.35)

Esta condição equivale a:

∫ ∞
0

dRΨ?(R)
d2Ψ(R)

dR2
=

∫ ∞
0

dR
d2Ψ?(R)

dR2
Ψ(R). (4.36)

Integrando por partes duas vezes obtemos:

(
Ψ?(R)1

dΨ2(R)

dR
− dΨ?

1(R)

dR
Ψ(R)2

)
(+∞) =

(
Ψ?(R)1

dΨ2(R)

dR
− dΨ?

1(R)

dR
Ψ(R)2

)
(0).

(4.37)

Como desejamos que Ψ(R) e sua derivada primeira sejam quadrado integráveis, o lado es-

querdo da eq. (4.37) precisa ser nulo. Isto simpli�ca (4.37) para:

(
Ψ?(R)1

dΨ2(R)

dR
− dΨ?

1(R)

dR
Ψ(R)2

)
(0) = 0. (4.38)

Para satisfazer (4.38), é necessário e su�ciente (Neumann 1996) que as funções de onda
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obedeçam a condição:

Ψ′(0) = ηΨ(0), (4.39)

estando η no domínio (−∞,+∞) e onde ′ denota a derivada. Por simplicidade utilizaremos

a condição η = 0. Portanto, utilizaremos a condição de contorno:

Ψ′(0, t) = 0. (4.40)

Seja G(R,R′, t) o propagador no espaço de Hilbert L2(−∞,+∞), é possível mostrar que

o propagador G(a)(R,R′, t) referente à condição de contorno (4.40), no espaço de Hilbert

L2(0,+∞) pode ser escrito como (Tipler 1986; Clark et al. 1980; Farhi & Gutmann 1990):

G(a)(R,R′, t) = G(R,R′, t) +G(R,−R′, t), (4.41)

onde G(R,R′, t) é a função de Green da Hamiltoniana (4.34), análoga ao oscilador harmônico

quântico:

G(R,R′, t) =

(
6
√
k

πı sin
√
kt

)1/2

exp

{
6ı
√
k

sin
√
kt

(
(R2 +R′2) cos

√
kt− 2RR′

)}
. (4.42)

4.2.2 Evolução do Modelo

Para construir as funções de onda Ψ(R, t), utilizando a condição de contorno (4.40) ,

consideramos como condição inicial um pacote gaussiano:

Ψ
(a)
0 (R) =

4

√
8σ

π
exp(−βR2), (4.43)

sendo σ ∈ R , σ > 0 e β = σ + ıp. Calculamos a função de onda Ψ(R, t):

Ψ(R, t) =

∫ ∞
0

dR ·G(a)(R,R′, t)Ψ
(a)
0 (R) =

∫ +∞

−∞
dR ·G(R,R′, t)Ψ

(a)
0 (R), (4.44)
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e obtemos a solução (Lemos 1996a):

Ψ(R, t) =

(
8σ

π

)1/4
{

6
√
k

cos (
√
kt)(β tan (

√
kt)− 6ı

√
k)

}1/2

× exp

 6ı
√
k

tan (
√
kt)

1 +
6ı
√
k

cos2 (
√
kt)
(
β tan (

√
kt)− 6ı

√
k
)
R2

 . (4.45)

Para efeito de comparação com os modelos clássicos, vamos analisar o que acontece com

o valor médio de R para k = 0,±1:

〈R(t)〉 =

√
2

12(πσ)1/2



√
σ2 sinh2 t+ (6− p tanh t)2 cosh2 t k = −1√
σ2t2 + (6− pt)2 k = 0√
σ2 sin2 t+ (6− p tan t)2 cos2 t k = +1

. (4.46)

Diferentemente do caso clássico o valor médio 〈R(t)〉 nunca se anula, o que sugere que

efeitos quânticos podem evitar a singularidade presente no modelo clássico. Entretanto, para

fazer tal a�rmação, não é su�ciente analisar os valores médios de R. É preciso assegurar que

a função de onda Ψ(R, t) nunca assumirá um auto-estado de R com auto valor R? → 0.

Para de�nir isso precisamente é preciso estabelecer uma interpretação da mecânica quântica

que seja capaz de explicar o que signi�ca assumir um autoestado em um sistema quântico

fechado, isto é, sem observador clássico externo, solucionando assim o problema da medida.

Esta análise através da interpretação de histórias consistentes será o tópico do próximo

capítulo.
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Capítulo 5

Historias Consistentes em Modelos

Cosmológicos

A partir dos modelos de cosmologia quântica apresentados no capítulo 4 e a interpre-

tação das Histórias Consistentes discutida no capítulo 2, desenvolvemos nesse capítulo um

critério para responder a questão da singularidade. Esta discussão partirá do caso apresen-

tado por (Craig & Singh 2010) para en�m ser aplicado ao caso dos modelos com �uido de

radiação. Diferentemente da discussão de (Craig & Singh 2010), onde uma mudança de base

simpli�cou os cálculos para aquele modelo especí�co, optamos por simpli�car os critérios de

singularidade e consistência da família de histórias tornando-os mais genéricos. O objetivo

desta escolha é esboçar uma abordagem aplicável de maneira direta à uma gama maior de

modelos.

Na próxima seção apresentaremos o critério para determinar a resposta à questão da

existência da singularidade descrito em (Craig & Singh 2010). Na seção seguinte este cri-

tério será aplicado a um modelo simples de universo FLRW plano com apenas um campo

escalar sem massa. Este resultado também está presente em (Craig & Singh 2010). A seção

5.3 e suas subseções 5.3.1, 5.3.2, 5.3.3 e 5.3.4 apresentam o conteúdo inovador da dissertação,

onde o critério de singularidade é revisitado para ser aplicado de maneira mais simples ao

problema. A questão é discutida no contexto dos universos FLRW com �uidos de radiação

para os casos de k = 0 (subseção 5.3.1), k = −1 (subseção 5.3.2) e k = 1 (subseção 5.3.3). Fi-

nalmente em 5.3.4 os resultados obtidos são discutidos fazendo um contraponto com os resul-

45
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tados conhecidos da teoria de Broglie-Bohm (de Barros et al. 1998b; Pinto-Neto & Jr. 2001;

Pinto-Neto et al. 2012).

5.1 Singularidade em Histórias Consistentes

Para avaliar se um modelo de universo é ou não singular se vê necessário construir o que

signi�ca, neste contexto, ser singular. Na abordagem das Histórias Consistentes, apresentada

no capítulo 2, atribuímos um conjunto de medidas a uma determinada história. A suposta

singularidade no inicio do universo é caracterizada pelo autovalor do operador volume se

tornar nulo ou, de forma equivalente, o autovalor do operador fator de escala se anular. Para

tanto, construímos uma família de histórias, que contém dois tipos fundamentais de histó-

rias, a primeira, chamamos história do ricochete é caracterizada pelo operador Cb(t1, ..., tn)

de�nido no instante de tempo t1 até tn onde em todos os momentos ti o universo tinha o

valor do fator de escala R dentro de um intervalo [R?,+∞), onde R? é um valor �ducial. O

operador Cb é escrito da seguinte forma:

Cb(t1, ..., tn) = P∆R?(tn)P∆R?(tn−1)...P∆R?(t1), (5.1)

onde P∆R?(ti) são os projetores nos subespaços de autoestados de R com autovalores no

intervalo ∆R? = [R?,+∞), que não compreendem a singularidade. De maneira análoga,

de�nimos o intervalo de singularidade como sendo ∆R? = [0, R?). O intervalo sem singula-

ridade é simplesmente o complemento do intervalo de singularidade. Uma história singular

representada por Cs(t1, ..., tn), por conseguinte, é uma história na qual em pelo menos um

dos momentos ti o universo se encontrava no intervalo singular.

É importante salientar que essas histórias não são necessariamente consistentes, isto é,

que em geral:

〈Ψ|Cb(t1, ..., tn)C†s(t1, ..., tn) |Ψ〉 6= 0, (5.2)

conforme o critério da eq. (2.20), e nestes casos não é possível a�rmar nada sobre o sistema.

A resposta sobre a existência de singularidades em modelos cosmológicos depende não só
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do modelo em si, como também da particular família de histórias que será construída. Por

exemplo em (Craig & Singh 2010) utilizando dois especí�cos momentos no tempo o universo

é sempre singular e em (Pinto-Neto et al. 2012) com histórias envolvendo três momentos de

tempo a resposta obtida é que não é possível associar probabilidade ao mesmo modelo.

Por simplicidade, iremos nos concentrar em dois momentos distintos t1 e t2 e eventual-

mente avaliá-los nos limites do passado distante t → −∞ e no futuro distante t → +∞. O

operador Cs(t1, t2) pode ser escrito como:

Cs(t2, t1) = P∆R?(t2)P∆R?(t1) + P∆R?(t2)P∆R?(t1) + P∆R?(t2)P∆R?(t1), (5.3)

que são somas de vários produtos de projetores. Podemos notar também que a soma das

histórias em que o universo é singular e do universo em ricochete é igual a soma de todas

as possíveis combinações de pares de projetores (no caso das histórias com dois momentos

de tempo) em subsespaços complementares e, portanto, são iguais ao operador identidade.

Então podemos escrever:

Cs(t2, t1) + Cb(t2, t1) = 1. (5.4)

Utilizando que P∆R?(t2)P∆R?(t1) + P∆R?(t2)P∆R?(t1) = P∆R?(t2), a equação (5.3) pode

ser escrita de forma mais simples como:

Cs(t2, t1) =

=P∆R?(t2)P∆R?(t1) + P∆R?(t2)P∆R?(t1) + P∆R?(t2)P∆R?(t1)

=P∆R?(t2)P∆R?∪∆R?(t1) + P∆R?∪∆R?(t2)P∆R?(t1)− P∆R?(t2)P∆R?(t1), (5.5)

portanto,

Cs(t2, t1) = P∆R?(t2) + P∆R?(t1)− P∆R?(t2)P∆R?(t1). (5.6)

A partir desses operadores é possível, dado um modelo de Universo quântico, formu-

lar de forma precisa e responder à diversas perguntas de interesse sobre a questão da

singularidade. Também podemos calcular se as probabilidades atribuídas às histórias sin-
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gulares e de ricochete são signi�cativas, avaliando a condição de consistência necessária

〈ψ|Cb(t1, ..., tn)C†s(t1, ..., tn) |ψ〉 = 〈ψs |ψb〉 = 0, onde |ψs〉 e |ψb〉 representam os estados pro-

jetados pela história da singularidade e do ricochete, respectivamente. Se o universo é não

singular, ou por completeza, se ele é singular será decidido caso a probabilidade de singula-

ridade ps for nula ou se a probabilidade de richochete pb for nula, respectivamente, onde ps

e pb são de�nidos por:

ps = 〈ψs |ψs〉 , (5.7)

e

pb = 〈ψb |ψb〉 . (5.8)

5.2 Singularidade em universos quânticos com campo es-

calar não massivo

Para o modelo de universo quântico construído via equação deWheeler-DeWitt utilizando

como conteúdo somente um campo escalar não massivo, como descrito no capítulo 4 para

a variável α = logR com a solução 4.15, os intervalos ∆R? e ∆R? se tornam (−∞, α?] e

[α?,+∞), respectivamente.

Para obter a probabilidade de singularidade calculamos o estado projetado

P∆α?(φ)
∣∣ΨL

〉
= U †(φ)P∆α?

∣∣ΨL(φ)
〉

= U †(φ)

∫
∆α

dα |α〉ΨL(α, φ)

= U †(φ)κ

∫
∆v+

dv+ |v+〉ΨL(v+), (5.9)

onde introduzimos κ :=
√

1/12, e a base |v±〉 ≡ |v = exp(±κ(ν± − φ))〉, que satisfazem〈
v′±
∣∣ v±〉 = κ−1δ(v′± − v±) e 1 = κ

∫∞
−∞ dv± |v±〉 〈v±|.
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Avaliando a equação (5.9)no intervalo de singularidade nos limites de φ→ ±∞ obtemos:

lim
φ→±∞

P∆α?(φ)
∣∣ΨL

〉
= lim

φ→±∞
U †(φ)κ

∫ φ+κ−1α?

−∞
dv+ |v+〉ΨL(v+), (5.10a)

= lim
φ→±∞

U(−φ)


∣∣ΨL(φ)

〉
0

(5.10b)

=


∣∣ΨL

〉
φ→ +∞

0 φ→ −∞
, (5.10c)

já que o termo φ → ±∞ domina o limite superior da integral. De forma análoga, para um

estado
∣∣ΨL

〉
no intervalo de ricochete temos

lim
φ→±∞

P∆α?(φ)
∣∣ΨL

〉
=

 0 φ→ +∞∣∣ΨL
〉

φ→ −∞
, (5.11)

e para o estado
∣∣ΨR

〉
,

lim
φ→±∞

P∆α?(φ)
∣∣ΨR

〉
=

 0 φ→ +∞∣∣ΨR
〉

φ→ −∞
, (5.12)

e �nalmente

lim
φ→±∞

P∆α?(φ)
∣∣ΨR

〉
=


∣∣ΨR

〉
φ→ +∞

0 φ→ −∞
. (5.13)

Com as expressões para os estados projetados é possível calcular limφ1→−∞
φ2→+∞

C†b (φ1, φ2) |Ψ〉

e também pb = 〈Ψb |Ψb〉:

|Ψb〉 = lim
φ1→−∞
φ2→+∞

P∆α?(φ2)P∆α?(φ1) |Ψ〉 = 0, (5.14)

portanto pb=0. A partir deste resultado também é possível a�rmar que a história é consistente

pois 〈Ψs |Ψb〉 = 0. Por completeza calculamos também a probabilidade de singularidade ps

e o ket |Ψs〉
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|Ψs〉 = C†s(φ1, φ2) |Ψ〉 (5.15)

=
∣∣ΨL

〉
+
∣∣ΨR

〉
(5.16)

= |Ψ〉 , (5.17)

de onde concluímos que ps = 〈Ψs |Ψs〉 = 〈Ψ |Ψ〉 = 1 portanto um universo FLRW com

curvatura k = 0 quantizado via equação de Wheeler-DeWitt utilizando uma das frequências

da equação de Klein-Gordon e com um campo escalar não massivo como fonte de matéria é

sempre singular para uma família com duas histórias e dois momentos no tempo, φ→ ±∞

na interpretação de histórias consistentes. Entretanto, quando se adicionam mais momentos

no tempo (Pinto-Neto et al. 2012) este resultado não é mais válido.

5.3 Modelos FRW com Fluído de Radiação

Analisaremos nesta seção um modelo um pouco mais realista do que o modelo anterior.

No modelo padrão da Cosmologia o Universo passou por uma fase mais densa e dominada por

um �uido da radiação. Motivados por este fato, analisaremos o caso de modelos dominados

por radiação e se este tipo de modelo quântico é capaz evitar a singularidade.

No caso da seção 5.2 o cálculo das probabilidades foi facilitado pela dependência simples

de |Ψ(φ)〉 com o tempo φ e como consequência obtivemos o ket |Ψb〉 = 0 nos limites desejados.

Para modelos mais complexos isso não ocorrerá, de forma que abordaremos o problema de

forma diferente calculando as probabilidades diretamente. Esse procedimento será facilitado

por propriedades dos projetores e sua vantagem é que podem ser aplicados diretamente à

qualquer modelo.

Inicialmente escrevemos a probabilidade de singularidade:

〈Ψ|Cs(t1, t2)C†s(t1, t2) |Ψ〉 = −〈Ψ|P∆R?(t1)P∆R?(t2)P∆R?(t1) |Ψ〉+

+ 〈Ψ|P∆R?(t2) |Ψ〉+ 〈Ψ|P∆R?(t1) |Ψ〉 , (5.18)
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onde usamos que P∆R?(t)P∆R?(t) = P∆R?(t). Portanto precisamos de fato calcular somente

esses três produtos. A expressão para a consistência da família de histórias também pode

ser calculada de maneira análoga

〈Ψ|Cb(t1, t2)C†s(t1, t2) |Ψ〉 = 〈Ψ|P∆R?(t1)P∆R?(t2)P∆R?(t1) |Ψ〉

+ 〈Ψ|P∆R?(t1)P∆R?(t2)P∆R?(t2) |Ψ〉

− 〈Ψ|P∆R?(t1)P∆R?(t2)P∆R?(t2)P∆R?(t1) |Ψ〉 . (5.19)

Entretanto, os dois últimos termos da expressão (5.19) se anulam já que

P∆R?(t)P∆R?(t) = U †(t)P∆R?U(t)U †(t)P∆R?U(t)

= U †(t)

∫
∆R?

|R〉 〈R| dR
∫

∆R?

|R′〉 〈R′| dR′U(t)

= U †(t)

∫
∆R?

∫
∆R?

dRdR′ |R〉 δ(R−R′) 〈R′|U(t) = 0, (5.20)

isto é, são projetores em subespaços ortogonais. Isto simpli�ca (5.19) para

〈Ψ|Cb(t1, t2)C†s(t1, t2) |Ψ〉 = 〈Ψ|P∆R?(t1)P∆R?(t2)P∆R?(t1) |Ψ〉 . (5.21)

(5.22)

A expressão para a consistência da família de histórias também pode ser escrita somente

em função dos projetores P∆R?(t) ou em função de Cs se considerarmos a eq. (5.4) obteremos:

〈Ψ| (1− Cs)C†s |Ψ〉 = 〈Ψ|C†s |Ψ〉 − 〈Ψ|CsC†s |Ψ〉

= 〈Ψ |Ψs〉 − 〈Ψs |Ψs〉 (5.23)

= −〈Ψ |P∆R?(t1)P∆R?(t2)P∆R?(t1) |Ψ〉+ 〈Ψ |P∆R?(t2)P∆R?(t1) |Ψ〉 .
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A equação (5.23) se torna útil já que uma vez calculada a probabilidade de singulari-

dade ps = 〈Ψs |Ψs〉 é necessário avaliar apenas mais 〈Ψ |Ψs〉. Podemos também escrever a

probabilidade de ricochete em termos de Cs:

〈Ψ| (1− Cs(t1, t2))(1− C†s(t1, t2)) |Ψ〉 = 〈Ψ |Ψ〉 − 〈Ψ |Ψs〉 − 〈Ψs |Ψ〉+ 〈Ψs |Ψs〉

= 1− 2RE(〈Ψ |Ψs〉) + 〈Ψs |Ψs〉 . (5.24)

de maneira que as duas probabilidades, de singularidade ps e de ricochete pb, além da con-

sistência da história podem ser caracterizadas por 〈Ψs |Ψs〉 e 〈Ψ |Ψs〉.

Para calcular 〈Ψs |Ψs〉, vamos considerar o segundo e o terceiro termo da eq. (5.18) para

um intervalo ∆R qualquer:

〈Ψ |P∆R(t) |Ψ〉 = 〈Ψ|U †(t)
∫

∆R

dR′ |R′〉 〈R′|U(t) |Ψ〉

=

∫
∆R

dR′|Ψ(R′, t)|2. (5.25)

Assim os dois últimos termos de (5.18) podem ser calculados apenas integrando o módulo

das funções de onda Ψ(R, t) do capítulo 4. Já para o primeiro termo da eq. (5.18), para um

intervalo ∆R qualquer, temos:

〈Ψ |P∆R(t1)P∆R(t2)P∆R(t1) |Ψ〉 = 〈Ψ|U †(t1)

∫
∆R

dR |R〉 〈R|U(t1)

× U †(t2)

∫
∆R

dR′ |R′〉 〈R′|U(t2)

× U †(t1)

∫
∆R

dR′′ |R′′〉 〈R′′|U(t1) |Ψ〉 (5.26)

〈Ψ |P∆R(t1)P∆R(t2)P∆R(t1) |Ψ〉 =

∫
∆R

dR

∫
∆R

dR′
∫

∆R

dR′′Ψ?(R, t1)G(a)(R,R′, t1 − t2)

× G(a)(R′, R′′, t2 − t1)Ψ(R′′, t1), (5.27)

onde Ψ?(R, t1) é o complexo conjugado da função Ψ(R, t1). As eqs. (5.27) e (5.25) permitem
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escrever a probabilidade de singularidade em termos das funções de onda dos modelos de

universos FLRW dominados por radiação descritos no capítulo 4, e serão analisados caso a

caso nas próximas subseções. De forma análoga vamos analisar os termos de 〈Ψ |Ψs〉:

〈Ψ |Ψs〉 = 〈Ψ |P∆R(t1) |Ψ〉+ 〈Ψ |P∆R(t2) |Ψ〉 − 〈Ψ |P∆R(t2)P∆R(t1) |Ψ〉 (5.28)

Os dois primeiros termos são idênticos aos da eq. (5.25) e o último pode ser escrito em

termos de Ψ(R, t) e do propagador G(a)(R,R′, t):

〈Ψ |P∆R(t2)P∆R(t1) |Ψ〉 =

∫
∆R

dR

∫
∆R

dR′G(a)(R,R′, t2 − t1)Ψ(R′, t1) ·Ψ?(R, t1) (5.29)

À seguir analisaremos os casos de curvatura k = 0,−1, 1 respectivamente, ao serem

avaliados nos momentos t1 → −∞ e t2 → +∞ e calcularemos se a família de histórias é

consistente ou não, ps e pb.

Para uma família de histórias consistentes e um modelo não singular a condição necessária

é:

〈Ψs |Ψs〉 = 0 = 〈Ψ |Ψs〉 . (5.30)

E por completeza, se a família de histórias é consistente o modelo é singular teremos

〈Ψs |Ψs〉 = 1 = 〈Ψ |Ψs〉.

Em qualquer outro resultado ou não é possível atribuir probabilidades ao problema ou

existe uma probabilidade �nita e menor que 1 na qual o universo pode encontrar a singula-

ridade em t→ ±∞.

5.3.1 Universo plano (k = 0)

Para um universo dominado pela radiação com curvatura k = 0, com condição inicial

Ψ0(R) = 4

√
8σ
π

exp(−βR2) descrita na seção (4.2.1) o segundo e o terceiro termo da eq.

(5.18), que descreve a probabilidade de singularidade ps = 〈Ψs |Ψs〉, pode ser avaliado de
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forma simples como:

〈Ψ |P∆R?(t) |Ψ〉 =

∫ R?

0

dR|Ψ(R, t)|2

=

∫ R?

0

dR

√
8σ

π

√
36

σ2t2 + (6− pt)2
exp(− 72σ

σ2t2 + (6− pt)2
R2)

=

∫ X′

0

dxΦ(x) =

∫ X′

0

dx
2√
π

exp(−x2). (5.31)

Onde utilizamos a eq. (5.25), �zemos a substituição x =
√

72
σ2t2+(6−pt)2R e de�nimos

X ′ =
√

72
σ2t2+(6−pt)2R

?. Nos dois momentos no tempo considerados temos que

lim
t→±∞

∫ X′

0

dx
2√
π

exp(−x2) = 0, (5.32)

pois o limite superior X ′ → 0 nesse limite. Analisamos o primeiro termo de 〈Ψs |Ψs〉 ,

utilizando a eq. (5.27) temos:

〈Ψ |P∆R?(t1)P∆R?(t2)P∆R?(t1) |Ψ〉 =
σR?√
2π3|β|2

× 1

t1(t1 − t2)

×
(

12R? sgn(t1 − t2) +
√

3π|t1 − t2|
)2

× |((FresnelC(

√
3 · 4R?√
π|t1 − t2|

) sgn(t1 − t2)

+ ıFresnelS

√
3 · 4R?√
π|t1 − t2|

))|2, (5.33)

sendo FresnelS(y) =
∫ y

0
dt sin πt2

2
e FresnelC(y) =

∫ y
0
dt cos πt2

2
as funções de Fresnel seno e

cosseno respectivamente, e sgn(x) a função degrau. Para calcular ps avaliamos a eq. (5.33)

nos limites de t1, t2 → ±∞ e obtemos:

lim
t1,t2→±∞

〈Ψ |P∆R(t1)P∆R(t2)P∆R(t1) |Ψ〉 =



0 t1 → +∞

0 t1 → −∞

0 t2 → +∞

0 t2 → −∞

. (5.34)
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Com auxílio das eq. (5.18),(5.32) e (5.34) podemos escrever ps como:

ps = lim
t1→−∞
t2→+∞

ps(t1, t2)

= lim
t1→−∞
t2→+∞

−〈Ψ|P∆R?(t1)P∆R?(t2)P∆R?(t1) |Ψ〉+

+ 〈Ψ|P∆R?(t2) |Ψ〉+ 〈Ψ|P∆R?(t1) |Ψ〉

= 0. (5.35)

Assim, a probabilidade de singularidade em um universo FLRW com curvatura k = 0

dominado pela radiação é nula nesses limites. Todavia, precisamos ainda mostrar que a

família de histórias é consistente para que essa conclusão faça sentido.

Para isso precisamos analisar o termo 〈Ψ |Ψs〉 = 〈Ψ |P∆R(t1) |Ψ〉

+ 〈Ψ |P∆R(t2) |Ψ〉 − 〈Ψ |P∆R(t2)P∆R(t1) |Ψ〉 da eq. (5.23). Como os dois primeiros termos

já foram avaliados em (5.32) precisamos considerar apenas a integral da eq. (5.29). Não foi

possível uma solução analítica para a mesma, de forma que a avaliamos numericamente.

Utilizando o Mathematica (Wolfram Research 2010) construímos o grá�co (5.1) da função

A0(t1, t2) := 〈Ψ |P∆R(t2)P∆R(t1) |Ψ〉 para as partes real e imaginária. Escolhemos o fator de

escala da ordem de centena de comprimentos de Plank, R? = 200. O valor da constante σ que

tem dimensão de inverso da coordenada R ao quadrado foi atribuído um valor compatível

com centenas de comprimentos de Planck, no grá�co apresentado σ = 15, por simplicidade,

e porque a constante p pode ser anulada por uma translação no tempo, escolhemos p = 0.

Outros conjuntos de parâmetros foram testados: (R? = 300, σ = 20, p = 0),(R? = 500, σ =

15, p = 0) sem qualquer alteração signi�cativa no grá�co nos limites de t1, t2 muito pequenos

e grandes, respectivamente. Observamos que nos limites t1 → −∞ e t2 → +∞ existe uma

tendência para função A0(t1, t2)→ 0 e, portanto a história é consistente.

A partir da eq. 5.24, e considerando que limt1→−∞
t2→+∞

〈Ψs |Ψs〉 = 0 e limt1→−∞
t2→+∞

〈Ψ |Ψs〉 =

limt1→−∞
t2→+∞

A0(t1, t2) = 0 concluímos de forma consistente que pb = 〈Ψb |Ψb〉 = 1, isto é, para

este modelo o universo encontra um ricochete.
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Figura 5.1: Parte Real e Imaginária, respectivamente, de A0(t1, t2) utilizando R? = 200, p = 0 e

σ = 15.

5.3.2 Universo aberto (k = −1)

Para curvatura espacial negativa procedemos de forma análoga ao caso plano. Para calcu-

lar ps analisamos os dois últimos termos de 〈Ψs |Ψs〉 = −〈Ψ|P∆R?(t1)P∆R?(t2)P∆R?(t1) |Ψ〉+

〈Ψ|P∆R?(t2) |Ψ〉+ 〈Ψ|P∆R?(t1) |Ψ〉 da eq. (5.18):

〈Ψ |P∆R?(t) |Ψ〉 =

∫ R?

0

dR|Ψ(R, t)|2

=

∫ R?

0

dR

√
8σ

π

√
36

cosh2 t(σ2 tanh2 t+ (6− p tanh t)2)

× exp(− 72σ

cosh2 t(σ2 tanh2 t+ (6− p tanh t)2)
R2)

=

∫ X′

0

dx
2√
π

exp(−x2), (5.36)
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onde foram de�nidas x :=
√

72σ
cosh t(σ2 tanh2 t+(6−p tanh t)2)1/2

R eX ′ :=
√

72σ
cosh t(σ2 tanh2 t+(6−p tanh t)2)1/2

R?.

Quando t→ ±∞ temos que X ′ → 0 e podemos escrever:

lim
t→±∞

∫ R?

0

dR|Ψ(R, t)|2 = 0. (5.37)

Utilizando a eq. (5.27) avaliamos o termo restante de 〈Ψs |Ψs〉 e obtemos:

〈Ψ |P∆R?(t1)P∆R?(t2)P∆R?(t1) |Ψ〉 =
√

3/2λ|

√
−ı cosh(t1)

β − 12ı tanh(t1/2)
|2 cosh(t1 − t2)

× (
2

FresnelC(λ

√
coth(

t1 − t2
2

)) +

+
2 FresnelC(λ

√
coth( t1−t2

2
)) FresnelC(λ

√
tanh( t1−t2

2
))

| tanh( t1−t2
2

)|

+ coth2(
t1 − t2

2
)(

2

FresnelC(λ

√
tanh(

t1 − t2
2

))

+
2

FresnelS(λ

√
tanh(

t1 − t2
2

)))

+
2

FresnelS(λ

√
coth(

t1 − t2
2

))
2

sgn(coth(
t1 − t2

2
))

+ 2 coth3/2(
t1 − t2

2
)

2

FresnelS(λ

√
coth(

t1 − t2
2

))

×
2

FresnelS(λ

√
tanh(

t1 − t2
2

)) sgn(coth(
t1 − t2

2
))

×
√

tanh(
t1 − t2

2
)) tanh(

t1 − t2
2

), (5.38)

onde de�nimos λ := 2R?

√
6
π
. Avaliamos os limites da eq. (5.38) para t1, t2 → ±∞:

lim
t1,t2→±∞

〈Ψ |P∆R(t1)P∆R(t2)P∆R(t1) |Ψ〉 =



0 t1 → +∞

0 t1 → −∞

0 t2 → +∞

0 t2 → −∞

. (5.39)

Que é um resultado idêntico ao da eq. (5.34). Portanto, a probabilidade de singularidade

ps = 0.

Como no caso anterior, avaliamos numericamente a consistência da família de histórias,
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utilizando eq. (5.29). Nos grá�cos da �g. 5.2 apresentamos, utilizando os mesmos parâmetros

utilizados no caso k = 0, A−1(t1, t2) := 〈Ψ |P∆R(t2)P∆R(t1) |Ψ〉 e veri�camos que A−1 → 0

quando t1 decresce e t2 cresce. Os outros dois conjuntos de parâmetros (R? = 300, σ =

20, p = 0),(R? = 500, σ = 15, p = 0) também não apresentaram diferenças signi�cativas. A

partir dos grá�cos (5.2) concluímos que a história é consistente e pelas eq. (5.39) e (5.37) nos

limites t1 → −∞ e t2 → +∞, podemos concluir utilizando (5.24) que pb = 〈Ψb |Ψb〉 = 1.
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Figura 5.2: Parte Real e Imaginária, respectivamente, de A−1(t1, t2) utilizando R? = 200, p = 0 e

σ = 15.

5.3.3 Universo fechado (k = 1)

Consideremos, no caso k = 1, o termo 〈Ψ|P∆R?(t) |Ψ〉 da eq. (5.18):
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〈Ψ |P∆R?(t) |Ψ〉 =

∫ R?

0

dR|Ψ(R, t)|2

=

∫ R?

0

dR

√
8σ

π

√
36

cos2 t(σ2 tan2 t+ (6− p tan t)2)

× exp(− 72σ

cos2 t(σ2 tan2 t+ (6− p tan t)2)
R2)

=

∫ X′

0

dx
2√
π

exp(−x2)

= Erf

( √
72σ

cos t(σ2 tan2 t+ (6− p tan t)2)1/2

)
. (5.40)

De forma diferente dos dois outros casos apresentados 〈Ψ|P∆R?(t) |Ψ〉 oscila nos limites

t→ ±∞. No grá�co da �g. 5.3 observamos o comportamento de 〈Ψ|P∆R?(t) |Ψ〉 utilizando

os mesmos parâmetros (R? = 200, σ = 15, p = 0).
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18 000 2 secHtL

225 tan2HtL + 36

Figura 5.3: 〈Ψ|P∆R?(t2) |Ψ〉 utilizando R? = 200, p = 0 e σ = 15.

Este resultado sugere que ps também oscila.

Ao calcular o termo com três projetores restante obtivemos uma função A1(t1, t2) análoga

à de A−1(t1, t2) da eq. (5.38) fazendo a substituição cosh y → cos y e tanh y → tan y. Esta

função também oscila nos limites considerados.

Para calcular a consistência da família de histórias iremos avaliar a eq. (5.22), com auxílio

da eq. (5.27) obtivemos uma expressão analítica:
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〈Ψb |Ψs〉 ∝
csc t1 csc t1 − t2

|
√
β + 12ı tan (t1/2)|2

× ((
1

C
FresnelC(λC) + ıFresnelS(C) sgn(C ′))

+ (
1

B
FresnelC(λB)− ıFresnelS(B) sgn(B′)))

× ((
1

C
(1− 2 FresnelC(λC) + ı(−1 + 2 FresnelS(λC)) sgn(C ′)))

+ (
1

B
(1− 2 FresnelC(λB)− ı(−1 + 2 FresnelS(λB)) sgn(B′)))) (5.41)

onde de�nimos C := cot1/4 (t1 − t2/2)2,C ′ := cot (t1 − t2/2) e B := tan1/4 (t1 − t2/2)2,B′ :=

tan (t1 − t2/2) = 1/C ′. A eq. (5.41) assim como A1(t1, t2) não converge em t1 → −∞

e t2 → +∞ e portanto a família de histórias não é consistente e não podemos atribuir

probabilidades ao problema.

5.3.4 Comparação com resultados obtidos pela teoria de Broglie-

Bohm

Nesta seção discutiremos alguns resultados, para o universo preenchido com campo es-

calar e dominados pela radiação, para a Teoria de Broglie-Bohm. Considerando a eq. de

Wheeler-DeWitt para o campo escalar

− ∂2Ψ

∂α2
+
∂2Ψ

∂φ2
= 0 . (5.42)

onde rede�nimos por conveniência 4/3πG = 1 e aplicando o mesmo procedimento descrito

na seção 2.3, escrevemos a função de onda Ψ(t) na forma polar Ψ = A exp ıS e obtemos:

−
(
∂S

∂α

)2

+

(
∂S

∂φ

)2

+Q(α, φ) = 0 , (5.43)

∂

∂φ

(
A2∂S

∂φ

)
− ∂

∂α

(
A2∂S

∂α

)
= 0 , (5.44)
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sendo a primeira equação referente à parte real e a segunda à parte imaginária e onde o

potencial quântico é

Q(α, φ) :=
1

R

[
∂2R

∂α2
− ∂2R

∂φ2

]
. (5.45)

As equações guias de onda são:
∂S

∂α
= −e

3αα̇

N
, (5.46)

∂S

∂φ
=
e3αφ̇

N
. (5.47)

Considerando a solução da função de onda 4.15, escrita na forma:

Ψ(vl, vr) =

∫ ∞
0

dkΨ(k) eikvl +

∫ 0

−∞
dkΨ(k) eikvr . (5.48)

E utilizando (5.48) ,(5.47) e (5.46), obtemos

dα

dφ
= −∂S/∂α

∂S/∂φ

= −
{∫ ∞

0

dk

∫ ∞
0

dk′
[
Ψ(k)Ψ∗(k′) eıvl(k−k

′) −Ψ(−k)Ψ∗(−k′) e−ıvr(k−k′)
]
(k + k′)

−
[
Ψ(−k)Ψ∗(k′) e−ıvrk e−ıvlk

′ −Ψ(k)Ψ∗(−k′) eıvlk] eıvrk′
]
(k − k′)

}
/{∫ ∞

0

dk

∫ ∞
0

dk′
[
Ψ(k)Ψ∗(k′) eıvl(k−k

′) + Ψ(−k)Ψ∗(−k′) e−ıvr(k−k′)

+ Ψ(−k)Ψ∗(k′) e−ıvrk e−ıvlk
′
+ Ψ(k)Ψ∗(−k′) eıvlk] eıvrk′

]
(k + k′)

}
. (5.49)

Na eq. (5.49) podemos observar que nos limites em que vr → ±∞ os termos
∫∞

0
dkΨ(k) eıvrk,∫∞

0
dkΨ(k) eıvrk correspondem às transformadas de Fourier de funções quadrado integráveis

em vr → ±∞ e portanto:
dα

dφ
= −1 ⇒ α + φ = const . (5.50)

Analogamente para vl → ±∞ temos

dα

dφ
= 1 ⇒ α− φ = const . (5.51)

Onde se vê que nestes limites recuperamos as soluções das trajetórias clássicas da eq. (4.7).
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Figura 5.4: Campos para as famílias de trajetórias das eq. (5.46) e (5.47). Podemos distinguir dois

tipos de trajetórias representadas pelas linhas, a linha superior mostra um Universo que encontra

um ricochete e a inferior um universo singular em φ→ ±∞. Esta �gura foi retirada da referência

(Pinto-Neto et al. 2012).

Para solucionar (5.51) e obter as trajetórias Bohmianas na região próxima à singularidade

clássica para efeito de comparação com os resultados obtidos pelas Histórias Consistentes

consideramos Ψ(k) um pacote gaussiano

Ψ(k) = exp

(
−(|k| − d)2

b

2
)
, (5.52)

onde b � 1 e d > 1. As soluções para estas trajetórias estão representadas na �gura 5.4

tirada da referência (Pinto-Neto et al. 2012). Podemos observar que existem duas famílias

de trajetórias para a condição (5.52), uma delas atinge um ricochete próxima à singularidade

clássica, e a outra é singular nos limites φ → ±∞. Esta conclusão difere da encontrada no

contexto das Histórias Consistentes na seção 5.2 e na referência (Craig & Singh 2010), onde

foi demonstrado que para qualquer escolha de Ψ(k) a probabilidade de singularidade em

pelo menos um dos dois momentos no tempo considerados é 1.

Vamos analisar o caso do Universo dominado pelo �uido de radiação da seção 5.3. No
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modelo apresentado temos a equação diferencial para a trajetória

pR = 12Ṙ =
∂S(R, t)

∂R
, (5.53)

onde S(R, t) é a fase da função de onda da eq. (4.45)

S(R, t) := Arg (Ψ(R, t)) , (5.54)

onde Arg(y) é o argumento de uma função y. As soluções para as trajetórias são

R(t) = R0


√
σ2 sin2 t+ (6− p tan t)2 cos2 t k = 1√
σ2t2 + (6− pt)2 k = 0√
σ2 sinh2 t+ (6− p tanh t)2 cosh2 t k = −1

, (5.55)

onde se vê a semelhança com os valores médios 〈R(t)〉 da eq. (4.46), que é idêntica exceto

pela constante de integração. Este resultado não é particularmente surpreendente pois os

valores médios da teoria de Broglie-Bohm satisfazem (4.46). O potencial quântico para este

modelo é:

Q = 3σ


[σ(σ sin2(t)−72R2)+(6−p tan(t))2 cos2(t)]

[(6−p tan(t))2 cos2(t)+σ2 sin2(t)]2
k = 1

[σ(σt2−72R2)+(6−pt)2]
[(6−pt)2+σ2t2]2

k = 0

[σ(σ sinh2(t)−72R2)+(6−p tanh(t))2 cosh2(t)]

[(6−p tanh(t))2 cosh2(t)+σ2 sinh2(t)]2
k = −1

. (5.56)

O potencial quântico pode ser reescrito de forma mais simples

Q =
3σR2

0(1− 72σR2
0)

R2(t)
, (5.57)

sendo R(t) as trajetórias da eq. (5.55). As soluções para trajetória e o potencial quânticos

podem ser visualizadas nos grá�cos das �guras 5.6 e 5.5 para os casos k = −1 e k = 0

respectivamente. Na �gura 5.7 e 5.8 apresentamos o fator de escala e o potencial para o caso

k = +1 para diferentes escolhas de σ. Para as curvaturas k = 0,±1 estes modelos não atin-

gem a singularidade em nenhum momento do tempo. Em todos os casos, podemos observar

que o potencial quântico Q se torna grande quando o fator de escala é pequeno, demons-

trando assim, que efeitos quânticos são importantes nesse regime e desviam as trajetórias
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clássicas.

As conclusões sobre os modelos k = −1 e k = 0 são as mesmas em ambas aborda-

gens, Histórias Consistentes e de Broglie-Bohm, o Universo não é singular. Entretanto, na

interpretação das Histórias Consistentes obtemos uma resposta diferente para a questão da

singularidade em k = +1. A Teoria de Broglie-Bohm a�rma que este modelo não é singular,

enquanto as Histórias Consistentes não são capazes de atribuir uma probabilidade signi�ca-

tiva. No caso do Universo com campo escalar observamos uma discordância entre as duas

análises, Histórias Consistentes a�rmam que, qualquer que seja a função ψ(k) o universo

sempre encontra a singularidade no em φ → ±∞, enquanto foi mostrado, que com ψ(k)

sendo um pacote gaussiano, existem trajetórias não singulares.
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Figura 5.5: Trajetória quântica para o fator de escala R(t) (linha sólida) e potencial quântico

Q(R, t), para o caso k = −1. Esta �gura foi adaptada da referência (de Barros et al. 1998b).
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Figura 5.6: Trajetória quântica para o fator de escala R(t) (linha sólida) e potencial quântico

Q(R, t), para caso k = 0. Esta �gura foi adaptada da referência (de Barros et al. 1998b).
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Figura 5.7: Trajetória quântica para o fator de escala R(t), em para diferentes valores de σ para

k = 1, quando σ cresce, a amplitude das oscilações crescem. Esta �gura foi adaptada da referência

(de Barros et al. 1998b).
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Figura 5.8: Potencial quântico para k = 1 correspondente às trajetórias da �gura 5.7. Esta �gura

foi adaptada da referência (de Barros et al. 1998b).



Capítulo 6

Conclusões e Perspectivas

Nesta dissertação abordamos o problema da singularidade inicial presente em modelos

cosmológicos clássicos em um contexto quântico tentando responder de maneira precisa

e consistente se estes modelos são singulares. Para isto foi necessário abordar questões de

fundamentos da Mecânica Quântica convencional, que não é aplicável a um sistema quântico

fechado. Exploramos a interpretação das Histórias Consistentes como uma das possibilidades,

a mais conservadora, para lidar com a questão. Por �m comparamos nossos resultados com

o de outra abordagem possível, a teoria de Broglie-Bohm.

A comparação entre essas duas perspectivas mostrou diferenças importantes. Em especial

para o caso especí�co do campo escalar em FLRW plano a perspectiva de Broglie-Bohm

resulta que estes modelos podem ser singulares ou não, enquanto que para a Interpretação

de Histórias Consistentes, sobre condições bastante genéricas, foi demonstrado que esses

Universos são sempre singulares. É possível mostrar (Holland 1995) que a Teoria de Broglie-

Bohm recupera os resultados estatísticos da mecânica quântica de Copenhagen, mas para

isso se pressupõe uma equação dinâmica tipo Schrödinger, o que não acontece no caso do

campo escalar que possui uma equação do tipo Klein-Gordon.

Para o caso mais so�sticado de Universos dominados por radiação, demonstramos, atra-

vés das Histórias Consistentes, que o Universo não é singular nos casos k = 0 e k = −1,

o que também está de acordo com a abordagem de Broglie-Bohm. Sendo assim, este é, o

primeiro caso conhecido de Universo não singular demonstrado na perspectiva de Histó-

rias Consistentes. Este resultado desmisti�ca a idéia de que modelos de Cosmologia Quân-

69



70 CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS

tica, numa perspectiva consistente e sem lançar mão de teorias alternativas com a de

Broglie-Bohm, não evitam a singularidade ao contrário do que sugeriam alguns trabalhos

(Ashtekar et al. 2008a; Craig & Singh 2010; Ashtekar & Singh 2011a). Entretanto, para o

universo fechado, com curvatura k = +1 as Histórias Consistentes foram inconclusivas

quando avaliadas em dois momentos do tempo t1 → −∞ e t2 → +∞. Já a teoria de

Broglie-Bohm conclui que estes Universos não são singulares. A falta de resposta da inter-

pretação de Histórias Consistentes pode estar relacionada ao fato de que a função de onda

Ψ(R, t) oscila nos limites que foram considerados, t→ ±∞, já que neste modelo o Universo

oscila entre fases de contração e expansão e que portanto a escolha destes instantes não

tenha sido e�caz.

As duas perpectivas, a de Broglie-Bohm e Histórias Consistentes, concorrem para se es-

tabelecer como alternativa viável à Mecânica Quântica de Copenhagen, possuindo diversas

particularidades. Nos modelos analisados foi possível observar que a noção de probabilidade é

perdida em de Broglie-Bohm, apesar de ser possível recupera-la em modelos mais so�sticados

(Falciano & Pinto-Neto 2009). Também ressaltamos que sistemas nos quais estas duas pers-

pectivas possuam conclusões distintas são de interesse para que seja possível elaborar testes

para as mesmas. Recentemente, por exemplo, foram investigadas como as trajetórias Boh-

mianas se comportam em um modelo cosmológico perturbado (Falciano & Pinto-Neto 2009;

Vitenti et al. 2012). Espera-se que seja possível investigar como efeitos quânticos poderiam,

em principio, alterar observáveis cosmológicos como o espectro de perturbações da Radiação

Cósmica de Fundo. De maneira que o Universo primordial apresenta um palco interessante

para tentar distinguir estas teorias e interpretações.

No presente trabalho, para os casos de um Universo dominado por radiação, nos concen-

tramos em uma condição de contorno especí�ca Ψ′(0) = ηΨ(0) para η → 0. Existe outra

condição de contorno de interesse, η → +∞, a investigação para esta condição está sendo

realizada no presente momento. Também é de interesse o estudo de modelos mais so�sticados

para investigar se a conclusão de que estes modelos não são singulares se sustenta.
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