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RESUMO

Neste trabalho estudamos a algebra e a anilise devariedades qua
ternidnicas espago-tempo, quadridimensionais riemannianas e nado riemannia-
nas. Obtem-se as equagOes quaternidnicas da gravitagdo einsteiniana. Por
meio do produto direto de élgebra.s de Clifford-Pauli gera-se variedades ndo
riemannianas. Aborda-se o caso particular de espago com afinidade integra -
vel e com torg¢ao uniforme. Obtem-se, taml;ém, a equacdo de Weyl em espa‘—

go-tempo quaternidnico com torgdo uniforme.



PREFACIO

Esta tese € um estudo de variedades quaternidnicas espago-tem
po, riemannianas e ndo riemannianas Em esséncia, ela pode ser decompos-
ta em dugs partes. Na primeira parte, aplicamos a algebra e 3 analise de qua
ternions & variedades riemannianas, enquanto que na segundé' parte fazemos
o estudo de variedades quatermomcas nao riemannianas. A primeira parte
contém a esséncia de quatro trabalhos Ja publicados, (14), (15), (16), (17),
que se originaram, fundamentalmente, das idéias de P. G. Bergmann contidas
no trabalho "Two Componen't Spinors. inn General Relativity', (4). Do final des
t;a. primeira parte, extraimos um novo trabalho, "'As equagdes Quaterni&nieas

da Gravitagdo Einsteiniana com CondigGes Subsididrias".

A segunda parte se estrutura sébre trés trabalhos a serem pu-
blicados:

a) Variedade espago~tempo ndo riemanniana gerada pelo produ-
to diretode algebras locais de Clifford-Pauli.

b) Espago-tempo quaternidnico com afinidade integrivel e tor-
gao uniforme.

c) A_equagéo de Weyl em espago-tempo quaternidnico com tor-

gao.
Esta tese se apresenta como a exposigdo de uma técnica de cal-
culo e contem, implicitamente,‘ aplicagdes a trabalhos onde foi utilizada. B .
um método util para o estudo das teorias fisicas no espago tempo curvo, espe
cialmente para o caso de campos fermidnicos em presenga do campo gravita-

cional e para as teorias da gravitagdo ern espago sem curvatura.



I. INTRODUGAO

Os espinores tém papel fundamental na fisica moderna, particu
larmente devido ao fato de que o grupo de Lorentz admite, além de representa

¢Oes tensoriais, representacées espinoriais.

Os espinor.n_as foram descobertos por E. Cartan em 1913, mas
foi sOmente em 1929 que Van der Waerden criou uma notagao Gtil para a alge-
bra’. espinorial, andloga & dlgebra tensorial c_ia relatividade especial. Em 1933
Infeld e Van der Waerden desenvolveram a andlise espinorial de modo cova-
riante, paralelo d analise tensorial no esp'égo Riemann. A linha de Infeld-Van

(L3)

der Waerden foi seguida em um trabalho publicado em 1953 por Bade e Jehle

(13)

e posteriormente ampliado por Parke e Jehle em 1865, que formularam

espinorialmente equagdes de onda, covariantes pelo grupo homogéneo de Lo-

rentz. Em 1957 P. Bergman(4 )

publicou um importante trabalho sébre espino
res a duas componentes em relatividade geral. Nesse trabalho desenvolveu
uma teoria espinorial, nos moldes da linha Infeld-Van der Waerden de 1933 ,
onde i.ntroduziu matrizes hermitianas, que sido generalizag¢des das matrizes de
Pauli. Tais matrizes contém a estrut;.lra geométrica. do espago riemanniano
da relatividade geral. Essas matrizes determinam univocamente o tensor mé,
trico, mas dado o tensor métrico, as matrizes ficam determinadas a menos
de uma transformagdo local independente da transformacio de coordenadas. A
formulagao matricial de Bergmann permite a descrigdo do campo gravitacio-
nal de modo bastante conveniente. Foi, entretanto, sdmente a partir- de 1960,
que a moderna teoria da gravitacdo reconheceu e explorou com profundidade
as vantagens do calculo espinorial a duas compbnentes. Por outro lado époss_l'
vel formular a teoria especial da relatividade por meio de quaternions e assim
o féz F. Klein em 1911. Desde essa época até recentemente nao surgiram es

forgos importantes no sentido de se aprofundar a aplicagdo dos quaternions &



2

relatividade, se bem que os houvesse no sentido de aplicé-los as teorias quan
ticas. Em 1964, surgiu um trabalho de P Rastall(lz), onde o autor formulou
a élgebra e a analise dos quaternions de modo conveniente e as aplicou a rela-
tividade restrita e aos espago-tempo riemanniano, mas Rastall explorade mo
do pouco extenso a correlagao entre quaternions e espinores, restringindo-se

- aos espinores de primeira ordem.

Um dos objetivos do presente trabalho é pretender estabelecer
de modo claro, completo, em grande parte original, desde as nogoes basicas,
a teoria dos quaternions em variedades espago-tempo riemannianas e nao rie
mannianas. Para isto, passaremos, em seéuida, a descrever a élgebra de

quaternions.



"Ir. ALGEBRA DE QUATERNIONS

Como T. Kahan(l)

, definiremos a algebra de guaternions
como uma &lgebra, sObre um corpo comutativo, com uma base de qua
tro elementos, e , u,v,w que respeita a tabela de multiplicacgio

)
seguinte:

kféizgéggs e, u v w
e, e u v \
u - u e;u w v
v v - eOB -u
w w -av Bu —aBgo

onde a e B sS30 elementos do corpo e o, B # 0. A base eyr WV, é
chamada base candnica. Escolhendo~se novas bases obteremos élgg
bras isomorfas. Para o nosso trabalho adotaremos: o corpo dos com
plexos e escolheremos comeo base conveniente para os nossos objeti
vos os quaternions 6}0), 6}1), 6}2)’ 613), correlacionados i ba-
se candnica do seguintes modo:

3 . v N

To) = €r Tqzy =ur Opy= vy T(gy= ~iw .

Imporemos « e B iguais a4 unidade multiplicativa do
corpo.
Entao:

. 2 _ _ A . 2_ . 2_
(G(O)) = eo" G‘(Q)’ (OT(J.)) = eol (6-(2)) = eo

(Gegp2 = Cim? = ~0? = ~(=a8) = + ¢,
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. A base d}u), {o¢ =0,1,2,3), & constituida de elementos
cujo quadrado vale e = d}o)' Os quaternions introduzidos sdo tam-
bé&m chamades biquaternions de Hamilton. Um quaternion A & entdo’

uma quadrupla ordenada de complexos A = (A(o),A(l),A(z),A(a)),

e
chamaremos de A(a) 3 componente cdo quaternion
3t g (©) A1) ,(2) ,(3)
A= 7 A GYa) = (A ,A JA ATy (L.II)
a=0

A igualdade de dois quaternions & definida pela igual-

dade das componentes de mesmo iIndice.

a=p = al®d- gl

O quaternion zero & agquéle em que al®)

= 0, para todo a.
Se A & um complexo qualquer, entdo:

o= a0 a2 030 {2.11)

A soma de dois quaternions A, B & definida pela soma

dag componentes, isto é&:

atB = @@y 50) AL L ) A2, 5(2) 5(3),5(3),
e (3.11)

A -~-B=A-+ (-1)B

Com a operagdo de soma, e multiplicagdo por um escalar,
os quaternions,‘constituem um espago vetorial de dimensdo quatro
sobre o corpo dos complexos.

Os quaternions também respeitam as propriedades associ

ativa e distributivar



A(BC) = (AB)C . (4.11)
(A + B)JC = AC + BC-; C{A + B)=CA + CB
A tabela de multiplicagdo de quaternions nos mostra

que a dlgebra de guaternions ndao & comutativa.

Os quaternions de base o satisfazem, além da norma-
g (a)

lizagdo a 1, as propriedades:: "

6"(k) (r(z) + G‘u_)' O“(k) =0 (5.II)
k+¢ , k, 240
e d—(k) d_(!i) = i d-(m) ; (6.11)

onde k, £, m s3o uma permutagdo ciclica de 1,2,3.

Se um quaternion & A = (A(o)‘, At , af? R A(B)) , © qu_éi_
ternion adjunto associado, A, & aguele definido como:

i = (A(O), —A(l), a2, a3, (7.1T)
Em particular G- = g e
(o) (o)
) Gy == Sy rse k40
Déste modo _
3
= ] ated & (8.11)
a=0 (a)

B claro que A = A .
Se A e B sdo dois qguaternions, entdo AB = B A .

Se A & um complexo e A um quaternion, entdo vale AA = AR .

0 cdlculo direto nos mostra a iitil £3rmula:



az‘o Ty B Ty =~ 28 . (9.11)
Como consequéncia se A = d}o)' vira
. 3 —_— .

2% L T T

Quando n3o houver diividas, omitiremos a unidade(T(o).

A norma de um quaternion A & definida como:

Norm (A) =R A=2aAR, (10.11)

Na base.{d‘(a) }, a norma de A seri:

AE = a2 | a2 _ (2,2 - @32 | o1

Também valem:
AB=BE , e
(AB) (BB) = (aR) (BB) ,

isto &, a norma de um produto de dois quaternions & o produto das
normas -dos fatdres.

Se um quaternion tem norma nula &le se diz singular.
Se AR = é}o) o guaternion se denomina unimodular.

Se um quaternion A & ndo gingular, define-se o quater-
nion inverso de A como A-_l tal que:

A"l A . (11.1I)

AA
Se o quaternion & unimodular, Al = & .

Da formula (11.II) vem: a7t = a7t = d}
,"Uma outra consequéncia da f£ormula (11.II) & que:

(AB)-11 =fB—1 A_l, desde que A e B tenham inversos.

Vamos definir um importante conceito que & o de quater



nion hermitiano associado a um quaternion A:
* * * * .
at = (A (°), A (l), A (2), A (3)), (12.1I1)
* -
onde A (o) e o complexo conjugado da componente A(“) de A. Com
esta definigdo vé-se que (ap)t = BT at .

Um quaternion serd hermitiano se coincidir com seu her
mitiano associado, isto € se A = AT e @al decorre que tédas compo-
nentes de um quaternion hermitiano s3oc reais. Definiremos quater-
nion complexo conjugado do quaternion A, ao quaternion:

¥ * * . *
A= (Ao ' Ai ’ PAZ r A

: 3) (13.11)

Das definigoes-(7.II), (12.II) e (13.II) resulta que

—_— - -
af =af ; A% =a"
* % * *
(AT)T=A ; @A) =1 ; (AB)*=AB
Se ) & um niimexo complexo, valem também: (14.II)
* * * %
omT =" ; oa' = a"a
e oa)t = 37hoatt o,

Esta filtima propriedade vale sOmente se A ¥ 0 e AR ¥ 0.

Vamos introduzir uma métrica no espago vetorial da &l-
gebra dos quaternions por meio da.definigdo do produto escalar- de
dois quaternions.

v

Define-se produto escalar de dois quaternions por:

A‘B="%‘~(A§+BX) =1 @& + Ba) =

2
3 (15.1I1)
~(at)gle) o 7 p5@ ) g
{o)
k=1
. O produto escalar de dois quaternions & proporcional a

(0)°
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Em particular, G}o; S}o) = G}o); r'G}k)I Ukk)= O}O),
se.kiéo;ed‘(a)lo"(s)=0 se o # B .

Essas propriedades nos sugerem introduzir o "tensor mé
trico” no espago dos quaternions como sendo:

Moy # % = T @l S0~ S Tar™ F(ear 26.11)
. De modo explicito:

é(oo) =1, g(kk) = -1l (k #0) e é(a8)= 0 se a # 8.

(aB)

Com auxilio dos é(aB) podemos definir os g por meio
do sistema de equagdes:
5 .
i g(aB) é(sa) £ s a(a) (17.11)
0
onde G(Q}a) é zero se (a) % (3) e serd a unidade se (a) = (3).

A resolugdo do sistema (17.II) nos dara:

§(°) L 1; ¢®R)o L1; sek #£0; ¢%PF0= 0 se (a) # (8).

(aB)

Com auxilio dos § podemos introduzir componentes

covariantes e contravariantes de um quaternion.

De fato:
3 3
- g . (8) =
als - E Blgy~ (@) g By © =



3 3
. (aB) _ (a) .
0 L Ry Bd =1 2y s 0 (o)
a,B=0 o=0
(18.11)

Para obter ésse resultado, usamos o fato de que
(a+B)|c=alc+ B|C, e introduzimos a definigdo

B((!) = X é_(uﬁ) B(B) ) (19:11)
B

Com a (19.II) estabelecemos a conexao entre componen -

tes covariante, B(B)' de um quaternion e componente contra&afiante
B(a) désse quaternion.

Se invertermos a f£ormula (19.II) obteremos:

B s(?) (20.11)

. = I 9
(x)

De um modo mais compacto, podemos escrever:

ple) o 4(a) g (19'.11)

Andlogamente teremos C§(a)| B = B(a), onde fizemos:

A : 5 (8)
Gl = (Z) 80p) T (21.11)
8

- Em geral, passaremos a omitir o sinal de somidtorio

quando referido a um Indice covariante e outro contravariante,repe
tidos.

IIIX. REPRESENTAGAO MATRICIAL DE QUATERNIONS

As regras de multiplicagdo (5.II) e(6.II), Juntamente
com a normalizag30 imposta aos quaternions basicos é‘a), permite
o estabelecimento de um isomorfismo com as.matrizes de Pauli adici
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onadas da matriz unidade. Especificando melhor, vamos estabelecer
a correspondéncia isomorfica seguinte:

\ 10 & 0

[ ; —r o (1.x11)
(o) 0 1 L 1 0/

. 0 -1 G o [L0

oy ™ ; .

Escritos os guaternions de base &}a) na forma matri-
cial (1.III), um quaternion gqualquer, A, terd por matriz represen-
tativa:

A(o) + A(3) A(l) - iA(z)
a=al® Tioy = (2.111) -
¢ afl) 4 a2 P I

T3das formulas do capitulo anterior sao exprimiveis ma
tricialmente e, em particular

afo) L (3 L AP )
% = (3.111)
AL a2 ale) L a3
a¥0) L a*3) A¥() L a%(2)
al = (4.111)
AY () L 4a%@) A¥) o a*(3)
a¥e) A*(B). a¥ (1) 4 a2
A = . (5.111)
*(1) | %) a¥fo) L a*(3)

Se A = AT, entao todos A(a) que aparecem na matriz sdo
reais, logo se transpusermos a matriz e tomarmos a sua complexa
conjugada, ela nd3o se altera.

0 quaternion transposto de um quaternion A &:
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(0 (3) AL+ (2)

+ A 1
¢ AT = isto €&,

A a2 (0) (3)

aT = @@, a1, a2 ,03), {6.1IT)

Um quaternion serd simétrico se AT = a e entdo a%= 0.

A rigor, deveriamos representar a matriz representati-~
va de um quaternion A, (na base d}a)), por M(aA), mas n3o o fare-
mos, por ser clara a identificag@o de A com M(A).

Se calcularmos o determinante de A, obteremos:

-t x

3
det A= 392 - 7 @k (7.111)
k=1

Mas entdo C%(o) (det A) = BA, que & a norma de A.

Se somarmos as matrizes A e K,'dadas respectivamente
em (2.ITI) e (3.III), obteremos:

(txa) (8.111)

e ‘o) = :
A+ A= O‘(O)[2A ] = %0)

sendo tr o trago da matriz que representa A na base {}f(a) .

An3logamente, obteriamos como matriz associada ao qua-
ternion, inverso de A, a matriz inversa daquela associada a é&ste
quaternion. Veremos gque a forma matricial dos quaternions & funda-
mental na correlagdo entre quaternions e espinores.

IV. QUATERNIONS DE LORENTZ

Um evento no guadri-espago da relatividade especial po

de ser caracterizado por quatro reais ordenados x¥ , (vw=20,1,2,3),
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coordenadas cartesianas ortogonais désse evento.

A coordenada x° & temporal e as demais sdo espaciais .
A métrica a ser usada & definida pelo tensor simétrico real N,y 2
variante, de assinatura ( + - - - ). Sabemos que as coordenadas co
variantes dxu s3o obtidas das contravariantes dx" por meio do
nuv , isto e:

dx = n dx
u uv

(L.1IV)
Ro n , associamos o tensor métrico contravariante n*’,
tal que:

(2.1V)

Vamos definir quaternion de Lorentz como sendo um gqua
ternion hermitiano cujas componentes A(“) se transformam como as
componentes dx® de um quadrivetor de universo. Se (auv ) & uma
transformagdo de Lorentz,

entdo: ~1v
ax! = dxv a n
¥ (3.1V)
-1z
A' = A
. P 53
sendo (a-l p ) a matriz inversa da matriz (auv ).

Somente consideraremos transformagoes de Lorentz homo

géneas, proprias, ortdcronas, que denominaremos restritas.

Um ponto do espago tempo da relatividade especial se-~
ri frequentemente chamado de evento de universo.

Seja o guaternion de Lorentz:

= (1) g
¥=x C)_(u)

(onde escreveremos o Indice da componente guaternidnica entre pa-
rénteses, a fim de diferi-lo dos Indices de universo ou dos Indi-
ces espinoriais, gue aparecer3o posteriormente).



Também podemos egcgeves=lo navforma:

x = (xF x) y@F (3,

Se tomarmos o seu @djunto,yX, obteremos:
-i = (X(o), -‘X(l), _x(z), _X(3))\_

(8)

mas X(a) = gmB X , logo,
X = oy X1yr Xy ¥(3y) - {4.1V)
A definigdo de quaternion de Lorentz nos diz que as
componentes désse quaternion se transformam como componentes de

um quadrivetor. Logo, se o quaternion de Lorentz X & a representa-
¢do quaternidnica de um quadrivetor de universo, contravariante,
entdo X serd a representaggo do gquadrivetor covariante correspon-
dente. A operagdo de adjuncdo estd associlada & operacdo de mudanga
de varidncia. Um outro aspécto importante estd contide no fato de
que ao dizermos que as -componentes do quaternion de Lorentz se
transformam como componentes de um quadrivetor de universo, estare
mos dizendo que o indice quaternidnico (k) se comporta como o Indi
ce de universo u,, mas isto sdmente quanto ds componente gquaternid-
nicas x(“), ja €ue os quaternions G‘() s80 matrizes, numéricas,fi
Xas e que, portanto, ndq,se transformam. Disto tudo 'decorre que nu
mericamente o tensor métrico quaternidniéco (“V)
tensor metrico de universo, & . Esta COincidencia‘numér;ca nao
'prevalece quando pass$armos ac eSpaco curvo

coincide com o

Una lnterpretagao geométrica que surge de imediato & a
de que as matrizes G} ) podemos associar quatro diregdes fixas no
espago de universo, independentes do ponto e a estas direcles refe
rimos os quadrivetores. Na realidade, estamos comparando dois espa
gos em essé@ncia distintos, um de quaternions e outro de quadriveto
res da relatividade especial, e estamos impondo que a lei matemdti
ca de transformagdo das componentes do quaternion de Lorentz seja

a mesma que aguela do guadrivetor que o representa no espago de u-
niverso.
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Um quadrivetor de universo de componentes covariantes
Xu serd escrito na imagem quaternidnica, como sendo o quaternion
de Lorentz:

(u)

= : ; )
X x(p)cr ; onde O

As componentes quaternidnicas x(u) coincidem com as
componentes Xu . Uma transformagdo de Lorentz restrita, (prdpria,
ortdecrona, homogénea), leva os xu em X; tal que:

X =X a vy, ' . (5.IV)

onde (a-lvp) & a inversa da transformagdo de Lorentz (av ),restri
ta.

(u)

Ent@o, o quaternion X = X(u)d‘ se transforma no qua
ternion

X' = a--lvu X, d,(u) = x.( d.(u) (6.1V)

n)

- R A realidade dos quadrivetores de universo se traduz na

realidade das componentes x(“) e como a matriz (a" 8 ) & real, te-
remos:

xT =x, iogo 't = xt (7.1V)

Os quaternions de Lorentz sdo hermitianos como decor -
réncia da realidade dos quadrivetores associados e da hermiticida-
de da base quaternidnica C}(u)'

Se tomarmos a norma de X' , obteremos:
3
X' X' = (x|(°))2 - z (x'(k))z
k=1

Como essa é a norma do quadrivetor associado e como a
transformacdo de Lorentz conserva a norma dos quadrivetores de uni
rverso, teremos:

3
- X' X = (X'(°))2 — 2 (xn(k))z =
k=1



3

Concluimos que um quaternion de Lorentz tem a norma in
variante por uma transformagdo de Lorentz.

A (7.1II) nos da:
X' X' = det X' = det X = invariante (9.1IV)

O determinante de um quaternion de Lorentz & um inva -~
riante por uma transformagdc de Lorentz restrita. Na forma matri-
cial especifica, associada 3 base d_(u) da algebra de quaternions,
os quaternions de Lorentz X' e X se escrevem:

xt 0 L 3T (1) e (3)
Xt = (10.1V)
gt (1) g (@) BETE ) Y )
€ (o) (3) (1) . (2)
X + X X - iX
% = (11.1v)
x4 x(@ @) x(3

As matrizes (10.IV) e (1l1.IV) sdo quaternions de Lo -
rentz na forma matricial e a transformagdo da matriz (11.IV) na ma
triz (10.IV) & uma transformagio induzida pela transformagio de¢'Lo-
rentz (a“v )}, restrita, que atua no espago dos gquadrivetores de uni
verso. :

A relaga@o entre X' e X pode ser escrita na forma de
uma transformagd@o por similitude:

x* =+oxof
com (12.1IV)

Q0 = 0—(0)
£ claro que em (12.IV) a hermiticidade & preservada.

Em (12.1IV) vamos considerar apenas o sinal + para cor-
respondermos &ds transformagdes restritas de Lorentz.
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Entdo, podemos escrever:

X' =0X QT = x'(u) dJ“) = a_lvu Xv<}(u) (13.1V)

(2)

Leorentz (a"v ), induz um quaternion unimodular Q que satisfaz i
(13.1v). -~

Da equagdo (13.IV) obtemos:

E possivel provar que uma transformagdo restrita de

X'X* = QX ¥ Q= norm(X) Q0 = norm(x)<}(°),
entdo:

norm(X') = norm(X), o que coincide com a (8.1IV).

A equagdo (13.IV) permite expfimir (a“v ) em funcdo de
Q e recipocamente.

De fato:

v

' =qxol =ox, o™ ol -x gl gt G-IV

Por outro lado, como X' & quaternion de Lorentz, vale:

P B V) o = (v)
X! = a v XAG‘ ) = X (v)G' (15.1IV)

-

Igualando (14.IV) a (15.IV) e levando em conta X( ) e

arbitrario, obteremos:

ag ™ of = ¢ ) (16.1V)

\)

Multiplicando—se escalarmente ambos membros por 6%8)’
vird:
=~ g ()

0at QTIO‘(B)=a .

(8) (17.1v)

Essa f£érmula nos di o elemento de matriz de Lorentz
a-l"B » quando conhecemos a  unimodular que satisfaz a (13.IV).

Na correspondé@ncia inversa se demonstra(z)que h& para
cada transformagdo de Lorentz (auu 2, restrita, duas possiveis ma-
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trizes, + Q , unimodulares,tals ques
X':QXQT

onde X' e X s3o quaternions de Lorentz.

Um guaternion de Lorentz importante & o quaternion que
corresponde ao quadrivetor gradiente. Vamos defin¥-lo como:

3

= A L (u)
3= ¢ 3w O'(u) 3 (l-‘S.IV)

(123

onde
—
(u) -

X

3 =
(n)

Bsse quaternion 5 @ um quaternion formal. .Pela pFfopria
definigdo 3 respeita a (13.IV), isto &:

=lv o (n)

'(u) t o
ol Ay Ta S % (v) (19.1IV)

'l

' = Q3 QT

(w)

0 quateynion Q n3o depende de x , logo:

- T _ < (1) T = 0ot o
3 Qsol =qg dy 8 =977 Qb 3y (20.1v)
0 produto escalar de dois quaternions de Lorentz & um

invariante. Realmente, Se y e z sdo dois quaternions de Lorentz, o
seu produto escalar serd, por (15.II):

" _ _ 3 .
ylz = %‘- (yz + zy) = (Y(o)z(o) _kzl y(k)z(k)) G—(o) =
= invariante xé}o) = y'iz' . (21.1V)

Como consequéncia imediata, zZz & um invariante Lorent-~
ziano.
Formalmente também se pode mostrar que:
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3
wa=2 3+ ® = 2@ e 7 L) )
=1
= {u) S (v
= n(uv) 3 9
e
3
ala =%. GE+a 7 =205 g a ) () n(uv)a(“)A(")

s3o invariantes Lorentzianos.

Devemos notar que A 3 guer dizer 3 A .

V. QUATERNIONS~ESPINORES

1

Um quaternior E & idempotente se

E.E =E (1L.v)

Se tomarmos a adjunta da equacgdo supra, obteremos:

E.E=E , (2.v)

-

logo, o adjunto de um idempotente & idempotente. O quaternion nulo
e o quaternion d-(o) sdo idempotentes e os chamaremos de idempoten
tes triviais.

Seja o idempotente E = E(a)&(“). A equagdo (1.V) fica-

ra:
. (a)  (8)y - 5 ()
By ) By o) = By T (3.9)
2,52 4 g2 22 =
EO + El + E2+ E3 = EO
E,(1-2E_) =0
* ° (4.v)
E2(1—2E0) =0
: E3(l—2Eo) =0
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Se El =B, = E3 = 0, o sistema (4.V) nos da E = 0 ou

EO =1 , mas ésses sdao os casos dos idempotentes triviais:

0=1o(0,0,0,0) e c'r(o)=(1, 0, 0, 0).

. Sel-2E =0, entdo Ez + Eg + E§ =1/4 e os E, , com
k # 0 , n3o podem ser simultineamente nulos. Bste & o caso dos i-

dempotentes nd3o triviais.

Salvo indicacgi@o especifica, utilizaremos sdmente os i-
dempotentes nao triviais.

Se o idempotente E & ni3o trivial, isto &, se:

E~1/2-§(E)2—1 (5.V)
= i =7 -
o Wiy Tk 7) )
Entao

E+E=<J“(o) (6.v)

Multiplicando (6,V) por E, obteremos:

EE+EE=E
mas por (2.V), E E = E, logo:

EE = EE = 0 (7.v)

Todo idempotente ndo trivial satisfaz 3s equagdes (6.V)
e (7.V).

Sébre o conjunto dos quaternions estdo definidas as o-
peragles de soma de quaternions e produto de quaternions. Com a o-
peragdo de soma. Os quaternions constituem um grupo aditivo,comuta
tivo. Com a operagdo de produto, gue goza das propriedades associa
tiva e distributiva, o conjunto dos guaternions 'passa a ser um
anel. Como esse anel tem d\(o) por unidade multiplicativa, diz-se
um anel com elemento unidade. O anel dos gquaternions-nao & comuta-
tivo. Chamaremos o anel dos guaternions de R. Um sub-conjunto de R
que seja também um anel se chama sub-anel de R,
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Se r & um elemento do anel R e R' & um sub anel de R e
se para todo r' ¢ R' valer r'r € R', entdo o conjunto dos r'r se
diz um ideal i esquerda, gerado por r. Andlogamente se define o
ideal ‘gerado & direita e em geral éles diferem.

Se os elementos de um anel R podem ser representados
de modo Gnico, por n elementos Ia désse mesmo R, na forma de uma
combinagdo linear, isto &, se: '

)
M r = . r I ’
a=1 o a

onde I € R e r € um escalar do corpo-sSbre o qual o-anel- & de
finido, entd3o ésse anel serd uma Algebra de ordem n e‘os I, cons-
tituem uma base da algebra.

+

0s quaternions com que estamos trabalhando, constituem
uma dlgebra ndo comutativa, de ordem quatro, sdbre o corpo dos com

-

plexos e a base escolhida & constituida pelos d‘(a).

Sébre o anel R dos quaternions vamos definir o ideal
gerado & esquerda pelo idempotente E, ndo trivial, como sendo o
conjunto dos quaternions ) definidos por:

92 = ¢

(8.)

E+E= d‘(o)
Entdo:
Ya-8 =9
logo:
YE=0 (9.v)

Um quaternion qualguer pode sempre ser decomposto na
soma de um quaternion pertencente ao ideal gerado 3 esquerda pelo
idempotente E e de um quaternion pertencente ao ideal i esquerda
gerado pelo seu adjunto E.
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De fato, a equagdo (6.V) nos A3 E + E = 0oy € entdo
se A & um guaternion arbitrario, podemos escrevé-lo como:

A=Ad‘(o)=A(E+E)=AE+A§=AE+A§ (10.V)

2 unigidade da decomposigdo & fAcilmente demonstravel.

Os ildempotentes E e E sdo projetores e separam os
ideais gerados por éles, de tal modo, que sdmente tém como elemen-
to comum o quaternion nulo. De fato:

AE . B

Ag - E

(AE)E = AE = Ap {11.v)

(AE)E = A.0 =0 (12.v)

Vamos definir quaternion-espinor de primeira oxdem,con
travariante, Y , a todo quaternion que satisfaga ds equagdes (8.V)
e que se transforme como:

1,a'= ey , (13.v)

quando um quaternion de Lorentz sofre a transformagdo restrita
X' =QX QT e quando E & dado por (16.V) ou (17.V).

Entdo um quaternion-espinor satisfaz simultdneamente

g } e

onde E & um idempotente definido abaixo.

as equagdes:

A equagdo LPE =-LP & covariante por transformagdoc res-
trita de Lorentz.

De fato, se %)E = \P .+ entdo:
o PE=0y =\P\ ,
LP.E = k?‘ (15.V)

logo
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rela (15.V) vé-se que o quaternion—espino;: transforma~
)
do, LP ; pextence ao mesmo ideal a que kP pertence.

Para a definicdo de quaternion-espinor restringiremos
E aos casos: 1

+

1, .
Dessa f&rmula decorre que:
= _ -]._. [ - _
B =3 (G303 =% A

A escolha do idempotente corresponde ad escolha do par
ticular ideal a que o gquaternion-espinor \.P deve pertencer, mas
lei de transformag@o dos quaternions-espinores deve ser LP Q \P
qualquer que seja o ideal a que LP pertenga.

Matricialmente:
1 0
E, = (18.v)
0 0
0 0
E_ =
0 1

Indicaremos os quatern:.ons—esplnores gerados pelos
=1/2 ( G-(o) + 6'(3)) por L?+ e aquéles pertencentes ao ideal
gerado por E_ = 1/2 (O‘( y = 6'(3)), indicaremos por \.P .

De
kff)+ E, = LP+% ( 6.(o-) *+ d_(3)) = L‘?+ '
vem:

‘~?+ 0(3) = L?+ (19.V)

An3logamente:
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g &y =- o (20.V)

Com a escolha dos idempotentes E, e E_indicados em
(16.V), temos um modé@lo conveniente para a descricdo dos espino -
res da relatividade.

(o] quaternion—esplnor L? LP T(u) deve satisfa-
zer 3 equagao (19.V), isto &:

(@) 4 TR
(P, 6 () Gy =V, e (21,7)

A equagdo (21 V) estabelece a dependéncia de duas com
ponentes }?_*_(B) em termos ‘das outras duas. Vamos escolher as compo
nentes LP+ (o) L? (1 como as independentes. Com esta escolha LP+
se escrevera:

- (o) - (1) . (1) 4 (o) g
“P+ o) “\-Y+. ¢ () lL?+ O y* L?+ T3

- (0)[’ ] (1)[' .4 ]
L?'*’ (r(o)+ 0..(3) L?+ G?]_) i (r(z) . {22. V)

Matricialmente a equagdo (22.V) se escreveri:

29, (@ 0

. ' .
= (23. V)

o R .

‘ 29 0

..

A partir da £Ormula (20.V), obteremos andlogamente:

S0 © T - g (1[4
-=9- [‘Wo) ‘Ym]“{)— [O‘(l)“iGz):l (24:%)

e matricialmente

0 2\{)_(1)

Q- = C (25.m)
0 5 LP- (o) )
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Para os quaternions-espinores de primeira ordem podere
mos escolher, arbitrdriamente, o ideal gerado por E+ ou aquéle ge
rado por E_ . Ambos ideais té&m a mesma propriedade de -transforma -
¢2o (14.V). A correspondéncia entre os quaternions espinores e os
espinores propriamente ditos, (que .as vézes s&o chamados de espino
res de Infeld-Van der Waerden), ndo & biunivoca e esta n3o univoci
dade no ideal a escolher sugére Jue possamos ter dois tipos de
quaternions-espinores de 12 ordem, ambos com a mesma propriedade
de transformagdo espinorial. '

Para representar espinores de 18 ordem, prdpriamente
dito, por meio de guaternions—-espinores, devemos escolher um dois
ideais e vamos escolher o ideal gerado por E_ 3 esquerda. Com esta
escolha estabelecemos uma correspondéncia biunivoca entre os espi-
nores e os guaternions-espinores LP+ .

Em (22.V), tomando-se o adjunto de LP+, vird:

r .
w [~ _ &7 ay [
9, L9 0) °<3)] + P, [ Tyt 0 )]

P,

_2(P+(1) 2‘P+(°) ) (26.V)

Se tomarmos o adjunto do LP_ em (20.V), teremos:

Y= Y @ [d‘(m ¥ Gl_(a)] ¥ L‘?‘—(l)[&(l)_ * '(z):l
5 LP—(’O) 2\P_(l)'

= (27.v)
0 0

Se estabelecermos o isomorfismo:
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2, (o) 0
. > lp+ = .

(28.v)
82 2 L?+(1) 0

entd0, estaremos associando isomSrficamente os quaternions espino-
res de primeira ordem contravariantes a vetores coluna e-duas com—

ponentes. Nesse formalismo de vetores coluna e espinor dado por
(14.V) se escrevera:

o o
E, =
o3 AN
(14'.v)
1

ox ol o} o

21 2 2 2
L Q 2 by

onde representamos Q pela matriz de elementos QAB, comA ; B=1, 2,

A representagao matricial do idempotente E, usado na
definigao dos guaternions espinores de 1% ordem & dada pela (18.v).

Do mesmo modo que estabelecemos o isomorfismo (28.V)
vamos estabelecer a correspondéncia biunivoca entre o quaternion
\P+ e a matriz linha:

= 0
(\<=>@=

0
+ 32 o (1) (o)
24, 2 l{)_,_

4

(29.v)

Se observarmos as f&rmulas (28.V) e (29.V), veremos que:

i

1

< A
by by = ¢ ¢ = . = - 42
o +A Ty = 0, pois: _‘f_l =T 2 = ¢y (30.%)

7

¢
-+
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-

Se ao quaternion 1P+ associamos o vetor coluna (28.V),
entdo ao guaternion LP+ assoclamos o vetor linha (29.V). Acontece
que as relagSes (30.V) s3o exatamente aquelas que ocorrem entre as
componentes covariantes e cohtravariantes de um espinor de 12 or-
dem no cdlculo espinorial oxrdinadrio. Independentemente désse fato,
o calculo matricial associa aos vetores linha uma variancia contrd
ria § que associa aos vetores coluna, (usualmente chamados contra-

variantes) .

- 1
A lei de transformagao dos 4L;? Yi =_Q 4# e se to-

marmos a adjunta-desta equagdo obteremos (F+ =Y, Q .

Como Q0 = G}o) , resulta que J = Qt, logo:

Y, =, 0 (31'7)

Um quaternion de 12 ordem, covariante & um quaternion
pertencente ao ideal gerado por E+ 3 esquerda e que se. transforma
com LP+ , lsto é:

/—\/\
¢ pr o= ¢ ¢

=], =1
S N
(31.v)
=2 =2
Q Q
1 2
T
A lei de transformagdo para 9o $., & a mesma.
\_/
Compactamente escreveremos a (31.V) como;
o= e, 0= 3,01 ; 8=0ot (31".v)

B claro que poderiamos escrever. essa equag@o na forma
quaternidnica ordindria, usando-se a (26.V).

Se lembrarmos que a £8rmula (7.III) nos d&
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dYo) = §Q = C%(o)(detQ), e se decompusermos em equagSes entre os
elementos de matriz as equag¢des matriciais (14'.V) e (31.V), obte-
remos respectivamente:

1]
o

I

Q,
to

o
+

(32.v)
'y = ¢ Q
+A +B A
onde A; b, = 1, 2. Mas essas s30 as equagdes usuais que definem os
. espinores de 12 ordem, contravariantes e covariantes.

Se considerarmos a definigdo de quaternion complexo
(13.II), cuja forma matricial estd-dada em ( 5.III), e a aplicar
mos aos quaternions LP+ LP+ ;, obteremos os quaternions

%* N

+ © + = 4 ¢ due se transformam, (levando~se em conta as

(14.11), (14'.V) e (31l.V), como:

g = o Py (33.v)
{?:' =-aii 5" = QEE ot - L?: CENe (34.v)

Matricialmente obteremos:

* * *
i Q" o™, $,1
= (33'.V)

*D1 * * *

% Q"% Q"2 452
AN =1 =1
¢*| ¢*| _ m Q 1 Q 2

-~ * *
22 22
)
1 2

Vamos estabelecer a convengdo seguinte:
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*] 1 * i

*
"2 42 42

onde o Indlce com pontuagdo, também.chamado Indice p), indica que

® quaternion considerado & o complexo conjugado do quaternion <: \>

Com esta convengdo as equagdes (33'.V) e (34'.V) se

escreverao: .
o1 ot; ot ¢,J;\
- (33".V)
42 0% 0% 62
. [ 1.
¥ #y = §; " 1 o
N o ¥
=2, 2.
(34".V)

A lei de transformagdo de um gquaternion espinor de 1?

" ordem, contravariante de Indice p & dada pela (33.V) e se £6r cova

riante serd dada pela (34.V). As fdrmulas (33".V) e (34".V) - sdo
as expressdes matriciais equivalentes.

Até aqui estabelecemos quatro tipos de quaternions es-
plnores de 1% ordem pertencentes ao ideal gerado por E 3 esquer-
da. Poderiamos ter feito o mesmo para o ideal gerado por E_3 es-
querda e com auxilio das f5rmqlas (25.V) e (27.V) obteriamos os
quatro tipos de quaternions"espinores:
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(1) 1
LP ° 42\9- ' ! (35.7)
) = _ s
(o) 2

29 5D

= . ) TN
LP_ = &= V.1 V., (36.V)
0 0 S~
o
*(1) : 1
. 0 2 LP__ Y
\‘P - = ) ‘ (37.9)
0 5 LPj (o) . \1)-2

o= V.1 v_2 (38.V)

* (o) J* @) '
— 2y 2y
o P | e
0 0 ~_

Para simplificar, passaremos a.chamar Os gquaternions
espinoreg de 18 espécie de g-espinores de 13 espécie e aos quater-
nions ofrdindrios, simplesmente de quaternions. Os quatro tipos de
g-espinores supra se transformam segundo leis andlogas dquelas vis

tas para os LP+ (_P+, \_?_,_ e L_T): .

) Sabemos que, a menos do g-espinor nulo, os ideais gera
dos por E, e E| sdo separados. Para cada ideal podemos somar g~es-
pinores do mesmo tipo ou multiplicid-los por um escalar, porque a
lei de transformagdo da soma seri a mesma das parcelas e o produto
de um g-espinor por um escalar nao altera sua lei de transformagdo.
N3o podemos somar dois g-espinores de tipos diferentes, se quizer-
mos conservar a lei de transformagao,

Os escalares, por extensi&, serao chamados g-espinores
de ordem zero. Vamos construir g-espinores de 2% ordem por meio do
produto de g-espinores de 12 ordem. Se ML sao.dois q es—
pinores contravarlantes, dados pela (28.V}), 8les se transformanm co



30

) 1
mo LP+ = Q w+ ; w+ =Q b, - Se fizermos o produto déles e se os
escrevermos matricialmente,o produto ficarad:
t ll
VN oo
2! 2!
+ 0 vy 0
o
1 1
Q Q 1 1
1 2 ] Q 1 1
\?+ 1 7, vy 0
2 2 2 =2 2 2
N0y 0%, U 0 Q% Q% v 0
(39.V)

Por convenidncia estamos escrevendo o g~espinor de- 12
ordem na sua representagdo matricial.

A (39.V), efetuada ficar3:

L] ll ' '
¥ 0 1 - nA 1 B
e * - N Qg w0
2' 1
P e 2
+ + 0 Q A 1
A l?+ Q'p Vs 0
(40.v)
onde
- ol PR - ol 1 1 2
QAQ+— Ei) W++ 2, Q+
e 1 B _ .1 1 1 2
Qg ¥y = QT ¥t QT, ¥y

A fdrmula (40.V) nos mostra que o produto de dois g-es
pinores de primeira ordem, contravariantes, sem indices p, perten-
centes ao ideal gerado por E+ 3 esquerda ndo gera sendo uma parte
dos’ g~espinores de 28 ordem, contravariantes, sem indice p. Preci-
samos obter os elementos ndo nulos da 22 coluna da matriz (40.V) e
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0s obteremos com o produto de g-espinores de primeira orxdem, sem
Indice p gerados por E_ 3 esquerda.

De fato, a £drmula (35.V) nos permite escrever:

0 L?}_' 0 Wt
o ¢2 0 W2
1 1 ol 1 1 1
T\ 2 2 2 2 2 /- 2
o, 0%, o ¥ 0% 0%, o 2
logo .
v 2 et 1 A 2 B
0 - P b . 0 _ Q S
¥~ a ¥ B (41.v)
T 1 =
o Y2 2 o % ¢ % B
Se somarmos (40.V) com (41.V), obteremos:
ll ll ) 2‘
1 1 L} ] _ LP+ ‘p+ LP_. lp_
“?+ by * ‘P— b o= =
N L} ll . 2! 2l
. ] - v_
res ot L?+ + \P
= of, o .+ Qo o =
1 A 1 B 1 A 2 B
e, 9y g V¥ o'y P2 Qg Vo
- 2 A 1 B 2 A 2 B
n P Qg V¥ % ¢ Qp V.
(42.v)
E importante observar gue Q § é independente de 4)2 ,
o mesmo ocorrendo entre q;% e wi . A equagdo (42.V) & sob forma

matricial, a lei de transformagdo do produto direto de dois espino
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res ordindrios, a duas componentes, contravariantes, sem Indices P,
. \J
cada espinor se transformando como LP = Q'? .

Para formar g-espinores de 22 ordem nao pudemos restrin
gir a um dos ideais, (gerado por E, ou por E_), mas necessitamos
de combinagdes de elementos de ambps ideais.

A fdrmula (42.V) pode ser escrita de modo mais conve -
niente se observarmos que:

T T
1 A 2 B _ 1 A B 2.
R S T 2 T I

2

B & o elemento de matriz da

onde w? & o transposto de y_ e Q
matriz transposta de Q.

Com essa observagéo a (42.V) se escreveri:
L} 1 [} ] T T
Wy v+ W= Q,[\P+ e ¢_:| Q- (42'.v)

Definiremos g~espinores de 22 ordem contravariantes,
sem Indices p, a todo quaternion ¢ que se transformar como:

T
v =0y Q
Usaremos frequentemente a notacao wAB para indicar as
componentes de um g-espinor definido pela (43.V).

Qualquer outra combinacdo de produtos, como Qt?_ Qb
etc., nac geraria a lei (43.V).

Na forma matricial a (43.V) se escrevera:

1 1
" 11 " 12 Q1l le Wll wlZ Qll le m
! ’ . ] i 2
v 21 ¥ 22 /. Q21 0 . W21 W22 Q2l Q22
. (43'.v)

A lei de transformacdo dos g-espinores de 28 ordem, co
variantes se estabelece de modo anilogo, partindo-se de:



P T+ QLT o= F, 09 0+ P00 =

' =T -T - T — —

=Q [\?+ v, + ¢. Yo ] Q (44.v)
Com base nesse resultado definiremos um g-~espinor de

22 ordem covariante, sem Indices p a todo quaternion V¥ que se

transforma sequndo a lei:

i

Q

Y o= y Q (45.V)

com QQ = d_(o)'

A notacgdo serd usada.para indicar os elementos da

¥
AB
matriz que representa o g-espinor (45.V) isto é:

-1 -1 -1 -

11 Y2\ /271 2N\ T v /R 97

N -2 -2 | ~2 -2

V31 ¥ @5, Q5 Yoy ¥/ \Q Ty 97,
(45'.V)

Essa & exatamente a lei de transformagdo dos espinores
covariantes de 22 ordem do cilculo espinorial ordinario, guando na
forma matricial.

Os g-espinores de 2% ordem contravariantes com indices

*
t
{3 * . +
com LP_ $'_  ou tomando-se o complexo conjugado dos quaternions

*
p podem ser obtidos multiplicando-se Qi por ] e somando-se

que respeitam 3 lei (43.V), isto é&:

L * * *
=" Wt Q™= ot )t of e

Notaremos as componentes de um g-espinor que satisfaz
3 lei de transformag@o (46.V), por yAB .

Por razdes andlogas definiremos g-quaternions de 22 oxr
dem, covariantes com Indices p a todo quaternion que se transfor -
mar segundo a lei:

w*' = Q 1 ¢* ‘6* (47.v)
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O elemento de matriz que representa o g-espinor dado
pela (47.V) serd chamado Vip -

Para evitar analises enfaddnhas, vamos impor que as
componentes de um espinor de 2% ordem se transforme como o produto
de componentes de espinores de 12 ordem. Deste modo obteremos as
leis de transformagdo dos virios tipos de g-~espinores de 22 ordem,
desde que as escrevamos na forma matricial.

Deste modo a lei de transformagdo de um g-espinor y,

de 28

Os elementos de matriz de um g-espinor definido
lei (48.V) representaremos por

ordem, sem Indices p, misto, & dada por:

vy =Qy¢ Q - (48.V)

pela
A
Vg -

‘Se tomarmos o transposto do q-esplnor definido pela

(48.V) teremos a lei de transformagido do (?

e, por J.SSO, vamos

também passar a indicar, os g-espinores por meio de expressoes em

que os Indices aparegam explicitamente, por exemplo:

(%)
(v 22)
¢
o
¢
- oY)

=0 Q‘AB> Q" (49.v)
6T<¢AB> a
() o 0.
al(usp) o

- Q‘AB> g (51.V)

=T QAB) of

Se tomarmos o complexo conjugado dos g-espinores *AB e

B
Ya

teremos, com ajuda‘das (51.V) as suas leis de transformagao:



G'A. ) = o 1".) g
<¢ B> <w B (52.V)
(w}f) gt (w;f) of

As fdrmulas supra definem os dois tipos de g-espinores
mistos de segunda ordem, com Indices p.

A lei de transformagdo do g-espinor de 22 ordem contra
variante com o 19 Indice nd3o p, e o segundo sendo um p Indice, &:

(.Aé) -0 <‘pm§> Q:*T - 0 <wzu'a> of (53.v)

Tomando o complexo conjugadb desse quaternion vira:

IAB _ AB
("’ = < ) (54.V)

Por processos anidlogos aos anteriores, teremos:

¢ (o) @

e
'AB) =qf (‘PAB/ Q. C . (56.V)

r 'Essas_leis de transformagéo definem os correspondentes
g-espinores de 2% ordem. ’

Anélogamente teremos a lei de transformagdo do g-espi-

, . \
. \ —
&'A;J = Q (qf}é o* (57.v)

Se tomarmos a sua complexa conjugada, teremos:

nor wA'

isto &:
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Qa'%) = o <¢AB> a (58.V)

Tomando os transpostos das (57.V) e (58.V) obteremos

respectivamente:
ot <w;3> 0" (59.v)

A
<’LP'B>
\ A A '
) (q: B ) <wB ) of (60.V)
“ A conexao entre os elementos de matriz de um quater-

nion e as suas componentes na base d‘(a) & obtida a partir da
igualdade:

°L

3 . v v
I v@ e, = L (61.v)
a=0
21 22
¥ ¥
onde usamos o g-espinor contravariante de 22 ordem apenas para

explicitagdo. Da representag@o matricial usada para os d‘(a), tira
mos:,

l,}ll - ¢(°) " ¢(3)
¢12 - WUJ -3 w(2)
. (62.V)
W2l =y @ g @
¢22 = w(O) - w(3)

Sabemos que um quaternion & hermitiano se tdOdas as
o g M
suas componentes ¢( ) sao reais.

A partir das £3rmulas (62.V) e com a hipdtese de que
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CONEXAO ENTRE QUATERNIONS DE LORENTZ E g-ESPINORES DE

22 ORDEM HERMITIANOS

como

como

restr
nente
uma m
Xl
(53.v

No capitulo IV introduzimos os guaternions de Lorentz
quaternions hermitianos cujas componentes A( ) se transformam
as componentes covariantes de um quadrivetor da relatividade
ita. Da prOpria definic@o decorre a realidade de suas compo -
s ¢, entd3o, a sua expressao matricial, na base ér(a), & a de
atriz hermitiana e como sua lei de transformagdo, (13.1IV),e

=0X0Q T, vemos que ela coincide com a lei de transformagio

) de um g-espinor de 22 ordem, hermitiano da forma ( wAB).

Bsse resultado & importante pois, além de correlacio -

nar um quaternion de Lorentz com um g~espinor hermitiano de 22 or-

dem, mostra que o caradter espinorial do quaternion de Lorentz estd

assoc
terni
termo

iado intrinsecamente 3 sua formulagdo matricial. Assim o qua-
on X tem uma representagao quadrivetorial quando expresso em
s -dos elementos de base 6‘( y © tem uma 'representacdo espino.F

rial quando .representado matricialmenfe em t8rmos das matrlzes CF( ) Deste mo~

do:

com

1 12

pax® & o (5 (1.v1)
‘ (u) . . ’ :

x21 x22
e Y () BN &) B L ¢ L ¢
21 o g ax@ o x22 _glo) o ()

De X' = QX Q T, tomando-se o adjunto, vira:

=0T%3g (2.vI)

Mas esta & a lei de transformagdo, (56.V) do espinor
). B facil ver que se X & hermitiano, X' & hermitiano também.

As formulas (1.VI} e (2.VI) estabelecem uma gorrespon-—

-
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déncia biunivoca entre X e (XAB) e entre X e (XAB) respectivamente.

De X(u) d-(u) = x(u) OI—(N) = X, multipliquemos escalar

mente por (y’(v) e usando as fdrmulas (18.II) e (16.II), vira:

) ) | ) g4 (vu)
¢ X=Xy S & = T ¥ M

A {19.II) nos dara:

cMx = & xM

(o) . (3.VI)

Omitiremos frequentemente o 6—(0) , quando ndo houwver &a
vidas. ®ela (15.II) podemos escrever tambem.

2
“LigMEr 69 g le(sWrn , @
onde usamos a (8.III).
Como, os X( u) s3o elementos do corpo dos escalares, se

X & da forma (XA ) entdo os 6‘( ) sao da forma ( 6'( ) ). A hermi
ticidade do X decorre da realidade dos X ¥ e da hermiticidade dos -
6‘ - Reciprocamente se X & hermitiano e os X(“) reais, entéo‘ os

6'(“) sdo hermitianas. Desta anilise a (4.VI) poderd ser escrita
como:

o"(")lx = xW) - 6(°) tr (&M 3 =
_ Sio) &(vas ..
7~ ¢ Xpa {(5.V1)

Essa formula di as componentes do quadrivetor associa-
do ao grespinoxr hermitiano X quando conhecemos a sua representagao
espinorial. 'Por outro lado, a formula (1.VI), & uma igualdade en-
tre a matriz X e a comba.naq:ao linear das’ matrizes 6'(") e se fixar

mos o elemento de matriz AB no primeiro membro, deveremos fixa-lo
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no segundo membro, isto é&:

AB _ . (s) ¢ AB
X X ) . (6.vV1)

Esta f£Ormula & a inversa da (5.VI), pois di as compo-
nentes da representagdo espinorial do quadrivetor X quando conhece

mos as suas componentes de universo (que chamaremos a sua represen
tag@o tensorial).

A formula (2.VI) e o fato de que se X = X( o) &(a), en-
tio X = X(é) éXa)’ nos leva aos 6‘( ) como tendo a representagao
espinorial ( é}u)BA) y

Entao, X éA = X(")éT(H)BA €& a férmula obtida da igualda
de entre elementos da matriz, quando representamos matrlcialmente
a expressdo X = X( a) G}a) (u) ¢t

A realidade dos quadrivetores & mantida pela transfor
magdo de Lorentz e a correspondéncia (5.VI) entre.quaternions de
Lorentz e g~espinores hermitiands & biunIvoca. Deste.modo, sdmente
podemos representar quadrivetores de universo por.g-espinores her-
mitianos de.2? ordem.

0 cdlculo espinorial ordindrio.se baseia.no produto ai
reto de espinores péra formar espinores de .ordem superior. Neste
trabalho usamos os guaternions para.representar espinores de pri-
meira e segunda ordens. Para a formulagdo da.curvatura no espago
riemanniano ndo precisaremos sair da algebra dos.guaternions e i§
to quer.dizer que nos bastardo os g-espinores de‘2a.ordem. Se gui-
zermos representar espinores de ordem. superior &.segunda.por gua -
ternions, necessitaremos de introduzir a operag@o de. produto dire-
to de quaternions.

VII. .QUATERNIONS. EM. ESPACO. DE RIEMANN

(Z.VII) Tetradas.e.Quaternions

¥
. v .
Definido um sistema de coordenadas reais, x. .na varie-
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dade espago-tempo, associemos a cada ponto P(x) do continuum espa
co-tempo. um conjunto de quatro vetores contravariantes, normaliza-
dos e linearmente independentes. Trés dos vetores serdo do ¢género
espago e um deles serd do género tempo. Ao conjunto dos quatro ve-

tores num ponto P({x) chamaremos tetrada em P({x).

Cada vetor da tetrada tem por componentes guatro fun-
¢bes de ponto, reais, h“(P(x))aE h“(x)u , onde 1 & o Indice de
componente e a indica o quadrivetor da tetrada. Faremos a e u vari
arem-de 0 a 3.

A independéncia linear dos vetores da tetrada & carac-
terizada pelo ndo anulamento do determinante:

°, b, Bk,  h%(x),

nte, wreo,  nlw, nleo,
. - . £0 (1.1.vID)

e, b, nieo,  nieo,

e, plew;  hle,  nleo, .

Definir a tetrada em cada ponto P{x) do espago-tempo
corresponde a definir 16 fungdes reais h“(x)a. Com essas 16 fun -
¢Oes podemos construir o tensor métrico guv (%), de modo- univoco ,
através das. equagdes:

"’ x) =1n* (0 1’ (" (2.I.VII)
onde:

rY (x)* = h"(x)B nbe (3.I.VI1)
e nBu =0 seffa ,n®=1=- nll - - n22 - - n33'

By_ 5 ¥
n= Gu

Podemos definir nuB de modo Gnico, tal que n ’

B
onde saY & o simbolo de Kronecker.

Vamos introduzir o qguaternion ot (x) por meio da equa-
cao:.
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()

o' ) =rn & (4.1.VII)

Como o Indice « & agora também Indice de componente
quaternidnica vamos escrevé-lo, como anteriormente, entre parénte-
ses, isto é:

&* () = ntoo Gt (4'.1.VII)

Com a definicdo (4'.I.VII) haverd a coincidéncia entre
8 . . . . . Y
e g(GS) = G(“) ‘G(B); entre n g e g o= G}a)l gy

Se fizermos o produto escalar de " (x) por sv(x), vi
ra:

S [ =M ) BV, & | 6P

=h' ) g, B ) = gV (.
Ent3o:
st (x) |6”(x) = g (x) (5.I.VII)

Os quatro quaternions " (x) definem univocamente a mé-
trica g“v(x) e isto € evidente pela (5.I.VII). Definir o campo
g“v(x) corresponde a definir um campo de 16 fungdes reais de argu-
mento P(x), mas levando em conta a simetria do g”“(x), vé-se que
sCmente 10 s3o independentes. Como os quatro qﬁaternions s“(x) cor
respondem a 16 fungdes independentes, entdo os g"v(x) n3o definem
univocamente os gy(x), que encerram ainda 6 grius de liberdade ,
que podem ser conectados a seis parametros continuos. Bstes seis
pardmetros continuos permitem definir diferentes tetradas em P(x),
obtidas umas das outras por transformagSes hexaparamétricas, todas
elas definindo univocamente a mdtrica g"V(x).

O Indice y @ um Indice de componente de quadrivetor .
Nas transformagdes de coordenadas X' em X'" num ponto P admitire
mos sempre o jacobiano diferente de zero em alguma vizinhanga do P,
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isto &: .
3 X
3 X A 0 (6.1.VII)
(3 X! b

Os s‘“(x) sdo quaternions hermitianos devido a realida
de dos h*(x) ) e da hermiticidade dos &l

Veremos na £5rmula (21.I.VII) que vale:

s =d"v s x)

logo vale:

') = gV G, ) (7.1.VII)

Como o determinante (1.I.VII) & diferente de zero exis
te a inversa da equagdo (4.I.VII), isto &:

t&.(u) = g(®) ), ") (8.I.vII) .

onde f(“)(x) & o elemento de matriz da inversa da matriz associa

-

da & (1.I.VII).
Entdo, em P{x) podemos escrever:
g8 _ @) | GBI glad iy g(B)  wy 6%t =
. u (=)
= f(a) (x)u f(B) (X)\) gu\’ (x) = f(ﬁ) (X)u f(B) (X)p
(9.I.VII)

Em particular,

é(0°)= 1 = f(o) (X) f(o) (x)u
. L (10.I.VII)
gER oy = (KD (x) R ¥, se k #£0

.

Ent3o, o quadrivetor da tetrada em P cujas componentes
¥ sdo f(o)(x)u & um vetor do género. tempo e os demais trés veto-
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res de componentes f(k)(x)u sdo do género espago. Todos esses ve-
tores estdo normalizados.

u
Existird o inverso do gquaternion ¢ (%) desde que
g"" (x) # 0, pois

- M u
(c* @t = ) . o (11.1.vII)

sH(x) o (x) g"¥ (x)

No caso da relatividade restrita, e em coordenadas cax
tesianas, ortogonais, g“v (x) = g("v). Neste caso, podemos fazer |
as g "(x) coincidentes com as ér(a), o que corresponde a fazer:

h”(x)(q) =0 se u#Ea e 1l se uW=a .

A conexao entre as métricas no espago de universo, (es
pago-tempo) , e no espago quaternidnico se da pela relagdo:

) = ¢ [6% ) = M) () BV g, & | 6 -

— ke v “{aB)
= h" {x) () h (X)(s) g (12.1.V1I)

Essa fbrmula correlaciona o tensor guv(x) com o "ten -

sor" g (U-B).

Escrevemos "tensor" porgue ainda nao definimos produto
tensorial de quaternions.
De:
éJB) lGu(x) = hu(x)(a) éiB) | &lal h"(x)(s)
) (13.I.VII)
Concluimos que hP(x)(a) & a projegdo do quaternion

G"(x) sbbre o quaternion ﬁ(a).

Como 0"(6) = f(s) (X)u Gu(x) vira:
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6'_(3) IG_U(X) - f(S) 6_V(X) | GU(X) = f(B) (x)u

(0,
Entdo, de (13.I.VII) concluimos que:
e gr = pi B, (14.1.VII)

Se tomarmos em um ponto P(x) a expressdo corresponden-
te 4 (8.II), obteremos:

- W = §, 2 D = w0 oA, 6=

"

=t @, £, sMm A =g, 0 & AG) &)

logo:

A =-% 6, A ¢ 0 . . (15.1.vID)
Esta fdrmula & um modo de assoeiar ao campo A(X) o seu
campo adjunto.

Podemos referir os quaternions de Lorentz no ponto
P(x) aos quaternions ¢"(x) como se 8stes constituissem uma base
quaternibnica local. De fato, um quaternion de ILorentz, A(x) se escrevera:

A(x) = A(‘u) ) & W (16.1.VII)

sendo .
vy o[ 2 X 1 )

A(u) (x') = <a o )P A(v) x) (17.I.VII)

a lei de transformagdo de gquadrivetor em P{x) quando passamos das

coordenadas x° ds x'P

Com a ajuda da (8.I.VII), teremos:

A =a ) P et =am fw (18.1.vID)

onde (
= u)
Av(x) = A(u)(x) £ (x)v {(19.1.VIiI)



46 -

Ent3o, concluimos que as ¢’ (x) se comportam como  uma
base local e aparece bem nitido o papel das f(")(x)v na mudanga
de Indices quaternidnicos para Indices de universo.

Se projetarmos A(x) sobre &Y(x) obteremos:
A%(x) = ¢V (x)|Alx) (20.1.VII)

Passaremos a chamar os ¢V (x) da g-tetrada em P(x).

De (4'.I.VII) e de (8.I.VII) vem:

s =0 ) 6 =i gy £ Y g .
Mas, por (14.I.VII), f(a)(x)v= Hv(x)(a)
logo:
ghx = nt gy 2w g e

Pe (12.I.vID), h*(x) ., h®(x) () o gW (), vem:

ch =g" () 6, (x (21.I.VII)

As £3rmulas (4'.I.VII) e (8.I.VII) estabelecem a rela-
gdo entre a g~tetrada e a base guaternidnica no ponto P. Em cada
ponto do espago curvo temos duas bases, uma independente do ponto,
&(u , @ outra dependente do ponto, a g-tetrada 6¥(x). um quater
‘nion local pode ser referido a qualquer uma delas. O fato de que
se duas g-tetradas geram ¢ mesmo g"v(x) elas devem diferir por uma
rotagio de Lorentz nao dependente de transformagéo x" - x'", nos
leva a uma lei conectando duas g-tetradas no mesmo ponto:

s = A" (x) €"(x) (22.1.VII)

com AY(x) ndo dependendo da transformagio x" + x'M

As g~tetradas ¢ (x) tdm cariter tensorial porque con-
tém o Indice de quadrivetor, mas o fato de serem uma combinagido
linear das é‘ a) em cada ponto P(x) e coeficientes reais n* (x)(u),
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lhes diA também caridter espinorial hermitiano

Se escrevermos a equagdo matricial (4.I.VII) como uma
igualdade entre elementos de matriz correspondentes, obteremos:

¥ (x)2B = n¥(x) o) ‘gle)nB . (23.1.VII)

Nesta f£ormula hd trés tipos de Indices, o tensorial, o
quaternidnico e o espinorial, por isto & de grande importancia. Ve
mos que &/exatamente do fato de que g“(x) depende das &(a)
corre o seu comportamento espinorial.

que dg

No caso dos quaternions de Lorentz, na relativi@ade
restrita, tInhamos uma conexdo entre os trés tipos de Indices, com
a diferencga de que n3o havia dependéncia de P(x) e o Indice tenso-
rial estava coincidente com o guaternianico. De fato: X =<X(u) 6J"),
se escrito em: t@rmos dos elementos de matriz passa a ser: .

B _ i (’u)Afs
X =Xy

No-espago curvo o Indice quaternidnico (u) se separa
nitidamente do Indice vetorial u.

A partir da £6rmula (8.I.VII), isto &:

§ =t gt
teremos

&(a)AB - f(a)(x)u GH(X)AB (24.1.VII)

Sabemos da definigdo de produto escalar de dois quater
nions que:

9 eV = F e (6 Fe =5 8

&V (=) pa
logo: !

gla) (x)V = % tr (¢ ¢ (x)) (25.1.VII)
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.

Por contragado com 9 (ag) € Tuv (x) podemos baixar os in
dices quaternidnico e vetorial, respectivamente, na £8rmula supra.

A foérmula (24.I.VII) mostra explicitamente ¢g"(x) &
um quaternion hermitiano que tem Indices espinoriais do tipo AB e
isto decorre, ji sablamos, da sua dependéncia das &i“)

A expressdo (22.I.VII) decorre do cardter vetorial dos
campos tetradas h“(x)(a). Uma rotacfo de Lorentz, A(x), efetuada
nos campos tetradas, independente de uma transformagdo de coordena
das, induz a lei:

h'¥*(x) (@) = /\"(x)“ hY (x) (@) (22'.1.VII)

Em cada ponto P(x) podemos construir o.homomorfismo
Q(x) » A (x) tal que um quaternion de Lorentz A(x) = Av(x) Gv(x)
se transforme como:

A'(x) = o) A(x) oftx) . (26.1.VII)
. Levando-se em conta que A; x) = AM (x)v Ap(x) R
obteremos em (26.I.VII):

A,00 AMG), 6T = et A s' ) ol

logo:
6"’(X) = /\"(X)u ox) ¢*x) ot . (26.1.VII)
Quando houver uma transformagao de coordenadas
x" = x! (%) as g-tetradas se transformario como:
H
't —<3——’3\,— atx) ¢'(x) ofx (27.1.VII)
2 X

P

Neste caso nao se pode estabelecer um homomorfismo en-
tre as transformacdes gerais de coordenadas xW = x'p(xv) e as
transformagdes unimodulares Q(x). O grupo das transformagbes ge -
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rais x'" = x'u(xv) admite somente representagaes tensoriais,deste
modo as transformagdes Q(x) atuam independentefente das transforma
goes x'M = x'M(x") .

No restante a demonstragdo de (27.I.VII) se faz andlo-
gamente ao caso anterior. Como A(x) & uma matriz hermitiana, cons-
truamos:

A'(x') = o(x)y "A(x) of (% , (28.1.VII)
onde
g . o) = s,

Mas:

un
“AY(x') = A (x) g (x') = ::\) B x) V) =

. = o) ax ol ,

logo, pela arbitrariedade dos A (x), decorrerd a (27.I.VII).

Se tomarmos adjunta da (27.I.VII), teremos:

s

6_,4u(x,)= £l 3t ¥
» x°

atx) . ") . 0x) (29.1.VII)

(II.VII) Derivada Covariante das g-Tetradas

A derivada covariante de um vetor A(x), de componentes
M (x) &, segundo o cdlculo tensorial, o tensor cujas componentes
s3o dadas pela expressao:

TR
a¥ () = abx) _ + af(x) . (L.II.VII)
v " p v) (P)

" !
onde 2% (x}) = 3 AT (x) e { } & o simbolo de
. ¢ 22" [, o v)(P)

Christoffel da 2% espécie em P e as %’ s3o coordenadas do ponto P.

A generalizagdo para a derivada covariante de um ten-
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sor & conhecida e para o caso de um tensor de segunda ordem contra
variante seri:

u v
A““(x)| =a"(x) +aM(x) / + A"’(x)(
g ® o) (®) 1r o) (@)
(2.I1.VII)

Sabemos também, do cdlculo tensorial no espago de
Riemann, que um vetor & transportado paralelamente a si mesmo, en-
tre dois pontos infinitamente proximos se vale a equagdo:

A“(x)lp = 0 (3.II.VII)

Em particular, qualquer dos unitdrios eu(x) do sistema
de coordenadas em P(x) satisfaz a condigdo:

U
(=]

eu(x)lv z (4.II.VII)
Os g-espinores de primeira ordem e de cada espécie
constituem um espago vetorial de dimensd@o 2 e, nesse sentido,os ig
dices espinoriais ser@o Indices vetoriais do espago vetorial consi
derado. Dessa interpretagfo decorre que os g-espinores de 22 or -
dem poder@o ser formados por produtos tensoriais, (produtos dire -
tos), de dois g-espinores de primeira ordem. ’

No espago tempo riemanniano os g-espinores ali defini-
dos contituem um campo espinorial. Nesse mesmo espago definimos
grandezas de universo, como os guaternions de Lorentz, (agora gene
ralizados, no’ sentido de que sdo dependentes de P).

Sabemos que os quaternions que representam quadriveto-
res de universo tém estrutura de g-espinores de 2a‘grdem, hermitia
nos. Veremos que poderemos expressar entes de universo, importan -
tes, como o tensor curvatura de rotagdo, em fungaoiﬁe produtos ox-
dindrios de quaternions. Para isto & necessiria a extensdo do con
ceito de derivagdo covariante e transporte paralelo aos' g~espino -
res definidos no espago tempo, de modo andlogo ao do cdlculo tenso
rial. Como hd quatro tipos de Indices espinoriais, vamos introdu -
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zir quatro expressSes que definem a derxrivada covariante de um g-es
pinor de 1% ordem. Se o g-espinor & do tipo (yp (x) ), a sua derlva
da covariante serd definida por:

w(x)iv = w(x)'v T (%) v(x) (5.II.VII)

.

‘ o

Matricialmente essa expressao se escreveri:

et = e o Crmfy Cee® (st
A s y* : <
onde (y(x)™) v 5 e onde T (x) & um guaternion que chama-
X’ /P

remos a g-afinidade espinorial no ponto P(x):

Se na £ormula (5.IX.VII) o Indice espinorial A  fGsse
um Indice tensorial ¢ , terlamos exatamente a £6rmula (1.II.VII).

Veremos posteriormente que podemos expressar a F“ (%)
em fungado das g-tetradas o (%), de suas derivadas ordindrias e
dos simbolos de Cristoffel de 22 espdcie.

Se o g-espinor &€ do tipo ( w(x)A), isto &, covariante,
ent3o sua derivada covariante sera definida como:

w(X)lv = w(x),v - ) ro(x) . (6.II.VII)
A express@o matricial dessa formula serid:

= - B '
(w(x)A)|v = (w(x)A),v (vx)g) (r &x)7,) (6'.II.VII)

An3logamente, se A fOsse Indice tensorial essa f£ormula
daria a derivada covariante de um vetor covariante.

" poravante omitiremos, salvo mengﬁo contrdria, a depen-
_déncia explicita em x.

Observemos que a derivada covariante de um g-espinor
passa a ter comportamento de quadfivetor covariante  quanto ao Indi
ce tensorial v .
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As derivadas covariantes de espinores da forma (WA) e
(¢A) sd3o obtidas tomando-se as complexas conjugadas das expressdes
(5.II.VII) e (6.II.VII), respectivamente, isto &:

"",‘v'* r¥ y* (7.II.VII)

]

v

*
Y

¥ 1
LI G {8.IX.VII)

Devemos notar que:
1 1" 1; 1
! ™2 _ It V2

r\‘,*(x) (9.II.VII)

2 2 2: 2
r\vl ]_")2 P rvl _'vz P

Para os g-espinores de 2% ordém introduziremos a deri-
vagao covariante por analogia formal com o caso tensorial.Para os
g-espinores de ordem mais elevada & necessirio o conceito de produ
to direto de quaternions, a fim de extender-se de modo coerente a
nogao de derivada covariante. Para um g~espinor do tipo (wAB) a de
rivada covariante terd por expressido:

Wy = ¥, * Tyv +urd . (10.II.VIT)

v Y

cuja f£6rma matricial é:

T B
I € B I ¢ B e B O

AB

W, = b )y, (10'.1T.vID)

*
sendo r T = (r )'Il .
v v

As derivadas covariantes dos demais tipos de g-espino-
res de 2% ordem sdo obtidas a partir das correspondenfes expressoes
do cdlculo tensorial. Em particular, vamos apenas dar a derivada
covariante do g-espinor (wgé):

=y -~ -t
LT Sl AV M (11.1I.VII)
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cuja expressdo matricial é:

-
Gag) |y = Wag),y ~ (¥ay) (rvLB) - (rvzf‘) (brp) (11'.11.VII)

N A derivagdo covariante de um g-espinor introduz um In-
dice tensorial, de modo que, o quaternién obtido pela derivagao co
variante de um g-espinor & um ente misto. Se o quisermos derivar
novamente, covariantemente, estaremos estendendo a derivagdo cova-
riante além>dos g-eSpinores porgue estaremos derivando ndo mais um

. g~espinor mas um-ente misto, com Indices espinoriais e tensoriais.
. Para estendermos a derivagao covariante de qualquer ordem de um
g—-espinor, vamos deflnir a derivada covariante da derlvada covari-
ante de um g-espinor. Vamos defini-la para o caso (5.II.VII), e os
demais casos serdo obtidos ficilmente a partir do exemplo désse ca
so. EscrgVeremos primeiramente na forma matricial para que fique
mais clara a sua‘lei de formagdo:

A . A _ A
(v )Ivu = ((y )I“)|H = ((y )IV)

A, ° - B A
'z (\U)Ip {v u}+ (‘P)lv (I'u B)

P 1T e
onde { ]= { } & o simbolo de Christoffel de 22 espdcie e por
v ou

(12',.11.VII)

uov
isso & uma fungdo escalar.

Essa fOrmula se escreve compactamente como:

[}
‘Plvu = "’gv,u - V’h,{v p} + 'Pu"ulv (12.II.VII)

A derivagdo covariante sucessiva & agora de formagdo
Sbvia.
) A tetrada ¢"(x) & um quaternion que envolve um Indice
¥ de quadrivetor, €& hermitiano e sua forma matricial, sabemos, é

( uAB), por isso um ente misto de tipo vetor, espinor de 2% ordem.

Um campo de quaternions de Lorentz deflnido no espago

3
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.

B

riemanniano associa um campo de gquadrivetor de universo a um campo
; a s
espinorial de 2~ ordem hermitiano.

Se A(x) = Apc"(x) & um campo de quaternions de Lorentz,
o campo de quadrivetores serd dado por:

aAMx) =gt (x)| AX)

e o campo de espinores seri dado por:

‘e

aP(x) = A ) oY 0P

O gue fizermos para quaternions de Lorentz e g-espino-
res no caso da relatividade restrita o fizemos no espago riemannia
no substituindo as 6A“) pelas o¢%(x). As gq-tetradas ¢"(x) fazem
o importante papel de referencial local e tém também a propriedade
de serem um quaternion herqitiano com um Indice vetorial, logo tém
a mesma estrutura gue as derivadas covariantes de um g-espinor de

AB ) !
tipo (¢ ). > '

- Entdo, como j& definimos a derivada covariante da deri
vada covariante de um g-espinor, podemos definir a derivada covari
-ante das g%, que seri:

- M u p, F
a—‘ulv =5, + {G v}+l‘v a +0‘ I‘\) v (13.II.VII)

A repreéentagéo matricial desse quaternion derivada.co.

variante e:

(6B IR BT { Sl
Y aY 3 v
+ 0P @+ (@D o P (14.1I.VII)
¥oog

A derivada covariante da tetrada G} = guvd"

O}Iv = lev - XG% {’

v

& t
u}+ r, (5‘“ "'O; r, ) (15.IX.VII)

Se fizermos a derivada covariante de G‘" teremos:
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H = u [3 ! _ T
ey =G,y t @ {5 v] ', -l (16.I1.VII)
cuja expressao matricial &:

. . T. s
(6*ap) v = (Thp),y * (T 3p) {E v} -

B D .i iy | '®
- {q¥ap) (T, Tp) = (T AT (aMip)

As g-tetradas ¢“(x)nse comportam como uma base em P,
para referir todos quaternions ali definidos, elas fazem papel ani
logo aos vetores e (P), nnitériosg associados a um sistema de co-
ordenadas em P. Dentro dessa analogia, vamos impor o anulamento da
derivada covariante das 5-"(x), isto &

a¥x) ly =0 17.1I.VII)

Essa formula & sugerida pela (4.II.VII). .

coms T H)|E " (x) = g™ (%), tomando-se a derivada co
variante désse produto escalar, vird como decorréncia da (17.II.VII):

0= ¢Fe |, |V +etm] ¢, =" G,
logo
gt =0 . (18.1I.VII)

Do anulamento da derivada covariante das G‘"(x»podemos
escrever a derivada covariante dos quaternions de Lorentz como:

= u
A(x) P Au () lo € {x) (19.IX.VII)

()

De g"(x) = hu(x)(a) G & de(17.II. VIi) decorre que :

H =
h™ (x) (@) jv = 0 (20.1IX.VII)
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Entao:
A) = ot =2 ) n'e ERLI A (g &,

logo:

= H =
Blay By = B, 00, BHG) () = R GO (21.11.VI1)

Esta & a relagdo entre a derivada covariante das compo
nentes quaternidnicas de um quaternion de Lorentz e a corresponden
te derivada covariante de suas componentes quando referido a gq-te-
trada local.

Do fato de d‘(a) ser um quaternion constante implica
o)

em que ¢ [0 =0 , mas

R A
e como qj(x)lp- = 0 , entao
() =
£ (X)HIP =0 . (22.I1.VII)

(IITI.VII) As g-afinidades Pv(x) .

Partindo-se da formula (5.II. VII) e tomando-se a sua-a
djunta, vira:

vy T v+ YT (1.ITI.VII)

. Vamos demonstrar que v = EIV , isto &, que o adjun-
to da derivada covariante & igual & derivada covariante do adjunto.

Como podemos escrever qualquer quaternion como combina
o
cao llnear das CT( ) e, consequentemente, como combinagao linear
das (x), entdo podemos escrever o gquaternion como:
v

_ 4 {a)_ u
'J’Iv"‘ (‘l‘lv)(u) [} = (‘Plv)uo— .
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Tomando-se o adjunto desta equagdo, obteremos:

&4u)

Py T 0 )

Por outro lado, tomando-se a derivada covariante de:
-J:V’(a) q o)
vira:

) ) _ :i"‘;‘
= (!P(u))lv G(a = (qu\’)(a) Ga

. (2.III.VII)

como queriamos demonstrar.

A relagdo (2.III.VII) nos permite obter uma importdnte
propriedade das Pv . Sabemos que se Y & um g-espinor do tipo (wA),
o sey.adjunto ﬁ:se transforma como (WA).

y

A derivada covariante de um g-espinor do tipo (wA) é
dada pela (5.II.VII), isto &:
¢|v = ¢,V Loy
Se tomarmos a adjunta desta equag@o obteremos
+ ¥ F: mas levando em conta a (2.III.VII) temos.

¢Iv = ¢’v

¢,v + 9 Pv = ¢|v
mas a le € a derivada covariante de um g-espinor do tipo (wA),lo—

go & dada pela equag@o (6.II.VII), e entdo:

Vo UT =) mlp) r= T -T

'V v

Como a ¥ & arbitraria, resulta que:
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ou
r + T =0 (3.II1.VII)

Lembrando a (8.III), temos equivalentemente:
tr (x‘v) =0 (4.IIT.VIT)

isto &, as q.afinidades t@m trago nulo.

Do anulamento do trago das r, e de’ sua representagao

- . - (o) M
quaternidnica: r, = (Pv)(a) '’ , temos:

(r,) ) = 0 _ (5.III.VII)

£ possivel expressar as r, em funcdo das c" e de suas
derivadas e isto & feito a partir da equagdo 5"|p =0 . De fato:

B g =0 om v u
o 6 [p =0 JH[G' p T C vp}+

14

u u, T
+ I‘p @ + G rp ] .
Mas:
—_ " . (8
Gy @ hu (@) @ 'n gy § ) =
= n(aB) (‘Y(a) é.(s) = c'r(a) (a)=46'(°) (6.III.VII)
e ———
T u »(8) » (\)
-(B) . )_ .-_?) +
Tgay & T g T, Cg) (7.III.VII)

Se expressarmos rp como (rp)(d) GJG) e o0 levarmos a

(7.III.VIX), obteremos:



¢, T g =0 . (8.IIT.VII)

-

O resultado (8.ITII.VII) & um caso particular de expres
— . R - ‘
G—u (x) A(X) q (X) = 4A(°) (X) 0-(10)
[:% £r A(X)] o) (9.III.VII)

onde A(x) & um campo gquaternidnico arbitrario.

Com os resultados (6.III.VII) e (8,III.VII), obtere -
mos:

+

G, E’"lp = fJ =T, [o‘a,p“ Pl {“"p}}[{rpT]

_ _ Gu
rpT= - Z£<?yrp + GN vup})P

Tomahdo-se o hermitiano, teremos: .

ou

. : P -]_._ uo v - —
fp ™7 1 (G' T T "-"DP Gy (10.III.VII)

p © Gy sdo quaternions hermitianos.
12" L

j& que ai '
A férmula (10.III.VII) define a g-afinidade em fungdo
das dﬁg, suas derivadas parciais e dos simbo;os de Christoffel de

22 espdcie. As T, ndo s@o hermitianas.

A £ormula (5.II.VII) mostra que as r, se transformam
como quadrivetores de. universo quantd ao Indice v, entretanto Pv
& um quaternion de estrutura matemidtica mals complexa. Vejamos co-

mo se transforma por uma transformacio em que estejam fixadas as =M.

De wlv = w,V + va (5.II.VII)
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e levando em conta gque ¥ & um g-espinor da forma (wA) e,portanto,
deve se transformar como y'{x) = Q(x) ¢(x), guando hd uma trans -

by

formagao de coordenadas x' -+ %" ou gquando simplesmente haja uma

transformacgdo em P, as x"

fixadas, que relaciona uma tetrada
o‘p(P) com outra G“p(x) = ﬁy(x)v qy(x), (neste iltimo caso dize

mos gque temos uma transformagdo de spin pura).

A transformagdo de (¢A) induzida por uma transforma
gEo de coordenadas X’ , decorre simultineamente do seu cariter es-
pinorial e do seu cardter tensorial, respectivamente contidos nos
Indices A ey . Por isto, a sua lei de transformagdo &:

. oo [a X ’
v |u(x ) = (; x'£>: Q(x) wlv(x) (L1.IIT.VII)
P

onde Q(x) depende da transformagdo de coordenadas.

Uma transformagdo pura de spin serd um caso particular,
definida por:
¢'(x)|u = 0(x) ¢(X)| ’ (12.III.VII)
H

ou

' ' v =
¢'“ + ru v Q w,u +Q ruw
mas ¢' =Q ¢ , logo:

(Q ¢)’ + P; Q= Q¢, + QPuw ’

M H

ou
1 =
Q v*rr =0r9y .

Da arbitrariedade de y resulta que.

' =
Q,u * ru Q=20 Ty -
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Como: ' -
Q(p) () = @

 vira:.

t
o
lor

1 -
r, = w T 90 (13.111.VII)
Esta & a lei de transformagdo das g-afinidades, gquando
temos uma transformacgao pura de spin. Para o caso mais geral de
" uma -transformacdo de coordenadas, a lei de transformagdo deve le-

‘var em conta o cardter tensorial do Indice u , isto é&:

. " v
no(x') = 2X ) (r -0 ). 0(® (14.III.VII)
9 x,l-l P v A" P

onde o ponto P vem indicado por suas coordenadas.

(IV.vII) A g-Curvatura R,.q

Do cdlculo tensorial sabemos que o tensor de Riemann -
Christoffel & definido em fungdo dos simbolos de Christoffel e de
suas derivadas parciais, por meio da expressao:

L L )

(L.IV.VII)
onde -r {u S} a{u S} , as xF constituem o sistema de coordena -

das e {n s} & o 51mbolo de Christoffel de 22 espécie.

No capitulo anterior vimos a correlaglo que existe en-
tre as g-afinidades ?u e os simbolos {uk§} e essa correlagdo sur-
giu na definig8o da derivada covariante de um g-espinor. Dentro
dessa anﬁlogia, vamos procurar © guaternion andlogo ao tensor de
Riemann-Christoffel. Para isto, lembremos que as derivadas covari-
antes ndo comutam e que a lei de comutagdo para a derivada covari-
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ante de um quadrivetor a" &:

[ -
a [Au a [ua a Re Ap . (2.IV.VII)

A f£8rmula (5.II.VII) nos di a derivada covariante de
um g-espinor do tipo (wA). Se a derivarmos mais uma vez e trocar -
mos a ordem das derivadas obteremos dois quaternions, derivadas co
variantes segundas de um g-espinor. Se os subtrairmos, obteremos’
uma certa funcao que envolve o prdprio g-espinor, as g-afinidades
e suas derivadas parciais. Essa expressido seré indicada por:

S L PR TR M R S P (?'IV'VII)

A obtengdo deste resultado & um pouco trabalhosa e se
encontra no apéndice II.

Ac quaternion mvu chamaremos q-curvatura.

A expressao matricial da (3.IV.VII) &:

(nIJA)i\,u - (wA)iuv= (‘RABLu (wB) . (3'.IV.VII)

Como se pode ver no apéndice II, a q—curvaturaleu é

dependente das g-afinidades e suas derivadas parcials e sua expres
sdo &:

R =3l =3 T +rr —~710rT7T (4.1IV.VII)
vi v v u v vou

Comparando-se {4.IV.VII) e (3.IV.VII) com (1.IV.VII) e
(2.IV.VII), respectivamente, veremos a analogia entre a g-curvatu-
ra R, e o tensor de Riemann-Christoffel. ‘

Do fato de que r + F: = 0 resulta que:

mvu + R =0 (5.IV.VII)

ou
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tr( mVu) =0 (6.1IV.VII)

A formula (4.IV.VII) mostra que leu é antissimétrica
nos indices v e yu .

Se tomarmos o adjunto da (3.IV.VII) e levarmos em con
ta a (5.IV.VII), teremos:

W|vu - ¢|uv =-JR o

mas wlvu = wlvu : logo:

Levando em conta gque o adjunto de um g-espinor do tipo
(wA) passa a ser do tipo (wA), vem:

. i .
(wB) [on™ .(\pB) Ml (pr) ( R B)vu (7.IV.VII)

Mas essa &, ent3o, a lei de comutagfo na derivada cova
riante de um g-espinor covariante. Ela apresenta grande analogia
com a correspondente expressdo tensorial.

Como as g-tetradas tém derivada covariante nula, resul

ta: :

U - M = 1
¢ |rs T |sr 0 (8'.IV,.VII)

efetuando-se os cdlculos, que sdo algo longos e encontram—-se no
apéndice I, obteremos:

AgpH B et o
G Rypg ¥ R @+ R, =0 (8.IV.VII)

A formula (8.IV.VII) estabelece uma importante correla
u

- A rs
¢io & feita pelas g-tetradas g% .

¢3o entre o tensor de Riemann R e a g-curvatura e a correla-

Multiplicando-se 3 direita ambos membros de (8.1IV.VII)
por -E; e somando-se nos w , vird:
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A 1‘ =
aq )\ rs (r + [R d‘ 0‘ +o‘ R rs ()'p o .
Mg = 4g° vt t )6°
= = . 14
Como G, O"‘1 Yen e como 6" R rs Gu (2 tr R rs
e como de (6.IV.VII) conclue-se que tr ERTrs = 0, obteremos:
R _=-2 ¢¥ 7§ (9.1V.VII)
rs 4 A rs no bk

A g-curvatura & uma fung3o do tensor de Riemann-Chris-
toffel e das g-tetradas. A £ormula (9.IV.VII) mostra gque Re.q ndo
€ hermitiano.

-

A inversdo da férmula (9.IV.VII)A € obtida se projetar-
mos a expressao (8.IV.VII) sdbre 66, isto &: ’

-]
O‘l()‘rsc-"'mO‘u'*ﬂﬁ-pﬂd-:.'s)=0 )

ou
- glo) (pou = g9 M T
g (R rs) = 0] [mrsc‘ + G¢F R rs] .

(10.IV.VII)
O tensor de Riemann~Christoffel & definido guando co-
nhecemos as q—tétradas e a g-curvatura ou, mais explicitamente,
quando conhecemos as g-tetradas d‘u, as g-afinidades e suas deriva
das parciais.

Se levarmos em conta a definigdo, (15.II), do produto
escalar de dois guaternions, mais o fato de que G"e ( [RrSO'"+ ag¥ ERTrs)
& o adjunto do { ERrS(Vu + gt IR"']:S)CY"e e também que A + A = tr A ,
obteremos a partir de (10.IV.VII) a expressdo:

{0} ;,6u - X vy u TR
g (R rs)— 2 [G(mrs¢+¢mrs)+

" H oot 8 =
+* (R o+ @ !Rrs)cr}—

= - = ) H Bt
5 tr -{cr (R, 0" +q@ mrs)} . (L0*.IV.VII)
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De ERrs + ERrS-‘= 0 , vem:

(0 0y o _ L[5 u
¢ (R rs)-' 2[0‘ Roga +

I+ o0 g ERJrrs _F R_ ¢? - 'RTrsa-——u o,e] (10".1IV.VII)

B claro que a partir do tensor de Riemann podemos
obter as suas formas contraidas. Assim, de (10.IV.VII) podemq‘g~
obter:

e B e ca L WL A U

us s s

(11.IV.VII)
£ possivel escrever a £6rmula (11.IV.VII) sob a forma
de traéo ou desdobrada em outras formas equivalentes, mas a forma
supra & mais compaéta. O tensor Reé & também chamado tensor de
Ricci.

Se contrairmos a (11.IV.VII) obteremos a curvatura es—

calar R, isto &:
glotgén o Glodg o -sltm, o+ otwl ) g2.avvin

ué 3}

As férmulas (10.IV.VII), (11.IV.VII) e (12.IV.VII) ddo
as expressoes quaternidnicas dos tensores de Riemann, de Riceci e a
curvatura escalar em fungdo da g-curvatura e das s .

Para a descrigao da curvatura do espago de Riemann bas

ta o conhecimento das 6‘“* GJZ dos Rrs e das RTIS

A conexdo entre a g-curvatura e o tensor de Riemann-
~Christoffel tem suas verdadeiras raizes na férmula (10.III.VII)
guando se conecta a g-afinidade com os simbolos de Christoffel de
22 espécie.

Dados os Gm, e os simbolos {v“p} construiremos as
g-afinidades e a g-curvatura, entretanto dé mesmo modo que oS g“v
nfo fixam univocamente os &', 0 tensor de Riemann-Christoffel nio

fixa univocamente o Ruv .
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{V.VII) As equacdes quaternidnicas da gravitacdo Einsteiniana.

O tensor de Ricci & exprimivel em funcdo das g-tetradas
e da g~curvatura e isto estd indicado em:
: [} - ] M uJ ks
0}0) RUx) g = G (x) | ( IR(X)us 6" (x) +6° (x) R (X)us)
(11.1V.VII)

E facil provar que se {Gb(x)} e A(x) sEo,respectivamegT
te, uma base e um guaternion da Algebra de Clifford-Pauli local
C,(K. P(x)) e se em P(x) vale A(x) | 6% (x) = 0 para o = 0,1,2,3,
ent3o decorrerd que A(x) =0 ‘em P(x). '

Deste lema, podemos concluir que em todo ponto P(x),
em que Re(x)s se anular, entdo se anulard também, o quaternion
u "
ER(x)usc‘ (x) + ¢ (x) |R(x)us .

Consequentemente, se em uma certa regiao de V4, tiver-
mos a equagao tensorial:

Rr® ) =0 , (1.V.VII)

teremos a equagdo quaternidnica:
u u T =
lR(x)‘rls ¢" (%) + ¢ (x) R (x)ns =0 (2.V.VII)

e sua adjunta:

o' Rx) o+ m+(x)us aM(x) =0 (2'.V.VII)

Reciprogaﬂente, se vale (2.V.VII), entdo por (11.IV.VII)
valera (1.V.VII).

-

A teoria da gravitag@o de Einstein & uma teoria tenso-
rial, onde o tensor métrico guv(x) tem papel relevante.

A correlagdo entre a equagdo tensorial (l.V.VII) e a
equagdo quaternidnica (2.V.VII) nos léva, naturalmente, a interpre
tar as g-tetradas G}(x) além de componentes de bases locais, como
potenciais quaternidnicos.
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Se as g-tetradas e suas adjuntas s3o interpretadas co-
mo potenciais gravitacionais quaternidnicos, ent8o as equagles
(2.V.VII) serado interpretadas como equagdes quaternionicas da gra-
vitag@o em espago vazio.

No caso mais geral, as equagdes da teoria tensorial de
Einstein, (onde omitimos a constante cosmologica), serdo:

Rr® x) g - % R(x) g¢° (x) = K Te(x)s , (3.V.VII)

onde R{x) & a curvatura escalar (12.IV.VII). K uma constante e
Te(x)S o tensor de energia-quantidade de movimento da matéria, (in
cluso o campo eletromagnético). -

Tanto Re(x)s 6}0) quanto ge(x)S é}o) sdo desgritos
na forma de produtos'escalares de quaternions, onde um dos quater-
niong & e(x), de modo gue podemos escrever a equacgde.(3.V.VII) na
forma quaternidnica:

c?w CR@ M = ot 'Y - R ) -

) ’

T - K - Te(x)s . (4.v.VII)

De fato, T(x) €'C (K, P(x)) e seﬁT (x)} & uma base
da C (K, P(x)), entdo: ’

TkX)s =i, @, o ! - (5.V.VII)
™ (x) c'r(o) = 0¥ ) | e, . c.qea

Além do mais, T(x), & Gnico, porque se
0 _ 0 , -
e | oo, = ¢%G0 | T, ., entdo

¥ | (Plx)g, ~T'(x), =0, e pelo lema j& visto texemos:

T(x)s =T c.q.d.'
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Entao, podemos escrever:

e | re oV - ot mieo - B

2wy =

=x. 0% | T (x) . (6.V.VII)
Pela independéncia linear dos elementos de base,¢e(x)
em cada P(x), concluimos que:

- R, ot - ot 'Y - B g =kl oTe,

(7.v.VII)
A adjunta serad, por (5.IV.VII):

u + \ R(x) . _
Thx) R o+ R P - FHE 0 (k) =K. T(x)

(7'.v.viI)

A equagdo (7.V.VII) e sua adjunta (7'.V.VII), consti -
tuirdo o que passaremos a chamar o par de equagdes quaternidnicas
da gravitagao.

0 campo quaternidnico, hermitiano, T(x)S esta as;ocia—
do & distribuigdo de matéria e energia existente em v, e as compo-
nentes de T(x) s’ relativamente & base local{d‘ (x)} , serao as
componentes T (x) do tensor de quantidade de movimento-energia.

E_simples varificar, que se mulbiblicamos (7.v.vII) &
direita por G"e(x) e (7'.V.VII) por 6% x) 3 esquerda e somamos,
obteremos a (3.V.VII), se levarmos em conta (11.IV.VII).

A forma usual das equagdes da gravitagdo, isto &, as
equagdes tensoriais resultaram de um modo particular de combinar a
equagdo (7.V.VII) e sua adjunta (7'.V.VII).

Devemos observar que oOs campos GJ(x) e G"(x), solu
¢oes das equagdes (7.V.VII) e (7'.V.VII), estdo correlacionados ao
potencial gravitacional tensorial, 9, (x), pois ot (x) | ¥ (x)
& a solugd@o das correpondentes equagoes Einsteinianas.

M, Sachs(3)

(7.v.VI1) e (7'.V.VII) por meio de métodos variacionais. No presen

obteve equagdes andlogas 3s equagdes
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IIT. PRODUTO DIRETO DE ALGEBRAS QUATERNIONICAS E GEOMETRIA ESPA-

CO~TEMPO NAO RIEMANNIANA

As propriedades geométricas de um espa@o dependem da
wmatureza dos objetos geométricos que constituem os referenciais lo
calizados neste espago.

Demonstraremos que em um espago ‘em que os referenciais
forem construldos com quaternions, as afinidades geradas sdo ndo
imétricas e consequentemente a geometria associada & n3c Rieman-
niana.

(4) ao formular espinorialmente a sua teo
ria da gravitagdo, baseou-se, realmente, em uma dlgebra de guater-

P.G. Bergmann

ions, de modo que a sua teoria n3o permite a construcdo de espino
res de ordem superior & segunda.

Neste sentido a teoria de Bergmann nio & equivalente 3
teoria espinorial.

No presente trabalho partimos das ideias basicas de

Bergmann e construlmos uma dlgebra de quaternions e com auxilio de

a estabelecemos uma geometria diferencial em espago curvo com es-—

trutura Riemanniana. Em particular obtivemos as g-afinidades, a de
ivada covariante e a g-curvatura.

Vamos agora ampliar o conceito de dlgebra de guater -

ions introduzindo o conceito de produto diretb de algebras locais

de quaternions. Deste modo poderemos construir a nogcdo de quater-

Lon-tensor, introduzir a derivada covariante de quaternions-teénso

res e abrir a possibilidade de introduzir afinidades diferentes em
wna mesma derivagdo covariante.

A torcdo & construida em fungdo das g-afinidades e das
m-tetradas.
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(I.VvIII) Transformacoes admissiveis de coordenadas
Vamos construir uma geometria mais complexa que a

Riemanniana, de modo que vamos introduzir novos conceitos e preci-
sar melhor alguns conceitos anteriores.

Seja V4 uma variedade diferencifvel por partes(s),4—d£
mensional, com coordenadas reais locais ' ; vw=20, 1, 2, 3; onde
L8 temporal e os. demais %" s3o coordenadas espaciais.

Uma transformagdo de coordenadas admissivel serd trans
formagao de coordenadas, diferencidvel, a jacobiano ndo nulo, com
: s . - a
derivadas parciais pelo menos até a 37 ordem.

Vamos indica-las por:
V=2V M) (1.1.VIII)

-

Como o jacobiano de (1.I.VIII) & suposto n3c nulo, va-
mos nos restringir a regido de v, em que:

v - -
J 3—3‘—") >0 (2h1.vIII)
3 x!

(IT.VIII) Algebra local de Clifford-Pauli

Uma algebra C_(K) de Clifford, sdbre o corpo K dos com

- - nn -~ ._

plexos & uma algebra a 2 dimensoes, gerada por n elementos ej‘; j=
=1, 2, ..., n; ditos geradores da Algebra.

Os geradores de uma algebra de Clifford devem satisfa-

zer ds relagdes de anticomutagdo:

(ei ej + ej ei) = 26,. € , (lqll.VIII)

onde e € o elemento unidade da &lgebra e sij & o simbolo de
Kronecker.

Se construirmos 2 produtos linearmente independentes,
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de geradores, teremos uma base para a algebra Cn(K). H& uma infini
dade de bases.

A algebra de quaternions definida em II, também chama-
da Algebra de Clifford—Pauli(G), & isomorfa 3 &lgebra c, (K).

Para a Algebra de quaternlons C, (K) podemos escolher
como elementos geradores G}l) e 6}2). [o] elemento unidade sexi o
Ty e Tz =28y Ty

Bstes quatros elementos sio linearmente independentes
e constituem uma base para a algebra C2(K).

Esta base serd chamada base nao local:{d%a)} .
Na variedade V4 podemos introduzir o conceito de campo
de algebras- locais de Clifford-Pauli. Bste conceito serid construi-

do por meio da definicdo em cada ponto P(x") de Vyr da Algebra de
Clifford-Pauli local CZ(K' P(x)).

Com auxilio da base ndo local {d“(a) e das tetradas po
demos definir em cada ponto P(x) € V4 bases locals G}(x)=guv(x)¢p(x).

. Vamos impor que as tetradas satisfacam, as mesmas con-
digbes de continuidade e derivabilidade que as transformagées
(1.1.VIII).

Estas propriedades sdo satisfeitas; também, pelas g-te
tradas G;(x), como decorréncia da (4.I.VIII).

A independéncia linear dos éxu) e a 'independéncia li-

near dos vetores tetradas acarreta a independéncia linear dos c;(x).

Definida a hase {Ef(u)} e construidos os campos tetré

da {‘h“(x)u:} e seus reciprocos, vamos definir a Algebra de Clifford-
~Pauli local C2(K, P(x)) como a totalidade, em P(x), dos elementos
da forma: -

c’x) T x) =clx) (2.II.VIII)

onde C¥(x) & em geral uma fungdo complexa.
¢
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£ claro que C(x) & um quaternion, dito local. Com auxi
lio de (4.I.VII) e das métricas g v(x) e g“v(x), podemos escrever
C(x) como combinacdo da base ndo {'d}u)} . B essencialmente neste
fato que se apoia a assergdo de que C, (K, P(x)) seja uma algebra
de quaternions, se bem que local.

HA elementos n3o locais e que podem ser descritos lo -
calmente, como & por exemplo o caso dos prdprios G}u) que sdo ex-—
primiveis em té&rmos dos a,(x).

(ITII.VIII) A afinidade assimétrica

O espago quaternidnico que estamos considerando estd
referido em cada ponto P(x) i base {c}(x)} . As condigdes de con
tinuidade e derivabilidade vao permitir relacionar bases préximas.

Para isto, consideremos em P(x) a base a;(x) e em
P(x + dx) = P(x) + §P(x) a base 0;(x+ dax) = G;(x) + & G\(x).

A base c;(x) + 8 GB(X) ficarda determinada univocamen-
te relativamente i base G}(x) se conhecermos as componentes dos
quaternions GG‘V(X) em fungdo dos G}(x) locals.

(7)

Tal como na andlise tensorial , escrevamos:

so ) =) O (x) =

= L(x)sv G o) ax® . (1.III.VIII)

)
As .64 fungdes L_(x)evp sdo reais, pois 8 G‘(x) e
@, (x) s@o hermitianos.
Estas L(x)evp constituem as afinidades do espago qua
ternidnico que estamos considerando.

De (15.II.VII), temos:
34, (x)

0=(T(x)I axP =
v P 3 %

axP - ¢ ¢, (x) ,(2.III.VIII)
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onde .
0, (x) = ax’ (crG {.\)Gp}-’- NI R ! d‘v(xg "(3.II1.VIII)

Mas c&(x) IbT(X) + 1b(x)‘6s(x) & um-quaternion her-

mitiano, local, logo pode ser desenvolvido em t&rmo da base local
{ I " ' 8

\

8= g T e oy = 2P a0
(4.IIX.VIII)

onde os A‘?’(x)vp s8o,salvo restrigdes, 64 fungles reais.
Se compararmos a (l.III.VIII) com (3.III.VIII) e levar
mos em conta a (4.III.VIII), teremos:

L(x)“vp = {v“p} + A“kx)vp (5.III.VIII)

A afinidade L(x)"vp ndo & simétrica em geral, j& que

a A”vp-, salvo restricdes, & assimdtrica. ’ ,

Um espago dotado de tal afinidade ndo simdtrica & nio
Riemanniano. ' ’

(IV.VIII) Derivada covariante em um espago dotddo com uma basg(rv(x)

A estrutura geomdtrica de uma variedade diferenciivel
se reflete no conjunto de seus referenciais, pois em cada ponto da
variedade & possivel caracterizar as afinidades e o tensor métrico
por meio dos referenciais localizados nestes pontos.

A cada ponto P(x) € V,, associamos a dlgebra de
Clifford-Pauli local C2(K, P(x)). Vamos também associar um espago
vetorial, real, constituido pela totalidade dos vetores contrava -
riantes de componentes reais AY = A" (k).

Este espago vetorial local serd indicado por T4(R, P(x)).
Em cada P(x) € V4 podemos definir o espago vetorial T'4(R, P(x)),
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constituido pela totalidade dos covetores reais Av = Av (x).
Se as AY (x) s3o as componentes de um elemento de
T4(R, P(x)) entdo podemos formar o quaternion hermitiano local
A(x) €Cy (K, P(x)):

A(x) =AY

(x) ¢, x)

Se admitirmos condigdes suficientes de derivabilidade
para os aY (x), vamos definir a derivada do quaternion vetor A(x),
como sendo:

SO @’ (x) o+ At ) U (x),, ) ¢, (1.IV.VIII)

A afinidade [V (x)}‘p nao & simétrica em geral nos In-
dices A , p ; de modo que hd dois tipos de derivada covariante
possiveis:

v
ATy,

+

H

aY ) o+ At LY (), (1'.IV.VIII)

v
A (X) ID

2 o+ At ) LY . (1".IV.VIII).

px

Para nosso trabalho vamos escolher (1'.IV.VIII) como
sendo a definigi@o de derivada covariante das componentes contrava-
riantes de um quaternion vetor.

Os acréscimgs paralelos dos quaternions de base sio:

§ L0 (x) + l_u {x) ¢ (x) axf (2.IV.VIII)
+T, vo " LIV,

.
- L () c¥ (x) axP (3.IV.VIII)

v
8 +(T (x)
Com estas definigGes temos:

a’ (x)lp = Y (X),p+ at ) LY (x)MD (4.IV.VIII)
o+

- u
A, (®) L(x)vp A, (x) (5.IV.VIITI)

v

Ay B,
+
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Daqui por diante, salvo mengdo contriria, a definigdo
de derivagdo covariante serd do tipo (+).

(V.VIII) Produto direto de 3lgebras locais de Clifford-Pauld

Em cada ponto P(x)EjV4 podemos construir o produto di-
reto de algebras de Clifford-Pauli locais CZ(K’ P(x)).

Faremos a construgdo para o caso do produto direto de
duas Algebras e a geheralizagdo para o caso de produto de mais de
duas, se fard de modo natural, por indugdo.

Consideremos o caso CZ(K' P(x)) © pz(K, B(x)).

Neste caso estaremos multiplicando a dlgebra CZ(K,Q(x))
por si mesma.

Poderlamos considerar em P(x), 8lgebras distintas e
construir o produto direto delas. Isto seria uma generalizagdo,ndo
necessiria para os nossos objetivos atuais, que permitiria a cons-
trugdo de derivadas covariantes com afinidades de espécies distin-
tas.

Com auxilio das bases local {c&(x)} e ndo {d}a)} da

dlgebra CZ(K’ P(x)), formemos o produto direto:

(o) (8) : :
. o-u(x) 8 0, (x) =h (x)‘1 h (=), o*(a) ® O‘(B) ' (L.V.VIIT)

com
G‘u (%)

I

() :
h (x)u O_(a) *

Todo elemento de C, (K, P(x)) @ CZ(K’ P(x)) & da forma

£V (x) Cru(x) ® G}(x), onde fgv (x) & uma fungdo em geral complexa.

Consideremos um campo tensorial T"“(x)éfT4(R; P{x)) &

Formemos a combipagéo linear local: s
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(x) = 7Y (x) T, 8 T ) (2.V.VIII)

0 elemento T(x) nao & um quaternion, serd chamado um
quaternion tensor de 2% ordem representado por suas componentes
contravariantes.

No caso geral de um tensor guaternion de ordem n as
componentes serdo as componentes de um tensor de ordem n.-

A métrica guv(x) e sua reciproca nos permite represen-
tar T(x) em fungdo de suas componentes covariantes ou mistas:

T =T g 8 ¢ =T (0 o) 8 o () =

=1 00 e ooz . : (3.V.VIII)

Os elementos de matriz da reéresentagao matricial de
T(x) sdo as componentes da sua representacdo espinorial, enguanto
que os coeficientes do desenvolvimento de T(x) em fungdo dos produ
tos diretos GL(X) ® Wv(x) constituem as componentes de sua repre
sentagdo tensorial.

O inverso da fdrmula (2.V.VIII) se faz com auxilio da
£6rmula:

9,00 &) =3 [cru(x) T, + T ) cru(x)} =

=% tr ( 7, ) T, ) (4.V.VIII)

" De fato, pelas propriedades de produto direto de matri

(8)

zes , vem:

i = () = mHY () =
T(x) . q}(x) ® ggix) =1 (x) S, (x) @ ¢ (x) . Gp(x) 8 Gyix) =
= mHV R . R
=T (x) [Gﬁ(x) . O‘p(x)}® [G‘v(x) . G'e(x)] . (5.V.VIII)

Tomando o trago de ambos membros e levando em conta a
(4.V.VIII), vem:

1

r —— [
7 tr !_'I‘(x) T,(x) ® O (x):l =1 (x) g, () g x) =T (x)

(6.V.VIII)
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fiste processo de inversdo se aplica de modo andlogo,
qualquer gue seja o niimero de fatores no produto direto.

A componente genérica de representacfo espinorial de
T(x) &:

7 (x) BBCD = q¥V(x) T, B o, P, (7.V.VIII)

(13)

tal gual no cidlculo espinoral usual

(VI.VIII) Derivada covariante de tensores quaternions

Vamos introduzir o conceito de derivada covariante de
um tensor-—quaternion. Em particular abordaremos explicitamente o
caso de tensor—-quaternion de 22 ordem, mas a regra deral se obtem
por indugdo.

Seja T(x) € CZ(K' P{x)) @ CZ(K' P(x)), dada por:

r(x) = 7"V (x) o, ) 8 T x) (L.VI.VIII)
onde

™V (x) €T,(R, P(x)) © T, (R, P(x))

Vamos definir a diferencial absoluta de T(x) por meio
da expressdo:

nv "
ax® v(x), =31T ) ¢ (y) g (x) +
le 5 %P u v
+
+ "V (s (0. x) 8, (x3)} (2.VI.VIII)
+ H v

onde:

i ( c‘u(x) @ crv(x)) = (gcru(x)) @ O‘v(x) +
+ g (%) & (5§ G (x)) (32 VI.VIIT)
u + v

Sabemos de (2.IV.VIII) que:
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- 6 p
f‘yu () = L (x),, Tolx) ax ) (4.VI.VIII)

Ent3o vira:

T, =T o0 e o () ¥

p
+
e Peo ) g0 8 0 e+ T Lw,, ¢,0 8 Totm) =

™0 e e T+ ) Fa, 6 e oo +

rTe Lw’ 0 moe Tt

loéb:

. . fud ) of u uv . -}
T, = I:T OB R O L ) L (x) vacu(x) 8, (x)
ot (5.VI.VIIT)

Os coeficientes de (5.VI.VIII) coincidem com a defini-
g3o de derivada covariante de um tensor de 2% ordem duas vézes con
travariante onde a afinidade é L_(x)"vpo.

0 caso Riemanniano surge guando Fp(x) =0

A generalizacdo para.o caso de um tensor quaternion de
tipo ou ordem arbitririos & agora facllmente construtivel.

(VII.VIII) A torcdo

A afinidade L(x)”vp nao & simétrica em geral. Podemos
decompo-la em uma,parte simétrica e em uma parte antissimétrica:

L (X)”.“p = Lw ”v_p_ + L (x)“\,p , (1.VII.VIII)
com v
LI I ol B R
L 0 v AN {v p} SR (2.VII.VIII)
e
Le?* =-L =% =% (3.VII.VIII)
¥ R ¥
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Explicitando melhor:

u _ 1 : T
A (X)XP =35 [(¢“(x)rp (x) + I‘p(x)O'v(x)) +

+ (o, () rv‘“(x') +T (x) cp(x),):||s“(x) © (4.VII.VIID)

u =1 t -
A (x)‘\,’p =5 [(o‘v(x) rp (x) + rp(x) o‘v(x.))

: ¥ .
- (0 (&) P X)) +T (X6 (%)) ] ot )
° Y v P (5.VII,VIII)

Sabemos iue a lei de transformagao das -afinidades;:in-
zida pelaslef .(1.T.VIEX);. & diferente da:le€i-de transformagao --dos-
tensores,..isto’ &, ‘ndo & uma.let linear homog8nea, & .apenas:.linéar.
A soma de“duaswafinidadesznab‘éﬁumaﬂafinidade,tsé"bem‘quéuaﬁp:soma
de uma afini'dadee wum-tensor; com a mesma estrutura de Indices, &
ainda uma.afinidade.

-+ Da leir de transformagao. de una- afinidade () rdecorre.
gue a parte -antissimétrica da- afinidade se -transforma ‘comor um:-ten—
sor. Entianu&"(x)dp'r‘daﬂcxpor:inVIIiVIII) se'tréhsformaJCOmo.:um.
tensor e este’.tensor serd chamado tensor das torgdes ou simplesmen
te torgao.

-

* Notemos ‘gue a ‘torgao esta associada a existencia da
g-afinidade rp(x)%

Entaqh'um espagordotado’ com~uma ‘estrutura.de referen -
ciais {6}4x)} € em geral um espago dotado de torgdo.

PR

(VIII.VITI) Lei de transformacao de quaternions tensores

- Em (VAVIIT)  introduzimos’ o.conceito de :produtc direto
de algebras locais de Clifford-Pauli. Todo elemento de um produto
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direto, por exemplo, de .duas algebras C, (K, P{x)) & da forma gené
rica £*V (x) G.u(x) & ¢ (x).

Os guaternions-tensores de segunda ordem ‘constituem um
sub espago vetorial de C2(K, P(x)) © C2(K, P(x)) e-sao caracteriza
dos pelo fato de que as £*V(x) devam se transformar como componen
tes contravariantes T“vtx) de-um tensor.de 22 ordem. J& assinala -
mos anteriormente, que pademos representar o mesmo quaternion-ten-
sor por meio de 'suas componentes ‘covariantes-ou mistas bastando,pa
ra isto, mudar a representagao da base local da algebra com auxi-

lio da métrica gm’(x) .

Andlogamente a-(27.I.VII), definiremos a lei de trans-
formagao 'dos quaternions de base crv(x) , induzida pelas (1.I.VIII},

como:
%’ T '
g (x") = e—— Qx) 0 _(X) Q (x) , (1.VIII.VIII)
H 3X.u v
Entao:
ax’ ax°

v, , _ +
6 fx") 00, (x') = 0(x) 28 (x) 0 (x) @

ax™ ax'V

o 3
® Qi) o (0 Qg = 2E XD
ax'

0(x) ® 0lx) .o‘p(x) @ op () .
x

o' eafe .
(2.VIII.VIXII)

A expressdo (2.VIII.VITI) & a lei de transformagao da
base local-{cu(x)* ® (YV(X)} do produto de E}gebras CZ(K’ P(x)) @
® C,(K, P(x)).

A lei de transformagao da base de um produto de n: dlge
bras &.construido, por indugao, a partir da (2.VIII.VIII).

‘Conhecida a lei.de transformagao dos. elémentos de base
de CZ(K’ P(x)) @ C, (K, P(x)), podemos obter a lei de transformagao
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de um gquaternion-tensor, por exemplo, de 22 ordem.
[ v
= 9x X TpG {x)

. . 0% ax® ax?" ¢
€ a transformagao induzida em T pelas (1.I,VIII), vira:

Se levarmos em conta que T'"“(x)

THx') = TP @) (x') 8 @) (x') =

Qx) 8o . T .o ()8 g x .0 el =]

]

Q(x) 8 0(x) . T(x) . o' (x) ® oT(x) . (3.VIII.VIII)

A lei de transformagiorde‘um“quaternion—tenson"de or=
dem n se obtera, por indugdo, a partir da (3.VIII.VIII).

”

0 produto de quaternions-tensores: nac & em geral um
quaternion tensor, mas o produto direto &.

(IX).VILI) Produto direto de gquaternions espinores

Vamos definir guaternions-espinores de 18 ordem,contra-
variante, a todo quaternion ¢ (x) E:CZ(K, P(x)) que satisfaga as

equagdes:
$ (x) B, = ¢ (x)
- ) ’ (1.IX.VIII)
$' (%) = Q(x)¢ (x)
_ l - 0
onde E, = 7 (<r(o) + 6(3)) .
Ao campo quaternidnico Q(x) imporemos a condigao de
unimodularidade, isto &:
(%) Qix) = 0"(0) (2.IX.VIII)

Os quaternions Q(x) constituwem um grupo, dito unimodular
2 x 2.

Sabe~se ‘que as transformagdes de Lorentz proprias ortd
cronas admitem representagles tensoriais e representagoes espino -
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riais, .mas o grupo- .das transformagOes gerais de coordenadas ,
(1.I.VIIE)-somente admite-representagdes tensoriais. Deste modo va
mos admitir que o grupo.das transformagoes unimodulares, -Q(x)-
atue independentemente das transformagoes admissiveis de coordena-
das.

Se: tomarmos:o complexo conjugado das equagoes
(1.IX.VIII) obteremos:

* *
’ ¢ (x) E,. = ¢ (x)
) ®* * * . (3.IX.VIII) -
¢ =Q (x) ¢ (x)
e o "ot = &

(o)
. . Estas equagdes’definem.localmente ‘um 'espinor- de.-1? or
dem, contravariante com Indices complexos (p). -
Se:tomarmos @as' adjuntas 'de (1.IX.VIFI): obteremos- os
guaternions-espinores 'covariantes de 12 ordem.

ﬁ; $x) = F(x)
. (4.IX.VIII)

o7 (x) = $(x) Q)

o(x) Q(x) = Gko)

Se tomarmos o complexo conjugado.destas tltimas, ‘obte-
remos o guaternion-espinor de 12 ordem, covariante, com indice com
plexo, (p) :

E, O30 = 3@
. <y (5.IX.VIII)

T s T Lam "

—_— % %
Q(x) Q (x) = 0‘(0)

0 produta de dois guaternions espinores nao &, em ge-~
ral, um guaternion espinor.
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Se construirmos a lei de transformagao do produto dire
to de dois quaternions do tipo (1.IX.VIII), obteremos:

¢t (x) @ P =0 X) ¢ (x) 3Q (x) y(x) =

=Qx) 8Q (x) . ¢ (x) 8Y () ; : {6.,IX.VIII)

¢ (X E @YX E = ¢(&x) 0y x), ou

2 X By (X .EBE = 00Oy (K . (7 .IX.VIII)

Vamos, entao,definir como quaternion espinor'de'fZ'al or-
dem contravariante sem.indice complexo a todo-.elemento:de
CZ(K, P(x)) © Cé(K, P(x)), que satisfaga a:

F'(x) = Q(x) ® Q(x) . F(x)
C ; ' (8.IX.VIII)

é(x): .E _0E, = F(x)

De QX)) . Q(x) = &(o) . decorre:
O @ B0 . Q(x) ® Q(x) = & () € &) (9.IX.VIIT)

A lei de formagao de um quaternion—espiﬁor de uma dada
ordem e um ‘dado tipo:serd inferida, como no caso da-(8.IX.VIII},pe
la lei de formagao do produto direto de quaternions-espinores de
12 ordem.

Em particular, um-quaternion-espinor de- 22 ordem- contra
variante, com.o primeirerindice complexo (p), e o segundo nao com-
plexo, sera todo elemento de CZ(K’ P(x)) ® C2(K, P(x)) que respei-
te as propriedades:

F'(x) =Q (x) ® 0(x) F(x)
. , (10.IX.VIII)

F(x) . B, ® B, = F(x)
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Notemos que Q*(x) 8 Q(x) . Q*(x) ® Q(x) =

‘='.g~"(°) e T , e que:

oF(xy = Q= .

hUm«quaternion—espinorPdem2a ordem, duas‘vézesrcovariaa
te sera todoelemento -Ffx) .de CZ(K, P(x)) @ CZ(K’ P(x)) que se
transformar comog - i

F'(x).= F(x). 0(x) & O(x)
L : L (11-IX.VIII)

F(x) . E+ Q,ET = F(x)

- - No ‘caso -de.um:quaternion-espinor, misto com o primeiro
Ed > - : .
indice c¢ontravariante, temos:

F'(x) = Q(x) @ Q(x) TR T
. P , (12.IX.VIII)

F(x) " E & E:T= F(x)

onde Q(x) T QT(x) P Q?jx) &- o0 transposto ‘do quaternion Q(x).

E facil verificar-se ‘que: -

T T 4 .
o 8 @ (x) o) 80T T = G, & Oy -

A partir.destes:exemplos, ~podemos’-construir um quater-
nion-espinor de ordem e espécie qpaiquer.

(X.VIII) A afinidade LF(&)Opem fungao dos campos tetradas h(a)(x)u

'ﬁlmoqyem“(S.Ili,VIiI) que podemos decompor a afinidade
[, em [0 1+ a¥ .
M vp v op . e

Se levarmos em conta que:

<r(;<)u'= n (e (x)ud‘(a) . , (1.X.VIII)
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(onde os nle (x)‘1 sZo-os reciprocos dos h" (x) (@)’ entao do anula-
mento da derivada covariante das g-tetradas G'(x)u , resulta:

G(x)ulp =0 = h(“)(x)“]pd]a) (2.X.VIII)

Devemos lembrar.qgue:as derivadas covariantes sao do ti
po (+) devido 3 assimetria da |*(x) o' isto- é:

(a) _ (@) -
h (X)ulp =h (X)pip =

= pla) _ plae) A -
=h (x)p,pﬁ h (=) L,(x)up o] (3.X.VIII)

Usando a decomposigao (5.III.VIII) temos:

A

= nle) _ (e
0=h""0,, h (X)A{u )

_ e by
} h (x)A A (x)up (4.X.VIII)

De (4.VII.VIII) e (5.VII.VIII}, temos:

A -
A (X)up = A (X)EE + A (x)up ' (5.X.VIII)

logo

= ple) _ pnla) A A -
o=n'wm -n (x))\[{u p}+A (%) p:'

_ o (a) A
h (x)A A (X)QP ' (6.X.VIII)

Decompondo h(a) (x)u p EM uma parte simétrica e numa
- . ’
parte antissimetrica, obteremos:

(o} (a) _ ) A
[h Gy, ™ B (X)p,u] g (X)A{u p\ *

Li,,(e) - pl®) -
7[h Ky, =B (X)pyu:l

- pnla) A (a) A
= h (X)X A (X)Eﬂ + h (X)AA (X)‘;llp (7.X.VIII)

N+

+
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Para obter a correspondente equagao em térmos das g-te
tradas, basta.multiplicar:ambos membros da (7.X.VIII) por d}a) e
somar sobre (o).

Igualando as- partes sim@tricas e antissimétricas, res-
pectivamente, vira:

1]t (a) - ple SR
2 [_h (X)u,p *h (X)p,u:‘ Ry {u p}
=0 A}‘(x)up
1 (a) _pla) g2 pte) ty
5 I:h (X)u,p h (X)p.u :] 7 (x) 8 (X);\x/p '
ou 8 )
h (x)
6 _ M) (a) {a) _ [ e }
A (X)H N 2 |:h (), B (X)p,u] {u P
. (8.X.VILI)
e 6 - ) T () ) 1
A (x),:/p~ 5 [h (X)urp h (x)p,uj(9.x.y111)
As (8.X.VIII) s2o em.nUmero de 40, enquanto que as

(9.X.VIII) s80 em nimerc de- 24:

-Poderfamos obter os resultados (8.X.VIII) e (9.X.VIII)
em fungaoydasr'g-tetradas se partissemos da (7.%:VIII).multiplicada
por &ku)‘ somando~sobre os. {(d).-e:posteriormente usando o produto
escalar de gquaternions, isto é&:

5 (2

by =1 6 -
§ioyd® 0 =% aeo ll:O'(x)u,p + cr(x)m]

S ) |
- {u p}o‘(o)‘ {.8'.X.VIII)

: 8 Tl e | ~ .
O‘(O) A (X)up =5 g (x) l [G(X)u,p G(x)p,uj| . (9'.X.VIII)
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Por (4.VII.VIII) e (5.VII.VIII) vé-se que A"(x)pp e
2% sao reais.
ue

Se as g-afinidades F (x) forem nulas, entao as.

(8.X.VIII) e (9.X.VIII) se anulam, mas a reciprocarnao & valida:

0 anulamento A (x) impBe 40 relagdes' funcionais en-
tre os simbolos' de.Christoffel de 22 espécie {
tradas e suas derivadas:

6\ _ 8 (a) (o)
{u p} = b, (0 [h (x), o+ h (x)p.u:l .

e =
A7 (%) o 0

pep}, os campos te -

(10.X.VIII)

Se levarmos em conta que det(h( )(x) ) # 0 , o anula -

mento de 4° (x)up impde 24 relagoes:
v

‘:h(“) x) - nl®) () ] =0
B,p Pru
: (11.X.VIII)

‘6
A =
x) up 0
v
- Para que as relagdes (11.X.VIII) valham, nd3o & neces -
sario que a afinidade L.e(x)pp seja integravel.

Devemos observar, também, que-por uma transformagao de
coordenadas -admissivel, (1.I.VIII), os campos tetradas se transfor
mam Ccomo:.

' (@) 1 ~= B”Xv (a)
h I x )u ;_;TF h (x)v (12.X.VIII)

Com: auxilio das formulas (1.VII.VIII), (8.X.VIII) e
(9.X.VIII), obtem-se:

89 (o)
L (), = By x° . n ), (13.X.VIII)

A expressao (13.X.VIII) & geral, nao exige a integrabi
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lidade da afinidade ou a simetria-nos indices inferiores.

Sé-levarmOS"emVConta'aLreiaQEOF(Z.IVMVIII), podemos es
crever a (13.X.VIIX), como um produto escalar de quaternions, isto

& .
A

c" (x)] ¢

Y 6 p
s O =] Lo oo ax®

logo: ) .
8o, (R
+ fe - -
(), = ot | 22— (14.X.VIII)
]-lp\ . dxp
Com o formalismo quaternidnico construido, podemos pas

sar a algumas aplicagoes.

(I.IX) A gquadri-velocidade.e.a guadri-aceleragac em espago tempo

quaternidnico.

Daqui por- diante ivamos “nos. apoiar nos conceiteos:e rela.-
goes introduzidos -até..oxcapitulo (X:VITIE),.de modo, que 0s usare -

mos sem maiores detalhg_,ou.explicagBes.

Seja o quaternion hermitiano:

ax(x) = dx"’ a0, (1.1.1IX)

onde dxX €-.CZ(K’ P(_X)) .

~" Com a base lncal:{cé(x)}, podemos construir. a-métrica
guv(x) e com esta, formar a norma de quaternion dx(x), isto é:

ax(x) | ax(x) = ax" ax’ c, )| o, x =

_ u v p _ 2
= dx" dx guv (x) G(o) = ds G(o) (2.1.IX)

Definamos a guadri-velocidade U(x) como o guaternion

U(x) € C,(K, P(x)), tal que:
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v
v = EE o B 5 ) =0V o (3.1.1X)

O arco dS liga os pontos P(x) e P(x + dx) de Vye

Seja U(x + dx) - U(x) = dA(U(x)) (4.1.IX)
isto é:
a(u(x)) = aU’(x) ¢ (x) =
= a0’(x) o 60 + 0V(x) 8 NN (5.1.1X)
Mas au (x) = z—giéfl ax® e levando em conta (2.IV.VIII)
x
obteremos:

awe) = att 0, + e e 6o ax® =

A
[___3 UGy ¥ Py J@A(x) ax® . (6.1.1X)
axP Ve

. Definiremos—a quadri-aceleragao W{x) como o quaternion
Wix) € Cz(K, P(x)) tal que:
. = ) .
_du(x)_ | dau”(x) v A P
Wix) = =35~ = [———-—cls + U {x) L (x)\)p U (x):] o, (x)  (7.I.IX)

ou:
W(x) = W (x) o, () (7'.1.IX)

onde:

A
W = Ly oV o 0P o

2

A v 0 .
o d'x dx A dx
== + g5 L (x)‘\,p a5 (8.1.IX)
Como:
_ dx’ ax" _
x| U(x) = 35— g5~ Gv(x)l Gu(x) =
o ax’ ax® v -
=g a Y™ T = (o) ¢ (9.1.1X)
conclue-se que:
W(x) | u(x) =0 (10.I.IX)

~
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(II.IX) A equagdo da geod@sica em espaco-tempo-quaternidnico.

De (7.I.IX), a equacao da quadri-aceleragdo nula &:

A A 1
doix) . [ﬂ’a-s‘é) + Loy, v’ | oy =0 (Inm

Somente a parte -simétrica da-afinidade. contribue: para
a equagao {l.IL.IX). 'Se levarmos em conta que a parte simétrica
A . A A - .
L_(x)gg vale {v p} + A (x)-\_)2 , teremos:

o -
[@-‘%’9 e v | oy -
=‘—.A>‘(x)v0 v’ (x) UP(x) o, (=) (2.11.1X)

onde AA(x) estid dada em -(4.VII.VIII) en fungﬁo das' gq-tetradas

J’(x) e. das q—aflnldadeSaP“%x) e. suas hermitianas assocxadas, zou
em (8.X.VIEIY, -como fungao dos campos tetradas h( )(x) .e as deri-
vadas de. seus reCLprocog?.

t

Se os campos Gv(x) respeitam as condigées subsidiarias:

A =
A }%?29 = q - (3.I1.IX)
entao, a eguagao (2:II.IX) coincidird com-a -equagac da geodésica
de uma variedade pseudo-Riemanniana 4-dimensional dotada com a as-
sinatura -( + --- ).

LA independéncia‘linear dos GA(X) permite que se escreva:

Ay - s
dU"ds(‘X)*{vxp} UV (x) UP(x) = - Ax(x)y_p u¥(x) UP(x) (2'.11.IX)

-Se temos' uma.geometria 4-dimensional guaternionica, do
tada de uma métrica:

T oy Iy (¥ = O ] 0 (x)
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e de uma afinidade:
T8, g (x)
Lroa,, = aro] —2v
axP
a toda curva" xY(S), -solucio, da~equagao (1.II,IX), chamaremos de ge
odésica quaternidnica.

:Por (2.II1.IX), v@-se gque gquando A}‘(x)up 0, a geodé&si
ca quaternidnicarcoincidirad com a- geod@sica métrica de: uma varieda
de pseudo-RJ.emannJ.ana,‘pols a parte. s:.metrlca da L (%) wp ~coincidi-
ra com o s:.mbolo de Chmstoffel de 2 .espécie formado com oS g (x) ’
isto €, coincidird com o plp} .

X. A g-afinidade. I (x) em fungdo da torgdo.

* No ‘capitulo- V,VII~vimos:que as equagbes quaternidnicas
da gravitagao,.(7.V.VII) e- (7'.V,VII),, foram suplementadas .pela
condigao subsidiiria Gv(x)lp = 0 , mas, se levarmos em conta que:

L . .
Ty % | Ty =gy, (8) Ty -

entdo, de T (x|, =0, decorrerd que:
+

I, =0 . (1.X)
3
Logo:
“(x)ip =0 , (1'.%)
i .
porgue: i
“(x) g, (x) = 6)‘,, .

E facil concluirmos. entao, que vale:

cfmij, =0 (2.X)
*
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pois:
Bv

(@™ o oy, =Py,
41» +

A condigao (2.X) pode-ser escrita de modo explicito
com auxilio da (13.II.VII): )

P =0=cf +o¥ P, (3.%)
+ .-
onde
B8 _ B 8 8

LBooy, = {51 + 2Py, + e SV

Entao:

cfo +atw{f )= b, +af, ).
. (4.X)

Utilizando a relagao {10.IIXI.VII), teremos:

_1 |8 8 iy DT

Pp(x) =7 [} (X)lP + A (x)Ap] o " (x) Gs(x) . (5.X)

\'2

Esta relagao expressa awqrafinidadevem'fungéo da tor -
gao AB(x)Ap e do tensor simétrico Aﬁ(x)xp .

valera a (10.X.VIII) e obteremos:

.Nos. casos em-que impuzermOS'a‘restrigéo AB(X)Ap =0,

=1 8 A, =
rg0 =g 8fe, .ot T
- . v 6.%)
R (x)Ap =0

Neste caso,. a g-afinidade- dependera somente da torgao,
das g-tetradas e suas -adjuntas.
Se’ estivermos em uma varfedade V, em que a toxrgaoc for

nula e*“valer a (6.X), entao:
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Fplxy =0 (7.%)

= 8 - B B
0= A (X)Ap = A (x))‘p + A (X)Ap'
- v

- Neste particular caso (7.X), a variedade V4 sera

Riemanniana, a afinidade seri a prSpria de Christoffel, {xsp} .

De (4.X), obteremos ent3o:

[ A f B -
o) (X)’p+o'<(X) 71’\ p} =0
. (8.X)
Pp(x) =0

(@} ¢ levando em

Escrevendo. os ¢ © (x) em fungdo dos ¢
conta a independéncia linear destes, vira:

: B
8 X -
A T NI {x p}-— o,

ou -
B - (a) B
{v p} = - h (%) . h (x)(a),p

A (a) . (A
h (X)(a)° h“(x) = § v

(9.%)

A condigao (8.X) equivale a & o, ()= 8 Gu(x)=6k(x){ukp}6xp.
+
Podemos interpretar este caso especial, dizendo que no
transporte ‘paralelo. dos ¢ (x} a sua estrutura interna manteve-se
.. - 7 [ N - - P
rigida, nao dependente do déx e para isto e negessario e suficien

te o anulamento das g—afinidades Pp(x) em toda variedade Vy -

~ Uma variedade seri a torgao uniforme se a derivada cova
riante da torgdo se anular em toda a variedade, isto &:

B =
A (X)Aplz = 0 (10.X)
v+

* - 1
Com auxilio das (6.X), concluimos que uma variedade a
torgao uniforme e onde o tensor simétrico As(x))\p for identico a
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zero, serd uma variedade a g-afinidade uniforme, isto &:

I‘p(x)lZ =0 (11.%)
+

XI. VARIEDADE ESPAGCO-TEMPO" QUATERNIONICA, DOTADA DE AFINIDADE

INTEGRAVEL"E TORCAO ' UNIFORME

No-capitulo III e VIII vimos que a variedade v, pode
ser referida, em cada ponto P(x), a uma base {G“(x)} da algebra lo
cal CZ(K' P(x)). Cada base se relaciona com a base vizinha por
meio de condigoes de continuidade e derivabilidade e destas surge
a afinidade Lf(x)vp , explIcitamente indicada em (5.IFI.VIII).

Com auxilio de (1.VII.VIII), (2.VII.VIII) e (3.VII.VIII)

vem:
ey, ={ )+ ", + Lo, . (1.x1)
- v

Sabemos (%) que a condigao necessaria e suficiente para
que uma afinidade sejaintegravel & que o correspondente tensor de
Riemann seja nulé em todo P(x) €V, onde & definido. A condigdo de
afinidade integravel corresponde a uma condigdo de paralelismo &
distancia. Se a Lf(xbp & suposta integrivel, o tensor de Riemann
associado, LE(X)aBy' e nulo em toda a variedade, isto &:

n =[¥ - u o u -
s o = D0 g o= Lo o+ Doy oo

~ |9 " -
L(X)(w L (X)oa =0 (2.XI)

A integrabilidade de afinidade nao & suficiente para
que a variedade seja achatada, (flat space-time), a menos que a
torgao A”(x)vp seja nula.

v
- Na-teoria.Riemanniana da gravitagao, a conexao € simé-
trica e a torgao se anula. No caso em estudo a torgao nac & nula
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mas podemos impor a condigao der torgac uniforme. Deste modo, a afi
nidade que estamos -considerando esta sujeita a dois tipos de res -

trigoes:
[* 0 =0
¢ : , (3.X1)
® =
L.(X)vpl3 =0
v+
onde "
U _ - u A -
o, s = Loy, .- Doy, Lo
+ v v
_ u‘ . A' A" u
Py B+ oo Do g (4.X1)
v : v

A derivagao covariante ‘do tipo (~) defere daquela do
tipo (+) e ‘facilmente.se demonstra;- levando em conta a independén-

cia linear dos. (Y {(x), que se tivermos G (x)| G (%) , entao a

io

afinidade sera slmetrlca, isto &, Lf(x)v Lf(x) —.

Deste resultado decorre que a existéncia da uma ‘torgao

estd ligada & nao coincidéncia-dos-dois tipos de derivagao covari-

ante. No apeéndice IV 'constroi-se o @ (x)lp e o g (x)lp em fun-
gao da torgao. -

Imponhamos a condigao:

" -
¥y, =0 o (5.X1)

Comr esta hipotese  a- parte: simétrica da afinidade L“(x)
co;nc1d1ra com a afinidade de Christoffel, { } isto &:

Lfl(x)2= {v“p} ' (5'.XT)

e entao :

W, _fu " .
L () {v p‘; + 4 (x)v\(p . (6.XT)
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‘Com a parte simétrica da (6. XI), isto e, com a { }
construamos .uma entidade' formalmente analoga ao tensor de Rlemann -
-Christoffel de uma variedade cuja afinidade fosse a {v p} . Chame
mos a esta entidade de ° [__"(x)mBY e a definamos como:

S |u - u‘ . F
P60 o= Lo g, l—(}le”'

Lo, Do - ey, Loy o i
onde a [__“(x)me 2 dada em (5'.XI).

No -apéndice IIT demonstra-se que a 8 LP(X)&BY & um ten
sor construtivel com .o tensor LP(x)v e deste modo tera todas pro
priedades do tensor -de Rlemann-chrlstoffel, -apezar de estar defini
do em uma-variedddé cuja afinidade é a LP(x) . A curvatura de
rotagao e dada pelo tensor LP(x) , mMas por (3.XI), esta-curvatu
ra & nula..A condigao 15 XI) restrlgge'os sImbolos de Christoffel
de 22 espécie a se“relacionarem is tetradas por meio das equagoes
(l0.X.VIII).

Na variedade que estamos considerando,.os tensores fun
damentais. sao o 9, (x) e..o. Ly(x) e 8les sao construtiveis com
os G}(x), seus adjuntos e suas derlvadas.

- como & Ly(x) 8y & estruturalmente um tensor de Riemann-
—Chrlstoffel, entao valera a relagao:

s EP(x)uBY+ s Lf(x;as + 8 LP(xLYu =0 (8.XT)

A f6rmula (5.A.III) do-apéndice IXII nos di a relagao
s | = .
entre [ (x)uﬁm e a Forgao.

LG = - (_“(x) o Loy
- v

- " o
=+ oo o LS G g

v

. (9.XT)
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-Deste modo o LP(x) sendo um produto de tensores,&
um tensor. A (2:XI) e o fato de que a variedade seja a torgao uni-
forme leva a:

s [u
i % apyo = (10.%D)
0 tensor L_ (x) faz o—papel da paite Riemanniana da curvatura
total u(x)BY O e a formula (10.XI) nos diz que o s{.y(x)aBY é

um campo un;fprme. .
o conhecimento:das~24~componentes“Ly(x)v determina o
s L“(x)aBY,que esta sujeito 3s 4 condigoes. subsidiarias (10.XI).

A teoriaquaternidnica que estamos construindo tem co-
mo entidades- fundamentais- os..campos Gv(x) e seus adjuntos. Neste
capitulo XI, construimos uma teoria ‘tensorial, métrica, ‘onde ca tox
g3o & o tensor fundamental, -além do gﬁv(x).'Ambos sd3o construidos
com oS qv(x) e seus adjuntos e derivadas.

- Do apéﬁdice~111, vemos éue~q tensor contraido, construi
do com o © L“(x)mﬂY & dado por:

s Vs owm _ o i

Leo,, =L e, = L(xz‘v” L, (enzn
- Este tensor tem as propriedades de um tensor de Ricci

e se bem gue a-afinidade: desta variedade seja a LP(x) o tensor

b4 é construldo com a o }
L( ) oy {v p

Como kf(x)
forme, isto &:

vl = 0 , entdo éste tensor também & uni -
v+

=0 i (11.X1)

. Construamos os campos vetoriais duais dos campos
Lf(x)ﬂ?_ , isto &:
L

= g uv
by (0 = 57€, 0, L9 ¥ , (12.X1)

onde € Aouv & a densidade de Levi-Civita.
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Da uniformidade do l_°(x)§y ., resulta:

0y 25 =0 (13.X1)
+

Os tensoreS'guv (x) e L_m(x)sY sao independéntes, e
sao considerados.os tensores fundamentais da variedade que estamos
considerando.

. 0 tensor ° |__(x)u deve ser uma combinagac linear de
tensores~simétricos.construidgs com o;gachr e o Ly(x)v e estas
combinagoes lineares devem” ser tais que a derivada covariante seja
nula. A solugao geral da equagao (11.XI) pode ser escrita:

s Lix)uv - a gpv(x) = b ¢u(x) ¢v(x) .- (14.XI)

EantO'gpg(x) quand0'¢u(x) = 3%‘ EluuBY Lf(x)%ﬂ sao
construtiveis :com os campOS“Gb(Xl, suas.derivadas e seus adjuntos.
Se admitimos- as--equagOes guaterniodnicas de campo como sendo. as e-
quagdes (7.V.VII) e (7!.V.VII) e como estas sd3o restritas a condi-
gdo tensorial .(3.V.VII), .que & a forma-Einsteiniana das equagoes @
campo gravitacional, ent%q deveremos identificar:

_ R(x)
a ==
b =K (14'.XI)
T (x) =

fu (x) ¢, (x)

Entdo, podemos considerar as-equagoes  (14.¥I), com as
identificagCes:~(14'.XI); como as.equagoes tensoriais .da variedade
espago~tempo “quaternidnica dotada de afinidade integrdvel e. torgao
uniforme.

:As equagdes guaternifnicas- desta mesma variedade serao
as equagoes ¥(7:.V. VII) e (7'.V.VII), juntamente com a condigao sub
sidiaria x =0 .

Gv( )IP
+
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os;camp03'¢£(x) devem ser dados e a métrica 9oy (x) de
ve ser obtida como solugdo. das (14.XI).

Dar-os ¢u(x), corresponde a conhecer em cada P(x) os 10

Tuv(x) .

XII. GENERALIZACAQ DA.EQUACAO DE WEYL PARA O CASO DE UMA VARIEDADE

ESPACO-TEMPO QUATERNIONICA.

‘Consideramos um campo gquaternion-espinor y({x), do tipo
(w; (%)) .
Como sabemos, a derivada covariante deste campo é:

TR RTC N rv*(x) ¥ (%) (8.II.VII)

v

Multiplicando 3 esquerda por ¢’ (x) e somando em v, vira:

I TN oI O RN A C RO E (1.X11)

v

A equa950~de-Weyl(lO) em espago achatado, em coordena~
das cartesianas ortogonais &:

(v)

G WX () =0 (2.X1I)

v)

A generalizagao.de uma tal equagao para um espago cur-
vo quaternidnico sera:

& () b, =0 - (3.X1I)

Se desenvolvermos a w(x)lv por meio de (8.II.VII), vi

&) ¥ - or mee =0 (3'.X1T)

v

A equagao (3.XII) & covariante desde que vy, se trans-
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forme como uma entidade-g-espinor covariante com Indice p, veto -
rial covariante, isto &, se transformar—-se como:

' ' 3 x"
v'(x )IV = S Y63 N w(x)l (4.X1I)
yx'Vr(x) s
A-lei de trgnsformagéo-dés ¢’ (x) & conhecida e dada

-

em (1.VIII.VIII). A (4.XII) & inferida com auxilio das (3.XII) e
(1.VIII.VIII).

A equagao’ (3'.XII) poderd ser escrita em funcao dos
Aﬁ(x)kp se utilizarmos a (5.X):

S CORTCONN

Vi) |8 8 — A
-9'——4-— A (x)MJrA (X))\}’ Te(x) . oT(x) ¥(x) =0

(5.X1I1)
Se a variedade for talque Agbdkvs 9,como & o caso
(5.XI), entao: -

\YJ : — A ;
_ G'iX) AS(X)Xv UB(X) G (x) $(x) =0 (6.XII)
v

A CORTE I

A equacgao (6.XII) tem um térmo proporcional & torgao.

Devemos' observar gue a equagao (3.XII) & uma equagao
de um campoaig-espinorial representado pelo g-espinor y(x) e este
sistema esta-em-interacao com o campo gravitaciomal representado
pelas g-tetradas @' (x).. A propria equagdo (3.XII) indica explicita

ménte a interagao ao acoplar os dois campos.

O -campo. § (x) é definido 'pela-equagao (3.XII) enguanto-
gque os campos<Tva) devem satisfazer as equagoes guaternidnicas
(7.V.VII) e (7%V.VEL), que sdo as equagoes quaternidnicas do campo

gravitacional.

Entao, a rigor, estaremos considerando o sistema de

equagoes:
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R(x)

- H - aM t - =
lR(x)us g (x) -¢"(x) R (x)us 5 g (x) =K . T(x)
7o + o R{x) —— _

g (x) lR(x)us + [R (X)us ¢ (x) - 5= o x) =K. T/

Lw.xn)

o‘"(x)! =0
+

oV (x) v =0

»
- Un..quasi.. desdcoplamento deste sistema-sera:<o caso em .
que 0S campos ¢’ (%) satisfagam.is correspondentes equagoes. do cam-
po, independentemente: dawexistéqcia; do._..camg;a espinorial. y.(x). Nes
te caso a -pxesenc;g .do. campo {¢(x) perturbara desprezivelmente os
campos o (%) .

-Quando.-0s campo 'o‘v(x) satisfizerem’va;uma-equa'gio tenso.
rial como -a (IA.XI) ; "estaremos - numrs caso em:‘que AB(_x) \’.=. .0, e onde
o tensor-das torgSes—*-jnntémenﬂte conm ‘o gfiw'(x) constituem o par: fun-
damental..-Neste casoj -a’ variedadé” espago-tempo tem a geometria de-
terminada pelo: ) ’

Tuv(x) =K ¢u(X) 9, (x)
e o ¢ (x) & construido com o I_B(x) = B (x) .
b ETHY Y]

Unm-das principios fundamentais -da gravitagao Einsteini
ana & o principio. :de Mach:. Por &ste principjo. o tensor Tuv'.(x)‘ é
determinado 'peka distribuigido de'matéria na variedade espago-tempo.
No caso guetestamos:considerando,. se 'a: presenga da-mat@ria for. re-
presentada -pela presengasdo’ ‘sistema y(x), entao devemos- relacionar

o tensor de momentum-energia com o g-espinor y{x).

Seadmitirmos .estar- dentro. das' condigoes que estrutu --
ram a variedade "quaternidmica.espago-tempo definida no capitulo XI,
entao deveremos ter: :



103

H =
Lo, =0

(3.X1)
LU(X) \Jp|5 =.0
Vo
2 () =0 ' (5.XI)
X_p. - -
s
L'(X)aYIG =0 (11.X1)
i .
_ 1 R .
¢A(X) = 3T € Aopv L_(x)v ’ (12.XI)

‘.. onde Lf(x)ﬂy z 2% WY

Entao a equagao tensorial do campo gravitacional sera:
s _ R(x) -
Lo, gu(x) =K o () o (x) . (14.x1)
Uma: hipotese possivel, simples, sera:
4, (x) = cv’ () o, =) bx) (8.XIT)

onde C & uma constante real.

Logo, levando-se em conta a simetria vira:
¢ (x) ¢ (x) = 2 [w*<x) o () v vk 6 () +
u vl . ] , Sy ]
9T 0 o 0 v €u(x)w(x)] (9.XII)

Lembremos que Y(x) & do tipo (wA), -de modo que se trans
forma como ¥' (x) = Q(xX) ¢Cx) e recordando a lei de transformagao
dos Gv(x),.vé—se que ¢u(x) ¢v(x) transformarse: como um tensor co-

‘ variante de 2% ordem.

A expressao supra é induzida pela condigao de preserva
g¢ao do principio de Mach.

Nas relagoes (7.XII), teremos neste caso:
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T(x)_ = T_ (%) ¢ (x) = ¢_(x) .4 (x)a (x) , (10.XII)
S 8v S v

onde ¢ (x) ¢ (x) & dado por (9.XII).

Se invertermos.a formula“(12.XI) e usarmos a hipOtese
(8.XII), entdo. ficari aparente o carater nao linear da equagaoc
(6.X1I). .
R. Finkelstein‘ll) construiu uma generélizaqao da equa
g30 de Dirae para o-eletron, .- nesta-equagide h&-uma corregdo a mas
sa do eletron que & proporcional 3 torgao..

A egquagao de Finkelstein podera ser obtida-se usarmos
as generalizag5es-y“(x) das "matrizes i“ de Dirac. As matrizes y?(x)
serao construidés=por‘meioude‘produtos diretos- dos campos g-tetra-
das ¢ ¥(x), F8~que uma Algebra de Clifford-Dirac local & sempre cons-
trutivel ‘por meio' do- produto direto de duas algebras de Clifford -
~Pauli locais.

Nao faremos tal calculo, deixando-o apenas mencionado.
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APENDICE I

cALcuro pE: R (x) et + R ) o) +ohx) lR &) =0

Omitiremos, nos calculos o argumento x.
Trabalharemos no formalismo matricial. A formula (14.II.VII) nos

da: uAB _ uA;S vAB I
@ = (@ e @)
A p(ﬂ.i uA]E. ].3"1'_
+(I,‘rc)(<r )+ (eI ) =0 '
onde (I B~?.T= (rL) en , r sao Indices vetoriais.

Derivando essa expressao covariantemente, vira:

o uAB : vAI; u a, l.3fixos)
—o—|:c PG ){ }jl s #+

v

. . .

uDB uAD, B
s D ),r+(°- ),r(rsD)+

+ (r;ADi () { e} ¥ (VD) (rg 5B {V“r} +

A, ucB A, t A
+ (rr C) (o )|s+ I:(rt C) {r s} + (Pr C),s+

A L L uCé
+aloaty - r, Ryt c) (r, c)] @ "By +
+ (cr”Ac)]s ) * (a“AC) [(rr O g F e D {rts} +

Ly . .B A
+‘Prc’“‘sL)"Fsc)‘rrL’:l =

[ e ] e

A uDI'3 vDI; u D uCB]
+ [(c‘ PR T R R N C A
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* [(G‘UAD)II + () + @, éD):] ro B+

A muCé [ t A uCé -
S B ) el ¥

- 0 e l0 @) 4 (6 [(r,r Do H

.S
B [t .L .B
+(rtc){rs}—(rsc)(rrL)]

Para formarmos a expressao {(8.IV:VII) precisamos

subtrair, do resultado anterior, o °-u|sr e anular- a diferenga.

A formagao do ‘rulsr & feita andlogamente ao O'H{rs ,
(bastando-se comutar na foOrmula anterior s por r).

Mas, do calculo tensorial temos:

[( By Lw (B {0 ]]s(A' B fixos) . [(cr“AB) *

S

o (VBB (] (B B fixos) _ . ABB, _p onde
H A ){v s}:] |x (™) R'ps v
R}\u s € o tensor de Riemann-Christoffel. Esta & a lei de co-

mutagdo da derivada covariante do cilculo tensorial.
Entao:

0= (g8 BBy o (gMBy ¥ -

}rs - (o )| sr A rs

SN TR TR U7 T

il @B - e ) e F @S

+ (@5 [(rr éB> ,.s - (rg (:_‘L) (ry I.JB):| *
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o (p A 2 A % B
sl PP B e ) B o, B -
o A uCB A, A WCB _
a2 L @B )l (o0
WAC, . .B WAC, L, .. .B
-G, B L+ @, B B

Ent3o, com a omissao dos térmos.cancelados, teremos:

_ . ABB, _ A e ALy
0= (™) R+ [(rr Qs D
A A L uCé
- (PsC,r+(rsC)(rrC):l P G .

.B

uAé B L .B
+ (@ )l:“‘rc),s—(r.sc)(rrL)_—(rsC)*'

L .B
+(rrC‘)‘.(,rsL):|' .

Escrevendo em forma campacta e levando em conta a definigao da

g-curvatura R , dada em (2.IV.VII), vira: ) -

Agw w ket g
[o} R}‘ rs+ IRrsc' + g [Rrs 0o . "c.q.d.
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APRERNDICE 1II

A £6rmula (5.I1I.VII) nos da-a expressao da derivada co-
variante de um espinor de 1% ordem do tipo ( ¢A) :

BTt T (5.I1.VIT)

Se derivarmos novamente a (5.II.VII), obteremos:

. — | = 1 - p
“’]u’ jn Yivu Wyt Iy, ¥ {u v} RN (L.A.IT)

0 simbolo de Christoffel {upv} surgiu porque Yy além

de espinor tem carater tenscrial devido ac Indice v .. Comutando-se
a ordem dos, indices v , ¢ em (l.A.II), vira:

=\ = - P 2,A.II
KU IV TR N R SO I w|p{“}+ T, ¥, (2.A.11)

Subtraindo-~se (2.A.II) de (1.A.II) e levando em conta
a simetria dos simbolos de Christoffel nos indices p, v , vira:

T T LTI LV T T

TV T T v NY TR, T

= fi + -
r“:” vor r\’ ‘b,u ¥ r',l (‘PIV I‘V ¥

SR R SN W U A on

ol -t = + T T =T _ =TT (3.A.11)
Yow T Yl [rv,u R TRRRC R v u] v

Comparando essa foxmula com a correspondente formula do cdlculo

tensorial, escreveremos:



\]}Ivu - lllluv = R vu,,‘i’ ’ (3'.A.1I)
onde
TRW= aurv*‘rurv"avru—rvru .
Mas esta & a formula (4.IV.VII), que da a q.curvat‘ura.

" Em (3.A.II) se trocarmos p por v , cbteremos:

Vw ~ Yo = B ¥ (4.A.I1)

Comparando (4.A.II) com (3'.A.II) e levando em conta a arbitrarie—
dade da ¢, concluimos que:

R =- R . (5.A.IT)
N v
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APENDICE III

circuro b ° [F(x) ,, EM FUNGEO DE [*(x) vp *
v

Tirando ' (7.XI) de (2.XI), vem:
n s{u T "
o, - 5L g, = L(x)u +L(x>mM *
v Loy Ly -, - Do - o, o Looyg

+ Logy « Loagg =

u
- 1w o u
= Loy - ooy, o+ LB g e, +
v \% v v

+ Py, Lo+ Lo, L“(x) -
\"

- Loy, oo+ Loy, -l—"-‘X)ce -
v v v -

o u :
’ L (%) oy L (x) ‘if . (L.AIII)

Somando e subtraindo a parte antissimétrica.da afinida
de L"(x)vp , em algumas parcelas de (1.A.III), vamos obter:

u _lu ‘o u
L, = ooy, o+ [P . oo
v v v \%
+ LU(X)uB e g, - LG(X)aa - L"(X)OY +
v v v v

. ooy, - L0, -Lea, -

Y \4 v
- ey, !_“(x)oﬁ - e, Lo, +
\% \%
Ly Py, - ooy Loy,
v

+L°(x)w . ,L“(x)UB =

[va
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= | M o - |m ,

= [Peoggp, + L0, - Py - Loy,
Vit v v+

- Lo, - g, +0,. Loy, -
v . v

- Loy, - ooy, = Loy Loy -
v v v v

- Loy, o Doy, Um0 o oo, +

\4 v v v

* Py - ooy, -
v v

Mas L“(x)aBIY =0 e Lu(X)uBY = 0 , logo:

+
. S|u = ¥ ' o u
o0y, = BT 6oy LYeo, «Lfea L2 e
v v v v

g
+ Leoy Do, -
\4

\
M o u
- ML T B
v TV v v

+ B ). .
v \2

_s M = 10 n _ [*4 R
e e, = 00, » e, e g Lo, |
v v M Y (2.A.1IT)
Mas, entao podemos escrever a (8.XI) em térmos de
(2.A.III) e vira:
_ o " - |o u
0= U, . Py, = Pwg - Loy +
A\ v v \2
LPea g+ Ly, = e, Deagg +
v v v v
o I _ i N =
Py, « ey, - ey - Pea

+

+

Y \4 v \%
20 Lo, .« Moo - g ey +
v V] v v
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Al SR PP RO B (3.A.II1)
v v

logo:

4 H _ 1 u -
Lty - Loy, - Loy - Loy,
v

v

| p

= | 60 gy LY a {4.A.11T)
v v

Comparando com (2.A.III}, vird:

Stu =0 . u A,
i ) 45, L% . L ®) (5.A,IIT)
v v
Se contrairmos u com o ,como hd a antissimetrica em
¢ ,a ,entao:

s | ¥ ) g, =0 (6.A.1II)

Resta ent@o, como Gnica contragdo nao nula de
(5.A.III): ’

s _ s ® - (¢4 H
Loo,, =L g, =-L (x)v LU (x)aVCt (7.A.11I)

Notemos que o. tensor ° L_(x&yé'simétrico em o, vy, logo
tem sOmente 10 componentes:indeépendéntes; e & construido.com o
|_“(x)\\)’/p que tem 4 componentes independéntes.

As (4.A.III) estabelecem 16 relagdes entre os [_c(x)ff.

A condigao rp(x) + Fp(x) =0, (3.III.VII), estabelece
mais 4 relagoes, da forxma l_f’(x)cy =0 .
v

Entao,das 24 componentes do e (x)vp , restam 4 indepen
déntes. . v
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APENDICE IV

CALCULO DE 0, (x) Ip E guv(x).rp EM FUNGAO DA TORCEO.

Sabemos que:

T, @), =0=0,6 -0 6L
+

e que:
= - A
T = o - e e,
Logo:
T, O = T ) I‘L* oo, - L ‘X)Vp] .
- + g
ou
¢, ), =206 [Yw (L.A.IV)
- - v
Se a torgao for nula, entao: T, (x)h = 0.
De (g"¥ (%) O‘p(x)lp = gV (x) , decorre que com a aju

da de (l1.A.IV) e o conhecimento de g"v (x)lp , podemos calcular
v A
O" (X)_l_p .
A determinagao de g"’ (x)]p se.faz a partir de g"} (x) gy, (%) = G“v
Entac devemos conhecer Iy (x)lp

Mas:

T(o) Iy (x)_lp Gu(x)l G“(x)_l_p =0, (X)i" I o, (:<) +

+ o‘u(X)IO‘v (x)lp

A
(o, -6 e e, 6+
A -
ooy, - o, Loy 0 = opea 1oyt -

.

A : . A L
-g,, @ | @, T * O‘u(x)l g, oo g,, ® [ ® o, S (o)
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i G.- = 3
Sub&amc'lo (©) gw (}'{) lo o , vem.

I ,
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once ,
= A ;
L, (X)‘\‘/’ =g, & L (X)‘\‘,p . (3.A.IV)

outras expressoes sao facilmente construtiveis.
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