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Resumo

Foram apresentados os principais aspectos da geometria de Weyl e da
geometria de Weyl integravel. Foi construido um modelo fenomenolégico de
universo nao singular com radiagao a partir da geometria de Weyl.

Investigou-se a produgao de um campo magnético primordial, através do
acoplamento exponencial do campo escalar da geometria, com a Lagrangeana
do eletromagnetismo. Esse campo serve como semente para o processo de
formagao dos campos magnéticos observados em estruturas de larga escala
do universo.

Foi mostrado que o campo primordial gerado ¢é fonte para as perturbacgoes
tensoriais de 1* ordem da métrica de fundo, produzindo uma densidade de
energia de ondas gravitacionais.

Sao discutidos métodos para determinar limites a intensidade do campo
magnético semente. O mais restritivo é baseado na nucleossintese e, portanto,
foi aplicado ao modelo desenvolvido na tese. A presenca de uma densidade
de energia gravitacional intensifica em varias ordens de grandeza o limite

calculado.



Abstract

The principal aspects of Weyl geometry and integrable Weyl geometry
(WIST) were presented. It was constructed a non-singular phenomenological
model of universe with radiation, based on Weyl geometry.

It was investigated the production of a primordial magnetic field, through
the exponential coupling of the scalar field from the geometry, with the la-
grangian of the electromagnetism. This field works as a seed to the formation
of magnetic field observed in large scale structures of the universe.

It was shown that the generated primordial field is source to first order
tensor perturbations of the background, producing an energy density from
gravitational waves.

Methods to obtain limits on seed magnetic field intensity are discussed.
The most restrictive is based on nucleosynthesis, therefore it is applied on
the developed model in this thesis. The presence of the gravitational energy

density, intensifies in many orders the calculated limit.
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Introducao

Campos magnéticos estao presentes na natureza desde as distancias sub-
atomicas até as escalas cosmoldgicas. No universo, campos com intensi-
dade de pG tém sido detectados em galaxias e aglomerados, tanto em nossa
galaxia, quanto naquelas com alto desvio para o vermelho. A origem desses
campos é objeto de intensas pesquisas e, mesmo assim, parece que um rela-
tivo consenso ainda esta distante. A grande parte dos especialistas sustenta
que esses campos existiam antes das estruturas de larga escala se costituirem
no universo, na forma de um campo magnético semente bastante ténue, que
teria sofrido um processo de amplificagao durante a evolucao das galéxias,
até atingir as intensidades observadas atualmente. O campo semente pode
ter sido gerado por algum mecanismo de separagao de cargas, em épocas
mais recentes, ou ter surgido no universo primordial. Contudo a quase tota-
lidade dos pesquisadores desenvolve seus modelos, subordinados ao chamado
modelo padrao cosmolégico.

A cosmologia moderna e o modelo padrao, como é conhecido hoje, foram
sendo desenvolvidos ao longo do século XX, com base na Teoria da Rela-
tividade Geral (TRG). Apesar de formar um quadro, em grande medida,
compativel com os dados observacionais, o modelo padrao cosmolégico em

varios momentos faz uso de campos e teorias ainda nao comprovadas em



laboratoério. Isso tem servido de argumento a favor de outras representacoes
de universo, umas mais semelhantes ao modelo padrao, outras bem mais dis-
tintas como é o caso do universo estacionério [1]. Esses modelos, assim como
o padrao, em algum momento recorrem a teorias fisicas fenomenoldgicas, ou
mesmo um tanto especulativas.

Algumas dificuldades tedricas do modelo padrao sao bem conhecidas da
cosmologia, por exemplo, os problemas da singularidade, do horizonte de
causalidade e da planura.

No final da década de 1970, surgiu a solucao inflacionéria, que consiste
num aumento exponencial do fator de escala da métrica de Friedmann (em

03° vezes), num intervalo de tempo bastante curto (da ordem de

torno de 1
10715 s), na época em que o universo era muito quente. O objetivo era
resolver o problema do horizonte e da planura. Em relacao a singularidade,
argumenta-se, em geral, que nao se constitui um problema do modelo padrao,
pois ela resulta da extrapolacao do mesmo para um periodo no qual a validade
da Teoria da Relatividade Geral nao esta garantida.

Em contrapartida, a inflagao pressupoe a existéncia de um campo escalar
(o inflaton), com caracteristicas muito particulares, condigoes iniciais e um
potencial adequado, para desencadear a inflagdo conforme o esperado. Em-
bora pareca dar uma origem para o espectro de perturbacoes cosmologicas e
consiga resolver as questoes da planura e do horizonte, o modelo inflacionério
cria o problema do reaquecimento apés o periodo inflacionério [2]. Em outras
palavras, a inflacao substitui algumas dificuldades tedricas por um wnflaton,
com caracteristicas e condicoes iniciais bastante especificas e ainda cria a
necessidade de um reaquecimento [3]. Até o presente, ndo ha um campo es-
calar, com existéncia comprovada em experimentos, capaz de desempenhar

o papel de inflaton [4].



Uma alternativa competitiva a inflacao sao os modelos nao singulares com
ricochete (bounce). FEsta categoria é constituida dos modelos de universo
eterno onde, num tempo infinito passado, o fator de escala da métrica de
fundo, assintoticamente plana, se contrai até atingir um valor minimo (o
ricochete) e, a partir de entao, entra na fase expansiva até os dias de hoje.

Supondo a validade da TRG para qualquer tensor momento-energia de
valores finitos e um fluido perfeito constituido com os campos de matéria
conhecida (cuja equagao de estado satisfaz p+3p > 0), a singularidade é ine-
vitavel [5]. Uma solucao com ricochete sé pode existir se, na sua vizinhanga,
a TRG nao valer mais, ou se o fluido de matéria violar a condicao p +
3p > 0. Por outro lado, o limite de validade da TRG nao esta determinado.
Talvez, em altas energias, mas ainda muito mais baixas que as necessarias as
teorias de grande unificacao, a gravitacao apresente uma dinamica diferente
da tradicional.

A Teoria da Relatividade Geral considera que a estrutura do espaco-
tempo tem um cardter Riemanniano. No entanto, Ehlers et al. [6] demons-
traram, a partir de uma teoria axiomatica, que a estrutura geométrica mais
geral do espago-tempo é uma geometria de Weyl na qual o espaco Rieman-
niano constitui um caso particular.

Uma alternativa para modificar a teoria da gravitacao de Einstein con-
siste em supor que o espaco-tempo possui uma geometria do tipo Weyl. Esse
caminho tem sido explorado pelo grupo de cosmologia do CBPF ha mais
de 40 anos. M. Novello, em 1969, publicou um artigo sobre a equagao de
Dirac na geometria de Weyl [7]. Gilvan A. Alves, em 1986, defendeu uma
tese onde obteve um modelo de universo nao singular numa geometria do
tipo Weyl Integravel, que surge naturalmente devido a um acoplamento nao

minimo do eletromagnetismo com a gravitagao [8]. Uma tese especifica so-



bre a geometria de Weyl foi apresentada em 1988 por L. A. de Oliveira no
CBPF [9]. Posteriormente, num artigo publicado em 1993, Novello et al. [10]
construiram um modelo nao singular de universo usando apenas um campo
escalar da geometria de Weyl Integravel; nesse artigo, foi citada a possibili-
dade de criacao de matéria a partir de flutuagoes quanticas do vacuo, durante
o ricochete. Com base nessa geometria, J. M. Salim e S. Sautu [11], em 1996,
desenvolveram uma teoria para descrever os fenomenos gravitacionais. Esses
artigos e teses foram sucedidos por diversos outros envolvendo cosmologia e
geometria de Weyl, como por exemplo [12], [13], [14], [15] e [16].

Na tese proposta um campo magnético é gerado num modelo de universo
nao singular, desenvolvido na referéncia [10], com base na geometria de Weyl
Integravel. Em uma solucao exata deste modelo, foi calculada a producao de
fétons, que ocorre na passagem do universo pelo ricochete, sem que o sistema
entre em um regime de energias extremamente altas (na escala de Planck),
onde a fisica é desconhecida. A simetria conforme é quebrada através do
acoplamento exponencial do campo escalar da geometria de Weyl com o
campo eletromagnético.

No primeiro capitulo, hd uma introducao sobre a origem, os principais
aspectos da geometria de Weyl e alguns conceitos basicos de calculo tensorial,
com o objetivo de estabelecer a notacao empregada. Discute-se também
a geometria de Weyl integravel (Wist), que consiste num caso particular
da geometria de Weyl. Foi apresentado um resumo do modelo cosmolégico
discutido na referéncia [10].

Para tornar possivel a comparacao dos resultados desenvolvidos nessa
tese com os dados obtidos experimentalmente, foi desenvolvido um aprimo-
ramento do referido modelo, com a introducao de um fluido de radiacao.

Obteve-se uma expressao analitica para o fator de escala, com parametros



que sao ajustados para que, antes do inicio da nucleossintese, o modelo pro-
posto seja indistinguivel da representacao cosmolégica padrao.

O capitulo 2 aborda o eletromagnetismo em espacos curvos, bem como
um breve resumo de alguns topicos sobre a fisica dos plasmas, relacionados
ao trabalho. Recebem destaque as oscilacoes magnetohidrodinamicas e a
atenuacgao dos campos magnéticos semente devido a viscosidade do plasma
cosmologico.

Sao discutidos, no terceiro capitulo, alguns aspectos dos campos magné-
ticos de larga escala, como técnicas de detecgao, possiveis origens e prin-
cipais linhas de pesquisa sobre o tema, bem como alguns mecanismos de
amplificacao. A geracao de campo magnético no modelo proposto, durante
o ricochete, é determinada apds o processo de quantizacao canonica. A ate-
nuacao do espectro gerado é levada em consideracao no calculo da densidade
de energia magnética.

As componentes anisotropicas do tensor momento energia servem de fonte
para as perturbacgoes gravitacionais de 1* ordem. Tais perturbagoes geram
uma densidade de energia gravitacional, que pode provocar variagoes signifi-
cativas na taxa de evolucao do fator de escala. O quarto capitulo implementa
esses calculos.

Por fim, no capitulo 5, sao discutidos métodos para limitar o campo
semente. A técnica mais restritiva, baseada na nucleossintese, é aplicada ao
campo magnético gerado no ricochte. Alguns resultados que nao aparecem

na cosmologia padrao sao discutidos na conclusao.



Capitulo 1

Espacos métricos de Riemann,
Weyl e Wist

Neste capitulo serao apresentados inicialmente dois modelos nao singu-
lares de universo construidos a partir da geometria de Weyl integravel. O
primeiro representa um universo sem qualquer forma de matéria ou radiacao,
e possui apenas o campo escalar oriundo da geometria; o segundo apresenta
campo escalar e radiacao.

A vantagem do modelo sem matéria é que sua simplicidade produz re-
sultados analiticos que servem como referéncia para o estudo dos campos
magnéticos galacticos no modelo de universo com matéria.

O contetdo do segundo modelo consiste num fluido perfeito que repre-
senta a radiagao e outro provém do campo escalar da geometria de Weyl,

sem interagao entre ambos®.

*O fluido de radiagao é composto por neutrons, neutrinos, protons, elétrons e campo
eletromagnético. Deve haver interagao do campo escalar da geometria com esses campos
que preenchem o universo primordial. No entanto, serd considerado que variagoes na
evolugao do fator de escala decorrentes desses possiveis acoplamentos podem ser tratadas
como perturbacoes. Contudo, essa andlise nao ocorrerd pois nao contribui para os objetivos

dessa tese.



Posteriormente sera apresentado o modelo padrao cosmologico com maté-
ria, radiacao e sem constante cosmoldgica. A partir dos modelos expostos, o
capitulo é finalizado com a expressao do fator de escala, empregado nessa tese,
de um universo nao singular com radiagao e matéria. Os parametros livres
sao ajustados aos dados cosmoldgicos disponiveis, de forma a ser possivel
uma confrontagao entre a construcao tedrica e os dados observacionais.

Nesse trabalho serd adotada a convencao de soma de Einstein e o for-
malismo covariante, onde o espago geométrico de 4 dimensoes representard
o0 espago-tempo fisico (uma dimensao temporal e 3 dimensoes espaciais). Os
indices latinos variam de 1 a 3 e indicam as coordenadas espaciais; os indices
gregos variam de 0 a 4, o valor 0 correspondendo a coordenada temporal.

Para facilitar o entendimento da notagao empregada, nas primeiras se¢oes
encontra-se uma breve introducao a geometria de Riemann, Weyl e WIST,
bem como a teoria da gravitacao em Weyl, que da origem aos modelos cos-
moldgicos estudados nessa tese. A métrica de Friedmann Robertson Walker

(FRW) empregada tem assinatura (+,-,-,-).

1.1 Geometria de Riemann - Conceitos Basicos

Dada uma Variedade Diferencidvel M* de dimensao 4, formada por um
conjunto P de infinitos pontos, cuja uniao das vizinhancas desses pontos
recobre a variedade, é possivel estabelecer um mapeamento biunivoco com
o espaco R* das coordenadas z(py de um ponto P arbitrério z(p) = (2*) =
(2°,29) = (2°, 21, 2%, 2%). Se na variedade estiver definida uma conexao afim

ou afinidade I'®

o, essa é denominada variedade afim [9].

Os objetos geométricos, tais como escalares, vetores e tensores, definidos



em uma variedade diferenciavel M, podem ser caracterizados pela forma
com que se transformam frente a uma mudanga de coordenadas. Optou-se
pelos termos “vetor covariante” e “vetor contravariante” ou simplesmente
“vetor” para designar as componentes de um campo de 1-formas ou de um
campo vetorial, expressas em uma determinada base de coordenadas. O
termo “tensor” também se refere as componentes de um campo tensorial.

Quando uma variedade afim é dotada de um tensor métrico g,,(z), é
denominada um espaco métrico. O elemento de linha desse espago é dado
pelas diferenciais dz* e pelo tensor métrico g, (z): ds* = g datdx”

Nas geometrias de Riemann e Weyl, a conexao é simétrica com respeito
a troca dos indices covariantes, o que representa uma variedade afim sem
torgao: Fﬁa = Fgu.

A derivada simples de escalares vetores e tensores é comumente expressa

pela aplicagio do operador J, = 5% no objeto geométrico em questdo:
¢ ovP )
E— aa _ = aavﬁ 7T,U«V-.~U — 8aTMV.,,U
al‘a ¢ axa axa A A

Aplicando o operador V, em escalares, vetores ou tensores obtém-se a
derivada covariante.

Vetores Contravariantes: V,V?=09,Vf+T ﬁaV“

Vetores covariantes: Vo Vs = 0,V — '3, V,

Tensores: V1", =0, T, + A B R T

Escalares: V¢ = 0,0

A partir da derivada covariante da métrica é facil mostrar que:

a (67 1 a
Fuu - {uv} N 59 A (Vugrw + Vigau = Vaguw) (1.1)

onde {Z‘V} ¢ conhecido como simbolo de Christofell:



1
{gzx} = §ga)\ (augp)\ + 8,Ltgu)\ - a)\g;w) (12)

Quando a derivada covariante do tensor métrico é nula, Vo9, = 0, os
vetores podem mudar de direcao num transporte afim, todavia seus compri-
mentos permanecem invariantes. Portanto, é possivel estabelecer um padrao
de comprimentos valido em todo o espaco métrico. Neste caso a conexao é
identificada com o simbolo de Christofell: I'}, = {ij}

Um espago métrico onde a derivada covariante da métrica se anula pos-
sui uma estrutura geométrica Riemanniana, e frequentemente é referida na

literatura como uma variedade Riemanniana.

A partir de um campo vetorial X define-se o tensor de curvatura Ry, :
V,V,X*~V,V,X*= R, X" (1.3)

A contracao dos indices do tensor de curvatura resulta no tensor e no

escalar de Ricci:

Ry =R%a  R=Ryg" (1.4)
Com R,, e R constrdi-se o tensor de Einstein:

1

G =R, — 5

Ry (1.5)

Na geometria de Riemann ou de Weyl, a métrica do espaco-tempo ¢,
pode ser decomposta em um vetor tipo tempo u,, e na métrica h,, de um hi-
perplano tipo espaco, localmente normal ao vetor u,. O campo de vetores u*
representa a quadri-velocidade em cada ponto de um campo de observadores

distribuidos no hiperplano.

v = Upty + by wlu, =1 hyu” =0 (1.6)



Na geometria de Riemann é possivel definir quantidades cineméticas as-
sociadas a um dado referencial de quadri-velocidade w,,:

A aceleragao é dada por:
a, = u'Vyu, (1.7)

Os objetos 0, ay,, 0, € Q,,, sao componentes da representacao irredutivel

da derivada covariante de u,,:

0
Vou, =0, +Qu +a,u, onde 0, = ghuv + o (1.8)
=0",=V,u" (1.9)

o, € o tensor que quantifica o cisalhamento, 2, ¢é o tensor que quantifica
a rotacao e 6 indica a variacao especifica de um elemento de volume do

espaco-tempo, ou a variacao de volume por unidade de volume.

Oy = Oy, hyw = hy, (1.10)
owg" =0 (1.11)
1
Q= iho‘“hﬁ”(vyuu —V,u,) (1.12)
1
OF = 577“”0‘BQWUO¢ (1.13)

O tensor 7,43 ¢ definido como:

—1
vaf __ nvaf
R —— (1.14)
V=g
Nuwas = V —9€uvap (115)
1 nsr0, = 0500 (1.16)
By

€uap € 0 simbolo de Levi Civita e dyy, o delta de Kronecker generalizado.
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1.2 Geometria de Weyl

Em 1918, Herman Weyl propos um espago métrico de 4 dimensoes, co-
mumente denominado geometria de Weyl, dotado de um campo vetorial de
natureza geométrica, o chamado vetor de Weyl &(z) [17].

A principal propriedade que caracteriza essa geometria é o fato da deri-
vada covariante da métrica g, nao ser nula, mas igual ao produto da métrica

pelo vetor de Weyl w?:
vAguV = WrxGuv (117)

Isto implica que o comprimento de um vetor paralelamente transportado
deve variar pontualmente ao longo do transporte, ou de forma equivalente
que as unidades de medida se modificam em cada ponto. Da mema forma, o
produto escalar entre vetores varia num transporte paralelo. No entanto, as
relagoes angulares na geometria de Weyl sao preservadas.

A partir das eq.(1.1) e (1.17) obtém-se a expressao da derivada covariante

em Weyl:
o o 1 « o o
re, = {W} ~3 [wué,j + w, by — guw } (1.18)
Nos casos em que o vetor de Weyl é nulo w,(z) = 0, obtém-se uma

geometria Riemanniana. Isso mostra que a geometria Riemanianna constitui
um caso particular da geometria de Weyl.

Neste trabalho, sera adotada como notacao a barra para designar deriva-
¢ao simples, ponto e virgula para a derivacao covariante em Weyl e duas
barras para designar derivada covariante na geometria Riemanniana. Deri-
vada covariante em Weyl ou Riemann significa que a conexao afim empre-
gada na derivagao serd a conexao da geometria de Weyl Ffu ou o simbolo de

Christofell no caso Riemanniano {fu}
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Derivacao simples:  w), = 0,w

Derivacao covariante em Riemann: V¥#, =9,V? + V7 {gu}

Derivacdo covariante em Weyl: V7 = ém/ﬂ + V“’Fgu

Outras convencoes serao definidas ao longo dos capitulos conforme a ne-
cessidade.

Substituindo as derivadas covariantes em Riemann pelas derivadas co-
variantes em Weyl na expressao (1.3), obtém-se o tensor de curvatura na
geometria de Weyl: X% — X% = RQWX’\, onde X* é um dado

campo vetorial.
R =T — Ty + rgﬁrfu —T9,T%, (1.19)

O tensor e o escalar de Ricci assim como o tensor de Einstein na geometria

de Weyl sao definidos da mesma forma que no caso Riemanniano.

R)\V = Ra)\al/ =TI - ilu\oz + Floltﬁrfa - Fgﬁrflx

Aa|v

_ 3 1-
Guw =R — ERQ;W

O tilda (7)) nos termos das equagoes acima, denota que esses termos sao
objetos geométricos definidos na geometria de Weyl, ou seja, construidos
com a conexao afim de Weyl. Objetos sem o tilda sao Riemannianos, ou
seja, construidos com o simbolo de Christofell. De agora em diante serd
adotada essa notacao.

Os objetos geométricos definidos numa variedade Weyliana podem ser
expressos em funcao de objetos andlogos da geometria Riemanniana adicio-
nados de termos que dependem do vetor de Weyl. Exemplos:

Derivada covariante de um campo vetorial X :
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1
X=X |wu X+ w, X705 — X (1.20)

Tensores de curvatura e de Ricci, bem como o escalar de Ricci, sao

também dados pelas expressoes:

) 1
Rupyn = Rupyr + 5 (guﬁw[/\llv] + Wy 9A + wull[/\gﬂﬂ)

2
1 14
7 (G5 + gapenwis + gubgnawin”) (1.21)
- 3 1
Rex = Rgx — Swaia + 5 {WAIIB — WaWx — gaa [w“”# — wuw“” (1.22)
2 2
- 3
R =R =305 + Swpw’ (1.23)

Onde [ ] significa operacao de antisimetrizagao, por exemplo: wijj,] = Wijly —
WA

E importante destacar que os tensores de curvatura e de Ricci nao pos-
suem todas as simetrias na geometria de Weyl como possuem na geometria
Riemanniana. Basta observar, por exemplo, que nao existe mais simetria na
permutagao dos indices § e A na eq. (1.22), embora a conexao afim de Weyl,
eq.(1.18), seja simétrica nos seus indices covariantes, assim como o simbolo

de Christofell.

1.3 Geometria de Weyl Integravel

Na geometria de Weyl, a variacao de comprimento de um vetor é funcao
nao apenas de sua localizagao, mas do caminho pelo qual o vetor foi transpor-
tado na variedade (por exemplo, de sua histéria), uma vez que seu tamanho
depende, em cada ponto, do vetor de Weyl. Pode entao ocorrer uma nao

integrabilidade das variagoes de comprimento, ou seja, dois vetores idénticos
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transportados de um ponto a outro por caminhos diversos apresentarao ta-
manhos distintos ao fim dos transportes, em funcao das diferencas do vetor
de Weyl ao longo dos caminhos.

A motivagao que levou Weyl a propor essa geometria foi a ideia de unificar
a gravitagao com o eletromagnetismo, onde o vetor de Weyl era identificado
com o potencial vetor do campo eletromagnético. Entretanto, a variacao
das unidades de medida e a nao integrabilidade dessas variagoes mediante
transporte paralelo num meio permeado por um campo eletromagnético sao
facilmente verificaveis em laboratorio. O espectro de radiacao de um atomo,
por exemplo, teria suas frequéncias modificadas num transporte paralelo.
Esse efeito era a base da critica de Einstein contra essa proposta de Weyl de
unificacao, uma vez que nao se observam desvios espectrais dessa natureza.

Apesar da tentativa de unificar a gravitacao com o eletromagnetismo ter
falhado, a geometria de Weyl pode ser aplicada assumindo que o campo veto-
rial w,(z) é um campo de natureza puramente geométrica [6] e independente
do potencial vetor eletromagnético.

Restringindo o vetor de Weyl a um gradiente de um campo escalar,
wy(z) = V,w(x), as variagdes de comprimento tornam-se integraveis.

A geometria de Weyl na qual o vetor w,(z) é o gradiente de um campo
escalar é conhecida como Weyl-integrable space-time (Wist). Em Wist, as
variagoes de comprimento devido ao transporte paralelo dependem exclusiva-
mente do valor do campo escalar de Weyl nos pontos inicial e final. Quando
o escalar de Weyl é uma constante, é obtida a geometria de Riemann.

Em Wist, o escalar de Ricci e os tensores de Ricci e de Einstein sao dados

a seguir:
~ 3
R=R+ 59’\5 (W|,\a}|5 — QWWW) (1.24)
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. 1 1
Ry = Ry = @iy = 5000 = 509" [wints = wiawie] (1.25)

. 1 1 1
Gw = G = Wy = 58y + 509" [%m - 2%%] (1.26)

1.4 Teoria da gravitacao em Wist

Tomando como ponto de partida a geometria de Weyl integravel (Wist),

é possivel construir uma acao para representar a teoria da gravitagao:

S = / [R+§(w#g"”>w} V=g d'z (1.27)

onde R é o escalar de curvatura em Wist, o 2° termo consiste num acopla-
mento adicional do campo gravitacional com o campo escalar w(z) e £ uma
constante de acoplamento [10], [11].

A acao acima pode ser reescrita separando os termos riemannianos dos
termos dependentes do campo escalar de Weyl. Desconsiderando o termo de
divergéncia total, que nao contribui para as equagoes de movimento, obtém-

se:
S = / [R — )\wmw‘l,g’“’} V=g d'z (1.28)
onde A = 2¢ — 3/2.
O fato do escalar de Ricci na eq.(1.27) ser definido em Wist implica apenas
na renormaliza¢do do parametro ¢ na eq.(1.28).
Para simplificar os calculos, a partir de agora, o universo serd tratado

como riemanniano e dotado de termos constituidos pelo campo escalar de

Weyl.
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1.5 Métrica de Friedmann-Robertson-Walker

Dados observacionais, como a isotropia da radiagao cosmica de fundo e
a distribuicao de matéria, sugerem a validade do principio cosmoldgico, ou
seja, as evidéncias indicam um universo homogéneo e isotrépico em larga
escala. Isso implica que o espaco-tempo pode ser descrito pela métrica de
um hiperespago separada numa componente temporal e uma espacial que
representa uma variedade tridimensional homogénea e isotrépica.

Partindo apenas dessas hipoteses, é possivel obter a métrica de Friedmann-

Robertson-Walker (FRW) representada pelo elemento de linha a seguir:

a .1'0 2
d82 — gudeTMde'V = gOo(dﬁEO)Q - (1[—(16)]7'2)2(dX)2 (129)
4 Cc

Em coordenadas esféricas, (dX)? = dr? + r*(d6? + sin*(0)d¢?), onde r é
a coordenada radial, 6 e ¢ sao as coordenadas angulares, a(z°) é o fator de
escala da métrica. Em coordenadas cartesianas, (dX)? = (dz')? + (dz?)* +
(dz?)?, e r? = (z')? + (2%)* + (2*)%. €. < 0 para um universo com curvatura
espacial hiperbdlica, €. = 0 para um universo com curvatura espacial nula e
€. > 0 para um universo com curvatura espacial esférica.

A métrica de FRW dada na eq.(1.29) é comumente expressa no tempo
conforme y ou no tempo cosmolégico ¢, onde a(x) dxy = ¢ dt e c é a velocidade
da luz no vécuo.

Nos tempos conforme e cosmoldgico temos respectivamente,

goo(x) = a(x)* = Uy = a(X)ég ds* = a(x)*dx* + hydatdx”  (1.30)

go=1 = u,= 52 ds® = *dt* + h,,dx"dz” (1.31)

onde hy, =09," 6,7 hij.
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O elemento de linha ds? deve possuir dimensao de unidade de compri-
mento elevado ao quadrado. Serd adotada a dimensao de comprimento para
as coordenadas x*, neste caso, a constante €. da métrica devera possuir di-
mensao de inverso de comprimento ao quadrado.

E importante destacar que em FRW na geometria de Riemann, a ace-
leracao, a rotagao e o cisalhamento sao nulos, o, =0, ©,, =0 e 0,, = 0; no
entanto, em Weyl apenas a rotagao e o cisalhamento sao nulos.

Com a finalidade de tornar as expressoes mais simples, convencionou-se
a seguinte notacao:

-Derivacao parcial simples em relacao & coordenada z° no tempo cos-

moldgico t = 2°/c de uma fungao escalar ¢(z):

o(r) = caat () (1.32)

-Derivacao parcial em relagao ao tempo conforme x de uma funcao escalar

¢(z) :
)

¢'(x) = @cb(ﬂf“) (1.33)

1.6 Tensor Momento-Energia

O contetddo de matéria e energia do universo pode ser representado por

um tensor momento-energia 7, () com a seguinte forma [18]:

T,ul/ = Ppuy Uy — ph/w + quUy + m + H,W (134)

onde p ¢é a densidade de energia, p ¢ a pressao isotrépica, g, representa o

fluxo de calor e II,, a pressao anisotrépica.
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No caso em que g, = 0 e 11, = 0, obtém-se o tensor momento-energia de
um fluido perfeito, onde existe choque entre as particulas mas nao ha troca

de calor nem viscosidade:

T, = puyu, — phy, (1.35)

A pressao e densidade de energia do fluido podem ser obtidas, calculando:
T, = =3p e T,u'u" =p
A conservacio do tensor momento-energia é dada por':
V., T" =0

A componente temporal dessa equagao, no caso particular de um fluido
perfeito, na geometria de Riemann, com a métrica de Friedman é dada a
seguir:

B
80p+3%a(p—|—p) =0 (1.36)

A pressao p e a densidade de energia p* sdo funcoes exclusivas do tempo
em razao da homogeneidade espacial do universo.

Nas diferentes fases do universo, a equacao de estado pode ser aproximada
para, p = wp, onde w é uma constante. Neste caso, a densidade de energia

tem a seguinte expressao:

Lo

TA geometria na qual vale a lei de conservacdo do tensor T*" depende da teoria em-
pregada. Em geral V, 7" = 0 nao deve ser valida simultaneamente nas geometrias de

Riemann e Weyl.
fNa convencio adotada, p tem dimensdo de energia por volume e p tem dimensio de

forga por area, logo ambas possuem dimensoes equivalentes. Dai a vantagem de utilizar a

densidade de energia ao invés da densidade de matéria nas equagoes.
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1.7 Universo nao Singular sem Matéria

No modelo cosmolégico padrao, o universo ¢ descrito a partir da Teoria da
Relatividade Geral (TRG) que supde um espago métrico Riemanniano com
uma métrica do tipo Friedman - Robertson - Walker (FRW) e um fluido ho-
mogéneo e isotropico. A equagao dinamica do universo é a equagao tensorial
de Einstein, que é consistente com dados observacionais.

Apesar dos sucessos da cosmologia moderna, se o0 modelo padrao for ex-
trapolado, supondo que a Teoria da Relatividade Geral é sempre valida, o
universo tende a uma singularidade. Como nao se conhece ao certo o limite de
validade da TRG, essa questao é evitada, considerando que a teoria classica
da gravitacao e o modelo padrao valem a partir de um determinado tempo
posterior a singularidade. A fisica anterior a esse tempo é pouco discutida
pela cosmologia padrao.

Um caminho para desenvolver um modelo cosmolégico sem singularidade
é através da geometria de Weyl Integravel. Num artigo de 1993, Novello et
al [10] exploram essa possibilidade e apresentam um modelo nao singular de
universo. Em 1996, Salim et al [11] estabelecem a teoria da gravitagdo em
Wist, nos artigos [12] e [13] s@o feitas aplicagoes cosmoldgicas dessa teoria.
Usando a geometria de Wist, em 2000, Klippert et al [14] discutem a era de
radiacao de um modelo nao singular.

O modelo que se segue foi desenvolvido por Novello et al [10] e servird
como base para uma analise de campos magnéticos de larga escala em uni-
verso sem singularidade.

Inicia-se com a agao dada na eq.(1.28), onde as varidveis dinamicas sao
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w e a métrica g,,:

S = / {R — )\wmw‘,,g’“’} V—g d'z

Usando a métrica de FRW e o campo escalar de Wist como fonte da
gravitacao para o universo, € facil mostrar que o calculo dos extremos dessa
acao resulta nas equacoes dinamicas para o fator de escala e para o campo
escalar de WIST. Os célculos serao desenvolvidos como se o universo fosse
riemanniano, onde R é o escalar de Ricci, w(z) um campo escalar e \/—g o
determinante da métrica g, .

Determinando os extremos da agao com respeito as variagoes do campo
w, obtém-se:

b
V=Y

O simbolo O indica o operador dalambertiano em Riemann.

Ow = wiapg™” =

(V=9%1a9™) , =0 (1.38)

O calculo dos extremos da acao com respeito as variagoes da métrica
fornece:

A o
Gy = AWy — gw,§w‘aw|ﬁg A (1.39)

A eq.(1.39) é equivalente a uma equagao de Einstein, onde o gradiente do
campo escalar w(z) desempenha o papel de fonte da curvatura riemanniana.
O lado direito dessa equacao pode ser entendido como um tensor-momento
energia efetivo associado ao campo escalar, embora o campo w(z) tenha uma

natureza puramente geométrica:

A (0%
—IiT(w);w = /\W‘M(Aﬂy - gﬂygwmwwg A (14())
8rG
onde K= 72 (1.41)
c
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O universo em questao é espacialmente homogéneo e isotrépico, isto im-
plica a homogeneidade e isotropia do campo escalar, portanto w deve ser uma

funcao exclusiva do tempo. Logo,

Wiy = WUy, (1.42)

No caso de FRW, as eq.(1.38) e (1.42) resultam em:

2 2

a a

(a3w‘aua)‘0 =0 = weu"= <,L10va—03 = W= wOva—OQ (1.43)
A W0v2a04

G’uy == 57 (U/“U/V — huy) (144)

Temos portanto um tensor momento energia efetivo associado ao campo

escalar com a equacao de estado

A (W)? A woulap?
Pw = Puw = —5— ou Py = pPuw = —5

(1.45)

2k al
Uma vez que o campo w ¢é de natureza geométrica, convém destacar que
a quantidade p(,) nao ¢ a rigor uma densidade de energia, por conseguinte
nao ha um estado de minima energia associado ao campo escalar.
No caso mais geral de um fluido perfeito dado pela eq.(1.35) e a métrica
de FRW no tempo cosmologico, a equacao de Einstein projetada em utu” e

h*¥ resulta nas equagoes diferenciais a seguir:

(@)? | e

K
@ T3 (1.46)
a (a)* e
2a + 7(12 —+ ﬁ = —KD (147)
Subtraindo a eq.(1.46) da eq.(1.47) obtém-se:
a K
I 14
o= gl tp) (1.48)

Se p < 0 a eq.(1.46) sé possui solugao real para €. < 0 o que representa

um universo de se¢ao espacial hiperbdlica. Por outro lado, se p+3p > 0, é
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facil ver que o universo sempre tera uma aceleracao negativa, o que resulta
num universo com singularidade [5].

A constante A\, em principio, pode assumir qualquer valor real; mas de
acordo com seu sinal, a densidade de energia associada ao campo escalar
serd positiva ou negativa. Se A > 0, a densidade de energia e a pressao serao
negativas, po < 0 e p, < 0. Um fluido com p+ 3p < 0 e p < 0 resulta
num universo hiperbdlico e nao singular. A partir de agora, a constante
A s6 podera assumir valores positivos, pois nao se deseja um universo com
singularidade.

Serd analisada a equacao de Einstein com uma métrica de FRW e um

A w0112Q04

T2k af

fluido do tipo p, = pu =
Para simplificar a notagao, serd definida a constante yq, :

1
XO’U:2\/_—€C

No tempo conforme existe uma solucao analitica para o fator de escala.

(1.49)

Transformando as equagoes (1.46) e (1.47) para o tempo conforme e substi-

tuindo €. = —(2x0,) 2, tem-se:
(a/)Q €. (a/)2 1
3 [ a4 -+ ? = KPw = 3 a4 — 4X0U2a2 = KPw (150)
a// (a/)2 €c 2 (a/)2 1

A soluga@o nao trivial das eq.(1.50) e (1.51) é:

1
a(x) = GOJ cosh l (x — Xbo)] (1.52)
Xov
-3 CL04
onde pu, = 4X002K¥ (1.53)
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A constante de integracao x, é arbitraria e representa o tempo no qual
o fator de escala tem um valor minimo.

Ao substituir a eq.(1.52) e (1.53) na eq.(1.43), eis o resultado:

3

< o B = (1.54)
cosh [@(X - XbO)} Xow cosh [XOU (x — Xbo)}
1 /3
- e 2 1.55
T e V2 (1.55)

Na figura 1.1 hé o grafico da equagao (1.52), com os valores, ag = 1, xo, = 1

e xo0 = 0.

Figura 1.1: Fator de escala a(y)

O modelo de universo para o vazio é espacialmente homogéneo, isotrépico
e de seccao espacial hiperbdlica. O mddulo da densidade de energia efetiva
associada ao campo escalar é proporcional a a(x°)7%(1.45). Portanto, é assin-
toticamente nula para tempos cada vez mais afastados do periodo (x = xu0),
e maxima quando o fator de escala estd em torno do minimo a(xy) = ao.

Esta fase de maior contracao do universo é denominada ricochete ou bounce.
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A existéncia do ricochete (ou auséncia de singularidade) nesse universo é
devida ao fato de a pressao e densidade de energia efetivas, associadas ao
campo escalar, possuirem valores negativos. Novello et al [10] especularam
sobre a possibilidade de um acoplamento do campo escalar com o vacuo
quantico; neste caso, as flutuacoes quanticas dos campos de matéria pode-
riam ser amplificadas de tal forma a ocorrer um fenémeno de criacao de

particulas durante o ricochete.

1.8 Universo nao Singular com Radiacao

Nessa se¢ao, serd apresentado um modelo cosmoldégico nao singular ho-
mogeéneo e isotrépico, a partir da geometria de WIST, semelhante ao da secao
anterior, mas com radiacao e campo escalar sem interagao.

Esse modelo é adequado para descrever o periodo do universo dominado
pela radiacao. Os parametros livres podem ser ajustados para que, pouco
antes da fase conhecida como nucleossintese, a densidade de energia associada
ao campo escalar seja desprezivel em relacao a radiacao.

Trata-se de uma representacao aproximada, pois nao esta sendo conside-
rada a interagao do campo escalar com a radiacao. Neste caso, nao ha troca
de energia entre a radiagao e o campo escalar, e portanto ¢ facil mostrar que

os tensores momento-energia de cada fluido se conservam separadamente:

T(lfﬂ')j”l, =0 [§ T&V)”V =0 (1.56)
onde T} = sorutu” — Lp.g" e Ts) = 2puu” — pygh” sio, respectiva-

mente, os tensores momento-energia da radiagao e do campo escalar.
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A curvatura espacial da métrica para esse modelo é nula, ou seja, €. = 0.

O elemento de linha dessa métrica segue abaixo:

ds® = a*(x) (dx2 - 5ijdxidxj) (1.57)

A seguinte acao fornece as equacoes dinamicas para o modelo:

S = / {R — Awpw g™ + ET} V—g d'z (1.58)
onde L, corresponde a densidade de lagrangeana de um fluido perfeito com
a equacao de estado p, = 3p,, onde p, e p, sao a densidade de energia e a
pressao do fluido de radiacao.

O célculo variacional da agao dada pela eq.(1.58) usando a métrica dada

em (1.57) resulta nas equagoes:

(CL’)Q N\ (o 2
3 =——|— » 1.59
g 5\ tee (1.59)
2

(a/)2 CLH by w/ K
—2—=—|— —pr 1.60
a* a? 2 \a * 3p ( )

<a2w/)/

Ow= "= =0 (1.61)
Assumindo que a maxima contracao do universo ocorre em Yy = 0, a

solugao das eq.(1.59) a (1.61) é dada pelas expressoes a seguir:

a(x) = ag <X> +1 (1.62)

Xo

W' = wy (%)2 = (wo (1.63)

2
a X
%)+l
Por 3 ay?
= Lo =200 1.64
a* P KkXo? ab ( )



Y e pu~ab oque

Observando as expressoes (1.64), nota-se que p, ~ a~
evidencia a auséncia de interacao entre os dois fluidos, conforme mencionado.

Outro aspecto importante é o fato que po diminui de forma mais acen-
tuada que p, conforme o fator de escala cresce. Assim, se o modelo for
ajustado, para que, no inicio da nucleossintese, a densidade de energia do
campo escalar seja desprezivel, em tempos posteriores esse modelo se torna
indistinguivel do modelo padrao, no que diz respeito a evolucao do fator de

escala, com a vantagem de nao apresentar singularidade.

As relacoes entre wy, po, € ag sao:

1 /6 3
wo = —1/~ = 1.65
0 X0 A Xo o Pork ( )

O parametro de Hubble H e a densidade critica de energia p, ¥, nesse

modelo, tém as seguintes expressoes:

1 a XXo
ZH=_ = 1.66
c a?  ap(x? + x0?)*? (1.66)

e o 3 G’
¢ 2 KZCLOQ (X2+X02)3

1.67
" (1.67)
Os parametros de densidade da radiacao e do campo escalar de Wist sao:

2
p?“ Xo X 1
Q== = Q. =14+ = = = 1.68
Pec <X> ‘XO Qr_]- ( )
p xo\’ X 1
O, == = Q,=- °> = |&|= 1.69
Pe (x Xo| V- (1.69)

SA densidade critica é a densidade de energia total de um universo com curvatura

espacial nula e sem constante cosmolégica.
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Uma vez que o modelo possui apenas radiacao e campo escalar, a seguinte
relagao ¢é satisfeita:

QO+ Q=1 (1.70)

Serd conveniente definir quantidades relativas ao tempo caracteristico do

ricochete xo:

X
= 1.71
" (1.71)

Define-se a quantidade y: X

Com isso o parametro de Hubble e o fator de escala sao expressos como:

H(y) = ——= a(X) = apy/¥2 + 1 (1.72)

3
aoXo (X* + 1)

De uma simples manipulagao algébrica é facil obter:

—Q, c c X
ayo=——2° L X 1.73
T HA ) H(g 1) (173)

A tltima expressao mostra como calcular agxo em funcao do parametro
de Hubble H(x) a partir de um dado instante na era da radiagao e o valor
de ), nesse mesmo tempo, ou em funcao de H e de y.

Uma forma de célculo mais 1util é expressar agyo em funcao da tempe-
ratura do universo T, ou do tempo cosmolégico ¢, do término do ricochete
(bounce) e inicio da era da radiagao. O valor de T}, ou t;, corresponde ao tempo
X» € indica se a era da radiagao comegou mais proxima ou mais afastada do
periodo inicial da nucleossintese.

A caracterizacao do inicio da era da radiagao estd relacionada ao valor
da derivada do campo escalar w. Se w’ for préxima de zero, a geometria se
torna indistinguivel da riemanniana. Neste caso, p, ~ 0, o fator de escala e

o parametro de Hubble tornam-se:

2
Qo _ & X0 C
Ay ~ —y=a H, ~— =] = — 1.74
or(X) IR pr(X) <x> oxo (1.74)



onde o indice (pr) indica o modelo padrao na era da radiagao.

A definicao do que é W’ ~ 0 é um tanto arbitraria. Na realidade a de-
rivada de w s6 é exatamente zero no limite y — oo, mas nao é necessario
considerar esse limite, pois a escolha adequada das constantes ag e yo torna
o modelo quase idéntico ao modelo padrao um pouco depois de xy = 0. Para
fins praticos, H(x) pode ser utilizado para determinar o inicio da era da ra-
diacao. Muitas quantidades na cosmologia sao calculadas em funcao de Hy,,
o parametro de Hubble no tempo presente e sabe-se que Hj, é avaliado com
um erro que estd em torno de 11%. Um critério aceitdvel é postular que o
inicio da era da radiacdo comega quando a diferenca entre H(x) e H,- () for
menor que 4% . E facil ver que isso ocorre a partir de y > 6y T. Neste
caso W' |y=y, = 0,0270W |—0 € Pu |y=y, =~ —2,0-107%p, |y—o. Portanto serd

definido o tempo x; como:

c 80 108 ™

X =6xo = H, (1.75)

~ 37,5 a0x0 @0 Xo $
Praticamente todo o contetido material do universo primordial, represen-
tado por p., estava no estado de radiacao. Isso torna facil obter H em funcao

da temperatura do meio [19], [20]:

32" ¢ 7730(he)?

[ 8mG kpT \>
H=\g———(kgT)*=0,2 STot -1 1.
= g f90 5o ( B ) 0,20657-/g f (MeV) S ( 77)

Substituindo a eq.(1.77) em (1.75), no tempo X3, obtém-se:

3.87-107 / MeV\?
agXo =~ — ( ‘ ) m (1.78)
VYef ksTy

YNa realidade valores de y um pouco maiores que 6yo ainda provocam alteracoes na

H= (1.76)

taxa de evolucao do fator de escala. Mas essa pequena variacao rapidamente diminui e
nao altera as previsdes do modelo padrao, se ocorrer no inicio da ncleossintese ou antes

desse periodo.
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O parametro g.; representa o nimero efetivo de graus de liberdade inter-
nos do fluido de radiacao e depende do spin das particulas que o constituem.

A expressao a seguir permite calcular g.r [19], [20].

4 4

s = o () + 3 Lo (122) (1.79)

s fm
Na expressao anterior, o indice bs indica os campos bosonicos; e o indice
fm, os campos fermionicos. T é a temperatura do fluido, T,; a tempera-
tura do boson bs e Ty, a temperatura do férmion fm, as constantes gys e
grm representam o valor das degenerescéncias de spin das particulas [20].
Para o intervalo de temperaturall entre 1MeV e 100MeV [19], as particulas
que faziam parte da radiacao do universo eram, em principio, os fétons, os
elétrons, positrons e os 3 neutrinos com seus antineutrinos. Essas particulas
apresentavam equilibrio térmico, ou seja, T' = Tjs = Ty, logo, o valor de g
era:
43

7
gef:2+§(4—|—2-3):z (1.80)

O primeiro 2, na eq.(1.80), se refere as duas polarizagoes dos fétons, o fator
7/8 esté relacionado ao carater fermionico das particulas, o 4 é devido aos
elétrons e aos positrons, o fator 2 - 3 é devido aos 3 tipos de neutrinos e 3
antineutrinos. Logo,

kgT
MeV

2
H ~ 0,68 ( ) st 1MeV < kgT < 100MeV (1.81)

A questao é que g.y nao é constante, depende da temperatura conforme
ilustrado no gréfico de g.¢(T") que consta no livro de Kolb, segao 3.3 [19].

Essa dependéncia, embora seja suave (com excec¢ao de temperaturas em torno

lUma temperatura dada em Kelvin, Tk, pode ser expressa em unidade de energia,
através da constante de Boltzmann kg: T = kgTk. A relagdo entre a temperatura em

Kelvin, Tk e a temperatura em elétron-volt, Toy é: Tk /K = (T.y/eV) - 1,1604 - 10% .
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de 200M eV, quando ocorre o processo de hadronizacao), torna dificil obter
uma expressao entre o tempo de término do ricochete y, e a temperatura 7
correspondente. Uma outra forma de parametrizar o inicio da era da radiacao
no modelo nao singular é através do tempo cosmoldogico t.

O tempo t;, é dado por:
Xb
cty = aoXo/ Va2 +1dr ~20agyg onde X, ~6 (1.82)
0

Ao substituir (1.82) em (1.72), o resultado é:
2.10 v

H(X)~ ——= 1.83)
(2 +1)2 (
Quando y > 6, o parametro de Hubble em funcao de Y, torna-se:
210 0,20657 keT \? 1

H(x) = ~ /e = Yox——— (184

(X) tp XQ S Jef <M€V> X & T(gef)z ( )
Parametro
Fator de escala de Hubble

15+

--0,1 x
15 10 5 0 5 10 15
% --0,2
[—at®) ——alx] 03
Loa4

Figura 1.2: Fator de escala a(y) e parametro de Hubble H().

Na figura 1.2 observa-se o fator de escala e o parametro de Hubble do
modelo nao singular com radiacao e do modelo padrao da cosmologia em

funcao de y, com os valores ag =1 e yo/c = 1.
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E importante destacar que o modelo nao singular proposto deve convergir
para o modelo padrao antes do inicio da nucleossintese para nao comprometer

o sucesso de suas previsoes, logo o tempo t;, deve ser inferior a 10~2s.

1.9 Modelo Padrao com Matéria e Radiacao

Assumindo as hipéteses de homogeneidade e isotropia, considerando que a
Teoria da Relatividade Geral é a que melhor descreve a gravitacao, e supondo
que o universo é composto por um fluido perfeito, com uma componente de
matéria e uma componente de radiagao, sem constante cosmoldgica™, no
caso da métrica de FRW com ¢, = 0, as equagoes de Friedmann, no tempo

conforme, assumem a seguinte forma :

3 a/ 2
= 2:3(a4) = KpPm + Kpr (1.85)
(a/)2 a// K

onde p,, ¢ a densidade de energia da matéria e p, é a densidade de energia
da radiacao. A pressao da radiagao vale p, = épr e a pressao do fluido de

matéria é nula, p,, = 0.

**O parametro de densidade da constante cosmoldgica, 25, atualmente estd em torno
de 0,7 [21]. Na era da radiagdo e em boa parte do periodo de dominio da matéria, possuia
valor insignificante para a evolugao do universo. A dindmica do universo recente é ir-
relevante para o estudo desenvolvido nessa tese, por isso a constatante cosmoldgica foi

desconsiderada.
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A solucao das eq.(1.85) e (1.86) segue abaixo:

ap® Hp? 1
a(x) = }Zl Cgh X+ ECLhZHh\/thX =

1 apH,
a(x) = Eah2HhX ( Z ChX + \/th) (1.87)

o indice h indica o tempo presente (hoje), o indice r refere-se a uma quanti-

dade associada a radiacao, aj é o valor do fator de escala hoje. €2, = Z—T éo
C
parametro de densidade da radiagao.

Na era dominada pela radiacao, y < 42}17 IS}T =

1
a(x) = EahQHh\/ Qen X (1.88)

No presente o valor da constante Hj, segundo dados recentes do telescépio
espacial Hubble, combinados com resultados obtidos a partir de supernovas,
indicam que Hj, = (72 £ 8)Km - s~ - Mpc™t, [18], [22].

Usualmente Hj, é representada como uma constante h;, adimensional mul-

tiplicada por uma normalizacao ', onde hy = 0,72 4 0, 08:
Hy, = hy, - 100Km - s™' - Mpc™, hy, = 0,724 0,08 (1.89)

Um outro parametro importante na cosmologia é o desvio para o vermelho

ou “redshift”, definido num instante de tempo ¢ como z(t):

2(t) +1= (1.90)

tTNa literatura, a constante de Hubble no presente é indicada com o fndice 0. Nessa tese
as quantidades avaliadas no tempo presente sdo indicadas com o indice h, pois o indice 0

ja é utilizado para outros fins. Portanto designamos Hy, e hy ao invés de Hy e hyg.
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1.10 Modelo Cosmolégico nao singular com

Matéria e Radiacao

Nao existe solucao exata para o fator de escala de um universo com
matéria, radiagao e campo escalar sem interagao com o termo cinético Awy,w, g*”
na lagrangeana, oriundo da geometria de WIST, de maneira andloga ao mo-
delo com radiagao e campo escalar mostrado na secao 1.8. Entretanto, a
métrica singular dada na secao 1.9 e a métrica nao singular da secao 1.8
possuem um intervalo no dominio temporal cujo comportamento apresenta
diferencas inobservaveis, ou seja, as duas fungoes quase coincidem na era da
radiacgao.

O fator de escala dado pela eq.(1.62) pode ser expresso como:

a(x) = \/ap? + ap? (1.91)

a,- € o fator de escala do modelo padrio na era da radiagao, eq.(1.74).
Na era da radiacdo, a,. > ag, a fungdo a(x) converge para o fator de
escala dado pela expressao (1.88), a(x) — %ahQHh\/th X-

Na era dominada pela matéria,

3 2
ap, Hh 1 1
Ty X2+gah2Hh\/thX > gah2ﬂh\mx =Qpr = Ay 2> apr 2> ag

Portanto o fator de escala de um universo com matéria campo escalar e

ricochete pode ser dado, com excelente aproximacao, pela expressao abaixo:

a(x) = y/a,? + ap?

onde a, ¢é o fator de escala do modelo padrao dado pela expressao (1.87).

Substituindo a, na tltima expressao, obtém-se:
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Qg

=l (2 [(¥) i 1

Durante o ricochete e na era da radiagdo, a eq.(1.92)converge para a

2
expressao (1.62), a(y) = agy/ (%) + 1, logo o resultado da comparacao de

ambas é:

Qo 2 Hh
— = ap"\/ Qpp—

Xo

Combinando as eq.(1.78), (1.82) e eq.(1.93) ¢ facil encontrar as expressoes a

(1.93)

seguir:

VHps (MeV
ag >~ 0,23 ah{l/ th\/Hhtb ou ag = 1, 1 ap, Y th gehf (kBTb> (194)

0,23¢c |t 1,1c s 1 (MeV) (1.95)
= — ou = — .
Xo anv/ S\ Hy, Xo any/$n \| Hy \/Gey \ ksT},
Reescrevendo o fator de escala dado pela eq.(1.92) encontra-se:
2 Y a 2
a(x) =ao\| | =) (1+ 5="—] +1 ou 1.96
) = a0 (Xo) ( 4XOthah> (1.96)
a(X):a\/)22<1+ X 0 >2+1 (1.97)
’ 48, pay, '

A completa determinac¢ao do modelo depende dos parametros ay, t,, Hy
e ;. A constante ay é arbitraria e corresponde ao valor do fator de escala
hoje. Essa quantidade pode assumir qualquer valor e atua como um calibre
(gauge). As quantidades Hj, e €, sdo extraidas do modelo padrao. O
tempo de término do ricochete, t;, determina se o fator de escala do modelo
converge, de forma mais ou menos breve, para o fator de escala do modelo
padrao.

Assumindo os seguintes valores para os parametros do modelo [18], [22],

Hy, ~ hy(3,086-1017s)7Y,  ay =1, Qo ~ -107° (1.98)
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encontra-se:
ag 5,37 2,9 [t o 4,6 (MeV)
— ag =~ — u  ag >~
Xo 102 m "= 101 s 0 1011(gef)% kBT

t 8,5-10' /MeV
Yo ~5,4- 1017\/7’ m ou Xo =~ — - ( ¢ > m (1.99)
S (gef>4 kBTb

No tempo da nucleossintese correspondente a temperatura kg7, = 1Mev,

obtém-se:

H(Xns) = Hps ~0,6773 571 e a(xns) = ans =~ ap1,54-1071%  (1.100)
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Capitulo 2

Eletromagnetismo em Espacos

Curvos

A dinamica do campo eletromagnético é dada pelas quatro equacoes de
Maxwell. Escritas na forma diferencial, nao covariante, no espaco plano,

essas equacoes sao dadas abaixo:

V-D=p, (2.1)

A, I (2.2)

ot 7 '

V-B=0 (2.3)
.. -

E+-—B= 2.4

V x +(9t 0 (2.4)

onde E e H sdo os campos elétrico e magnético, D é o vetor deslocamento
elétrico e B a indugao magnética, p. representa a densidade de carga elétrica
e j a densidade de corrente elétrica.

Fazem parte ainda do eletromagnetismo de Maxwell as equagoes consti-

tutivas:

D=c¢E e B=puH (2.5)

36



As constantes u e € representam, respectivamente, a permeabilidade mag-
nética e a permissividade elétrica do meio *.

A velocidade de propagacao da onda eletromagnética é igual a v, onde
v = 1/\/p€ ; no caso do vazio, v = ¢ = 1/ /lg€o, onde pg e € sao as
constantes dielétricas relativas ao vacuo.

Existe ainda a forca de Lorentz F, que determina como as cargas e cor-

rentes interagem com o campo eletromagnético:
F=pE+jxB (2.6)

Em muitos sistemas fisicos, a corrente elétrica possui uma relacao linear

com o campo elétrico, e pode ser modelada pela Lei de Ohm:
j=o0.E (2.7)

onde o, corresponde a condutividade elétrica do meio.

No estudo de fendmenos que ocorrem em larga escala no universo, como é
o caso dos campos magnéticos galacticos, a curvatura do espago-tempo passa
a ser relevante. Por outro lado, o eletromagnetismo de Maxwell apresenta in-
variancia com respeito a transformacoes conformes da métrica de fundo. Uma
vez que a métrica de FRW é conformalmente plana, as equagoes de Maxwell,
no espago plano e no universo de Friedmann com geometria Riemanniana,
devem apresentar a mesma dinamica.

A préxima secao exibe o eletromagnetismo de Maxwell num espaco-tempo

riemanniano.

*No caso mais geral das equagbes constitutivas, a permissividade elétrica € e a perme-

abilidade magnética p sao tensores.
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2.1 Campo Eletromagnético em Riemann

Para representar as equacoes dinamicas do campo eletromagnético em
espagos curvos, ¢ preciso, em primeiro lugar, reescrever as 4 equagoes de
Maxwell usando o formalismo covariante.

Definem-se os tensores P,,, F),,, o tensor dual *FW e o quadrivetor cor-

rente J* como:

P, = u,cD, — u,cD, + nyasu®HP (2.8)
1 1 o B
FMV = Equ,j — EUVEM + Npva st B (29)
* 1 (6% 1 «
F, = 5nmﬁF # = B,u, — Byu, + Mgt EP (2.10)
JH = cpeut + 3" (2.11)

As equagbes tensoriais (2.12), (2.13) e (2.14) a seguir correspondem, res-
pectivamente, as equagdes constitutivas (2.5), a forga de Lorentz eq.(2.6) e a

lei de Ohm eq.(2.7) na forma covariante.

E,, = A", PM (2.12)

Fy” = J,F™ (2.13)

r,J" = ocu, F" (2.14)

onde A", = 6102( utuph’y, 4+ W au"uy) + p AR (2.15)

os vetores E*, HP? DV, B? e j* do espaco-tempo representam, respectiva-
mente, os campos E, H, D, B e a corrente j das equacdes (2.1) a (2.4).

O vetor tipo tempo u* representa a quadrivelocidade de um campo de
observadores, distribuidos no hiperplano de métrica h,,, que medem a densi-

dade de carga p, e de corrente j*. As relagoes dadas em (1.6) sao satisfeitas

pelo campo u* e pelas métricas by, € g
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Na forma covariante, no espago de Minkowski em coordenadas cartesia-

nas, as equacoes de Maxwell sao:
P, = Jt (2.16)

FP =0 (2.17)

As equacgoes de Maxwell no espaco-tempo riemanniano podem ser obtidas
aplicando o principio do acoplamento minimo, que consiste na troca das
derivadas simples pelas derivadas covariantes em Riemann.

A eq.(2.17) nao se altera em espagos curvos sem torgao, pois ela é obtida
das simetrias do tensor dual do eletromagnetismo e da simetria entre dois
indices da conexao afim.

As equagoes de Maxwell na formulagao covariante em Riemann sao:
Py = J* (2.18)
Pl =P =0 (2.19)
O potencial vetor A, é definindo a partir do tensor Figz:
Fop = Aajp = Apla = Aap = Ag|a (2.20)

Convém observar que o tensor do campo eletromagnético £,z independe
da métrica e da geometria do espaco-tempo, com excecao das geometrias
onde a conexao afim nao é simétrica.

A equacao tensorial (2.16) ou (2.18) que fornece duas das quatro equagoes
de Maxwell pode também ser obtida através do calculo dos extremos da acao

abaixo, em relacao as variacoes do potencial vetor:

!
- / (4F“’3Fa5 + /LJ“Au> J—gd'z

Os campos E, e B, sao ortogonais a quadrivelocidade u”. Logo eles sao

obtidos projetando (2.9) e (2.10) em u”:
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L— _Fu” B, = F ,u” (2.21)

uma vez que Bu* =0 e E,u'=0.

A projecao de (2.18) em u* e h*, resulta em:
y s 2 s
D v + D u, — EQ Hg = CPe (2.22)

° L] 29 °
n“”o‘ﬁul,(Ha”ﬁ + Uy Hg) — cD" — ch“ + D" (", + QF, — utu,) = ht,JY
(2.23)
E as projegoes de (2.19) sao:
. 2
BM”N —+ BMUM —+ EQMEM =0 (2.24)
]_ Vaﬁ ° L] 20 v °
(B + UaElp) + BY + 2 B = BY(0", + @) — ) =0 (2.25)
c

onde se definiram as quantidades com ponto (*) como Ve, = aau’. A ace-
leracao do referencial de quadrivelocidade u* vale o = ", o cisalhamento

vale 0¥, a rotacao é dada por Q¥ e Q*.

2.2 Campo Eletromagnético na métrica de FRW

em Riemann

Em Friedmann, a rotacao, a aceleracao e o cisalhamento sao nulos:

Q=0 U,=0 o"=0 (2.26)

A métrica de FRW expressa no tempo conforme x ¢ dada por:

ds® = a*(x) (dx2 — vijd:vid:vj) (2.27)
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Feita a escolha apropriada de observadores, tem-se:

1 . <0
ut = 556‘ e u, =ad, (2.28)
L
6=3-5 (2.29)
Dt =6'D" H"=6H'  J'=cp e J =5 (2.30)

onde = indica que essas igualdades sao vélidas apenas no particular sistema
de coordenadas escolhido.

Para um tempo x constante, o objeto v;; representa a métrica da hiper-
superficie tridimensional tipo espago normal a congruéncia de curvas dada
pelo campo vetorial u*. A partir de agora, serd usado o termo “tri-espago”
para designar esta hiper-superficie de métrica ~;;. O tensor <, nao possui

dependéncia temporal e obedece as relagoes seguintes:
UV =05 vy =3 k= Yk =0 (2.31)

A forma explicita do tensor 7;; em coordenadas cartesianas ¢é:

i
Yii = s (2.32)
(1 =522
onde 1% =2a"1"5,,, = (z1)? + (2?)* + (2%)°.
Pode-se, ainda, construir o tensor antissimétrico n* e o seu dual n;;;

definidos no tri-espago:

7k Y ijk __ i7k0 o abc
Ny =n"0 ou Nt =—¢ e Mk = ViaVibVke] (2.33)
ﬁ J J
onde V—g=a'\/7 e y=detlyy (2.34)
1Pt = 6 (2.35)

A métrica v;; e a conexao riemanianna tridimensional por ela induzida
permitem o desenvolvimento de um formalismo covariante apenas no tri-

espago.
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O simbolo de Christofell, construido com a métrica 7;z, ¢ igual ao cons-
truido com a métrica de FRW, se todos os seus indices forem espaciais. Por-
tanto serve de conexao afim do tri-espago de métrica ;;.

; 1 Iy ;
{jx} = 59 Yok + gy — gikn) = 37 "k + i — k) = Pk} (2.36)

o indice (3) informa que se trata de um objeto definido no tri-espago.

A eq.(2.36) implica:

o ={kto =0

Das definicoes do simbolo de Christofell e do tensor 1P, obtém-se as

identidades:

Ve = Yigle = V' i — v PR =0 0P =0 e migye =0 (237)
O tensor de curvatura do tri-espaco, no caso de métricas do tipo que
estamos utilizando nesta secao, é obtido a partir da definicao do tensor de

Riemann no espago-tempo a 4 dimensoes eq. (1.3):
Xygla = Xojagp + X Rorga = Xijjie = Xigus — X @ Rigre - (2:38)

Como a tri-superficie tem curvatura constante, o tensor de Riemann as-

sume a forma simples:

@ R = (ki — YaVix) (2.39)

A constante €. informa a curvatura espacial do espaco-tempo. Na equagao
de Friedmann (1.46), sabe-se que o termo de curvatura €./a* é pequeno em
relacao a densidade critica no tempo presente, e possivelmente nulo, logo
¢é facil mostrar que se €. # 0, na era da radiagdo e em boa parte da era

da matéria, o referido termo era varias ordens de grandeza menor que a
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densidade critica e, portanto, pode ser desprezado. Para efeito de calculo,
nessa tese, sera considerado €. = 0. Portanto, ¢ R = 0.

A partir do formalismo tensorial do tri-espaco é possivel simplificar as
equagoes (2.22) a (2.25), separando a dependéncia temporal da espacial.
Deste modo, as equacoes de campo assumem uma forma covariante, tao so-
mente mediante transformacoes de coordenadas definidas na hiper-superficie
tipo espaco, de métrica ;;.

As equagbes (2.24) e (2.25) em Friedmann assumem a forma mais simples:

(a3Bi)”i =0 (2.40)

No vazio, € = g e = o | logo, FM = pugP" | e a eq.(2.16) torna-se
F“V”,, = ;IJQJ” .
As equagoes (2.22) e (2.23), em FRW, sao dadas a seguir:

c (a?’Di) =a*J’ = ! (a?’Ei)”i = a*ppJ° (2.42)

llé c

nz‘jk%l (a3Hl) } _ e (a3Di)/ _ a4ji —

I

L. (a?’Bl)”j _ i (a3Ei)’ — oaty! (2.43)

O sistema de equagoes (2.40) a (2.43) evidenciam a invariancia conforme

do eletromagnetismo em Riemann, uma vez que apresentam a mesma forma

que as de Maxwell no espago plano, eq.(2.21) a (2.24). A expansao do uni-

verso altera a intensidade dos campos E' e B' através do fator de escala a(y)
mas nao modifica a dinamica dos mesmos.

A dinamica do campo EM, em funcao do potencial vetor A, no vazio e

com fontes é dada por:

(9" = ¢"%g") Aupopy = moJ" =

"Nos calculos seguintes, a dinAmica do campo EM sera considerada no vazio.
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OA* + R A, — g" A% o = 0" (2.44)

Arbitrando o calibre de Coulomb, A%, = 0, obtém-se:

OA" + R A, = poJ" (2.45)

Na métrica de Friedmann com €. = 0, a eq.(2.45) assume a seguinte
forma:

A;/ G v2 Az = ,uoani (246)

2.3 Campo Eletromagnético em Weyl

A interagao do eletromagnetismo com a gravitagao é obtida através do
principio de acoplamento minimo, onde as derivadas simples em relagao as
coordenadas espaco-temporais sao substituidas pelas derivadas covariantes.
Assim foram obtidas as equacoes de Maxwell no espago-tempo riemanniano.

Da mesma forma, na geometria de Weyl, as equagoes de Maxwell ho-
mogéneas sao obtidas por meio da troca das derivadas simples pelas derivadas

covariantes em Weyl, [14], [11]:

., =0 (2.47)

*

FHv, = Fm, =Fm, =0 (2.48)

Como a conexao afim de Weyl é simétrica com respeito a troca de seus
indices covariantes, a divergéncia do tensor dual F? é idéntica em Weyl e
Minkowski, eq.(2.48).

Separando os termos de Riemann e Weyl, a eq.(2.47) resulta em:
F’W”V - QF/W(,U,, =0 (2.49)
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No caso particular da geometria de Weyl integravel, w, = w,. A tltima

equagao resulta em:

(e72F™) =0 (2.50)

[lv
Um caminho para acrescentar o vetor quadri-corrente J* nas equacoes
de Maxwell em Wist é introduzi-lo no lado direito da eq.(2.49) multiplicado

pelo fator e?*. Neste caso, a equacao resultante é:
Fy, = 2F"w, = e " =

(e F™) = poJ" (2.51)

llv

Uma outra forma de interpretar fisicamente essas equacoes é considera-las
como equagoes definidas no espago-tempo riemanniano, acopladas ao campo
escalar de Wist.

A agao que gera a equagao (2.51) é dada a seguir:
1
Sem = / <4€2WF/WF,W + MOA#J”) V=g dz (2.52)

A partir de agora, o eletromagnetismo em Wist sera considerado como um
eletromagnetismo riemanniano modificado pelo acoplamento com o campo
escalar w, dado pela eq.(2.52).

Na métrica de FRW, a projecao de (2.48) em u, e h*, resulta nas eq.(2.40)
e (2.41):

(a*B) =0 (240 e in”’“m (a*E") 5t (a3BZ’)' =0 (241

e a projegao de (2.51) em u, e h*, resulta em:

i (e_%a?)Ei)ui = a'po ]’ (2.53)
TR (6_2‘”@3BZ)|U — i (e_Qwa?’Eiy = ppats’ (2.54)
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A dinamica do potencial vetor, no calibre de coulomb, sem fontes é dada
por:

OA" + R A, — 2F™, — 0 (2.55)
Em Friedmann, wjg = w'6% = w'a™ug e a eq.(2.55) torna-se :
A =2 A— B G2 A =0 (2.56)

No préximo capitulo, a solugao da equagao (2.56) vai ser determinada,
para um campo escalar w(x) que satisfaz o modelo de universo com radiagao
e campo escalar discutido no capitulo 1. Em seguida o potencial vetor A; serd
quantizado, com o objetivo de se conseguir um espectro de fétons produzidos
durante o ricochete, que servirao como semente para os campos magnéticos

de larga escala.

2.4 Tensor Momento-Energia do campo Ele-

tromagnético

Na geometria de Wist, a densidade de lagrangeana do campo EM livre,

Loem, ¢ dada a partir da ac@o (2.52) [14], [16]:
1 —2w paf
Loem = —=—€ “FF,5/—g (2.57)
2410

Calculando a variagao de Lo, em relcao a métrica g,,,, define-se o tensor

momento-energia do campo EM livre em Wist:
1 0 1 1

L= Lo = —e (F o, — =g JFPF, ) =

V=909 """ g : g e

fConvém destacar que a métrica que sobe e desce indices é g

1,

" e guy, mesmo que as

equagoes estejam expressas num formalismo covariante no tri-espago.
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1
Ty = Pem (Wptty — hpw) + 1,00 + quu, + e (—eOE#E,, — NBMB,,> (2.58)
0

Em analogia com a representacao do tensor momento-energia de um fluido
geral (1.34), no caso eletromagnético é possivel definir quantidades equiva-
lentes: pressao e densidade de energia do campo, pep € Pem, 0 fluxo de calor

¢o € a pressao anisotrépica II,,.

1 1 1 1
Pem = —gT“yhﬂy = 6_2w6 <—€0EaEa — BaBa> = gpem (259)

Ho
v —2w 1 e} 1 @
Pem = T uyu, = e - | —eg*E, — —B*B, (2.60)
2 Ho
1
o = hoptiy, T" = Ry u, TH = e—Qw@nawEﬁBmé (2.61)
v 2 —2w 1
Haﬁ = (h'a,uhlﬁv — haﬁhwj) T‘u = _gpemh(xﬁ — € EoEaEﬁ —+ 7BaB5
Ho
(2.62)

As expressoes (2.59) e (2.60) fornecem a equagao de estado da radiagao:
Pem = 3Pem- O fluxo de calor (2.61) corresponde ao vetor de Poynting e
(2.62) mostra que um campo EM d4 origem a uma pressao anisotrépica.

Convém destacar que, no universo, a radiacao de fundo ¢ tratada como um
fluido perfeito, para um conjunto de observadores com quadrivelocidade u*.
Essa aproximacao se justifica por que a radiagdo tem um carater homogéneo
e isotrépico, o que torna consistente a representacao dos efeitos gravitacio-
nais na escala cosmolégica através de um tensor momento energia subme-
tido a uma operacao de média local. Portanto, toma-se uma média espacial
onde (E,) = (B.) = 0, (EaBy) = (Ea) (Bs) = 0, (E,B,) = —hy B E°
(B.B,) = —h,,B,B", [23].
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2.5 Campo Magnético Observavel

A intensidade de um campo magnético é sempre definida em uma regiao
finita do espaco e portanto consiste numa média nessa regiao. Um campo
magnético B(Z, x); apresenta um valor observavel B(;) numa escala de distan-

cia conforme L dado pela expressdo abaixo [24]:

—

Buy? = (B(#,x)3) = —¢" [ (B@X):B(@+a,x),) W(a, L) &

onde By =/Br)? e B(Q,Xi 27T /B iR B

Na expressao (2.63), o simbolo (...) indica uma operagdo de média sobre
as realizacoes do campo, ou simplesmente o valor esperado do mesmo, no

caso quantico. A funcao W (x % , L) funciona como uma Janela que seleciona o

(#,L) =0

campo na regido de interesse. W (2/, L) # 0 quando |z

quando 7| >> L. Um exemplo de funcao W(z % , L) bastante empregado

consiste numa Gaussiana de largura L [24]:

Lo 1 T B B
W(l‘ — x’ L) = WGXP —’2[12 Onde /W(Z, L) dSZ = 1
(2.65)
d k 1
W(z /W (D)oo e Wk 1) = B (L) (2.66)
s

Ao substituir (2.64) a (2.66) em (2.63), encontra-se o resultado a seguir, apos

alguns célculos:

- 2 _ _gw ¥ L F 13- 37
BEN®’ = ey | [ (BENB @ X)) e X707 g 'k
(2.67)
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2.6 Campo Eletromagnético em meios ioni-

zados

Uma grande gama de fenomenos astrofisicos, dentre eles a origem e evolu-
¢ao dos campos magnéticos de larga escala, envolve plasmas. Nesta secao
serao tratados alguns aspectos do eletromagnetismo em meios condutivos
com destaque para a evolucao temporal do campo magnético, bem como
uma breve digressao sobre os plasmas.

No estudo aqui desenvolvido, a interacao do plasma primordial com os
campos semente é discutido apds o ricochete, quando eles ja foram gerados e
a geometria do espago-tempo ja se igualou a Riemanianna. Por uma questao
de simplicidade e com base na invariancia conforme do EM, algumas propri-
edades dos plasmas sdo abordadas usando as equagoes de Maxwell (2.1) a
(2.4) no formalismo nao covariante, sem a preocupagao com o fator de escala.

O eletromagnetismo em meios ionizados e a interagao do meio com os cam-
pos estao longe de ser um estudo trivial; compreendem um vasto e complexo
campo de pesquisa. Mesmo as propriedades macroscépicas de um meio ioni-
zado, como por exemplo, a frequéncia média de choque, frequéncia do plasma,
condutividade do meio, dentre outras, sao quantidades que dependem de
varios parametros, como temperatura, densidade numérica das particulas
constituintes, suas propriedades, como secao de choque, graus de liberdade,
massa, carga, etc. [25], [26]. Nao faz parte deste trabalho pormenorizar a
fisica dos plasmas, mas tao somente tratar do essencial com uma abordagem
simplificada que permita o entendimento e o estudo dos campos magnéticos
de larga escala. Algumas relagoes e propriedades dos plasmas sao utilizadas

com as devidas referéncias mas sem as correspondentes demons-tragoes.
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Uma das caracteristicas essenciais de um plasma é sua capacidade de
permanecer eletricamente neutro, isto é, sua capacidade de equilibrar uma
diferenca de carga em qualquer elemento macroscopico de volume. Caso haja
um desequilibrio elétrico no meio, intensas forcas eletrostaticas tenderao a

deslocar as cargas no sentido de restaurar a neutralidade.

2.6.1 Neutralidade elétrica de um plasma

Um meio ionizado eletricamente neutro, sob determinadas condicoes, se
comporta como um plasma e apresenta alta condutividade elétrica. Um
modelo simples consiste num gas de elétrons e ions positivos em equilibrio
térmico, com densidades numéricas respectivamente n_ e n,. Uma carga
@ introduzida na origem de um sistema de coordenadas é envolvida por
uma nuvem de elétrons ou de fons positivos’. Em condicoes de equilibrio
térmico, no caso de um gas nao relativistico de temperatura 7T, a densidade
numérica de fons positivos e elétrons numa regiao é dada pela distribuicao

de Boltzmann [26]:

_eo

n, = noe' 5T (2.68)
— (ke(bT)

n_ = nge ks (2.69)

onde ¢ é o potencial eletrostatico, (—e) corresponde a carga do elétron, kg
representa a constante de Boltzmann e ng indica a densidade numérica dos
elétrons e dos fons nas regides em que o potencial é nulo, ¢ = 0.

O potencial ¢(r) é obtido por meio da equagao de Poisson:

$0s elétrons apresentam uma mobilidade muito maior em razao da massa do fon ser
muito maior que a do elétron. Em fungao disso, a neutralizagao das cargas ocorre de forma

predominante em razao do movimento eletronico.
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V36 = —jpem . ld ( d¢> 210C inh <e¢> ~ %50 (270
0

r2dr dr €0 kgT €0

A eq.(2.70) ndo tem solugao exata. No entanto, quando kT > e, é

valida a aproximacao sinh ( 2 T) ~ k T, logo
1d(,do 2nge? Q
—— ~ — =0 2.71
r2 dr ( dr) coknT’ " &’ (2.71)
cuja solucao é:
. Q 2r
o(r) = e P (7 (2.72)

A coordenada r indica a distancia radial em relacao a carga @), e Ap é o

comprimento de Debye [26]:

eokgT T lem=3
=4/ = 6,9cmy [ — 2.73
noe2 an 1K ng ( )

Em regioes cuja distancia ¢ maior que o comprimento de Debye, o gas

permanece efetivamente neutro.
Um géas ionizado é denominado plasma quando as dimensoes dos processos

fisicos de interesse forem grandes comparadas com o comprimento de Debye.

2.6.2 Oscilacao de plasma

Outro efeito caracteristico é a oscilacao de plasma. Quando ocorre uma
flutuacao aleatéria de carga, o campo eletrostatico que surge desloca as cargas
no sentido de restabelecer o equilibrio. Contudo, o mesmo nunca ¢é atingido
na escala microscépica e, portanto, as cargas oscilam com um periodo médio
tp. Um parametro fundamental associado a essas oscilacoes é a frequéncia
de plasma wy:

1 kBT

= — 2.74
(.Up tD )\D ( )
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A escala de tempo tp corresponde ao intervalo que um elétron de massa

m. gasta em média para percorrer o comprimento Ap [26]:

tp = Ap onde vy — (2.75)
v Me

Um campo EM com frequéncia menor que w, ¢ impedido de penetrar no
plasma devido ao rapido deslocamento dos elétrons no sentido de anular o
campo incidente.

Existe ainda um parametro importante associado a um plasma: o niimero

de elétrons dentro da esfera de Debye, Np:
4 3
Np = gﬂ()\p) n_ (2.76)

A quantidade Np~2/3 é proporcional & razdo entre a energia eletrostética
média e a energia térmica. A condicao Np > 1 é denominada aproximacgao
de plasma. Nesta situacao, a energia potencial eletrostatica é pequena se
comparada com a energia cinética (kgT'), e o plasma se comporta como um

gas ideal.

2.6.3 Campo eletromagnético num meio condutivo

A motivacao dessa andlise é a descricao da evolugao dos campos magnéti-
cos no universo primordial. Nessa fase, o meio apresenta uma grande densi-
dade de particulas carregadas e alta condutividade elétrica, logo a frequéncia
de colisao entre as particulas do fluido é suficientemente alta, tal que a
dinamica do sistema pode ser descrita em termos de um fluido condutor
simples com as varidveis usuais hidrodinamicas (velocidade, pressao e den-
sidade). Essa abordagem é conhecida como aproximagao magnetohidrodi-

namica (MHD).
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As eq. de Maxwell com p. =0e j = o E sio:

V-E=0 (2.77)
Vx Bt 2F o (2.78)
c2 ot
V-B=0 (2.79)
Vit 250 (2.80)
ot

Aplicando o operador V x na eq.(2.78) e substituindo as eq.(2.79) e (2.80)

no resultado obtém-se:

(sz — WUB) (2.81)
Em Friedmann, a eq.(2.81) apresenta a seguinte expressao:

1 02
c? 0x?

Quando a condutividade o, € infinita, o campo elétrico é nulo e o campo

B =

Ox e [ij(a?’Bi)njnk - (a?’Bi)] (2.82)

magnético fica “congelado”, sua dependéncia temporal é devida exclusiva-

mente ao fator de escala a(x):

onde By(7)! e By(r); sao vetores que dependem apenas da posigao 7.
O limite de condutividade infinita é também conhecido como aproximagao
MHD ideal [26].

Quando a condutividade é alta mas nao infinita, o termo com derivada

eg 0>

2% no tempo na eq.(2.81) pode ser desprezado, pois 8—‘2§ > EW§7 com isso

YUma vez que, na escala microscépica, o meio é o vécuo, a diferenca entre campo e
indugao magnética estd na constante pg. Portanto passa a ser designado o vetor indugao

magnética B simplesmente por campo magnético.
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obtém-se uma equacao de difusao:

Op_ 1
ot HoOe

V?B (2.84)

A solugao da eq.(2.84) consiste num campo que diminui com o tempo:

Lo o 1
B(Z,1) = Bo(Z)e i = (27)3

/ Bo(B)eFaet/mags); (2.85)

No caso de Friedmann, a equagao equivalente a (2.84) e sua solucao sao:

8 3 D1 1 ik 3 i

—(a®B") = ——~*(a®*B"); 2.

8X(a ) HOJ@W (a”B") 11k (2.86)
B = = [ BBy (2.87)

e TEREIC S El A |

Substituindo(2.87) em (2.86) obtém-se para cada componente da integral

de Fourier:

1 1
_ 2 2 _ 2 _
Tg = 0oLy onde L, = 77 ou L; = Rk (2.88)

As expressoes (2.85), (2.87) e (2.88) indicam que uma configuragao inicial
de campo magnético diminui exponencialmente com um tempo de difusao
T4, onde Ly consiste num comprimento caracteristico do campo magnético
associado ao comprimento de onda da componente harmonica da integral de

Fourrier do campo.

2.6.4 Condutividade do universo

A condutividade varia em diferentes épocas da evolucao do universo em
funcao da densidade numérica de cargas e do tipo de espalhamento domi-

nante.
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Durante o ricochete, as equacoes de Maxwell sao modificadas pelo aco-

plamento com a geometria, conforme indica a eq.(2.51):
F*y, = 2F"w, = e2w,u0J”

Considerando, a titulo de estimativa, que a Lei de Ohm se altera por um

fator multiplicativo e II,

h*J* = o B* — e hH o J* = o B* (2.89)
é facil mostrar que, do ponto de vista Riemanniano, a eq.(2.51) resulta em:
o F = po(oe — 2€pcw”) EX (2.90)

A eq.(2.90) mostra que, no ricochete, a condutividade é modififcada pela
adicao do termo —2¢yc w’. Contudo, o que importa para o entendimento dos
campos magnéticos de larga escala é o espectro do campo semente existente
apoOs o ricochete e sua evolucao até a formacao de estruturas, quando esse
campo desencadeia os campos magnéticos observados.

Apés o ricochete, o meio é constituido por um plasma relativistico em
energias maiores que as do processo de aniquilacao eletron pésitron e~ e™.
Na referéncia [27], J. Ahonen e K. Enqvist mostraram que, nessa fase, a
condutividade é proporcional a temperatura.

Em temperaturas entre 1 Mev e a recombinacao, o espalhamento Thom-

son é dominante e a condutividade pode ser calculada com facilidade.

— —

Jj =0 =en.v, e Vo =

E (2.91)

I'Para o acoplamento dado pela eq.(2.51) a forga de Lorentz F;* fica multiplicada por
e?w . Fj# =2 Fm ], . No entanto, é possivel que outros termos decorrentes do campo

escalar aparecam, numa demonstracao formal da lei de Ohm em Wist.
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onde n., m. e v, sao, respectivamente, a densidade numérica, a massa e a
velocidade média dos elétrons, e corresponde a carga elementar, e 7, indica
o tempo médio entre duas colisoes de um elétron.

1 po® et 8w

Te = —— € orT = — & — —(—
nCcop 67mm,2 3

R.? =6,652-10"¥m? (2.92)
onde o7 indica a secao de choque de Thomson e R,, o raio classico do elétron.
Combinando as expressoes dadas em (2.91) e (2.92), obtém-se a conduti-

vidade o,:

2 2
e’'e e e 1
o, = € NeTe - g, = e & Te, 1,413- 10—  (2.93)
Me Ny OTMC Ty Q-m

Apos a recombinacao, a matéria é formada por um gas de poeira com
uma densidade residual de cargas livres. O espalhamento continua sendo o
Thomson, com a modificagdo nas densidades n., e n., mas a expressao (2.93)
permanece valida.

3

Hoje as densidades de fétons e elétrons estao em torno de n.;, = 410, 5em™

[22] e nep, = 3 - 1070h,em ™3 [28] 0 que resulta em
Oen == 0,74(2-m)~* (2.94)

Como a razao n./n., permanece constante, a condutividade apds a recom-
binagao é a mesma que a do presente.

Considerando um tempo caracteristico préximo a idade do universo, 74 ~
8,5 - 10'7s (no tempo conforme), obtém-se das expressoes dadas em (2.88)

um comprimento caracteristico Ly, para o campo magnético
Lq~1-10%m ~3-10"%pc (2.95)

Convém destacar que, no pior dos casos (o tempo presente), o compri-

mento caracteristico minimo do campo magnético é muito menor que as
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dimensoes das galaxias. Isso significa que campos magnéticos galacticos po-
dem ser considerados congelados, o que equivale a aproximagao MHD ideal

ou de condutividade infinita.

2.6.5 Oscilacoes Hidromagnéticas

As oscilagoes possiveis num fluido usual sao as de superficie e as oscilagoes
longitudinais de press@o (ondas acusticas). As oscilagbes de plasma menci-
onadas na secao 2.6.2 ocorrem em pequena escala, na qual a aproximacao
MHD nao se aplica. Quando existe um campo magnético num plasma, den-
tro do limite de validade da magnetohidrodinamica (MHD), sdo possiveis
outros modos de vibragao: as oscilagoes hidromagnéticas. Cabe observar, no
entanto, que estas oscilacoes sao de baixa frequéncia em relagao as oscilagoes
de plasma.

Seja um plasma de condutividade infinita, viscosidade 7, pressao p, densi-
dade de energia p, sujeito a um campo magnético constante B’ numa métrica
de FRW de curvatura espacial nula; esse meio poderd manifestar ondas hi-
dromagnéticas que constituem perturbagoes da pressao, densidade, do campo
magnético e da quadri-velocidade u* do fluido. E importante frisar que os
calculos das oscilagoes hidromagnéticas aqui apresentados sao validos fora do
ricochete quando a geometria ja é aproximadamente Riemanniana, ou seja,
para x > Xp-

As variaveis perturbadas do plasma sao dadas a seguir. Os indices “0” e

“1” sinalizam quantidades de ordem zero e de 1* ordem:

p=roten P=pPotre B'=Be'+By' v =ug’+um" (2.96)
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onde p e p obedecem a equagao de estado de um fluido perfeito de radiacao

e a divergéncia de B' é nula, logo,
P0) = 3P(0) p(1) = 3pq) 9; By’ = 0;Bay' =0 (2.97)

E adotado um referencial onde as quadrivelocidades e a métrica sao ex-

pressas no tempo conforme y:

o T
0 L Op v
== =

a a c

# hul/ = —a2525i<5@]

(2.98)

G = U©O)uU0) T P (o)

a(x) é o fator de escala e a quantidade v* indica a velocidade espacial do
movimento oscilatério das particulas do plasma, conhecida como velocidade
de “Bulk”. No referencial adotado, a velocidade espacial de equilibrio do
fluido é nula, e a velocidade de “Bulk” constitui uma quantidade de primeira
ordem.

As equagoes linearizadas que descrevem as oscilagoes hidromagnéticas sao

dadas a seguir, numa forma conformalmente invariante**:

0 4 vl
a(‘#/’(l)) + g(aA‘p(O))@; =0 (2.99)
40 vl 1, ijk .
gaix [(a4p(0))c‘| + géjaj(a4p(l)) - T [njabd 80(6133(1)1))} (5kda3B(0)d)
L a
Bk léaba‘za{’ —+ 5”@.(@&“)1 =0 (2.100)
C 3 cC
Q(QSB iy _ ik, [77 ﬂa(a3B z))} —0 (2.101)
aX (1) J | 'lkab c (0) .

onde o tensor n“* e o seu dual estdo definidos em (2.33). A métrica 74, desce
os indices do tensor %, mas como a curvatura espacial da métrica de FRW

adotada é nula, Y., = 4p.

**Subsecao escrita com base nas referéncias [25], [26] e [29].
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O coeficiente efetivo de viscosidade de shear n apresenta a seguinte ex-

pressao dada na referéncia [30]:

4 71'2 k‘B4 T4l 4 I d ’/T2 k‘B4
= — ef T < <5 = — onae _= ef =< -
1= 15930 (he)s™ T 1570 PO = 9eI30 (he)?

T  (2.102)

onde [y é o livre caminho médio da particula que sofre difusao no meio com
maior viscosidade, g.s foi definido no 1° capitulo, eq.(1.79), T a temperatura,
kp a constante de Boltzmann e p() a densidade de energia da radiacao.
Considerando que a perturbacao da posicao das particulas do plasma, 02,
em relagio a um fluido nao perturbado, seja dada pela variavel (x, x)* = dz,
a velocidade de “Bulk” é definida como v' = 9¢'/0x. Neste caso, a partir do
conjunto de equagoes (2.99) a (2.101), se obtém a equagao diferencial para a

perturbacao & :

0% . 1 ... 1 . )
aixzfz — §5ZJ3j(3k§k) + ?nzab‘/(A)a {chd5ceae {ndfgaf(nghjgh‘/(fl)])}}
3na® 9 [ w Y
_ _ a g —0: a = 2.1
et oy [5 0u06E' + 0,(0u€ )] 0 (2.103)

onde V(4) é o médulo da velocidade de Alfvén:

Vi = \J —c? B(o)' B0y’ 9i; = JViiViayios; (2.104)
1(po) + Po)
V() expressa a razao entre a densidade de energia magnética e a densidade
de energia do fluido (mais a pressdao) em um elemento de volume do plasma.
A velocidade V&) tem a mesma direcao e sentido do campo magnético de
fundo By’
No caso de um fluido de radiacao, py + po) = (4/3)p(0) € a velocidade

de Alfvén Vi 4)" é conformalmente invariante. Sua expressao é:

- ¢ a® By’ .
Vig' = (Oi Viay = 6;;Viay’ (2.105)
(4/3)pap(o)
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A solucao da equacao (2.103) é do tipo onda plana, com uma expressao

da forma:
& = d(x)" exp (ikja’) (2.106)

A forma explicita do vetor ¥ ()" depende do angulo 6 entre os vetores k°
e B()' e o angulo entre os vetores £’ e k'.

O modo incompressivel de oscilacdes ocorre quando 9;¢' = 0 =
k) = 0. Isso corresponde a perturbacoes transversais & direcao de propa-
gagdo, denominadas ondas de Alfvén . A equagao (2.103) torna-se:

377&3 2 . V(A) . .
E2 (1Y 4+ (k—22)2 cos?(0))" = 0 de k= /kikid;; (2.107
(V") +( C)COS()@D onde \/ i ( )

4a'p()

Esta equacao representa um oscilador com um fator de amortecimento

()" +

dependente do tempo, D(x), onde

3
= 20 2 (2.108)
dap(o)
No caso de viscosidade nula, n = 0, a solugdo de (2.107) é a de um

oscilador simples de frequéncia v: ¢ = wéo)e“”d ‘,

As velocidades de fase e grupo das ondas de Alfvén sao v/k = Vi) cos(f)
e Ov/Ok; = Via)'. A velocidade de fase tem o mesmo sentido da propaga-
cao da onda, mas a velocidade de grupo segue o sentido do campo By’ e
independe do vetor k.

As ondas de Alfvén sao lentas se comparadas com a velocidade do som c¢;
no meio, sobretudo para campos magnéticos fracos (da ordem de grandeza

dos campos observados em galdxias), ¢, > V(4 cos(f), onde

= (2.109)

Outras solugoes de (2.103) sao obtidas definindo os vetores unitérios z;,
k; e as varidveis A(x) e ¥s(x):
6;; B ~ k7 i~ .
: ki =d— A =¢'k vi(x) =05 (2.110)

~
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E facil mostrar que a equacao (2.103) implica as duas equagoes a seguir:

A"+ (e + Viw?) Ly (k;@f cos?(0)s + BTy (2.111)
c? c a*po)
2 3 n al n a3
gy 2 (CS> cos(0)A + k2 + K cos()A' =0 (2.112
o 12 () o)A+ T+ ) =0 2112)

As equagoes (2.111) e (2.112) fornecem a dinamica dos modos compressiveis
de vibragcao.

Quando a viscosidade é nula, n = 0, as equagoes (2.111) e (2.112) tem
solucao do tipo 1: oc A o e®X/¢. Nesse caso a relacdo de dispercao indica
dois possiveis modos de vibracao: as ondas MHD rapidas com velocidade de
fase maior que ¢, e as ondas MHD lentas com velocidade de fase menor que
cs. No limite Vi4) < ¢s, aplicdvel ao caso de campos fracos, as relagoes de

dispersao dos modos rapido e lento tornam-se, respectivamente,

~ ¢y e ~ V(4 cos(6) (2.113)

ENEIAN
ENEIAN

Quando os termos de amortecimento sao considerados, nao ha uma solucao
geral para as equagdes (2.111) e (2.112); mas existem dois casos particula-
res que podem ser tratados analiticamente: um deles quando k' e B(g)" séo

paralelos, e o outro quando sao perpendiculares:

3 2 ()
A// + Z a kZA/ 4 kz (CS> A — 0 COS(Q) = k “i =1 (2114)
a*p(o) c k
; I &
A" + ﬂk%‘l/ + k2 (Cs2 + V(A)2> A=0 COS(@) — c =0 (2.115)

a'po) 2
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2.6.6 Frequéncia de Corte de um Plasma

Na secao 2.6.3, foi mostrado que um campo magnético que permeia um
plasma, nas condigoes de validade da MHD, encontra-se congelado. No en-
tanto, existe a possibilidade das oscilagoes hidromagnéticas. Portanto, se um
campo magnético imerso num plasma possui variagoes temporais, além das
variacoes devidas ao fator de escala, suas perturbacoes sao pertencentes ao
conjunto de oscilagoes hidromagnéticas. Se o plasma apresenta viscosidade,
as perturbagoes hidromagnéticas serao dissipadas pelo meio, conforme esta
ilustrado na se¢ao anterior. Dessa forma o campo B também serd atenuado.
Por esse processo, o espectro de frequéncias de um campo magnético sofre
um corte, em fungao das caracteristicas do meio: comprimentos de onda me-
nores que o de corte sao absorvidos e dissipados na forma de calor. Nesta
secao, o comprimento de onda de corte sera determinado.

Seja um campo magnético B* imerso num plasma:

—

7 v) ! o \iikE 7
B(7,x)" = cﬁ’(27r¥”/3<k’X) PR, 0< \k\ < o0 (2.116)

O espectro do campo acima pode ser dividido em duas partes. Uma parte
constituida de comprimentos de onda maiores que as dimensoes de interesse
(L) e outra de comprimentos de onda menores. O campo formado pelos com-
primentos de onda de larga escala, em intervalos de tempo suficientemente
curtos, pode ser considerado aproximadamente uniforme e constante (a me-
nos das variagoes do fator de escala). Com isso a expressao (2.116) pode ser

escrita como:
B(#,x)" = Boyt' + 1/3(12 ) e BE 1. k| <00 (2.117)
’ OL T 43273 ’ L ‘

O 1° fator da ultima expressao, B %, representa a componente de ordem

zero do campo B' e o 2° fator representa uma perturbacao de 1¢ ordem.

62



Desta forma, o calculo do comprimento de onda de corte de um campo
magnético num plasma ¢é determinado a partir das eq.(2.107), (2.114) e
(2.115) da dltima secao.

A amplitude das oscilagdes hidromagnéticas obedece a equacao de um
oscilador harménico amortecido, com um coeficiente de amortecimento D(x)
e frequéncia v:

v

X"+ D)X+ (C)QX =0 (2.118)

No caso da eq.(2.107), X (x) = ¥(x)", v = kV{a) cos(6) e D(x) é dado pela
eq.(2.108). No caso das eq.(2.114) e (2.115), X (x) = A(x), D = (k*n)/(ap())
e a frequéncia sdo, respectivamente, v = k¢, e v = k*(¢,® + Vig)?). A
solugao exata de X(x) depende da forma explicita do termo de amorteci-
mento. No entanto, existem solugoes analiticas aproximadas de (2.118), nos
regimes v/c >> D e v/c << D , que permitem uma melhor analise do
numero de onda de corte, das perturbacoes.

No primeiro caso, o termo de amortecimento pode ser considerado “quase”
constante, com isso a solu¢ao aproximada da eq.(2.118) apresenta uma forma

simples:
x D(r) : k2 ‘
X = Xpex _/ — dr ei“’X/C = X, ex v eﬂ:zux/c
(x) 0 P[ W 2 ] 0 p[ k’D(X)J
(2.119)
Por outro lado, quando v/c << D , a dinamica das perturbagoes segue a

mesma de um oscilador super-amortecido. Nesse caso existem duas solugoes

aproximadas, nas quais se considera D' << D? [29]:

X(x) = XOA[;/Q exp [— /X D(T)dT:| (2.120)
X(x) = XOBD; exp [— /X 621’;(T) dT] (2.121)

Na solugao (2.120) a amplitude cai bruscamente com o tempo, em (2.121) a

amplitude varia pouco, é quase constante. A validade de uma ou de outra
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depende das condigdes iniciais, sobretudo da derivada primeira de X(x).
Se X’ possui inicialmente um valor baixo, (2.121) descreve bem a evolucao
temporal de X (). Por outro lado, se X’ ¢é inicialmente elevado, a solugao
é do tipo (2.120) e o amortecimento é forte. Neste dltimo caso, X’ também
decresce e a partir de um dado tempo a solugao torna-se igual a (2.121).

E preciso agora verificar se as equagoes (2.107), (2.114) e (2.115) se en-
quadram no regime v/c>> D ou v/c << D.

Quanto as equagoes (2.114) e (2.115), basta estudar uma delas, pois no
caso de interesse, quando o campo magnético € fraco, ¢, > V(1) e a dinamica
do modo perpendicular dada pela eq.(2.115) pode ser também representada,
com boa aproximagao, por (2.114). Para esta iltima equacao, tem-se:

2 2
% - \;/% D(x) = a’;(:)’) =  D(y) = 145’“&[‘1 (2.122)
Calculando (Dc)/v, obtém-se: (Dc)/v = (4v/3kl;)/(15a). Mas a quantidade

kly/a << 1 pois o comprimento de onda precisa ser maior que o livre caminho

médio l; da particula que mais contribui para a viscosidade do meio. Logo,

para (2.114) e (2.115),

D) _ 4V3kla _

= <1 2.123
v/c 15 a ( )

Com isso, em todo o dominio de k a solugao da eq.(2.118) é a expressao

(2.119), onde
2 _ [ gld(T)
~J 15a(7)

Durante a era da radiagao, o espalhamento dos fétons pelos elétrons con-

kp(x)

dr (2.124)

tribuiu para a viscosidade até o periodo do desacoplamento. A atenuacao
provocada nas perturbagoes MHD apresenta um nimero de onda de corte,
kp~, calculado a partir do livre caminho médio dos fétons, lg,:

1 Nph  MphTe

onde n,= 33 (2.125)
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or ¢ a secao de choque de Thomson, n,, e n. sao a densidade numérica de
prétons hoje e a densidade de elétrons num tempo qualquer, ngy, € a densidade
numérica de béarions no tempo presente, e x. = (n,)/(n, +n,) é a fragdo do
numero de elétrons livres em relagao ao nimero de barions, onde n,, e n, sao

as densidades de néutrons e prétons. Mas [22],
op =6,652459 - 107 %em? ,  ny, ~ 0,256 m? (2.126)

Apés a formacao do *He a fracio de elétrons livres, fica congelada em
z. ~ 0,877 [20], logo,

1
ne =2,25-107"———

= lay = 6,69-10%a’ m (2.127)
a= cm

Substituindo (2.127) em (2.124), obtém-se o nimero de onda de corte:
X
kp, 2~ 8,93-10°m / a2(r)dr (2.128)
0

No caso do tempo correspondente ao desacoplamento, X ge ~ 6, 18-10%*m,
o nimero de onda de corte é calculado usando o fator de escala da eq.(1.88).

O resultado é dado a seguir:
kp, ? ~1,12-10%%m? (2.129)

No universo primordial, em temperaturas maiores que 1MeV, a visco-
sidade do meio é devida ao espalhamento dos neutrinos e ao espalhamento
Thomson. O coeficiente de viscosidade 1 dado pela eq.(2.102) é proporcio-
nal ao livre caminho médio [;. Para temperaturas de interesse, superiores

a 1MeV1, a secio de choque de Thomson ¢ muito maior que a secao de

Em temperaturas extremamente elevadas, maiores que 100GeV, se as teorias fisicas
conhecidas continuam vélidas, o livre caminho médio dos fétons é maior que o dos neu-
trinos. Neste caso, a viscosidade seria dominada pela interacao féton - elétron. Mas o

trabalho aqui desenvolvido nao atinge tal escala de energia.
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choque das interagoes fracas, e isso implica um livre caminho médio dos neu-
trinos muito maior do que o livre caminho médio dos fétons. Logo a maior
contribuicao para a viscosidade, nesse periodo, é devida ao espalhamento
dos neutrinos. Apés kgT ~ 1MeV, a taxa de interacao dos neutrinos se
torna menor que a taxa de expansao do universo. Com isso, os neutrinos
se desacoplam das outras componentes da radiacao, e a viscosidade passa a
ser determinada pelos fétons. Apds o desacoplamento dos fétons, nao ocorre
mais atenuacao das oscilagoes hidromagnéticas devido a viscosidade do meio
[24].

O ndmero de onda conforme de corte kp(y), referente a atenuagao das
perturbagoes hidromagnéticas em temperaturas superiores a 1MeV | é calcu-

lado a partir de lg,:

1 Gr
lgw = p— onde Ow = [(hcﬁT] e (2.130)
R ¢B3) (ksT)’
=g [0 -1 G = memetn (7))

lgw €é o livre caminho médio dos neutrinos, o, é a secao de choque das in-

teragoes fracas, Gr = (hc)?(293GeV)™2 é a constante de Fermi, T’ a tempe-

— —,

ratura do meio, E(k) é a energia do neutrino, onde F(k) = hc

—

k

y Gw € Ny

sao, respectivamente, o numero de graus de liberdade internos e a densidade

numérica de neutrinos. No modelo padrao da fisica de particulas, g, = 6.

Logo,
72 (hc)’ MeV\?
L = ~ 1,9848 - 10° ( ) m 2.132
" = CB)guCr kT ksl .
Considerando (1.84), obtém-se:
LX) ¢ (gep) X7 (2.133)
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Substituindo (2.133) em (2.124) e considerando a aproximacao na qual g.r

varia lentamente com a temperatura, o resultado é:

. 2x0 (X law(2) 2 lgw(X) Xo XD °
kpw 2 = dy ~ 222 A0 ] [ A2 2.134
pw(X) 15 S agz ' 5-15ag X (2.134)

No modelo nao singular dado pelo fator de escala (1.96), durante o rico-
chete, a geracao de campo magnético devido a interacao com o campo escalar
esta se processando, e a dinamica das ondas hidromagnéticas nao é conhe-
cida. A partir do tempo Y,, 0 campo magnético gerado apresenta um dado
espectro e comegam a valer os cédlculos da se¢ao 2.6.5, o que nao significa que
antes nao ocorra atenuacao do campo de forma concomitante a sua producao.
Em termos efetivos, o tempo xp de inicio do processo de atenuacao deve ser
portanto xp < Y. Para efeito de calculo serd adotado yp = 0. Da expressao
(2.134) nota-se que essa aproximagao torna-se cada vez melhor conforme o

tempo evolui, logo,

~ 2x0 (X law(z) de ~ 2 law(X) X0

kpw(v) 2 = ~ 2.135
puw(X) 15 Jo agx 75 ag ( )
Na temperatura de kgT = 1MeV, o valor de (kp,) 2 é:
— -2 9,9-10%m?
kpo 2 9,9-10%m? = (kpy) = (2.136)

X0

Os modos de perturbacao MHD rapidos sempre se encontram no regime
oscilatério subamortecido, pois a desigualdade (2.123) é sempre satisfeita.
Para esses modos, a expressao (2.124) fornece o nimero de onda de corte.
Quanto aos modos de perturbagao lentos, é preciso verificar a relagao (Dc) /v,
na equagao dinamica (2.118). Caso as perturbagdes MHD lentas estejam no
estado subamortecido ((Dc)/v << 1), a determinagao do nimero de onda
de corte segue o mesmo procedimento de calculo dos modos rapidos, e o re-

sultado ¢ igual ao calculado a partir da expressao (2.124). No entanto, uma
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parcela do espectro de perturbagoes lentas pode estar no regime superamor-
tecido ((Dc)/v >> 1), cujas solugoes sao do tipo (2.120) e (2.121).

A relacgao (Dc)/v para as perturbacoes lentas é dada a seguir:

D(X) . ld k C
vic  5aVia|cos(d)|

(2.137)

Esta relacao depende do angulo 6 e do campo magnético de fundo, que de-
termina a velocidade de Alfvén V{ 4y, bem como do livre caminho médio [g.

E importante destacar que uma parcela menor de energia contida nas
perturbacoes lentas é dissipada pela viscosidade do meio, devido ao fato de
um intervalo do espectro se encontrar no regime superamortecido, o que nao
ocorre nos modos rapidos de perturbagao. No entanto, as perturbagoes lentas
compreendem uma parcela da totalidade de perturagoes MHD, o que significa
que o erro cometido nao deve ultrapassar uma ordem de grandeza.

O conhecimento do percentual exato de dissipagao de energia do campo
magnético através da viscosidade depende da solucao analitica das equagoes
MHD. No entanto, nao existe tal solucao analitica que envolva todos os modos
de vibragcao, nem mesmo para as equacoes linearizadas. Portanto a ampli-
tude dos modos lentos superamortecidos serao ignorados. Essa aproximacao
resulta na validade da expressao (2.124) para todos os modos de perturbagao,
sejam eles lentos ou rapidos. O erro cometido ao assumir essa posicao leva a
resultados com uma maior dissipacao de energia em relacao ao que realmente

ocorre.
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Capitulo 3

Campos magnéticos de larga

escala

Um dos problemas na astrofisica e cosmologia que tem recebido crescente
atencao da comunidade cientifica é a origem, evolucao e estrutura dos cam-
pos campos magnéticos observados em larga escala no universo (galdxias e
aglomerados).

Nas galaxias, o campo magnético observado esta em torno de alguns puG
e apresenta coeréncia na escala galactica. Na Via Lactea, por exemplo, a
intensidade do campo estd em torno de 3uG a 4uG [20]. Em alguns casos,
as observagoes indicam campos que alcancam dezenas de uG [31], [32]. Nos
aglomerados de galaxias, os campos sao da ordem de puG com um compri-

mento de coeréncia que atinge 100kpc [24].

69



3.1 Técnicas Observacionais

Existem trés principais métodos usados para observar campos magnéticos
em ambientes astrofisicos: Efeito Zeeman, Radiacao Sincroton e Rotacao de
Faraday. Elas possuem sensibilidade diferente e podem informar sobre a
componente paralela ou perpendicular a linha de visada. Os dois ultimos
dependem da medida adicional da distribuicao de energia dos elétrons do
meio, a qual nem sempre é facil determinar.

Os campos magnéticos, em ambientes astrofisicos, possuem uma compo-

nente homogénea e uma componente estocastica.

3.1.1 Efeito Zeeman

A presenca de um campo magnético quebra a degenerescéncia dos niveis
de energia de um atomo. Isto causa uma separagao das linhas espectrais
de emissao (ou absorcao), gerando 25 + 1 niveis de energia, onde j indica o
nimero quantico associado ao momento angular total do dtomo (momento
angular orbital mais o spin eletronico). A separagao energética Ae entre dois

niveis vizinhos depende diretamente do campo magnético B:
Ae = gy, B (3.1)

onde g; é o fator de Landé, u;, o magneton de Bohr e B o campo magnético.
Através da medida de Ae no espectro de emissao, é possivel determinar
o campo magnético do meio sem hipé6teses adicionais [33]. Uma das linhas
espectrais mais usadas nesse método ¢ a linha de 21 ¢m do hidrogénio.
Esta técnica é sensivel a componente uniforme do campo magnético, mas

infelizmente o efeito Zeeman é pequeno se comparado com o deslocamento
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Doppler, devido ao movimento térmico dos atomos e moléculas no ambiente
astrofisico. Ela é melhor empregada para medir campos mais intensos em

regides de baixa temperatura [34], [35].

3.1.2 Radiagao Sincroton

Particulas carregadas em movimento relativistico circular ou numa orbita
espiralada em torno das linhas de campo magnético emitem uma radiacao
eletromagnética conhecida como emissao sincroton. Se a densidade numérica
das particulas em funcao de suas energias for conhecida através de outras
técnicas, ¢ possivel, medindo a radiacao sincroton, inferir o campo magnético
de uma dada regiao do espago.

O raio da trajetéria depende da massa, e a intensidade da emissao de-
pende da aceleragao centripeta; portanto, os elétrons sao responsaveis pela
maior contribuicao a radiacao sincroton. A densidade numérica de elétrons
relativisticos n.(g)de no intervalo de energia [, e + de] é dada pela expressao:

e\ 7P
ne(€)de = neo <> de (3.2)
€0
onde € ¢é a energia dos elétrons, n.y e €9 sao constantes, o indice 0 indica
um valor de referéncia. O expoente p é denominado indice espectral da
distribuicao.
A emissividade sincroton j, em funcao da freqiiéncia v de uma distri-

buicao de elétrons é dada pela expressao a seguir [34], [35]:
Jnll OC neoy(l_Q)/QB(jer)/2 (3.3)

onde B, é o campo magnético perpendicular a linha de visada.
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A direcao de emissao maxima é normal as linhas de campo magnético,
portanto essa técnica é sensivel a componente perpendicular a linha de visada.
O plano de polarizacao da radiacao é normal as linhas do campo magnético,
e o grau de polarizacao depende da intensidade da componente estocastica

em relacdo a componente homogénea do campo [32], [36].

3.1.3 Rotacao de Faraday

A presenga de um campo magnético num meio ionizado provoca rotagao
no plano de polarizacao de uma onda eletromagnética, desde que o campo
possua uma componente paralela a direcao de propagacao da onda. O efeito
ocorre porque os estados de polarizagao circular esquerdo e direito viajam,
nesse meio, com velocidades de fase diferentes. Como uma polarizacao linear
pode ser decomposta em duas polarizagoes circulares de mesma intensidade,
mas de sentidos opostos, o resultado ¢é a rotacao do plano de polarizagao por

um angulo A dado pela expressao a seguir [37]:

i () )7 () () G) o

onde L ¢é a distancia percorrida pela onda até o observador, A o comprimento

de onda, Bj(l) e n.(l) sdo a componente do campo magnético paralela a linha
de visada e a densidade numérica de elétrons ao longo do trajeto.

Como o angulo de polarizagao intinseco da fonte nao é conhecido, calcula-
se a quantidade abaixo, a partir de medidas em dois comprimentos de onda

distintos, A1 e Ag:
_ L/pc ( By(l
S [ () (5)s (1)
AT (A2 0

O valor obtido depende de B mas nao depende da polarizacao inicial.
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3.2 Possiveis origens dos campos magnéticos

de larga escala

Quanto a origem, em geral, grande parte dos modelos considera que
os campos magnéticos observados sao o resultado de um processo de am-
plificacao de um campo, bem menos intenso, pré-existente a formagao das
galaxias, comumente denominado campo semente. Ha uma intensa discussao
se 0s campos semente sao gerados por algum processo que atuou no universo
primordial ou se esses campos foram gerados em épocas mais recentes, através
de algum mecanismo de separacao de cargas.

Na literatura, encontram-se trés tipos de origem para esses campos se-
mente: astrofisica, cosmolédgica e primordial.

O mecanismo astrofisico mais difundido é conhecido como Bateria Bier-
mann. Nele ha um termo proporcional ao produto vetorial entre os gradientes
de pressao e densidade do fluido que compéem o plasma. Esse termo serve
como fonte na equacgao de indugao magnética e permite o surgimento de um
campo magnético sempre que os gradientes de pressao e densidade nao forem
paralelos [38] e [39)].

Existem ainda outros processos astrofisicos capazes de gerar campos se-
mente envolvendo, por exemplo, starbursts, discos de acrescao de buracos
negros, explosoes de supernova e jatos extragaldticos [40], [41].

O mecanismo cosmolégico é baseado na geragao de campos semente a
partir de perturbagoes cosmolégicas [42] e [43]. Devido aos efeitos de colisao,
existe uma diferenca entre a velocidade de protons e elétrons em torno e
depois do tempo do desacoplamento. Essa diferenca resulta numa corrente

elétrica que gera um campo magnético. Com esse processo, obtém-se um
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campo da ordem de 1078 coerente em 1Mpc e 107G em escalas de 10kpc
[44].

Em qualquer um desses processos, para que o campo semente gerado
seja adequado, ele precisa apresentar um comprimento de coeréncia e uma
intensidade compativel com o modelo de amplificacao.

A visao mais aceita é que os campos magnéticos semente tém origem
primordial (uma boa revisao é dada em [28]). O que caracteriza essa classe
é que os modelos teriam atuado em periodos anteriores a nucleossintese, nos
quais o universo apresentava temperaturas bastante elevadas.

A diversidade de modelos primordiais nao é pequena. Alguns sugerem
que os campos semente surgiram na transi¢ao de fase quark hadron a partir
das flutuagoes eletromagnéticas que ocorreram no plasma [33], [45] . Outros
modelos recorrem a transigao eletrofraca [28], [46]. H& também os modelos
onde o campo semente é gerado no periodo inflacionario. Alguns exemplos
sao dados em [47], [48] e [49].

A dificuldade existente em boa parte dos modelos primordiais é que o uni-
verso apresenta, nessa fase, um alto grau de homogeneidade e isotropia, e as
equagoes do campo eletromagnético sao invariantes mediante transformacgao
conforme da métrica de fundo. Nesses casos, para que haja a geracao de
campo EM, é necessaria a quebra da invariancia conforme do eletromagne-
tismo.

Existem vérios caminhos nos quais esta invariancia conforme é quebrada:
acoplamentos nao minimos entre o campo gravitacional e o eletromagnético
[11], [47] e [50]; anomalias quanticas do traco do tensor momento-energia
durante a inflagdo [51]; massa nao nula para o féton [52]; perturbagoes es-
calares da métrica no fim da inflagdo [53]; acoplamento do campo EM com

um campo escalar carregado [54]; acoplamento exponencial entre um campo
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escalar sem carga e o campo EM em modelos inflaciondrios [48], [55], [56] e
através da teoria de cordas no inicio do universo [57]. O mesmo tipo de aco-
plamento exponencial é naturalmente implementado na geometria de Weyl

integrével (Wist) [58].

3.3 Geracao de Campo Magnético num uni-

verso com ricochete

O modelo adotado no presente trabalho propoe a geracao primordial de
campo semente no universo nao singular, com radiacao e campo escalar,
desenvolvido no primeiro capitulo. O eletromagnetismo segue a dinamica das
equagoes de Maxwell acopladas a geometria de WIST, conforme discutido no
segundo capitulo. O campo escalar da geometria é responsavel pela quebra
da invariancia conforme [11], [15], [16], mas, no caso proposto, isso pode
ocorrer sem que o sistema esteja em um regime de energias extremamente
altas, onde as teorias fisicas nao estao ainda bem estabelecidas.

Em todos os casos citados de acoplamento exponencial de um escalar com

o campo EM, a agao tem a seguinte forma:

5 = / F(0)FP Fyg/—gd'z (3.5)

onde w ¢é o dilaton (na teoria de cordas [55], [59]) ou o campo escalar da
geometria de Weyl integravel e F,3 o campo eletromagnético. Em Wist ou

2w

na teoria de cordas, f(w) assume a forma e **. A equagdo de movimento

que segue dessa agao foi obtida no segundo capitulo 2, (eq.2.56):
Al =20 A — B G2 A =0
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O trabalho proposto discute a producao de fétons no modelo de uni-
verso sem singularidade e com radiagao apresentado no primeiro capitulo.
A produgao de fétons ocorre nesse cenario pela transferéncia de energia do
campo escalar para o campo EM. O estado de vacuo eletromagnético definido
antes do ricochete é alterado devido a interagao, quando w nao é constante,
e passa a apresentar um numero expressivo de fétons apds o ricochete. Na
subsecao 3.3.1, o potencial vetor A, acoplado ao campo w vai sofrer o pro-
cesso de quantizacao canonica, e serao discutidas as caracteristicas do campo
resultante.

O campo A, precisa ser normalizado para servir como varidvel canonica.

Define-se entao a varidvel A,,:
A, =evA, (3.6)

escolhendo o calibre de radiacdo, Ay = 0e ©®) ' A; = 0, a equacio dinamica

(2.56) assume a forma:
Al 4 (W? = — OgHA4 =0 (3.7)

A equagao (3.7) pode ser resolvida implementando a transformada de

Fourier da variavel A;:

A 2): = (;;)ZC Z_:/ AL () Po(@)i + ap, A () PE(@)] &k
- (3.8)

onde az, e ar, sao constantes, k é o moédulo do vetor de onda conforme k, A

denota as duas polarizacoes do campo EM e Py, (7); ¢ a base espacial definida

na hiper-superficie y = constante, pelas seguintes relacoes:
VP (@)alp =0 DoPpy ()i =0 APy (Difalip = —7 "k Py (7)i

[ 7P (@): P (2,87 = bk = )(27)" Py (@) = (— ) P, ()
(3.9)
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As constantes, ag, e ar, atendem as igualdades abaixo:

ap, = (—1))‘+1a_,—€')\ e ap = (—1)’\+1a* N

=N (3.10)

Usando as expressoes (3.8) a (3.9) obtém-se a transformada inversa:
A A 00 = [1IACCD) P (@) dF (3.11)

O modelo cosmolégico com ricochete e radiacao possui curvatura espacial
nula (e, = 0), a métrica adotada é dada pela expressao (1.57). Nesse caso,

YW =89, 7 = dij e as bases Py, (¥); e PZ, (Z); apresentam a forma:
P (8); = (B, A)s €57 e P2 () = e(k, A); e 7 (3.12)

O vetor polarizagao (k, \); satisfaz as relagoes a seguir:

—

ek, N)ie(k, N); 67 =6 ek, )i = (=) e(=k,A)i - e(k,\)i &y 69 =0

2 .
Z 8(]{7, )\)Z 8(]{?, /\)] = 6@']' — kzl{?] onde k‘z = kl

—_— 3.13
A=1 V kakbéab ( )

A substituigao de (3.8), (3.9) e (3.12) em (3.7) resulta em:
Al(x) + [W" — (W) + K Ak(x) =0 onde k* = 67kk; (3.14)

Da mesma forma, é possivel calcular a transformada de Fourrier do campo
A(x,¥); e obter suas componentes Ai(x), onde Ax(x) = e “Ar(x). A

equagao resultante equivalente a (3.14), em funcao da varidvel Ay, é:
AL () — 2w A5 (x) + F2 AR (x) = 0 (3.15)

O campo escalar é dado pelo modelo cosmoldgico discutido no primeiro
capitulo. A integral de w(x)’, expressao (1.63), fornece w(x):

Wo

—= — (316)
() +1

w(x) = woXo [arctan <X> + W} onde w(y) =
Xo 2
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Substituindo (3.16) em (3.14) e (3.15), obtém-se:

2woX + (Xowo)?

Al(x) + K — 5 (A(x) =0 (3.17)
Xo? {(;ﬁ)) + 1}
2w
AL = A + R AR = 0 (3.18)
(X) +1
X0
As duas solugoes linearmente independents de (3.18) envolvem fungdes de
Heun *:
, 1 21
A;l)(x) = e "™ HeunC(4k, —1 — iwgy, —1 + iwp, 0, = — ﬂ, — - ix)
2 2°2 2
@)\ ik . , 1 21 x
A7 (x) = e HeunC(4k, —1 + iwgy, —1 — iwy, 0, 3733 + 25) (3.19)

As solugbes assintéticas de (3.17) e (3.18) sado combinagoes lineares de
funcdes harmonicas do tipo e?*X e e~*X uma vez que, em periodos afastados
do bouncing, w’ e w” tendem a zero.

Para determinar a energia produzida na interacao do vacuo quantico com
o campo escalar, é preciso relacionar as solucoes assintoticas em y — —oo
com as solugoes em y — +oo . O problema é que as expressoes assintéticas
das fungoes de Heun nao foram encontradas na literatura especializada ([60],
[61] e [62] sdo algumas das referéncias consultadas). A saida escolhida foi
buscar uma outra funcao w(x)" aproximada, que, ao ser inserida na equagao
diferencial (3.15), resulte em solugdes com limites assintéticos conhecidos.

Adotou-se, apenas na equagao (3.15), a fungao aproximada w, (). Essa
funcao coincide com a derivada do campo escalar do modelo de universo
vazio, sem singularidade, eq.(1.54):

Wl = COS;:EX) (3.20)

X0v

*A notagao usada para designar as fungoes de Heun é a mesma empregada no programa

de céalculo Maplel2.
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Os critérios adotados para a determinagao das constantes wp, € Xo, em

funcao de wy e xo sao:
wo(X)" [x=0=w(x)" [x=0 (3.21)

[ O:o wy(X)'dx = [ o:o w(x)'dx (3.22)

as igualdades (3.21) e (3.22) levam as relagoes a seguir:
Xov = X0 e Wow = Wo (3.23)

Usando a expressao (3.20) e (3.23), a equagao diferencial (3.15) é dada a

seguir:
2 Wo

AZ(X) - cosh (%)

AL () + B2 A (x) = 0 (3.24)

Calculadas as componentes A (x) através de (3.24), utiliza-se a expressao

(3.16) na igualdade (3.6) para encontrar A (). O resultado é:

AP () = e “F(a, —asbiy) o AP () = ey P F(L-bta, 1-b—a;:2-b;y)
(3.25)
onde F(a, B;7;y) sdo fungoes hipergeométricas e w é dada por (3.16). A

funcao y e as constantes a, b estao especificadas a seguir:

1 1 '

Os limites assintéticos y — 400 T de A,(fl)(x) e A,(f)(x) sao:

(1) _—w I'(b) F(§ —a) _ kxo 31 +ik|x M kxo 22 +iklx
A (x) =e NG F(b—a)€< Il |)+F(b+a) o (kX030 II)]
(3.27)

fComo w’ tende rapidamente a zero em tempos afastados da origem, nio é necessirio

tomar exatamente os limites x — £oo, basta considerar y < 0 ou x > 0.
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2y/mkxo |T(1—0—a)

JLe=b [ T +a)
2v/TkXxo [F(l —b+a)

A](f) (X) _ Z,e_wl—‘<2 — b) [ F(% - a) eiw(l—b+;a)))§|—ikx|‘|

— e

eiﬂ(l—b—éa)xl+zk|x|] (328)

. 1 2) ~ . :
As componentes harmonicas A,i) e A,(c) sao combinadas linearmente de

tal forma que antes do ricochete ( x < 0 ), A,(;r) ox e™x e A,(c_) o et

1 .
AP () = df AV +af A = A,?)(X):—_%elkx em x <0 (3.29)

— _ 1 .
A7) = di A +dy AD = Af )(X):—me_lkx em x <0 (3.30)

. [2rD(b—a)l'(b+ )F(l—b—a
onde dy = \/Z I‘(b)F(% o) T(a, ( kX())
_ [arrb—a)(b+ )F(l—b+a 1
b= \/; T+ a) T(a, P (2 k’“’)
+ F(b )F(l —b+ a)F(l —b— a +2w0—k
dy = —ixoV2rk T2 =0T ( — o) T(a D) [ ( )}

- Fb+a)l(1—=b+a)l'(1—b—a) e[% <%+2wo+k>}
vk L2 =b)I(;+a) T(a,b)

T(a,b) =T(b+a)l'(1—=b—a)+T(b—a)l'(1—-b0+a) (3.31)

[\D\)—l

dy =iXo

3.3.1 Geracao quantica de campo magnético primordial

A quantizacao canonica do eletromagnetismo consiste na transformagao
do campo classico A(x,Z); em um operador quantico A(y,Z); [63]. Isto

¢ matematicamente equivalente a quantizar suas componentes harmonicas.
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Como o EM é conformalmente plano e a métrica de fundo é a de FRW,
a quantizacao canonica segue o mesmo procedimento que é implementado
no espaco-tempo de Minkowski. As constantes ag, e ar, da expressao (3.8)
sao transformadas nos operadores de criagao e amqulla(;ao ag, e a . Esses

operadores satisfazem a relacao de comutacao de um campo bosonlco:

—

[ak)\, k’)\’} (5>\)\/(5(lg - ]{Z,) (332)
O operador resultante do campo EM é expresso como:

At = G055 [ AL 00 Pol@s + 3l 4700 P @] F
- (3.33)

Na regiao assintotica y — —oo, ~»ZT(X, 7); torna-se:

A(x, ©); = ﬂZ/[aM\/i( Py (7); + M\/_ (f)] Pk (3.34)

Apbs o ricochete, em xy — 0o, 0 operador A(y, 7); assume a forma:

77,](2)( ikx

A = SB8E S [ o o P+ o P (@] P 33)

’\_‘ ’\T ~ . ~
bi, © bEA estao relacionados pela transformagao

o gt
Os operadores dy,, ar,,

de Bogoliubov [63] :

~ 1 -
i = (2m)3 / (akk’ak’A + Bkk’ak/,\) &K (3.36)

No modelo proposto, agp e Bpp sao:
o= 2n20(k— Kt e Ba= 2026k + ) (—1) e (3.37)
Substituindo (3.37) em (3.36), obtém-se:

BE)\ =cy agk—i-(—l))‘ﬂc,;* &Lz)\ e bl = o atﬁ( DMer a i (3.38)



O célculo de A,(j) (x) e A,g_)(x) no limite x — oo permite identificar as

constantes ¢; e ¢ :
1 2
_ sinh(7woxo) n {F(i - zkx())}
C, = —————— € = . . . .
K cosh(mkxo) K F(% —tkxo — zonO)F(% —ikxo + woXo)
(3.39)
Essas constantes obedecem a relagao
2 2
et = || =1 (3.40)

Um caminho mais formal para a determinagao de ¢ e ¢, é através do

produto escalar entre fungoes, definido abaixo [63]:

(61(2).62(0)) = =553 [, 61(2) B a()ds (3.41)

onde d¥* = UHdY , U* é um vetor unitario normal a hiper-superficie tipo
espaco X e dX = %nkaﬁwU Az AdxP AdzV. No caso que esté sendo abordado
¢(x) sao as bases vetoriais ug, (r); :

1 B
upy(2); = ﬁe kXP,;;A(w)i (3.42)

Logo,

N . ; 0 Jd . )| &7
(“EA(QC%“EW@)Z) - Z/ [UE’N(@ KX“EA(‘”)Z' - “EA("E)Z'@“EW@) (2m)3

= (ugs ()i, gy (@)7) = Srnd(E — K) (3.43)

Considerando o produto escalar (3.43), as expressoes dos coeficientes ¢

e ¢, sao determinadas através dos seguintes limites:

2
i S [ (A7 0Py Miupy @) 8 =i (344)
N=1
2
S S (12 [ (A 00 Pa (5, (0)) R = (3.45)
N=1
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No problema que esta sendo estudado, nao é necessario o uso de uma base
complexa, assim, 5(13, A)i = 5*(12, A)i. Sem perda de generalidade, o potencial

vetor pode ser expresso como:

~ \/ h k A)i Pz (BE >
A(f, Y); = /’LO Cz/ k}\g (k.a:—kx)_‘_c/l\'lf;Ae—z(k-x—kx)] Bk (346)

~

onde, dp, =ag, em x — +oo e di, =bz, em x — —oo.

O campo magnético em Weyl BY (&, x); * é definido a partir de A(Z, x);:
B(Z, x)i = gi""" Ve A(Z, Xt = i Vi AZ, X)mii (3.47)

Cabe lembrar que o potencial vetor f((ﬁ X) com indice covariante nao de-
pende do fator de escala, embora esteja definido no espago-tempo de métrica
guv- Nos calculos que se seguirao, o fator de escala sempre serd colocado em
evidéncia, mas o campo magnético B(T, x); ainda estard definido no espago-

tempo cuja métrica é a de FRW. Logo, com ¢ = 0, obtém-se:
n“jlm = —q tgrtm Gij = —azéij V,= 52 =

. ! A=
B(»”U;X)i = *@‘jgoﬂ A(%X)mu =

2

k’ )\) {dlg/\ei(k.f_kX)*|>C/l7—€‘)\6_i(k'f_k><)} Pk

(3.48)
onde BO(/Z , A); é um novo vetor polarizacao para o campo magnético, definido

a partir de 6(]2, A); mno espago euclideano:
Bk, X\); = 65 €% &y e (K, A (3.49)
A base B(k, \); obedece as seguintes relaces:

BY(E,\); kj 69 =0 Bk, \); = (—1)*B°(—Fk, \);

tO fndice W, que indica uma grandeza definida na geometria de Weyl, serd omitido

nos préximos calculos visando maior simplicidade na notagao.
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2
> Bk, \):B°(k,\); = 0;j — kik; (3.50)
A=1

Usando as propriedades da base, a expressao (3.48) é escrita como:

~ 1 2. - o
B(Z, x) = W > /Bx(kz,x)i em T Pl onde (3.51)
=1
By(k,x); = Bi(k, x)B°(k, \); e (3.52)
S tkv/pohe 1~ _; ;
By(k,x) = —=— ,ﬁ[ e Fx (_1))\@/@)\6 kx] (3.53)

B(Z,X); é um operador hermitiano, uma vez que By (k, x); = Bl (—k, x)i -

Define-se o estado de vacuo do campo EM em y — —oc:

(0

A densidade de energia do campo magnético é dada por:

it g, [0) =0 (3.54)

1 ¥ D/ = D/ =
pp = —2709” (0| B@ x)i Bz, x);:[0) = (3.55)
51] . . d3]7 dgcf
. B, 0) ' P=D-e 3.56
PB = 2/}@@4 %:/// A (q X) ’ >€ (277')6 ( )

Antes do ricochete, em Yy — —o00, o valor esperado da densidade de
energia do campo magnético é nulo, pgp = 0. Apds o processo de interagao
com a geometria, em y — 400, o valor de pp é obtido com facilidade, a
partir das expressoes a seguir:

1

(0] B0 Bl (a0, 10) =

(2m)*

07— ) [S(p) + R(p, x)] P(P)i;
(
(

nde _ 2hc 2 2hic  p [sinh(rwoxo)]?
e S0 = (o) = G feonh(mpro) i
e R(p, x) = <2hc)3p (c c e 2PX 4 o C+*62””X) (3.59)

O objeto matemético P(p);; é um projetor euclidiano no plano normal ao
vetor p:
P(D)ij = 0ij — DiDj (3.60)
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Quando ocorre a quantizagao no vacuo, o termo oscilante R(p, x), que tem
origem na componente magnética do campo, é cancelado por outro termo de
mesmo modulo mas de sinal oposto, oriundo da parte elétrica do campo EM
[64]. Foi mostrado, no capitulo 2, que um meio formado por um plasma
na aproximagao MHD anula o campo elétrico e congela o campo magnético,
inibindo oscilagoes temporais. Como o universo primordial tinha as carac-
teristicas de um plasma, o termo oscilante nao existia e deve ser desprezado

nos calculos. Logo,

Cn) sndm - DSW)PE)s (361

1 5 (o St

- <O ’: B)\(pa X)Z Bi’(QaX)J :‘ O> =
Ho

Substituindo (3.61) em (3.56), eis o resultado:

1 dk 1o dk
- k) - / A 62
=y SR e =g o SN oy (362)

Mas o campo magnético, conforme visto no capitulo 2, sofre um corte no
seu espectro devido a viscosidade do meio. Assim os limites de integracao da
ultima expressao sao de k = 0 até k = kp. Outra forma de introduzir o corte
no espectro é acrescentar diretamente a funcao de corte exp[—2(k/kp)?] na

expressao (3.62), onde k =xo k e kp = xo kp.

1 o —2(2)272 dk 2he [, N2 —2(2)2 B

— L Tsme %) 7 -5 ) dk
PB a4X03/0 S(k)e \ro 2m)2  atyot Jo (Ck:> e P (27)

(3.63)

Logo apds o ricochete, o valor de kp ainda é maior que a largura do espec-
tro gerado e por isso a atenuacgao devido a viscosidade ainda nao comecara

a atuar. O valor de pg em Y, resulta em:

() = 2 h ¢ sinh® (Txowo)
PEVX) = 79 03(21)5 [ xoa(xs)]*

(3.64)

No tempo da nucleossintese (denotado pelo indice “ns”) correspondente a

temperatura kg7, = 1MeV, a desigualdade 0 < k < kp < 0,1 é satisfeita;
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com isso a aproximacao cosh(mk) ~ 1 torna-se vdlida e ¢;; ~ — sinh (7wyXo)-
Nesse caso, a expressao de pg(Xns) assume uma forma simples:

el

BQ(an) hC[Sinh(WWOXO)]Q

PB(Xns) = 2110 = 4 (27 [

(3.65)

Nao existe solugao exata para a integral da eq.(3.63), mas a expressao a
seguir fornece uma étima aproximagao para pg(x) no intervalo y, < Y < Yps :

p5(xb) [a(xb)] !

1,003 1
L+ o7 T 500y

pB(X) =~ (3.66)

O valor esperado do quadrado do campo, B(L, ¥, x)? ou simplesmente
B(g)(x), numa escala conforme L, é determinado com o mesmo procedimento
de célculo do caso classico, dado pela expressao (2.63), com a substituigao

da operacao de média pelo valor esperado:

Buy? = —g" [ (0|B(@ x):B(T + 2, x);|0) W(a/, L) &

2/’6 o0 _k2 L_’_lLQ
= Bt et Pewe g s

O que se deseja ¢ conhecer o valor de B(r) na época da formacao das
galdxias, nesse caso, cosh(wk) =~ 1, com isso a integragao de (3.67) fornece

a expressao a seguir:

to B ¢ sinh? (mwoxo)
2(2m)%a*[(0,5L)2 + kp—2]?

By’ = (3.68)

Ao combinar as expressoes (3.64) e (3.68), o resultado encontrado é:

B(L)(X)2 _ 2 Ho [ a’(an)

a(X)4[(075L)2+kD(X)_2]2 kD(an)} pB(an) (3.69)

O comprimento conforme L é igual a maior escala na qual os campos
magnéticos sao observados (L ~ 0,1Mpc ~ 3,086 - 10*!m). O ndmero de

onda de corte é decrescente e a partir de um dado tempo, L << kp~ L.
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O valor de kp(x) até o desacoplamento é calculado pela expressao (2.128).
Apos esse periodo, no tempo do desacoplamento X4, a viscosidade nao atua
mais, e a dissipagao de energia do campo torna-se muito pequena [24]. Para
X > Xdee » L << kp~!, assim obtém-se:

B(L)2 _ la(XnS)r [kD(Xdec)
2,&0 a(X) kD(an)

4
] PB(Xns) 5 X > Xdee € L <1Mpc (3.70)

pB(an)
m=3Ja(x)*

(3.71)

Gauss

2
[B(L)(X)] ~1.10.10°5

3.4 Comprimento de coeréncia do campo

O comprimento de coeréncia do campo magnético observado pode al-
cancar a ordem de grandeza de 0, 1Mpc. O campo semente deve apresentar
um comprimento de coeréncia de larga escala compativel com o campo apds
sofrer amplificacao. O valor minimo da coeréncia do campo semente depende
do modelo de amplificacao que tenha sido responsavel por gerar os campos
observados no presente. Se o campo semente possuir helicidade (o que nao
¢ o caso do modelo aqui empregado), é possivel que uma parte da energia
do campo semente associada as frequéncias mais altas seja transferida as
componentes do campo com freqiiéncias mais baixas através de um meca-
nismo de cascata inversa (inverse cascade effect), aumentando, desta forma,
o comprimento de coerénca do campo resultante [65].

A coeréncia do campo é determinada através da funcao normalizada de
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coeréncia mutua y(Z, &', x), [66]:

<O ‘: B(Z,x): B(T,x)" :
{<0 ’: B(f, X)jé(f, X)? :‘ ()> <0 ‘: B(f’,x

0)
JB(@ )| 0))
(3.72)
O médulo da funcao v(%, 7, x)* permite calcular o comprimento de coerén-
cia do campo, 7., fazendo ¥ = ¥ — 7. Quando hd maéaxima coeréncia,
lv(Z, 2, x)] = 1, o que ocorre para |r] << 7.. Por outro lado, quando
7] >> 1., 0 campo nao preserva a coeréncia e |y(Z, 7', x)| ~ 0.
Quando o kp ja é menor que a largura do espectro inicial do campo, o
espectro de poténcia é proporcional a uma poténcia de k, ou seja, S(k) o< k™.

No modelo empregado, n = 1, e logo apés o ricochete, S(k) o< k. Neste caso

a funcao v(Z, 7 — 7, x) assume a seguinte forma:

2
8 o o=
(@, T —T,x) = (TkD)4/0 2?sin(x) e 2(”“[’) dr, onde r=]|r] (3.73)

O comprimento conforme de coeréncia r. é estabelecido, considerando no

grafico (3.1) a largura na metade da altura. O resultado é:

2
. — 3.74
e o .74

Em periodos posteriores ao desacoplamento, o valor de r. é:
r.~21-10%m ~ 6,5Mpc (3.75)

Nota-se que o fato de o espectro sofrer corte devido a atenuacao das
oscilacoes MHD produz um grande aumento no comprimento de coeréncia
do campo semente. Essa ordem de grandeza do r. atende a necessidade dos

modelos de amplificagdo dos campos pré-galaticos.

$19(2, 2, x)|, em 6tica, é uma funcdo conhecida como visibilidade.
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O grafico de |y(Z, 7 — 7, x)| é dado a seguir em funcao de (rkp):
PISV (% X-F, 1)

032 4
i
04

0.2

] 1 2 ks 4 E 4

IEINE:
(rkp)

Figura 3.1: Funcao normalizada de coeréncia mutua.

3.5 Modelos de amplificacao de campos pré-

galaticos

Os dois principais métodos de amplificacao de campos semente sao o
mecanismo de contragao adiabatica e o dinamo galatico. O primeiro é um
modelo bastante simples e atua durante a contracao da nuvem de gas que
forma a galdxia ou aglomerado. O dinamo constitui um conjunto de modelos
similares que amplificam o campo semente durante a formacao e evolugao da
galdxia. Este é considerado o método padrao pois apresenta uma taxa de

amplificacao bem maior que a contracao adiabatica.
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3.5.1 Contracao adiabatica

As nuvens cosmicas de gas sofrem colapso durante o processo de formacgao
de estruturas. Devido a alta condutividade do meio, o fluxo magnético do
campo semente é conservado. Portanto o campo pré-galatico sofre uma am-
plificacao proporcional ao quadrado da raiz ctibica da razao entre o volume
final e inicial da estrutura:

2
Byved = Byut (22} 3.76
seed — Pgal | — ( . )
Pgal

onde Bgeeq € Bgq sao respectivamente as intensidades do campo semente e
galatico. O termo entre parénteses é a razao entre as densidades de matéria
do meio interglético e da galaxia (ou aglomerado), que é igual a razao inversa
entre os volumes. A ordem de grandeza deste termo no caso das galaxias,
em geral, é (pmig/pgar) = 1070 [28]. Se os campos galdticos sao da ordem de
1075 G, o campo semente precisa apresentar uma intensidade de pelo menos
1071° G. Esta intensidade ainda é muito alta para a maioria dos modelos de

geracao de campos pré-galaticos.

3.5.2 Dinamo Galatico

Este mecanismo transfere parte da energia cinética do plasma, associada
a rotacao da galaxia, para o campo magnético, produzindo uma amplificagao
exponencial com o tempo. O modelo mais simples é conhecido como dinamo
de campo médio (ou dinamo « - §2) [67].

A evolugao do campo magnético é dada pela equagao:

a — — — — ]_
—B = V x B
ot VX( . )+N00-e

V2B (3.77)
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No caso do plasma cosmoldgico, a condutividade o, € alta, logo o segundo

termo a direita em (3.77) pode ser desprezado, o resultado é:

gté =V x (V x B) (3.78)

onde V é a velocidade do fluido.

Para que o mecanismo de dinamo funcione, sao necessarias trés condigoes:
a nuvem de plasma que constitui a galaxia em formagcao precisa apresentar
uma velocidade angular de rotagao que varie em funcao do raio, deve haver
uma rapida reconexao das linhas de campo magnético e o plasma deve possuir
um movimento turbulento [28], [34].

O campo magnético e a velocidade podem ser escritas como a soma de

um termo médio mais um termo randomico devido ao movimento turbulento

do fluido:
V=(V)+7 B=(B)+b onde (b)=(t)=0 (3.79)
o simbolo (...) indica uma operacao de média temporal. Os vetores ¥/ e b sdo

as componentes randomicas da velocidade V' e do campo magnético B. Ao

substituir (3.79) na eq.(3.78) e fazendo uma operagao de média, obtém-se:
5B =95 (V)< (B)+ 9 ((rxB) s

O termo <17 X I;>, devido as componentes randomicas, pode ser escrito

como 28], [35]:
(7xb) =a(B) -V x (B) (3.81)
onde o= —% (7% V x 7) B = % (@ - %) (3.82)

T. denota o tempo de correlacao do campo de velocidade, o quantifica a
helicidade do fluido, e § é proporcional a energia cinética do movimento

turbulento. A equacgao dinamica do campo magnético médio é:

OBy =9 x (V) x (B)) + 9 x (a(B)) + 8v*(B)  (3s9)
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Esse modelo é concebido para descrever uma nuvem de gas em forma de
disco girando em torno de seu eixo com uma velocidade angular €2, fun¢ao do
raio. A eq.(3.83) ¢ escrita em coordenadas cilindricas (r, ¢, z) e se transforma

no sistema a seguir:

DAB) =~ 2 (a{B) + By (B) (3.8)
0By =-0(B)+ 52 (B,) (3.89

A velocidade média é dada por <17> = 10¢, onde Q(r) o< 71, o termo
0. (aB,) foi descartado na eq.(3.85) porque é muito menor que o termo 2 (B,.)
[33]. Quando a derivada em relacao ao raio é desprezada, pelo fato de ser
muito menor que a derivada em relagao a z, a equacao de evolugao da com-
ponente (B,) se desacopla das outras duas e pode ser negligenciada|34].

A solugao das eq.(3.84) e (3.85) resulta numa amplificacdo exponencial
do campo magnético conforme o giro do disco galatico. Quando ocorre a
equiparticao da energia entre o movimento do fluido e a energia do campo
magnético, a amplificacao para.

As condigoes iniciais normalmente utilizadas assumem que o disco de
plasma que constitui a galaxia em formacao apresente uma espessura 2h,
no intervalo —h < z < h. O termo com [ na eq.(3.83) atua como um
fator de dissipacao do campo magnético devido a turbuléncia do fluido. Ou-
tra hipdétese importante é que o coeficiente 3 fora do disco deve ser muito
alto, resultando num campo magnético nulo em |z| = h. A validade destas
hipéteses, chamadas de condigoes de contorno de vacuo, é questionada por
alguns autores, o que poderia comprometer o funcionamento do modelo [33],
[68].

Uma outra dificuldade do dinamo o — §2 é explicar os campos magnéticos

em galaxias elipticas e nos aglomerados de galdxia, onde ) é menor do que
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nas galdxias [34], [35]. Nas representacoes de universo em que o desvio para o
vermelho é uma medida da idade do objeto observado [1], o dinamo enfrenta
sérios problemas, uma vez que existem medidas de campo magnético em
galédxias com alto desvio para o vermelho. De acordo com o modelo padrao e
o modelo nao singular adotado, essas estruturas sao mais jovens e o dinamo
nao teria tido tempo para amplificar o suficiente os campos semente. Nas
referencias [35] e [69], encontram-se boas revisoes sobre o assunto.

Um exemplo tipico de dinamo de campo médio consegue um fator de

2%~ 7,2.10 num tempo aproximado de 10

amplificacao da ordem de e
bilhoes de anos. Para gerar um campo magnético observado da ordem de
uG, é necessario um campo de pelo menos 107'"Gauss, numa escala de
30kpc a 100kpc, apds o colapso da galaxia. O valor desse campo semente,
avaliado no tempo presente, ¢ da ordem de 1072'Gauss na escala de 1Mpc
[34].

O modelo apresentado é um exemplo de dinamo de grande escala. Apesar
das dificuldades citadas, possui a vantagem de amplificar campos magnéticos
semente de forma simples, gerando campos galacticos com larga escala de
coeréncia.

Existem outros modelos de dinamo que conseguem transferir a energia
cinética do fluido para o campo magnético, de forma mais breve e com maior
eficiencia. Os tipos mais promissores pertencem a categoria de modelos que
atuam a partir de pequenas escalas. Esta classe de dinamos produz campos
magnéticos correlacionados em escalas da ordem ou menores que a escala de
energia transportada pelo campo de velocidade do fluido. No entanto, os
efeitos de pequena escala podem estar relacionados com a estrutura de larga
escala, podendo resultar em campos com grandes comprimentos de coeréncia.

Esses dinamos em pequena escala sao importantes pois, além de apre-

93



sentar uma taxa de amplificagdo muito maior que a dos modelos de larga
escala em periodos mais curtos, também podem ser capazes de atuar em si-
tuagoes onde o dinamo de grande escala nao atua, como galaxias elipticas e
aglomerados de galdxias, onde os efeitos de rotagao sao despreziveis.

Um exemplo de dinamo de pequena escala foi utilizado na tese de Rafael
S. Souza sobre campos magnéticos cosmoldgicos [33], com base no artigo de
Brandenburg e Subramannian [69]. O movimento turbulento do plasma du-
rante o colapso recebe energia de estrelas ou supernovas através de vortices
de larga escala que se quebram sucessivamente em vértices menores. A ideia
principal é que uma dada fragao da energia cinética dos movimentos turbu-
lentos de larga escala seja transferida para pequenos vértices. As equagoes
hidrodinamicas foram resolvidas supondo um campo semente oriundo de flu-
tuagoes do campo eletromagnético, que teriam ocorrido na transicao de fase

quark - hadron.
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Capitulo 4

Perturbacoes gravitacionais
induzidas por um campo

magnético cosmolégico

O tensor momento-energia do campo magnético de fundo apresenta flu-
tuagoes tensoriais de origem quantica que servem de fonte para as per-
turbagoes da métrica de fundo [24], [70].

O espectro de perturbacoes gravitacionais integrado atua como uma den-
sidade de energia extra que deve contribuir para a taxa de expansao do
universo no periodo da nucleossintese [24].

Nesse capitulo, a densidade de energia das ondas gravitacionais é calcu-

lada.
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4.1 Fonte de perturbacoes tensoriais

O tensor momento-energia de um campo magnético pode ser desenvolvido

em uma transformada de Fourier:

T 0 = s | TR0 (4.1)

As componentes T(E, X)i; sdo dadas por:

T(F )i = - (500 = 8183) [ BB G- Fox) T g
7X 1]_M0 291]9 177 p?XT p 7X 8(27'{')3 .
Define-se a componente da transformada de Fourrier da pressao ani-

sotropica do tensor momento-energia como:

~

1,0 = [P PR = 5 PE) PR T, =

=[50 PR = P PD] [ B0 B G Fo0.

5 (4.3)
P(k)s € o projetor euclideano dado em (3.60) e a pressao anisotropica

II(7, x)i; é obtida pela integral de Fourier:

H(fv X)ij = a(i)Q /HUZa X)Uezgf(;lﬂ_l;g (44)

O tensor anisotrépico I1(Z, x);; desempenha papel importante nesta secao,
pois é ele que se acopla as perturbacoes tensoriais da métrica através da
equacao de Einstein e serve de fonte para as ondas gravitacionais.

Na tese desenvolvida, a pressao anisotrépica é de natureza puramente
quantica e tem origem no campo magnético gerado no ricochete, no mo-
delo apresentado no capitulo 3. Logo, para determinar II(Z, x);;, 0 campo
cléssico B(p, x)q da eq.(4.3) deve ser substituido pelo operador quantico dado

pela eq.(3.53), conforme o procedimento tradicional de quantizac¢ao canonica.
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Com tal procedimento, a pressao anisotrépica é representada pelo operador
de campo II(k, x);-

A questao é como introduzir na equacao de Einstein um tensor classico
(7, x)i; que represente os efeitos de um campo quantico. A proposigao mais
ébvia é tomar o valor esperado do operador tensorial II(k,x);; no véacuo.

Implementando este calculo, obtém-se:

~

L R . .
(0] TI(E. x)y | / S P()rsd’F | 5 P ()i P (k) — P(R)ir P (k)
(4.5)
onde S(p) ¢ dado pela eq.(3.58).

Por outro lado, é facil mostrar que:

/ / )y 5in 0]d0de = 7675 (4.6)

Ao substituir a identidade (4.6) em (4.5) o resultado é:
(0| TI(E, x)i; 5| 0) =0 (4.7)

A 1ltima igualdade indica que o valor esperado do operador ﬁ(E, X)ij, DPOT
si 86, nao pode representar classicamente os efeitos quanticos do operador
pressao anisotrépica. Mas, por outro lado, o valor esperado do quadrado do
operador ﬁ(lg, X)i; apresenta um valor ndo nulo. Do ponto de vista classico,
isso pode ser entendido como uma quantidade tensorial estocastica de média
nula, mas com média quadratica nao nula. O comportamento estocdstico,
devido as flutuacoes quanticas, pode ainda ser atribuido a uma base, sem a
necessidade de descrever a sua forma explicita, uma vez que o que se deseja
nao ¢ conhecer o valor da perturbagao num ponto do espaco-tempo, mas
a densidade de energia das perturbacoes gravitacionais, e isto depende do

quadrado da derivada temporal da perturbagao da métrica.
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Define-se o operador E(E)a através da soma das polarizacoes da expressao

(3.52):

B(k)o=Y Ba(k)a e B'(k)a=3 Bi(k). (4.8)
A=1

~

Apés alguns calculos, obtém-se <O ‘: II(

Ho
SPEPE)s = PERP)] - [5PE i PH )0 = PP )]

(4.9)
A funcao de correlagao <O ‘: ﬁ(E, X)Z-jﬁT(lg’, X)im :’ 0> pode ser escrita como:

(0| BT i [ 0) = S a1, ()2 + AR g )]
(4.10)

M(E)ijim = P(k)iP(k)jm + P(E)imP (k)1 — P(k)i; P(k)im (4.11)

As fungoes f(k) e g(k) estao associadas, respectivamente, a parte simétrica
da funcao de correlagao e a parte antissimétrica, relacionada a helicidade do
campo. Essas fungoes sao obtidas com facilidade pelas identidades a seguir

[34]):

~ —

M(E)ijim (O] THR) T (K )i 1| 0) = 227)°0 (K= B ') f(k)?  (4.12)
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A()ijim {0 [: THR) T (] i 2| 0) = 2(2m)% (K — & 7) g(k) (4.13)
No modelo desenvolvido nesse trabalho, a componente antissimétrica é
nula, ou seja, g(k) = 0 e a parte simétrica dada por f(k) é:
>0 ! 7 (k—py)*| dydp
2= s [ Ss([F-af) 0+ |1+
= | s | s (F=7]) (1497 i p | Ao
(4.14)
k—p ’2 = p® + k? — 2pk~y e a fungao S(p) foi definida em (3.58).

y=k-p,

A integral (4.14) s6 pode ser resolvida numericamente. Para encontrar
uma funcao analitica aproximada, tomou-se o logaritmo natural de f(k)?
e, a partir de um conjunto de pontos obtidos numericamente, foi possivel

determinar os coeficientes de um polinémio de 2% ordem. Eis o resultado:

- 0,05513 - he [sinh(rwoxo)]?

k) ~ = 4.15
f(k) (2m)4(x0)%° expl0, 65k2] (4.15)
Para representar classicamente a pressao anisotrépica I1(7, x);; , define-se
uma base tensorial de componentes aleatérias Ho(l;)ij , onde:
HO(E)ijkj =0, H0<E)ijgij =0, <HO<E)ij> =0
- ./ nid 213 o
e (Mm@ = C s - g (4.10)

O simbolo (...) indica uma operacao de média sobre todas as realizagoes do
campo. Agora é possivel representar a pressao anisotrépica dada em (4.4),
definindo:

TI(k, x)ij = (K, x)TTo(k);; (4.17)
ik-Z &k

= @A)y = g [ TEOT(E), o (4.18)

(2m)?
Das proppriedades da base, obtém-se a média e a funcao de correlacao
classica:
7 7 * ([ Nij (2m)? o 2
(H(k)ig) =0 e (MELI@Y) = -0k — DH(k) (4.19)
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Do campo quantico, tem-se o valor esperado e a funcao de correlagao
quantica:

(0]: TL(k);; | 0) =0 e (0 [L(k), T (@) <] 0) = (2;)35(E—@f(k)2 (4.20)

Comparando (4.19) e (4.20), adota-se II(k) = f(k) como alternativa para
representar o campo quantico de forma classica.
Falta ainda levar em conta a frequéncia de corte devido a viscosidade do

meio. Isso é feito multiplicando f(k) pela fungao exp(—2k*/kp?):

2 :
13- h 2
k ) ] 0,05513 - he [sinh(7wox0)] (4.21)

f(k) exp [—2 (;@ - 0 e R (0,65 + 2 )]

Com isso o tensor momento-energia do campo magnético gerado no rico-

chete fica determinado a seguir:

@ x)y = (T@ X)) + L@ x)y =
2 AVPERR - ¢
— SOy [ 10 DolBly s %
exp (%) } exp |2 %) } 2m

(4.22)

A pressao anisotrépica deve gerar perturbagoes na métrica de FRW na
forma de uma radiacao gravitacional de fundo. O que serd feito a seguir
¢ introduzir o tensor momento-energia na equacao de Einstein e calcular
a densidade de energia das perturbacgoes tensoriais da métrica de fundo. O
problema é que o tensor dado em (4.22) é valido a partir do tempo y,, quando
houve o término da producao de campo magnético. Mas a excitacao das
perturbacgoes da métrica ocorre desde o inicio da geracao do campo magnético
no tempo xy = —Yx;, e sofre uma contribuicao importante durante o ricochete.
No entanto, nao ha o conhecimento da expressao da densidade de energia,

nem da pressao anisotropica antes de y,. O que se sabe é que antes do tempo
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—X» a densidade p;, e a pressao II(Z, x);; sdo nulas e apds x; o valor dessas
quantidades é dado pela expressao (4.22). Um caminho para contornar esse
impasse é postular uma fungao suave do tempo, O(x), que conecte o valor
nulo do tensor momento-energia antes de —x;, com a expressao (4.22) apds o
ricochete.

Uma escolha razodvel para uma fungao O(x) é o préprio campo escalar
da geometria de Weyl, devidamente normalizado:

w(X)

) _ 1 T
O(x) = () 7 arctan(y) + 5 (4.23)

Multiplicando (4.22) por (4.23) obtém-se o tensor momento-energia e a
pressao anisotrépica induzidos pelo campo magnético primordial, validos em

todo o dominio temporal. Os resultados sao:

2 o) — dij O(X) o S(k)k? 2oy
T(, 0 = 350702 /0 - [2 k';ﬂ dk + (7, )i, (4.24)
= o O(x) f(k) Ho(ﬁ)ij R B
H( 7X)Z] (27()3G(X)2/exp |:2 % 2:| d k (425)

4.2 Ondas gravitacionais geradas de um campo

magnético primordial

O tensor (4.24) entra na equagao de Einstein somado ao tensor momento-
energia da radiagao, mas nao deve alterar de forma significativa a dinamica
da métrica de fundo, pois caso contrario tornaria os resultados tedricos in-

compativeis com os dados da cosmologia observacional. Portanto sera dado
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um tratamento perturbativo a métrica de tal forma que a componente de or-
dem zero tenha sua dinamica determinada por um fluido perfeito de radiacao
e a perturbacao tensorial de 1* ordem siga a dinamica dada pela pressao ani-
sotrépica. Nesse trabalho nao sera considerada a densidade de energia das
perturbagoes escalares.

A métrica g, ¢ dada pelo elemento de linha [24], [71]:
ds® = a(x)? {dXQ — (04 + 2hy5) dxidxj} (4.26)

ou seja, G = gfﬁ) + 25;5%2-]- . g =g 2(5,”5}%” (4.27)

O tensor 9;(3/) corresponde a métrica nao perturbada de Friedmann e sua
dinamica foi discutida no primeiro capitulo. O termo h,, quantifica a per-

turbacao tensorial. Os tensores hy, e gl(g) satisfazem as relacoes:
(S)Vihij =0,  hiy="h@ Xy e = —g(o)aig(o)bjhij

hijg(o)ij =0, 4= g(o)uug(o)’w >> hih =0 (4.28)
Ao substituir (4.27) na eq. de Einstein, obtém-se:

00 [2h(7, x)] = o0

II(Z, )4 (4.29)

C

O operador D’alambertiano 0 é construido com a métrica g/(fl),).
Para resolver (4.29), o tensor h(Z, x);; é desenvolvido numa transformada

de Fourrier com a mesma base da pressao anisotrépica:

onde h(E, X)ij = h(kyX)HO(E)ij
(4.30)

- 1 7 ik-T
h(T,x)ij = g/h(lﬁX)ij e’ (2n)?

Ao substituir (4.25) e (4.30) na eq.(4.29), obtém-se:

- a - - G __ -
R (k, x)i; + QEh'(k% X)ij + k*h(k, x)i; = Wﬂ(k?»x)ij
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8rG O(x) f(k)
cta(x)? exp [2 (;;)2}

transforma a eq.(4.31):

/
= (k) + 2 (k) + Rk ) = (4.31)

ISE

A transformacao de variaveis h =

BH(’@X) + </{:2 _ a”> B(’ﬁ,X) _ 8 O(X) f(k)

@ cta(x) exp {2 (,!;)2]

Na ultima equacao, as derivadas sao operadas em relacao ao tempo conforme
normalizado y.

A solugao geral da eq.(4.32) envolve a soma da solu¢ao da equagao ho-
mogénea com a solugao particular. A primeira corresponde a uma radiagao de
ondas gravitacionais preexistente ao periodo do ricochete, e a segunda repre-
senta a componente da radiagao de fundo que tem como fonte a pressao ani-
sotrépica do campo magnético. Uma vez que se deseja estudar as res-trigoes
aos campos magnéticos cosmoldgicos, a radiagao gravitacional de fundo pré-
existente, caso tenha existido, serd desprezada. Logo a solugao de (4.31) é
dada pela expressao:

Ch Ry g ¢ T FE

hk*:ﬁ/ 12 7% Y)8 n P, Y)8
BX)=m | g i "2 T i

(4.33)

As expressoes hy e hy sdo as solugdes da equagio homogénea correspondente
a eq.(4.32). No modelo padrao da cosmologia, o fator de escala é a(x) x x e
o termo a”/a é nulo. Neste caso, hi e hy s30 combinacoes lineares de funcoes
seno e cosseno. No modelo nao singular adotado, a equagao homogénea

associada e suas solugoes em funcao das variaveis y e k sao:

INT. = 7.2 1 (1. <\ _
(R, %) + [k - (><2+1>2] h(k, %) =0 (4.34)
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- — 1 kK1 k?
hl X X +1H6UTZC< 727 7_474+47_>_<2>
1

. —— K1k

onde HeunC(a, f3,7,6,n,Z) sao as fungoes confluentes de Heun.

A densidade de energia gravitacional tem a seguinte forma [24], [70], [72]:

e = i <[a2h<fv o] -[en@0s]) =

n]m// () & . dSE d3(j'
= I1 I1
p6 = Tori (kX)) (g, X)) €S0 (o ()i To()im ) oy
¢ a7 > fd [hk])
= — | — k*dk 4.36
P& = SnG (2m)2 /0 dx | alx) o (4:36)
¢ (D e d [AEX) )
= k*dk 4.37
P 87TG(27T)2CL04X05/0 dy | VX2 +1 (4:37)
A expressio de h dada em (4.33) pode ser reescrita como:
) o ) Y3
P V8TG ag’xo*°Ag |- (X hO(y)e Fo a0 X hiO(y)e *o a
CQ(QW)—1€(0,657€2) Yew WP+ 1 2o WrvyP 1
(4.38)
onde Wr = hhy — hih), e (4.39)

_ [87G he[sinh (myowo)]? 3\/ﬁ
Aa = \/:(27()5(@0)(0)318, 14 — ~2,72-10 A (aoxo)pe(Xp)  (4.40)

Na expressao (4.38), o fator exp(—Q%) ¢ originado da atenuacao do
campo magnético devido & viscosidade do plasma. kp é o nimero de onda
de corte, dado em (2.135). Esse termo tem uma influéncia infima no calculo
da perturbacao tensorial e por conseguinte na densidade de energia gravita-
cional. A razao disto é simples de compreender: o ntiimero de onda de corte é
funcao do tempo, mas durante e logo apés o ricochete o valor de kp é muito
maior que a largura do espectro da fonte de perturbacdes, f(k), que é dada

pelo fator exp (—0.65k2) em (4.15). Quando kp torna-se menor que 4, é que
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a atenuacao da fonte comeca a impor um corte no espectro. O instante em
que comega a ocorrer o corte depende da temperatura do final do ricochete.
Para kgT, ~ 20MeV, o tempo conforme em que a viscosidade comeca a
atuar é da ordem de 16 vezes o, ou seja, Yyise =~ 16; para kg1, ~ 30MeV,
o tempo da viscosidade é Y, =~ 20. No entanto, em tempos maiores que
X =~ 10 os integrandos da expressao (4.38) contribuem pouco para as inte-
grais, uma vez que sao divididos pelo fator v/y? + 1. Como o Wronskiano Wr
é constante, os termos de amortecimento podem ser desconsiderados. Assim,
h(k, ¥) torna-se:

87G (27)ag®xo*® [ih X hy Oy

_ Oy, g, ¢
ct p(0.65k2) o Wry/y2 +1 + Wr y? +1 y]
(4.41)

iL:

O calculo da densidade de energia das ondas gravitacionais ¢ implemen-

tado substituindo (4.41) em (4.37). O resultado é:

E N _
pgzmxy(x) onde W(y) = /0 W (FIh) dk (442)
the (fy - XM\ < heO@dy (5, Xhe ) < b OG) dy
= Cil) ) Wil Cil) Wi rT

(4.43)
A integracao de (4.42) s6 pode ser calculada numericamente. Mas ainda
assim, ¢ dificil obter um grafico de pg em fungao do tempo. A opcao adotada
foi o célculo de alguns pontos préximos do ricochete. Sabe-se que, em tempos
maiores que Y, as funcoes hi e hy convergem para combinagoes lineares
de fungoes seno e cosseno. O grafico aproximado de pg(Y) é facilmente
determinado, substituindo h; = sin(ky) e hy = cos(ky). Claro estd que
a curva assim obtida precisa ser multiplicada por um fator de correcao, uma
vez que essa aproximacao sé é valida fora do ricochete, em y > 6.
E f4cil constatar que a quantidade W,, (x¥) nunca ultrapassa um valor

maximo, e préximo do ricochete essa quantidade, calculada com as fungoes
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hy e hs corretas, é menor que 0,37. De onde se conclui que ¥(y) < 0.37 em
todo o dominio temporal.

A figura seguinte mostra o grafico de ¥(y) calculada com as fungdes de
Heun, e o gréfico da funcdo aproximada W,, (x), calculada com as fungoes

sin(ky) e cos(kY):

Y(x) 044 %)

035
0,20 4

] 03 -
025

020 0.2

0,15
0.1

0,10 J

Figura 4.1: Funcao ¥ (Y) e W,y (X)

No préoximo capitulo, serao discutidos os limites sobre o campo magnético
semente e sobre a densidade de energia maxima das ondas gravitacionais de
tal forma que nao altere as previsoes do modelo padrao. O principal vinculo
ocorre na nucleossintese. Para estimar pg em Yx,s ¢ preciso calcular o valor
assintético de W(y). Mas esse limite nao é facil de ser determinado, mesmo
numericamente. O maior valor temporal que o programa Maple conseguiu
calcular, apés varias horas de processamento, foi Y = 10. Neste tempo, o
resultado foi ¥ ~ 0, 35.

Uma alternativa é estimar limy_,, W(Y) utilizando as funcoes sin(ky) e

cos(ky). O resultado foi W(y) = 0, 34.
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O valor de ¥(x) é sensivel a fun¢ao O(x) definida em (4.23). Uma outra

alternativa aceitavel é dada abaixo:

VEF1HX (4.44)
2 VX2 +1 '

No caso de tal escolha o valor assintético de W(y) fica em torno de 0, 27.

O(x) =

Uma vez que se deseja um limite superior para pg, serd adotada a seguinte

estimativa para a densidade de energia das ondas gravitacionais:

0, 3426
po~ """ para y>> 10 (4.45)
X

Na nucleossintese a densidade de energia das ondas gravitacionais assume

a expresssao abaixo:

X0

PG (Xns) ~ 6’7[”13(’2”5)]287” : :674-10”6W@W (m) (4.46)
10% [kp (Xns)| 7 m
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Capitulo 5

Restricoes a intensidade dos
Campos Magnéticos

Cosmologicos

A diversidade de modelos que geram campos magnéticos de larga escala
¢é grande na literatura atual. Portanto, torna-se importante buscar métodos
para impor limites a esses campos e com isso restringir a gama de modelos
de geracao. Essa secao apresenta um dos métodos mais restritivos, baseados
nos limites impostos pela nucleossintese.

A descricao dos processos que ocorreram na nucleossintese é feita a par-
tir de teorias fisicas bem estabelecidas. Além disso, a coincidéncia entre as
previsoes teodricas e os dados observacionais confere a nucleossintese um ele-
vado grau de confiabilidade. Portanto ela constitui um vinculo razoavelmente
seguro para modificagoes do modelo padrao cosmoldgico nessa fase.

A ideia de usar a nucleossintese para limitar a intensidade dos campos

magnéticos primordiais nao é nova. Segundo D. Grasso e H. Rubinstein
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[28], isto comegou com os trabalhos de Matese e O’Connel (1969 - 1970),
bem como com Greenstein (1969). Uma revisao sobre o assunto pode ser
encontrada nas referéncias [28] e [73]. Via nucleossintese é possivel limitar
o nimero de familias de neutrinos [74], assim como restringir a intensidade
de um possivel espectro de radiacao gravitacional de fundo, como fez M.
Maggiore na referéncia [75].

Em artigos mais recentes, Chiara Caprini e Ruth Durrer [24], [76] uti-
lizaram os vinculos impostos pela nucleossintese para limitar a intensidade
dos Campos Magnéticos primordiais. Cabe destacar, no entanto, que esta
proposta foi desenvolvida no contexto da cosmologia padrao. A inovagao
desta tese consiste em investigar esses limites num modelo cosmolégico com
ricochete.

Uma outra forma de limitar os campos magnéticos semente é através da
andlise do espectro da radiagao coésmica de fundo. Tal método se mostra
importante em modelos de geragao de campo semente posteriores a nucleos-
sintese. R. Durrer na referéncia [77] argumenta que campos menores que
107G nao sao detectaveis através da radiacao césmica de fundo. Artigos
de revisao sobre campos magnéticos de larga escala citam valores proximos
[35]. No caso dos campos primordiais, o vinculo imposto pela nucleossintese

¢ muito mais restritivo e sera discutido logo a seguir.

5.1 Restricoes via nucleossintese

A presenca de um campo magnético, no inicio do universo, pode interferir
na producao dos elementos leves. Uma vez que as previsoes tedricas estao

em acordo com os dados observacionais, a nucleossintese pode ser usada para
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limitar a intensidade desses campos primordiais.

Existem duas principais formas de um campo magnético alterar os re-
sultados da nucleossintese. A primeira é modificando a taxa das reacoes
nucleares. A segunda é através da alteracao na taxa de expansao do universo
[35].

O primeiro caso pode ocorrer, por algumas razoes. Por exemplo, quando
o campo magnético é muito forte, os elétrons passam a ter um movimento
com uma componente circular normal ao campo. A densidade de estados fica
alterada devido a quantizagao da energia associada ao movimento circular.
A mudanca no espaco de fase dos elétrons influi nas reagoes nucleares que
envolvem os néutrons, resultando numa diferente razao entre prétons e neu-
trons [73]. Outro efeito que altera a rela¢do neutrons - prétons tem origem
no aumento da densidade de energia do gas de elétrons e pésitrons devido a
presenga de um campo magnético intenso [28].

Existe um razoavel consenso entre os especialistas da area de que o vinculo
originado na modificacao da taxa de expansao do universo devido a densidade
de enegia do campo magnético constitui uma restricao mais acentuada do que
os métodos baseados na modificacao da taxa das reagoes nucleares.

A restricao via expansao do universo sera revista a seguir e utilizada no
modelo desenvolvido no capitulo 3. A densidade de energia das ondas gra-
vitacionais, obtidas no capitulo 4, devera ser considerada no calculo da taxa
de expansao do universo, resultando num vinculo muito maior aos campos
primordiais.

A partir da sintese dos elementos leves, surgiu toda a matéria barionica
existente no universo. A proporcao entre Deutério, *He, *He e "Li é prevista
com sucesso e depende da razao barion - féton e da relagao entre a densidade

numérica de neutrons n, e a densidade de prétons n,. No inicio da nucleos-
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sintese, até a temperatura de 1MeV/, o conteiido de matéria do universo era
composto por um fluido de radiagao e por uma certa densidade de prétons
e neutrons. A radiacdo era composta por fétons, neutrinos, antineutrinos,
elétrons e positrons em equilibrio térmico. Como a energia associada a massa
de repouso dos prétons e neutrons é muito maior que a eneregia térmica
nessa época, eles nao contribuiam para a radiacao. Com isso, a densidade de
energia do meio era bem representada apenas como um fluido de radiacao,
cujo valor é proporcional a T% oc a4,

O equilibrio estatistico entre o nimero de prétons e neutrons foi mantido
estdvel devido as reacoes p+e~ = n+v, , p+v, =n+et e n = pte +r.
A proporc¢ao entre prétons e neutrons é obtida a partir da distribuicao de
Boltzmann. O resultado é:

Ny @ )
— =e T onde Q= (m,—my)c (5.1)
My

A taxa das reagoes que mantém o equilibrio entre protons e neutrons
I'pe=ny envolvem interagoes fracas entre os neutrinos e as outras particulas e,
portanto, é proporcional a T° [19]. Quando a taxa de expansao do universo,
dada por H o T?, se torna maior que I'pe—,,, 08 neutrinos se desacoplam
e a razao Z—: fica congelada (na verdade ainda hd uma variacao nessa razao
devido ao decaimento dos neutrons, via interagao fraca). Apds esse desaco-
plamento, que ocorre numa temperatura em torno de 0, 8MeV', a maior parte
dos néutrons passa a formar os nticleos de He. Se houver uma alteracao nesse
valor, a razao Z—’; se modifica, resultando numa abundancia de He, no final da
nucleossintese, sensivelmente diferente em relacao aos outros elementos leves,
comprometendo assim o acordo com as estimativas da composicao barionica
do universo.

O ponto crucial nessa questao é o fator de proporcionalidade entre 7T

e o parametro de Hubble. Esse fator depende dos campos constituintes da
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radiacao através do parametro g.; definido na expressao (1.79). Se além de
fétons, dos pares elétron-pésitron e das trés familias de neutrinos existirem
outros campos, por exemplo, mais uma familia de neutrinos, uma radiacao
gravitacional de fundo ou mesmo um campo magnético primordial, a relagao
entre temperatura e H se modifica. Com isso, os neutrinos se desacoplam
numa temperatura diferente de 0,8M eV, alterando a proporgao (’T‘L—:) e com-
prometendo o sucesso das previsoes tedricas. A determinac@o da razao n,/n,,
que permite encontrar o valor limite de g, é calculada a partir das estimati-
vas observacionais da densidade numérica de *He no final da nucleossintese.

A questao da densidade de energia limite que pode ser acrescentada ao
universo primordial é muitas vezes expressa a partir do nimero de familias
de neutrinos N,. Um campo existente antes do tempo x,s contribui para
o parametro g.r e pode ser representado como se fosse um nimero efetivo
de familias neutrinos, além das trés do modelo padrao. No artigo de D. N.
Schramm e Michael S. Turner [74], N, é estimado no intervalo 3 < N, < 3, 7.
Com alguns calculos triviais, M. Maggiore [75] obtém a densidade de energia
limite (pym) de um campo bosonico extra, em funcao de N, e da densidade de
energia dos fétons (p,), no tempo x,s correspondente a temperatura 7,5 =~
1MeV:

PrimOns) _ T nr gy (5.2)

p’Y(an) 8

O valor de N, limitado pela nucleossintese é sujeito a varias fontes de
erro. A dificuldade consiste em estimar, a partir da densidade atual de *He
o percentual que foi sintetizado nas estrelas ao longo da evolucao do universo,
e a quantidade real de *He que tem origem primordial.

Segundo M. Maggiore num artigo de 2000, [75], o limite maximo de N,
deve estar entre 3,04 e 5. Sendo mais provavel N, < 4. Este dado estd

compativel com o limite N, < 3,7 da referéncia [74] de 1998. No artigo de
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Giovannini [73] de (2004), a densidade de energia limite que pode ser acres-
cida ao universo primordial é expressa diretamente em fungao da densidade
de energia dos neutrinos, py, < 0,27p,, 0 que é equivalente a N, < 3,8.

O valor adotado sera o menos restritivo, NV, < 3,8, logo,

plim(an) <0, 7p7(an) (53)

Mas py(Xns) € calculada de forma trivial substituindo ¢, = 2 e kgT,s =

1MeV na expressao a seguir:

WZ(]{BTnS)4

J J
P (Xns) = gy 0 1,372:10% = = pn ~9,6-10* = (5.4)

m3 m

O limite dado por esse método, aplicado diretamente sobre a densidade de
energia de um campo magnético (pp), gerado antes da nucleossintese, j& for-
nece um importante limite a intensidade do campo magnético remanescente
na época da formacao de estruturas.

Considerando pg(Xns) = prm(Xns) Da expressao (3.71), obtém-se:

1,0-107%Gauss
a(x)?

O valor da intensidade do campo magnético semente B(r), no inicio da

pB(an) < 9a 6 - 1024m_3J = B(L)(X) <

(5.5)

formacao das galdxias, avaliado no tempo atual, apresenta um valor maximo
de 1,0 - 107 Gauss.

Um campo semente com esse valor nao é suficiente para gerar campos
magnéticos da ordem de alguns uG, observados nas galaxias, através do
mecanismo de contragao adiabatica. No entanto, os modelos de dinamo sao
capazes de amplificar campos semente da ordem de 107G e gerar campos
magnéticos de larga escala da ordem de uG ou até dezenas de uG, com
bastante folga.

Caso a densidade de energia das ondas gravitacionais, induzida pelo

campo magnético, seja considerada, o limite sobre By torna-se varias ordens
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de grandeza mais restritivo:

_ 8
im > ns ns) — ns 1 674 ’ 10116M ﬁ
prim > pB(Xns) + pc(Xns) = pB(Xns) { + m37 \xo
(5.6)
Mas a densidade pp(xns) ¢ no minimo algumas ordens de grandeza menor
que pe(xns). Logo a desigualdade (5.6) pode ser reescrita como:

_ 2 8
gt > 6,4 1016 [280ns) |\ © (M5 T (5.7)
o ’ m=3J Xo /) m3 '

A densidade de energia pg(xns) ¢ parcialmente dissipada devido a visco-
sidade do plasma e resulta num campo magnético Br)(x) apds o periodo do
desacoplamento, conforme a eq.(3.71). Ao considerar a expressao de pg(Xns)

em (5.7), obtém-se:

B 3,7 2
(L)(X) < ) (1 X0 > para X > Xdec (58)

Gauss  a(x)? \10%m

O limite dado em (5.8) pode ser expresso em termos do tempo ¢;, em que
ocorre a transicao entre o ricochete e a era da radiacao, ou em funcgao da

temperatura 7}, do universo, neste tempo:

S

Buy(y) _9,3-10°1 (751,)2 oy Bol) 27107 MeV ?
Gauss a(x)? Gauss a(x)*  LkpTy(ges)T
(5.9)

O valor méaximo para tempo deve ser t, < 0,01s e o valor minimo de 7T} vale
kT, ~ 10MeV. O fator g.; ¢ avaliado na temperatura 7;,. Esses valores

correspondem a um campo maximo da ordem de By < [107'%/a(x)*|Gauss.
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Capitulo 6

Conclusoes

A atenuacao das oscilagoes MHD e, por conseguinte, do campo semente,
desempenha um papel fundamental no estudo dos campos magnéticos de
larga escala. Em razao do numero de onda de corte, kp, decrescer com
o tempo, o espectro de poténcia na época da formacao das estruturas fica
bastante estreito; o que é interessante, pois o comprimento de coeréncia é
proporcional a kp~! e nao pode ser menor que 1Mpc.

O trabalho desenvolvido mostrou que, se um campo semente primordial
tiver sido gerado durante o ricochete, a restricao a sua intensidade passa a
depender do tempo de transigao x;, (ou da temperatura T}).

A densidade de energia das perturbacoes gravitacionais tem como fonte
o campo magnético e surge junto com ele no ricochete, apds y, a radiacao
gravitacional nao é mais alimentada. Devido a constante de acoplamento
k = 871G /c* ser muito pequena, a densidade pg(xp) é bem menor que pp(xs)
logo apds o término da geragao. No entanto, entre o tempo Yy, e o tempo da
nucleossintese s, ocorreu uma forte atenuacao do campo magnético devido

a viscosidade do plasma, conforme foi discutido no capitulo 2. Quanto maior
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for a temperatura T,, maior serd o intervalo y,s — X» €, portanto, maior
a atenuacao do campo magnético. Uma vez que pg nao sofre os efeitos
dissipativos do plasma, a densidade pp(x,s) torna-se progressivamente menor
que pe(xns) na nucleossintese, conforme o aumento de 7Tj,. Essa é a razao da
dependéncia do grafico (5.1) e da expressao (5.9) com a temperatura 7.

O modelo desenvolvido evidenciou que, embora a nucleossintese consti-
tua um forte vinculo aos campos semente de origem primordial, é possivel
contornar essa barreira em modelos cuja atenuagao devido a viscosidade nao
seja forte o suficiente para tornar a densidade pg extremamente mais alta
que pp, desde que nao existam perturbacoes gravitacionais oriundas de uma
fonte que nao seja o campo B. Se houver uma densidade de ondas gravitacio-
nais pgo com outra origem, esta deve contribuir com a taxa de expansao do
universo, além da densidade pg de origem magnética. Efetivamente qualquer
fonte extra de energia na nucleossintese torna os limites calculados mais rigo-
rosos e pode até mesmo inviabilisar qualquer modelo de geracao primordial
de campo magnético semente.

O modelo desenvolvido nessa tese é competitivo e apresenta a vantagem
de gerar um campo magnético primordial com caracteristicas adequadas,
num universo nao singular. Mas pode ainda ser enriquecido com o célculo
das perturbacoes gravitacionais que possam ter surgido durante o ricochete.

A pesquisa da teoria da gravitacao envolvendo testes com respeito a na-
tureza geométrica do espaco tempo e do acoplamento da gravitacao com o
eletromagnetismo ¢ de fundamental importancia nao apenas para a conso-
lidacao da tese proposta, mas principalmente para a cosmologia e a fisica

béasica.
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