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INTRODUGAO

Este trabalho diz respeito a4 representagao analitica
da relagao excitacao »resposta dos sistemas fisicos lineares |,
passivos, causais com hereditariedade invariavel no tempo. Mos -
tramos que a referida relagao se exprime mediante um principio de
superposigao, cuja forma fica univocamente determinada pelas pro
priedades do eventual espago vetorial topologico, escolhido para
representar o conjunto das excitacoes e pelas condicoes acima

enunciadas.

Na primeira parte, adotamos uma exposicao intuitiva pa
ra descrever o aspecto fisico e o tratamento matematico dos pro-
blemas em que o emprego do principio tem sido feito com vantagem.
No estudo experimental de sistemas lineares cuja constituicao in
terna € desconhecida, o recurso a um principio dessa natureza, e,

por assim dizer, obrigatorio. No estudo teorico de sistemas line

ares, e muito usado para facilitar a resoluggo dos problemas.

No segundo capitulo, a representagao analitica do prin

- . - . - .
cipio e consliderada em seu aspecto matematico.

Na segunda parte, ilustraremos o que foi dito na pri -

meira, com algumas aplicagoes.

Na escolha dos trabalhos citados, nao houve a preocupa
gao de apontar prioridades. Apenas, indicamos aqueles que mos pa
receram mais indicados para caracterizar a natureza das questoes

tratadas neste trabalho.
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CAPTITULO 1

PRINCIPIO DE SUPERPOSICAO. FENOMENOLOGIA.

1) Acd3o mecanica retardada (Elastishen Nachwirkungen .Boltzmann)

Observando a relacao existente entre o momento de tor-
cdao de um fio eldstico e o correspondente angulo de torgao,Boltz
mann|_ 1 ] verificou o seguinte: O momento de torgao L(t),no ins
tante t, depende ni3o s6 do valor 6(t) do angulo de torgdaoc, no ins

tante considerado, mas, tambem, das torgoes anteriores aplica -

das ao fio.

Verificou que o efeito de uma torgao 6(t-w), aplicada
ao fio no instante w anterior a t, durante um pequeno 1intervalo
de tempo dw, decresce constantemente, a medida que w cresce e

achou que este efeito podia ser expresso pela relacao

l~6(t—w)f(w)dj

w
— —i
em que f(w) e uma funcao decrescente de w.

Adicionando todos os efeitos de Eorcéo anteriores ao

instante t, obteve a formula seguinte:

(o]

L = a6(t) - B (t-w)f(w)dw (1.
J
0

[
Nt

[ 1] L. Boltzmann, Zur Theorie der Elastischen Nachwirkung,
Wien. Ber. 70 (187%).




Par

No caso de uma fibra de vidro, Boltzmann encoéntrou pa-

ra a fungdo f, a expressao
f(w) = Alw

em que A é aproximadamente constante para pequenos valores de w,

mas decresce gquando w e muito grande.

2) Carga residual nos dielétricos. Hopkinson.

J. Hopkinson, de cujo trabalho| 2 ], extralmos as indi
cacoes precedentes, pols nao conseguimos acesso ao trabalho ori-
ginal de Boltzmann, estudou, por sugestao de Clerk Maxwell, o)
comportamento elétrico de determinados vidros, usados na confec
cao de Botelhas de Leyde.

No seu trabalho, mostra que os efeitos retardados, pro
duzidos pela aplicacdo de uma diferenca de potencial num diele -
trico, sao muito semelhantes aos efeitos de retardamento observa

dos por Boltzmann no comportamento dos corpos elastico e gue:

93]

a tensao mecanica corresponde a diferenca de potencial eletrico

e a deformacao mecanica corresponde o deslocamento elétrico.

Para descrever esses fenomenos, usa o principio de su-
perposicao empregado por Boltzmann e a mesma expressao (1.1) pa-
ra representar a relacao entre a diferenge de potencial x(t) me-
dida com eletrometro, no instante t, e a grandeza y(t) definida

como sendo o quociente do valor da integral de superficie do des

locamento elétrico pela capacidade instantanca do condensador.

[ 2] J. Hopkinson, Residual charge of a Leyden Jar,

Phil. Trans., london, 167, 1877, pg. 599.



A formula por ele indicada para representar a relacao

excitacdo+resposta, € a mesma de Boltzmann

x(t) = y(t) -~ y(t-w)¢(w)dw (1.2)
0

em que ¢(w) representa uma fungao decrescente de w.
Usa, porém, a relacdo inversa de (1.2), que escreve da

seguinte maneira

y(t) = x(t) + x(t-w)Y(w)dw (1.3)

‘0

onde Y(w) &€ uma funcaoc decrescente de w.
Expressoes aproximadas, tanto para a fungao f(w) de Boltzmann co

mo para a func¢ao Y(w) de Hopkinson, foram obtidas experimental -

mente. A formula (1.1) deixou de ser utilizada em vista da difi-

culdade experimental encontrada na medida de y(t).

Para passar de (1.2) a (1.3), Hopkinson observa que,
em cada instante w, a relagdo entre x(t), y(t) e y(t-w) & linear
e o mesmo acontece com x(t-w), como se pode deduzir de (1.2). As
sim, déve existir também uma relacdo linear entre y(t), x(t) e
x(t-w) do tipo (1.2).

O problema da inversdo de uma equagao do tipo (1.2),s0
muito mais tarde, foi resolvido rigorcsamente por Volterra.

ve L t-w = A 5

SIRY

Note-se que a simples mﬁdanga de wvari
transforma as equacgoes (1.2) e (1.3) num par de equacoes de Vol-

terra| 3 ]

[3:[ V. Volterra, Theory of Functionals, Rlackie and Sons, London (1931) (Ex-

crafia scbre os trabalhos de Volterra).

tensa biblio



x(t)

y(t) - v ()6 (t-2)dA (1.4)

— 00

x(t) + x(A)P(t-1)da (1.5)

J —o

y(t)

em que a fungdo ¥ & o nucleo resolvente da equagao (1.4), e, re-

ciprocamente, a funcdo ¢ € o nicleo resolvente da equagao (1.5).

-

As funcoes ¢(t) e P(t) n3ao sao independentes, como e

facil de prever, também do ponto de vista experimental, pois am

bas equacgdes (1.4) e (1.5) traduzem o mesmo fenomeno fisico.
Esta dupla representacdo do mesmo fenomeno por meio de

duas fungoes relacionadas do tipo ¢ e Y, obtidas experimental -

"leit-motif "

mente e a relacao entre elas existente constitue o
da excelente publicacdo de B. Gross sobre a estrutura matematica

das teorias da visco—elasticidade[:u:].

3) Visco-elasticidade. Gross.

Os estudos pioneiros de Boltzmann foram, posteriormern-
te, muito mais desenvolvidos por varios pesguisadores. Uma exten
sa bibliografia sobre o assunto se encontra no ja citado livro
de B. Gross[:u ], onde ele completa os referidos trabalhos, le -

vando em conta a viscosidade Newtoniana, nos casos em que ela pos

sa eventualmente ocorrer.

[iu:] B. Gross, Mathematical Structure of the Theories of Visco-Flasticity
"Actualités Scientifigques et Industrielles" N. 1190, Paris ,
Hermamn & Cie. (1953).



0 ponto de partida para descreve-los, (na aproximagao
linear), é sempre a formula de Boltzmann que pode ser escrita

da seguinte maneira:

I(t) A(t-T)f'(1)dT (1.86)

J -

onde f(t) & uma funcdo que representa a excitagao aplicada ao

df(T)
dt

no instante t, produzida por uma excitacao unitaria representa

sistema, no instante 1, f'(1) = A(t) é a resposta ,

da pela funcao de Heaviside o) =1 para t > 0 e igual a ze-

ro para t < 0. A fungao A(t) caracteriza o sistema.

Representacdes equivalentes do principio de superposi
cio tém sido usadas, hd longos anos, por varios autores,mas seu
emprego remonta, pelo menos a Duhamel| 5 |. As hiplOteses admi-
tidas para deduzi-las ndo tem sido explicitadas convenientemen
te, como ja foi observado por L. Schwartz| 6 |, mas, sobre esta
questao que interessa mais a matematicos do que a fisicos, vol-
taremos, mals adiante.

0 emprego do principio de superposicdo € recurso a
que se recorre, para estudar, experimentalmente, o comportamen-

to de um sistema cuja constituicado interna & desconhecida, des-

de que a relagao excitagaorreposta seja aproximadamente linear.

Entao, basta aplicar ao sistema um tipo de excitacdo simples e

[ 5] J.M.C. Duhamel. J. Ec. Polytech., Paris, 1ll, Cah. 22, 1833 p. 20.
(citado por Vannevar Bush., Operational Circuit Analy-
sis N.Y. John Wiley & Sons (1837).

6 | Lawrent Schwartz. Causalité e analyticite, Notas de Fisic

(.

N® 12 (1961) Centro Bras. de Pesqguisas Fisicas, Rio

de Janeiro e Ann. Acad. Bras. Cien., 34, 13 (1962).



observar a resposta correspondente. Por meio desta unica infor -

macao, o principio de superposigdo permite descrever o comporta
mento do sistema para outros tipos de excitacao mais complicados.

Compreende-se, entdo, que a formulacdo de tal princi -
pio, conduza a diferentes formas de representagdo matematica. Tu

do depende do tipo de excitacao simples escolhida para atuar so

bre o sistema. No caso dos fenomenos visco-elasticos, as varias

maneiras de se caracterizar o sistema (solicitagoes bruscas do
tipo Heaviside, aplicacdo de solicitagoes periddicas, etc) estdc
muito bem tratados no referido livro de B.Gross| 4 .
. Vejamos como se procede.
Os corpos de prova podem ser submetidos a dois tipos

de experiencia, distintos:

a) Aplica-se ao corpo de prova uma tensao unitaria do tipo Heavi
side oo(t) e observa-se a resposta correspondente (deforma-

gao), nos instantes posteriores.

b) Submete-se o corpo de prova a uma deformacdo unitaria do tipo
Heaviside eo(t) e observa-se a resposta correspondente (ten

sao), nos instantes posteriores.

No primeiro caso, a deformacao resultante e(t) e a so-
ma de tres parcelas:

L -7
el(t) = e+ t/nO + w(t{JOo(t) (1.7)

onde:

€,00(t) e a deformagao instantanea
Ny 0 coeficlente Newtoniano de viscosidade

Y(t) uma fungao caracterIstica do material (creep func-

tion) tal que Y(0) = O.



No segundo caso, a tensao ol(t) observada é a soma de

tres parcelas

Gl(t) = _§O t ng S(t) + w(t{}eo(t) (1.8)
onde:
P(t) e a funcao de relaxacao tal que Y(®) = 0 e HO e uma
constante

Eq e o modulo de elasticidade estatico
E, + Y(0) & o modulo instantaneo de elasticidade

§(t) é a funcio & de Dirac. (0 termo € desnecessario quan-

do Y(0) = « )[4 T.

Assim, para representar, no caso geral, a relagao exis
tente entre deformagao e(t), tensao o(t) e o tempo t, Gross ado-
ta a expressao (1.6) do principio de superposicao de Boltzmann

e obtém as duas formulas equivalentes para descrever o mesmo fe

nomeno:
t
e(t) = ( é%ﬁll {; p E2T w(t—ri]dT (1.9)
T oo n
) o - 0
e . B}
o(t) = ( g%éll | o ¥ HO S(t-1) + E(t—r)!dT (1.10)
J_w - -
A presenca da fungao §(t) de Dirac no nucleo da segunda, torna

esta expressao puramente simbolica, pois e sabido que nem a inte

gral de Riemann nem a integral mais geral de lLebesgue podem ser-

vVir para representar as denominadas funcoes -mpulsivas. A razao

e simples: qualguer uma dessas integrais é nula para toda funcgao

integranda diferente de zero so num coniunto de pontos de medida nu



la.

0 exemplo foi citado para mostrar que a formula (1.6)
niao é bastante geral para abranger o caso de solicitagoes impul-
sivas. 0 instrumento matemdtico adequado para representar esses

casos & a teoria das Distribuigoes de L. Schwartz| 7 ].

4) Dielétricos (acao retardada). Gross.

Os estudos pioneiros de Hopkinson sobre a carga residu
al nos dielétricos deram lugar a um grande numero de trabalhos
posteriores. Uma bibliografia bastante completa sobre o assunto
se encontra nos artigos de B. Gross e P.S. Rochal 8 . Nao se
trata, aqui, de analisar esses trabalhos, mas sim, de indicar
uma aplicacio um tanto diferente do principio de Superposi
gao[ 9 ]. No citado trabalho [ 8 |, aqueles autores mostram que,
num determinado instante t, a corrente I(t) que atravessa um con
densador, construido com dielétrico solido anomalo, submetido a

uma diferenca de potencial U(t), & dada por

T(e) = ¢ 9, 4y -g—};- o (t-T)dT (1.11)

J-p

em que C e R representam, respectivamente, a capacidade geometri

[7] L. Schwartz, Theorie des Distributions, Faris, Hermann & Cie. (1951).

[:8:1 B. Gross e P.S. Rocha, Estudos scbre Dielétricos, An. Acad. Bras.Cienc

IX, (1937), X (1938), Rio de Janeiro.

'] B. Gross, Uma nova aplicagdo do principio de superposic@o na  teoria
dos dielétricos ancralos, An. Acad. Bras. Cienc., XI,(1939),

Rio de Janeiro.



Cme

ca e a resisténcia do sistema e ¢(t) € a fungao de relaxacgao.
0 Gltimo termo da equacao representa a "corrente hereditaria" me
diante a formula de Boltzmann.

A circunstancia nova que se apresenta aqui € a seguin
Te:

Em cada instante t, o funcional linear I(t) gque repre
senta o valor instantaneo da corrente, além da corrente heredi-
tiria que depende das tensoes aplicadas ao condensador anterior
mente ao instante t, depende também, explicitamente, das contri

buicdes instantaneas C du/dt e u/R.

No caso considerado, Gross adotou para a funcao ¢(t)
a expressao de Schweidler

$(t) = B t 0<a<1l , B>0 (1.12)

Expressoces do tipo (1.11) constituem uma generalizacdo da Formu
la de Boltzmann, e V. Volterra inclue estes funcionais na sua

definic8o, de fenomeno hereditario| 3 |. Nos casos examinados

precedentemente, as fungdes hereditarias foram sempre supostas
continuas (excluindo o caso da pseudo funcao &(t) nas formulas
(1.8) e (1.10)). O caso em apreco tambéem difere dos preceden -
tes, porque a funcdo (1.12) é singular na origem t = 0.

E interessante observar que nenhuma das duas complica
goes introduzidas acarreta maiores dificuldades para a resolu -
¢ao do seguinte problema proposto por Gross: "depois de aberto,
subitamente no instante t = 0 o ramo de circuito de gue faz par

te o condensador anomalo, suposto carregado, det

®

rminar a varia

gcao ulterior da diferenga de potencial existente nos seus termi



o

._.lO_

nais"|[ 8, 9, 10 |. A equagdo Integro-diferencial do " problema
resulta da equacgao (1.11) fazendo-se nela I(t) = 0 seja qual
for t.

Com a simples mudanca de fungao incognita:

_ du

Pp(t) = at

e introduzindo, para simplificar,

p=1-a A = 1/RC

- 4
K(T,t) = Al1l + k(t-0)P 1_‘{

e 1. ()
f(t) = {;u(o) + 0 1

= - ‘ c

e, supostas conhecidasa corrente inicial

0
. - du _
1O(t) = [ aT o(t-ti)dT

g

e a tensao inicial Ugs © problema se reduz a integracao da equa

cao de Volterra

t
(L) + [ YK, t)dTr = £(t) (1.13)
70

em que a funcdo f(t) e o nucleo K(t,t) sido fungdes conheci -

das[11,12].

[j@j B. Gross, On Discharge Voltage and Return Voltage for Absorptive Capa-
citors, Phys.Rev. 62, Nos. 7 and 8, 383-387 (1942).
[ii] Oliveira Castro (F.M. de), Z. Fhys. 114, 116, 1839; An. Acad. Brasil.
Cienc., 11, 151, 1239,
[12] lMorszes (4. de), Sherberg (M.), An.Acad.Brasil.Clerc.,12,137,1940.
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5) Fenomenos hereditarios. Volterra.

Para designar fenomenos da natureza dos que foram con-
siderados precedentemente e outros como, por exemplo, o da histe
résis magnética, o mais conhecido de todos, Vito Volterra|13] in

troduziu o termo de "fenomenos hereditarios". O tratamento mate

matico de "problemas de natureza hereditiria" conduz, como vi -
mos, a consideracdo de equagoes integrais e integro-diferenciais.
"Um fendomeno hereditario (esclarece Volterra) ocorre num siste
ma, quando o fenomeno nao depende somente do estado atual do sis
tema ou de seus estados imediatamente precedentes (i.é dos valo-
res iniciais dos parametros que definem o estado do sistema e de
algumas de suas derivadas em relacao ao fempo) mas tambem de to-
dos os estados precedentes por que o sistema tenha passado; em
outras palavras € um fenomeno que depende da histdria prévia do
sistema e por conseguinte pode ser chamado de hereditario"| 3 J.

0 funcional I(t) da equacao (1.11) exprime um fenomeno
que se enquadra na definicao acima.

Os conceitos de "fungao de linha"[14], "fungdo que de-

pende de outras fungoes"[15], introduzidos por Volterra , para
"representar quantidades que dependem de todos os valores que
uma ou varias fungoes assumem num determinado campo" calram em

. . - 5 ~ "
desuso. Foram posteriormente substituidos pela nogdao moderna de

[1?] V. Volterra, Deformazioni di una sfera elastica, soggeta a date tensio-
ni nel caso ereditario.(R.Acc.dei Lincei, Rend.,XIX, Seri-
es 5, 1910.

[14] V. Volterra, lecons sur les Fonctions de lignes, Gauthier Villars, Pa-
ris, 1913.

[Eﬁ] V. Volterra, Sulle funzione che dipendono da altre funzioni, Rend.Lincei,

1887, 3 notas (Trabalho pioneiro).
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funcao definida sobre um conjunto abstrato de fungoes; como con

sequéncia imediata das idéias de Fréchet sobre os conjuntos abs
tratos, calculo funcional e teoria dos espagos abstratos|[16,17].

0 principio heuristico de passagem do finito ao infi-

. ~ . -
nito de que se valeu constantemente, se bem que nao seja passi-
vel de justificagao rigorosa, foi, tambem, empregado mais tarde,

por Fredholm e Hilbert com omaior sucesso.

6) Circuitos elétricos lineares. Carson.

Em 1926, John R. Carson|18] publicou um livro funda -
mental sobre a teoria dos circuitos elétricos lineares, que ain
da € uma das melhores obras ja escritas sobre o assunto. O seu
principal objetivo era dar uma justificacdo rigorosa ao Calculo
Simbolico de Heaviside.

O problema que consiste em determinar a corrente pro-
duzida num circuito elétrico em resposta a uma forga eletromo -
triz E(t), aplicada ao mesmo, no instante t = 0, foi por elere

duzido a solugdo da equacdo integral

1
pZ(p)

= A(t)e Pt ax (1.14%)

‘0

[i@] M. Fréchet, Les ensembles abstraits et le calcul fonctionel, Rend. del
Cir. Mat. di Palermo, XXX, 1916.

[ifl M. Tréchet, les espaces abstraits, ete., Paris Gauthier-Villars(1851).

[ig] John R. Carson, Electric Circuit Theory and the Operational Calculus
MeGraw-Hill, N. York, (1926)
The Heaviside Operational Calculus, Bull. Am.Math.Scc.,

32, 43(1926), Bell System Technical Jowrnal, 1, n® 2 ,

pg. b3 (1922).
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e ao emprego do principio de superposigao, formulado da seguinte

maneira:
T
T(t) = a—% ACt-T)f(T)dT (1.15)
0
2(p) (impedancia complexa do circuito) o especifica completa
mente. Todas as caracteristicas do circuito, i.é: constantes e

conexoes figuram no problema unicamente atraves de Z(p). Se fi -
zermos p = 1w na expressao de Z(p), Z(iw) em que w/2m e a fre -
quéncia, entao Z(iw) & a impedancia complexa da teoria usual do

estado estacionario dos circuitos elétricos, percorridos por cor

rente alternativa.
As equacgbes (1.14) e (1.15) constituem a formulagao

completa do problema e a sua solugdo ja leva em conta, automati-

- ~ . - . -« .
camente, a condlgao de estar o circuito em equilibrio, antes do

instante t = 0. A(t) & a admitancia indicial de Carson, mas, tu-

do isso e muito bem conhecido pelos engenheiros eletricistas. O
que interessa aqui, e a maneira pela qual Carson obteve a repre-
sentacao matematica do principio de superposicao, expressa pela

~ N - . . . .
equagao (1.15). Seu raciocinio pode ser resumido assim:

1) - Antes do instante t = 0 o circuito esta em equilibrio;

2) - Seja A(t) a corrente produzida, no circuito, por uma f.e.m.
unitaria de Heaviside, nele aplicada no instante t = 03

3) - Os parametros e conexoes do circuito nao sofrem qualquer al

teragao no decorrer do tempo;

4) - 0 sistema & linear.
Entao, a f.e.m. Ey aplicada ao circuito no Iinstante
t = 0 produzira,no instante 0 < t ,a corrente EO A(t). Como o sis

!

Cema permanece inaiterado no tempo, a aplicagao de uma f.eum. uni

M
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tiaria,no instante T, (0 < T < t), produzira a corrente A(t-1),
no instante t, e a uma variagcao brusca de tensao igual a
AT(E(T)), no instante T, corresponderd uma variagao de corrente
igual a ATE x A(t-1), no instante t. Se, nos instantes sucessi-

VoS, T, < T <Tn(0 < Ts o< t) forem aplicadas ao sistema cor-

1 LR
respondentes variagoes bruscas de tensao iguais a AT E, em virtu
i
de da linearidade do sistema, a corrente resultante no fim do
instante t sera,
I(t) = ELJAC(E) + AELAC(E-T,) + ... + A_E A(t-T1_) (1.19)
0 1 1 n n
Para passar do descontinuc ao continuo, Carson supoe todos os
instantes T, igualmente espacados, isto &, divide o intervalo
|0,t] em n partes iguais a At = TLTTs - Escreve a formula
(1.19) sob a forma
I(t) = EOA(t) + AlE.A(t—Tl) + ... % AnE.A(t~nAt) (1.20)
e conclue: "Now evidently if the interval At Zs made shorter and
shorter, then in the limit At > dt and Jht = T and
8E = & B(uar (1.21)
J drT o :

Passing to the 1<imit inm the usual manner this summation becomes

a definite integral and we get

I(t) = E(0)A(r) + Alt-1) -
10

El(t)dr R (1.22)

Finally by obvious transformations of the cxpression we arrive



at the fundamental formula of circuit theory

r T
I(t) = sz? A(t-T)E(T)dT (1.23)
o
rt
_ d B "
= a3 J E(t-Tt)A(T)dT (1.24)
0

Condicdes suficientes para a validade dessas formulas,
bem como a de outras deduzidas a partir das mesmas, nao foram
por ele enunciadas de modo explicito. 0 mesmo acontece com as de
dugoes apresentadas, mais tarde, por outros autores de excelen -
tes tratados sobre o Cdlculo de Operadores, aplicado a circuitos
elétricos|19,5]

No seu livro destinado a engenheiros, o método semi-in
tuitivo usado por Carson se justifica sendo até mesmo, recomenda
vel pela clareza com que sao tratados os aspectos fisicos essen-
ciais do problema. Por outro lado, enguadrar a sua dedugao den-
tro de moldes matematicamente mais ortodoxos e problema gue nao
apresenta a menor dificuldade.

A observacao gue desejamos fazer aqui e de outra natu-
reza. A hipdtese de derivabilidade introduzida em (1.21) restrin
ge a generalidade do resultado. A passagem do caso descontinuo
(1.19) para o caso continuo pode ser feita diretamente e conduz
a uma forma mais geral do principioc de superposicac expressa por

meio de uma integral de Stieltjes.

{191 Karl Willy Vagner - Operatoren Rechnung, etc.

Joharn Ambrosius Barth/Leipzig (19u40).

Is] Vannevar Bush - Op. cit.
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De fato, consideremos uma subdivisao A do intervalo

[@,t:l determinado pelos pontos: 0 < Ty € Ty < vee ST S t o,

como em (1.19) e escrevamos a formula (1.19) da seguinte manel

ra:
In(t) = EOA(t)+A(t—Tl)_?(Tl)—E(Oi} + ...+ A(t—ri+l)[%(Ti+l) -
E ( 57 (1.26)
- E(Tii] + ... 4 A(t—g?kP(Tn) - E Tn‘l_j .
Seja § o maior dos numeros Tiy1 ~ Tio (i =0, 15..., n-1). Se,

independentemente da escolha da subdivisao A e dos Ei’ tais que

T, < Ei < Tiy (i = 0, 1,..., n-1), existir o limite
n-1
lim ] ACt-g£.) |E(t. ) - E(Ti)] (1.27)
§»0 1=0 -

este limite &, por definicao, a integral de Riemann Stieltjes

de A(t-1) relativamente a E(T1) e se escreve

t
A(t-1)dE(T) (1.28)
0
Demonstra-se que este limite existe guando A(t) é continua e

E(1) de variacio limitada em [0,t '. A soma dos termos do 2¢

membro de (1.26), a partir do segundo, difere de (1.27) pelo fa-
to de gque os numeros Ei coincidem com exiremos superiores dos

respectivos intervalos, isto e,

gi T B
Neste caso, o limite da soma pode existir sem que exis

ta a integral de Riemann Stieltjes e, desde que exista, & por

definicao a integral de Cauchy Stieltjes a direita e se repre-
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senta por

CD A(t-T1)dE(T) (1.29)
70

Como, na definicao da integral de Riemann Stieljes o limite de-
ve existir, independentemente da escolha dos £i nos respectivos

intervalos, a existencia da integral (1.28) é suficiente para

a existencia de (1.29). Neste caso, podemos escrever
t

T(t) = 1im T_(t) = EjA(E) + | A(t-1)dE(T) (1.30)
5+0 )
0

que generaliza a formula (22) de Carson[ig].

No caso particular, em que E(t) ¢é uma funcao absolu-

tamente continua a formula (1.30) se reduz a

I(t) = EOA(t) + A(t-T)E'(1)dr (1.31)
I 0

que tem a mesma forma de n¢® (22) de Carson, mas a in
ser entendida no sentido de Lebesgue.

Em nota especial, pretendemos publicar a demonstracgac
rigorosa da formula (1.30).

Supondo que se tem E(T1) = 0 para T < 0, tanto (1.30)

como (1.31) podem ser escritas da seguinte maneira

I(t) = A(t-1)dE(T) - (1.30) bis

[gm]
.

Representando-se por £, ¢ salto de E(1) no ponto t =
" . - .

Dentro do procedimento heuristico que vem sendo obser

vado neste primeiro cap

tulo, no gual se procura realgar o as -

ol

{
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pecto fisico dos problemas, deixando, provisoriamente relegadas
a um segundo plano questoes de rigor matemdtico, parece interes

. -« . .
sante observar que o principio heuristico de Volterra para pas-

sar do descontinuo ao continuo permite passar imediatamente de
(1.26) para (1.30).

"Substituir o indice discreto i por um parametro con
tinuo T e o somatorio por integral'.

De qualquer forma, a dedugdo de (1.30) €& semi-intui-

tiva. 0 ponto fraco, do ponto de vista do rigor matematico, es-

ta na ausencia de uma especificacdao "a priori" do campo das fun
¢oes E(1) que devem representar as excitagoes e na falta de uma
definicado precisa do objeto matematico que traduza a expressao:

"a f.e.m. aplicada ao circuito produz a corrente

bem como gqual
quer condigao de continuidade que torne licita a passagem ao 1i
mite da equacao (1.26) para a equagao (1.30).

Com o auxilio da formula (1.30)bis, podemos dar uma
solucao rigorosa ao problema da aplicacao brusca de uma f.e.m.
unitaria nas armaduras de um condensador perfeito (ligado a fon
te de f.e.m. por condutores sem perdas). Sejam E(1) a tensao re

’

presentada por E(t)ZEOEEHa t> 0 e zero para t < 0 , Q(t) a car

ga do condensador no instante t > 0 (resposta) temos

Q(t) = A(t=1)AE(T) (1.32)

Neste caso, a fungao A(t) representa a cepacitancia do circuito

e se tem

A(t) = const = C (capacidade do condensador)
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Entao
t t
Qlt) = CdE(T1) = CEO + CE'(t)dr
-0 JO
mas E'(t) = 0 para 1 # 0
Assim
Q(t) = CE, para t > 0
0 para t < O

Com a formulacao do principio de superposicao mediante
o emprego da integral de Riemann ou da integral de Lebesgue nao
se pode obter uma solucao direta deste problema elementar ou de
outro do mesmo tipo em que as excitagoes do sistema apresentemva
riagoes bruscas.

Do ponto de vista fisico, pode-se argumentar que umtal
sistema & puramente ideal. De qualquer forma,o problema € consi-
derado por variocs autores que indicam meios indiretos pare resol
ve-lo[5,10]

A generalizacdo do principic de superposicao para sis-

. - . . . - . .
temas lineares com varias entradas (input) e varias saidas (out

put) nao apresenta a menor dificuldade. No caso, por exemplo,de
um circuito eletrico mais complexo com n malhas ou circultos in-
dependentes, podemos considerar as respectivas correntes de ma -

lha Il’ Iz, e ey In como as componentes de um vetor I e as cor-

respondentes forcas eletromotrizes de malha E,, E

. ., E_ como

2 7 n

5] Vannevar Bush. (op. cit.).

[107  B. Gross (op. cit.) - Sugestdo feita pelo autor deste artigo.
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as componentes de um outro vetor E.

A relacdo entre I e E sera expressa pela equagao matri

cial I AE, em que o elemento de matriz Aik(t) representa a
resposta do sistema (corrente de malha produzida na malha de in-
dice i, por uma f.e.m. unitaria, de malha,aplicada na malha de

indice k). O elemento de matriz Aik denomina-se admitancia indi-

cial de transferencia, entre as malhas de indices k e i.

. - . . ~ -
0 recursc a um principio de superposigaoc € um poderoso

. - ks - .
instrumento de calculo. No caso especifico gque estamos examinan-

do, para determinar a resposta do sistema para uma excitacao da-
da, E(1), basta se obter a resposta A(t) do sistema para uma ex-

citacao simples representada pela funcao de Heaviside

e, depois, usar a formula (1.22), por exemplo.

Naturalmente, a funcao E(1) naoc pode ser gqualguer (ar-
bitrdria como impropriamente & denominada nos livros técnicos) .
Questoes desta natureza envolvem problemas de aproximacgao Como
veremos em outro capitulo.

Na teoria das equagces diferenciais ordindrias ou de
derivadas parciais, linearecs e de coeficientes constantes,o prin
cipio de superposicdo é usado teoricamente para se obter uma so-
lucao particular do problema inhomogeneo, quando se conhece a so
lugao da equagdo no caso mais simples em que a inhomogeneidade €
representada pela fungao 8 de Dirac.

Tal solugao, conhecida pela denominagdo de Solugdo ele

T -

e node cbier rigsorosa

I — o

}

it
i

e —_— - - . )
reen, nia reaslcac

-
e, SO

{
¢
VM
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mente, mediante

Schwartz |:7 :[ .

e}
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emprego da teoria

das distribuigoes de L.



CAPITULO 2

REPRESENTACAO DA RELACAO EXCITACAC»RESPOSTA,

NOS SISTEMAS FISICOS LINEARES

1) Sistemas lineares. Propriedades

. i . . - .
Como vimos, no capitulo anterior, os sistemas fisicos

. - -« .
lineares gozam de propriedades caracteristicas que podem ser des

critas, intuitivamente, da seguinte maneira:

1. A cada excitagao (input), E, variavel no tempo, corresponde

uma resposta (output), I, do sistema, também variavel no tem-

po.

-

2. Num determinado instante t, o valor medido I da resposta, so

depende das excitacoOes anteriores ao instante t ( condigao de

causalidade).

3. Cada excitagao determina uma resposta bem determinada, sempre

a mesma, quer o sistema esteja ou nao sujeito a agao simulta-

nea de outras excitacgoes.

4. Verifica-se a superposicac dos efeitos. Em outras palavras

num determinado instante t, a resposta do sistema a agao com-

binada de duas ou mais excitacces El’ Ez,‘..., En e a soma

das respostas 14, Iz, ey Ir cue © sictema apresentaria se
£ i

cada uma das excitagoes El, E2’ C ey Er fosse aplicada sepa-

radamente. Existe proporcionalidade entire excitagdo e respos-

ta.



5. A relagdo excitacdosresposta ndo depende da €poca em que se

realiza a interagio. Tal condigdo & naturalmente satisfeita

quando o sistema permanece inalterado no decorrer do tempo.

~ . —~ - - . ~
6. Quando a relagao excitagao?*resposta e continua, a excitagoes

pouco diferentes correspondem respostas tambem pouco diferer-

tes.

Para se exprimir em termos matematicos a relagao exci
tacaosresposta e necessario, antes de tudo, atribuir um sentido

preciso a todos os termos intuitivos que foram acima grifados e

escolher convenientemente os "objetos'" matematicos que devam re
presenta-los.
Os elementos necessarios para 1sso se encontram na te

oria dos espacos vetoriais topologicos.

2) Formulacdo matematica do principio

Representemos por K um corpo fundamental ( cue sera
sempre o corpo dos numeros reais R,cu o corpo dos nNUMEros com

plexos Tr.

4 - . .
a) Seja (» um espago vetorial topologico, sobre K, cujos ele -
mentos f(t) sao fungoes reais, ou complexas, definidas sobre

N

a reta numerica R. A um tal espago de

-

iominaremos de  espago

4

~+
®

das excitagoes. A variavel t representa o

mpo;

-

b) Seja u um funcional linear continuo, definido sobre [ .

A

c) A relacac excitacao resposta sera definida pela re

0]

I(t) = u,f t ¢ R f e

e



N ST

onde u, € a restrigao de p ao intervalo =-» < 1 < t.

t

I(t) € K representa o valor numerico da resposta, no instante ft.

Desta forma, a todos os termos grifados anteriormente
correspondem objetos matematicos bem definidos.

A propriedade expressa pelo item (1) fica assegurada
por c¢); a condicdo de causalidade do item 2) € satisfeita com
a restrigéo My do funcional u ao intervalo - < 1 < t; as estru-
turas de espagos vetoriais topolégicos, tanto no espago das exci
tagoes é), como a do espaco K das respostas conferem um sentido
preciso aos conceitos de superposigao de excitagoes e respostas,
bem como a continuidade das operacdes adicdo e produto por um nu
mero real ou complexo nesses espacgos (propriedades (4) e (8)).

A linearidade e a continuidade da relagao excitacao>

»resposta ficam asseguradas pela linearidade e a continuidade

do funcional u (itens 4) e 6) do paragrafo anterior). Falta,
apenas, impor ao funcional My mais uma condigdo restritiva, para

que a relacao excitagao resposta permanega invariavel no decor-

rer do tempo.

Se representarmos por Ty, © operador gque efetua uma

translacao h no tempo, a condicac acima referida se exprime im -
pondo ao funcional My @ condicaoc de ser invariante para qualguer

translacao 1, no tempo, isto e, o funcional p deve catisfazer a

h

condig¢ao seguinte

@) ( t)E=uE  Eeb .

Tn Pt Th

Pois bem, guando se conhece a representacac geral dos

= - - . ha . .
funcionais 1lineares e continucs, u, definidos sobre o espago



vetorial topologico ¢ , basta introduzir na referida represen

tagcdo as restrigoes expressas em c¢) e d) para se obter a for

ma explicita da relacao I(t) = ut(E), ou seja, a representagao

analitica do principio de superposicdo, valida para o espago t.

3) Principio de superposicgao e "dualidade"

. ~ - . . -

A proposigao do item anterior pode se resumir da segulin
te maneira: '"Sejam é? o espaco vetorial topologico das excilita-
goes e ﬁb' o seu dual (i.e. o espago vetorial de todos funcio

e
. . - - - X _~
nais lineares e continuos definidos sobre ?b ). A representacao
analitica mais geral, dos elementos de fb', e as condigoes de

causalidade e invariancia relativa a translagdes no tempo deter

. . - . 3 . -« »
minam univocamente a forma analitica, mais geral, do princilpio

de Superposicido, valida no espago fp, isto &: determinam univo-

camente a forma da interacao.

A representacao analitica dos elementos do dual %' de

. - . 4 . . ,

um espago vetorial topologico @ tem sido muito estudada por par
te dos matematicos. Para os espagos vetcoriais mails comuns, se en
contra nos principais tratados de Analise Funcional.

Assim sendo, nada mais simples do que escolher e apli-

o o . - b .

car a um desses espagos o que foil dito acima. No capitulo seguin
te, vamos considerar, dois exemplos para ilustirar o modo de se
proceder. Antes disso, porém, desejamos fazer, ainda, algumas
observacgoes:

a

1) A teoria se refere a sistemas fisicos passivos,i.e.,
sistemas que nao contem fontes de energia no seu interior.

2Yamos

2

2) Para simplificar a exposicao, consid , apenas,
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o caso de sistemas com uma unica entrada (input) e uma unica

saida (output).

Tal qual como no caso dos circuitos eletricos mais

complexos, a generalizacao para sistemas com varias entradas e

saidas, n3o apresenta a menor dificuldade.

3) Resultados mais gerais podem ser obtidos, como foil
feito por L. Schwartz| 6 |, representando-se excitagbes e res -
postas por fungoes generalizadas (distribuigoes) e a relagao en
tre ambas por uma aplicacdo linear e continua, entre os espa-
¢0s correspondentes.

4) Neste trabalho, consideramos, apenas, O Caso de
fenomenos varidveis no tempo, conhecidos pela denominacao de fe-

nomenos transitorics.

L) Principio de Superposicdo no espaco i?z(—w,+W) de Hilbert

C espaco (ig(—W,+w) € o espacoc vetorial das funcoes
f(x) definidas sobre a reta real R, com valores emK, mensuraveis
e de quadrado somavel relativamente a medida de Lebesgue.

Consideram-se identicas duas fungoes que coincidam em
quase toda a parte (presque partout).

2 - .
0 espaco 25 (-°,+®) e um espaco normado de norma

+ ’ ) \1/2 -
|£]| = |£(x) | “dx| (2.1)
— J
0 produto escalar de dois vetores f e g de ibQ ¢ definido por
foo
(f,g) = f(x)g(x)dx (2.2)

)~
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onde g(x) representa o complexo conjugado de g(x).
0 espago 192 é completo, munido com a norma £l .

De acordo com o teorema fundamental dos espagos de

Hilbert, "Para todo funcional linear e continuo u (forma linear

. o2 .
e continua dos autores franceses) definido sobre 97, existe

um e um sO vetor g € 192, tal

u(f) = (f,g) , g € ﬁgz . "

. . - - .
Em outras palavras: todo funcional linear e continuo definido

sobre 192(—w,+w) e da forma

LE = F(Da(t)dr Foo & dpl(-co,tm) (2.3)

J_oo

A restricdo de p ao intervalo (-x,t), € um funcional linear u

t
que depende do parametro t e & continuo na topologia induzida
por 222(—w,+W).

Representemos por Utf este funcional e por Et(f) a
fungdo que o caracteriza. Assim, podemos escrever
t
L) = w (£) = | £(DG (DT, 5,5 e % (2.4)

5 -
quando se adota o espaco zz (-»,+®) para representar o espago
_E@ das excitacoes.

A condicao de causalidade fica assegurada pela rela-

cao (2.4) a qual exprime que o valor instanianeo TI1(t) da res-

posta, no instante t, so depende do que se passa nos instantes

anteriores ou iguais a t.
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Vamos, agora, impor a U a condigao de ser invarian

.t’

te por translacoes.

Invariancia por translacoes. Para que ut(f) seja inva

i riante por translagoes no tempo, devemos ter

(T;hut Th)(f) z ut(f) (2.5)

em que T, representa uma translacao h ao longo do eixo dos t.
Calculemos o primeiro membro de (2.5).

Temos sucessivamente

Thf(T) = £f(1~h)

t
(UtTh)f(T) = Htf(T—h) = { f(T‘h)&t(T)dT = g(t)

J -
t+h
(t_puet )t = 1y (glt)) = glt+h) = f(T—h)dt+h(T)dT =
J
T
= j f(y)ut+h(y+h)ay (2.6)
Em virtude de (2.5), temos
- [t t
_ | i(T)dt(T)dT = I f(y)at+h(y+h)dy (2.7)
J B
No caso de funcgoes particulares da forma
(1 para 4 < T <) A<t

0 para T < Z e T > A
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A equacdo (2.7) nos da

Et(r)dT =
Z Z

&‘t+h(y+h)dy (2.8)

Mas Et(T) é localmente integravel no sentido de Lebesgue, por
conseguinte, tanto o primeiro como o segundo membro de (2.8) re-

presentam funcdes absolutamente continuas de A, e, portanto, de-

rivaveis em quase toda a parte (q.t.p.).
. Derivando-se ambos os membros de (2.8) em relacdo a A

temos

at(k) = at+h(k+h) (q.t.p.) (2.9)

Mas A,t e h sdo arbitrarios.

Fazendo-se h = -X em (2.9) vem
(0) (q.t.p.) (2.10)

donde se conclue que a funcao at(k) deve ser, necessariamente,

uma fungao da diferenca t-A , fungao esta que representaremos pe

la mesma letra o, isto & alt-Xi).

Vamos mostrar, agora, que a condigdaoc € suficiente. De
fato, suponhamos realizada a condigcao. Neste caso, a formula
(2.4) fica

t
p, (£) = f(t)a, (t-1)dT (2.11)
[ L

o
O
2}
(i
[Vie]
e
1
@
O
3
™
3
o
3
O
[oN
®
—
=D
~J
~
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(1 utrh)(f) = f(y)a(t+h-(y+h)) = f(y)a(t-y)dy (2.12)

— ™ J i

~-h

coincide com (2.11).

Portanto,

(1t .y Th)f = u, f (2.13)

-h™t t

e o funcional My ¢ invariante por translacao.

. . - -«
Finalmente, sabemos que o funcilonal My o€ continuo ,

.. . 2
na topologia induzida por fp (-o,+®).
Desta forma, podemos enunciar a seguinte

.~ . . s e 42
Proposicdo.Para que um funcional linear, definido sobre d&» (-

. Lad . .
+®), com valores em K, seja continuo, invariante por transla -

ces, e causal, € necessario e suficiente gque se tenha
> i

I(t) = u (f) = f(Dalt-1)dr f,o € do (~wtw) (2.14)

.
3) Resposta caracteristica

Seja A(t) a resposta do sistema a uma excitagao unita

ria representada pela funcgao de Heaviside

H(t) = (2.15)

Fazendo f£(1) = ¢(q em (2.14), temos
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t a(T)dT para t > 0

A(t) = alt-1)dT = 4 (2.16)

0 para t < O

\

-~ —~ — - -« .
A funcao A(t), denominaremos de "resposta caracteristica'.

Esta fungdo corresponde a admitancia indicial introduzida por J.

Carson|[18] na teoria dos sistemas elétricos lineares, onde as
excitacoes f(1) sao forcas eletromotrizes e as respostas I(t)
sao intensidades de corrente elétrica.

A equacao (2.16) mostra que neste espago, a funcao

A(t) é absolutamente continua e portanto derivavel em quase toda

a parte (q.t.p.), isto &,

d__ = -
a ACt) = A'(t) = a(t) (q.t.p.)

Introduzindo A(t) em (2.14) podemos escrever
I(t) = FO)A' (t-1)dT = I(0) + f(T)A'(t-1)dt (2.17)

i

) coo Jo

Em que I(0) representa a contribuicao, para a resposta 1(t), de

todas as agoes anteriores ao instante t = 0.

- Note-se que A(t), como integral indefinida, (t arbi
trario) € também uma funcio de variacao limitada, em qualquer
intervalo finito [:O,t:l. Observe-se, também, que a férmula

-
1

(2.17) so & aplicavel a sistemas flsicos passivos, isto e siste-

mas desprovidos de fontes internas de energia.

Caso particular. Nas aplicagoes, interessa o caso em

que o sistema esta em equilibric, em todos os instantes anterio-

S
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res ao instante t = 0. Nesse caso I(0) = 0.

A equacao (2.17) se reduz a

T(t) = FODA' (t-T)dT (2.18)
J0
Da equacao (2.16) resulta, também, que A(0) = 0 e a
continuidade da résposta I(t), no instante t = 0, fica assegura
da.

Na formula geral (2.17)

I(t) = fCT)A' (t-1)dT (2.17)bis

J

- . e - ~
a "resposta caracteristica' A(t) e, de modo geral, uma fun -

cao complexa da variavel real t definida sobre a reta real R.
A relac3o (2.17)bis, € uma relagao muito geral, que fi-

xa somente a forma da interacgao excitagaorresposta num sistema

linear. A forma especifica da funcdo A(t) sC pode ser determina
da, em cada problema particular, seja experimentalmente seja a
partir dos parametros que caracterizam o sistema fisico em consi
deracdo. Em certos casos, como na teoria dos circuitos elétricos

lineares, a fungao A(t) & uma funcao real.

. e .~ £

5) Principio de Superposicao para 0 = Ck(R)

1 - Seja Ck(R) o espago vetorial das fungoes continuas com valo-
res reais definidas sobre a reta numérica R, nulas fora de um

vel corforme a funcao. Um teorema de

[STIRY

intervalo compacto K, vari



Riez , estendido a este espago afirma que todo funcional linear
u(f), continuo, definido sobre C, (R) se exprime na forma de uma

integral de Stieltjes

+OO
ulf) = f(t)dalT) f e Ck(R) (2.19)

J
onde a(t) € uma funcao com valores reais, de variacao limitada
em qualquef intervalo compacto K de R.

0 espago Ck(R) nao € um espacgo de Banach, mas um
exemplo de espaco vetorial topologico denominado de espago GHF)
por Dieudonné e Schwartz. Para a definicdo e a topologia deste
espago o leitor pode consultar o artigo desses autores IQO,?lI.

Seguindo exatamente a mesma marcha adotada no numero

anterior, as condigoes de causalidade e invariancia por transla

goes nos permitem escrever

t
ut(f) = f(T)dat(T) f e Ck(R) (2.20)
J -
e
(T_hUtTh)(f) = p () (2.21)
donde
t o
£()da (1) = f(}f)doct+h(y’+h) (2.22)
J e J -

equagao analoga a equacao (2.7).

]20] J. Dieudonné et L. Schwartz. La Dualité dans les espaces ( gf) et

f vl o -
=vas - Uooclogical Veotor Spaoss,eto. Acad.Tress. NL.York(1967).
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Muito embora as fungoes da forma

o(T) (2.23)

1

t O para T < z

nao pertencam a Ck(R), ambos os membros de (2.22) sao perfeita -
mente definidos para f(1) = ¢(1).

Substituindo~se f(t) por ¢(1) em (2.15) vem

A A
dat(T) = J dat+h(y+h) (2.24)
Iz z
ou
at(k) - at(z) = at+h(k+h) ~ ut+h(z+h)
donde
at+h(k+h) - at(r) = at+h(T+h) - at(T)
Entao

ut+h(k+h) - at(k) = Const (2.25)

para X,t e h arbitrarios, salvo a condigao com a condigac X< t.

Fazendo h = -A em (2.25) vem -
a (0) = a_(X) + Const (2.26)
=200 = o () -
donde se conclue que a o,(1) & necessariamente uma fungao Ga

diferenga t-X; fungac esta que representaremos pela mesma letra

a, isto € alt-2A).
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Vamos mostrar agora que a condigcao e suficiente.

De fato, supondo-se realizada a condicao, a equacgao
(2.20) fica
t
Ut(f) = [ flt)dal(t-1) (2.27)
J o

e a transformada

t t
f(y)dal(t+h-y-h) = [ f(r)dalt-1) (2.28)

) J _w

(T_hutTh)(f) =

coincide com (2.27) Q.E.D.
Assim, como no numero anterior, podemos enunciar a se
guinte

Proposigao.Para que um funcional linear definido no gk(R), seja

ha » . , ~ -
continuo sobre Ck(R), invariante por translacao e causal e ne-

cessario e suficiente que se tenha
— ————— e e

t

I(t) u, () fl(t)doalt-1) f e Ck(R) (2.29)

J o

acao limita-

[N

onde o(T1) e uma funcao com valores reais e de var

Q

da em gualcuer intervalo compacto K.

2 - Resposta caracteristica A(t)
Para
4 Dara C <7 < T
f(t) =

, e T > %

,_
[
iR )
oyl
[}
o)
—
A
e}
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a integral (2.29) é bem definida e, nos da, para a resposta ca-

racteristica
t
A(t) = da(t-1) = a(0) - a(t) (2.30)
J0
Se t = 0 & ponto de continuidade de o(t), resulta de (2.30)

que A(0)

0.

Nesse caso a equacao (2.29) fica

I(t) = p (f) = I(0) - f(r)dA(t-1) com A(C0) = 0 (2.31)

t

N0

Si A(T) & absolutamente continua, entao se tem

t
I(t) = I(0) + J fO)A' (t-1)drT com AC0) =0 (2.32)
0
que € o caso particular da formula (2.17)bis quando  f(1) €
e C (R).

Observe-se que, nem (2.31) nem (2.32) supoem a deri -
vabilidade de f(71).

Si f(t) = 0, para T < t, a condicaoc A(0) = 0 garante
a continuidade de I(t) em todo o intervalo (-«=,t).

As formulas (2.29) ou (2.31) exprimem o principio de
superposigao, quando se adota o eépago vetorial topologico Ck@U,
para o espaco das excitagoes.

Este exemplo e o anterior, f% :fi3<—m,+m), ilustram a

tese antericormente enunciada.

" 1 . gy s
A escolha de um espago vetorial topologico (o para represen-

H

tap o es:

]

«* . . .
jeico linear, conjun-

2o das excitacoess de um sistema i

i

h
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tamente com as condicoes de causalidade e invariancia relativa-

mente a translacoes no tempo, determinam univocamente a forma

da interacao excitacao » resposta, a partir da representacao

analitica dos elementos do espaco dual éf de éb "

Observacao: Note-se que a invariancia relativamente a transla -

¢oes no tempo foi imposta a forma de interagao. A condigao dos

parametros caracteristicos do sistema permanecerem invaridveis

no decorrer do tempo € condigdo suficiente para assegurar a con

digdo, mas nao & necessaria.

0 modulo de elasticidade no caso dos fenomenos visco -eldsticos
e a capacidade de um condensador znomalo, sao variaveis no tem-
po, mas isso nao impede que as respectivas formas de interacao
*> resposta sejam invaridveis para uma translacdo do tempo. A
condigdo necessaria e suficiente para isso é que o nucleo de
transformagao integral que exprime a interacgdo seja funcgio s6 da

diferenga (t-1), no que diz respeito a variacao com o tempo.





