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RESUMO

Apresentamcs, neste trabalho, os resultados de
nossas pesquisas sobre gravitagio e cosmologia em  variedades
espago-tempo dotadas de uma métrica e uma conexao linear, cuja
parte antissimétrica {(torsaoc) & diferente de zero. No nosso es
tudo, abordamos inicialmente a Teoria de Einstein-Cartan e obti
vemos os seguintes resultados: Analisamos modelos cosmologicos
anisotropicos (Bianchi tipos I e IX) tendo como fontes uma poel
ra com spin e o campo de Dirac. No caso da poelra com spin, mos
tramos quais as restrigoes impostas sobre a anisotropia no caso
do tipo I, e a incompatibilidade do tipo IX com este tipo de
fontes. No caso da fonte ser o campo de Dirac, construimos uin
modélo do tipo I e mostramos que o tipo IX & tambem incompati
vel com o campo de Dirac. Mostramos que a teoria de Einstein-
Cartan é a teoria de gauge local do grupo de Poincaré, e apre
sentamos um estudo Inicial sobre a formulacao ADM da teoria de
Einstein-Cartan. Neste sentido, construlmos a Lagrangeana e a
Hamiltoniana, e encontramos as equagoes de movimento. Na segun
da parte deste trabalhc, apresentamos um modelo geométrico para
forcas de curto alcance. Nesse modelo, no qual a torsao tem ape
nas tracgo e pseudo-trago, construimos uma Lagrangeana para 08
campos de torsao, e mostramos que devido a escolha da Lagran-
geana do campo gravitacicnal, o campo de torsac adquire uma mas
sa. Neste esquema, analisamos a equacao de movimento do campo

de Dirac, e no caso em que o traco e o pseudo-trago definem ape



nas uma direcao, mostramos que a equagao de Dirac pode ser 1in
terpretada como a equagdo de uma particula de spin 1/2 em uma
variedade riemanniana, interagindo com um campo vetorial. Tal
interagac viola a paridade. No casc geral, a interacgdo pode ou

nao viclar a paridade.
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1. INTRODUGAOQ

Desde o aparecimento da Teoria da Relatividade
Geral pesquisas sobre os seus fundamentos estimularam generali
zagoes da teoria original de Einstein. A maloria destas genera
lizagoes foram formuladas em termos de uma gecmetria riemannia
na como, por exemplo, a teoria de Jordan-Brans-Dickel. De modo
geral, estas teorias diferem da teoria de Einstein por algumas
estruturas suplementares gue de alguma forma estac relaciocnadas
com a métrica do espago-tempo. Outras teorias, no entanto, re
querem geometrias mais amplas para a descrigac dos fenomenos da
gravitagao. Este & o caso das teorias de Poincaré e Milne2 nas

quais a estrutura geométrica € a dos espagos de Finsler.

Dentre as modificacces e/ou generalizagOes da
teoria da gravitacao de Einstein, a mais pesquisada nos ultimos
anos foi certamente a tecria de Einstein-Cartan. Esta teoria é
uma generalizagao nao métrica da teoria de Einstein e teve suas
origens em 1922/1923 nos trabalhos de Elie Cartan3. A teoria
de Einstein-Cartan se propde a considerar os possiveis efeitos
gravitacionais do momentc angular intrinseco (spin) da matéria,
através da introducio de uma nova estrutura geométrica no espa
go-tempo. Em termos matematicos, a moedificagdc proposta por Car
tan consiste em se conslderar espaco-tempe come uma variedade
quadridimensional dotada de uma métrica e uma conexao linear
nio necessariamente simétrica- Segundo Cartan a parte antissimé
o

. o
trica T =T

- da conexdc, a qual tem carater tensorial e
uv [uv]



?4 componentes independentes, e chamada por ele de torsdo, deve
ria ser relacionada com a densidade de spin da matéria. Observe
mos que tal proposta fol feita dois anos antes de Uhlenbeck e
Goudsmit proporem a nog¢ao moderna de spin. A proposta de Cartan
ficou esquecida por aproximadamente 30 anos até que surgiram os
trabalhos de Sciamal+ e Kibbles, e subsequentes trabalhos de
Hehl'® e Trautman7, através dos quais a teoria de Einstein-Car

tan tomou sua forma definitiva.

Sob o ponto de vista fisice, parece-nos plausi
vel que em meios onde a densidade média de spins ndo é nula, is
to &, em meios polarizados, os seus efeitos dinamicos sejam le
vados em conta em uma teoria da gravitagao. Uma situacao onde
tais efeitos podem ser importantes e, por exemplo, no interior
de pulsares onde sSe supoe que existam campos magneéticos que pode
riam produzir um alinhamento dos spins das particulas consti

tuentes da matéria de tal maneira a produzir efeitos dinamicos

observaveis sobre o campo gravitacional.

Sob o ponto de vista matematico, a possibilida
de da inclusac do spin como varidvel dindmica numa teoria da
gravitagdo e extremamente atraente. Como se sabe, a algebra de
Lie do Grupo de Poincaré da Relatividade Especial tem dois inva
riantes basicos, os quais sao interpretados como massa e spin.
Estes invariantes estao ligados com & parte de translacao e a
parte de rotacgao do Grupo de Poincaré, respectivamente. Sabe-se
também que naoc & possivel introduzir-se uma relacdo entre um
tensor candonico de spin e uma propriedade geometrica do espago-
tempo na teoria de Einstein. Na teoria de Einstein-Cartan tal

relacac ¢ possivel, e os dois invariantes do Grupo de Poincare



sdo introduzidos na teoria de maneira natural. Além disso, a
teoria de Finstein-Cartan & a teoria de gauge local do Grupc de
Poincare. Na realidade, foi sob o aspecto de uma teoria de gau
ge do grupo de Poincaré que a relacdc entre torsio e spin foi

proposta per Kibble em 1961.

As aplicagCes da tecria de Einstein-Cartan a
Cosmologia € que & tornaram, na opinidc de alguns autores, uma
séria competidora da tecria de FTinstein. Como se sabe, todos os
modelos cosmologicos que estic de acordo (pelc menos em parte)
com os mais recentes dados observacionais existentes, apresen
tam uma singularidade. 0s estudos de Penrose, Geroch, Hawking e
Eilis, que culmiram com os "tecremas de singularidades™, mostra
ram que, sob hipGteses bastante razcaveis, a ccorréncia de sin
gularidades na tecria de FEinstein € inevitdvel. Como consequén

cia natural da tecria de Einstein-Cartan, ocorre uma auto-inte

ragac da matéria do tipo spin-spin, a qual, come foi sugerido
8 - . - ~

por Trautman , e capaz de violar as condigoes dos teoremas de

singularidade.

0 primeirc medelo cosmelégico ndo singular com
torsac foil proposto per Trautman. Ele considercu um universo do
tipo de Friedmann quasi-euclideano com uma distribuigac esferi
camente simétrica de matéria com spin do tipo "poeira". Usando
a massa do neutron como base para estimativas ele mostrou que ©

—27Nl/3C

modelo apresenta um raic minime da ordem de 3x10 m, on

- - . 80
de N & o nimero de particulas presentes no universc. Com N=10
(nimerc costumeiramente usado come uma estimativa para o nimero

de barions na parte do universc acessivel & observagao) tem-se

que este raio & da ordem de 1 cm. Este numerc ¢ significativa



mente grande quande comparado com o comprimento de Planck,
3,1/72 -33 - .

(hk/C ) wo1,8 x 10 cm, © qual e usualmente considerado co

mo ¢ limite natural para a Cosmologia Einsteiniana. Observemos

que nem a pressac nem a possivel existéncia de campos  magnéti

cos primordiais foram consideradas por Trautmann.

Modelos cosmoldgicos "mais realistas" que o de
. - .9 .w
Trautmann foram construidos por Kopeczynski e Kuchowicz , todos

com a caracteristica da auséncia da singularidade.

-

E importante observar que em regides onde nao
ha matéria, as teorias de Einstein e Einstein-Cartan conduzem

acs mesmos resultados, devido a relagd3o entre spin e torsao ser

de carater algébrico. Como consequéncia, & impossivel distin
guir-se entre as duas teorias experimentalmente, pelo menos
atualmente.

No que se refere ao uso da geometria de Rie

mann-Cartan em outros esquemas, nmuito pouco tem sido feito, ou,
pelo menos, & conhecido do presente autor. Citamos os trabalhos
de Arbuzov' » NOS gquals & proposta uma teoria unificada dos cam
pos gravitacional e eletromagnético, este 0ltimo sendo descrito
geometricamente pela torsao do espago-tempo. Citamos também o
recente trabalho de Novelio e Galvéio12 , No qual & apresentado
um modelo geométrico para forgas de curto alecance usando~se uma
geometria de Riemann-Cartan restrita, na qual a torsao tem ape

nas trago e pseudo-trago ndo nulos. NAo entraremos em detalhes

sobre este trabalhc no momento porque ele é parte desta tese.

Neste nosso trabalho, apresentaremos os resulta

dos das nossas pesquisas sobre a teoria de Einstein-Cartan e 50



bre outros modelos envolvendo a geometria de Riemann-Cartan. Po

demos resumir este trabalho da seguinte maneira:

Capitulo 2:

Capitulo 3:

Capitulo 4:

Cagftulo 5.

E apresentadoum resumo de Andlise Tensorial em
variedades de Riemann-Cartan, ccm o objetivo
de estabelecer notagdo, convengtes e diversas
relagoes e identidades entre os objetos geomé
tricos qgue sac de interesse nos capitulos se

guintes.

Apresenta a teoria de Einstein-Cartan ({(princi
pio variacional e as equagoes de campo), usan
do ¢ formalismo tensorial usual, e estabelece-

se a relagac entre spin e torsao.

Consta de uma revisac de geometria diferencial
moderna (essencialmente, formas diferenciais e
grupos uniparamétricos de difeomorfismos). 0
formalismo apresentado neste capituloc & usado
em todos os capitulos seguintes, exceto no Ca

pitulo 10C.

Apresenta a teoria de Einstein-Cartan no forma
lismo introduzido no Capitulo 4, o gue nos per
mite remover a liberdade da teoria por trans
formagdes projetivas, e nos esclarece como se
pode usar na teoria os tensores momentum-ener

gia candonico e métrico.



Capitulo 6:

Capituloc 7:

Capitulo §&:

Capitulc 9:

Capitulo 10:

Apresenta a teoria classica dos fluldos perfel
tos com spin, um estudec da torsaoc gerada por
um campe vetorial massivo, e a generalizacgao
da equacgac de Dirac para espagos de Riemann-

Cartan.

E estudadc o movimento de eletrons e neutrinos
em uma variedade de Minkowski com "torsao ex
terna". Sao analisados modelos anisotropicos
(Bianchi tipos I e IX), tendo o campo de Dirac

e uma poelra com spin como fonte das equagoes

de Einstein-Cartan.

Mostra-se que a teoria de Einstein-Cartan & a

teoria de gauge local do grupo de Poincareé.

Consta de um primeiro estudc sobre a formula

cao ADM da teoria de Einstein-Cartan.

E apresentado um modelc geométrice para forgas

de curto alcance.

Apendices I/IV: Constam de calculos referentes ao Capitulo

9.



Apendice V: S3o analisadas as equagoes de movimento  para

particulas com spin obtidas por Papapetrou, e
€ apresentado um limite cldssico para o campo

de Dirac em espagos de Riemann-Cartan.



2, ANALISE TENSORIAL EM VARIEDADES DE RIEMANN-CARTAN

Chamaremos de uma variedade de Riemann-Cartan,
V, a uma variedade quadri-dimensional dotada de uma métrica
g = {guv} com assinatura normal hiperbdlica, e uma conexao afim

(6 -~ . . - .

{Puv}’ nao necessariamente simetrica. No que segue, apresentare
mos uma colecdo de expressoes, gue Nos Seraoc Uteis futuramente
com o objetivo de fixar notagdo e convengoes as quais foram
3

adaptadas de Schouten1

.. o ~ .
Os coeficientes T da conexao podem ser escri

tos sob a forma

ol o =4

onde os parentesis e cclchetes indicam simetrizacao e antisime

trizacdo, respectivamente. A parte antisimétrica r¢ se trans
[uv]
forma come um verdadeiro tensor, o qual, segundo Cartan, chama

remos de tensor de torsaoc:

x _ ¥ - L ¥ _ iw
6 Ky - [-‘IP'V] 2 (PMV rlvf*') (2.2)

Define-se a derivagao covariante de um campo ve

torial AU(X), em V da maneira usual:

“.3 of = ¥ + N h
vyA A[[y A e Py’u’A (2.3)




Um calculo direto conduz a

> > P x
V[vv’u] A = ('— a[\, Pﬂo( - P{lele]o{)A}—- ¢ yMV), A«

by

= ___12_ RVP_)\NAd— Zy}k V)\Ax (2.4)
e
V[\JVM A% = 'lé“ RVM;(Ah - ZZ}LVX A% (2.5)
onde definimos o tenscr de Riemann
= o > i (2.6)
vau,at - 2 3[\)\ }*]o( + 2 FIV\P\\—'P‘]X

Usande o mesme procedimento deo caso usual de es
pacgos de Riemann, vamecs impor que as derivadas ccvariantes das
compecnentes de tenscr métrico sac nulas. Neste sentido, diremos
que a conexdc é métrica. Ccmec ccnsequencia desta imposigac a

parte simetrica da conexac pode ser calculada

P(E}“\A = iz— %%f-"( a}-t%vk + 0y gp,)‘ - a;\%p.v)

T %XF‘ 3\,0‘ ZD;H + 2)‘{5 3'}”( gM)sv

(2.7)

Segue entdo que

— o o of 54
liv:{}w} ~ b A + b (2.8)
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- {"{} - K (2.9)

Bwyv p v

onde introduzimocs os simbolos de Christoffel de segunda espécie

o .. ~
{uv}, e deflnimos © tensor de contorsaoc

l‘("‘}w = - Cd}w + '6)""JLL 7 % (2.10)

Da definigac (2.5) do tensor de Riemann pode-se

mostrar que as identidades abaixo sdo validas

A
R(}M’)"‘ =0 (2.11)

by > P >
R[\Jp.o(] = ZVLvEHd] -46 chd]P (2.12)

Contraindo A com v, (2.12) conduz a
A2 4 A . T

Introduzindo o operador

*
V)\zv>+ ZZ’FAP (2.14%)
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e ¢ tensor de torsac modificado
G » _ A b ' * qa
X =0 Ll MW Y, 6 (2.15)

My Mov vo o [y

a expressao (2.13) toma a forma

A 2 & o
RD}W] = 5 VT (2.16)

Finalmente, a identidade de Bianchi se escreve

¢ > ¢
Vv = (2.17)
(n Ryplp = 2 T’UMR@]AP
Definamos agora o tensor de Ricci Ruv e o ten
sor de Einsteln Guv por
« (2.18)
va = dev
|
G\pw :R}L\)‘—EQ}LVR (2.19)
onde R = gaBR & o escalar de curvatura. 0 tensor de Einstein

aB

Guv ndc tem divergéncia nula em espacos em espacos de Riemann-

Cartan. Pode-se verificar que

P
py Rap

My

f
\A G " +40b o« Gpf = § (2.20)
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+
Definindo o operador V c qual atua em obje

89

tos que tenham apenas um indice covariante, por

+
Vﬁk‘PN = Vﬁ\P« ny 4‘G>\ﬁ,(,(L?)\}

o) by (2.21)
segue que
+
Vﬁqqﬁ :—._'-(IF R‘\‘FMV (2.22)

Tem-se, também, de (2.16) e (2.18) que

e ol (2.23)
Ve Sy = 6]
Para a densidade escalar R = v-g guv Ruv pode-
se estabelecer a seguinte expressio:
>
— - }LV( > PP A P
Ro=2V=3 97 (M ~ 7o el,)
— gx{vppl
20, (q“%, 9 { [’Vv)‘) (2.24)
Para efeitos de comparagao com as expressoes
correspondentes em variedades Riemannianas V , wvamos introdu

zir os simbolos {} e I', que identificam as quantidades calcula
das em U e V', respectivamente. A densidade escalar R e o ten

sor de Einstein ficam sob a forma
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R(P): "RL‘H) _\[_7; (‘\S‘).MVK}\P,V + BVLQ-H K}‘v%) (2.25)

»
FA=Gn 5 (TR gon )
+ 4 M{P %.A]v‘a + 2%'”(9(3»”)‘9-(5)“0“ (IA g

- L | gpv (4 CJP[OC‘F“;]JF%"‘P"‘%‘A(N) (2.26)

Pelas expressoes (2.10) e (2.15) definimos 0s

tensores de contorsao e de torsao modificados, em termos do ten
-~ . I

sor de torsao. Seguindo , decomporemos estes tensores em suas

partes irredutiveis. Escreveremos o tensor de torsdo sob a for

ma
fasd V
o7 _L($ - V-9 (2.27)
4 BV 6 B 3(5}‘- > CJ‘*) e}wr.»o‘
onde
_ P (2.28)
G = &6,
& o tracgo,
v | ~
ot = = c bV (2.29)
3! C"r’”’ erre
é o pseudo traco, e ;ﬁn) & a parte de trago nulo. 0 pseudo-tra

v ~ -
Qo ™ se comporta como um vetor axial, e t e dado por

HVA




1u

ot

T =T Lz A
v CMV 3E£VC}L]+€ P’VFG
Para os tensores TA e KA tem-se que
U uwv
'Vx G 2 e bN RL
%MPV"‘SPW*'%EEV%JMJ“GMPJF

TN | N » Y
K b K +'§.(%}L\‘K “‘SA}LKV)*‘G ’-&VIOKF

pr = N

As seguintes relagles sdo Uteis:

(A) RelagCes entre o R Tt e x
LV BV UV
x> e
(a) G Wy = N fay T EIN éM]
by _ _Y > >
{(b) C By 2 (K By * Kp.v )

b — N >
© Ty = -5 (K, K, - 230K )

™ o Py bS
@y, _3g}w+ Eivgn]
(&) K . =-%2 «§ r_§ >,
Py 4 gy v o~ Ly °u]

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)
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(B) Relagoes entre os tracgos:

(a) — _ 1
CA - T2 9;
(2.34)
c\—
(py 3, = - Ky
{C) Relacoes entre os vetores axiais:
v N
‘\J
(a) G) = \S)\
(2.35)
v
G” ~
™) T = -K,



"57 les plats que je vous offre sont
mal prepares, c'est moins la faute
de mon cuisinter que celle de la

Chimie que est encore dans L'enfance”

(La Rotisserie de la Reine Pédauque)

Anatole France
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3. A TECORIA DE EINSTEIN-CARTAN: PRINCIPIC VARITACIONAL E AS

EQUAGOES DO CAMPO °

Consideremos um conjunto de campos ¥ interagindo
com o camp¢e gravitacional na Teoria de Einstein-Cartan, e escre

vamos a integral de acac sob a forma

L= JA“ U (,2¢.9,08,8) — R4, a%,saa)} (3.1)

{&TT b.

onde‘ﬁu & a densidade Lagrangeana associada com os campos ¥. A

diferenga entre esta expressac e a correspondente na Teoria de

Einstein & a presenga da torsdo a qual, na Lagrangeana , &
(1)

introduzida pela substituigaoc 8 - V . A torsao e introduzida

como uma nova varidvel geométrica independente, e a  geometria

dos espagos de Riemann-Cartan fica entac descrita pelas 10+24

variaveis independentes e T
P guv Bx T

A variacdo independente da integral de agao com

relacac a ¥,g e 1T conduz as equagoes

8Lu
§¢

8Luw v AR (3.3)
5 % T 6Tk 8 uy

§lu SR (3.4)
S_G«p.v 6T SG‘MU

(3.2)

!
o

-

0 termo da esquerda em (3.3), como se sabe, e

igual a %? V=g TV , onde TUU[ ¥ ] & o tensor momentum-energia



metrico associado com os campos ¥. O termo da esquerda da ex

pressao (3.4) define o chamado pseudo-tensor de spin uavu

\]‘_‘g; }LJ’» = 55"%; (3.5)
pv

o qual tem caracteristicas de uma energia potencial de spin.

Por um calculo direto encontra-se que

v 0K
V-9 &4,

:__Gnv*_%}‘(%*»vk_%‘vx»_‘_g"\}w) (3.8)

=-2((j:(“"_3’**"d+%’“«“) (3.7)

de modo que o conjunto de equacgoes (3.2, 3, #) fica sob a forma

E‘E‘; =0 (3.8a)

CP N, (TR R LT ) = g T (3.8D)

(:S’dpw_' g-;wd +(\3‘VMM - gT[h_}L,(vP' (3.8c¢)

Se tivessemos usado a contorsao K como nova va

ridvel independente, ac invés de 1T, a variacgdo de I com rela

cao a K teria conduzido & definicdo dinamica de spin segundo
. 8

Sciama

V=9 S M = 5 Lm (3.9)

o)

=

2
k=
<



18

Neste caso, ao invés da equacgdc (3.4}, teriamos obtido

%aBM — l 5 K

= = - (3.10)
5 Ky 16Th & W%y
0 tenscor de spin Squ esta relacionado com o
pseudo-tensor uauv por
}L"‘}W = - §¥MY o ghvx g VYM (3.11)
ou
gAMY = fumdv (3.12)

Segue que a ultima equagdo do conjunto (3.8) to

ma a forma
v ')
%d” = gwk S ‘ (3.13)

Usando (3.13) em (3.8b), obtem-se

QMY = gk tHY (3.14)

Vo= .
+H e 0 tenscor momentum-energila

e B (R g L )

onde

__._TMV__%A }vah (3.15)
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Este tensor €, em geral, assimétrico e como verificaremos de
pcis, € o tensor momentum-energia candnico. Observemos que no
contexto desta teoria ndo & possivel decidir qual o tensor mo
mentum-energia que devemos usar. Esta questdo tera uma solucao

quando formularmos a Teoria de Einstein-Cartan em termos de for

mas diferenciais.

As equagoes (3.13) e (3.14) constituem provavel
mente a forma mais sugestiva das equacoes de Einstein-Cartan. A
equagao (3.13) €& puramente algébrica, e traz como consequéncia
o fato de que o campo de torsao existe apenas na presenga da ma
téria com spin, e ndo pode se propagar no vacuo. Os efeitos de
torsdo a longa distancia sdo sentidos através dos efeitos que o
spin induz na metrica. A interacdo de spin introduzida na teo
ria &, portanto, uma interacao de contato, isto e, de alcance
nulo. Em outras palavras, spin e torsao sao as manifestagoes f1I
sica e geométrica de uma mesma entidade. Observemos que este ca
rater de alcance nulo da interagdo & consequéncia do tipo de
acoplamento usado enitre a matéria e a geometria, e da densidade
Lagrangeana do campo gravitacional ter sido tomada como a densi

dade escalar de curvatura do espago de Riemann-Cartan.

E possivel por a teoria em uma forma quasi-Eins

teinniana, usando-se (3.13) em (3.14),
GR Y = s T + me{““ S N 2 8MTS Y,

« MM Ve 5 v (487, 90,

(
 §XNP 6°‘>‘F) } (3.16)
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ou

v (3.17)
Gy = gk T
onde Zuv € chamado de tensor momentum-energia combinado. Este
tensor tem as propriedades de ser simétrico e satisfazer a lei

de congervacgao

Y (3.18)
Vy, L " =0

Na equagdo (3.16) vé-se que os termos induzidos
pelo spin aparecem como corregoes a geometria Riemanniana origi
nal. Estes termos estao multiplicados pelo quadrado da constan
te gravitacional, o que significa que sdo muitc pequenos em con
digoes usuais, isto €, baixas densidades de matéria, mesmo que
0s spins estejam alinhados. A corregdo da Lagrangeana que origi

na estes termos &

a5, .8 5,7, 54, l

(3.19)

7 S KR, = gun [“1;_ Sy

Segundo Hehl® , esta expressao representda uma interagdo univern-
sal spin-spin, e devido ao seu carater universal, tal intera
gao pode ter uma relacgdo com a interacido fraca das particulas
elementares. Nao entraremos em detalhes com relagao a este as

pecto do problema, por enquanto.

Fagamos uma estimativa da ordem de grandeza da
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interagdo spin-spin. Para isto, consideremos uma poeira de maté
ria com spin, cujas densidades de massa e spin sac p € s respec
tivamente. Cada particula tem massa m e spin fi. 0 numero de par

ticulas por unidade de volume & entao

Com s dado pela expressao acima, a razao entre o termo induzido

pelos spins e os termos do tensor momentum-energia e

(8108)" _ emlK’P
§ltle m?

Para nucleons {(p expresso no sistema CGS) a razao acima & da or
dem de 8.10—55 6. Este numero e muito pequeno mesmo em casos de
matéria super-densa. No entanto, gquando esta razdo se aproxima
da unidade, o que poderia ocorrer, por exemplo, nos instantes
iniciais do universo ou no caso do colapso gravitacional, o ter
mo spin-spin & capaz de imperdir a ocorrencia de singularidades.
Pode-se compreender a razao disto lembrando-se que a parte indu
zida pelo spin no termoc da direita de (3.19) nao necessita, em

. - . . - o~ . N
Principio, satisfazer as condig¢goes de validade dos teoremas de

singularidades.

Com o conjunto de equagoes de Einstein-Cartan e
as identidades geométricas estabelecidas no capitulo anterior,

as seguintes leis de conservacgao podem ser obtidas:

It

A t"(!u 3"% RMP@ (3,20)
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(A) Sqm = —‘\2‘ U*aqsx * H(—"ﬁ"‘)

! +
= W ( _Goz(sx 2 Hhix Cﬁ])

_ -L; (\tﬁ((ﬂ\ (3.26)
= -5 LKo((n* Krﬂ"‘_z?’“"‘Km}

() Mopr = Sepn T Spre T S
et (b T B 2 hanB)
- ( Sy~ T * Soper)
- 3 (K ™ 290 Kaa)

©  lupr= kR (S‘“(ﬂ T i gf”]) o
= -2 (Ha(n * PpaaT Orix Hf‘])

(3.29)

(D) go{(n: R 5“‘(5*
k
=% (ftapn = e

(E) Kygy = h ("S"fﬁ?\? Spra T Snep
_.30,35\'(5\,*"3% S\;\u) (350

=k (Ha(n. Al %“Y-P M3




Y

Relagtes entre os tragos:




"Beauty is the first test: there is
no permanent place in the world for

ugly Mathematics"

G.H. Hardy (Em "A Mathematician's Apology")
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4. GEQOMETRIA DIFERENCIAL EM VARIEDADES DE RIEMANN-CARTAN

Motivados pelo fato de que a geometria das va
riedades de Riemann-Cartan apresenta muitos aspectos diferen
tes da geometria Riemanniana, vamos examinar alguns conceitos
de geometria diferencial. Apresentaremos definigOes e resulta
dos. Os calculos serdo feitos explicitamente apenas em situa
goes que apresentem alguma dificuldade ou utilidade futura. No

goes como variedades, campos vetoriais, identificagao de veto

res com tangentes a curvas parametrizadas e métrica, serac su

. 15 416 417
postas conhecidas =7 7.

Formas Diferenciatls

0 espago-tempo sera representado por uma varie
dade quadri-dimensional diferencidvel C° , anotada por V, dota
da de uma métrica g. 0 conjunto de todos os vetocres tangentes
em um ponto P eV constitul um espago vetorial chamado de espa
go tangente a variedade em P, o qual sera denotado por Ty(P).0
espago dual do espago tangente serd anotado por T*U(P), e & o
espago vetorial de todas as aplicag¢des lineares w: TV(P) - R.

Os cbjetos we T*Y(P) sdo chamados de formas diferenciais. Esco

lhida uma base generica {ea} em Ty(P), um referencial em
THV(P) pode ser convenientemente escolhido como © conjuntoe
(6%} tal que 8%e, ) = < 8% ,e, > = s Neste sentide, diremos

B 3 B~
que as duas bases sio duais, e os elementos de {8%} serio cha

mados de 1l-forma diferenciais. De modo geral, pode-se cons
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truir p-formas diferenciais que sao fungoes p-lineares em TV (P).

Define-se o produto exterior de duas formas di

ferenciais por

wA(B+2) = wWAD ~ WA

wh (8aAX) = (was)anr (4.1)
WA = L—npaenw

onde 6 & uma p-forma, w & uma g-forma e A & uma r-forma.

C produto interior de um campo vetorial V por

uma g-forma w e uma (p-1)-forma definida por

y.l wl....) = Q)(V'__”) (4.2)

Sttt it [

2 (%-1)

0 produto interior satisfaz as seguintes propriedades

Vi(ware)= (V1w)ho (—t\g’wr\ (vie)
(4.3)

vl(viw)=0

para qualguer w.

A estrutura do calculo diferencial sobre formas
& baseada na operagdo de derivagdo exterior. Ista operacao & re
presentada por um operador linear d, e € uma aplicagao que leva
p-formas em (p+l)-formas satisfazendo as seguintes condigoes
se w ¢ uma p-forma e 6 uma g-forma, entao

d{w+B) = dw +~ d8
(4. 4)

W

d (wae) éwn9+t—\)Pwr\A9
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d(dw) = 0 para qualquer p-forma.

Se V & um campo vetorial e ¢ um campo escalar (0-forma), pode-

se mostrar que

V_lclgb :V¢ (4.5)

Consideremos um ponto P ¢ V e um referencial

{ea}, com dual {6%}. Quando as l-formas 0% sio exatas, isto &,

quando 0% = 4f® onde f® s3o fungdes definidas em P, o referen
cial é chamado de holonomico. Neste caso, o comutador de dois
campos vetorilails e, ,eB > {eu} e nulo, L?a 5 eB] = 0. Em caso

contraric, diremos que o referencial & ndo-holonomico e escreve

remos
- P
[eq‘eﬁ]mz/\%ef) (4.86)
. - P
Definiremos a 2-forma com valores vetoriais A por

AP = dof = AP, O*n0Y (4.7)

As 2-forma Af sdao chamadas de objetos de nio-holonomia e so ge

anulam quando o referencial & holonomico.
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Teoria das Conexoes

Vamos agora introduzir na variedade V uma cone
xao linear. Por definigao, uma conexdao linear V em um  ponto
Pe V &€ uma regra que associa a cada campo vetorial U em P um
operador diferencial VU’ tal que se V & outro campo vetorial em
Py ViV &€ também um campo vetorial em P, e as seguintes condi

goes sao satisfeitas:

Vavepz) = « VN + gV 7

V 2 = \N,z2~Y 12

Lu+v)

vUru)\l - ¥V"V

V V) = (0D +§ v,V

(4.8)

onde U, V, Z saoc campos vetoriais, ¢ ,Be R, e f & uma funcao

[o+]

C . 0 campo vetorial VUV & chamado de derivada covariante de V

na direcao de U.

As compenentes de V em um referencial {ea} sao

dadas por

PO N - .
ap =<0V, 87 =0y e)

H

Vamos definir as i-forma de conexao w N pela re

lagao

Ve}Qr&) = w“‘s CRE:N - (4.10)
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de modo que

w}*rb = g (4.11)

Pode-se verificar sem dificuldades gque se {Bu }

e a base canonica (base de coordenadas) em V, entao

vaq(\f) = (aa('U'M + ’U'(sr':(s) a}&

= Kv‘x“—,&) 3 (4.12)

o que mostra que as componentes de V(V) na base candonica sdo as

derivadas covariantes das componentes de V nesta base.

Torsae e Curvatura

Define-se a torsdo assoclada com a conexao YV co
mo uma regra que a doils campos vetoriais, U e V, associa um cam

po vetorial T(U, V) definido por
T =Y,V -v, U0 - {uv] (4.13)
As componentes da torsao T em uma base {ea} sdo dadas por

A =-'5 g7 (ep,eNy = 5 @q(TLeme,)) (4. 1)

Definamos uma regra R que a cada par de vetores

U,V em PeV associa uma transformagao linear R(U, V), com valo
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res tensoriais, do espago tangente sobre ele mesmo, definida
por

RN = Y,9, - % Y, = Vi (4.15)

As componentes de R em uma base {ea} sao dadas por

R"((&)\P: <@M,R(Q>~‘€P)E’(g> (4.16)

R & chamada de transformacdo de curvatura associada com a cone
xao V. De (u4.15), pode-se interpretar R(U,V) como uma medida da

nao comutatividade da operacgao de derivacao covariante.

Consideremos um referencial arbitrario {ea} com
o . -
dual {67}, e definamos as 2-forma de torsdo Y e de curvatura

qu , respectivamente, por
1
= T(uV) = GHLU\\J)e% (4.17)

%RLUl\!)ev: _Q“VLU\\!)eP\ (4.18)

Pode-se mostrar entaoc que

o 1
._Q..Mv - A(.UP\V + wh, A w"‘v (4.20)
As expressoes (4.9) e (4.20) sao as equagoes de estrutura de

Cartan, e constituem a base da teoria da torsao e da curvatura

de uma variedade.
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Considerando-se uma base de cooordenadas | a“}
com dual {dx"}, e expressando-se as formas de conexao, torsao e

curvatura por

Wy = V’“rwdxﬁ (4.21)
®x='—2 ’}w dx® A dx¥ (4.22)
Q=5 RMup dx¥ A P
P2 pxp (4.23)
verifica-se entao gue
pY pY
[ Puﬁﬂ (4.24)
Ny oy e ope et (4.25)
Roper= B0l e T~ e T
Da definicao da transformacido de curvatura
R(U,V) segue que
o g — _gpkp¥ » of
zllvllp £ ip iy z"R yw@-rcvr_x,z > (4.26)

Definindo o diferencilal exterior covariante de

uma p-forma A% por

!D?\q{s=(_l/\°‘p+w°‘%;\)\"ﬁ—X"r‘l\w"(,_, (. 27)

pode-se verificar que as equagoes de estrutura de Cartan condu
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zem as identidades de Bianchi

[D ®7~ - ,Q_Z\o{ A 90( (L,28)

n)&o(ro:g (4.29)

As componentes da conexac V sao relacionadas com

as componentes do tensor métrico através da 1-forma
ED 3’}‘.\, = d%“u - w}‘_y - va (14'-30)

= (v)‘ g}w) g (4.31)

onde Vl e o operador de derivacao covariante e wuv = guxwkv.

Calculemos o diferencial exterior covariante da expressdo (4.30):

DIDYu,)= D {dgy, - o, ~ W

=4 (A%pv“w}w" (,uw)+w>~hf\ﬂ)ﬂ” + (,UXVAID%-P_%

N - A
:"Aw}t‘,_éwv’*_wl’!\wu% WHAU\J)\U

ou

(4.32)
m(D%Hy)::— SLMV"Sva

De modo geral, a conexdo V pode ser separada nu
ma parte V chamada de conex3o Riemanniana de V, e outra parte
V. A primeira é determinada univocamente pela métrica g, como
sendo a conexao que satisfaz as condigdes -ﬁgaB =0 e DY = 0,

e a segunda, que representa uma "corregao", & devida 3 nd3o nuli
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dade do tensor de torsao.

Escrevamos entac as l-formas de conexio como

wh, = ¥*, A" (4.33)

onde Yﬂ) sao as l-formas da conexdo Riemanniana de V e Aﬂ) sao

as l-forma de correcdo. Entdo

ID %PV = (d%}‘-v - XMV—YVM) “};w_)‘vp.

= Ib%’,u\, - ’)\P.y _-A“P“

Lego,

_ - - (4.34)
D %pw - —)\}*v )\’M
Tem-se também que
eF = (dg*‘ + M, A 9") +Af, A8

- W
= Pt + 3", A0
isto &,

M T\ v (4.35)
@:}\yl\g
Segue entao que a derivada covariante da métrica e as Zz-forma
de torsdo sdo completamente determinadas pelas 1l-forma de corre

Qao A%}. Em termos de componentes, escreveremos
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?\HV — KH)\V 9?\ (4.36)

A imposigao de que © transporte paralelo deve

preservar ¢ produto escalar induzidc pela métrica g implica em

que
— (4.37)
D, =0
Esta condigdo sera chamada de condigdo mé&trica. Pode-se mos
trar que esta condicdc induz uma Gnica conexdac V sobre V, a

qual chamaremos de conexdaoc métrica. A expressdc para a CONeXao
métrica V de V pode ser obtida como se segue. Sejam X,U,VeTV(P)
trés campos vetoriais arbitrarios. Entac, a condigac (4.37) se

escreve

(T ) = x40 = ${u,%V) = § (%o, V) =0

Permutando-se ciclicamente os vetores X,U,V, somandc e subtrain
do com a expressao acima as expressoces correspondentes a (V,X,0)
e (U,V,X), resgpectivamente, e levando em conta a definicgao da

torsac, obtem-se
2 %('VJ VUX): X%LU\\A“- U%(\!IX) _\J%(.X-U)" %(\MT(U,X})
= 40T ) + G, TOWY) 3 (N, Luxd)

- 3(0,{\:,\&])+ ﬂ(xjf_u\\i]) (4.38)
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que &€ a expressdao que determina a conexdao méirica V de maneira

geral.

Numa base de coordenadas, a expressaoc (4.38)

conduz a

P%« :% ghe(ad%)ﬁa@‘}”“ B?\%Mﬁ)

(4.39)
v Tha ~ Bl v Byt

ou

[_1?;0( _ {(‘fd} —1/\('3“ (h.u0)

onde introduzimos os simbolos de Christoffel de segunda espécie

{Eu} e o tensor de contorsao definido em (2.10).

Numa base arbitraria {ea} cbtém-~se
~ 1 } Y
Mo = o] =~ Klpu

+ 40> (“Alx(s ¥ AM@A “Am“)

(4.41)

com

(4.42)
{gx}= ‘E%M(ex %5;"‘855%&;_9)«%4(5) e

A hipltese, de que as variedades de Riemann-Car
tan também admitem uma estrutura Minkowskiana local, implica na
existencia de referenciais ortonormais locais (referenciais de

Lorentz ou tetradas), {e,} , A = 1,2,3,4,, tais que gle, ,eB) =

A

Nap = DIAG.(+1, -1, -1, -1). As tetradas sdc relacionadas com

os vetores da base de coordenadas {aa} e da base dual {dx®} por
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e, = e“{(,‘) 3, o* = e® ax™ (4. 43)

)

e, alem disto

(A

) _ (® (4. uu)
e N %AV— e’ M e’ v qAB

X cA
r>¢e(s)_8lﬁ

Na base de tetradas, a parte antissimétrica da

Cconexao se escreve

A A A
l—x (B¢ - & Be _ A ac (4.45)

onde AABC sac os objetos de nio-holonomia introduzidos anterior

mente, que se escrevem nesta base

AABC = e"(a) eH(C} 3[» gﬁ? (4.46)
= Qv[(c) am]ng (4.47)

onde a(B) = e%B) aa . Tem-se também que
PABC:“AABC‘r ABCA- ACAG —KABC (4.u8)

0 Grupo GL(4, R)

Seja J:V =>4 uma aplicagdo C” da variedade v
em uma variedade Jff . Esta aplicagdo induz uma transformagdo 1i

near de cada espago tangente de V em um espago tangente de JM ,
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a qual e chamada de aplicagdo Jacobiana J, T (V) - T(M). Cha
mando de V a um vetor em V(P) e f uma funcgao ¢® em J(P) € M,

define-se Ju V como um vetor em J(P) por

(I Nf =Vv{-T) (4.19)

14 . .
Anotemos por(§ (V) o conjunto de todas as p-formas em V. Defi

ne-se a aplicacgao " : %p (Wl - %P (V) por
(3*(.!)) (\J{J.,_I\JP§ = LU(J*\I{J,,_ ,J*Vp) (4.50)
weFr@m) | V.., ¥, €TW)

P g -
Pode-~se mostrar que, se w E%/ (M) e q £ jq ( JU ), entao

T lwan)= T*w A I

(4.51)
T*(dw) = 4{J*w)
Congideremos agora o grupo GL(WY, R) de todas
as matrizes reais nac singulares Uxy, Como se sabe, GL(4&, R)

(ou GL(N, R), de modo geral) & um grupo de Lie, e tem uma es
trutura de variedade. Anotemos por GL£(4 , R} a sua algebra de
Lie. G&£(4 , R) & isomorfa ao espago tangente ao elemento identi

dade do grupo.

. 1 . . . .
Sejam e e ¢ dois vreferenciais locais em V(P),
isto &, dois conjuntos de vetores linearmente independentes em

TV(P). E sempre possivel encontrar Ace GL(4 , R) tal que e' = Ae.
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Com ¢ fixo a matriz A & unica.

ITdentifiquemos e com a identidade I & GL{4 , R).

~ ! - -,
Entac, se ¢ e proximo de ¢ podemos escrever que

e'= (ftra)e (4.52)

onde o £ GE(Y , R).

Chamemcs de VN a um espago vetorial de dimensao
finita, dim Vy = N, e seja GL(N , R) o grupo das transformagoes
lineares nao singulares de VN. Chamemos de 0 a uma representa
gac de GL(4 , R) em GL(N , R), e {EA}, A =1,...,N, a uma base em

VN. Qualquer p-forma com valores em VN pode ser representada

por

P =(\?A)=\9A®€A (4.53)

A representagdo " induz uma transformagic na base {EA} defini

da por

!

€? =0 (a)e®
(4.53)

0(n) € GLIN,R)

e uma transformacao nas componentes de @ definida por

L?‘%: [}AB (ﬁi)% (4.54)
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Consideremos uma transformagaoc infinitesimal
(I + a) ¢ GL(4 , R) sobre os referenciais e, e chamemos de
U(I + o) e 6L(N » R) a correspondente representagao. Podemos tra
tar a matriz o como um vetor tangente a variedade GL(4 , R).
Consequentemente, (I + a) - I pode ser tratado come a imagem
de o pela aplicagaoc Jacobiana €' induzida entre os espagos tan
gentes, isto €, entre as correspondentes algebras de Lie,

¢': Go(4 ,RY > GL(N ,R). Esta aplicagio pode ser construida fa
& P =

zendo-se uma expansaoc formal em série de Taylor

N (4.55)
(1 v} = '1+0<.FU\}\P
ou,
A ~ SA A F (4.56)
{0 B(ﬂ_+tx)-» 3 B + F(? 3 »
onde
A
oA 5 0% (a) (4.57)
5 = »
oA p A=1
séo os elementos de matriz do homomerfismo induzido nas élgg
bras de Lie o' : GL(% ,R) + GL(N, R).
Para uma variacao infinitesimal dos referenci

als escrevamos

e, =,fep (4.58)
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Lembrando que A o T - a segue de (4.58) que

~

. S % P (4.59)
SkPA = -« P('\A b sz
Diremos entao que € uma p-forma do tipo o.
Identifiquemos V, com rRY (que € isomorfo a

TV(P) para cada P e V), e {Eu} com a base padrdo em RN, Anote
mos por (6%} a base de co-referenciais dual a {Ea}, e chamemos
de id a aplicacao identidade sobre GL(4 , R). Uma l-forma do ti

po id scbre RN & definida por 6 = 8% @ e, - Segue entao que

b

se & = Ae,
o AN 4.60)
g° = (Aj) gﬁ (
P
Mas, idig(}\) = A%B e portanto, para a representacao identida
de tem-se
. v
GV A= 0 (4w (A _ aAq,u
o « oA
(4.61)
= §% 6"
= P }»\.
de modo que a transformacdo e = (I + a)e induz uma variacdoc nos

referenciais duais dada por
gg":_dxf,gf’ (4.62)

Definiremos a derivada covariante exterior de
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uma p-forma do tipo ¢, com relacaoc a conexdo muv, como  uma
(ptl)-forma do tipo ¢ dada por
_ ("
D@, = d9a + G2 wH, AP, (4.63)

Se (¢A) for um campo tensorial, entao D¢A = GGVG¢A; se um cam

pe vetorial V = (UA), pyt = dVl + wkpvp. Notemos que D2¢A =
Bv u .

OAU Q Y ¢B , de modo que se (¢A) for um campo tensorial
2 _ A W, gV

D9, = ©® ‘v, b, *+ 8 07 VU, 9,

Diferenciemos exteriormente a expressdo (4.60)

2 ugemos (4.19):

def“ = d(AMV g‘v)
= AM, d8"Y « dA*, A0

= AR, (@ - W™ A 9™) + dak, Ag”

ou

OF - wh A8 = AL @Y - (AM, WP ) A (8,80
- (m‘i)v‘a AAMV /\ 9‘0

Da expressao anterior segue que

&Y - (A—iy’y. @K (4.64)
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e
- -\ 4.e5
W = (B4, wh, Al + (K1), dA% (4.65)

Da definicao da métrica g tem-se também que

« _ & I 1 %
G, 0% 0 0% = 4, A% A" ghe0
= %;v gt e 0"
onde

QLV = %dﬁ A“M Aﬂy (4.66)

No caso de transformacoes infinitesimais, A“v o

s+ oM, as expressoes (4.65, 64) conduzem a

— ' _ — M

-9 - (4.68)
X P R P N



Grupos Uniparamétriccs de Difeomorfismos

Seja V um campe vetorial local em V . Uma curva
Ai(a, -a) » V & uma curva integral de V se V for tangente a X,
isto &, se A' (t) = V(A(t)),onde t €& um parametro e a linha
significa derivacac com relacao a t. Pode-se mostrar que para

cada xe V existe uma curva integral de V passando por x.

0 seguinte tecrema & importante para o que se

segue:

(I) Para cada xe¢ V pode-se encontrar dois pontos a(x) e b(x)
em R U (-w, +w) e uma curva regular sz(a(x) , b(x))~
tal que: (a) Oe (a(x),b(x)) e AX(O) = x 3 (b) A & uma

curva integral de V passandc por X.

(II) Para cada te R pode-se definir uma transformagao sobre
v, etVov o V, com dominioc em {xe V |tela(x),b(x))}, pe
la regra etV (x)= A (t) tal que: (a) ™™ & a4 inversa de
etv; (b) etV o8V . o (THSIV

A parte (I) do teorema garante a existencia de

curvas integrais de V passando por cada xe V de tal maneiraque

para t = 0 "estames™ em x = hX(O). A parte (II) estabelece a
existencia de transformacces sobre a variedade V , geradas pelo
campo V. Formalmente, para pequenos valores de t, etvx 1+tV e
etv(x) = x + tV(x), o que significa que pela transformacgao o}

ponto x & deslocado de tV(x).
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Diremos que a variedade V & completa se todas
as curvas integrais de V tiverem seus parametros variando em
(-mw, +=), Isto &€ equivalente a se dizer que o dominio da
transformagao etv é toda a variedade para todo te R. Se alguma
curva integral nao tiver o seu parametro tomando valores en
(-® ,+x) a variedade e chamada de incompleta. Considerando-se
o parametro t como o tempo, incompleticidade significa que em
v existe uma curva integral ac longo da qual ndo podemos cami

nhar por um tempo arbitrariamente longo.

As transformacgoes {etv} constituem um grupo. No
te que se V for incompleta, ha problemas com relagao ao domi

nio das transformagoes, mas pode-se mostrar que {etv} constitui

um grupo local. No que se segue, consideraremos sempre Erupos
. ~ tV - . .

locais. A transformagao e e um difeomorfismo, e o grupo des

tas transformagoes €& chamado de grupo uniparamétrico de difeo

morfismo,

Devido ao fato de que etV & um difeomorfismo, &
possivel se transportar estruturas geometricas de um ponto a ou
tro da variedade através desta transformagdo, o que nos permite
introduzir a nogaoc de derivada de Lie de maneira natural: defi
nimos a derivada de Lie do campo vetorial U, com relacdoc ao cam

po vetorial V
va = v, v] (4.59)

A derivada de Lie pode ser construida da seguin

te maneira: Seja xe V , e consideremos U(etv(xn. Transportemos
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entdo Ut (x)) ao ponto original x por e TV, Entao,

£U= Lim "jc' [(étv)*U(etvbO) - ka)] (4.70)
t

v —Q

Esta maneira de se construlir derivadas de Lie pode ser estendi
da a outros objetos geométricos. Interessa-nos, em particular,
calcular a derivada de Lie de uma conexao linear, o que faremos

a gseguir.

Seja ¥V (ou w) uma conexac em U e {ea} uma base

local em uma vizinhanga de xe V . Como anteriormente, @notemos

Na vizirhanga de x, a conexao V fica completamente definida pe
t
los n° vetores {E’ocB}' Definamos o conjunto de vetores ¢0t6 por

£
&0{(], = (&Ttv)¥ 5,,((1, Letv(x)) (4.72)

~ -
Este conjunto de vetores induz uma conexao V definida por

t

t
v, (eg) = ‘E‘,dp (4.73)

t - ~ C o .
A diferenga V - V e uma transformacao bilinear em TV . Define-

se a derivada de Lie da conexao V por

+t
A{va: Jem '—t [VV (0 -V, (U)] (4.74)

t—>o
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Um conceito de importancia particular & o conceito de Tarrasta

mento” de um objeto geométrico. Seja (9 um objeto geometricojse

0(etVon) = (e“’(ﬂ) (x) (4.75)

diz-se que (D € arrastado ao longo das curvas integrais de V. B

claro gque quando isto ocorre,

¢£\,(D -0 (4.78)

Por uma escolha conveniente do referencial, a
derivada de Lie de um tensor pode ser expressa em termo das de
rivadas direcionais de suas componentes com relagdo a este refe
rencial. Isto & verdade em qualquer base que € arrastada ao lon
go das curvas integrais de V, isto &, tais que -gv(ea) = 0. E

importante notar gue, neste caso, a base dual também &€ arrasta

da ao lcngo das curvas integrais de V:

(£,0%)e, = v<6% e,y - <0% Ive,1>
= 9“‘9{“(8%):0
Chamemos de § um *ensor da forma
§= 8%, ¢, ® 08
®

A U v
B o eB (%] el & ep e B =9 ® 6 ® ...,

® 8. IEntao

£.5=(£5%)e008%+ 54, (2.0)8 6°
+§4, e, @08

= (\’ S'AB)eA®QB Ch.77)
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£ clarc entdo que as bases que sic arrastadas, sac os referen
clails naturais a serem usados, quandc se consideram grupcs uni

paramétricos de difeomorfismos.

Uma conexao V definida sobre V induz uma outra

-
conexao V definida pelas l-forma

-+

= (4 ~ P (4,78)
W% = W + [£ (,{59

—~ T — - - - -
De modo geral, & conexac V nac e metrica mesmo que V ¢ seja. A

. g . - . - T . -
condigao para que V seja metrica e que DgaB = 0, istc e,

Ddsp = ugm_w‘*r&““’w = upp 9° 7 Gppu 8

== (Go(f(s t GﬁP“)e‘o:O

Logo, V serd métrica se e scmente se

Coupps = blapal (4.79)

Pode-se verificar sem dificuldades que se a base {ea} for hecle

TH 4P

-~ Koo_ 1 onp P T oL - e~
nomica, com w’ 5 T va a e wo 5 Vo tem-se que
T
da = ¥
vp pv
Se V= (V") & um campo vetorial e ¢ = (¢a) e
uma p-forma tem-se que
R x x (4.80)
DY® = PV¥ + V1@ :

-
DPs = DYy - G@F,( A (4.81)
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A expressao para a derivada de Lie de uma p=-for
ma do tipo ¢ pode ser estabelecida sem dificuldades, e o resul

tado e

£,9=12,9],0%

A
= (ﬁv‘ﬂ +0;B(:Bﬁ(£vg,4)‘?3)®e (4.82)
Usando agora, que para uma p-forma w qualquer
£vw:\’—lc§w+é(\iiw) (4.83)

a expressao (4.82) se escreve

£V“?= [VJ D4 +[D(\1J‘?A)—Q‘A3ﬁ‘" ({]ﬁ\/d)%]® g?  (u.s8uw)

Para se obter a expressac da derivada de Lie
das formas de conexdo, e convenlente se usar referenciais que

sao arrastados ao longo das curvas integrais de V. Neste caso,

T o o o _ o
VYT s V] uT, e ]:fv w ] g £\’w g + Usando (4.83),  ob

tem-se
L‘f-\, LU}MV = 1D(%'V\l“)+\l talt, (4.85)

Aplicando-se (4.84) 4 métrica g encontra-se

‘ . .
[ fv% ]o{(s = VXVA(},((S-f Lkvﬁ\f’w‘}wv“v’* (4.86)
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Um grupo uniparamétrico de difeomorfismos gera
do por um campo vetorial V & chamado de uma simetria da varieda
de, se e somente se, £vg =0 e .fvv = 0. Isto significa que
"deslizando-se V " ao longo das curvas integrais de V, as dis
tancias entre os pontos permanecem constantes e as derivadas co
variantes dos ponteos originais vao nas derivadas covariantes
dos novos pontos. De (4.85) e (4.86), se a conexao for metrica,

tem-se que as condigoes para que V seja uma simetria sio

L G B (4.87)
ﬁq@ V'\V + %ﬁ)VKV =0 .
IDGI,(\!“) +NV1Qf, =0 (4.88)

Observemos que se a variedade for Riemanniana,

a primeira equagdo se reduz a equacio de Killing vaVB * VRV =0

e a segunda & uma consequéncia da primeira.



50

5. FORMULAGAC DA TEORIA DE EINSTEIN-CARTAN EM TERMOS
DE FORMAS DIFERENCIATS EXTERIORES7

"Se mon e wverc, e bene trovato"

Como nos capitulos anteriores, o espago-tempo
serd considerado como uma variedade quadri-dimensional V , de
classe Cm, dotada de uma métrica g com assinatura normal hiper
bélica e uma conexao linear V. Todos os campos e aplicacgdes de
finidas sobre V seraoc supostas de classe ¢”. Definiremos local
mente um conjunto de 1-forma diferenciais linearmente indepen
dentes {Ba} , o =0,1,2,3, em termos das quails serao expressas
as formas diferenciais definidas sobre V . Em particular, a mé

trica g sera expressa por

%: 3&55 g"(@ 93 (5.1)

A base local para as formas diferenciais definidas sobre V se

escreve
{‘ﬂ,B“J YA, BHABYABF | BFAEGYA epne"} (5.2)

Vamos introduzir o pseudo-tensor totalmente an

tissimétrico n > COIL Ng,,, = V=g , e suas contragoes

auv
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Tepp = & epur

Ylo((5 :-‘é RN M qq’f‘l’f*“

q(x:.!a.i gr‘fng*/\e"rto((sw (5.3)

LI
N =90 Aef‘/\e“/\e”qdﬁ”

n € o elemento de volume de V.

Pode-se mostrar sem dificuldades que as seguin-

tes relagdes sdo validas:

_\F - ¢ a
G?Qd@fw —Bvqm}x gP}kqv«p*S(){-"wao{“S qu]uv (o-na)

Q?Aqo((s}x — 8("“ rlﬂ((s ,,.EP(S QPd+BF& Q(s,u (5.4b)
QPML:(F, - BFFSWO( ._6()0( rl(‘ (5.4¢)
0P AN« = %?"‘Y\ (5.u4d)

Das expressoes acima segue que
f — L p¥ MagV
rlxﬁ’\&r&"zp\@-!wrlo(p’\g A S

= QYL (5.5)

que é a densidade escalar de curvatura de V.

Como consequencia da condigdao métrica Dguv = 0,

as formas definidas em (5.4a-d)satisfazem as seguintes relagoes:
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(A) De D(nuBuv naBUV) = 0 tem-se que

DNwppy =0 (5.6)

(B) \Dq%}k =(heY) Mr&}w
" D = @ gy (5.7)
(c) D yp = 3 [(ﬁ)ef*)/\ Vapp ™ o¥A quwl
= O A uap
= 5 6l AP A N yan (5.8)

AN PERAPN FES AR

(D) DN, = ®* A= Gl (5.9)

0 nosso objetivo agora é construir uma Lagran
geana atraves da qual possamos obter as equagdes de Einstein-
Cartan por um principioc variacional. Tal Lagrangeana deve ger

o'V e oM e deve se reduzir 3 Lagrangea

linear e homogénea em
na da teoria de Einstein, no limite de torsao nula. Pode-se mos
trar que qualquer UY-forma sobre V satisfazendo a estas duas
condigoes deve ger proporcional a My r "V, Como vimos em (4.9
esta expressao & identica a Rn, onde R & o escalar de curvatu

ra de V . Escreveremos entac a 4%-forma Lagrangeana do campo

gravitacional, na teoria de Einstein-Cartan, sob a forma

o wy
st ll = Eqw A Su (5.10)
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Esta Lagrangeana é independente da escolha das 1-forma {8} e

portanto, & definida glcocbalmente sobre V.

A integral de agac do campo gravitacional se es

creve entao

t g Y
= = —— (5.11)
1 j[L T 3 e A S
Vamos supor por enguanto que a collexac nao &

métrica, isto &, que ngB nao é necessariamente nulo. Examina-
remos quais as consequeéncias que isdto pode acarretar sobre a
teoria.

Calculemos as variagoes da Lagrangeana L com re

L

lacdo as variaveis (guB , s 0

(A) Variag¢dao de I com relacao a wuv
Observemos primeiramente que Gwﬂ) & um tensor porque é a

diferenca entre duas conexoes.

(6T {lL) = S Adwy ) v S (LY Awh A W)
w

= X(QMVA A{’qu)'_' (quv“dqu)l\ 8“‘]«\1

Portanto,

{GT[,E“-):“\DQJ}\S(,U“V{— A(ru";\'z{w*v) (5.12)
w

onde uszmos o fato de que as operacoes § e d comutam, porque 8§
& uma variacdo local. O 4ltimo termo em (5.12) & uma forma exa

ta, e pode ser omitido na integral de agao.
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(B) Variacgao de L com relacao a o™

L6 T §el% =5 §l0%n0f)n Y, A oty
=(6" A 8BP) My, A,

donde

e oL = - %@ A 50 (5.13)
5 Trap A

(C) Variagdo de L com relacgao a gy

TSl =

L 8(%‘”\/?5,)6%\,” 0fre% A Ak,

= (P88 L5 97 99075 344, ) €upo 0P EASLY

(51,2 Q54,8 A ) T

ou

6T ‘%tL) =‘5(%"‘qu* - %H%ﬁ‘ jkfﬁrh:‘) Y S
$

Segue entao gque a variacgao total da Lagrangeana

pelas variacgoes independentes de By@ , oM e Wt

v se escreve

s 5[\_:'5&:_“(5%}0((5— ex;\ge“+ Q“ﬁ)\gwﬁo{ (5.15)

onde omitimos a forma exata de (5.12) e definimos as formas

A
£ = (000~ P, -0 4 00 s
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(5.17)
-4 M
€, =3 Qoq.w A KLY,
B (5.18)
d:o(fs— ‘mrl*’(ﬂ
Observemos gue a Y4-forma % & simEtrica: r%F - pRY,

Ocorre que nem todas as variacgoes em (5.15) s3o
. . —~ o . .
independentes, porque uma variagao nas formas 8 induz varia

¢Oes nas componentes da métrica e nas formas de conexdo. No en

tanto, podemos usar o principio da minima agdo fazendo varia
goes independentes da Lagrangeana com relacdo a (guB ,waB) e
(6% ,waB) 0 gue resulta nos seguintes sistemas de equacgdes:
pef - g
(5.19)
C = 0
nv
e = 0
o
(5.20)
C = 0
nv

Suponhamos que a variagao total da Lagrangeana
& consequencia de uma variacdo das formas GA dada por (4.62). U

sando as expressoes para 5o’ , Gguv e Swuu dadas por (4.82, B7Y,

68), a variacao total (5.15) se escreve

FISL = 5 EF (o, v o, )~ %, 0n€, - 5 D, ACY,  (5.2D)

}.A.
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ou

v \
SLSL = EMo,, - o 8¥n e, - 5 o, DeYy (5.22)

M

A imposicao de que a Lagrangeana I seja invariante por esta

transformacao conduz a identidade
— L (5.23)
E“v - Qp}\ e\! - 2‘D¢Hy

Levando em conta este resultado, podemos con
cluir que os sistemas de equagces (5.19) e (5.20) sao equivalen

tes.

Neste ponto, vamos fazer uma andlise dos siste
mas de equagoes (5.19, 20). Consideremos o seguinte tipo de

transformagac sobre as formas de conexao

Fal
wpv —o (oK, = wuk - 5%7\ (5.24)

onde A & uma l-forma escalar sobre V . Este tipo de transforma
¢do e denominada de transformagio projetiva. Verifica-se sem di
ficuldades que este tipo de transformacdo mantem a Lagrangeana

L invariante:
et = N5 A Q%,
:Y[a((*l\ (Acu"(p +‘5°((5cl)\ + 0%, A whp +}\f\w“{58°‘y\
WG AN BRSO )

=N PN O, = e L
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Fazendo agora quv = Suvl na variagao da integral de agao, ob
tém-se A A Cix = 0, o gue implica na identidade Caa = 0,
Consilderemos a equagao CaB _DnaB = 0 e Tfaga
o _ o a a ~ ~ .
nmos w g " Y B + A B > onde vy 8 sao as formas da conexao Rieman
niana de V. Entao,

iDq_o/(bz O = c“t‘(rg,erPp I\T’(F - CO“FATLPF,
= By M AT e

onde D & a derivada exterior covariante calculada com as formas

Yuv- Como se sabe, Dn%, = 0 e portantc tem-se que

B
of — ¢ .
A " A 'Vré = 2 6 AYLO((-’ (5.25)

Mas, pode-se demonstrar que se {Auv} & uma colegio de 1-formas
definidas sobre uma variedade dotada de uma métrica, entdo se a

relagao (5.25) for valida, tem-se que kuv = sHua , onde X & uma
o

B
o o o . - .
W T Vg + 87 _A. Podemos concluir entac que os sistemas de e

B

l-forma com valores escalares. Logo, C = 0 & equivalente a

quagoes (5.19) e (5.20) n3oc determinam univocamente as formas
de conexao. Veremos mais adiante que esta liberdade por transg
formagoes projetivas pode ser removida, impondo-se que a cone
xdo & métrica.

Introduzindo-se em (5.16) e (5.17) 2 =

A

1
- R ou

vﬂu AgY , obtém-se sem dificuldades
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Edﬁ = ‘3_' (Bd@RMv;\w —Rv;ﬁ - Rmv.,g)rl.
(5.26)

. =E, 51

v (5.27)
€,.= 5 (33 R¥ My —Rﬁppd_ Rﬁ“o(”)q.(ﬁ et

Vamos considerar agora a interagao entre um cam
pls) clissico ¢ e o campo gravitacional. O campo ¢ serad represen
tado por uma p-forma do tipo o com valores tensoriais; admitire

mos que a 4-forma Lagrangeana associada com ¢ dependa localmen

A

te de (gaB ., 07 dp > D¢A). Escreveremos

“"tb :ﬂf(@A;m‘bA.%«ﬁ,e))'{ (5.28)

onde I, & uma fungdo escalar.

Uma variagao independente das variidveis conduz

+ {(forma exata)

e~ - ~ . .~ A
Supondo gue esta variagao e conseguencia de uma variacao &8 =

ukpep nas formas 6 , de & L¢ = 0, obtem-se a identidade
= L g B R A (5.30)
(L'Tacﬁ_efs/\to( Z}DS,( +UA¢!( IL Abg
A variacadc da agac total 1 =5 (L + L) com

¢
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relacaoc a (¢A > Bug wuv) e (¢A , 87 L w v) conduz acs se-

guintes conjuntos de equagoes:

) __gm-r“ (5.31)
= 3 = B Q
. 1
C¥g = ST $%
ba=0 (5.32)
e, =-sut, |
—— «f
€% = W B,

Em virtude das identidades (5.23) e (5.30), estes dois sistemas
de equacoes sao equivalentes. Isto significa que para escrever
as equagoes de campe da teoria de Einstein-Cartan, podemos usar
a U-forma simétrica TaBn de momentum-energia ou a 3-forma cano
nica ta' A interpretacdoc fisica dos termos de fonte destes sis

temas pode ser inferida a partir das leis de conservagao (conse

quéncia das identidades de Bianchi), como veremcs depois.

Vamos impor agora que a conexde & metrica, isto

&, que Dg,g * 0. Da equagdoc _C&B = DnaB = 8ﬂ8a8 segue que

$=~’(s :___5(“( (5.33)

[ possivel se demonstrar que dada a métrica Ea

e a 3-forma Sa definida sobre V , satisfazendo a equagaoc de

8

Cartan C = 8w8a

af

dentre as conexces lineares definidas so

B’ 2

bre V existe apenas uma satisfazendo a DgaB = 0, se ¢ somente
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se, SaB == 8g, Isto significa que se estas condigoes sao va
lidas, a conexao linear sobre V & univocamente determinada. Co
mo consequencias, tem-se gue DIn =0 e Q = -0

aBuv 1RY; S

Escrevamos as equacoes de Dinstein-Cartan sob a

forma

.% Q«ﬁx A B =g b, (5.34)

(5.35)

P —
Tpop A OF = ¥ By,

Vamos introduzir a notacao

1:d - rlp.tﬁd (5.36)

5;;.\; - rL)\ sx’” (5.37)
RA = R>H>vl R =RM, (5.38)

As equacdes (5.34) e (5.35) se reduzem a
va“'%BMVR = g th, (5.39)
%'“pfsrt SR (5.40)

ondeg:aeh & o tensor de torsdo modificado, definido em (2.15).

Estas equagoes sao exatamente as equagoes (3.13) e (3.14).
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De (5.40) tem-se que

ks K ey _Lex cp ) g« cf (5.41)
s Cpr = STeaT TV ST T2 VA S
Introduzinde as formas
Oup= Cuply , BF=3 S\, 0720
a equagao (5,35) fica equivalente a
o A (5.43)
Dug = ST Nypr A S

Por um cadlculo direto, usando-se as identidades

de Bianchi, verifica-se que

De, = @ A QLEC (5.u4)

|
-_2- q.t’((sp)\
cu, em termos de componentes
»
]Deo( = ‘__ Ca((’ (Rekﬁ"éiq/\‘z)

+'§(C>MRPPM+ZE>APR?‘*)]Q (5.45)

0 termo da direita de (5.44) pode ser rearranjado, de modo que

De, = C/\“r’ 0f A e%~—‘2-12(-’>’*o(() 0eA Con (5.46)
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Calculemos a derivada exterior covariante de
CuB:
— _ e »
D €ap = -0 (wpp NOF)= 1, 10 A8
P
== (P g+ B w12 )0 255
Mas,
F o
\(La(ef\-—q_.@—g(sf\ﬁn( — gd@qul\&l}?
Toe MUl = Bunee = Fug oo M ST
portanto

[D(qus = Bene, - 8, ne, (5.47)

Usando as equacoes de Cartan, as eXpressoes

(5.48) e (5.47) conduzem as identidades

Dt, = EAQ,PB‘;AJC)\q-léRWNG 6'n B 5p (5.48)
:FL(EX%H*‘A——'ET Skm RE% ) (5.48a)
TDSD(P: Bo(f\t(.:, — g(s/\td (5.49)
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Da expressao (5.48) tem-se que
Ao P L eo
N ‘ (5.50)
A identidade (5.23) nos di uma relacdo entre o

tensor momentum-energia canonico ta e o tensor momentum-ener

B
gia meétrico TaB
_ x i |
QT.;(F_ Qﬁf\rb\{o( HZID(Q)\ 6)\0(5) (5.51a)
ou
TN@ — tﬁ“ _,é %@AV}(Sfo) (5.51b)

A partir deste ponto vamos chamar de ¢ a uma re
~ N B v
bresentagao do grupo de Lorentz em R » € Op " os elementos
de matriz do homomorfismo induzido nas correspondentes dlgebras
. . . B v, - . . - .

de Lie. A matriz ¢ = (¢ ) ¢ antissimé&trica, o = -0 .Co
18% Ay uv Uy =

mo a teoria é métrica, as formas de conexio referidas aos co-re

. . o B . . . ~

ferenciais {6}, duais dos referenciais ortonormazs {ex}, sao

também antissimétricas.

Nesta formulagac, naoc & mais possivel se congi-
derar variagoes na métrica porque tudo estd sendo referido a re
ferenciais ortonormais, e portanto a variagao mais geral na den

sidade Lagrangeana L, & da forma

¢
Sy = 59°AL, tk Bp A Sw?® « LA T,

+ {FORMA EXATA) (5.52)
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onde

__(£ %i _ iﬁ%ﬂ V ¢>q (5.53)

., 2L g
0‘6""{3 : (Vs d) f&(b b (5.54)

) TR 2Ly ‘
A = n ’()q)i (rh awt)} (5.55)

As expressoes (5.53) e (5.54) identificam as formas t e 8

A 0B
como as formas canonicas de densidade de momentum-energia e
spin, respectivamente. Esta interpretagao dos termos de fonte
das equagoes de Einstein-Cartan pode ser feita ainda de outra
forma, como se segue. Chamamemos de v um campo de raios veto
res, que por definigao, satisfazem a D‘UA = BA. Na aproximagao
da relatividade especial tal campo de vetores sempre existe e
Dty = 0. Segue entac de (5.48) que D(xatB - oxgty ot SGB) = 0,
o que sugere a identificagac feita acima.

Observemos que as identidades (5.46) e (5.47)
sao as lels de conservagac para o momento angular e para o mo

mentum-energia, e correspondem as expressoes (3.20) e (3.23).

Da mesma forma que na teoria de Einstein, as si
metrias do espago-tempo de Riemann-Cartan dao origem a lels de
conservagio na forma de divergenclas ordinarias. Consideremos a

3-forma

e A L P (5:36)
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Tem-se entac que
. T T 1
di= D0ty » 05 vves,)

T | T T
= ¥ (lD td_z R%PO(Q‘ 90‘,\ 55’\?) *‘EV"\JP (\D ﬁf’\
T
—B, AL, B, A L)y (et e vNe) Oty

TT
A *\(P e
+5 (DY eNn1af ) 8,
Das identidades (5.48) e (5.50), e das condicoes (4,87) e
(4.88) segue que, se o campo vetorial V gera um grupo uniparame

trico de simetyria de V , entdo

dd =0 (5.57)

Esta lei de conservagao tem significado no limi
te da relatividade especial. Se V for o gerador de translacgoes,

entao VAVD = 0, e j fica igual a projecgdco da densidade de momen

o

tum-energia sobre V. Se V& = XQDXD, onde (Aup) & uma matriz

constante antissimétrica, e (XP) & um raio vetor, entdo j =

- kupjap onde jup = X%P - xPt® 4 Sap & a densidade de momento

angular total.

Para finalizar este capitulo, vamos fazer uma
interpretacac da torsdaoc segundo Trautman . Consideremos um
campo de raios vetores \rk definidos por D\IA = ek. A integra

gao desta equacgdao ao longo de uma curva fechada mostra que o ve

A ~ - .~ ..
tor Y7, em geral, nao volta a sua posigao original. Para uma
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curva infinitesimal fechada, a variacdo do raio vetor & dada
por 6ﬂrk = (thfvv + Oh) x (ELEMENTO DE AREA). Portanto, a
curvatura induz uma transformacgdo de Lorentz e a torsao, uma

translagao sobre o raio vetor.
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6. A TEORIA CLASSICA D0OS FLUIDCS COM SPIN E AS EQUACOES
D08 CAMPOS CLASSICOS EM GEOMETRIAS DE EINSTEIN-CARTAN

Neste capitulo, apresentaremos uma descricao
classica para um fluido perfeito, constituido de particulas com
spin. Os tensores canonicos associados com este fluido gerao
construidos com base em hipoteses fisicas porque, como se sabe,
nao existe uma descricao Lagrangeana satisfatoria da "poeira
com spin". Analisaremos também o campo vetorial massivo e o cam
po espinorial de Dirac em geometrias de Einstein.Cartan. 0 caso
do campo vetorial sera apresentado apenas como um exemplo, no
qual algumas caracteristicas da interacdaoc gravitacional de cam
pos classicos surgem claramente,e uma situacdo limite interes
sante pode ser obtida. O caso do campo de Dirac sera estudado
em detalhes, porque os resultados obtidos serao usados no proxi
mo capitulo.

Teoriaq Cldssica de Fluidos com Spin

Num espago-tempo de Riemann-Cartan consideremos
. o . o
um campo de velccidades v = (v}, satisfazendo a v Vo T 1, e de

finamcs a 3-forma u por

uzviqxvﬁqd (6.1

Para qualquer campc tensorial ¢A definido sobre V , definamos

"

a "derivada de particula de ¢A com relagac a Vv por
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Il

.-e_-

L D(o w) (6.2)

ou eguivalentemente

- AT d
¢A =T ‘L ¢A + ¢A V&fU‘ (6.3)
Se p € um campo escalar, a condicdo p =038 equivalente a lei
de conservagao d{pu) = 0.
Consideremos agora uma poeira com spin, isto

-

. -~ » . .
e, um melo continuo caracterizado por sua velocidade v, a densi

dade de momentum-energia Pa’ e a densidade de spin Sa . As 3-

B

forma de momentum-energila e spin se escrevem

5 = 5 U (6.4)

’ “p %3

respectivamente., De (5.50), segue que

D(Swptt) = & AFgU — Op n P

o

Sdﬁvl, = (P(_;!U:,L "" .E.g (U\P) rL

isto €,

S«F = E@(U&.'a-ed(vé (6.5)
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Fazendo

(6.6)

F = P QIV

¥

segue de (6.5) que

. (6.7)
Pe = Wgf + Vu 5%

Substituindo este resuitado em (6.5), obtém-se a equacac de mo

vimento para o spin

, S 2 (6.8)
SO(F':(U;‘(U}\SFB ,U.F’{U.ASO{
Observemos que as equagoes (6.7) e (6.8) s3o consequencias da
identidade (5.49),
A equacao para o movimento de translagao das

particulas pode ser obtida a partir da identidade (5.48).

plo.u) = &b, 0" a2 u) 3 R*ﬁ(? 0F A (S,\Fu)

donde segue gque

[ ]

5 = B A 1> gf

By T b U E v xR LN (6.9)
Esta equagdo & a generalizacdo da equagdo de Papapetrou25 . Se
a poelra nao tiver spin, S)\p =0 e TBQB = 0, as eguagoes do
movimento se reduzem a p = 0 e P = 0. Isto implica em que o

o

campo v & geod@sico, Dvh A w = 0.
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-

A descrigac de uma "poeira com spin" e essen
cialmente hidrodinamica. Nesta descrigdc, chamando de v* a d-ve
locidade das particulas, a densidade de momentum e a densidade
de spin sao transportadas com esta velocidade. Anotando por p a
pressdo isotrbpica e por ha a densidade de entalpia, o tensor

canonico de momentum-energia pode ser escrito sob a forma

typ = ho(flI(_,’“'Pgdr, (6.10)

¢ a densidade de spin

Skq’@ - So((sqj-)u (6.11)

Usando-se a identidade (4.50) pode-se mostrar sem dificuldades

que

h, = (€+PW4—WVF(<U”SM> (6.12)
onde
o=ty VAUV (65.13)

& a densidade de energia no sistema de repouso da particula. Se

gue entac que

twr‘,‘:[(€+P)Ud_qy>~vﬁwnswﬂr\yﬁ_Fgwp (6.11)

Observemos finalmente que o tensor de spin
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SaB = - SB& tem seis componentes independentes, e que as equa
¢Oes de movimento nao podem ser integradas, a menos que sejam
impostas condigoes suplementares sobre SdB’ As condigoes mais

19,20 .
usadas *  sao

Sva VP =0

%
e (6.15)

& =
Sup BE =0

Campos Vetoriais Massivos como Fontes de Torsao

Seja w(x) = {wa(x)}, o = 0,1,2,3, um campo veto
rial massivo. Escolhendo uma base {68}, o diferencial exterior
covariante DU& se escreve (kaa)ek, onde V & operador de deriva

¢ao covariante., 0 dual de Dwa, se egcreve ﬁwa = (Vlwa)nk e, por

tanto, a densidade Lagrangeana fica sob a forma
ll_q,:“'g E)%I\[D% “""2"'“9‘11’«'21““’[ (6.16)
==z QYT A (G )07 - 7 m* L)

= %(Vkﬂ)avhﬁb“ _ mz'\b.,c'ﬁbx)vl = ‘f’t}! Q (6.17)

De (5.54) com GGB - L (5u 68
VRV ? [VERY!

2Ly
SP-V = — m‘o (BP}LBGV - Sfysa;&,)(q)@'yl}\

- 6%} Sﬁﬁ tem-se que

= —'é (’q)uvqu;v _’ll)vv%f(p}k) 0, (5.18)
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Usando agora S5 z SA n

v av M conforme (5.37), segue que o tensor

de spin associado com o campo Y se escreve

Sh :%("PP_VW’\, - b, v, ) (6.19)

Substituindo este resultado na expressac (5.%1), obtemos a ex

presao do tensor de torsao, gerado pelo campo vetorial ¢:
l
F D= LT Y — WP 500 ey)
-—‘2*31(’4’#?!“*}’?*“?9‘7”1]’#3] (6.20)

Observemos que a expressao (6.20) acima naoc re

presenta a solugao da equagao 8w Sa A OA, porgque o ter

B~ Mapa
mo da direita ainda contém o tensor de torsao. Mas, como vimos
anteriormente, as formas de conexao wﬂ) podem sempre ser separa
das em uma parte yﬂ), associada com os simbolos de Christoffel

(parte Riemanniana) e uma parte de corregao Aﬂ). De (3.35) e

(3.36), tem-se que
— _1 P e . e g
Ay = -5 (gﬁf Tt B C Jp G0, ) 6

Substituindo nesta expressao o tensor de torsao dado por (4.20)

obtemos

N = (4,74 - )80+ (B, DVR - bR D)
h (q}f’ (vquv B ﬁv'l}w)gf" +v—>r¢k(u)“ 0, _.qpygﬁ*-)

+J¢>( vkwﬂgv_—vhwvehq +31 (6.21)
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onde as quantidades com barra sao calculadas com a parte Rieman
niana da conexdao, e a l-forma g{) e constituida de termos qua
draticos nas componentes do campo vetorial, e lineares em Aﬂ)

Observemos que se EH} = 0, as formas Aﬂ) e, conseguentemente as

H Ae\)

N , podem ser calculadas desde que

2-forma da torsdo oY =
a métrica seja conhecida. A forma Euv tem uma expressac muito
complicada, e nao conseguimos obter uma situacde na qual esta

condigdo & satisfeita.

A equacgdo de movimento que se obtem para o cam
po ¥, a partir da lLagrangeana (6.17), pode ser escrita sob a

forma
VA PR — 2 PR = g e [ZKQ[(&VP]"P“

+@°{ (Kﬂmq‘b\,)l (6.22)

a qual e claramente nao-linear nas componentes de campo e em
suas derivadas. O termo naco-linear representa uma auto-interacao
do campo vetorial, e somos conduzidos a intervrpretar a torsao,

gerada pelo campo Y, como uma consequencia desta auto-interacdo.

Retornando a expressdc (6.20), notemos que no
caso em que os efeitos de curvatura podem ser desprezados e o
. a
campo Y satisfaz a 9 wu = 0, podemos escrever gue

élfy)kv:t?(% 5()1th 'vaaf”gl)n) (6.23)
*‘JT BA(BF],“PA %}_—6%‘\%1})”)
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Nesta expressdao, o primeirc termo da direita é a densidade  de
spin usual (relatividade especial), e o segundo termc & uma di

vergencia total que pode ser desprezada.

0 Campo de Diraec como Fonte de Torsdo ' ° 7

Seja ¢ uma o-forma com valores espinoriais e
v"1 um conjunto de quatro matrizes 4xi4 que satisfazem a rela

¢ao de anticomutagao

{’h"“\ﬁ'ﬂl = gmvq (6.24)

De acordo com (4.63), definiremos o diferencial exterior cova

riante da 0-forma y por

DY =dd+ Gy, & (5.28)
e para o espinor conjugado Y = Yo vt por
[D@ — A‘L - @ Q\}Ly wlk\’ (6.27)

onde

Gy«v: _;_(%% _%IX}J (6.28)
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Definamos as 3-forma

X =7, > (6.29)

7

(S:'X)\@)\ (6.30)

Tem-se entao que
DS =9 (T%, 850 )= 6%, 0% 3 (5.21)

Anotando por Vu o operador de derivagao cova
riante de espinores em variedade de Riemann-Cartan, podemos es

crever gue

Dy = (V. b)0” (6.32)

Definamos o dual de Dy por

E}(l) = K-\qug)rltx (6.33)

Entzo

SADe= ¥V, qrae’

-_*"(/X)‘V),\:\i)rt (6.34)
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3 A [B‘l" = UAVA‘\—J)Q (6.35)
de modo que a seguinte relacdo & valida
~IAD¢ =SaAd e = (PR (6.36)

Egcreveremos a 4-forma Lagrangeana, agsociada

com o campo de Dirac, sob a forma

H_:—“"LZ—{@ZI\D?-%[DET{AXQ}-m@q{Q (6.37)

(Note que em L acima omitimos, por enquanto, o fator ha).

Ugsando (5.31) e (5.33) tem-ge que

m.::—~£-{-;§ (Wk‘?;S£> + (V&E@)'W)‘¥-}'l'~ ““:§‘£ Q,

= L1

onde

L-ilepg - mrel-mie 6o

2

As equag¢des para os campos Y e | podem ser obti

das a partir de (5.55), e o resultado &

Sady “ﬂ)[?{\b):—ztrmq;r\ (6.39)
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©ITRLE + D)= -2cm &N (6.40)

Destas equagdes segue que a corrente

;\ = @Eq_’ (6.41)

& conservada, isto &

ék\ = 0O (6.42)

As variagoOes independentes da 4-forma Lagrangea

onde ta € a forma candnica de momentum-energia e SJg é a 3-for

na (6.37), com relagao a wuB e Ga, conduzem a
% -— xR
SL o= £ se%a [B3)N.¢ - 3% Dy ) \
< 2
(8%) ‘
S[L ::—"% S(UTgA Sy (‘3 O;ﬁ t 0&@?5) 49
(wh)
De acordo com (5.29), 8L = 56% At e &L = - B SB .
o @ o 2 B o ‘
(6™) (w )
\

ma canonica de spin. Das expressdes acima segue que

t‘x:—;—{(iﬁ@)%y—@’b’ui)%x (6.43)
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e
= (¢ ¢ RS (6.uh)
d(g Lz D(p 0((53
Introduzindoc y; = Yo Y1 Y2 Y3 » usando as relagoes
- -4 —
G}w/h/d /b/d@#v Tz (?faleu %d}«}y")
- . P (6.u45)
IXD(G\}‘AV_FG‘P\’/X“—- P O(}LV WBX
. by } *a oo
(_35‘3 ::-ET'e P F Xﬁ g;‘}%
e fazendo SaB = Sts N, » Segue que
X L ~» XY
= > c £ (8.48)
A partir deste pontoc, vamos utilizar as tetra

das introduzidas em (4.44). Escreveremos a densidade Lagrangea

na do campo de Dirac sob a forma
£=H{%(@J“VAQ—VA@'X“¥)—MQ ‘42} (6.47)

onde A = 1,2,3,4 R e -g = det(e” ).

(A)

Calculemcs explicitamente a guantidade YAVAw,

que aparece em (8.47). De (8.25) e (6.26), tem-se que

VA(:l{ :ap{q{ + I_‘CABG.CB‘:‘.)

(6.48)

=3¢ —-A— Page 127 ¢
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e portanto,
/B’AVAQ_) = ,HAaAqg "_;. PABCWAXBWC

Mas, as seguintes relagoes podem ser demonstradas sem dificulda

des
R SR L R el AR L A e (6.49)

‘X[‘A}’IE'"{C]: ’&[A'JE'KCI (6.50)

Entio, usande (&.48), segue que

PABcKATBXC:'YEABC]XAWB}“:+-Z'XA%CBY1CBA (6.51)

Com este resultado, tem-se que

WAVA%:/XA(aA"%r[ABQIXE’XC —%%bCPBCA>q{ (6.52)
Usande agora que I‘EABC] = - AEABC] - K[ABC:I , & FA(BC) = 0, a
expressao (6.52) se escreve

VAV, ¢ = ¥ (61\ *-lf-_i A[ABGIEBWC * %KU\BC]WB T

+ABAB__'£KEAB)43 (6.53)

Observemos que todo o segundo membro de (6.53)
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fica determinado quando as tetradas forem escolhidas e a contor

sao for dada.

Anotando por Vu a derivagao covariante com rela

cdo a parte Riemanniana da conexdo, tem-se que

Tatk = 0 ¥ b Apupe V3T Y (5.58)

de modo que a expressac (6.53) pode ser escrita sob a forma

=¥V, r K C}(W‘——-“—ZKBGA)@ (6.55)
4 4 “Magc)

Com estes resultados, a densidade Lagrangeana

(6.47) se escreve
cf :'V:E‘{-%—(LE}?Aiﬁfk - ik:EJYAEk) - n“'QTQf}
“"\Fﬁ"i‘" KABCTETLCWBYQI ! (6.56)

ou

LR, - 2,0 ) - mB )

P ]

L =\-73

T Bl o om)

L
4

+
<,
as]
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Das equagces de Euler-Lagrange segue que a equa

gao de Dirac pode ser escrita sob as seguintes formas:

(YAVA*%KBBAWA)kzuﬁm\? {(6.58)
(’XAﬁA ""é' KABLWLA?B?J)\Y: ~{m (6.59)
(¥* 24 “é‘f‘AEC%’[A?(B?qulx“M)?:-(,mmb (6.60)

Da definigac do tensor cancnico de spin, segue

de (6.56), que

g ABC :_g_};_g @3/[/&?3?@]% (6.61)

ABC (A) (B) _(C) _oBr
e e e

onde S = a 8 3

tido antericrmente. Observemos que S

S , & introduzimos o fator hc, omi

ABC 2 totalmente antissimé-
trico, e portantc, tem apenas quatro componentes independentes.

De (5.40) tem-se que

(f'ABC =l SABC_ uKIp‘G(_’]

=-L§2 ¢ ylAyrydy (6.62)

onde 22 = hck.
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Este resultado mostra que particulas de Dirac
sao capazes de excitar apenas quatro componentes independentes

do tenscr de contorsao.

Lembrando que
{a
TP Y, 1,0, = -6 (Y Y Vs ) (5.63)
tem-se de (65.62)

_ pE T (6.64)
Kare :‘k(‘\(/wc T4 €agco @ YT

Levando-se este resultado em (6.59) e usando-se

a ultima das expressoes (8.45), podemos escrever a equagao de

Dirac como

. p2 . _
1 (3, - £ (BP9 T et (0000

ou

P - S @B O 47, ) Ee om0
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7. MODELOS COSMOLOGIC0S ANISOTROPICOS
NA TEQRIA DE ETINSTETN-CARTAN

Neste capitulo vamos estudar a generalizagao
dos modelos Bianchi I e IX da teoria de Einstein para a teoria
de Einstein-Cartan. Consideraremos as situagOes nas gquais as
fontes das equagbes de Einstein-Cartan sao um campo de Dirac e
uma "poeira com spin". Inicialmente, analisaremos a equagaoc de
movimento de uma particula de teste (eletron ou neutrino) em
uma variedade de Minkowski com "torsao externa" constante, pro
duzida por uma distribuigdo de particulas de Dirac. Apesar de
sua simplicidade, este problema & um exemplo no gqual as caracte
risticas da interacao gravitacional spin-torsao (ou spin-spin )}

se apresentam claramente.



"We ocught to give the whole of our attention
to the most insignificant and most easily
mastered facts, and remain a long time in
contemplation of them until we are accostumed

to behold the truth clearly and distincly”

René Descartes

(Traduzido para o Inglés em "Physical Thought
from the Presceratice to the Quantum Physicists”,

editado por Shmuel Sambursky)
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Eletrons e Neutrinos em um Espago—Tempo

de Minkowski com Torsao

Vamos considerar a equa¢ac de movimente para
eletrons e neutrinos em um espago-tempo de Minkowski com tor

sdc. Neste espago-tempo, os objetos de nio-holonomia Aﬁs

A
BC

um "campo externo'", e portanto nao produz efeitos de curvatura.

C defi

nidos em (4.6) sac nulos, e a contorsaoc K & considerada como
As particulas de teste (eletrons e neutrinos) serio caracteriza
das por uma baixa densidade de massa e uma baixa densidade de
spin, de modo a nao produzir efeitos aprecidveis de curvatura e
torsao. Estas imposigdes podem ser sintetizadas dizendo-se que

0 tensor momentum-energia combinado Ea associado com as parti

B

culas de teste € negligivel.

A equagao de movimento para o campo ¥{(x) asso

ciado com a particula de teste se escreve

A ! A c LomC
¥ OA% +'ﬁ}<ABCK( KBKI]Q + T $ =0 (7.1)
ou
A LA i
Fod + 7 KWt ¢ (;_'f_"_EC_.Q:O (7.2)
onde K& = (K, K) & o pseudo-trago (vetor axial) do tensor de
contorsac definido em (2.32). Vamos anotar-%—RA por K, Usan

do as nossas convengdes para as matrizes de Dirac, um cdalculo

direte conduz a
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(M L% -t (T tk, + (T K)
¢=0
- . =P - —P .
Lao"f»((?-a)-vko*(@‘-l&) LM (7.3)
onde M = mc/h. Procuremos solugoes do tipo
: M
L.P(xf):@e('b’kx (7.4)
onde ¢ @ um spinor constante, e kU = (kn,ﬁ), x" = (xo,x) Subs
tituindo (7.4} em (7.3), resulta
(M - (k,-%)- (P-K)-©
=0
- &) (7.5)

(b, +K) - (i¥+K)-T LM

0 sistema de equagdes (7.5) terd solugdes ndo-triviais se o de

terminante da matriz for nulo, isto &,

(M (o~ K= (F-K)-T
=9 (7.6)
(ho"'l‘o) ‘(E?"‘-Kb)‘? LM

Desenvolvendo o determinante obtemos
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M2 = | (oo 10) (&”—F’)'?H (o t¥, )" (E’*R’)-O—"l =0 (7.7

Considerada como uma relagac entre m e ku, a condigao (7.7) po
de ser visualizada comc um hiperbolcocide no espage de momento, o
qual & modificado pela presenca do campoc Ku. Na realidade, sac
as medificagoes introduzidas por Ku que nos interessam anali
sar. Note-se que este problema tem uma analogia formal com o)
problema do movimentc de particulas de Dirac em campos eletro

magneticos.

Desenvolvendo a expressac (7.7), e usando a

> > > >
identidade (A.G) (B-5) = AB + i & - (Ax B), obtemos

M2+ A (K,LL)bﬂz *-[5()(,h) =0 (7.8)
cnde
AGcR) = -2 (ke = Ku K%)
(7.9)
BlKke) = (oyl? + K k)= 4 (heh)®
De (7.8) segue que
Mz—_f‘_,t\/ AZ-482 (7.10)
=== y
Desta expressac pode~se ver que de modo geral a contorsac  pro

- v -
duz um deslcocamento e um desdobramentc nos niveis de energia da
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particula de teste.

Para que possamos levar nossa analise mais
adiante, vamos supor que a particula de teste & um eletron em
repouso (k = 0), e que o vetor KU {(constante) tem a direcao do
eixo z positivo. Tal contorsao pode ser produzida por uma dis

tribuicdo estatica e uniforme de spins (densidade de particulas
constantes) polarizada na diregao +z. Supondo que as particu
las que produzem a contorsaoc sao eletrons, O esplner correspon-

dente pode ser posto sob a forma

1
- wt
P =N 012 (7.11)
0
0
onde N & uma constante. A densidade destas particulas & p = N*N.
Da definigao do vetor KU segue que
Ke =2 (o, 0,0,1)
onde A & uma constante proporcional a p. De (7.10) com E = K,
obtemos a seguinte expressac para a energia E da particula de
teste:
E=wm=x) (7.12)

Com estes autovalores para a energia e a equagao (7.5), pode-se

verificar sem dificuldades que:
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a
(a) E = m + X corresponde a @ ~ {1} , o que caracteriza um
0

0

autoestado da particula de teste com energia positiva ,

polarizada na direcdao -z (oposta 2 direcao de K.

(b>) E = m - XA corresponde a ¢ ~ , O (que caracteriza um

oo o -

autoestado da particula de teste com energia positiva,

polarizada na direcgac +7 (na mesma direcgiao que K.

(c) E = m + X corresponde a ¢ ~ , © que caracteriza um

o oo

1

autoestado de particula de teste com energia negativa,
polarizada na diregdo -~z (cposta a direcdo de K). Em ou

tras palavras, corresponde a um positron com energia po

sitiva E = m - A polarizada na direcio z (na mesma dire
—~ >
gao que Kj.
(d) E = -m-A corresponde a ¢ - 8 , © que caracteriza um
1
0

autcestado da particula de teste com energia negativa,
polarizada na diregao +z (na mesma direcgdo que K), ou,

um positron com energia positiva E = m + A polarizado

na direcdc -z (oposta 3 diregdo de K).

Destes resultados, pcdemos concluir que a inte
ragac de spin, caracteristica da teoria de Einstein~Cartan, e

atrativa entre duas particulas com spins alinhados e repulsiva
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quando os spins si3o opostos. O mesmo € valido para as correspon

dentes antiparticulas.

Consideremos agora o ¢aso em que a particula de

teste € um neutrino, e a contorsdo e a mesma do caso anterior.

A equacado (7.10) se reduz a

" z 2 _ (7.13)
B(k,o) = ( h KoK - 4 (e ) =0
Para o caso em que k, = k, = 0, os niveis de energia do neu
trino ficam dados por
(7.14)
E = £k, A
Uma analise andloga a anterior conduz a:
(a) E = k; + A: neutrino com energia positiva, k, na dire
gao +z e polarizacgao na direcac -z.
(b) E = k; - A: neutrino com energia positiva, k, na dire
cao -z e polarizacao na direcao +z.
(¢) E = -k + X! neutrino com energia negativa, k, na dire

(d)

cao -z e polarizagao na direcgdao -z, ou antineutrino com
energia positiva E = k, - A com k, na direcao +z e pola

rizagdao na direcgdo +z.

E = -k, - A: neutrino com energia negativa, k, na dire

recao +z e polarizacdao na diregcaoc +z, ou antineutrino



com energia positiva E = kK, + A com k; na direcgio -z e

polarizagaoc na direcdo -z.

Os resultados sao, portanto, analogos aos do ca
so anterior. O0s niveis de energia do neutrino sio deslocados pa
ra baixo no caso de spins alinhados, e para cima no caso de

spins opostos.

Observemos que dos resultados acima pode-se ve
rificar que a presenga da contorsao pode fazer com que alguns
momentos se tornem tipo espacgo e outros tipo tempo. Esta situa
gao também ocorre no caso da interacdo de particulas de Dirac e
campos eletromagneticos e, neste caso, sao 0s momentos ku -
- ieAu que sac restritos a serem tipo-tempo. No nosso caso, po

demos impor esta condigaoc a ku - KU' Estes momentos sao sempre

nulos, e ndo ha possibilidade de violagdo de causalidade.




"It may well be that these electirons
Are worlds just like our very own,
With kings, scholars, arts and armies,

And memories of ages flown.

And atoms — cosmic systems, spinning
Around a central spinning sphere,
Where things are just like ours, but smaller,

Or nothing like whai we have here”

("The World of the Electron’ - V. Bryusov)
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0 Campo de Dirac como Fonte de Modelos Cosmoldgicos

Anigotropicos na Teoria de Einstein-Cartan.

Vamos considerar inicialmente um modelo do tipo

Bianchi I, cuija métrica se escreve

d8? = dtP-A%t) dx® - Bt dy’ - CT(e) dz® (7.15)

Como o modelo ndao tem rotacio, podemos escolher as tetradas ep

e as l-forma BA, de modo que <e, ,8B> = GAB e u¥ = 0 = eg.

i
O

0Os coeficientes de Fock-Ivanenko nao nulos para

a metrica (7.15) sao

A s l. o2 __1' a3 (7.
nether nesder nesbrr o

onde o ponto significa derivacao com relacao a t. Entao, de
(6.72, 73), as equagdes para os campos ¥ e ¥ = ¥+vy , que no

nosso caso sao fungoes apenas de t, se escrevem

43‘%?%% ¢ - é%;; (ngS?“SEETo?g?}‘k = (o Vo (7.17)
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@“%%'¥* 3%6 (PO LNY,=-imdY, (.18

onde £° = hek, e v = A/B.C.

As equacgoes de Einstein-Cartan (3.17), ficam

sob a forma

— CEZ —_ = — _
Gag = - {_V(Aq{'}(s)‘l% - @ 3r(fivlﬂqu

b
31° - _
16 Tas (PYs1e9) (17, 9) (7.19)
onde as quantidades barradas sao calculadas com a parte Rieman
. 3 N o B T o :
niana da conexaoc, n,p = diag(+1,-1,-1,-1), e Cup = Fap L 0,5

Para a métrica (7.15), devemos ter G, =0, G, =

=0 e G23 = 0. Usando (7.16) e (7.19), pode-se verificar, por

um calcule direto, que estas equacgoes conduzem a

(4

(.%_._%) (T4 7Y,¢)=0 (7.20)

® |

) (.@ Xsksq_’)'—‘ 0

(fi_ Sl @Y%) =o0
B C
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Das equagoes Gyy = 0, i=1,2,3, encontra-se do mesmo modo

que

(T899 (2%Y%e) =0 (7.21)

Destas equagoes podemos concluir que o modalo
ndo pode ter tres eixos de anisotropia, porgue, neste caso, os
efeitos de torsao sac necessariamente nulos. No maximo, podemos

ter um eixo de anisotropia. Vamos escolher

Alt) = B(E) % c¥) (7.22)

Segue entao que o espinor ¥(t) deve satisfazer 3s condigoes

‘§ 75BL(£ =0

$ryd =0

(7.23)

¢Y Y0 =0

Y Y7, ¢ # 0

Observemos que os resultados acima expressam vin
culos 1mpostos pela torsdo sobre a anisotropia do modelo. Esta
situagao ocorre, de maneira geral, em todos os casos de modelos
anisotropicos (homogéneos) com torsic, mesmo que a fonte de tor

sao seja uma poeira com spin.

Usando (7.23), a equagao de Dirac, (7.17), para

o espinor Y¥(t) se escreve
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(lé‘lj_‘y\',‘ ¢ - 3[);[: (@ ¥s 3’3“‘;’>%35?3(§:’: Cam ¥, (7.24)

22
Vamcs escrever o spinor ¥ sob a forma

PLey
(k(f) - ) (7.25)
§, )
Entac,

{ o ¢
(A) —(:EIXS Toq_) = e %*Ts‘k = L(‘?-‘. k?TG\.S) (O _1) (03\?)

(et ot ! =0
= (9t 9y 0y

G o)/
B DY b= TP AY, L= -0 (9 t?‘f(rg)( )( )
o T/ \GY

Gy
_ t gt =0
= -t (\'P ¢ 0\5\ @, 0

Analogamente,

VLY =W T,y =0
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G; P
Lo =T, 0,9 = -0 (9t 97¢,) ¢

—20 (96, )

Logo, todas as condigoes (7.23) ficam satisfeitas pelo

egpinor
(7.25)., Além disto, a densidade p & diferente de zero,

p= T = 29Ty

(7.26)

e a4 corrente jk , kK =

3
1,2,3, tem apenas a componente j diferen
te de zero:

. iy
.}h:tl“\_’hb'bqj:ka*o ‘Q‘_,J_)

¢, o

= c[9ro,09 0 e, 0,9 ]

Entac,
Jt =o ‘ 2 =0
33:.,2@ﬁ?) (7.27)
Explicitemos a dependencia temporal do espinor
¢ escrevendo ¥Y(t) sob a forma
7.28)
Gle) = H ) (

T3P
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onde ¥ & um espinor constante. Da equagdo de Dirac (7.24) se
gue que
li) ' \? 2. 0.3\'? ﬁ\Sk?
. 1 V .
| -5 ¥y o CIC KRN B YU
Gy ¢ 039 i 9
ou

(é——;—%H)“P*(—‘?’—%i W*M)H*)m = (Cmn) 69

(G-4L 1)G9- (% (@*@;?)H*) ¢ = -(mr) 9

A compatibilidade destas equagoes requer que se tenha m = 0, o

que reduz a equagac para H(t) a forma
- N ) 30% ( -1-6._ ) 3G 9 =
(H‘E_\,“H ¢ - A KRR WY =0 (7.29)

Como § & um espinor de duas componentes, escrevendo-o sob a for

ma P = (ZI), a equagado acima impoes que ¢, = 0. Finalmente, po
2

demos escrever o espinor ¥(t) sob a forma

o

Gy = H) 2( (7.30)
0
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com

r
?’at (%) H® = 0 (7.31)

H-%< u-

onde o & um nimero complexo.

Tendo obtido & forma mais geral do espinocr de
Dirac que satisfaz as condigdes (7.23), retornemos as equagdes
de Einstein-Cartan (7.19). Vamos escrever estas equagoes sch &

forma R = ~T +

L T com
AB AB 7 AR

The= L.g_ Y-ﬁ(ﬁul-‘-nxs)qi ) @3’(5_@.)@ ]

(7.32)
_%“_q% (22492 % )
Um calculo direto conduz a
4 — -
T= —é—g-— (2 %72 9)(T 75 3, ) (7.33)

- _ 1
de modo que as equacoes RAB = TAB = nABT se esgcrevem

Rag =" L f ['ﬁ(@ }{B)‘}_‘— @ ’Xﬁﬁmk}g } (7.34%)



Das equagoes para os espincres ¥ e V¥ , (equa
goes (7.17, 18)), pode-se verificar facilmente que, de modo ge

ral,

25,4-T5e- L @RI TRERY RN e T

Usando esta relagao encontra-se sem dificuldades que para
(A,B) = (1,1) ,(2,2) e (3,3), o termo da direita de (7.34%) e
identicamente nulo, e para (A,B) = (0,0) & igual a §§_ (o ) H:

4 4 . - . . ~
H = |[H| . Ficamos entdo com ¢ seguinte sistema de equagdes

Ruo = 25 (o) 08

I

R11 K., =0 kA(.H= BLH) (7.36)

e mais a equagao (7.31) para a funcgao H(t).

Procuremos uma solugac do tipo de Kasner para o

sistema (7.36), fazendo

P }
AlY) = Bt) = (%J , Ccl) = (-—%) (7.37)

pP.q constantes,
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As equagOes R, = R, = 0 = R, conduzem a
2p + ¢ =1 (7.38)
e a eguagao R, =0 conduz a

*
e (1= Gepregy | = - 2 ' )

Desta equagao segue gue

|

Hey =t 2 (7.40)
Lembrando que Q/V = ! , a equagao (7.31) fica satisfeita com
H~+t % e fixa a constante A. A equagao (7.39) conduz entao

a uma relagao entre as constantes p e g

4
2p1+q(2=1+7\4 %—-— (7.41)

A solucao do sistema de equagtes formado com (7.38) e (7.41) de
termina os valores das constantes p e g e, portanto, a solugao

das equagoes de Einstein-Cartan.

Consideremos agora o modelo Mixmaster (Bianchi

tipo IX), cuja metrica se escreve

da? = dt2- A2) (69 °= B (D) (027 = ) (o)* (7.42a)
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onde as l1-forma UA (A = 1,2,3) satisfazem a relacdoc

(7.42b)

A _ A c
d0¢h - E,ECGBAO

H
2
Como este modélo também ndo tem rotagao, as tetradas podem ser

escolhidas como no caso anterior.

Os coeficientes de Fock-Ivanenkc nao nulos para

este caso sao

A . B"-+CZ—A2 23
[‘,=*—2T’Xﬂ(‘~( S a8C Juew

) 43)
0B omews  ( _CErA® —BT ) ysy (7.43
F, =3 E‘WT —( 2 ABC )
Ja &y (AZxE o) ¥y
FS“chW 2ARC )
Y que, como

As equagoes para os espinores ¥ e ¥

no caso anterior devem ser fungotes apenas de t, se escrevem

R S B A R CALET S D E A A A A

3%: Lom

%

ABC. Destas equagoes segue que

P -3 e (R ) B

C
3
(&
(D
<
"

"cif?rp@ “TE = KPRTG (T ¥ BT B 1T % )Y

(7.44)
. _ 2 1 TN




101

onde o Uitimo termo vem da contribuigao dos objetos A[}BC], os
quais podem ser calculados usando-se a definicao (4.7) e a rela

gac (7.42).

Comoc o procedimento e os calculos para analisar
as equagoes de Einstein-Cartan sao basicamente os mesmes que no
caso anteriocr, vamos apresentar apenas os resultados:

(A) Das equagoes EAB

tam imposigoes sobre o espinor ¥ analogas ao caso anterior,

0 com (A,B) = (1,2}, (2,3), (1,3) resul

isto &, ¥y, v, ¥ =0 = §7Y5Y2W, e Tysy,¥ #+ 0, com A=B=+C.

(B) Com as condigdes acima, resulta que as equagdes Gy = 0 =

G, sac identicamente satisfeiltas.
(C) Da equagdo G, = 0 resulta que
(1231, [iz2) 0*
= L 123 tz3 L T
(¢ 7573@& > (A +K ) 1z LT
_ A2+BZ_C2 _ O (7.'45)
2ARC

de modo que o termc entre colchetes deve ser nulo. Esta condi

gdo, no entanto, ndc & compativel com a equagido para Gm COmo

pode ser verificade usando-se a expressao (7.4Y4).

Portanto, podemos concluir que nac ha solugles
das equacgdes de Einstein-Cartan com métrica do tipo Mixmaster
(modélo fechado anisotrdpico) que sejam compativeis com fontes

de particulas de Dirac.
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Poeira com Spin como Fonte de Modélos Anisotrdpicos

na Teoria de Einstein-Cartan

Analisaremos nesta segdo as possiveis restri

~ . - . -~ . —~
coes gue uma pceira com spin, descrita no Capitulo 6, impoe so
bre a anisctrcpia dos modeélos cosmoldgicos Bianchi I e Bianchi

IX.

Vamos supor que a distribuicao de spin nac tem

rotagido, de modo que a velocidade da matéria pode ser tomada co
o o . .

mo u = &8 0. Anotaremos as sels componentes independentes do

e S . As 1-forma de

tensor de spin por 5, , S, , S a 2

% > S23 s S

k1

correcao podem entdo ser calculadas usando-se (4%.36) e (5.u4l).
Apresentaremcs apenas ¢s resultados, porgue © calculo, embora

simples, € longo:

>\04_= b (Slo 90‘*‘51292— 53\ 93)
N, = (§,,07+ 5,,8° = §,,0')
A, =y (S, 8% 5,8 — 8y, 9°)
(7.46)
>‘23 - \’1(534 0’ Sso o' — S\ogs)

N, = R (538" + 8,0 — S,00°)

)\‘a =k (Smgo“ Szogl ¥ Stugz)
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Consideremos um modelo do tipo Bianchi 1, cuja

métrica é dada por (7.15). Com as l-forma o® definidas por

8° =4t , 0'=Adx , ©%= BdY 0% = CdZ
segue que as formas da conexao Riemanniana ndo nulas sao

?f",:%—g' §o. = %92 3°3:%93 (7.47)

} 2

Com (7.u46) e (7.47), as formas da conexao Riemann-Cartan podem

A _ A A
ser calculadas por W o = Y g + A 0

Usando (6.14) com vA = SAO

, ¢ lembrandoc que ©
tensor de spin neste caso deve depender apenas de t, o tenscry

ty pode ser calculado sem dificuldades:

P 0 0 0
o (AL
2b'(dt+ N )Slo P 0 0
. 4 N
(tAB) = -.2LZ(6{J% V.)Szo 0O p 0 (7.48)
4, L)
—2&(;@"«3“530 0 o P
onde v = ABC.
Das equagoes GAB :]<tAB antissimetrizadas resultam as leis de
conservagdo para © spin
d v
(ﬂ— +T)Sio =0 (7.49)

(_A_ 4-1\’,—) Sy = 0 (1 = 1,2,3)
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Das equacgoes Gy = kty,, &= 1,2,3, resulta
que
A 3 .
- —_ C
A S =0 | g8 =0 | T 85i=0 (7.50)
e portanto devemos ter Soi = 0.
Finalmente, das equagoes Gij = ktis , 13 = 1,

2,3, segue que

A
c A i3~ O (7.51)

Destas equagdes podemos tirar conclusdes analogas is que tira
mos no caso do campe de Dirac, isto €, que uma dada distribui
¢3o de spin restringe a anisotropia do medelo. E claro das squa
¢Ses acima que um modélo totalmente anisotrdpico @ incompativel

com uma distribuigdo de spins do tipo "poeira'.

No caso do modelo Mixmaster, cuja métrica & da

da por (7.42a,b), as formas da conexao Riemanniana s4ao

0 —-jL. 2z 0 u.é_ 3
) ¥ 2T B 8 X3'— C e

_ A
Bﬂ - A Q )

2 (7.52)
Yy = Boe - A2 ot Y= 0y AT-B° Y = .ﬂiﬁ&gif
3

2ABC J A 2ABC ' * 2ABC
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Usando a mesma distribuicac de spins que no ca
so anterior,obtém-se equagoes analogas as equagoes (7.51), de
modo que as mesmas conclusoes referentes a relagde entre aniso

tropia e a distribuigdo de spin sac validas.

Suponhamos que S, # 0. Segue entac que devemos

ter A = B. As equagbes para G, e G, implicamem 8 =0 = S, ,
_ .2- _
e a equacao Gy, = 0 conduz a Sy = -2 a f S,3- Mas, a condigao
«
SABuB = 0 requer que S, seja nulo e, portanto, devemos ter
S =0

Destes resultados, podemos concluir cue nao ha
solugoes das equacgoes de Einstein-Cartan com uma distribuigaoc do
tipo "poeira com spin" polarizada, compativel com métricas do

tipo Mexmaster.



8., 4 TEORTA DE EINSTEIN-CARTAN (COMO A TEORIA
DE GAUGE DO GRUPO DE POINCARE

0 nossc objetivo neste capitulc € mostrar que a
teoria de Einstein-Cartan € a teoria de gauge local, que se ori
gina da invariancia sob o grupc de Poincare. Este resultado nos
parece ser conhecido de alguns autores, mas, no entanto, ndc &
do nesso conhecimentce nenhum trabalho publicado sobre o© assun
to. 0 estudo de uma teoria de gauge pode ser formulado de manei
ra muito elegante e precisa, usando-se a linguagem de feixes de
fibras. Preferimos, por simplicidade, usar o formalismc conven
cicnal desenvelvido por Utiyama23 . 0 uso do formalismc de feil
xes de fibras requereria uma andlise mais profunda de alguns

conceitos inerentes deste formalismo, o que tornaria este traba

lheo muite mais extenso.



Consideragoes Iniciats

Como se sabe, algumas tecrias apresentam certas

ambigliidades estruturais, devido as quais as fungdes ou equa
—~ - -~ » - ~ -

goes que descrevem o estadec de um sistema fisico nao sao univo-

camente definidas. Se os observaveis associados com um sistema

fisico sdo invariantes pelas transformacdes permitidas pelas am

bigliidades da teoria, entao estas variagdes sdao fisicamente ir

relevantes, e diz-se que a teoria tem uma liberdade de gauge.

0 exemplo mais familiar de uma teoria que apre
senta esta caracteristica de liberdade de gauge, & a eletrodind
mica. Chamande de ¢(x) um campc carregado, e de A, (x) os poten
ciais eletromagnéticos, as equacgdes que descrevem a dinamica da
interagao entre o campo ®(x) e o campo eletromagnético sdo inva

riantes pelas transformagdes (simultaneas ou ndo)

POy — dx) = e P (8.1)

A,GY—e A0 = A,(x)-0, Ax) (8.2)
onde o & uma matriz de elementos reais constantes, e A(x) é
uma fungaoc escalar, arbitrarias. No caso em que o €& uma

fungao da posicao, o = a(x), entdc, a(x) e A(x) nio sdc mais

independentes. As equagdes que descrevem a dinamica da intera
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gdo sdo invariantes pelas transformagdes simultaneas

—_ L ol(x)
by — P = € P
(8.3)
A, 0— A g = A, () =3, AL
Como oo e A sao fungoes de posicao, diz-se
que as eguagoes acima descrevem uma transformacdo de gauge ic
cal.
Observemos que a Lagrangeana associada com o
sistema (¢,Au) € invariante pela transformacido (8§.3) e, pelo

teorema de Noether, a carga associada com o campo ¢(x) & conser
vada. No entanto, se os potenciais AU(X) nao estivessem presen
tes, esta lei de conservagdo ndc seria mais valida. Neste senti
do, pode-se deduzir a existencia de uma interagdo eletromagnéti
ca minima entre campos carregados e a matéria, se for admitida
uma lei de conservagao da carga com relagao a uma mudanga local
na fase do campo ¢(x). Tal interacgao sera da forna ju Au , onde

ju ¢ a densidade de corrente associada com o campo ¢(x).

Muitos sistemas fisicos, nos quais quantidades
observaveis sac conservadas, admitem uma simetria de gauge lo
cal do tipo (8.3). As interagoes minimas caracteristicas do
processo em estudo podem ser deduzidas em analogia com © caso

eletromagnético.
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Vamos considerar um campo qualquer ¢, ¢ que o
espago-tempo & de Minkowski. Admitamos que a Lagrangesna asso
ciada com o campo ¢ ,¢£¢ , € invariante pela transformacao
d(x) - eia¢(x), onde o €& constante. Generalizando a transforma
gao para a = a(x), a Lagrangeana nao fica mais invariante porque
as derivadas de ¢(x) nao se transformam como ¢(x). Para remover
05 termos em aua(x), vamos definir os campos independentes

Bu(x), que se transformam simultaneamente com ¢(x), de acordo

com a regra

— Col(x) —iol(x) 4
B, () —> B, L9 = @ B,\x) ¢ — o 3o (x) (8.4)

Nesta expressao, k & uma constante introduzida por conveniéncia.

A maneira mais convenlente de introduzir os campos BU(X) na teo
. . - . - . -

ria, de acordo com o principio de acoplamento minimo, e fazer,

na Lagrangeana I' a substituilcgao

¢ »

3,000 —» D, 800 = (3, + Lk B ¥ (8.5)

As transformacgoes {ela(X)} constituem um grupo
o qual chamaremos de grupo de gauge, G. Este grupo & um grupo

de Lie para o qual ela(X)

& uma representagao. Denotemos por TA
os geradores de G, e escrevamos a regra de comutagao destes ge

radores como
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[TA,TB] - CCABTC (8.6

Podemos entdo expandir a(x) em termos dos geradores, e escrever

A
{ o Cx) ¢ € Vs
e = & (8.7)

onde eA(x) & um vetor no espaco da algebra gevada pelos TA' Os
campos BU(X) podem também ser expressos em termos dos geradores

TA:

B}a (x) = %A}L LX)TA

(8.8)

A substituicdo (8.5) na Lagrangeana £¢ conduz
2 uma Lagrangeana livre para o campo ¢(x) e a uma Lagrangeana,
de interacdo, £’I’ entre gu(x) e ¢(x). A descricdo dinamica do
sistema ficard completa introduzindo-se uma Lagrangeana livre
para os campos gu(x). Tal Lagrangeana deve ser invariante, tan
to por transformagoes de gauge COmo pOT transformagoes do espa
co-tempo, e pode ser obtida introduzindo-se a gquantidade cova

riante Fuv , definida por

F}"V = qu_ BV - DVB)'"

(8.9)

=237, B,y +ik[By B,]



111

Fazendo

A
Fu = ¥ T4 (8.10)

segue de (8.9) que

Pu = 2008+t Cac B o

Escreveremcs, entac, a Lagrangeana livre do campo gu como

!

| A JTRY (8.12)
‘C B _TJ; PW]CA

¢

e a Lagrangeana total do sistema ccmo

£ - £4) +£3 %Il(ﬁtm (8.13)

onde £I é a Lagrangeana de interagdao dada por

_ i (8.1u)
£I = -k J %f*

Observemcs que a densidade de ccrrente ju =
= 3"(¢) pode ndo ter divergéncia nula. F possivel definir-se
uma corrente JuA com divergencia nula por

_oo 8 ¢
V=% 5‘3%2‘}}“‘“0%‘1?31{ v (8.15)
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Chamando de QA(t) a integral espacial das componentes JoA , tem-

se que

[QA(’c),QBLﬂ]:(‘_CMQCLt) (8.16)

Como J tem divergéncia nula, os QA sao independentes do tempo,

e podem ser usados como geradores do grupo de gauge, isto €,
S 3 8.17
Ta= -0 | 3,, (0 dix (8.17)

Tude o que fol dito até agora, foi baseadc  no
que se pode chamar de versac dinamica de uma teoria de gauge 1o
cal. Pode-se também desenvolver uma teoria de gauge numa versao
geométrica, que nos parece mais fundamental porque conduz a re
lagOes entre as "simetrias Internas" dos campos e as simetrias
do espago-tempo no qual os campos sao descritos. Nesta versao
geométrica, comparam-se transformagdes de gauge locais efetua-
das em pontos diferentes, via os campos BU. Este campos assumem,

entdo, um papel analogo ao de uma conexao afim, e esta analogia

pode ser visualizada na expressao (8.5). Baseando-se neste fa

5 s 23

to, varios autores » construiram teorias de gauge para a

gravitacgao.



=]
[
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A Teoria de Gauge Local do Grupo de Poincaré

¢ a Teoria de Einstein-Cartan.

Umn elemento gqualquer do grupo de Poincaré pode
ser representado por um par ordenado (T,A), onde T & um ele
mento do grupo das translagoes e A € um elemento do Erupo de
Lorentz ortocrono homogéneo. Denotando por TA e TAB s gerado

res de translagoes e rotagbes, respectivamente, podemos escrever
T=e® TaA e & = eSABTAB onde e e "B sdao parametros in
finitesimais. Lembremos que o grupo das translacdes & um grupo
Abeliano, e gque seus geradores sao operadores comutativos. No
espago-tempoc de Minkowski estes geradores sdo operadores de de
rivagao ao longo das direg¢des do referencial inercial global.
Num espago-tempo curvo, os geradores sac campos vetoriais comu
tatives. Lembremos também,que os geradores do grupc de Lorent:z
devem sempre ser referidos a referenciais locais de Lorentz. A
hipotese de que o espago-tempo de Riemann-Cartan tem estrutura
local de Minkowski &, portanto, de importancia fundamental nos

desenvolvimentos que se seguem.

-~

Como anteriormente, chamemos de .E a Lagran

¢

geana associada com um campo ¢(x). Denotemos por {eA} um refe

rencial ortonormal local cujos vetores satisfazem a

S_Ql\lee,] = ACAB €

conforme (4.43) a (4.48).
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Escrevamos as relacgoes de comutacio entre os ge

radores TA e TAB sob a forma

[TA,TB] =0
[TAJTBL]___ CAD BCTD (8.18)

LTM&JTCD] —"é Fc_DTEF

As variagoes mais gerais no campo ¢ e nos veto

res e, , que podemos introduzir na Lagrangeana ,£¢ ,» podem sger

postas sob a forma

1

8000 = €2 P + € Teo @

(8.19)
se,

1

CD("‘) rlA [c eo]

A invariancia da Lagrangeana pode ser restabele

cida, introduzindo-se 16 potenciais ABC e 24 potencias KABC

através do operador de derivagiao covariante

5 i
Dy =€, + ABA s ~ 3 KABCTac (8.20)

Tem-se entac que

(8.21)



C CD -
onde os campOs de gauge BAB e RAB sao dados em termos

dos potencials por

D c
Bra = QA €A% — Aag A% + A K PTm AL KPS (500

co
RAB = eAKBCD ~€g Ka™® + 1<ACE KBH ~Kg'e KAE ’

e <o (8.23)
- A ng KE

Observemos que 0s potenciails de gauge devem se

Transformar de acordo com

c c DE pA c PE ~ A C
SA B—%CA ve € Ag"'“‘z'cm:_ AKB € +Q&€.
(8.24)

6KABC"

. BC DE _F& BL
-‘ZCDE FC—tKA 6 +€A€.

e a partir destas expressoes pode-se obter sem dificuldades a

lei de transformacao dos campos B e R.

Finalmente, precisamos escolher uma Lagrangeana

livre para os campos de gauge. De acordo com Kibble , a la

grangeana mais simples que pode ser escolhida & a densidade es

calar construida com o campo R, isto &, vV-g RABAB.

BC
A

€ simples: eles podem ser identificados como as componentes do

A interpretacdo geométrica dos potenciais K

tensor de contorsao.

Vamos agora examinar o caso em que a Lagrangea
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na iz¢ e a Lagrangeana de Dirac, e verificar que a interpreta
gao dada anteriormente para 0s potenciais de gauge e correta.

Consideremos a Lagrangeana do campo de Dirac

fV:W€{%($ﬂm¢—aﬂaﬂ¢Vﬂm$¢\

_ 1 cD _
Lembfando que, neste caso, 6y = - £ SCDIP, onde SCD =
= - = [ v.,¥ , € fazrendo a substituicgao . , a Lagrangea

iLc 5] £ d bst cdo (8.20) Lagrangea

na total do sistema se escreve

L =%€{g(¢w%¢— 2,5 1)~ m T &

(8.25)

"";_ KAE’C QABCDL$3’5JX°4J - T::z Rmﬂrs }

conde usamos (7.48).

Pelas equagoes de Euler-Lagrange, wum calculo

imediato conduz a
BeC [ CB
KA = - (ABCA - AAB + AA )

1

Bco [T,

+ 2o (S ¥5% ¢)
4 A

De (4.41) e (6.71), podemos reconhecer na expressao acima gque o

primeiro termo € a contribuigdo para o tensor de contorsdo que

se origina da nao holonomia da base {eA} , € 0 segundo termo €&

a contorsao criada pelo campo de Dirac.
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9. A FORMULAGAC ADM DA TEORIA DE EINSTEIN-CARTAN

Apresentaremos neste capitulo alguns resultados
obtidos num estudo inicial que fizemos, no sentido de estabele
cer uma formulagao Hamiltoniana para a teoria de Einstein-Car
tan. Seguimos as mesmas linhas da formulacao Hamiltoniana da

teoria de Einstein feita por Arnowitt, Deser e Misner.

No entanto, usaremos o formalismo de formas di

ferenciais, o gual nos permite usar de maneira direta a nogao

de grupos uniparamétricos de difeomorfismos.
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Congideragoes Iniciais

Como anteriormente, chamemos de V a variedade
quadri-dimensional espago-tempo, a qual suporemos dotada de uma
métrica g e uma conexdc linear métrica V . Consideremos uma hi
persuperficie tipo-espa¢o tri-dimensional dﬁa , embebida em V,
e parametrizada por t = const. As estruturas geométricas defini
das sobre V induzem estruturas geometricas sobre dq“ inclusive
uma metrica e uma conexac linear. 0 formalismo ADM se propce a
nos fornecer informagdes sobre a evolugao de yﬂa com o tempo,

isto &€, sobre as estruturas geometricas induzidas por V  sobre

. 24
Jus , a cada instante.

Para descrever a formulagao ADM precisamos  in
troduzir algumas grandezas que nos permitam caracterizar a evo
lugdo temporal de uma dada hipersuperficie. Neste sentido, con

¢
. . =~ . . . . .
sideremos uma "hipersuperficie inicial" JQS , parametrizada por

T =t

. . . i .
s > & qual evolul dinamicamente para u% , no intervalo de

tempo t. Chamemos de V um campo vetorial arbitrario definido
0 . .
sobre yﬂ;, parametrizado por t, e consideremos um Observador no
0 .
ponto x = (% ,xk) € uﬂ:. Imaginemos que este observador se desg
loca, durante o intervalo de tempo t, ao longo da curva inte
. =~ - t
gral de V gque passa por x. Na hipersuperficie Uﬁs o ponto X
tem coordenadas (t ,xk). Se quisermos determinar a nova posigao
do observador com relagao ac ponto inicial, precisamos conhecer

- - o t
a separagao em tempo proprio entre das e 3 e de quantoc o ob

servador fol afastado sobre a hipersuperficie, com relagao ao

~ - . P t
ponto inicial. A separagao em tempo propric entre LA% e 0%3
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& chamada de lapso (N), e deve ser medida ao longo da normal n

em xe (fly . Entdo
N =<{m V> (9.1)

0 afastamento sobre a hipersuperficie uﬂ;; pode ser caracteriza
do por um vetor tridimensional SA, tangente a At Portanto, te

mos que

V=Nma«+35 (9.2)

Atraves da relagdo (9.2), o campo vetorial (ar
bitridric) V fica relacionado, via as grandezas N e S, com a nor
mal n, que & um objeto intrinseco de (f;. A relacdo (9.2) nos
indica também que o grupo de difeomorfismos {etv}, gerado pelo

campo vetorial V, tem um papel importante no nosso estudo.

As grandezas N e S, definidas acima, juntamente
com os coeficientes da métrica e seus momentos conjugados, e a
torsao, constituem o conjunto de varidaveis que serdo usadas na

formulagao ADM da teoria de Einstein-Cartan.
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Geometria do Embebimento em Espagos com Torsdo

O nosso objetivo nesta segao & definir as gran
dezas gue serac usadas para caracterizar uma hipersuperficie
(tridimensicnal) embebida em uma variedade quadridimensional, e
estabelecer uma notagao, a qual e especifica deste capitulo.Nio
entraremos em detalhes no que se refere 3 teoria do embebimento

. . 15
(ver, por exemplo, Hawking e Ellis ).

Ancotaremos com uma barra as quantidades vreferi
das a variedade quadridimensional V; as quantidades na hipersu
perficie tridimensional #y embebida em V serdo anoctadas com um
~ . No caso em que as grandezas induzidas em M coincidem COom
as respectivas grandezas de UV pestritas a uﬂa, nao usaremos ne
nhum sinal particular. A normal a M, scrd anotada por n, e

<n,n> = 1. A aplicacdac J: U > J4; & a aplicagao do embebimen

To.

Consideremos os campos vetoriais U e V defini
dos emﬁﬂﬂ3 , espago tangente a My . Como<n,n) e constante,
tem-se que 0 = V<n,n>» = 2 <VV ,N,n>, o que significa que o

campo vetorial erlellﬂs . Definimos a aplicagao de Weingar

tem L:’I‘ﬂs > Qﬂs porm’ v

L(V) = - V. n (9.3)

Em termos da aplicagac L, definamos a curvatura
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extrinseca de oz pela expressao

R(V,u) = < L(V) u>
(o e Tis)

(9.4)

Esta expressao pode ser escrita de outra forma: com U s, VeTHM; ,
tem-se que 0= V <U,n> = <VVIJ,n> + <U’,Vﬁrﬁ>, e portanto, po

demos escrever gque

R(vu) =L,V 0 (9.5)

De modo geral, se a variedade tem torsdo nao nula, a curvatura

extrinseca nido & simétrica
RIVOY- RV = {m, MU= TV v>
= <L, TCoW)+ LONT >

= <, T(O W) > (9.6)

onde usamos a definigdo (4.13) da torsao.

-

Como se sabe, a métrica g induzida em (g & a

e

ofe

restrigdo de g a (M3, isto &, g = J° g onde J* & a aplicacao
definida em (4.50).

A conexdo V induzida por V em (M3 pode ser defi
nida da seguinte maneira. Consideremos dois vetores U, VeT J{3

Em geral, VVU tem uma componente fora de (43 . Definimos a cone

xao YV por
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o

V\IU: —V~VU—<’“1—\?\,U>Y\ (9.7)
ou, usando (9.5),

= = | (3.8)

Vyu = KU - Ruwv) m

Consideremcs uma base {e,} , A = 1,2,3 em M, .

A
Entdao, os coeficientes da conexdo induzida sac definidos por
ot :Me = ..
V%A(eB) I'“sg€c+ Anotando por FABC os coeficientes da  cone

xao V restrita a (#;, temos que

[

Mase = <€ Ve, 8 >

H|

<€A| %;Bec> + <€Al R(eﬁlec)m>

= <eA'$€c_>
€3

Fa¥l
[
Agc

isto &, os coeficientes da conexdo induzida V em M 5 sdo iguais

aos coeficientes da V conexdo de V, restrita a M;,

PABC = PABC

A partir da expressaoc da conexao V induzida o]
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bre (#, pode-se encontrar, sem dificuldades, uma relagdo

entre
a torsdo definida por 7 e a restrigao de T a De (4%.13)
tem-se que, para U, Ve T My ,
T(ov) = Vv -3,0-Luv]
= (Q(u,\n ~ Q(v,u))n + T (0, v)
ou, usando (9.6),
T(oV) = <m , To D> m + T (o, V) (2.9)

Consideremos a base {eA}, Az 1,2,3 em Tfy
definida anteriormente, e anotemos por e, = n a normal (tipo-tem

po) a (#; . Entao, {e, , eA} { e&}, a = 1, 1,2,3,

& uma base
de V. A base dual de {e&} sera denotada por {06%}

= {ot, o™},

Chamando de EU

as formas da conexao definida

sobre V com relagado a base definida acima, procuremos obter

~A
formas w

as
; . — A
B induzidas por w

g em ﬂs' Com Ue T, temos que

_v_.U QA = {:DKALU) €«

_..L ———
= WAlm + w8 (V) e,
Mas, usando a equacgao (9.8),

Y, € = R(u,ea)m +A\’7U €s

=R (v e)m + W (v)e,
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onde ﬁ%% sao as formas da conexao induzida sobre . Como
-~ —B ~B — ~
UeT , entac w A(U) = W A(U) e wlA(U) = wlA(U), e portanto,

das duas equagoes anteriores segue que

R0 e ) = Whalv) (5.10)

&V}BA(U) = LUBA[U) (5.11)

Em outras palavras,nJﬁEAB = QAB = wAB. E importante salientar

que estes resultados saoc validos apenas na base que definimos

anteriormente.,

Consideremos a equagao de Caritan {(4.19),

@A = QQA + WA, A Q% (.12

Operando com a aplicagao J*¥ em ambos os membros tem-se
— - — o
J*@A‘:-':S#(AQA)'PS*(Q)A“AG)

.

Usando agora as propriedades (4.51) da aplicagdo J , e levando

em conta que J*Gl = 0, segue gue
oA ~ A B
" = d6* + w10

- dgA + L!JAB)\ QB
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isto &,
T* ‘@A — @A - @A (9.13)
Consideremos agora a componente

3*@_L _ "@').L ___3; (ng).&-&x(‘@}‘“,\eg)

Como d<n,n> = 0 = dg e a conexac €& métrica, tem-se que

D e, =0=2uw,e, portanto, w* = 0. Segue que a expressio a

cima resulta em
~1 ¥ AL ~
® =730 = puunret (9.1%)

Lsta Ultima expressao pode ser escrita em uma
forma independente do sistema de coordenadas, definindo-se a 1-

forma de curvatura extrinseca R, por
R{u,e) = R, (U)

— QABQB(U) (9.15)

Usando-se a eq. (9.10),

— /oL (9.18)
Ry = w74

Podemos escrever entao
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@ = p. Ag* (9.17)
A

Vamos considerar agora a ?-forma

o
de curvatura

8" 0 procedimento & analoge ao que USAamos ante

riormente no caso da torsao. Da equagaoc de Cartan (4.20) tem-se

que
— ~ ~
= dwh, + wh A wh, + wh) A W,
Da condicao 5éljx= 0 = - BL}X - GAL segue que GL}, = - GAL e
o — B — B 7 — AR
hy = P Wy, = PP wg, = - W g
_ _ QgAB - _ pnH
Logo,
~r A
Qs = dwrg + WA Awe, - R® ARG
ou

o

*Q-AB —_ RA A RB (9.18)

Aplicando a mesma técnica a componente 9 ob

A’ -
tem-se



ou
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(9.19)
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A Lagrangeana do Compo Gravitacional de Einstein-Cartan

no FormalZismo ADM.

0 nosso objetivo agora & obter a decomposi
¢ao da Lagrangeana da teoria de Einstein-Cartan em termos das

grandezas que foram definidas na secao anterior.

De acordo com (5.10), a 4-forma Lagrangeana se

estreve

_ ij - ﬁ:q@ A QB (8.20)

onde omitimos o fator l6w. Temos entac que
-0 = nA ot nAa (o s (9.21)

Analisemos cada um dos termos da expressao aci
ma separadamente.

No segundo termo, ﬁjﬁ% = %??TABQBBGA of o do

lado direito desta expressao 56 pode aparecer um fator 5> , 1s

- —A 1—A L C ~ A — A —B ~A =B
= = A = = A .
to e, n R 5Tl BLC)G B noge Logo, n BA 0 AT N g Q A

Neste ultimo, também s0 pode aparecer um indice L no coeficien

Aol o2 h A gP

te de B O e, portanto, 7 B A R A

A Usando agora a

expressao (3.18) este termo se escreve

- —_— ~ 3 _ 3
(LABAQ_GA::.QABA(..CLA RI\QA)



Consideremos o primeiro termo, e usemos a equa

gao de Cartan (4.20)
2t A 85, =204 A (4 Wy + Wy A G‘BBA>
= (ZQLALUA3—23QJ_AQJ +2q A GO nw“

=d (2 A% ) - 2 DA, awiy- 272 A @B A 0%

‘—'A _ ~A _.L _ _B - B
Mas lembrando que n g - Ngequewt, = RA e w i = R,
podemos escrever finalmente
nAa ‘“i ™ & _'l ~
(9.23)
4‘CJ(2 iAW A)
Substituindo (9.22) e (9.23) em (9.21) obtemos
! e )
L = o A (Q-A 29 ARG)
(9.24)

2074 A alA =~ d LZFLA_L A\ E_OJ"A)

Observemos que, de (5.8), o segundo termo da ex

~ —-— — = B
pressao (9.24%) se escreve Dr]AL = rwAlB A@~. Mas,

O° = C® 06 A0° ®° (9.25)

de modo que
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= — 3 8, —L .38 =a B o~y
lquAwlA"rLALBA@D/\wB*'Z’LD'].;B‘\Q’\wA

~ L - ~
Fazendo mlA = aAe no utltimo termo desta expressao, onde a =

A

= <V _n,e,>, e substituindo em (9.24) segue que

L =7*%A (Q—AB "Ry ARg) — d (2ﬁ_A_L A (’_“’LA>

(9.26)
L =4 78 D _ B
+207ANA A (CLDQ ARy-a,® )
Neste ponto, & conveniente introduzirmos as
quantidades
d
| B
€, =30 A&, (9.27)
i A
&. = 3 e A@A
com £,,, = V-g . Entdao, a expressao (9.26) fica sob a forma
r L AR
[L ‘—'QI\@ N -QAl%_RA)\RB
N —
“2QI\&ABA(CBLDQC’ARA"8.A®B‘) (9.28)

- A (211\1_ A L_O-LA)
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Observemos que na expressao anterior, a menos do Ultimo termo
que e uma diferencial exata, ainda aparecem as componentes do
tensor de torsao. Vamos introduzir o tensor de torsdac extrinse

ca definido por

Ty = <o, Tm,) > (9.29)

com U,Ve'%ﬂ3 . Em termos de componentes

Tae =S eq e)= <0, , T lmey)y

(9.30)

= CaLe

Introduzindo a torsao extrinseca e desprezando a diferencidvel

exata em (9.28), ficamos com

L' = 8°A €®A (.Slm ~RaARg T 28,8,

-2 %, 90AQA) (9.31)

Observemos que na 4-forma Lagrangeana (9.31) ja esta explicita

n : " by LR to_

a parte "restrita a M;", que é a 3-forma L definida por L =
o* A L

Chamaremos a 3-forma L de Lagrangeana ADM, a

qual deve ser escrita em termos do lapso N e do vetor de deslo

camento SA. Lembremos que até agora usamos uma base do tipo

{n ,eA} onde n & a normal e os vetores eA sao Tangentes a,oﬂy e

que © nosso proposito inicial fol o de utilizar o grupo de di
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feomorfismos gerado pelo campo vetorial V, parametrizado por t,
e relacionado com N e SA atravées da equagao (9.1), V = nN + §
0 que faremos a segulr para obter a Lagrangeana ADM da teoria

de Einstein-Cartan, € simplesmente uma mudanca de base.

Definamos a base {ZU} por

{Zh}"—‘ {v, e, Y} (9.32)
Esta base se relaciona com a base {e } = {n,e,} pela transfor
magac linear e = B® 7 onde
o a B
NOoOGD
1
5100
B =
o010
s001

Anotando por {6 "} a base dual de {Zu}, teremos que 8% =g " Bau.
Vamos entao expressar a Lagrangeana ADM
— AB
ﬂ_ = & A (QKLAB _-‘QA A QB + 2 8‘33
(9.33)

-2§ 9°A R, )

em termos destas novas bases. Da definicgao de a,» temos que
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a, =-<n,v,e, >
= - <ﬂi veAﬂ >"“<m, [_Y\,ep.]"” :‘erteA3>

= - <ﬂ, m,ea] +T(m, ea) >

Mas, por um calculo direto encontra-se que

<’n,[fn,€A]> = N ('n“ Aoe‘o - (N")\O )

Lembrando que o parametro das curvas integrais & t, V = at e
0 - 0 0
o' = dt, da expressao dg’ = A G'QI\BEB = 0 segue que A =0.
of oD
Entaoc, a expressac acima de a, se reduz a
— N4 7
a.A '-“N NlA-‘-C_LA
Vamos introduzir agora uma segunda torsao ex

trinseca por

QLY = =<0, Tlm,0) > (9.34)
(v eTUua3

COoIl

Q, = Qle,) = . (9.35)

Substituindo a expressac de a, em termos de QA na Lagrangeana

A
(9.33), segue que
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H—ZN@AEI\(QAB Ry ARg =+

+2Q, 0, —2(6\,;09”’1\ QA)

+ QNIA @AB A @B (9.36)

0 Ultimo termo de (9.36) pode ser posto sob uma forma mais con
veniente como segue

Ny € e A@® = (ey 1dN) A €5 A 0°

It

dN A LeA_.l LGAB A ®B))

- AN’\G_ABA(EB(_A Otc)

=-d(Ng,nT%,0¢) +Nd (€ A T, 0')
Escreveremcs a Lagrangeana L sob a forma final
R_ = N(EABI\ (-—Q—Ag —QAARE, ""2?“39‘0/\12)\ + 2 QA @3)

(9.36)

vand (€0 0%, 0°) - d (anery A 55, 0)
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A Hamiltontana da Teoria de Einstein-Cartan

Para que possamos definir uma Hamiltoniana para
a tecria de Einstein-Cartan, precisamos definir os momentos ca
nonicamente conjugados com a metrica. Neste sentidc, procurare

mos inicialmente obter uma expressaoc conveniente para as 'velo

()

cidadeg" 3t

gap = 28!

Ll

Analisemos a expressao (9.17), @ = R AP, Em

A

termos ce componentes,

S L _ (9.37)

& as = Rag = Rga
No Apéndice I, mostramos que a parte simétrica da conexao ex
trinseca € dada por

- g et — 4 oy (9.38)
R(AB) ~ on (2 %cuvm S 3AB\ * as)

T
onde V & a conexdo transposta em (dy, definida em (4.78), e usa

mos nos calculos uma base que € arrastada ao longo de V (ver
(4.75)). Numa base arbitrdaria, com trés vetores tangentes a M3

a expressaoc (9.38) fica sob a forma

Riray = gﬁ'((£sg)ag B (fy%)ngv4isug) (3.39)

(#) A partir desta secdo, apresentaremos alguns calculos sob a

forma de Apéndice, devido a extensao dos mesmos.



Vamos continuar os calculos usando uma hbase que

& arrastada ac longo de V.

De (9.38) segue que as "velocidades™" éAB 540

dadas vor

<
ae = " ?‘g'c(AVe) §¢ - 2N (RU\B} B SL(AB)) (9.40)

Observemos agora que na Lagrangeana (9.36) apenas a combinacao

-NE:ABA

¥ D ") .
EEQA RB + 2 8;06 A RA_1 envolve termos quadraticos em

éAB' Chamaremos esta combinagdo de parte cinetica L, da Lagran

geana, e o restante dos termos chamaremos de parte potencial

L., . Escreveremos entao
[L: L __le (9.41)
1
onde
L= -Ne®n(RaARy + 2 T8 AR, ) (9.42)

&2=~N@““n Lﬂ-qa +2QA®$)-2NA(@“B,\'@BMQ‘-) (8.43)

onde desprezamos o diferencial exato de (9.36).

.. B .
Definiremos o momentum n® conjugado com g4,
como a variacao da parte cinética de . com relacio a éAB’ Pa

. . AB .
ra icentificar II''7, calculemos esta varlacao
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fL, = -ne*®a( fe, ARy + RoA BR,
(3) () ($)

"28,,0% 3R,)

= -2n € n (R, ~§,,8° ) A §Rg
(3

= -2 € A (RA_%JADQD)AQ‘;%L[?)CB
3

De (9.38) temos que(g)RAB - -

e portanto,

L, = X_&ABI\(D\A—'E\YADGD)’\GC} 633(,
(3)

Desta expressac, podemos identificar o momentum HAB conjugado

COm g, COmO

TAS = (Qo*'(:"DLQC)AGLBAE\D‘A) (9.44)

cu

—HAB:[(R_S,)gAB_‘(-R\AB)_SLAB)} & (9.45)
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AB
AB®

for nula, esta expressac se reduz ao momentum ADM Riemanniano.

onde R = R e %r = %ABgAB. Observemos que se a torsao

Com os momentos conjugados com a métrica Enp da

dos acima, definiremos a Hamiltoniana H. da maneira usual,

G

H, = "% "}AB - L (9.46)
Neste ponto, vamos definir os seguintes tenso
res:
.Z(U\\f)‘-f%_ I_<U,'—FLM,\!)>+<\JJ"1—'M,U)>X (9.47)
Alo=L [0 Tem - LT wy ] (9.9
Llowy= 5 Lmy T,y (9.43)
Cu,v e Uy)

Im termos de componentes

PAPES Z’Lm Liey T %Jufm

(9.50)

Apg = ZLAIJ_\B] = S'LAB]

I)LAB = "!2“ C.L[_AB] = Riaey
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Em termos destes tenscres, mostramos no Apéndi
ce IT gue a Hamiltoniana Hy pode ser escrita sob a forma
T A
He = 2M® V9% + NH (9.51)
onde H & a "super-Hamiltoniana" definida por
- AB , ¥ _ L % A ¥
(9.52)

-3 Ay +/)£AB /\*’X“ + 20, A\ AB

~ ¢*® A (-QAB"*ZQA@g)“ d (GAB A Ce‘cn gc)

onde *( ) indica a dual da quantidade ( ).

A expressao (9.51) pode ainda ser  conveniente

mente modificada cobservando-se que

2,0V, s* = 2T,® (e 1 DS*)

= 2 (eo —\TYAB) A E)SA

Fazendo eBJ HAB = Py @ expressao acima pode ser escrita como

-
Z“-AB%BSA-_.A(SAPA)-SA@:PA (9.53)

(No Apendice IIT analisaremos o significado das quantidades Dp=
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_ B
= eB..lHA 7.

T -
A quantidade - DpA serda chamada de super-momentum, € anotaremos

-
@A :"‘DT’A (9.54)

Finalmente, substituindo (9.53) e (9.54) na expressido (9.51) pa

ra HG , obtemos

He = NH + SA@A + é[_snlpp‘) (8.55)

Com esta forma da Hamiltoniana HG podemos, usando o principio
variaclonal, obter as equagoes de movimento e as equagoes de

vinculos da teoria.
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As Fquagoes de Movimento

As quantidades que deverdo ser variadas indepen
dentemente na Hamiltonijiana HG sao os coceficientes da metrica,
seus momentos conjugados, o lapsc, o deslocamento e a torséo.Dg

vemos, no entanto, fazer algumas observag¢des antes de calcular

as variagoes.

Lembremos que a conexde & métrica, isto &, Dg 5 =

= 0. Entao, para que possamos efetuar variagoes independentes
~ A , - .

nas formas da conexdao w p & Nos coeficientes da metrica Eapr Va

mos introduzir a condigdo métrica como um vineule na Hamiltonia

na, através de multiplicadores de Lagrange. Escreveremos entdo

a Hamiltenlana como

H"G:NH*‘SAQA"'C!(-SAPA)*_ ‘AABA[D}AB (9.56)

. AB - C s
onde as 2-forma com valores tenscriais A sac os multiplicado

res de Lagrange.

Vamos considerar, primeiramente, o problema na
auséncia de matéria. Mostraremos depeis quais as modificagoes
gue serao introduzidas nas equagdes pela Lagrangeana de matéria

Ly
Omitiremos na Hamiltoniana (9.56) o diferencial
A - . ~ ..
exato d(S pA) € nos calculos, feitos nc Apendice 1V, usamos por
conveniencia uma base que é arrastada ao longo das curvas inte

grais de V.
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A variacdo total da Hamiltoniana se escreve

bH, =GN H +(39%)% + N §H +~ 6459,

(9.57)
+ % L?\AB A TD%'AE,)
0 4ltimo termo de (9.57) pode ser calculado facilmente
AR
§ % A DYys) = TN A DYy~ Sy DX
(9.58)

— 25wy ANE +d (M85 %,,)
Os resultados obtidos no Apendice IV sao:

NOH = C + 84y (NIB“ +2ANI\3'C°AB<EDEI\_GEFCI\9F)

+EwABI\QZQNQJMlC)@‘AA(-)B-rﬂ)(NGBAﬂ (9.59)

+ FoamAa ExATA

onde

ICDAB

Lﬁ”%m—* gcagos _ gc8 %DA) (9.580)

-

L
2
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C = enfuUASA @’ma—'—z 3%*10 + 2N Tpg N (*gre
- %AB*Z)_\_ 5N 5')(;,3’\(*')(“-'-*5“5) (9.61)

¥
+* 2N SAAB (XAB - 2N KQA &A& A ®B

SAB@A: b Ae (%—AL%B ¢ + %CB%A Sc)
+ ) 3A® ('W“-{FCS‘M-TY‘“ %‘:5“) (9.62)

+ ECUAE, AN2N Lf’f\_\—“BAy

Neste ponto, com todas as variagoes calculadas,

. . .. AB
preclsamos determinar os multiplicaderes de Lagrange A . Isto
pode ser feito facilmente usando-se a equacdo que se obtem fa

. . A . . -
zendo o coeficiente de &w B igual a zero, isto e,

2 (NQ. +N) €4 A 0% + D(NE*)
(9.53)

—2nN (miT8, ) = 20,% =0

Tomando a parte simetrica de (9.63), e lembrando que AAB g simé

trica, obtemos

A8 = (g +N ) e AEY & N(m 1TAe (9.64)
Q<: lc
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A parte antissimétrica de (9.83) conduz a

2 (N Q.+ Ntc\fﬁcu‘f\ o* & D(Ne®*) = 0 (9.65)

Usando agora que

@,CLAI\QB] — %CLB @A‘l

1
]D (_N G—:Au) = - ZNlC %C[GGA + N &GAC®C
a equagao (9.64) conduz a
1 —
M(aQ[B@A v@aac@c)"o (9.66)

Substituindo a expressao (3.64) em § H, e fazen
do & HG =0, segue de §H = 0 que
I A (9.67)
¥ Y =
2N (yre . AR®Y) =0 (9.68)
T b 2R I § (9.69)
2Ny AP L3 TT ) = :

2N € A0° =0 (9.70)



Estas equagdes, juntamente com a equagao (9.65), sao as equa

¢des de vinculo que determinam a torsaoc. Observemos que, se ti

véssemos incluido a Lagrangeana da matéria L no lado direito

M:
_ . ﬁl.M 6&.M §H_M
destas equagces, teriamos, respectivamente, ) )
GAAB SXAB

SZAB

6L
e EGM' A equagao (9.65) seria tambem modificada pela presencga
A

do termo Gl,MiwAB.

Como veremos, a nac inclusac destes termos nos

dara torsao nula, como era de se esperar.

Ainda de 8§ H 0, e de 6@2\ = 0, obtem=-se as

equacoes dinamicas

das = ZNC.“_AB - "é.%rna“)

) 3 (9.71)
+ %nn vgsb * g'DBVA S

__T\"AB:N‘\']'C‘DAB @DG A LSLGL_ZQ‘:‘@E)

+ 2w T ANTOC — 4 Tire f\*ﬂ) =
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"E{%AB(WCDI\*WCD“%HA*H)

~oN (ZC(AAaeze.)c _ ZABA*Z)

B A CTNS LS PR

LV AN IR L R

+ 4N AC(A;\*’XB)C+ NA"“;\*’)[QD (9.72)

-0 (vagenge) €@ag® |

- D(n m |TABY) + TAC % QB

—P_I[CE%SA

[
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Finalmente, dos vinculos Hamiltonianos @A =0
e H =0 obtemos
T
) (eg_\ﬂ a) =0 (9.73)

|
T A 3 WA + T, ATTA®
¥
~ LAE v Y AU v 2 A, p KAR

e A (a,,+20,0%)-2d (2,008,090 (9.7

A metodologia para continuar a solugao do pro
blema agora & a usual. Primeirc as equagles de vinculo que  de
terminam a torsao, (9.67) a (9.70) devem ser vesolvidas. 0Os re

sultados obtidos devem ser substituidos nas equagdes de vinculo

(9.73) e (9.74) e nas equacgdes dinamicas (9.71) e (8.72).

Resolvidas as equagoes de vinculo (9.73) e
(9.74), e escclhidos o lapso e o deslocamento, as equagoes dina

micas (9.71) e (9.72) dao a evolugao temporal de gap © Myp-

Vamos agora resolver as equacoes de vinculo pa

ra O noOsso caso particular sem a Lagrangeana da materia. As
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equagoes (9.67), (8.68) e (8.69) tem como sclugdo

yaAg =0
Dpg = O (8.75)
Yas = 0

e a equacac (8.70) conduz a

A -

Para resolver a equacao (9.65), notemos que

®° €, = (e 58, + T2+ TCL® SAD)@—_D

de modo que (9.65) se reduz a

Q.55 — R8s ~ 6% v T 6% 8%y =0

ou, usando (9.76)

QCSBA _ Q_ASEC - 'C)CBA = 0



Contraindo B com C obtem-se QB = 0, e a equagao anterior conduz

A _ -~ . ~ . .
a T gn T 0. Logo, como conseguencia de nao termos incluido a

Lagrangeana de matéria, a torsac € nula.
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10. UM MODELO GEOMETRICC PARA FORCAS DE CURTO ALCANCE

Consideragoes Inteiais

Até o capitulc anterior detivemo-nos no estudo
da tecria de Einstein-Cartan, na qual a variedade espago-tempo
¢ dotada de uma métrica e uma conexdc linear ndo simétrica. A
parte antissimétrica da conexaoc (torsiac), na teoria de Einstein-
Cartan, € relacionada algebricamente com o tensor de spin da ma
téria que gera o campo gravitacional. Neste capitulo, afasta-
mo-nos Padicélmente desta tecria. Usaremos a geometria de
Riemann-Cartan num contexto inteiramente diferente, e apresenta
remos wn modelo no qual forgas eletromagnéticas e fracas de cur

to alcance sao relacionadas com a torsac do espago-tempo

Vamos considerar uma variedade de Riemann-Car
tan no qual a torsdc & caracterizada pelc trago ™ e o pseudo-
tracgo Zu, e tem, portanto, oito graus de liberdade. 0 modelo
que apresentaremos, no qual introduziremos uma rnova categoria

- ~ 12
de forgas atraves da torsao do espago-tempo , representa uma

interagac entre duas particulas através de uﬁa corrente interme
diaria que viola a conservacao da paridade (no caso particu
lar que vamos tratar) e apresenta uma dependencia da constante
de acoplamento com o alcance da interacaoc. O0s processos eletro

magnéticos e fracos sao exemplos de uma hierarquia de forcgas

contidas em nosso modélo.




-
(93]
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A Dinamica dos Campos TV e 7!

Decompondo o tensor de torsdo do espago-tempo
em suas partes irredutiveis, de acordo com (2.27), e fazendo a

parte de trago nulo igual & zero, temos que

A L1
=3 LT, -8 »Tv] +>wt“wzf (10.1)

onde

T, = €<
Z}s = qu‘ QM‘-MVCK’.L\:

e A & uma constante, introduzida por questoes de dimensionalida

de.

A geometria de Riemann-Cartan & uma extensao da
geometria Riemanniana, e o continuoc espago-tempo & o limite da
geometria de Riemann-Cartan guando o tensor e nulo. Em outras
palavras, quando a torsdao se anula, a dinamica do espago-tempo
& dada pelas equacoes de Einstein. As equagOes de movimento pa
ra 0s campos ™ e 7% s3o, portanto, restritas por este limite

sobre a geometria.

A escolha mais simples para a integral de acgao
dos campos e

I=%S\F§'R4“x + S\!——_i L(rmyddx

(10.2)

« Vg Lk dox
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onde as Lagrangeanas para os campos vetoriais T e ZH sdo

Ly =

!
— Lakd (10.3
7 Bpv B .
1
9 = — fIRY (10.4)
Liz*) = ZHH
ondea
BP“UE va’J_— V},\Tu
= By -+ € P
TAPEAY rLP-VGPT 4 (10.5)
H}&VE vvsz'"v’“‘z‘v
- 5 = i
V2, -2, +3(2,T,-2T1) (0o
onde as guantidades com barra sac calculadas na geometria Rie-
. ()
manniana .
Os campos vetoriais T e z" devem ter dimensio
(*) Segundo a notagdo que usamos em [12]» © tensor de  contoxr

sdo, neste capituleo, tem sinal contrario ao que usamocs
definicao (2.10).

na
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/2 1/7?

de (energia)l (comprimento) Entao, para gue a conexao

(10.1) tenha a dimensao correta,(comprimento)_l, a constante A

deve ter a dimensionalidade [ A ] = (energia)_l/2 (comprimen
to)_l/z. Por este motivo € que foi introduzida a constante A
em (10.1).

Separando o escalar de curvatura R em uma parte

Riemanniana R e uma parte dependente da torsac, pode-se verifi

car sem dificuldades que
TR -VTR-2(F§ T +3 V3 T

_%\/’:_ﬁ dezo( (10.7)

Usando este resultado na integral de agac (10.2) obtemos
] — 5 2 A
- _ 4 L L _ o 4
I—hf\!ngclx +3bg\!f§,Tx«Ax

A

—%% X\F‘_}' Z%Z. 4% "':T S@HMH”“A‘X (10.8)

% V=7 B,

Observemos que devido a generalizagdoc da agdo de Einstein, oS
. . . A T
campos vetoriais adquirem uma massa proporcional a — —.
X©
Vamos considerar agora a equacao de movimento
de um campo espinorial Y no espago-tempo de Riemann-Cartan. Co
mo anteriormente, a derivada covariante v e definida por

v o= w|u - T, onde I') & a conexdo de Fock-Ivanenko generali
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da:

—Kr: % Lg;hfxvﬁ ?VYMW +.&iu}(qv3;_.yeyv)
+ KEPW (?v /f)’e - 1677]’)

= [, +?K€M (yvyeﬁﬁrea"’) (10.9)

onde o tensor de contorsac Kguv e dado por

A
Kéﬁiv:%[TE%MVHEEPTV‘X*EYZ_EHVP ZP (10.10)

Escolhamos agora a situagaoc na qual os dois cam

pos vetorials sdo caracterizados por uma Unica diregdo. Por con

veniencia, escolhamos a constante de proporcionalidade entre
.9 1 . .
eles como sendo 1 T 7 © deflnamos o campo vetorial WU por
W

P—— ‘9
i:(,'_"—_'z franet

C (10.11)
K A4C, "R 3 VUM“

Neste caso, a equagao de movimento do campo es

pinorial iy se escreve
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(ch 3"“?,“ ¢ — mcr b +c’EM\J”‘3’P L1+ Cw'xs)k\l= 0 (10.12)

A equacao (10.12) pode ser intepretada de duas
maneiras: ou uma eguacao na geometria de Riemann-Cartan com a
penas uma direcao privilegiada, ou como a de uma partfcﬁla com
spin 1/2 em uma geometria Riemanniana interdagindo com um campo

vetorial WY através da Lagrangeana

Ly= § Wk U+ )Y (10.13)

onde g_ & a constante de acoplamento, dada por g = NCA.

Observemos gue o Dpseudo-trago ¥ peal e gque o
traco TV & imagindrio puro. Isto atribui uma estrutura complexa
3 conexdao em regides da ordem do comprimento da interacao. Fora

desta regido, a estrutura do espago ¢ real e Riemanniano.

Hierarquia de Forgas

0 esguema desenvolvido acima, alem de nos forne
cer um modalo geométrico para as interacoes fracas, admite um
conjunto de interagoes vetoriais, as guais, no caso particular

que tratamos, viclam a conservacao da paridade.

E importante observar que o grau de viclacao da
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paridade medido por Cw & relacionado com uma propriedade do mo
delo por transformagdes conformes. Isto pode ser visto atraves
do angulo de Cabibbo, que representa modificagdes sobre o peso
da corrente axial relativa a corrvente devida a outras intera

goes, o qual surge no modélo como consequéencia de uma transfor

magac de escala do trago com relagdao zo pseudo-trago.

Da agao (10.8) e do valor da constante de  aco
plamento, pode-se ver que h& ume relagao entre a massa do campo

vetorial, M, > € @ constante de acoplamento,

arw z}lwﬁCﬁ (10.14)

Esta expressdao mostra uma dependencia da inten
sidade da forga no alcance da interagao. Esta propriedade & pe

culiar dos tipos de forgas que estao contidas no nosso modelo.

Para que possamos comparar nossos resultados
com os da teoria das interagoes fracas, consideremos o valor

Y .
10 vezes a massa do proton para a massa do campo vetorial. Com

este valor, e com o alcance do processo fraco tomado da ordem
de 10-17cm, tem-se parea a constante de acoplamento o valor
— (10.15)
v
¥, ~ Ve
Notemos que a dependencia de constante de aco

plamento com o alcance da interagao nos fornece uma hierarquia
continua de forgas. Observemos, no entanto, que a msnos gue O

. ~ . =17
alcance da 1nteragao seja da ordem ou menor gue 1G cm, & cons



tante de acoplamento sera muito pequena. Isto significa que nos

so mcdelo nao  inclui  interagdes efetivas de longo alcance.
-1 -3l
Para u v 10 cm, a constante de acoplamento
. -2 e
2 tem aproximadamente o valer 10 , o que significa que esta

forga é competitiva com as forgas eletromagnéticas para cargas
muito proximas. Este comprimento, no entanto, é muitoc  pequeno
quande comparado com o raioc classico do eletron, e certamente
nac tem efeitos importantes na interagdc entre eletrons. T pos
sivel, no entanto, que esta forga tenha um papel importante no
interior do eletron e, por exemplo, possa influenciar em sua es
tabilidade. Neste esquema, teriamos que pensar no eletron como

consistindo de centros de concentragao de carga.

Notemos que quando a massa do vetor i se anula,
a intensidade da forga tende ao infinito, como se pode ver da
expressac de gy Tsto significa que & impossivel fazer uma tran
sicao do nosso modelc para um formalisme Lagrangeanc com intera

¢ao do tipe corrente-corrente.

Finalmente, pode-se mostrar que o caso geral no

qual T" ¢ z" n3o definem uma dnica direcac, contem a unificacio
de Torgas fracas de curto alcance e eletromagneticas. Por uma
!

rotacdo relativa de vetores T" e zV pode-se fazer surgir intera
¢Oes vetoriais que conservam a paridade e que ndo conservam a

paridade.
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CONCLUSOES

Lste trabalho pode ser dividido em duas partes.

A primeira (e maior) parte é dedicada a teoria de ZIinstein-Car

tan, ¢ a segunda ¢ dedicada ao estudo ao estudo de um modélo

geométrico para forgas de curto alcance. Os vesultados que obti

vemos podem ser sumarizados como se segue:

19 parte:

(a)

(b}

Estudamos em um modelo idealizado a equacio de movimen
to para eletrons e neutrinos em uma variedade de Min
kowski com "torsao externa". Em tal variedade, a métri
ca € a de Minkowski, e se supde que a torsio nio gera
efeitos de curvatura. 0 objetivo deste estudo & anali
sar de maneira simples as caracteristicas da interagdo
spin-torsac. Mostramos que no caso em que a torsio ex
terna € produzida por um campo de eletrons, esta intera

gdo & atrativa quando os spins estdo alinhados e repul

siva quando os spins sac opostos.

Analisamos a generalizacao dos modelos anisotropicos
tipos de Bianchi I e IX para a teoria de Einstein-Car
tan, tendo como fontes o campo de Dirac e uma poeira
com spin. Em ambos os casos, mostramos que a anisotro
pia dos modelos fica restrita pelo tipo de distribuicdo

de spin. Em particular, mostramos que o modéelo Mixmas
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ter (Bianchi tipo IX) & incompativel com fontes do tipo
poeira com spin ou campo de Dirac. No caso  do modelo
Bianchi tipo I, mostramos gque em ambos 0s casos a dis
tribuigac de spins permite a existéncia de apenas um el
xo de anisotropia. A solugao cosmologica com fontes do
tipo poeira com spin nao fol conseguida. Para o caso do
campo de Dirac, uma solugac cosmologica fol obtida, na
qual as fontes das equagbes de Einstein-Cartan sao neu

trinos.

Utilizando o formalismo desenvolvido por Utilyama,mostra
mos que a teoria de Finstein-Cartan & a teoria de gauge
local do grupo de Poincaré. Geometricamente, 0s poten
ciais de gauge sao identificados com as componentes do
tensor de contorsao. No caso em gue a Lagrangeana da ma
téria & a Lagrangeana do campo de Dirac,  verificamos
que esta interpretagio estd de acordo com a analise do
campo de Dirac como fonte de torsao em espagos de Rie

mann-Cartan feita no Capitulo 7.

Apresentamos um estudo inicial sobre a formulagao  ADM
da tecria de Einstein-Cartan. Utilizamos o formalismo
de formas diferenciais; obtivemos a Lagrangena e a Ha
miltoniana do campo gravitacional de Einstein-Cartan.As
cquagoes de movimento foram obtidas para o caso particu
lar no qual excluimos a Lagrangeana de materia e verifi

~ -
camos que neste casc as equagoes de vinculo conduzem a

uma torsao nula, o que era de se esperar. Indicamos
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quais as modifica¢oes nas equagtes que sac introduzidas

pela Lagrangeana de matéria.

(e) Analisamos (sem muitos detalhes) o caso de um campo ve
torial massivo como fonte das equagOes de LEinsteiln-Car
tan e mostramos que, como no caso do campce de Dirac, a

torsdo € uma coensequencia da auto-interagaoc do campo.

(f) Analisamos também as equagdes de Papapetrou para o movi
mentoc de uma particula com spin em um campo gravitacio
nal, no que se refere a necessidade de imposicdo de con
digoes extras para a completa determinacdoc do movimento
da particula. Obtivemos um limite clissico (WKR) para a
equacac de Dirac em campos gravitacionais de Einstein-
Cartan, que se reduz a equacgao de Papapetrou no caso de

torsao nula.

a
2- parte:

Consideramos uma geometria de Riemann-Cartan restrita,
na qual a torsao tem apenas trago e pseudo-trago. Esco
lhemos Lagrangeanas do tipo de Maxwell para o tracgo TH
e o pseudo-tracgo 7% e verificamos que devido a Lagran
geana do campo vetorial ter sidc escolhida como o  esca
iar de curvatura do espago de Riemann-Cartan, os campos
™ e 2% adguirem uma massa. Analisamos a situagao na
qual os dois campos definem uma {nica direcdo, o tracgo

& imaginario puro e o pseudo-trago & real. Considera
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mos, neste caso, a equacac de movimento do campo de Di
rac e mostramos que esta equacao pode ser intepretada
como uma equagdo para uma particula de spin 1/2, em uma
variedade riemanniana, interagindo com um ¢ampo veto
rial. Esta interagdao nao conserva a paridade, e a ex
pressac obtida para a constante de acoplamento mostra
uma dependencia da intensidade da forga no alcance da
interacgao. Deste resultado, verificamos que o nosso mo

délo contém uma hierarquia continua de forgas, mas nao

incluil interacoes de longo alcance.



What we call the beginning ©s often the end
And to make an end is to make a beginning.

The end Ts where we start from

T.5. Flitot: "Four Quartets,

Little Gidding, 214-2186
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Apendice I

Da definicao (9.4) da curvatura extrinseca,
tem—-se que

Riagy = <$(Aes>1“> = ”“P«(AB)

(I.1)
i - —
= N (r'ouus\ - 8° Pc(AB))
Mas .
PDAB =3 (%oAlB * %OBIA'“ 3#6\0)
* Gpase Y Cpon ~ Goga
e portanto,
'r? = < + "-é ._._‘_t} (L.2)
0 (AB) (A1B) (Mol ) 2 dae

Substituindo (I.2) em (I.1), obtemos

t
Rirgy = 2% ( ST SCFCBA + Sgya ~ S g

+ CAOB M Zi&oA}
|

2N (2 g'C(A VB) S %AB—ZAOB-‘_zBoA)

que & a expressaoc (9.38).
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Apendice IT - Expressao (9.51) para a Hamiltoniana H

A expressao (9.46) da Hamilteoniana H, se es-

creve

R A

0 primeiro termo da expressac acima pode ser posto, sem dificul

dades, sob a forma
AB § B o A
T4 = 200" V36

+2N(“ABI\*“AB_%§_“A*W) (I1.1)

onde F( ) significa o dual de ( ).

Vejamos agora o termo ~ﬂq

-L, = N(QAI\RB + 2@30 BP AR )A eh®

i

N Ry, Reg * 2(§BD Ren ) 670850 €*®

C AB CB AD CA BD
g -8 8

Mas, SD ABT A g = (g ) ¢ e, portanto,

N (Rz_ R(A&)RLAB) + 2 (E(AB) g(”ﬂ

(i

- Rﬂ

TR R ey )
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Usandc agora que

R(AB)_%(AB) — *C-‘Z‘W%Aﬁ ___-“AB)
%Ars (Q(AB) __(S‘(ABX) _ l_zae_w

(R(AB)"S(AB))(R(AB)_%\’LAB\) = Ll“ () * . Tag
a expressac (I1.2) se escreve
M ) _ G2
Ly = N[5 O, r TR, - 8

1agl [asl ]
R R ¥ 2 ¥ Riagy | €
ou, introduzindo (9.47) a (9.49),

N[ T s e

ST AE v X, AR - 20,0, X ]

Com esta expressac para li a Hamiltoniana HG fica sob a for

ma (8.51).
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-~ . - _ B
Apendice IIT - Analise de P, - QB_J HA
A Hamiltoniana HG foi escrita sob a forma
HG = HABéE&S— L usando-se uma base que & arrastada ao longo

de V, na qual ;fv = 3t. Numa base arbitraria,

He == (2, %)AB -L

Mas,

£, :fv(%MG“ ® 0°)
(Ev g’Ae.) 0"s 6% 3‘”’ { L,EVQ‘%@ g8
+ 0" o(f 0% )

I

Lembrando que £V6A = (eCFJéAJ ec segue que

T, e = T8, * 2T A (g 164
=T*8g o+ (2e, 11,®)a86"
= WABQA% + b, no

Desta expressao, podemos identificar as quantidades D, como  os

momentos conjugados com BA.
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Apendice IV - Caleulo das Variagoes da Hamiltoniana ",

Vamos calcular separadamente as variagoes das

seguintes quantidades

(A)  TTA® /\*n‘”
(8)  TI A™T

¥* AB
(c) zAs N 2"

L3

(D) Z A Z
¥n/AB
(E) ’)LABA ,)L

as ¥
(F) A ,\’/KAB

() @55 A (-Q-BA ~20,0°%)

c

€&, A @BCAQ

B

.
(ry -3&"° H)?A
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Antes de calcularmos as variagoes destas quanti
dades, e convenlente estabelecer alguns resultados de caridter

geral.

Consideremos uma 3-forma do tipo w = fe onde f

e uma funcdo escalar arbitriaria. Entd3o, "w = f e

fw=($f)e « ff¢
= § )¢ +lé_§(gg%)%“@ (IV.1)

Tomando o dual desta expressao,
X _ | AB
fw) = dw + 3 83, &7 W (IV.2)

A variagac de uma quantidade do tipo mA A *mA s

A - . . -
onde w e uma 3-forma com valores tensoriais e & calculada lem

brando que se A e 0 sdoc p-formas, A A "6 = § A®A, Tem-se que

Clwb A*w, )= SWAa*w, + wha b7,
= §wrA%w, + Fw, AwA

| AB A %
-5 % E%AB W™ Ny (IV.3)

Lembremos, finalmente, que
SGAE — _‘2_ (%AB gco . ghcgeo

- %0 ) 5%, € BE (TV.4)
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A - :’:A_A
e, s¢ w e uma O-forma, "w = w e e

S(wanwr) = § ((waw? € )

\ AB ¥
— gwAA*®A+(gwn) ﬁwn+§. ggwg %,\w‘\ (IV.5)

Com estes resultados, os calculos das variagdes

das expressces (A) — (I) nao apresentam dificuldades:

ay S A )= 2 LgﬂAB)/\*“AB +

+ 84, (o pp®c -5 P A Tey )

® §(MA*m) = 2%, (§T*2)A*T

LY Cemie ' -5 82 Ta*m)

0y 8(Zpgn* %) = 2 (52,,)a% 20

* B L2 TN IR 5 0 n )

o §(3 a*x) = 292 (5y, )AL

T (2T s )
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) S(IXAB A*IXAB) = 9 (B%AB) A*%AB
w14, @AY, w5 ey A )

S AY,,) = 3 pg NARS - § AR A

+ 88% (2 ACCAA*,){B)C, M _‘5 3ABACD/\*/XCD)

@ slera(a, -0, 8%
C B
= 83, T e, A (28, -20,0°)
+ €N A DBw?, - 25Q, €*y A O°

- 2Q, € n Swe AQC

(H) BA(@ABI\ CBA\=A{_8LGABI\CE}J] , CBAE GB.,08°
=d (T 89, € N 58, + 6% AT LY, )

=d {3“‘“ 8%, € n 65t & A (e J(‘Bwe’c_w‘))]

(L) —SASEDQA = —SA[H}B@A - BE’UBAI\@BX
=~ 4 LSA%@A).‘— E)SA]\B@A +SBSLUA3 A@A

+SA%EBAAS)B
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_ LE)SA)A}‘)@A +Sw‘BI\(N m ] L@BA@A))
~ d(s"§9,)
Mas,
- T
" DSPAR®, = 2DSA A ey | §TB,
- Q%BSAg(%AC“BC)
7

= SHABQ%ACTVBSC*‘ %CBVA SC)
v 5§ (“AC%CSB +-ITC3-%'C_5A)
e, portanto,
T T
“SASRJQA = %-ﬂm' (%Ac_ VBSC + %csvﬁxsc)
AP (e T sy ~ T,V s,)

+ dwh A [N m] (64 %) ) —d (s259,)
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Apendice V - Sobre a Teoria Cldssica de Particulas

com Spin em Campos Gravitacionals

0 problema do movimento de particulas com spin
em campos gravitacionais foi abordado por diversos autores, com
procedimentos essencialmente distintos. As teorias de Mathisson,
Papapetrou e TulczyJlew que tratam do movimento de corpog de tes
te, num dado campo gravitacional, usando momentos de multipolos
sao as mais simples Dstas teorias, no entanto, sac abertas a
varias objecdes. Interessa-nos analisar alguns detalhes da teo

. 25
ria de Papapstrou

Papapetrou considerou um sistema descri

Lo por um tensor momentum-energia Tuv , e definiu, de maneira

nao covariante, os momentos de multipolo de Tuv' Através das
- uv -~ ~ . .

equagoes VUT = U, ele obteve a equagao para uma linha no inte

rior de um "tubo de universo" do sistema, e com a hipotese de

que todos os momentos de multipolo mais altos que o de dipolo

se anulam, obteve as equacoes de movimento sob a forma

D Dgkey v M Pl (V.1)
__.._Ds (rw\’u"au +"‘\fP-—-—-——DS )—2(“‘[_7’{2 PG’S

Eéi?: muuﬁll§iv_JvaB D gkm (V.2)

Ds Ds Ds




- . a . af =
onde m & a massa da particula, V  a 4-velocidade, e S e e}
tensor de spin. Ocorre que temos apenas sete equagoes indepen

dentes para dez variaveis, necessarias para descrever o movimen
to da particula. E necessdrio entdo, que sejam impostas condi
—~ . . . - -~ .

goes adicionais para que o movimento da particula fique comple

tamente determinado.

As equacdes (V.1) e (V.2) foram também obtidas

19 -~ . s
por Mathisson © qual uscu a condigac adilicional

flf,m g = Q) (V.3)

- - . 2% . .27
Estas condicoes foram tambem propostas por Schiff e Pirani

Nas, mesmo com a condigac (V.3), as equagdes (V.1) e (V.2) nao
sdo suficientes para determinar o movimento da particula. Isto

pode ser visto de maneira simples no caso de espagos planos.Nes

te caso, RUBQG =0 e %% = é% , e fazendo
d S (V.4

as equagoes (V.1l) e (V.2) se escrevem

Cll
_f'_. v/
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d s»v
—_ = }Lvu-\} _ N 8 (V.B)
ds P p¥
De (V.5) segue que pU = constante. Vamos escolher um um referen
_ > 01 02 03
cial no qual P, = (pﬂ ,0), e fagamos A = (S , S , S ) e
-5 23 31 12

R = (s , 8,8 ).

Segue entao da eguagao (V.§)

0 (Vv.7)

o
»

Além disto, tem-se que

—
P = omare _ F-é-és— (V.8)
red —

0 = " A — dR
M(U- +(U-3 d'—"s "\"U‘ X ds
— 4R

=(V“{lr+‘ ’Uo ds (V.9)
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de modo que as ecuacgoes (V.7) se reduzem a

.
o= I
_p
d8
—_—r
R = cownsTtanTe
Usando agora a condicao (V.3), obtém-se
e _J —r
WeA =0
(v.11)
P i —
Volh =V xR
dt [ dh _ o
> - = >
Com Vo"ag e wu = V; tem-se que A=%xR € gz - b Logo,
-5
du > 0 - - => .
7 % R =p» u e, portanto, u precessa em torno de R com veloci-

dade angular constante e amplitude arbitraria.

.20 .
Tulczylew egstudou o problema do movimento de

- . . + . . .
particulas com spin em campos gravitacionais basicamente seguin
do as mesmas linhas que Mathisson, porém de modo mais simples e

impos como condigao adicional

P, g€ =9 (v.12)
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com pg definido por (V.4). A motivagdo para adotar esta condi

gao pe que se ela for valida e o espago foer plano, entao
3 T8

Du™ _ DS - dm _ ~

DS - a ., 55 © g, e s 0, que sao resultados esperados pa

ra uma particula livre.

Examinemos uma outra consequéncia da condicao

(V.,2). Definindo M? = pvpv, tem-se da equagac (V.6) gue

ey
p D sk _ METY - om bV (V.13)
* Ds
nv Dp
D vy _ DS N | PN TRV .
Mas, de oE (puS ) = 0 tem-se gue pu os 55 S - Substi
Dp

tuindo-se este resultado em (V.13) e multiplicando-se por ng

obtem-se

DB Dbu v 2,.v D P v Dp
= —_— - —_ 4 (V.1lu)
Dy Ds o =M S e S

Usando agora a equagao (V.1l), segue que

=M% =90 (V.15)

e portanto M & uma quantidade conservada.
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Multiplicando-se a equacao (V.13) por Vv e usan

do a equagio (V.1), obtém-se

Mz~ rmzz-lévv SMRI‘MP ¥ P op (V.16)

- 2 z -
donde se ve que se o espage for plano, M = m , que € um resul

tado desejavel.

Vamos mostrar & seguir que no caso de um  campo
gravitacional de Einstein-Cartan linearizado a equagao de movi
mento de uma particula de Dirac numa aproximacgac do tipo WKB
assume uma forma quUe se reduz a equacao (V.1), no caso de tor

sao nula.
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Aproximagao Classica da Eguagdo de Dirae na Teoria

de Einstein-Cartan Linearizada

Vamos chamar de aproximacgao fraca para o QAamMpPo
gravitacional de FEinstein-Cartan a aproximag@c na qual a métri-

ca pode ser escrita sob a forma

(v.17)

gwﬁ - QW@ e hVF

- . . 2 -
onde € e uma quantidade muito pequena, |& | <<]|g| e Nop ©
a métrica de Minkowski, e a torsio & também fraca no sentido de
que |t}° << |t|. As equagdes de Einstein-Cartan linearizadas po

dem ser obtidas sem dificuldades28

Consideremos a equagao de Dirac yavaﬂ): -imy.

Iterando-se esta equagdc, obtém-se

?ﬁ’lf"‘\?pvﬂi = - rm?

ou

ﬁd(svpvdfa’[ﬁa"]vﬁvdq): —-,w\?-L\’ (V.18)
- ¢ C . -
Fazendo nesta equacgao VB BB + FB , onde FB e a conexao espino

rial de Fock-Ivanenko generalizado para espagos de Riemann-Car

tan, segue de (V.18) que
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Dq" + Q%NP P(u( ép)(l) + %«p(.a[&%a(jq) ‘\‘/MST“ [c_lp fﬂo(q)

- g (30 )¢ = -t e

onde [ | = g”Vauav.

- C
A conexao espinorial ', definida em (10.9) pode

ser escrita como

c p (
l"# = 7 [ ewﬂﬁ QA(C) B {M} eMP e ] )X[AIXC]

(v.z20)
-7 K el e’ T ¥

Uma escolha conveniente para as tetradas eU(A)é
K — s

e%ay = My + EWT(ay

(v.21)

R — ¥ &

h Ay — B(A)h v

Com esta escolha a conexao espincrial se escreve
a4 Meaml© 4 "Apc

Levando este resultado na equagac (V.19), e fa

zendo a hipotese de que termos do tipo &K podem ser despreza
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dos, obtemos

ab + (% k“(ﬂ\\tf-) - -l?: Ka¥e )?[A‘d’d 4}10‘

€ ' .
T @ T = (K K 1) 10T

Adclp

= -~ wn1£¥

onde usamos a condigao do gauge de Weyl haU = %? h[

|u

Vamos agora fazer a seguinte aproximagio para

o0
o espinor P{x):

Gy = Hxyet™Pe (V.24)

com

5> (V.25)
RM P\ﬂlv J HIB

que sao as condigdes usuais da aproximagdo WKB. Segue entdo que

a eqguagao (V.23) toma a forma
£ _
I(Plﬁ)x) = (%}WPW Piv _{) * ( 2 W (M| cey

‘%Kt\qc) nlm_ <8R Plu
(V.26)
— £ Rl $pleprl ¢

mn

—I—éq:(KAwClo( + KL\« Yﬁpyd])a,[n}yc]q):__o
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onde usamos a condigace de normalizaczo ¥y = 1 e fizemos

A equacdo (V.26) e uma equagdo do tipo Hamiltonr
Jacobi para a trajetoria da particula. Identifiquemos o momen

tum pu Como

— (V.27)
com
’lfiu.-_-&_).kr: a—§—
a8 {9’,L
(v.28)
4 _ _ 233 _p 23
S XM Foos
Segue entao de (V.26) que
K A _ _E DM «a by
VERVUr = —— RWF’<5 b
(V.29)
¢ >
T o Kq“g.llh'\f {g¥ED
onde as derivdas covariantes sao calculadas com a conexao de

Riemann-Cartan, e ﬁukue € o tensor de Riemann calculado apenas
com haB' Observemos que no limite de torsao nula, esta equagdo

se reduz a equagdo de Papapetrou.
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