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Resumo

Neste trabalho realizamos dois estudos em gravitacao de ordem superior. Primei-
ramente, estudamos o fenomeno de deflexao da luz pelo campo gerado por uma massa
pontual. Esta analise é feita tanto classicamente quanto ao nivel de arvore. Ao compa-
rar os resultados obtidos com dados experimentais, determinamos um limite superior
para a constante que acopla o termo R?,: O(|3|) < 10%. Interessante notar que, ao
nivel semiclassico, o angulo de espalhamento depende da energia do féton incidente. O
segundo estudo contempla o avermelhamento de linhas espectrais, devido a um campo
gravitacional. O confrontamento das predigoes da gravitacao de ordem superior com
medidas experimentais, e o limite encontrado para ||, permitem estabelecer um limite
superior para o parametro «, relacionado ao setor R*: O(a) < 107,

Palavras-chave: Gravitagao de ordem superior; constantes de acoplamento; gravita-
¢ao semiclassica; deflexao da luz; red-shift gravitacional.

Areas de conhecimento: Gravitagao; Teoria Quantica de Campos.
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Abstract

We study two of the classical tests of general relativity, but in the framework of
higher-derivative gravity: the bending of light and the gravitational red-shift. The
former is analysed in both classical and tree-level approaches. A comparison between
the predicted results and the experimental data allows us to set an upper bound on
the constant which makes the coupling of the RZ -sector: O(|3]) < 10°. Interestingly
enough, at tree-level the scattering angle depends on the energy of the incoming photon.
In the study of the red-shift of spectral lines we use the bound on |3| and experimental
measurements in order to determine an upper limit also on a — the parameter associated
to the R%-sector — O(a) < 107.

Key-words: Higher-derivative gravity; coupling constants; semiclassical gravity; light

deflection; gravitational red-shift.
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Introducao

Em seu célebre discurso de 27 de abril de 1900, na aurora do século XX, William
Thomson mencionou duas “nuvens que obscureciam a bela e limpida dinamica”: a ne-
gativa do experimento de Michelson-Morley e a catéstrofe do ultravioleta. Nao tardou
muito para que a comunidade cientifica notasse que o teor dos termos era mais que
valido; e essas pequenas “nuvens” resultaram, apds consideraveis desenvolvimentos, na
Relatividade Geral e na Teoria Quantica de Campos. E notdvel que numa mesma
época estivessem brotando os germes de teorias fundamentalmente tao diferentes, uma

descrevendo o micro e a outra 0 macro-cosmos.

Tentativas de unificacao das duas descrigoes, a busca por uma teoria quantica da
gravitagao, foram feitas, sem sucesso, durante praticamente todo o século XX. A dificul-
dade de acordo entre elas talvez venha desde o estabelecimento dos entes matematicos
bésicos sobre os quais se sustentam as teorias. Por um lado, a relatividade geral tem
uma formulagao geométrica, fortemente presa a nocao de ponto, onde vale o principio
de equivaléncia. Por outro, o principio de incerteza da teoria quantica vem negar o
ponto, munindo os entes fisicos primarios com certa espacialidade que, inclusive, talvez

seja algo de carater mais ontologico que pratico.

Apesar das diferengas fundamentais, varias tentativas foram feitas para descrever a

gravitagao por meio de uma teoria quantica, mudando, naturalmente, certos aspectos



de uma ou de ambas teorias. Em geral, o ponto de partida ¢ a acao de Einstein-Hilbert

da relatividade geral:
2
SEH = E /d4l‘\/ —gR.

Em 1974, Gerard 't Hooft e Martinus Veltman mostraram que, no esquema pertur-
bativo tradicional, a gravitacgao de Einstein nao é renormalizavel em 1 [oop, se acoplada
com campos de matéria; mas eventualmente o seria na condigao de campo livre [1]. Isso
foi provado incorreto em 1986, por Marc Goroff e Augusto Sagnotti: a teoria livre nao
¢ renormalizével em 2 loops [2].

Neste contexto, ganhou interesse a teoria de gravitacao com derivadas de ordem su-
perior (que chamamos, simplificadamente, “gravitagdo de ordem superior”). Entendida
como uma extensao “natural” da lagrangeana de Einstein — mediante a inclusao de ter-
mos de curvatura ao quadrado —, foi mostrado que ela é renormalizavel mesmo quando
acoplada com a matéria. Este importante resultado foi apresentado por Kellogg Stelle
em um artigo seminal de 1977 [3].

Infelizmente, esta teoria nao é unitaria, pois o propagador contém um fantasma de
spin 2. Nao obstante, em 1986, Ignatios Antontiadis e Terry Tomboulis argumentaram
que esta excitacao no propagador nu era instavel, sendo inconclusiva no tocante a uni-
tariedade da teoria [4]. Analisando, entao, o propagador vestido, eles concluiram que a
posicao dos polos complexos depende explicitamente do calibre e, usando argumentos
de teoria quantica de campos, inferiram que a gravitacao de ordem superior era uni-
taria. Passados dois anos, Desmond Johnston mostrou que a conjectura dos autores
anteriores era incorreta, e que os polos independem do calibre; de sorte que o modelo
com derivadas mais altas ¢, de fato, ndo-unitéario [5].

Temos, entao, uma teoria renormalizavel porém nao-unitaria; mais uma dentre
aquelas de ordem superior que nao conseguem gozar, ao mesmo tempo, dessas duas
propriedades [6]. Isso ndo a impede de ser utilizada como um modelo efetivo para

baixas energias. Com efeito, varios trabalhos foram feitos neste viés [7-17]. Outrossim,



como notou Steven Weinberg, ha a possibilidade de que talvez “as teorias quanticas
de campos das quais somos tao orgulhosos sejam meras ‘teorias de campo efetivas’,
aproximacoes a baixas energias de uma teoria mais fundamental”’, e que os entes por
elas descritos nao sejam particulas, mas sim “algo um pouco diferente, cordas, por
exemplo” [18]. Neste contexto é interessante notar que certas teorias quanticas com
comprimento minimo levam, de forma natural, ao aparecimento de derivadas de ordens
mais altas [19, 20, 21]. No sentido contrdrio, eventualmente existam teorias mistas,
isto é, modelos que envolvam partes cldssicas e quanticas [22]. E justificado, portanto,
o estudo da gravitacao de ordem superior.

Esta teoria foi proposta ainda nos anos 1920, por Hermann Weyl e Arthur Ed-
dington [23, 24, 25], que incluiram os escalares RZ,RiV e Rimﬁ na lagrangeana da
relatividade geral. Contudo, como foi posteriormente notado, pelo teorema de Gauss-
Bonnet da geometria diferencial, no espago (3+1)-dimensional essas trés quantidades
nao sao independentes. Podemos, sem perda de generalidade, definir a lagrangeana da

gravitacao de ordem superior apenas com dois deles:

2 Qs B
,C:\/—g (;R—FgR +§R/w)'

A teoria tem duas constantes livres, a e (3, que fazem o acoplamento dos termos de
derivadas quarticas. E curioso notar que, pelo menos ao nosso conhecimento, poucos
estudos foram feitos com vistas a determinacdo de valores para esses parametros [26,
27, 28]. O motivo talvez haja sido o interesse primario em questoes mais técnicas
(renormalizabilidade e unitariedade) e, uma vez demonstrada a nao-unitariedade, a
menor énfase com que esta teoria foi estudada.

Nosso objetivo neste trabalho é justamente determinar limites para os parametros
livres da teoria, o e 8. Para tanto, estudamos dois dos chamados “testes classicos” da
relatividade geral, porém no contexto da teoria de ordem superior: a deflexao da luz e o
avermelhamento de linhas espectrais em presenga de gravidade. Os limites sao obtidos

mediante a comparacao das predicoes da teoria com dados experimentais disponiveis

3



na literatura.

O estudo da deflexao da luz é feito tanto classicamente quanto ao nivel de arvore,
o que é, por si 86, uma analise interessante. De fato, mostramos que a propagacao de
fétons neste contexto é dispersiva (isto é, o angulo de espalhamento depende da energia
do féton incidente), mesmo em primeira ordem.

Ao longo deste trabalho usamos o sistema de unidades naturais (h = ¢ = 1), a
menos quando for expresso o contrario. Definimos, ainda, a métrica de Minkovski por
N = n" = diag(l, —1, -1, —1). Usamos a convencao de soma de Einstein para dois
indices iguais em posicoes diferentes. Indices gregos assumem valores entre 0 e 3, e

indices latinos variam entre 1 e 3.



Capitulo

Elementos de gravitacao linearizada

Apresentamos aspectos fundamentais da gravitacao linearizada que serao utilizados
nos capitulos subseqiientes. Visando estudos ao nivel de arvore na gravitacao de
ordem superior, calculamos o propagador da interacao e determinamos o contetido
de particulas desta teoria. Introduzimos, ainda, o calibre de Teyssandier, conveniente

para nosso trabalho, e resolvemos as equacoes de campo para uma massa pontual

em repouso.

1.1 Gravitacao linearizada

Talvez um dos aspectos mais peculiares da gravitacao, se comparada as outras intera-
¢oes fundamentais, seja o seu carater universal. Universal no sentido de ser percebida
por toda e qualquer forma de energia. Essa particularidade foi notada como uma di-
ficuldade por aqueles que tentaram descrever a gravitagao, no ambito da relatividade
especial, por um campo tensorial nao-massivo de helicidade 2. Explicitamente: assim
como no eletromagnetismo a corrente que gera o campo é conservada, no caso gra-
vitacional também se chega a uma lei de conservacao a ser satisfeita pela “corrente”
associada. Contudo, isso contraria o fato de que o campo gravitacional, por conter

energia, é também carga de si mesmo (como diz o addgio: “a gravitagao também gra-



vita”). A relatividade geral logra incorporar este carater singular da gravita¢do, mas o
preco a se pagar é a auséncia de uma definicao global de energia.

Uma possivel tentativa de incorporar aspectos gravitacionais a teoria quantica é
considerar a versao linearizada da gravitacao — também conhecida por “aproximacao
de campo fraco”. Esta teoria pode ser vista sob duas 6ticas diferentes[29]: i) como o
limite da teoria completa no caso de campos fracos; ii) como uma descri¢ao da gravidade
via um campo tensorial num espago-tempo plano — nas palavras de Rovelli: “just one
additional field theory with a funny gauge invariance”[30].

Ao longo de todo este trabalho usamos a aproximacao de campo fraco, e nosso
ponto de vista particular é um misto dos dois acima mencionados. Consideramos que
a métrica ¢ uma pequena perturbacao daquela de Minkovski: g, = 7 + Khy, com
|khu|| < 1, onde hy, pode ser visto como um campo no espago plano. Esperamos que
se houver alguma teoria de gravitagao quantica, esta deve retornar aquela no limite de
campos fracos. Caso nao haja uma tal teoria, nossa descricao fica como um modelo
efetivo.

Nesta secao, apresentamos sucintamente os elementos geométricos sobre os quais se
baseia a gravitacao de Einstein — e também sua versao de ordem superior, foco deste
trabalho — na sua forma linearizada[29, 31, 32].

Consoante o ha pouco mencionado, a gravitacao linearizada é definida por uma

métrica que difere muito pouco daquela de Minkovski:
G = M + KRy, |khu| < 1, (1.1)

onde k = V321G é a constante de Einstein e G é a constante de Newton. Na apro-
ximagcao de campo fraco, abaixamentos (e levantamentos) de indices devem ser feitos

com o tensor 7, (e n*). Podemos determinar, entdo, a inversa da métrica:
g =" — K" 4 KRR - (1.2)
De posse da métrica, e supondo que o espacgo-tempo constitui uma variedade com

6



geometria (pseudo-)Riemanniana, podemos calcular seus entes geométricos. Comega-
mos com os simbolos de Christoffel, que coincidem com os coeficientes da conexao afim

e sao definidos por!

r gAa (gav,,u + Guay — g;w,a) . (13)

A
I

N | —

Mantendo apenas termos até ordem k, decorre a versao linearizada:

Iy, (in) = = (W + b — b (1.4)

Do

Este procedimento ¢ rotineiro no que segue, em consonancia com a linearizacao.
Com as derivadas segundas da métrica tem-se o tensor de curvatura da conexao,

ou tensor de Riemann, que definimos por:

Rywp = i (F;ij,u =D+ ngrﬁp - ngf‘ﬁy) ’ (1.5)
. K
R,\Wp(hn) = 5 (h/\p”u,, —|— huy7/\p — hup)\y — h/\’/vlﬁp) . (16)

A contracao do tensor de Riemann resulta no tensor de Ricci:

R/uz = Rpuum (17)
) K
Ry, (lin) = 9 [Dhuv - (Mo + 7/\1/7#/))} ) (1.8)
onde definimos a quantidade
_ 1 _ 1B _ 0B
Yo = Dy — 577Wh, com h=h"z=n"hggs. (1.9)

Finalmente, a contracao do tensor de Ricci fornece o escalar de curvatura:

R

R", (1.10)

1
R(lin) = & (§Dh - n)‘pn“”%\uv,,p) . (1.11)

1 Ao longo de todo este trabalho denotamos derivadas por componentes espaco-temporais por vir-
gulas, e derivadas covariantes por ponto-e-virgulas. A menos que o contrario seja informado, os

operadores [J e V estao associados a derivadas tradicionais (nao-covariantes).
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Uma outra quantidade relevante para nossos calculos é a densidade escalar /—g
(onde definimos g = detg), que aparece no elemento de volume da variedade. Lem-

brando que para uma matriz g tem-se tr(lng) = In(det g), segue:

vV—g = +/—exptring

= \/— exp trin[n(1 + knh)]

2

= \/—detnexptr |:l€’l’]h— %(nh)2+...]

2
= exp [gtr(nh) — %tr (nh)® + - }

2 2
_ 1+gh—%wwmw+%w?+0m%, (1.12)

onde na terceira e na tltima igualdade usamos que ||xh,, | < 1.
De posse de todos esses elementos, podemos passar ao estudo das lagrangeanas da
gravitagao. As equacoes de Einstein da relatividade geral podem ser obtidas por meio

de um principio variacional envolvendo a acao de Einstein-Hilbert,

Sp = %/d‘lx«/—gR (1.13)

Vale notar que a lagrangeana associada contém derivadas de ordem dois da métrica.
Esta acao pode ser escrita na chamada “forma gama-gama’”, bastante 1til na realizacao
de céalculos e que contém apenas derivadas primeiras da métrica. Principiamos definindo
a densidade tensorial H" = \/—gg¢"”, donde \/—gR = H" R,,. Usando a expressao

para o tensor de Ricci em termos dos simbolos de Christoffel e considerando que

H*TS, = (H"T8,) o — H™ TS, e HWTS,, = (H"TS,), — H" T4

B0 pou,v poes

podemos reescrever (1.13) como
2 4 v B 1o B o v a v «
Sen = o5 [ ate [ (VLT3 = TLTS.) + oI5, — T3] (1)

onde ignoramos os termos de superficie.



Como H" ¢é o produto de um escalar pela métrica, pelo postulado de metricidade,

sua derivada covariante é nula. Entao,
v v B Bru BTV
H" o = H"T'g, — H"Ts, — H"T'g,,. (1.15)

Substituindo este resultado — e 0 andlogo para a deriva¢do com respeito a v —em (1.14)

chegamos a forma gama-gama da acao de Einstein-Hilbert:
2 174 (e (e
Sein = / d'oy/=gg" (~Tuslh, + T (1.16)
a qual se associa a [densidade de| lagrangeana
2 v (03 o
Lr=—v=99" (~L5sL0 + TL2s) (1.17)

Ao incluirmos termos de derivadas mais altas que dois na agao de Einstein-Hilbert
obtemos a chamada gravitagao de ordem superior. Estudaremos apenas o caso que
contém no maximo derivadas quarticas. Os termos que podem contribuir nesta ordem
sao aqueles formados pelos escalares R, RZ; ¢ RZg,,-

E bem conhecido, entretanto, que esses escalares nao sao independentes, uma vez
que, pelo teorema de Gauss-Bonnet, uma combinacao dos trés estd relacionada com a

caracteristica de Euler da variedade — um invariante topologico. Pode-se mostrar que

em 341 dimensoes? o termo de Gauss-Bonnet é nulo:

/Qd%\/_—g (R?—4R2;+ R25,,) =0, (1.18)

o que nos possibilita escrever, sem perda de generalidade, a lagrangeana da gravitacao

de ordem superior apenas com o escalar de curvatura e o tensor de Ricci:

2 a 6]
L=+—g (?R + §R2 + §wa> : (1.19)

2Em outras dimensoes a contribuicdo do termo de Gauss-Bonnet pode ser ndo-trivial. Contudo,
ela é sempre nula na versao linearizada [33], utilizada em estudos ao nivel de drvore como os deste

trabalho.



onde « e [ sao constantes livres adimensionais. De posse da lagrangeana podemos
calcular a equacao de movimento do campo e o propagador associado. O célculo deste
é feito de forma explicita na préxima secao; ja a deducao da equacao de movimento foi
deixada para o Apéndice A. A partir deste momento, por motivos ja citados no principio
desta secao, trabalharemos apenas na aproximacao de campo fraco; deixaremos, pois,
este contexto subentendido. Nesse espirito, por economia de notacao, omitiremos as

indicagoes “(lin)” nos entes geométricos linearizados (vide (1.4), por exemplo).

1.2 Propagador da gravitacao de ordem superior

Antes de procedermos o calculo do propagador da gravitacao de ordem superior, intro-
duzimos os operadores de Barnes-Rivers [33, 34]. Estes operadores formam uma base

conveniente para efetuar as contas sem grandes dificuldades algébricas.

1.2.1 Operadores de Barnes-Rivers

Sejam os operadores de projecao vetorial longitudinal e transversal, respectivamente

definidos no espago dos momentos por (k, é o momento do graviton trocado):

k. k k,k,
0, = Ny ’]::2 e Wy = 22 : (1.20)
de tal forma a satisfazer as relagoes de idempoténcia e ortogonalidade:
0,0, = 0., Wpw’y = Wy, 6,,w", = 0. (1.21)

Os operadores de Barnes-Rivers em 3+1 dimensoes sao definidos, em termos dos

10



operadores de projecao vetorial, por?:

P = %(Gwﬁyw%@w)—éewﬂm, (1.22)
;Szlx?m = % (Owir + Ouwus + 0wk + Ouewpn) (1.23)
PO = %GW%, (1.24)
PO = W, (1.25)
PO = %%wm (1.26)
plo—ws) iww(‘)m. (1.27)

[V, KA /3
Os quatro primeiros, P?), P1) P0=5) ¢ PO-v) s30 projetores mutualmente ortogo-
nais. No referencial de repouso de um campo tensorial massivo eles projetam, respecti-
vamente, as componentes de spin 2, de spin 1 e as duas partes de spin 0 do campo. Os
dois operadores restantes sao de transferéncia do spin 0 e garantem a completeza do
conjunto. A Tabela 1.1 apresenta os produtos dos operadores de Barnes-Rivers, dois a
dois.
Nao é dificil verificar que, nesta base, o operador identidade é

—s —w 1
1 = (P(2) + p) 4 plo=s) 4 p(o ))umaﬁ =3 (MuNas + NusMva) - (1.28)

A tarefa de expandir um dado operador na base de Barnes-Rivers pode ser bastante

simplificada tomando-se em conta as seguintes identidades, de facil demonstracao:

Map = [3PO79 4 V/3 (PO—sw) 4 pO-ws)) 4 pO-w) , 1.29
NuvTas v
1 —w
72 (Muaku ks + ko + nuphika + nuakuks) = (2PW 4P o (1.30)
1
= (ukaks +naskuk,) = [\/3 (PO-sw) 4 pO-wa)) 4 2P(0‘w)] ENCE 1)
pv,o
1 “w
i (k) = P L3

3Aqui a virgula entre os indices indica a simetria do operador.
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Tabela 1.1: Tabua multiplicativa dos operadores de Barnes-Rivers

° pR pl)  p(0-s) pO-w)  p(0—sw)  p(0-ws)
P® P2 0 0 0 0 0
P 0o PO 0 0 0 0
p0—s) 0 0 p0—s) 0 pO0—sw) 0
pO=w) 10 0 0 pO-w) 0 plO-ws)
pO=sw) 1 0 0 pO=sw) 0 pO=2)
pO=ws) 1 0 pO-ws) 0 pO-w) 0

Encerramos esta secao apresentando a expressao do inverso de um operador escrito

na base de Barnes-Rivers. Seja um operador O escrito na forma genérica:

O = 2,P® + 2, PY 4 2, PO 1 g, PO 4 g PO—5) g PO
Naturalmente, seu inverso O~! pode ser decomposto na mesma base:

O~ = P® 4y PO 4y PO 4y PO 4y PO gy, POZ9),

Considerando que OO~! = 1 = P? 4 p) 4 p0=s) 4 pl0-w) decorre o seguinte
sistema de equagoes:
( TsYs + TwsYsw = 1
Twlw + Tswlws = 1
TsYws + TwsYw = 0 (1.33)
TwYsw + Tswls = 0

1y = 1 = xaypn.

Enquanto as tultimas equacgoes sao imediatas, as quatro primeiras podem ser resol-

vidas via o método de Cramer, por exemplo. O resultado é:

o1l— Lpe tpo, 1
X2 xy Tywls — TwsTsw

(wa(O—s) —|—ISP(O_w) —$5wP(0_8w) _l,wSP(O—ws)) )
(1.34)
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1.2.2 Calculo do propagador

Para calcular o propagador da gravitacao de ordem superior, dada pela densidade de
lagrangeana (1.19), é mister escolher um calibre. Um calibre conveniente ¢ o de de
Donder (também conhecido no ambito da relatividade geral classica como “condigao de
coordenadas harmonicas”): ¢g"“I',, = 0. Dispondo das expressoes (1.2) e (1.4), para a
inversa da métrica e para os coeficientes da conexao, pode-se mostrar que a condicao

de de Donder equivale a:

1

rY,LLIfV = 07 ’y‘u,z/ - h,ul/ - inﬂuhq (135)

associando-se a seguinte lagrangeana fixadora de calibre:

1

)Cfc:ﬁ

(Yw™)?, (1.36)

onde A é um parametro de calibre.

Uma vez escolhido o calibre, o préximo passo para calcular o propagador € escrever a
lagrangeana na forma £ = %hWO‘“”‘”’B hag, onde 0P ¢ o operador de onda, simétrico
na troca uv <> af e em cada par separadamente. O propagador da teoria é o inverso do
operador de onda. Para facilitar as contas, separamos a lagrangeana nas contribuicoes

de cada termo, escrevendo:
£:£R+£R2 +£Rﬁy +£fc, (137)

com
2R OZ.R2 ﬁRQV
ER = ?\/ —dq, [»RQ = T\/ -9, LRZV = 2# V—g- (138>

Usando os elementos (1.2), (1.4), (1.12) e (1.17) calculados na Segao 1.1, e conside-

rando apenas até termos de ordem 2 obtemos:
1
Lp = §hfp,y [anaauaﬁ . Qnuuaaaﬁ + nﬂl/naﬁm _ nuanuﬁm} haﬁ7 (139)
1
Lrz = Sy [or® (00’00 = 229" 90 + 00" 0°0%) | has, (1.40)
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1 2
Qp:_m{@i@%wmm+m%ﬁmm—mﬁwym+

vzl (1.41)
—mwymm+w%@%%%w,
ﬁﬁ:%myk(m%ww—mWM%—imeDﬂhw. (1.42)

Em cada uma das lagrangeanas acima, o termo entre colchetes corresponde a um
operador de onda; o operador total é a soma de todos eles. Evidenciando as simetrias

desses operadores perante as trocas («, 3), (1, v) e (af, uv), temos:

1
o = 5 (n“aa”aﬁ + PO 0% + nPoro* + 77”‘“8“85) +

X (1.43)
_ nuuaaaﬁ _ 770‘68“6” + nwnaﬂm _ 5 <77W77VB + nvanuﬂ) O,
08 = ar® (" n*°00 — n**0"0'0 — ™ 0°0°0 + 00" 9°0°) | (1.44)

v,x 5H2 v, 1 o, UV ro (0% 124 UV Qo
(97%3;5: = | ﬁDD+§(nM n”? +non?) 00 — (n*Po*9” + 90”0 +

_%(nﬂﬁauéa_|_77,uaaua,3_'_771//38#801+naﬁauaﬁ)m+28uauaaaﬁ) ’
(1.45)
1
OR? = — — (0" 0% + 00" 0™ + 0" 0” + 09" 0"+
4 (1.46)

— 2 9°0° — P oHOY + n””nC“ﬁD).
Passando, agora, para o espaco dos momentos, com auxilio das identidades (1.28)-

(1.32) podemos expressar esses operadores na base de Barnes-Rivers:
1
O (k) = — (n“ak”kﬁ + 0 PRV R R n”akﬂk;ﬁ) +
1
+ nuukakﬁ _ naﬁkuku _ nuunaﬁkj + 5 (nuanyﬁ + nuanuﬁ) k,Z
— 2 [P® - 2pO-9]e? (1.47)
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O (k) = ar® (P Pk* — Pk RV K — " koK K? + KPRV R EP)

= Bar?k [PO-]" (1.48)
pv,aff 6/%2 v, afB 1.4 1 uo, v va, B 4 aB 1.1V wrr.ar.BY 1.2
O (k) = |7 k+§(n 0%+ ) B — (kPR 4+ ECRP) R+
1
— (RS A KR o PR 1 R 4 20 KR )
2j va
- 5“4 [P2) 4 4P (1.49)
1
O k) = (P RK 4 0 KB " kR KR — 2 kR — 2+
+ nuunaﬁkj)
k;2 MV,OLB
- = (2P0 4 PO 43P0 /5 (PO 4 plo-en) [T (1.50)

O operador de onda completo, somando todas as contribuicoes acima, é, entao:

2

k BrK? k2
OB () =4 2 p) 2 2 pd) p@) L 2 p0-w)
(k) {2)\ T\ o

3
+ [kQ (ﬁ —~ 2) + K2 (3o + B) } PO (1.51)
k:2\/§ pv,af
vy P(O—ws) P(O—sw) )
+ 0 ( + )

A inversao desse operador é imediata a partir da férmula (1.34) e fornece o propa-

gador da interacao:

2 2
R (G R {L P L P2 pmy L M po-s,

k2(m3 — k2) k2 2k%(k? — md)
4\ 3m3
2y 20 | po-w)
+ [kz T 2k2(k2_m(2))} + (1.52)
\/gm?) paf

+ |:P(O—sw) + P(O—ws)]} :

2k2(k2 — m2)
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onde definimos
2

(3a + B)K?

4
Br*

2
my

OSM
I

(1.53)

1.3 Conteudo de particulas e unitariedade

O contetido de particulas da gravitacao de ordem superior pode ser determinado ao
saturar os indices do propagador e analisar seus polos. Definimos o propagador saturado

PS como a contragao do propagador com correntes externas conservadas TH":
PS(k) = T" (k)D,w.as (k)T (k). (1.54)

Como as correntes 7" sao conservadas, vale k, 7" = 0. Decorre, entao, que os
operadores P(0—sw) p0-ws) p0-w) ¢ p(1) n3o contribuem para o propagador saturado,

pois sao ortogonais as correntes. Temos, entao:

T25—T—2 T2B_T_2 2
PS(k) = & 2E— 3 6 1.55
(F) = R_m2  R—ml (1.55)

O conteudo de particulas da teoria é, além do famigerado graviton nao-massivo
de helicidade 2, uma particula de massa mg e spin 0 e outra de massa msy e spin 2.
Para que as excitagoes massivas sejam nao-taquionicas, devemos ter m3, mg > (0, o que
implica nos vinculos

3a+£5>0 e p < 0. (1.56)

Para verificar a unitariedade ao nivel de arvore de uma teoria, basta calcular os
residuos do propagador saturado em seus pdélos simples [33]. Residuos menores que
zero estao associados a particulas de energia negativa — “fantasmas”, no jargao da
teoria de campos —, que violam a unitariedade da teoria ao nivel de arvore. Caso todos
os residuos sejam nao-negativos, a teoria ¢ unitaria ao nivel de arvore; outras inspecoes
devem ser realizadas para verificar se essa propriedade se estende ao nivel de loop.

No Apéndice B mostramos que em k% = ( tem-se T§5 — TTQ >0, e que TQQB — %2 >0

para k* = m3. Logo, os residuos dos pélos do propagador saturado sao:
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i. Res(SP)|p2—0 = <T§g - T;)

ii. Res(SP)[peemg = — (T25 - T_2>

iii. Res(SP)|jemz = &

Concluimos, portanto, que a particula de massa msy viola a unitariedade da teoria.
Nao obstante, pode-se dizer que, para valores familiares de energia, o fantasma nao
assombra[35]. Com efeito, no regime de baixas energias, caracterizado por k* < m3, o

propagador saturado (1.55) se escreve:

TQ,B_T_Z 2 L2
PS(k) = =552 b — 1.
S(k) 12 +k2—m%+0<m%) (1.57)
T2 T2 2
af 2 6
~ + , (1.58)
k2 k? —mg

cujos polos tém residuos nao-negativos. Neste contexto, entao, a gravitacao de ordem

superior pode ser entendida como uma teoria unitaria efetiva.

1.4 O calibre de Teyssandier

Nesta se¢ao apresentamos o calibre de Teyssandier[36, 37|, bastante 1til na busca por
solucoes das equagoes de campo da gravitacao de ordem superior linearizada. Como
mostraremos na se¢ao seguinte, uma de suas principais virtudes é separar as contribui-
¢oes de cada um dos campos: os massivos de spin 0 e 2, e 0 nao-massivo de helicidade 2.

As equagbes de campo da gravitacdo de ordem superior linearizada sao (vide o

Apéndice A):

2 B R B 1
<z - am) (Rw - 5%) - (“ * 5) OO = 0,0,1) + 5T = 0, (1.59)

com R, e R dados pelas expressoes (1.8) e (1.11), e onde T}, é o tensor de momento-

energia da relatividade especial, fonte do campo.
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A contracao desta equacao com n*” fornece

3 T 1(2 8

Substituindo (1.60) em (1.59) temos:

2 8 1/2 8 B T 1

Recordando que o tensor de Ricci é: R, = 5 [Ohu — (Ypu,” + Yovu”)]s Podemos

reescrever a equagao (1.61) na seguinte forma:

6’%2 1 1 1 T
<]. — T _éljhlu’ + 6_I{RT/#V + 5 (FM:V + FV“U') = T/J“V - gn”l’ ) <162>

> =

onde definimos:
2
I, = (1 - B%D) Vup” — g <a + g) R, (1.63)

A equagao (1.62) acima é equivalente a (1.59). O calibre de Teyssandier consiste
em tomar I', = 0. Vamos mostrar que ele de fato ¢ um calibre, isto é, que é sempre
possivel escolher um sistema de coordenadas tal que essa condicao se cumpra.

Como um dos, por assim dizer, “objetivos” da relatividade geral era ser uma teoria
que tivesse como grupo de simetria aquele das transformacoes arbitrarias de coordena-
das — o famigerado MMG, Manifold Mapping Group —, suas equacgoes de movimento
contém essa simetria’. A teoria continua gozando dessa propriedade ao incluirmos
termos quadraticos nas curvaturas. Contudo, como aqui nos restringimos a versao li-
nearizada, nao podemos esperar que a equagao (1.62) seja invariante perante qualquer
transformacao: requeremo-lo apenas para transformacgoes infinitesimais.

Seja, pois, a transformacao infinitesimal de coordenadas: z# — 2/ = a# + k&H,
onde &*(z) é um campo vetorial infinitesimal. Perante ela, o campo g, se transforma
por

, oxf 0x° - - o
nga = [(55(5V — K ((5V£p7u + 078 l,)} Gpos (1.64)

G = F

4Para uma excelente discussio sobre o assunto ver, por exemplo, o capitulo 4 da referéncia [31].
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onde mantivemos apenas termos de ordem k, em consonancia com a aproximacao de

campo fraco. Dado que g,,, = 7, + kh,,,, vemos que

pv?
h;,LV = h’MV - (gu,l/ + 51/,;1) Y (165)

donde 'Y;,w = h;u, — %nuuh, =Y — (v + &) + Mo
Com este resultado, e lembrando que R(h),,) = R(h,,), podemos determinar a lei

de transformagao do ente I',, definido por (1.63):

Br? p K B
F; = (]_—TD, /yitp _5 O!‘|‘§ R:M

2
= I'y+ (1 - BTKD) [_Dgu — &+ 50’(7#}
=TI,- (1 — %KQD) L. (1.66)

Portanto, se em um dado sistema de coordenadas tem-se I',, # 0, existe uma trans-
formagao — definida por ¢, solugao de (1 - %D) 0¢,(x) = T'u(z) — que leva a um
1 J R—
novo sistema no qual I}, = 0.

Concluimos, dessarte, que as equagoes de movimento (1.62) equivalem ao sistema:

Br? 1 1 K T
e (2o, + — k) = 5 (1, — S0 ) 1.67
( 1 g e g\ T3 (1.67a)
2
= (1250 g (e g) s ey

Antes de passarmos a solucao do sistema, nos permitiremos fazer uma breve digres-
sao a gravitacao einsteiniana. Ainda que isso nao traga nenhuma novidade, mostrar-
se-a& esclarecedor em certa passagem da préxima secao.

A gravitacao de Einstein é caracterizada por escolher os parametros a = § = 0.

Nessas condigoes, o sistema (1.67) se torna:

1 1 K
_§|:|h/“/ + _nuuR = Z (TMV —

o 77uu> (1.68a)
0

(1.68b)
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E interessante notar que, neste caso, a condicao do calibre de Teyssandier coincide
com aquela de de Donder — vide as equagoes (1.35). Ainda, de (1.60) resulta R = %T,

que se substituido em (1.68a) fornece:

k(T
Dhuy = 5 (ETI#V — Tuy) 3 (169)

as equacoes de Einstein linearizadas no calibre de de Donder — como deve ser. Finda a

digressao, retornamos ao sistema (1.67) e sua solugao.

1.5 Solucao geral das equagoes de campo

Uma vez escolhido o calibre, é possivel resolver as equagoes de movimento do campo
h,. Como vimos na segao anterior, no calibre de Teyssandier as equagoes do campo

equivalem ao sistema (1.67). Nesta segdo mostramos que a solucdo geral de (1.67) é:

h,uzz = hl(ﬁ) + wuu - ¢77;W, (170)

E ~ . : .
onde hEW), Y, € ¢ sao campos que satisfazem o conjunto de equacoes:

k(T Y 1
9 K 1 v
(B +m3) Y = 5 | T — 3T | Y™ =00 =0, (1.72)
T
(O+m2) ¢ = il (1.73)
12
com mi = W e mj = —5., como usualmente. Este resultado também é devido

a Teyssandier[36].
Principiamos a demonstragao reescrevendo a primeira equagao de (1.67) de modo

a usar a definicao de ma:

1 1 T
(m3+0) — (—Dh,w + @nWR) = (TW — gn,w) . (1.74)

2

Do
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Definindo v,

L (—th, + %UWR), temos que v, satisfaz

K T
(m% + D) Yy = By (TMV - 5”#”) ) (1.75)

que pode ser reescrita, usando novamente a definicao de 1),,, como

1 K T
—Dhuy ‘I— @nNVR + D¢MV - § (T,uy - gnuu) . (176)

Por outro lado, a contragao de (1.67a) com n** fornece:

Br? 1 2 K
1——0) (—=0h+ — =——T. 1.
( 4 2 * ?mR 12 (1.77)
Vamos agora a segunda equagao de (1.67). Sua derivada com respeito a x, é:
pr? o _ B p _
(1 ~ 0 ) ™ — 5 a+ 5 UR=0. (1.78)
Somando membro a membro (1.77) e (1.78), e identificando §00h — k7, = R, segue:
K> 1
R=—T—-—0R. 1.79

Ao substituir R dado por (1.79) na equacao (1.76) obtemos:

K

1 T
0 (hw + ——Nuw R — %u) =3 <_TW + 5”“”) ) (1.80)

2
3xmg

Podemos, entao, definir um campo h,(f:) = (h;w + ﬁnuyR — w;w) de sorte que:
0

K T
OhE) = 3 (—TW + ?”“”) : (1.81)

E interessante reparar que o lado direito da equacao acima é precisamente o termo
que aparece em (1.69), a equacao de Einstein linearizada no calibre de de Donder. Uma
: (E) = : : _ p(BE) R
vez definido A, a solugao do sistema se escreve: hy,, = hu’ + ¥, — Fror2 v
Convém definir o campo escalar ¢ = %, cuja dinamica é determinada gracas a
0

relacao (1.79) que relaciona R ao tensor energia-momento. Vale, dessarte:

(mg+0) ¢ = % (1.82)
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Como anunciado, a solucao do problema se escreve na forma h,, = h,(ﬁ) + Vs — PNy
uma soma de trés campos desacoplados a serem determinados pelas equagoes (1.75),
(1.81) e (1.82). Resta analisar o vinculo promovido pelo calibre de Teyssandier, que
deve se materializar como condigoes de calibre sobre os campos tensoriais hg) e Yy
(o campo escalar real nao é invariante de calibre, como é bem conhecido).

Na andlise que segue sao uteis as relagoes

kT

T
5 e Oh®) = =, (1.83)

(m3 +0)¢ =

conseqiiéncias de se tomar o trago de (1.75) e (1.81), respectivamente. Ainda, se

definirmos 5 = hiY) — inuwh®, o dltimo resultado de (1.83) implica em outra

identidade ttil: Oy = — 0,

Com esses resultados e mais as equagoes (1.75) e (1.79) pode-se mostrar que:

m3 + 0O K 16
B;w w’ﬂw — & (Oé + E) an/

m3 2
T (= L) BT AT
=W g (_RZT ! DmR> - {sfjn% " <a " §)]
- e B [ (g ag) (e 5)]
_ 7;(5)' (1.84)

Como a condicao do calibre de Teyssandier ¢ I', = B,,”” = 0, para que isso se

verifique devemos ter 7,(5)"/ = 0. Esta é precisamente a condicao de calibre de de

Donder sobre o campo hff). Portanto, h,(f:) pode ser interpretado como a solugao das
equagoes tradicionais de Einstein (isto é, ignorando os termos de ordem superior) no
calibre de de Donder. Vemos, assim, uma das virtudes do calibre de Teyssandier:
separar, na solucao, a contribuicao da gravitacao einsteiniana daquela oriunda dos

termos quadradicos nas curvaturas. A cada um dos campos que compoem a solugao,

corresponde uma das particulas contidas pela teoria (vide a Segao 1.3).
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Falta, ainda, obter o vinculo a ser satisfeito pelo campo v,,. Como o calibre
de Teyssandier se manifestou sobre hf]i’ numa condicao sobre 'yl(f)"j, é natural que

consideremos uma relagao envolvendo 7,,”. Partindo, pois, de (1.11), segue:

Y 1 R
Yt = QDh -

1 1
VEIH 4 4, — SO0 +06 = 5 (OR®) + Oy — 40¢) — 3m2¢

y KT
Yo ™ =00 = T =3 (i 0) 6

T+ ™ =0 = 0.

Ao usar o vinculo que o calibre de Teyssandier impoe sobre h,(ﬁ), decorre a relacao
que faltava: O —,,"" = 0.
Mostramos, assim, como o calibre de Teyssandier desacopla o problema, ao transforma-

lo na busca por trés campos que satisfacam (1.71)-(1.73).

1.6 Campo gerado por uma massa puntiforme

Pierre Teyssandier, ao propor o calibre que levou seu nome e mostrar as solucoes das
equacoes de campo, comenta que talvez seu trabalho contribua na verificacao experi-
mental de predigoes de teorias de ordem superior [36]. Este é precisamente o objetivo
deste trabalho: estudar efeitos desta teoria e compara-los com os dados experimentais
disponiveis no momento. A fim de conseguir resultados numéricos, é necessario co-
nhecer o campo gerado por certas distribuigoes de matéria de interesse. Nosso estudo
contempla apenas o caso de uma massa pontual em repouso, na origem do sistema de
coordenadas. Nesta secao obtemos explicitamente os campos que satisfazem (1.71)-
(1.73) para tal sistema fisico.

O tensor de momento-energia para uma particula puntiforme de massa M situada
(em repouso) em r = 0 é:

Ty (1) = M1,0m,00® (r). (1.85)

23



Como a massa estd em repouso, podemos considerar que a solucao é independente da
coordenada temporal, 2, e terd simetria esférica. Ainda, como T}, é diagonal e tendo
em vista (1.71)-(1.73), conclui-se que a métrica também sera diagonal.

Principiamos pelo campo h&g), que satisfaz a equacao diferencial
Mk
V2 (r) = _T‘S(S) (r). (1.86)

Sua solucao pode ser encontrada usando o método de transformada de Fourier, por

exemplo, e é h,(ﬁ) (r) = =42, Logo:
Mk
E —
h;(U/) (I‘) - 167r (77;11/ - 277/1,0771/0) 3 (187)

que verifica as condig¢oes de calibre de (1.71). Esta solucao é precisamente aquela
apresentada em livros de relatividade geral ([32], por exemplo), uma vez que este
problema ¢ inteiramente equivalente ao einsteiniano.

Por sua vez, o campo 1, ¢ determinado por:

_EM o)
3

— ﬂ(g(iﬁ)

5 (r). (1.88)

(V* = m3) do(r) = (®), (V7= my) dalr) =

Estas equagoes sao bastante corriqueiras, podem ser resolvidas pelo método da trans-

formada de Fourier e resultam em potenciais de Yukawa:

w,“,(r) =

kM e~™2" 2
167

que claramente satisfaz a condigao de calibre de (1.72).

Finalmente, para o campo escalar temos

kM

(V2 = mj) é(r) = =0 (x), (1.90)
cuja solucao é:
KM e=mo"



Os elementos nao-triviais do campo h,,, sao, entao,

Mg | 1 le ™" 4e ™"
hoo(r) = J67 [‘;‘5 FE R } (1.92a)
Mgk | 1 le ™7™ 2e™m2"
ar) = ——|—=+= z . 1.92b
(x) 16%[7‘—'—3 r +3 r } ( )

Como usualmente, hgg se relaciona ao potencial da gravitacao de ordem superior:

1 lemom 4e ™2

ghooEV:MG |:———— + = :| . (193)

r 3 r 3 r

Uma outra virtude do calibre de Teyssandier é o fato de a métrica ser dada na
forma isotrépica. Isto é, os termos referentes as coordenadas espaciais sao todos iguais
e o intervalo se escreve como ds? = goo(r)dt* — f(r)dl?, onde f =1 — khy;.

Por fim, notamos que ao fazer «, 5 — 0 nas equagoes acima (o que corresponde a

mp, mg — 00), temos que hy,(r) — 1]‘(;[:7,, a solucao para uma fonte pontual estdtica

na gravitagao einsteiniana linearizada, no calibre de de Donder [31, 32]. Este fato
alentador é absolutamente trivial uma vez discutida a interpretagao da decomposicao

da solugao das equagoes de campo no calibre de Teyssandier, na secao anterior.
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Capitulo

Deflexao da luz: abordagem classica

Neste capitulo analisamos a deflexao da luz, no contexto da gravitacao de ordem su-

perior classica. A partir da comparacao com resultados experimentais determinamos

um limite para a constante de acoplamento 3 do setor wa.

2.1 Forma e-p das equacoes de Maxwell com gra-

vidade

O ano de 1919 marcou o estabelecimento da relatividade geral como teoria paradigmé-
tica da gravitacao. Naquele ano, pela primeira vez, foi verificado experimentalmente
um resultado novo previsto pela teoria de Einstein em notavel desacordo com a gravi-
tagao newtoniana: a luz nao se move em linha reta quando sob influéncia de um campo
gravitacional. Este fenomeno, chamado de deflexao da luz, foi observado ao compa-
rar imagens do campo estelar proximo ao Sol durante um eclipse total com outras do
mesmo campo, porém tomadas seis meses depois, sem o Sol por perto. Essas observa-
¢oes foram feitas em Sobral, no Ceara, e confirmaram que as posi¢oes das estrelas nas

placas fotograficas eram diferentes nas duas situacoes.

Uma forma interessante de calcular o desvio da trajetoria de um raio de luz devido
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ao campo gerado pelo Sol (aqui aproximado por uma massa pontual) é por meio da
analogia com a éptica geométrica que decorre da escrita das equagoes de Maxwell, em
presenga de gravidade, na chamada “forma e-1” [38, 39]. Para tanto, é necessario supor
que o campo gravitacional é estatico e esfericamente simétrico. A primeira condigao,
além de indicar que o campo independe do tempo, permite, em uma regiao finita
do espaco-tempo, separar a métrica numa componente espacial e outra temporall.
Ja a segunda condicao implica que a coordenada espacial que realmente importa ¢é a
distancia radial r até o centro da distribuicao de matéria. Com efeito, pode-se mostrar
que, neste contexo, existe um sistema de coordenadas no qual a métrica se exprime

como

goo = goo(7), goi =0, gy = —0i5f(r), comr= \/($1)2 + (22)2 + (2%)?,  (2.1)

donde v/—¢g = /900f? € 9°® = 1/gua-

No estudo da interagao da luz com o campo gravitacional, supomos que o campo
eletromagnético ¢ suficientemente fraco para que sua contribui¢ao na curvatura do
espaco-tempo seja desprezada. A gravitacao é, pois, tratada como um fundo sobre o

qual se propaga a luz. Neste capitulo ambos os campos sao tomados como classicos.

As equagoes de Maxwell no espaco curvo se escrevem, devido ao acoplamento mi-

nimo, como:

F;u/;)\ + F/\,u;l/ + Fl/)\;u = 07 (22&)

o, = g7, (2.2b)

'Para uma definicdo precisa de métricas estaciondrias e estéticas, em termos de campos de vetores

de Killing, e uma apresentagao de suas propriedades, ver, por exemplo, a se¢ao 10-5 da referéncia [31].
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onde o tensor de Maxwell é

0 b, Ey, Ej
- 0 Bs —DBs
—Fy —Bs 0 By
—bs By —-B; 0

Como a conexao de Levi-Civita é simétrica, e F),, = —F,,, nao ¢ dificil verificar
que (2.2a) é idéntica a sua correspondente no espago plano: Fy,, \ + Fh,, + For, = 0,
levando as equagoes de Maxwell homogéneas V-B=0e V x E+4+ 9,B = 0.

Por sua vez, o par nao-homogéneo pode ser reescrito numa forma assaz interessante.
Consideremos, para tanto, o seguinte resultado valido para qualquer campo tensorial

A" antissimétrico num espago (pseudo-)riemanniano:

w1 g (JmgAm
A M \/_—ga# (\/_gA ) (2'4>

Ainda, podemos escrever a corrente como composta por diversas particulas carregadas:

=2 [ ¢——_gx’“)dxk -5 2 a8 —x), - (29)

onde ¥ é a linha-de-mundo da k-ésima particula, g, sua carga, e v¥ = dz¥/dx°. Usando

(2.4) e (2.5) escrevemos (2.2b) como:

O (V—=gF"™) quvk (x —x) = j°, (2.6)

» 4V

onde definimos uma “quadricorrente” j* = (p, j) de sorte que j° = 3, g6 (x—x;) = p

ej=> auvid®(x — xy).
A equagdo (2.6) para v =0 é:

0u (g™ Fasv/=9) = 320k (4" Fov/=g) = 320, (V/FlawoE:) =

que, ao por € = ,/ﬁ, torna-se: V- (¢E) = p.
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Para a componente espacial i, 0 membro esquerdo de (2.6) é:
d, (gaugﬁipaﬂ /_—g) _ Z s (gﬂﬂgiiFm /_—g)
o
= 0, (99" Fov/=g) + > _0; (¢"g" Fji/—9)
J

= 9, (¢E") + ZJ: 0; (\/%FJ)

— 0, (cE') — {v x ( %B)}i. (2.7)

; — f . 0 1 s
Se definirmos p1 = |/ = segue: 7 (eE) — V x (;B) =].
Concluimos, portanto, que a equagao (2.2b) corresponde as leis de Gauss e Ampere,

V- (eE) = p, %(EE) -V x (iB) =], (2.8)

num meio opticamente ativo de permissividade elétrica € e permeabilidade magnética
(L variaveis e iguais a M . Esta é a forma - das equagoes de Maxwell.

Como é bem conhecido, solugoes do tipo onda plana para as equagoes de Maxwell
implicam que sua velocidade de propagacao ¢ dada por u = 1/,/e. Como o indice de
refracdo n de um meio é definido por n = 1/u, concluimos que a gravitagao age como
que se munisse o espaco de um indice de refracao que depende da distancia até o centro
da distribuicao de matéria (fonte do campo):

n(r) = /() (2.9)

900(7‘)'

A partir daqui, a lei de Snell-Descartes da optica geométrica permite o calculo da
deflexdo sofrida por um raio de luz ao passar préximo de um corpo massivo [39].

Deixamos esta tarefa para a Secao 2.3; antes disso, mostramos com um pouco mais
de detalhe a origem e o dominio de validade desta analogia entre a propagacao da luz

em presenca de gravidade e a Optica geométrica.
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2.2 Analogia com a d6ptica geométrica

Os termos usados na secao anterior, “Optica geométrica” e “raio de luz”, nao sao for-
tuitos, mas subentendem limitacoes sobre os sistemas estudados. Com efeito, duas
condicoes devem ser satisfeitas para que as equagoes de Maxwell no espaco curvo ad-

mitam solugoes na forma de ondas planas, quais sejam:

i) a energia associada a radiacdo é pequena o suficiente para que se possa desprezar
sua influéncia na curvatura, oriunda da nao-linearidade da teoria, e considerar o

campo gravitacional como externo;

ii) o comprimento de onda da luz ¢ muito menor que as demais dimensoes envolvidas
no problema: a escala de L para a qual se pode considerar a frente de onda como
uma superficie plana (e assim ignorar efeitos de difragao, por exemplo), e a escala

de R=1/2 de curvatura do espaco-tempo.

A escala de R~1/2 (R pode ser, por exemplo, um elemento tipico do tensor de curva-
tura) é importante uma vez que permite tomar o “indice de refragao” como praticamente
constante em certa regiao do espago. Pode-se, entao, obter solucoes de onda plana em
cada uma dessas regides, suavemente conectadas, nas quais A < L,, = min{L, RV 21,
Ao combiné-las obtém-se a trajetéria do raio de luz [31, 40].

Em sua maioria, os livros-texto de gravitacao apresentam o calculo da deflexao
da luz por meio da equacao da geodésica nula — a trajetéria seguida pela luz. Esta
metodologia também encerra as duas hipoteses hd pouco apresentadas uma vez que
delas decorre: a passagem? da descrigao ondulatéria (via equacgoes de Maxwell) para
esta é feita expandindo a solu¢do em ondas planas em poténcias de A\/L,,. Ora, para
que sejam admitidas as solugbes em ondas planas, deve-se supor as condigoes i) e ii)

acima. As duas metodologias de cédlculo sao, portanto, essencialmente a mesma.

2Para uma apresentagao detalhada do procedimento ver, por exemplo, a se¢ao 5.4.4 de [40].
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Por completeza, dedicamos o restante desta se¢ao a demonstragao de como o indice

de refracao pode ser obtido a partir da abordagem via a equagao da geodésica [31],

d?x* dxz® daP
d)\2 + Fuaﬁﬁﬁ — O (210)

Como ¢é bem sabido, particulas massivas seguem geodésicas tipo-tempo, enquanto
aquelas desprovidas de massa percorrem geodésicas nulas. Aqui A é um parametro
conveniente ao longo da curva.

Seja P um evento na linha-de-mundo de um corpo nao-massivo e consideremos
todas as curvas nulas que por ele passam. Seja, ainda, o seguinte funcional, avaliado

sobre cada uma dessas curvas, desde A\p até Ao mais adiante:

Ao dz® dz”®
K = _— 2.11

A variacao deste funcional sobre duas curvas, z#(\) e z™(\) = a#(\) + dzH(N),

fornece:

Ao dz® dx” dz® doz”
5 = [ (s, Y
P ) PdxdA

de® e Ao dx® daB d da®
= 2¢,5——01" by = 2| Gop—— | | 2PN, (2.12

d\

Como tanto z* quanto z'* sdo curvas nulas, a distancia entre quaisquer eventos ao
longo delas é igual a zero e, portanto, S[z#| = S[z*] = 0 = §S.

Outrossim, se supomos que z* é uma geodésica, a equacgao (2.10) implica em

z® dzf 2z z dzf z i 1
Gas,p s G = 2 (gup% + gap,ﬁcfj_,\dd_x> = 25 (9ap“Gy)- Concluimos, pois, que:
dx® Ag
ot
P

Introduzimos, neste ponto, a exigéncia de que o campo gravitacional é estatico, isto
é, admite um campo de vetores de Killing 7° tipo-tempo que permite (em uma regiao

finita do espago-tempo) a separacao da métrica em uma componente espacial e outra
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temporal [31]. Tomando, entdo, dz” = 790, paralelo a um destes vetores de Killing, a

equagao (2.13) se torna:

0= o€

)\Q )‘Q
— 5/ de, (2.14)
P Ap

A
8 -

onde usamos o fato que ngdi/\ se conserva ao longo de uma geodésica nula. Mapeando

de forma que 77 = (1,0), decorre ¢ = 2° = ¢, donde concluimos que a geodésica nula

satisfaz o famigerado principio de Fermat:

Ao
5/ dt = 0. (2.15)
Ap

Traduzindo em palavras, dentre todas as possiveis trajetorias, a luz segue aquela
que extremiza o tempo de percurso.
Pode-se avangar um pouco mais na anélise ao usar a forma (2.1) da métrica estética

esfericamente simétrica: para um raio de luz tem-se g, dz"dz” = goo(dt)* — f(dl)* = 0,

o que implica em dt = \/ f/goodl. Portanto,

Ao f
0 ——dl =0 (2.16)
Ap goo

f(r)
goo(r)

é o principio de Fermat num meio com indice de refracao n(r) =

Vimos, desta forma, como a partir da geodésica nula, seguida por um raio de luz,
chega-se no principio de Fermat — e, portanto, na lei de Snell-Descartes da optica
geométrica —, como se a propagacao da luz em presenca de gravidade fosse atraves de

um meio efetivo cujo indice de refracao depende da posicao.

2.3 Calculo da deflexao e limite superior para |3|

No final do Capitulo 1 vimos que o campo gerado por uma massa puntiforme na
gravitagao de ordem superior, no calibre de Teyssandier, é dado na forma isotrépica

(1.92). Substituindo, entdo, a solu¢do das equagdes do campo na expressao (2.9) do
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indice de refracio, tem-se (até ordem x?):

1-— lihn’ T
nr) = AT +/<;h00((7~)) (2.17)
1 1
= 1- §/€h00(7“> - §/€h”<7“) (218)
Mg? (1 e mer
-1 - 2.19
+ 167 (r T ) ( )
Mg? e~mer
= ng(r) — T (2.20)

. 2 e . ~ . N . ~ . .
onde definimos ng(r) = 1+X% o indice de refracdo associado & gravitacio de Einstein.

167r?

A partir desta relagao (2.20) j& podemos obter algumas conclusées qualitativas sobre

a deflexao da luz na gravitacao de ordem superior:

i)

ii)

iii)

o setor de R? nao contribui para a deflexdo, uma vez que a constante a nao
aparece na expressao do indice de refracao. O cancelamento desses termos ocorre
na equagao (2.18) ja que os potenciais de Yukawa associados a mg tém coeficientes
opostos em hgy e h;;. Como conseqiiéncia, nao é possivel distingiiir teorias com
diferentes valores para a constante o apenas a partir de experimentos de deflexao
da luz. Este resultado j4 era esperado, pois as teorias com e sem o setor R? sao

equivalentes conformes, vide o Apéndice C.

O setor wa desempenha um papel de anti-gravitacao, tendendo a repelir o raio
de luz. A origem deste fenomeno é o sinal “contrario” sempre associado a este

termo, em particular na expressao (1.93) do potencial, e em (2.19).

O angulo de desvio ¢ da trajetéria da luz na gravitacao de ordem superior é
sempre menor que aquele predito pela teoria de Finstein, ¢p. Isto ocorre pois
(2.20) implica que n(r) < ng(r), sendo a igualdade obtida assintoticamente ao
fazer my — oo (f — 0). Por outro lado, se || for suficientemente grande, o
termo entre paréntesis em (2.19) se anula e, portanto, n(r) — 1, ndo havendo

deflexao. Concluimos, pois, que 0 < ¢ < @p.
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Conhecemos, entao, o comportamento assintético do angulo de deflexao para os
casos de my muito grande ou muito pequeno. Para analisar situagoes intermedidrias é
peremptorio calcular ¢ explicitamente. Com base nas defini¢oes da Figura 2.1 temos,

pela lei de Snell-Descartes:

n(r)senfd = n(r+ dr)sen(0 + dy) (2.21)
dn(r
= {n(r) + ( )dr} [send + cos fdy] (2.22)
r
dn(r
= n(r)send + n(r) cos Odp + send d( )dr, (2.23)
T
donde
1 dn(r)
d — tgfdr. 2.24
7 n(r) dr & (2.24)
»Ox b
o, 21'=c01’1s’[a1’1’[9
Figura 2.1: Refragdo da luz por uma casca Figura 2.2: Parametrizacao da trajetoéria do
esférica de raio r. Oy (6,) é o dngulo entre raio de luz. O raio é caracterizado pelo
o vetor velocidade e o eixo dos z. Ainda, parametro de impacto b, um deslocamento
0 =0y +0,, edp é a variacio de 8y devido y(z) do caminho retilineo, e um angulo de
a refragao. deflexao local p(z) = Oy.

O angulo de deflexao ¢ fc dy, onde C é o caminho seguido pelo raio de luz; seu
calculo pode ser feito parametrizando a trajetéria como proposto na Figura 2.2, ao
escrever y = y(z). Este esquema que aqui apresentamos foi proposto em [39] com
vistas ao computo de ¢, no contexto da relatividade geral, com correcoes de ordem

arbitraria em G. Utilizamos este método apenas em primeira ordem, em concordancia
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com o que temos feito.

Da Figura 2.2 seguem as seguintes relacoes:

R, /
r=y\22+pb-y@) = = oW byr al ; (2.25)
b— y(SU) dy/dt /
teh, = - L e, = YT 2.26
& T gvv dx/dt y ( )
b _ !
tgd = tg(0, + 0y) = M tgp = tgbhy =1/, (2.27)

z—by +yy’

onde a linha representa a derivagdo com respeito a z. A equagao (2.24) pode ser escrita

entao como:
de 1 dn(r)
de  ro(r) dr

Assumamos que a expansao de %Z_: em potencias de x principia no termo de ordem 2.

[zy" — y(x) +b]. (2.28)

(Isso de fato ocorre tanto para n quanto para ng definidos em (2.20).) Vejamos o que
ocorreria caso y(x) fosse de ordem zero em k. Por um lado, a equagao (2.28) implicaria
que o primeiro termo da expansdo de ¢ seria proporcional a x%. Contudo, a segunda
equagao de (2.27) pode ser escrita como y(x) = ffoo tgp(Z)dT; sendo ¢ de ordem k2,
y também seria proporcional a xk? — em flagrante contradicdo a hipétese y o< k. O
absurdo claramente ocorre para qualquer dependéncia de y em k. A comparacao dos
coeficientes das expansoes for¢a-nos, pois, a tomar y(z) = 0.

Feitas essas consideragoes, a integragao de (2.28) fornece, em O(G), o angulo de

deflexao sofrido por um raio de luz que vem desde o infinito até o ponto x da trajetéria:

o(x) = /I b dn(r)df, r =7+ b2 (2.29)

o ra(r) dr

Para calcular a deflexao sofrida por um raio de luz rasante ao Sol consideramos que
o seu campo gravitacional pode ser aproximado por aquele de uma particula pontual
de mesma massa M. A condicao de rasante significa que o parametro de impacto é o
raio do Sol, Ry. Como a medicao da deflexao é feita no nosso planeta, teriamos que
integrar T até o equivalente a érbita da Terra. Contudo, para todos os efeitos praticos

podemos tomar x = oo uma vez que a curvatura aqui ¢ muito pequena.
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O desvio da trajetdria na gravitagao de Einstein pode ser calculado usando o indice

de refragdo ng(r) =1+ %fri:
]\49}%@/{2 /Oo dzx 4M@G
— = 2.30

onde usamos que k?> = 327G. No SI, My = 1,99 x 10*° kg, Ry, = 6,96 x 10* m e
YE = ]_, 75",
Na teoria de ordem superior deve-se usar o indice de refracao (2.20), que resulta

em:

M~R 2 +o<>1 /2 R2
SOZSOE—Q—@H/ R ®exp<—m2\/:v2~l—Ré)dx+E, (2.31)

3/2
167 —00 (ZL‘2 + RQQ) /

onde = é uma constante de integracao. A dependéncia de ¢ em [ da-se por meio
1/2 ,

de my = <|Iﬂ%> e é dominada pelo termo exponencial. E imediato verificar que

¢ — pg+Z no limite einsteiniano (6 — 0). Portanto, a concordancia com a gravitacao

de Einstein neste regime define = = 0.

¢ (arcsec)
I
T

0.5F

0 1 1 1 1 1 1 L L |
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 91

log, ,Ifl

Figura 2.3: Angulo de deflexao ¢ em funcao de log,, | 5| para raios de luz rasantes ao Sol, na gravitagao

de ordem superior classica.

Como a analise assintotica mostrou, o angulo de deflexao ¢ aproximadamente cons-

tante tanto para pequenos, quanto para grandes valores de |5|. Devido a exponencial,
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a transicao entre esses dois regimes deve ocorrer num intervalo bem definido. Com
efeito, ao resolver a integral (2.31) numericamente para diversos valores de /3, notamos

que a transicao ocorre para 108 < 3] < 10%8) vide a Figura 2.3.

Existe uma literatura bastante vasta sobre a medicao de angulos de deflexao de
raios luminosos rasantes ao Sol. Conforme mencionamos no principio deste capitulo,
esses experimentos foram primordialmente levados a cabo durante eclipses solares, e
consistiam em comparar imagens do campo estelar, no visivel, com e sem a presenga
do Sol. O processo de reducao de dados é bastante laborioso, havendo que levar em
conta varias fontes de erros sistematicos, desde a refracao atmosférica até problemas
de escala entre as placas fotogréficas [41]. Por essas razoes os resultados sao as vezes
discordantes, e tém uma incerteza na faixa dos 20%, como mostra a Tabela 2.13. O
processo de medicao também é dificil, principalmente porque a coroa solar impede a
visualizacao de estrelas cujo parametro de impacto é menor que aproximadamente 2R
[43]. Dessarte, o resultado final, para b = Ry, é obtido por extrapolacao dos dados,
geralmente referentes a b entre 2 e 10 raios solares.

Medidas mais precisas foram obtidas por interferometria, a partir dos anos 1960,
mediante o registro de ocultagoes de radio-fontes compactas pelo Sol [43, 44, 45]. A
Tabela 2.2, com dados das décadas de 1960 e 1970, mostra a redugao da incerteza nas
medicoes até a casa do 1%, & medida que a técnica se aprimorava.

Os melhores dados disponiveis atualmente na literatura sao obtidos por VLBI —

Very-Long-Baseline Interferometry —, e determinam o angulo de deflexao com precisao

3Na Tabela 2.1 indicamos, ainda, o nimero de estrelas considerado em cada medicao e o menor
parametro de impacto no conjunto, em raios solares. E interessante reparar que em mais de 40 anos
de observagoes a precisao média obtida para ¢ se manteve praticamente a mesma. Do ponto de vista
instrumental, o registro do eclipse de 1973 representou uma melhora na acurécia, pois pela primeira
vez foi empregado um fotémetro digital [41]. No entanto, as barras de erro sé comegaram a diminuir
a partir da década de 1960, como mostra a Tabela 2.2, quando o desenvolvimento de técnicas de

interferometria permitiu a realizagdo de medidas na faixa do radio [43, 45].
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melhor que o milissegundo de arco [46]. Por exemplo, a partir de uma oculta¢dao do
quasar 3C279 pelo Sol, Lebach e colaboradores mediram o desvio .., = (0,9998 +
0,0008)¢ g, corroborando as previsoes da relatividade geral com uma faixa de incerteza
da ordem de 107 [45]. Mais recentemente, Fomalont et al. reportaram a verificagao

das previsoes de Einstein com a precisao de 15 partes em 100.000 [47].

Tabela 2.1: Medidas do angulo de Tabela 2.2: Medidas do angulo de deflexao ¢

deflex@o ¢ em eclipses solares [31, 41, 42] por interferometria nos anos 1960 e 1970 [43]

Eclipse Estrelas by, ¢ (arcsec) Observatério A (cm) ¢ (arcsec)
1919 7 2 1,98 £+ 0,12 Owens Valley 3,1 1,77 + 0,20
1922 145 2.1 1,82+ 0,15 Goldstone 12,5 1,82°0:%
1929 17 1,5 2,24 + 0,10 Cambridge 6,0 1,82 + 0,14
1947 51 3,3 2,01 £0,27 Westerbork 6,0 1,68 £+ 0,09
1952 10 21 1,70 + 0,10 Haystak 3,7 1,73 + 0,05
1961 12 1,7 1,98 + 0,46 National RAO 11,1 ¢ 3,7 1,78 + 0,02
1973 39 1,9 1,66+ 0,18 Westerbork 21,2 ¢ 6,0 1,82 + 0,06

Portanto, para que a gravitagao de ordem superior nao entre em conflito com os
consagrados resultados experimentais, o angulo de deflexao por ela previsto deve diferir
de ¢ por menos de 10~* segundo de arco. Nossos resultados numéricos implicam que,
para que isso ocorra, a ordem de grandeza de |3| deve ser menor que 108¢. Obtemos,

desta forma, um limite superior para a constante de acoplamento do termo wa:

o(18) < 10%. (2.32)

Nossa analise foi restrita apenas a medidas realizadas nas proximidades do Sol.
Atualmente ¢é possivel medir a deflexdo em toda a esfera celeste [46, 48], mesmo na
posicao de estrelas com elongacao de 90° — o que corresponde a b ~ 216R;. Esta
situacao ¢ bastante diferente daquela retrada pela Figura 2.3, a de um raio rasante ao

Sol. A comparacao dos dados experimentais com as previsoes tedricas se tornam um
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pouco mais envolventes quando consideramos diferentes parametros de impacto, pois os
valores de 3 relacionados a “regiao de transicao” dependem de b. Para exemplificar, na
Figura 2.4 mostramos a curva wiE (B) para raios de luz com parametros de impacto iguais
al, 2, 3,4 ebraios solares. Sua inspegao leva a conclusao de que, ao comparar medidas
de mesma precisao realizadas com raios de luz de diferentes parametros de impacto,
aquelas com b mais préximos de R fornecerao um melhor limite para a constante (.
Como as medidas aqui utilizadas foram realizadas com parametros de impacto iguais
a poucos raios solares, acreditamos que a extrapolacao dos dados observacionais até

b = R; nao comprometa a nossa anélise.

v/ vE

82 83 84 85 86 87 88 89 90
log, o/fl

Figura 2.4: Angulo de deflexao na gravitagao de ordem superior, normalizado por ¢g, em fungao de

logo |B|, para b =1, 2, 3, 4 e 5 raios solares (eixo vertical).
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Capitulo

Deflexao da luz: abordagem ao nivel de

arvore

Prosseguimos o estudo da deflexao da luz, mas agora no contexo semicléssico: os
fotons, entendidos como particulas quanticas, interagem com um campo gravitacio-

nal classico, externo. Mostramos que a propagacao dos fotons é dispersiva — isto é,

depende da sua energia — e obtemos um melhor limite para a constante 5.

3.1 Arco-iris gravitacional

Vimos, no capitulo anterior, que o setor de R? nao contribui para a deflexao da luz,
enquanto que o termo oriundo de R/QW tem tendéncia a anular a forca atrativa, fazendo
com que o desvio seja menor que o previsto pela teoria einsteiniana. Tudo isso foi feito
no contexto classico. No presente capitulo damos um passo além, ao considerarmos o
féton como uma particula quantica [35]. Nesta primeira segado mostramos que as duas
conclusoes obtidas no caso classico continuam validas e, como novidade, uma nova

degenerescéncia é aberta.

O processo de espalhamento de um féton por um campo gravitacional externo,
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representado na Figura 3.1, é descrito pela lagrangeana de interacao

1

i = (M2 = L™ ) 0uds = 034, O, ). (1)

a qual se associa a funcao de vértice

1
V/,Ll/(pJ p/) = §’ih2}ft (k) [ — N pP - p/ + UApPLPu—i— (3 2)

+ 2 (DAL}, = MopPal), — NurPePly + MuaTlpD - D) ] :

Aqui p e p’ sa0 os momentos dos fétons inicial e final, respectivamente, e h2Y (k) é o

ext

campo gravitacional no espago dos momentos:

B (k) = / dPre ST (x). (3.3)

Usando a decomposigao (1.70) do campo gerado por uma massa pontual temos — vide

as equagoes (1.87),(1.89) e (1.91):

kM
h/(fz?) (k) = 12 (nuu - 277u077V0) ) (34)
4k
kM 2
v k)= ——— | —3 v+ 2 i 5 3.5
% ( ) 4(k2—|—m§) ( Snu o7 0> ( )
kM
k)= ————. 3.6
v
o
yﬁ'
o
_k,
q”w
1//'
vp\q/-/l
/LH

Figura 3.1: Gréfico de Feynman da interagao entre um féton e um campo gravitacional externo.
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N L (B (R25) (R?)
Portanto, podemos escrever a funcgao de vértice como V,,, = My’ +M """ + My 7,

com
L ()
M) = §f~’»h§x3 ’(k) [ — N MapP * P+ MDDt
(3.7)
+ 2 (NuwPAD), = MopPAD), — NuAPePly + TuaTlpD - D) ] :
(R2p) _ 1
M = G (k) [ = TP - P+ PPt
(3.8)
+ 2 (1wDAP), = TopPADy, = TuaDolly + TunTlopP - P') ] ,
(72) 1 A / /
M;w = - §K¢ex‘c(k)n [ — Nuw P - P+ nkﬂp,up'/—{—
(3.9)
+ 2 (NuwPAP), = MuplAl) — NuaDull, + NuriivpP - P') } :
Com a recordagao de que para o féton se tem p,p* = E* — p? = 0, p;p’“ =
E”? —p”? =0, e que |p| = |p'| (pois desprezamos a troca de momento entre o féton e o

Sol), concluimos que E' = E. Tendo isso em mente, é imediato verificar que a contracao
de n* com o termo entre colchetes na fungao de vértice (3.2) é nula. Decorre, daf, que
ME) — 0.

Se definirmos os vetores e”(p) e € (p’) de polarizagao dos fétons, temos a amplitude

de Feynman do espalhamento:
MT’/" = Vm/(pu p,)ef(p)d’/(p/) (310)

Portanto, a amplitude de Feynman relacionada ao termo R? é igual a zero, em acordo
com a abordagem classica, que mostrou ser este setor irrelevante para a deflexao da
luz.

Como em situacoes experimentais nao se conhece a polarizacao dos fétons, devemos

usar a secao de choque diferencial nao-polarizada para estudar o espalhamento:
do 1 1 9
—_— = = , 3.11
- DT o1
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Levando em conta que os vetores de polarizacao satisfazem a relacao de comple-

teza [49] (n? = 1)

prp” ptnt A pnt
A (p)e(p)) = " — + 7 (312)
; (p-n)? p-n
temos que
b - 2(417T)2 [MEME - A MO o p2 pE] - (3.13)

Com o uso das equagoes (3.4), (3.5), (3.7) e (3.8), e algumas manipulagoes algébri-
cas, obtém-se, na ordem mais baixa,

do 1 ,%4M2E2(1+cos¢9)2[ 1 1 r

A (4r)? 16

e 3.14
k? * k* +m3 ( )

onde 6 é o angulo de espalhamento, definido por p e p’. Evocando a conservacao do
momento (k = p’ — p = k* = 2(1 — cosf)p?), para angulos pequenos a secio de

choque se reduz a:
2
do
— = 16G*M?*
ds)

1 1
——

— (3.15)
02 92 + %

E 1til a comparacao com a secao de choque prevista pela gravitacao einsteiniana:

ao manter apenas o primeiro termo na expressao (3.13) obtemos

do 16G?M?
E

Neste momento ja é possivel extrair algumas conclusoes interessantes sobre a pro-

pagacao de fotons na gravitacao de ordem superior:

i) diferentemente da gravitacao de Einstein, na teoria de ordem superior a propa-
gacao dos fotons é dispersiva, isto é, depende da energia do féton. Fotons de
energias diferentes irao sofrer deflexoes diferentes. No contexto da analogia entre
o campo gravitacional e um indice de refragao efetivo, visto no capitulo prece-
dente, é como se, ao nivel de arvore, este indice dependesse da energia. Este

resultado claramente desafia o principio de equivaléncia.
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i)

iii)

iv)

Na se¢ao de choque (3.15) nio aparece a constante « relacionada ao termo RZ.
Como vimos, isto ocorre pois a amplitude de Feynman associada a este setor é
nula, nao influenciando na deflexao dos fétons. Portanto, corroborando o resul-
tado da abordagem cléssica, experimentos de desvios de fétons sao insuficientes

para determinar c.

Por ser 6% + g—; > 02, ¢ facil se convencer de que a secao de choque (3.15)
oriunda da gravitacao de ordem superior é menor que a correspondente einstei-
niana. Ainda, no limite m3 > E (pequenos valores de |f3]) temos & — (47) .,
como esperado. Por outro lado, se || for muito grande: g—g — 0, nao havendo
deflexao. Concluimos, pois, que 0 < 6 < g, como no contexto classico, sendo a

igualdade verificada assintoticamente.

Se compararmos as secoes de choque da gravitacao de ordem superior para di-
ferentes valores de energia F, para um dado [ fixo, notamos que fétons mais
energéticos tém menor secao de choque. Dessarte, quanto mais energético for um

foton, menos ele se desviara da trajetoria retilinea.

O setor R?

> além de ser o responsével pela contribuigao repulsiva para a deflexao,

estd associado ao carater dispersivo da propagacao dos fétons. Isso elucida o
comportamento mencionado no item anterior, contra-intuitivo a primeira vista:
fotons mais energéticos defletem menos. Com efeito, enquanto o setor de Einstein
atrai todos os fétons com a mesma intensidade, a interacao com o setor que repele
é mais vigorosa se maior for a energia do féton. Temos, entao, a combinagao de
uma relacao direta entre energia e intensidade da interagao com o setor de anti-
gravitagao, e uma relacao constante com o atrativo. O balango das contribuigoes,
evidentemente, faz com que fétons mais energéticos sejam menos defletidos, pois

sao mais repelidos. Esta situacao esta representada pictoricamente na Figura 3.2.

Justificamos, desta forma, o titulo dado a esta se¢ao: um feixe de fétons de diferentes
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energias, quando sujeito a um campo gravitacional “de ordem superior”, abrir-se-4 num
espectro de energia, como um arco-iris. Para determinar a abertura deste espectro faz-
se mister calcular o angulo de deflexao. Este fenomeno e a comparacao do angulo
previsto com os medidos experimentalmente perimitirda obter um novo limite para a

constante (3, a maneira como realizado na Se¢ao 2.3.

p

srrrEmEEE TN EEEE T

r

P violats
¥

p wvermeliho

r

P:

Figura 3.2: Desvios sofridos por fétons passando proximos ao Sol. Todos os fétons sao igualmente
atraidos pelo setor de Einstein, tendendo a seguir py. Porém, como o setor wa repele com mais
intensidade fétons mais energéticos, o violeta serd mais repelido que o vermelho, tendo um menor

angulo de deflexao com respeito a trajetdria retilinea (pontilhada).

3.2 Novo limite superior para ||

Conforme se esperaria, a gravitacao de Einstein preve, em primeira ordem, o mesmo
angulo de deflexao, tanto na abordagem classica quanto ao nivel de arvore. De fato,

ao igualar a se¢@o de choque (3.16) a sua correspondente classica[50, 51],

16G2 M? rdr
— 1
94 0do’ (3.17)

e proceder a integracao, obtém-se:

O = 4CiM. (3.18)

Este é precisamente o resultado obtido em (2.30), sendo r o parametro de impacto.
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Podemos proceder de maneira andloga com a secao de choque da gravitagao de
ordem superior. O angulo de deflexao é determinado, entao, pela equacao

2

1 1 rdr
16G2M? | —— + ——— | = ——— (3.19)
2 ™2 7
0 62 + 13 0do
que, apos integrada, escreve-se como:
1 1 25?2 62 —
r? = 16G*M? | + -+ —5In | —Q (3.20)
" g2y omy g2
ou ainda:
1 1 1 25?2 62
e ) + m2 + 9 In m2 Q: (3'21>
0z 02 g2 moomy 24

sendo €2 uma constante de integracao. Como veremos na préxima secao, esta constante
¢é necessaria para fazer o limite classico desta abordagem concordar com o tratamento
classico direto [52]. Omiti-la-emos, por ora, para melhor apreciar como esta transigao
ocorre.

A equagao (3.21) define o angulo de espalhamento e, a partir dela, é possivel chegar
as mesmas conclusoes qualitativas obtidas ao final da se¢ao anterior, porém com um
pouco mais de trabalho. Por completeza, expomos esses procedimentos no Apéndice D.

Podemos resolver, numericamente, a equagao (3.21) para os valores de energia que
limitam o espectro visivel. Substituindo £ = 27/ para os comprimentos de onda
Avermelho = 700 nm € Ayioleta = 400 nm (em unidades usuais), para diversos valores de
B, obtemos os angulos de deflexao ilustrados na Figura 3.3.

Este grafico é andlogo ao da Figura 2.3, porém na abordagem ao nivel de arvore.
Vale notar que a dependéncia de # na energia fez diminuir os valores de 3 corres-
pondentes a transicao de § = 0r a 6 = 0, que agora ocorre — para o visivel — se
10 < |B] £ 10™. A abertura do espectro visivel seria perceptivel, a principio, aproxi-
madamente nesta mesma faixa de (3, como indica a Figura 3.4.

Como até hoje nao foi observada a abertura do espectro visivel devido a gravitacao,
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e o angulo de deflexao previsto pela teoria de Einstein foi verificado! com precisao da

ordem de 10% (no visivel), deve-se ter

O(|8]) < 10%, (3.22)

melhorando o resultado cldssico (2.32) em 21 ordens de grandeza.

151

0 (arcsec)
-
T

72

Figura 3.3: Angulo de deflexiio 6 como funcio de logyq | 8] para fétons rasantes ao Sol. O féton violeta

esta representado pela linha pontilhada, enquanto que o vermelho por aquela continua.

1

0.25

0.2

T

0.15

|AB| (arcsec)

0.05r

58 60 62 64 66 68 70 72
log, oIl

Figura 3.4: |A8| = |0violeta — Overmelno| em funcdo de log,, || para fétons rasantes ao Sol.

Vide o final da Segdo 2.3 e as referéncias [41, 46].
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As medigoes realizadas na faixa do rddio citadas na Segao 2.3 [45, 46, 47], apesar de
serem mais precisas e acuradas, nao melhoram este limite. De fato, como fétons menos
energéticos sofrem maior desvio, o intervalo de transicao de 8 = 0 a # = 0 ocorre,
para a banda de rddio medida, cerca de 10 ordens de grandeza acima do correspondente
ao visivel. Se dispuséssemos de medidas de deflexao gravitacional de raios-X ou gama
poderiamos melhorar o limite para 3. Contudo, sinais nesses comprimentos de onda
sao dificeis de separar daqueles emitidos pelo proprio Sol.

Encerramos esta secao recordando que, até este ponto, tomamos a constante de
integracao €2 como nula. Ela sera determinada explicitamente na proxima secao, por
meio de uma comparacao judiciosa dos resultados classicos obtidos no capitulo anterior

0% pode-se

com aqueles ao nivel de arvore. Mostraremos, ainda, que para [ < 1
considerar €2 = 0 para todos os efeitos praticos. Portanto, permanecerd valido o limite

superior para || aqui calculado.

3.3 Comparacao entre os casos classico e semiclas-
sico

Talvez a diferenca mais marcante entre as abordagens clédssica e ao nivel de arvore seja
o fato de a interacao repulsiva devida ao setor Rf“, depender da energia do féton sobre
o qual atua campo gravitacional. Enquanto no cenério classico a gravitacao espalha
igualmente luz de todos os comprimentos de onda — ja que ela atua sobre particulas
desprovidas de estrutura —, no contexto semicldssico fétons mais energéticos sao mais
repelidos (e, portanto, menos defletidos).

Uma divergéncia mais sutil entre esses dois cendrios é a discordancia entre eles
no regime de baixas energias: o limite cldssico da teoria semiclassica nao recupera a
gravitagao de ordem superior classica. De fato, na teoria classica, qual seja a energia

do raio de luz, praticamente nao hé deflexao caso |3] > 10% (vide a Figura 2.3). Por
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sua vez, a analise ao nivel de arvore nao impoe nenhum limite superior ao intervalo de
|B| de transi¢do: é sempre possivel achar E tao pequeno tal que 6 seja arbitrariamente
préximo de 6z, mesmo para || > 10%.

Uma maneira possivel de fazer uma transi¢ao suave do contexto semicldssico rumo
ao classico, no limite de baixas energias, é usar uma constante de integracao nao-trivial
na equagao (3.21), que define o angulo de espalhamento. De fato, se 2 depender apenas
de 3, é possivel fazeé-lo ser negligenciavel para a faixa de energias cuja transi¢ao ocorre
para |3] < 10%, e ser relevante para aqueles fétons que fazem a transicao acima deste
intervalo.

Quantitativamente, isso pode ser realizado comparando os angulos de deflexao pre-
vistos em ambas abordagens?, e requerendo que  — ¢ caso E — 0. A equagio (3.21)

se escreve, no limite £ — 0, como?:

—=——0 3.23
cuja solucdo é 6 = g (1 + QQ?E)_l/Q. A imposicao de que 0 = ¢ determina 2
1 1
N=——— 3.24
com ¢ dado por:
Mgk [T1 Va4 b? e
Y =ve— i / RIEN G e~V g (3.25)
167 —o0 (l‘z + b2)3/2

como visto em (2.31).

Uma vez determinado €2, deve-se checar que o limite einsteiniano (5 — 0) perma-
nece consistente. A analise conduzida na Segao 2.3 mostra que ¢ — pg se  — 0,
donde Q — 0; além disso, Q > 0% se |8| = 10%. Logo, o limite 3 — 0 permanece

inalterado, retomando a gravitacao de Einstein, como deveria ser. Em particular, para

2Mantemos a notacdo dos angulos de deflexdo como nas secdes anteriores. O angulo cldssico é

representado por ¢, ja o proveniente da andlise semiclassica o é por 6.
3Vide o Apéndice D.
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|8| < 1084 a constante Q pode ser ignorada, a menos que os calculos envolvam medidas
excepcionalmente precisas. Por outro lado, para || maiores, € cresce celeremente,
forcando # — 0 mesmo para fétons de baixa energia e recuperando, no limite classico,
o resultado classico. As Figuras 3.5 e 3.6 ilustram valores de ) para diversos valores
de .

Para a luz visivel mostramos, na segao anterior, que a transicao de g para 0, nao
considerando a constante de integragao, ocorre para |3| € (10%,10™) — e com esses
valores determinamos um limite superior para |3|. Esse resultado permanece inalterado

pela inclusao de €, j4 que, neste intervalo, podemos tomar €2 = 0.

70
i
60 25
50 20
CI\‘O
g 40 15
3 o]
330 o 10
c o
20 5
10 0
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70 75 80 85 86 88 90 92 94 96 098

log, |

Figura 3.5: Q em fungdo de 3. Nota-se
que © é praticamente nulo para || < 10%5,
onde ele comeca o crescimento, que segue de
forma aproximada uma exponencial dupla,

ilustrado na Figura 3.6.

ol

log, |

Figura 3.6: Q (em arcsec™2) em fungdo de
B. Aqui a escala do eixo dos 2 também é
logaritmica de maneira a mostrar seu rapido

crescimento para |3| > 108°.
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Capitulo

Avermelhamento de linhas espectrais

Ainda que o avermelhamento de linhas espectrais — também conhecido na literatura
por red-shift gravitacional — tenha sido o primeiro teste concebido por Einstein
para verificacao de sua teoria, na pratica, acabou sendo um dos tltimos dos “testes
classicos” a ter resultados confidveis [46]. Hoje, contudo, dispomos de medidas de

boa precisao, como mostramos mais adiante. Combinando-as com o limite achado

para 3 nos capitulos anteriores, podemos estabelecer um limite para « [53].

4.1 Descricao do fenomeno

O avermelhamento de linhas espectrais é, dentre os chamados “testes classicos” da re-
latividade geral, aquele de mais delicada formulacao. Isto porque esta diretamente
relacionado ao comportamento de “relégios” em presenca de campos gravitacionais, e
a estrutura dos relégios pode trazer dificuldades a andlise do fenomeno [31]. Devemos
supor, primeiramente, que existem reldgios idénticos na natureza, isto €, que se compor-
tam de maneira igual quando estao préoximos. Esses relégios devem ser minimamente
acoplados a gravitagao, para que seus comportamentos sejam similares — e portanto
comparaveis —, pese a distancia entre eles. Devemos postular, ainda, que as dimensoes

dos relégios sao pequenas se comparadas a escala de curvatura do espago-tempo. Isso
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permite definir posi¢oes precisas para eles. Uma ultima suposicao deve ser feita: forgas
de origem nao-gravitacional nao afetam a dinamica interna dos relégios!.

Em campos gravitacionais fracos, podemos considerar que essas condicoes se verifi-
cam, e usar como reldgio uma freqiiéncia caracteristica de um atomo de certo elemento.
Por exemplo, aquela da radiacao emitida em determinada transicao eletronica.

Consideremos, neste espirito, dois 4tomos A e B de um mesmo elemento, em queda
livre num campo gravitacional estatico, sujeitos a potenciais diferentes. Um observador
comével a A ird medir a freqiiéncia v§' emitida por este &tomo. O mesmo ocorre para
o a4tomo B: um observador que lhe é comével medird sua fregiiéncia como sendo v{.
Porém, devido ao principio de equivaléncia, como ambos atomos estao em “queda livre”,
a freqiiéncia medida por um observador comoével é a freqiiéncia propria. Portanto,
deve-se ter vi' = v® = 1,. Em palavras, os fétons emitidos por cada &tomo, para
observadores que lhe sao comdveis, terao a mesma energia.

Contudo, no mundo real, as medidas sao geralmente feitas por um observador que é
comodvel a um atomo, mas nao ao outro. Nesta situacao, os fétons emitidos pelos dois
atomos serao vistos com energias diferentes.

Suponhamos, entao, que o féton emitido em A é absorvido em B. No referencial
do dtomo A, ao emitir um féton de freqiiéncia 1§ = 14, este atomo sofre uma perda de

massa (“gravitacional”) igual a:

Amy = 271. (4.1)

Por outro lado, ao chegar em B, neste referencial, serd percebida a absorcao de um

féton de freqiiéncia vg, o que corresponde a um acréscimo de:
AmB = 271'7/3. (42)

A essas diferencas de massas também estao associadas variacoes na energia potencial

IPara uma discussdo mais detalhada sobre “relégios” e essas suposicdes, ver, por exemplo, a Secdo

12-3 da referéncia [31], e o Capitulo 5 de [43].
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gravitacional. Pela conservagao de energia tem-se, entao:
—Amy — AmuVy + Amp + AmpVp = 0, (4.3)
ou
—vy —1Va+vp+vpVp =0, (4.4)

onde V; é o potencial gravitacional atuante no atomo i.

Esta tultima expressao pode ser reescrita na forma

Av  yy—vp

=V — Vi, (4.5)

14 IZ0)

que relaciona a diferenca entre as freqiiéncias emitidas por dois atomos idénticos a
diferenca de potencial gravitacional entre eles?>. Se o médulo do potencial em B é
menor que em A (B estd mais afastado da fonte do campo), entdo vp < vy. Ou seja,
um observador comovel a B ird medir a energia de um féton emitido por A como sendo
menor que aquela emitida por um mesmo atomo, porém em B. Vem dai o nome dado
ao fenomeno, ja que as linhas espectrais dos atomos sujeitos a um campo mais intenso
parecem estar deslocadas no sentido de menor energia (o vermelho, coloquialmente).

E interessante salientar que essa dedugao da equacao do avermelhamento se ba-
seia, quase que unicamente, nos principios de equivaléncia e conservagao de energia. A
relagao existente entre massa-energia e gravitacao se materializa na expressao do po-
tencial V. Em particular, todas as teorias métricas que, em primeira ordem, resultam
no potencial newtoniano sao indistingiiiveis pelo efeito de avermelhamento de linhas
espectrais [46].

De fato, divergéncias entre os valores medidos e os previstos por uma teoria podem
ocorrer por dois motivos: violagdo do principio de equivaléncia (aqui entendido no

sentido de Einstein) ou do limite newtoniano da gravitagao [55].

2Este resultado por ser deduzido de diversas maneiras [31, 32, 43, 54, 55]; a sucinta derivacio que

aqui apresentamos é devida ao préprio Einstein [56].
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O potencial da gravitacao de ordem superior, como vimos no Capitulo 1, é do tipo

pos-newtoniano, ja que introduz termos de correcao dependentes de a e 3:

K lemom  4emer
=_-h = MG | —= = 4.
V(T) 9 00(7") VE(T) + G [ 3 + 3 :| y ( 6)
onde Vg(r) = —MTG ¢ o potencial de Newton, também associado a relatividade geral.

Se A e B distam da massa M (fonte do campo), respectivamente, a e b, entao o

avermelhamento é dado por:

A A Lemmb femb | emos  4emae
_”:(_”) +MG{——6 +22 4t - L ] (4.7)
E

v v 3 b 3 b 3 a 3 a
Com esta formula é possivel comparar o espectro de atomos na Terra com aquele
de atomos do mesmo elemento, porém na superficie solar; basta fazer b = R e a = R,
onde R é o raio orbital médio da Terra e R, o raio do Sol. Como R ~ 100R., para

todos efeitos praticos, podemos desprezar os termos relacionados a R. Logo:

Av Av MG . _ oRo R
— = |— ——— |00 — 4em MO 4.
v ( v )E+ 3Re [¢ ‘ } (48)
1
= {1+— (e7mofte —4e—m2R®)} (g) : (4.9)
3 vV ) g

onde (£%), = 4% =212 x 10°°.

Diferentemente do fenomeno de deflexao gravitacional, que dependia apenas de my,
o avermelhamento de linhas espectrais também depende de my. Os termos que contém
cada uma dessas constantes aparecem com sinais contrarios na expressao (4.9) — o que

v

permite, dado [, encontrar o = «* tal que AT = (%) - Com efeito, nao ¢ dificil

verificar que isso ocorre para:

o = |11+ S| o 18I< 181 (110)
klnd 4
< Ro \5|>
2
onde |B]* = (Izﬁﬁ) = 3,9 x 10%. Esta condigao sobre |3| garante que o termo

de my em (4.9) consiga compensar o de my (que tem um coeficiente quatro vezes
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maior). Acima deste valor, o red-shift seria menor que o previsto pela relatividade
geral. Evidentemente, o o dado pela equacao anterior respeita a condi¢ao (1.56) de
uma teoria livre de taquions: a > |3|/3.

A possibilidade de a gravitacao de ordem superior fornecer exatamente o mesmo
resultado que relatividade geral preve para o avermelhamento de linhas espectrais, se
escolhidos com cuidado os valores das constantes da teoria, indica uma dificuldade de
se obter limites para a e  a partir do seu confrontamento com dados experimentais.
Nao obstante, com o limite superior que ja temos para |5|, decorrente do efeito de

deflexao de f6tons rasantes ao Sol, podemos determinar um limite para « [53].

4.2 Espectro solar e limite superior para «

Suponhamos, primeiramente, que o experimento verifica a previsao einsteiniana com
arbitrario grau de precisao. Nesta situagao, a equagao (4.10) serviria apenas para forne-
cer um limite superior para ||, j& que o poderia ser arbitrariamente grande. Dispondo,
contudo, de uma cota superior para |3| (obtida por um outro tipo de experimento),
|Blmax < |5]* , podemos obter um limite para .

Encarando (4.10) como uma funcao o = o*(|f|), é facil ver que ela é crescente, de
sorte que amax = @ (|B|max). Como o estudo da deflexdo da luz concluiu que |5|max €
da ordem de 102 < |B[*, entao O(a) deve ser menor que a ordem de a*(10]8|msx) =
5 x 10%2. Ou seja, caso o valor do red-shift medido no Sol seja identicamente igual ao

resultado einsteiniano, deve-se ter:
O(a) < 102, (4.11)

A historia das medigoes do avermelhamento do espectro solar remonta ao século
XIX, quando o fenomeno foi constatado pela primeira vez; e, ja na primeira década
do século passado, era conhecido que este efeito variava conforme a posicao no disco

do Sol [54]. Se as opinides sobre as causas do fendmeno eram bastante variadas e os
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resultados as vezes discordantes, hoje se sabe que parte dessas divergéncias tem origem
no carater dinamico da fotosfera: o movimento convectivo de matéria nos granulos,
e mesmo as oscilagoes actusticas de 5 minutos, causam desvios espectrais devido ao
efeito Doppler [57]. A dificuldade na anélise dos dados é o motivo da demora em se ter
resultados acurados. Com efeito, os primeiros dados confidveis do desvio gravitacional

datam dos anos 1960 [46, 58].

Tabela 4.1: Medidas de red-shift gravitacional no espectro solar

Ano  Atomo/ vy (Hz) vy (%)E Ref.

v

Molécula
1961 Sr 6,5 x 107 1,0+ 0,1 [58]
1962 Na 5,09 x 1076 1,05 & 0,05 [43, 57]
1972 K 3,90 x 107 1,01 £ 0,06 [59]

1991 30, 3,86 x 107 0,99 + 0,02 [57]

Na Tabela 4.1 apresentamos alguns valores do red-shift gravitacional medidos no
Sol. Uma rapida inspecao basta para verificar que a previsao de Einstein para este
fenomeno foi verificada com uma faixa de incerteza de 2%. Assim, podemos admitir
na equagao (4.9) um desvio de ¢, escrevendo-a como:

£:<1ig>(£)E, e =

(e7mofte — gemm2He) 2 > 0. (4.12)
v v

1
3
Resolvendo a segunda equagao, para « obtém-se:

2R?

2 (4.13)
K2 [ln (i35 + 4e—R@\/W)]

a4 =

3 18] +

que é uma funcao crescente em |3|. A solucao «_, escolhendo —e, s6 existe se |G| >
2
AR

TIEAE = 5,2 x 10%* (para € = 0,03). Sendo incapaz de limitar o, ndao precisamos

considera-la. Usando, entdo, o limite superior para || obtido pela deflexdo da luz,
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temos:

1 )
o = 3 {|ﬁ|méx +2R2 [kln (3% 0,01 4 de R/ } (4.14)
1
= 5 (107 +3,0x 10%) (4.15)
_ 1’0 % 10847 (416)

donde se conclui que a deve ser de ordem nao superior a 1084,

E interessante notar que a dependéncia em |5| é aprecidvel apenas a partir de
|8] = 10%2, como se depreende da Figura 4.1. Para |3| abaixo deste valor — e nao
importa quao abaixo —, a ordem de « pode ser até 108 que o efeito dos termos de
ordem superior nao serdo notados, na precisao disponivel atualmente. Para |3| maiores
que este valor, valores mais altos de a poderiam ser admitidos. Contudo, a deflexao

gravitacional j& impos que |3 < 105, o que nos deixa com o limite superior para a:

O(a) < 10%, (4.17)
855
. 85F
@
1S
]
3
{@)]
o
845
84 * ; J
70 75 80 85
IOg10”3Imélx

Figura 4.1: amsx (4.14) em funcao de |3, no contexto do red-shift gravitacional solar.
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4.3 Outros dados experimentais, novos limites su-

periores para «

A medicao do desvio para o vermelho de linhas espectrais foi originalmente proposta
tendo em mente o espectro do Sol. Porém, ainda nos primeiros anos que seguiram
a publicacao da relatividade geral, tentou-se verificar esse efeito em fontes fora do
Sistema Solar. Arthur Eddington desempenhou papel relevante neste processo, como
entusiasta da, a época, nova teoria. Acreditando que as estrelas anas brancas seriam
muito densas, concluiu que seus espectros sofreriam um desvio mais significativo — e,
portanto, de mais facil e precisa medicao. E necessério, contudo, dispor da razao M/R
da estrela para que se possa comparar os dados medidos com o previsto, no ambito
da relatividade geral. (Na gravitacdo de ordem superior a questdao é um pouco mais
complexa, ja que R aparece isolado desta razao, vide (4.8).) A solucdo encontrada para
este entrave foi estudar o espectro de sistemas binarios nos quais uma das estrelas é
uma ana branca: o conhecimento da orbita do par e modelos astrofisicos permitem a
determinacao de cada parametro individualmente.

Para que o método seja eficaz é necessario que as estrelas estejam suficientemente
separadas, de tal maneira que a luz de uma nao contamine o espectro da outra, durante
o processo de medida. Sirius e 40 Eridani cumprem esse requisito e, por serem sistemas
hé muito estudados, tém o6rbitas determinadas com razoével precisao (mesmo a época

de Einstein).

Tabela 4.2: Parametros fisicos de interesse das anas brancas Sirius B e 40 Eridani B

Estrela M/Mg R/Rg Ref. (%) E

v

40 Eridani B 0,501 0,011  0,0136 £+ 0,00024  [60] (7,840,3) x 107
Sirius B 0,978 £0,005 0,00864 +0,00012 [61] (2,41 +0,05) x 1074

Apresentamos na Tabela 4.2 a massa e o raio de Sirius B e 40 Eridani B, bem
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como o desvio espectral previsto pela relatividade geral. Esses sao dados modernos e
servirao como nossas referéncias para comparar resultados experimentais e previsoes
da gravitacao de ordem superior.

Na Tabela 4.3 apresentamos algumas medidas do avermelhamento espectral dessas
estrelas, bem como o desvio da predicao einsteiniana e a respectiva ordem de grandeza
da cota superior para « — decorrente desses dados. Esta tltima quantidade foi calcu-
lada nos mesmos moldes do realizado na secao anterior, usando, mutatis mutandis, a

equacao (4.13).

Tabela 4.3: Medidas de red-shift gravitacional no espectro de anas brancas

Estrela Ano L Ref. &2/ (%)E O(amex)

40 Eridani B 1954 (7+1)x 1075 [62]  0,9+0,2 1081

40 Eridani B 1996 (8,6 +0,5) x 1075 [63] 1,1+0,1 1081
Sirius B 1971 (3,04+0,5) x 10=*  [64] 1,24+0,2  (indeterminada)
Sirius B 2005 (2,740,2) x 10~*  [61] 1,11 +0,09 1081

Assim como a deflexdo da luz era sensivel ao parametro de impacto b (vide, por
exemplo, a Figura 2.4), e fornecia um melhor limite para 5 se menor fosse b, no red-shift
ocorre algo semelhante. Quanto mais préximo da fonte do campo estiver o emissor de
radiacao, menor serda o « de transicao do comportamento einsteiniano para o limite
assintético da teoria. Como as anas brancas tém tamanhos similares ao do nosso
planeta, o limite obtido para « decorrente do espectro delas é inferior ao obtido na
secao anterior. De fato, a analise do espectro solar forneceu o limite O(a) < 10%, trés

ordens de grandeza acima do aqui determinado:
O(a) < 10%, (4.18)

E interessante reparar que isso ocorre apesar de a precisao das medidas solares serem

superiores aquelas de anas brancas®. Nao obstante, como veremos em seguida, a com-

3Talvez a maior dificuldade da comparacao de dados de red-shift de espectros estelares seja a impre-
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binagao de melhores precisao experimental e limite para o decorre de testes realizados
na vizinhanga do nosso planeta.

(Antes de finalizar a discussao dos espectros das anas brancas, faz-se necessario
comentar a medida do avermelhamento em Sirius B realizada em 1971, que foi taxada
de “indeterminada” na Tabela 4.3. Este dado nao restringe « pois a barra de incerteza é
tao grande que abarca tanto o valor de desvio previsto pela relatividade geral quanto o
limite da teoria de ordem superior para 3 = —10% e a@ — oo, como mostra a Figura 4.2.
Isso exemplifica a necessidade de medidas precisas para que se logre divisar um eventual

comportamento nao-newtoniano.)

14r
NEgwls
A
1
65 70 75 80 85 90
109,504

Figura 4.2: i AAV ”/V ”) para Sirius B, para diversos valores de . A faixa de incerteza da medida realizada
E

em 1971 [64] vai até 1,4, ndo sendo, pois, capaz de definir um limite para «.

As medidas mais precisas de desvio de linhas espectrais, disponiveis atualmente,
sao feitas nas vizinhancas da Terra. E notdvel o desempenho dos experimentos de
Pound-Rebka-Snider — os primeiros resultados desse tipo datam de 1960 e verificam a
predicao da relatividade geral com precisao de 10%: % =1,0540, 10 [66]. Quatro

anos depois, a precisao do experimento chegou ao patamar do 1%. Uma descri¢ao da

metodologia empregada pode ser encontrada em [67] e [66]. A proposta era comparar

cisao nos valores de suas massas, raios e velocidades proprias. Desvios espectrais sao freqiientemente
medidos com boa precisao e utilizados no caminho inverso: considerando que vale a relatividade geral,

a partir deles se determina a razao massa/raio da estrela [61, 63, 65].
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o espectro de dois atomos iguais, um situado na base e o outro no alto de uma torre;
a diferenca de potencial entre eles sendo devida ao campo gravitacional da Terra.
Nos experimentos realizados por Pound, Rebka e Snider as fontes distavam de uma

altura de 22,5 m, correspondendo a um desvio (Av/v), = 2,454 x 107*°. O melhor

resultado obtido foi: —22%— = 0,997 + 0,008 [68].
(Av/v)g
Gr 1.005
_. -1ot
E AE!
i':— Azt 4;5
= st
1
_15 1 1 1 1 1 L 1 1
70 75 B0 B85 50 77 775 7B 785
log, gt log, e

(a) (b)

Figura 4.3: a) log, (%) previsto pela gravitagdo de ordem superior, como funcéo de log;q(«), no
experimento de Pound-Rebka-Snider. Foi mantido fixo o parametro 3 = —10%. b) Detalhe da regiao

da faixa de incerteza experimental de [68].

A comparacao com a previsao da gravitacdo de ordem superior pode ser feita na
Figura 4.3, onde mantivemos 3 = —10% fixo e variamos . Para que haja concordancia

com o resultado de Pound & Snider, deve-se ter:
O(a) <107, (4.19)

Além da 6tima precisao da medida, a proximidade dos atomos estudados a fonte
do campo gravitacional favorece a determinacao de um bom limite para «. Isto ocorre
porque os termos de ordem superior tendem a corrigir a gravitagao no regime de peque-
nas distancias. Assim, quanto mais préximas as fontes dos fétons estiverem da origem
do campo, mais relevante sera a interagao com os setores de ordem mais alta. Expe-

rimentalmente, nessa circunstancia, constantes de acoplamento menores poderiam ser
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percebidas com mais facilidade; dai o limite aqui encontrado para « ser melhor que os
anteriores.

A medida mais precisa do red-shift gravitacional foi feita pela sonda Gravity Probe
A, num experimento realizado com um maser a 10.000 km da superficie da Terra. Na
ocasiao, o resultado da relatividade geral foi obtido com precisao da ordem de 0,01%
[69]. Apesar da excelente precisao, a ja grande diferenga de potencial entre os dtomos
faz com que a relevancia de eventuais efeitos de curta distancia seja diminuida. De
fato, o limite que segue desta medigao ¢ O(a) < 107.

H4, ainda, um fator que torna questionavel o uso deste experimento para esta-
belecer um limite para «. Ao invés de medir o red-shift absoluto entre a sonda e a
superficie da Terra, foi monitorada a variacao desta quantidade ao longo da trajetéria
da sonda. Como a interagao que estudamos prevé um desvio do resultado einsteiniano
que depende da distancia entre as fontes emissoras de radiacao, é necessario dispor do
avermelhamento medido ponto a ponto para comparar com o resultado tedrico. Esta
mesma dificuldade foi apontada por [55], também ao trabalhar com o potencial de Yu-
kawa. O resultado que melhor restringe « é, portanto, o de Pound & Snider; ao menos
por ora.

Ao finalizar esta secao, cabe uma palavra acerca da relevancia do limite encontrado
para [ na determinacao de anic. Ainda que o limite aqui obtido para a nao seja
tao sensivel ao valor de |f|max (vide, por exemplo, a Figura 4.1), sem ele haveriamos
estabelecido um valor bem menos restritivo. Com efeito, se dispuséssemos apenas do
limite classico |3 < 10%3, a comparagao com as medidas de red-shift de anas brancas
seria inconclusiva, pois este § ocorre numa regiao em que nenhum « é capaz de fornecer
os dados observados. (No contexto da equacao (4.10), para as anas brancas, teriamos
|Blmax > |5]*.) O mesmo vale para os experimentos nos arredores da Terra, de sorte
que o unico limite para « seria aquele oriundo das medidas do espectro do Sol — o valor

menos restritivo dentre os que aqui apresentamos.
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Epilogo

Nesta atual “era da precisao” ha a expectativa de, nos proximos anos, se dispor de
dados necessarios para estabelecer limites sobre os parametros de varias teorias, clas-
sicas e quanticas. O satélite GAIA, por exemplo, da Agéncia Espacial Européia, ira
fazer o mais preciso levantamento astrométrico até o momento, alcancando a precisao
de dez microsegundos de arco. Este excelente banco de dados possibilitara a feitura
de novos testes de gravitacao no Sistema Solar. E esperado medir efeitos de deflexao
gravitacional devido aos planetas, incluindo a contribuicao do momento de quadru-
polo dos planetas jovianos [70]; bem como efeitos de segunda ordem, no contexto da
relatividade geral [71]. Tudo isso permitird a determinagao dos célebres parametros

pos-newtonianos (PPN) com 6tima precisao [72].

A gravitacao de ordem superior, porém, devido aos potenciais de Yukawa que apa-
recem na sua energia potencial, nao se encaixa no formalismo PPN tradicional. Suas
previsoes tedricas para a deflexao da luz e o avermelhamento de linhas espectrais de-
pende, em primeiro lugar, de um valor de distancia até a fonte do campo. Por isso a
comparacao com dados de parametros PPN deve ser feita com cautela, como enfatiza-
mos nas analises deste trabalho. Para melhor determinar as constantes de acoplamento
da gravitacao de ordem superior a partir das modernas medigoes que estao por vir, é

necessario fazer a modelagem do experimento completo, tendo como base esta teoria.
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Em segundo lugar, para medidas de deflexao da luz, deve-se ter em mente a propaga-
cao dispersiva, que surge ja em primeira ordem ao nivel de arvore [35]. (Na gravitagao
einsteiniana ela ocorre, no espalhamento de um féton por um campo gravitacional fraco

externo, na segunda ordem da expansao perturbativa [73].)

Como a gravitacao de ordem superior possui dois parametros livres, eventualmente
as contribuicoes dos termos de derivadas mais altas podem se cancelar. Um exemplo
desta situagao é o caso do red-shift gravitacional, que, para certos valores de « e (3,
pode fornecer exatamente o mesmo resultado da relatividade geral. Esta possibilidade
de anular o desvio pés-newtoniano do potencial torna de especial valor aqueles testes
que dependem de apenas uma das constantes. Vimos, nos capitulos 2 e 3, que este
é o caso da deflexdao da luz, que depende unicamente de 5. Uma vez determinado
um limite para uma das constantes, podemos usar testes que dependam de ambas para
restringir a gama de possiveis valores que a outra pode assumir. Foi precisamente assim
que logramos encontrar uma cota superior para « usando dados de avermelhamento

espectral: O(a) < 10™ [53].

Vale ressaltar que s6 foi possivel determinar este valor porque dispiinhamos de
um bom limite para (3, obtido da andlise da deflexdo da luz ao nivel de drvore [52].
Este limite, O(|f]) < 10%%] diga-se de passagem, melhora em 12 ordens de grandeza o
apresentado na literatura [26, 27]. Limites mais restritivos podem ser obtidos levando-
se em conta duas caracteristicas da gravitacao de ordem superior: o comportamento

nao-newtoniano a curto alcance e a propagacao dispersiva de fétons.

A mencionada dependéncia na distancia tem como origem a corregao que a teoria de
ordem superior promove no limite de pequenos comprimentos. Esta correcao evita as
divergéncias que ocorrem na gravitacao einsteiniana; seu curto alcance se manifesta nos
termos de Yukawa presentes na expressao de seu potencial. Neste trabalho concentra-
mos nossa atencao sobretudo em testes astrofisicos de gravitagao. Os tinicos resultados

de ambiente controlado que usamos foram os experimentos de Vessot-Levine (sonda
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Gravity Probe A) e de Pound-Rebka-Snider; este dltimo, importante frisar, forneceu o
melhor limite para a. A vantagem deste é justamente sua capacidade de explorar essa

regiao de pequenas distancias.

Uma possibilidade de melhorar este limite talvez seja usar o potencial da gravitagao
de ordem superior para estudar experimentos de gravitacao em escalas milimétricas e
sub-milimétricas, em laboratério — versoes modernas do trabalho pioneiro de Daniel
Long [74, 75, 76]. H4 nao muito tempo isso foi feito no contexto de teorias f(R) (ver
[17] e [77], por exemplo) mas, até onde sabemos, para a gravitacao de ordem superior
completa o ultimo trabalho a esse respeito foi o de Stelle, em 1978 [26]. Combinando

essas medidas com o limite que obtivemos para [ talvez seja possivel reduzir a incerteza

sobre a [53].

Por sua vez, o limite de 5 pode ser melhorado valendo-se do fato de o espalhamento
de um féton depender da sua energia, como mostrou a analise ao nivel de arvore. Se se
dispoe de medidas de deflexao da luz, nos comprimentos de raios-X ou gama, por objetos
cujas massa e raio sejam conhecidos com certa precisao, pode-se inferir um limite
ainda menor para |3|. Outra alternativa seria medir um lenteamento gravitacional que
dependesse da energia da radiagao, observando assim o “arco-iris gravitacional”. Este
fenomeno ja foi medido na faixa dos raio-X, porém, ao que tudo indica, sua origem esta
relacionada a distribuigao dos elétrons que emitem a radiacao [78]. Ademais, neste caso
foi constatado que fotons mais energéticos sofriam mais lenteamento — comportamento

contrario ao previsto pela gravitacao de ordem superior.

Conhecer os valores dos parametros livres é importante nao s6 para dotar o mo-
delo de capacidade preditiva. Como dissemos na Introducao, teorias quanticas com
comprimento minimo levam naturalmente ao aparecimento de derivadas de ordens su-
periores [19, 20, 21]. A abordagem do comprimento minimo via deformagoes na &l-
gebra de Heisenberg pode ser comparada a certas formulagoes envolvendo geometria

nao-comutativa [79, 80, 81, 82]. E valido, entao, analisar sob quais condicoes essa
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identificacao pode ser feita, e como o comprimento minimo se relaciona ao parametro
de nao-comutatividade. Como este parametro esta associado as constantes de acopla-
mento dos termos de ordem superior, os resultados aqui obtidos podem se traduzir em
limites para o comprimento minimo da teoria. Mais investigagoes merecem ser feitas

neste sentido, o que esperamos realizar num futuro préximo.
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Apéndice A

Equacoes de campo para a gravitacao de

ordem superior

Neste apéndice deduzimos as equagoes de campo da gravitacao de ordem superior por

meio da variacao da acao

2 «
Slguw] = /d4x\/—g (?R + §R2 + §R/2w — EM) ; (A1)

onde L), é o setor de matéria. Calcularemos a variagao dos diversos termos em se-
parado, juntando-os apenas no final. Aqui os operadores V e [ estao associados a

derivadas covariantes.

a) Variacdo de R?,,,

Num sistema de coordenadas geodésicas, R*,, = =1’ ).» +17,,, donde
OR? e = =V 01", + V017 5.

Como (1.3) implica em 617, = %gp”‘ (Vuigua + V,u0Gua — Vadgu), segue:

1
6Rp/wa = §[gpa(vyvg - vavu)dgua + gpa<vuvu59Aa - V)\vu(sguoz) +

(A.2)
+ VAVPg, — V., V?8g,].
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b) Variagao de R,

Como dR,, = dR?,,,, do item anterior decorre:

1
ORyu, = 92 (9"*VuV 10gpa — VOVi0gua =V, VP69, + Udguw) - (A.3)

c) Variagdo de R

Notando que dg"” = —g¢"*¢"?0g,, ¢ usando o resultado anterior segue que:

SR = 5(¢" Ry) = Rug™ + ¢" R, = (—R™ — VAVY + ¢"'0) 5g,.  (A.4)

d) Variagao de \/—g

Ov/—a 1 99/80., 1 )
5/ —g = 5 9 5 g = §w/—g(g/’+“)59m, = 3V=99" 0u- (A.5)
v

e) Variagao de Sgp = [ d*z/—gR

Usando os resultados obtidos em (A.4) e (A.5) temos

OSR[gw] = / d'z/~g (—R”” — VIV 4 g0+ EQW) 50

2
R (A.6)
= /d4x\/—g (—R’“’ + 59‘“’) 09

ao integrar por partes os termos com derivadas de dg,, e assumir que dg,, e

V?§g,, se anulam no contorno da regiao de integracao.

f) Variagio de Sg2 = [ d*x\/—gR?

Vale §(R?) = 2RSR. Usando (A.4) e (A.5) e fazendo integracoes por partes (como

no item anterior) segue que

2

58 r2[gm] = / d*z/—g (—ZRR’“’ — 2VAVYR + 2¢"0OR + %g““) g (A7)
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g) Variagao de Spz, = fd4:r;\/—gRl2w

Como §(R,, R") = R'"§R,, + R,.,0(Rasg™g”"), pode-se mostrar que
0Skz, [gu] = /d‘lx\/ ( ’“’R%égﬁy +2R"OR,, — 2R“°‘Ra”6gw) .

Por sua vez, apds integracoes por partes, e usando (A.3), o termo central se

escreve como
/ d'z\/—g2R" SR, = / d'zy/=g (=2V,V"R" + ¢V, V3R + ORM™) 6g,,.

Ao levar em conta as identidades V,VYRH = %V“V”R + R'PYR,, — RFR,” e

ViR = %VO‘R, cujas provas podem ser encontradas em [37], segue:

0Sk2, 9] = / dizy/—g ( g R, — V'V R — 2RI R+

| (A.8)
+ 9" OR+ DR“”) 50
h) Variagio de Sy = [ d*x/=gLu
Se definirmos T, = %%‘gf’”) segue:
4 ™
5Sntlg] = / T (A.9)

Coletando os resultados obtidos em (A.6)-(A.9), e considerando o principio varia-

cional 0S]g,,| = 0, obtemos as equagdes de movimento do campo:

2 R R?
5 (RW . Eg,w) n % <ZRRW + 92V, VR — 2¢,,00R — 7g,w) 4
(A.10)

1 1 T
+B( g,“,R25+V VoR + 2Ry R = S g0 — DRW) w0,

2 2
consideravelmente mais complicadas que as equagoes de Einstein.
A linearizagao via aproximacao de campo fraco implica em desprezar os termos que

envolvem quadrados das curvaturas: R? ,RR,,, R e R, 7P, por serem de ordem
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k2. Ainda, e por esta mesma razao, das derivadas covariantes permanecem apenas as
derivacoes por componentes espaco-temporais (ordem zero em k). E, como g, sempre
aparece multiplicando um termo de ordem x, podemos substitui-lo pela métrica de
Minkovski. A equacao de campo da gravitagao linearizada é, destarte:

2 R 1
(— - gaaaa> <R/w _ _qu> _ (a " g) (Nuw0a0"R — 0,0,R) = _§T“”' (A.11)

K2 2

E oportuno notar que, como R,," = %Rw vale:

2 B, oo R 5 o "
|:<F — 5(‘9&5’ ) (Rul/ — ET]HZ,> — (OK + 5) (nw,aoﬁ R — 8#3,,}3) =0. (A12)
Decorre, entao, da equagao de movimento (A.11), a conservagao do tensor energia-

momento definido no item h) deste apéndice:

T," =0. (A.13)

jn%
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Apéndice B

Teorema para o estudo da unitariedade

Teorema|83|: Sejam my > 0 a massa de uma particula fisica genérica de spin 2 associ-
ada a wm modelo gravitacional 4-dimensional, k o seu correspondente momento trocado,

2 1?
k2=m3 =0 e <T“” 2 ) k2=0 2 0.
Demonstracao: Seja a base linearmente independente formada pelos vetores k* =

(KO, l;), k= (kO —/2) el =(0,¢),i=1,2, tais que:

~ 2
e T™ a corrente conservada. Entao <T3V — %)

kb =k kP =k Rkt = k2R, Ry = ke =0, elej, = —dy

O tensor T" se escreve nessa base como (i < j):

T = AKPE” + BE'R + CUele?) + DEUER” + Bk + Fike), (B.1)

i

onde ap”) = L(a"b” + a¥b").

A conservacao da corrente implica em

D -,
Ak + E(kg + k%) =0, (B.2)
2 7.2 D 2
B(k0+k)+5k =0, (B.3)
i7.2 i (1.2 72\ i\2 i\2
E'k*+ F' (ki + k") =0= (E")" > (F")". (B.4)
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Das equagoes (B.2) e (B.3), obtemos
Ak* = B(k2 + k)% (B.5)

Por outro lado, saturando os indices de T*” com k, e k, chegamos a uma relagao

de consisténcia para os coeficientes A, B e D:

AR+ B(K2 + k)% + DE*(k2 + k?) = 0. (B.6)

Com essas relagoes podemos determinar o sinal de (Tiy — DT_22> .
k2=0
Se k* = 0, as equagoes (B.2-B.4) implicam B = D = F = 0. A equagao (B.1) se
escreve entao:
T = ARPE + CUel e + Bikke)),
T T = Cleiuen,Clel'e)) = (CV)7,

donde! T =T+, =—-C" e T? = (C")*.

Portanto,
T2 - (C)2 (o 022)2 9
T2 _—_ - )2 _ = 2 (C1? > 0. B.
( e 2) k2=0 [(C ) 2 } 9 +2(C%)7| 0. (B
Determinemos, agora, o sinal de T}, —  em K = m3.

Com (B.6) obtemos:

T, T" = A%k + AB(k2 + k?)? + ADK*(k2 + k) +AB(k2 + k2)? + Bk +

2 2

. D y . D .
+ BDK* (k2 + k*) + 7k4 +H(CY)? + ADE* (K2 + k?) + 5 (kg + k*)* +

b b
. Ez 2 Eze . F@ 2 Eze .
+BDk2(k§+k2)—< 2) K- = (k:§+k:2)—( 2) B = (kg + 1),
?d’ _

C . - - ) .
L Aqui fndices repetidos subentendem somatérios, e expressdes como (C”) devem ser entendidas

como _, C¥C%. Da mesma forma, C* = 3", C% mas (C’”)2 = >, C’”)Z.
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Usando as relagoes (B.2)-(B.6) pode-se mostrar que a = b = ¢ = d = 0. Podemos
escrever entao 1), T = A%k* — 2ABK* + B*k* + (C)? — ng + @kz, ou seja,
. k2 . .
T,,T" = (A — B)*k* + (CY)? + 5} [(E")? — (F')*] > 0. (B.8)
Por outro lado, como

T = Ak* + B> — C" + D(k2 + K*) = BK* — AK* — C" = (B — A)k* — C",  (B.9)

segue que

T% = (A — B)2k* + 2(A — B)CUk? + (C)2. (B.10)

De (B.8) e (B.10), temos

2

= (A= B)'mi+ (CV) + 2 () = (F')?] +

2,2
k2=m3

(A—B)?m3  2(A— B)C%m? (C’”)Z'

3 3 3

2 B Ou 2
= S(A—B)'m3+(CY) — ( 3)
kQ:m% ~ ~~ 4 ~ ~~ 4

>0 >0

+

m; i\2 o1 2(
7[(5’) —(F)l—

~
>0

A~ B)Cim2
; .

+

Os termos indicados pelas chaves sao claramente positivos, restanto apenas verificar
o sinal do ultimo termo. Para tanto, vamos considerar o trago do tensor T*": porque
particulas fisicas massivas tém o traco do tensor energia-momento sempre positivo, em
(B.9) tem-se (B — A) > 0.

Como (A — B) < 0 segue que —w > 0. Entao,

> 0, (B.11)

finalizando a demonstracao do teorema.
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Apéndice
Equivaléncia conforme e o setor de R2

Neste breve apéndice apresentamos a equivaléncia conforme entre a teoria com apenas
os setores R + wa e aquela que também contém o termo R? na lagrangeana.

Vimos em (1.70) que, no calibre de Teyssandier, a métrica pode ser escrita como:

Guv = Nuw + [h,(g) + Q/J;LI/ - ¢7qu} K. (Cl)

Nao é dificil se convencer de que, caso a teoria nao tivesse o setor! R2, ela seria
descrita pela métrica

(R+R2))
Guv = Nuw + [hff) + ¢l~“’} K. (C.2)

Reescrevemos, pois, em primeira ordem, (C.1) como:
2
Gur = (1 = k) g P10, (C.3)

Assim, a inclusao do termo R? pode ser vista como uma transformacao conforme na
métrica da teoria R+ wa. Como uma dita transformacao preserva angulos, concluimos

que o setor R? nao contribui em nada para o fendmeno de deflexao da luz [35, 84].

!Este argumento é de cunho tao-somente hipotético; vimos na Secdo 1.3 que o setor R? é funda-

mental para garantir a auséncia de taquions na teoria e respeitar o limite newtoniano.
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Apéndice D

Comportamento do angulo de espalhamento

para algumas situacoes limite

A partir da equacao do angulo de espalhamento na abordagem semicléssica,

1 1 1 2F? 62
=+ + In (D.1)

n2 2 m2 2 m2
0y, 0 27 mp o g2q T

¢ possivel obter os mesmos comportamentos assintéticos descritos na Secao 3.1 (14,
baseando-se na se¢ao de choque do processo). Como (D.1) é a equacao que define 6,
nao podemos tomar limites como my — 0 considerando que 6 se mantém fixo. Para
uma analise consistente, definimos a fungao v = v(m3/E?) > 0 tal que

_
0 = 7z (D.2)

Pode, entao, (D.1) ser posta na forma'

2 2
ms 1 1 ¥
—_— = — 2ln| —— | = D.

ou

= (). (D.4)

Por ser f uma fungdo continua decrescente de v > 0 que tem como imagem o intervalo (0, +00),

pode-se mostrar que é sempre possivel encontrar uma solugao para (D.1) na forma (D.2).
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A diferenciagao implicita de ambos membros de (D.3) por m3/E? mostra que v é
uma fungao decrescente. Logo, o limite my/E — 0 corresponde a fazer v — oo em
(D.4); por sua vez, ms/E — 00 equivale a v — 0.

Estamos, agora, em posi¢ao de verificar o comportamento assintotico do angulo
de deflexao nos limites de pequenos e grandes valores de |3]. E imediato verificar
que, fixando o valor da energia E do féton: limg o0 = 0 e limg_on0 = 0. O
primeiro regime retoma o caso einsteiniano, como desejado, enquanto o outro indica
que nenhuma deflexao ocorre se |3| for suficientemente grande.

Por outro lado, ao manter 3 fixo e comparar o o angulo de espalhamento de fétons
de diferentes energias segue que § — 6g no limite de baixas energias (mq/E — 00),
e 6 — 0 caso o féton seja bastante energético (ms/E — 0). Isso sugere que quanto
maior a energia de um féton, menos ele se desviara da trajetéria retilinea; e que, para
qualquer valor de [, existe um valor de energia abaixo do qual a deflexao sofrida pelo

féton serd arbitrariamente préxima aquela prevista pela gravitacao de Einstein?.

2Esta conclusdo é contraria a abordagem clédssica apresentada no Capitulo 2. Vide as discussoes

nas segoes 3.2 e 3.3.
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