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RESUMO

Dissertacdo de Mestrado
Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas

ASPECTOSDIMENCIONAIS DA CONSISTENCIA DE CALCULOS
PERTURBATIVOSEM TEORIA QUANTICA DE CAMPOS
AUTOR: ALAN EspiNOsSA MAICA
ORIENTADOR: ORIMAR ANTONIO BATTISTEL
Local e Datada Defesa: Rio de Janeiro, 29 de marcgo de 2010.

Uma nova estratégia para manipulacdo e céculos envolvendo amplitudes divergentes em
solugdes perturbativas de Teorias Quanticas de Campos tem sido aplicada para o estudo de
alguns problemas para os quais a consisténcia no tratamento de divergéncias desempenha
papel crucial, em teorias e model os formulados em dimensdo espaco-temporal quatro. Tendo
em vista 0 sucesso obtido com a aplicacéo da estratégia de calculo e considerando-se a néo
existéncia de restricbes de aplicabilidade, torna-se natura considerar investigagcbes em
teorias e modelos formulados em outras dimensdes. Tendo isto em mente, no contexto do
presente trabalho, considera-se o0 estudo de amplitudes perturbativas associadas a
Eletrodindmica Quantica, ao nivel um “loop”, com particular interesse no tensor de
polarizacdo do vacuo, em dimensdes espaco-temporais dois, trés, quatro. Nos resultados
obtidos, aspectos importantes podem ser destacados. Como tal, é possivel perceber que, a
partir dos resultados obtidos no contexto da técnica utilizada, pode-se obter um mapeamento
naqueles resultados obtidos com a utilizagdo de métodos tradicionais de regularizacéo,
particularmente com a Regularizacdo Dimensional. Além disto, a generdizacdo do
procedimento e dos resultados para, dimensdes espaco-temporais quaisguer, parece ser
perfeitamente possivel. Isto permite colocar as investigagdes em cinco e seis dimensoes,
sequiéncias naturais dos estudos, no contexto de uma sistematizaco Unica. E perfeitamente
possivel vislumbrar que, para as amplitudes da Eletrodindmica Quantica, ao nivel um loop,
as relacOes de simetria poderdo ser satisfeitas naturalmente e as amplitudes estardo livres de
ambiglidades apesar do cardter ndo renormalizdvel das teorias correspondentes. A
consisténcia desgjada é obtida com a identificacdo de relaces especificas entre integrais
divergentes com 0 mesmo grau de divergéncia, denominadas de relagbes de consisténcia.,
completamente andlogas aquelas identificadas em dimensdo quatro. Pode-se perceber, a
partir dos resultados j& obtidos para as referidas amplitudes, que, quando estes sdo escritos
em termos de um conjunto apropriado de funcgdes (que representam as partes finitas) e de um
conjunto adequado de objetos bésicos divergentes, estas exibem formas universais.

Palavras-chaves. Amplitudes, Divergéncias, Consisténcia, Estratégia.
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A new sdstrategy for manipulations and calculations involving divergents amplitudes,
associated to perturbatives solutions of Quantum Fields Theories, has been recently applied in
the study of some physical problems where the consistency in the treatment of divergences
plays acrucial role, in theories and models formulated in 4D space-time dimension. Given the
obtained success with the application of the mentioned calculational strategy and the absence
of any restrictions of aplicability, it becomes natural to consider investigations in theories and
models formulated in other space-time dimensions. Having this in mind, in the context of the
present work, it is considered the study of perturbative amplitudes associated to the Quantum
Electrodynamics, at the one "loop" level, spending special attention to the vacuum
polarization tensor. The evaluation of such amplitude is considered in details, in space-time
dimensions two, three and four. In the results so obtained, important aspects can be
emphasized. Among them, it is possible to notice that, starting from the results obtained in the
context of the used technique, a perfect map can be obtained between these results and those
obtained within the context of traditional regularization methods. In particular with those
produced by using the Dimensional Regularization technique. Besides, the generalization of
the procedure to other space-time dimensions, not considered here, it seems to be perfectly
possible. This allows us to put the investigationsin five and six dimensions, natural sequences
of the studies, in the context of a unique point of view. In addition, it is possible to conclude
that at any space-time dimension, for the Quantum Electrodynamics amplitudes at the one-
loop level, the symmetry relations or ward identities will naturaly be obtained satisfied and
the amplitudes will be free from ambiguities, in spite of the non renormalizable character of
the corresponding theories. The desired consistency is obtained after the identification of
specific relations among purely divergent integrals having the same divergence degrees,
denominated as consistency relations, in a completely similar way to those previously
identified in 4D dimension. It can be also noted that mathematical structures analogous of the
structure functions introduced in 4D calculations in order to systematize the finite part of the
amplitudes, can be easily identified allowing us to put the results for all Feynman integralsin
universal formsin any space-time dimension.

Keys-Words: Amplitudes, Divergences, Consistence, Strategy.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

A Teoria Quantica de Campos (TQC) [1] fornece um quadro tedrico para a formulagao
de modelos de mecénica quantica de sistemas classicamente descritos por campos ou
(especialmente no contexto da matéria condensada) sistemas de muitos corpos. TQC é
amplamente utilizada em fisica de particulas e fisica da matéria condensada. A maioria das
teorias modernas de fisica de particulas, incluindo o modelo padrao, sdo formuladas como
uma TQC. Tais teorias sao usadas em muitas circunstincias, especialmente aquelas em
que o numero de particulas varia, por exemplo, na teoria BCS [2] da supercondutividade.

Em TQC perturbativa (TQCp), as forgas entre as particulas sao mediadas por out-
ras particulas. A forca electromagnética entre dois elétrons é compreendida como uma
troca de fétons. Boséns intermedidrios medeiam a forga fraca e glions medeiam a forga
forte. Nao existe atualmente nenhuma teoria quantica completa que descreva a forca
gravitacional, mas muitas das teorias propostas postulam a existéncia de uma particula,
o graviton, que a intermediaria. As particulas portadoras de forca sao particulas virtuais
e, por definicao, nao podem ser detectadas na interagao da forga. A nocao de "particula
mediadora de for¢a" vem da teoria de perturbacao.

A teoria de perturbacao, em TQC, é um método de aproximagao para descrever um
sistema complicado (teoria com interagao) em termos de um mais simples (teoria livre).
A idéia é comegar com a teoria livre (um unico campo) para a qual a solu¢do matemadtica
é conhecida, e adicionar um "perturbador" (a corrente ou termo de intera¢ao) que repre-
senta uma perturbacao fraca para o sistema. Se a perturbagao nao for muito grande ou,
dito de outra maneira, se o pardmetro que acompanha o termo de interacao (a constante
de acoplamento) for pequeno, diversas quantidades fisicas associadas ao sistema pertur-
bado podem, a partir de consideragoes de continuidade, ser expressas como "corregoes"
as quantidades fisicas da teoria livre. Essas correcoes, sendo "pequenas" em relagdo ao
tamanho das quantidades da teoria livre, podem ser calculadas utilizando métodos aprox-
imados, como a série assintética. Podemos, portanto, estudar uma TQC com interagao
com base em nosso conhecimento a respeito da teoria livre. Assim, a solugao de uma TQC

da-se em termos de uma série em torno do pardmetro de acoplamento e a quantizagao
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¢é feita tomando-se os coeficientes da série perturbativa ordem a ordem do parametro de
acoplamento, dessa forma, obtemos as corre¢oes quanticas (ou radiativas) a teoria livre.
No entanto, os coeficientes em cada ordem da série perturbativa sao constituidos, em
geral, pelo produto de distribuicées o que nao pode ser consistentemente definido como
foi provado por Laurent Schwartz [3], que recebeu a medalha Fields pelo seu trabalho
sobre distribuigoes em 1950. Este fato nos conduz as divergéncias de uma TQC. Tais
divergéncias aparecem na forma de integrais de Feynman e podem ser abordadas, atual-
mente, de trés maneiras, aparentemente, distintas: via TQC em abordagem causal [4],
via técnicas de regularizacao cujas mais tradicionais sao a regularizacao de Pauli-Villars
(PV) [5] e Regularizagao Dimensional (RD) [6] e via abordagem autoconsistente de O.
A. Battistel [7]. E no constexto desta tltima que desenvolvemos um estudo a cerca dos
aspectos dimensionais da consisténcia de célculos perturbativos em TQC, utilizando a
Eletrodinamica Quéantica (EDQ) como cendrio para nossos estudos.

Neste cédpitulo, detalharemos as motivagoes e os objetivos de tal estudo, mas antes
disso, apresentaremos, de maneira breve, uma revisao histérica e de aspectos gerais da
TQC e, consequentemente, da EDQ, com o intuito de prover recursos para apresentarmos

as motivacoes e os objetivos de nossos estudos.

1.1 A Eletrodindmica Quantica

A primeira teoria razoavelmente completa da EDQ, que inclufa tanto o campo eletromag-
nético (fétons) e a matéria eletricamente carregada (elétrons), foi criada por Paul Dirac
em 1927 [8]. Esta teoria quantica do campo poderia ser usada para modelar processos
importantes, como a emissao de um féton por um elétron decaindo em um estado quantico
de menor energia, um processo em que ocorre alteracao no nimero de particulas - um
dtomo no estado inicial torna-se um dtomo com um féton a mais no estado final.

Apesar de seu sucesso inicial, a EDQ foi atormentada por vérias dificuldades tedricas.
Muitas, aparentemente, envolvendo indcuas quantidades fisicas, tais como a mudanca de
energia dos estados de elétrons, devido & presenca do campo electromagnético, geraram
infinitos - um resultado absurdo - quando calculadas utilizando a EDQ. Este "problema de
divergéncia" foi solucionado durante a década de 1940 por Bethe, Tomonaga, Schwinger,
Feynman e Dyson, através do procedimento conhecido como renormalizacao. Esta fase
de desenvolvimento culminou com a construcao da teoria moderna da EDQ. Comegando
em 1950 com o trabalho de Yang e Mills, a EDQ foi generalizada a uma classe de TQC
conhecida como teoria de calibre. A década de 1960 e 1970 viu a formulacao de uma teoria
de calibre agora conhecida como "modelo padrao da fisica de particulas", que descreve

todas as particulas elementares conhecidas e as interacoes entre elas.
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1.1.1 Divergéncias na EDQ

Ao desenvolver a EDQ em 1930, Max Born, Werner Heisenberg, Pascual Jordan e Paul
Dirac descobriram que no cédlculo perturbativo muitas das integrais eram divergentes. As
divergéncias aparecem nos cédlculos envolvendo diagramas de Feynman com lagos fechados
contendo momentos internos de particulas virtuais.

Embora as particulas virtuais obedecam a conservagao de energia e momento, elas po-
dem assumir qualquer valor para estas quantidades, mesmo aqueles que nao sao permitidos
pela relacao relativistica de energia-momento para a massa observada destas particulas.
Isto &, B? — |?|2 nao é, necessariamente, a massa da particula nesse processo (por exem-
plo, a massa de um féton pode ser diferente de zero). Essa particula é chamado off-shell.
Quando hd um lago, o momento das linhas internas nao é unicamente determinado pelos
momentos das linhas externas. A variagao da energia de uma particula no lago pode ser
contrabalancada por uma variacao igual e oposta na energia de outra particula também
no lago. Entao, para encontrar a amplitude de um processo envolvendo um laco deve-se
integrar sobre todas as combinagoes possiveis de energia e momento presentes no interior
do lago.

As integrais originadas por este processo sao muitas vezes divergentes, i.e, dao como
resposta uma quantidade indeterminada, infinita. Um tipo de divergéncia, é a divergéncia
ultravioleta (UV). Esta pode ser descrita como segue:

* A regiao na integral onde todas as particulas do laco tém energia e momento grandes.

* Comprimentos de onda muito pequenos e flutuagoes de alta freqiiéncia dos campos,
na integral de caminho do campo.

* Tempo préprio muito curto entre a emissao e absor¢ao de uma particula, se o laco
for pensado como uma soma sobre todos os caminhos da particula.

Entao, essas divergéncias estao relacionadas a fendémenos que ocorrem em distancias
e tempos muito pequenos.

Existem exatamente trés diagramas divergentes a nivel 1-lago na EDQ.

1. um f6éton cria um par elétron-pésitron virtual que, em seguida aniquila-se, este é o
diagrama, de polarizagao do vdcuo.

2. um elétron que rapidamente emite e absorve um féton virtual, chamado de auto-
energia.

3. um elétron emite um féton, emite um segundo féton, e reabsorve o primeiro. Este
processo é mostrado na figura 1.1, e é chamado de renormalizagao do vértice.

Os trés diagramas divergentes correspondem a trés parametros na teoria:

1. a normalizacao do campo Z.

2. a massa do elétron.

3. a carga do elétron.

A segunda classe de divergéncias, chamada de divergéncia infravermelho, é devido as

particulas sem massa, como o féton.
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P

Figura 1.1: Diagrama para contribui¢ao ao espalhamento elétron-elétron na QED. O lago
possui uma divergéncia ultravioleta.

O diagrama da figura 1.1 mostra uma das diversas contribuigoes a nivel 1-laco do espal-
hamento elétron-elétron em EDQ. O elétron, no lado esquerdo do diagrama, representado
pela linha sélida, chega com o 4-momento p* e sai com 4-momento #. Ele emite um féton
virtual carregando r* — p" que transfere energia e momento para outro elétron. Mas neste
diagrama, antes que isso acontega, ele emite um féton virtual carregando um 4-momento
g", e reabsorve este depois de emitir um outro féton virtual. A conservacao de energia
e momento, nao determina o 4-momento ¢* unicamente, por isso todas as possibilidades

contribuem igualmente e devemos considera-las, integrando sobre todas.

1.1.2 Relagoes entre fungoes de Green

A Lagrangiana da EDQ é dada por:
- 1
L=y (y'D, —m)y — ZFWFW’ (1.1)

onde,
e v* sao as matrizes de Dirac;
e 1) ¢ um campo 2-espinor de particulas de spin 1/2;
o) = W%, é o "psi barrado" ou adjunto de Dirac;
e A, é o 4-potencial covariante;
e D, =0, +ieA, é a derivada covariante de calibre;
o " = grAY — 9¥ A" é o tensor do campo eletromagnético;
e ¢ é a constante de acoplamento, igual a carga do elétron;
As equagoes de Euler-Lagrange para o campo espinorial sdo obtidas a partir da

o <%Cw>> B g_i =0 (1.2)

os dois termos dessa tltima expressao, obtidos a partir da Lagrangiana (1.1), sao:

o (55.27) =0 (0. (13)

equacao:
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e,
% = —(ey"A, +m) . (1.4)
Substituindo (1.3) e (1.4) em (1.2) obtemos:
(iv"0, + ey" A, +m) ¢ = 0, (1.5)
tomanto o complexo conjugado:
(iv"0, — ey" A, —m) 1 = 0. (1.6)

Reescrevendo esta 1ltima expressao:

(Z-Vpa,u - m) ¢ = —¢€ (’}/#Au) ¢7 (17)

onde o termo do lado esquerdo do sinal de igualdade é a equagao de Dirac original, ou
seja, a equacao de movimento para o campo livre, e o lado direito representa a interagao
com 0 campo eletromagnético.

Agora vamos obter a equacao de movimento para A,:

or or
o (8(8,,14#)) “oa, (18)

desenvolvendo os dois termos desta expressao,

oL
_ = HAY — Y AH
0, (8(8VAH)) 0, (0" AV — 9" A*) (1.9)
e, 5
L -
= — H
o4, ey, (1.10)
De onde sai que:
0, F"" = ey, (1.11)

assim obtemos a corrente vetorial para o férmion massivo de spin 1/2, ji que 9,F"* = j*
faz parte das equacoes de Maxwell na forma covariante e j# é a corrente. Estabelecemos,
dessa maneira, um mecanismo para construir um conjunto de correntes, no contexto
da dlgebra espinorial. Este serd 1til para determinar relagoes entre fungoes de Green

perturbativas. Definimos j;(x) como

Ji(z) = Y(z)Tip(w), (1.12)

onde T'; sdo as matrizes (apéndice A) responséveis pelas propriedades de transformacao

das correntes. Elas sao elementos do conjunto

5 Vouws1s Vs Y Vawst)s (1.13)

que caracterizam, respectivamente, as densidades:
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e Escalar
S(x) =) [1] v(x) (1.14)
e Pseudo-escalar
P(z) = ¥(2) [yau41] ¥(@) (1.15)
e Vetorial
Vi(z) = o(@) [v,] v(2) (1.16)
e Axial-vetor
Au(@) = (@) [1u7201] ¥(2), (1.17)

em qualquer dimensao par. Em dimensoes impares as pseudo correntes estao ausentes
desde que 7, ; nao existe. As densidades tensoriais serao consideradas em outra ocasiao
[9].

Uma importante propriedade do modelo, relativo as relagoes de simetria, é o valor
para o divergente das correntes. Estas sao dadas por

{ 9,V (z) =0

0,AM(x) = 2mP(x). (1.18)

As relagoes de comutacao a tempos iguais podem ser estabelecidas a partir de propriedades
do campo fermiodnico. Através da derivada do produto das correntes pode-se estabelecer
relagoes entre as fungoes de Green da teoria e, consequentemente, relagoes de simetria.
Semelhantes relagoes podem ser construidas com a utilizagao direta das amplitudes
perturbativas na ordem escolhida. Em mais baixa ordem, com o propagador fermidnico
i
y—m’

é possivel construir fungoes de n-pontos. Exemplos destas sdo as fungoes de um e dois

iSr(p) =

(1.19)

pontos as quais podem ser definidas como:

i) Fungoes de um ponto:

T (ki,m) :/(gjr—w)];ﬂ {Fm} (1.20)

ii) Fungoes de dois pontos:

G (e e o 1) — d*k AT 1 , 1
o) = [ ot (S 0

Nas expressoes (1.20) e (1.21), k1 e ko representam escolhas arbitrarias para os mo-

mentos internos. Na funcao de dois pontos a quantidade ¢ = k; — ko serd identificada
como o momento externo. Por sua vez a quantidade Q = kq + ko serd completamente in-
definida. Isto significa que qualquer dependéncia de alguma amplitude fisica na quantidade

Q implicard em ambiguidades.
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Na nossa notacao os indices superiores, das funcées de um e dois pontos, estao rela-
cionados com os respectivos indices de Lorentz, por isso, I'; = v, implica em TX (k1,m),
onde, o indice superior V' refere-se 4 uma quantidade vetorial. Da mesma maneira, I'; = 7,
e I'; = v, implicam em TX,V (k1,m; ka,m), onde, os indices superiores V'V referem-se a
uma quantidade tensorial (ou vetor-vetor). Para simplificar, de agora em diante, remover-
emos o argumento das func¢oes de dois pontos desde que nenhum papel serd desempenhado
por este na presente discussdo. No que diz respeito as fungoes de um ponto, mantere-
mos a rotulagao pois existem diferentes possibilidades que devem ser distinguidas. As
relagoes entre fungoes de Green podem ser obtidas através da identificacao de identidades
sem que qualquer aspecto relacionado & operagao de integragao seja utilizado. Como tal

consideremos a identidade
. { 1 1 } B 1 B 1
TV = W) —m ) Yl Y )

Depois de tomar o trago e integrar sobre o momento k em ambos os lados, obtemos uma

(1.22)

relacao entre duas amplitudes fisicas.
¢"Ty,Y =Ty (kzym) =T, (k1,m), (1.23)

Esta relagao é vilida para qualquer dimensao espaco-temporal e implica que quando a am-
plitude V'V é explicitamente calculada e, depois disso, contraida com o momento externo,
no resultado entao obtido, deve ser possivel identificar a diferenga entre duas fungoes de
um ponto, previamente calculadas no contexto do mesmo procedimento. A relacdo acima
deve ser satisfeita sem que qualquer escolha seja feita para as eventuais arbitrariedades
envolvidas. O valor identicamente nulo para o lado direito da equagao (1.23), o qual re-
flete a conservacdo da corrente vetorial ou a invaridncia de calibre, deve ser obtido apéds a
utilizagao de propriedades universais das estruturas divergentes envolvidas as quais devem
implicar na anulagao automética das estruturas de um ponto, conforme exigido pelo teo-
rema de Furry. Em outras palavras, as condi¢Ges para um célculo consistente da fungao
V'V devem ser as mesmas, do ponto de vista matemadtico, as quais sao necessarias para um
célculo consistente da fungdo de um ponto vetorial. Este aspecto especifico é utilizado,
no presente trabalho, para as discussoes a respeito da existéncia de possiveis relacoes de
consisténcia nas manipulagoes envolvendo divergéncias em céalculos perturbativos em 2,3

e 4 dimensoes espaco-temporais do que nos ocuparemos nos proximos capitulos.

1.2 Técnicas de Regularizacao e métodos alternativos

Dado que a quantidade "oo — 00" (infinito menos infinito) nao é bem definida, e a fim de
admitir a idéia de cancelar divergéncias, as integrais divergentes sao manipuladas usando
a teoria de limites, em um processo conhecido como regularizacao. Trata-se de uma

modificacao essencialmente arbitrdria no integrando, de um lago, denominada requlador.
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Este pode fazer com que energias e momentos grandes decrescam rapidamente de maneira
que as integrais tornem-se convergentes ou finitas.

Muitos tipos diferentes de reguladores sao utilizados nos calculos de TQC, cada um
com suas vantagens e desvantagens. Um dos mais populares no uso moderno é a RD, que
controlou as integrais divergentes considerando-as em um espa¢o com um nimero ficticio
de dimensoes fraciondrias. Outro é a PV, que adiciona particulas ficticias a teoria com
massas muito grandes, de tal forma que integrais de lacos envolvendo particulas massivas
cancelam os lagos com momentos grandes.

No entanto, sérios problemas conceituais de TQCp estao relacionados as técnicas de
regularizacio. E bem conhecido o fato da EDQ planar que, quando considerada no con-
texto das técnicas de regularizacao, fornece uma resposta ambigua para questoes funda-
mentais onde a geragao dindmica de massa para o féton é diferente de zero [10]. De fato,
utilizando PV obtem-se massa nula enquanto que com a RD obtem-se massa diferente de
zero. Como observado em [10] ndo hd uma regra para decidir por um unico regulador.
PV é preferido por uns, pois procede com expressoes mais regulares, entretanto, outros
[11] preferem a RD pelo fato de PV fornecer o valor indesejado da massa nula para o
féton, neste caso em especifico. De fato, as técnicas de regularizagao desempenham um
papel fundamental em TQCp. Desde o advento de técnicas como PV e RD, talvez as
mais utilizadas das técnicas, muitas outras foram criadas. Abaixo, listamos algumas das
técnicas que comumente encontramos em trabalhos onde problemas envolvendo TQCp
sao considerados, seguidas do ano em que foram propostas:

e Regularizagao de Pauli-Villares [5], 1949;

e Regularizagao Dimensional [6], 1972;

e Regularizagdo por Redugao Dimensional [12], 1979;

e Regularizagao pelo método dos Operadores [13], 1986;

Tais técnicas consistem em um algoritmo com o qual é possivel manipular integrais
divergentes presentes no célculo de amplitudes fisicas no contexto de TQCp. Diante de
tamanha variedade de diferentes algoritmos, podemos formular a seguinte pergunta: Por
que os Fisicos, e também os Matematicos, propuseram tantas técnicas de regularizagao?
A resposta a esta pergunta nos remete a questoes como “restricio de aplicabilidade” e
“ambiguidade do regulador”, propriedades indesejaveis mas que, no entanto, parecem ser
de cardter intrinseco a tais técnicas. A restricao de aplicabilidade refere-se a impossibili-
dade de, no contexto especifico de uma determinada técnica, calcular alguma amplitude
fisica divergente, enquanto que, ambiguidade do regulador refere-se a resultados difer-
entes obtidos com o cédlculo de uma mesma amplitude no contexto de diferentes técnicas.
Todas as técnicas aqui citadas possuem estas propriedades. E possivel ainda, e muito
provdavel, que nenhuma técnica de regularizagao, até entao proposta, esteja isenta destas
propriedades. Portanto, uma resposta especulativa a esta questao, é a possibilidade de
que Fisicos e Matemaéticos tenham proposto tantas técnicas com o intuito de encontrar

um algoritmo livre destas propriedades.
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O fato, de que os fendmenos previstos por uma teoria nao devam depender das difer-
entes técnicas de cdlculo empregadas para descrevé-los, nos permite questionar sobre a
possibilidade de que as técnicas de regularizagao, como sendo apenas um procedimento
matematico para o cédlculo de grandezas fisicas no contexto de TQCp, devam ser equiv-
alentes, no sentido de que deveriam nos fornecer os mesmos resultados para uma mesma
grandeza fisica calculada. Dito isto, é razodvel querer formular uma demonstragao onde
a equivaléncia das técnicas é comprovada. Mas justo pelas restricoes de aplicabilidade
e ambiguidade do regulador, que tal tarefa nao deve ser fdcil ou, nem mesmo possivel.
Pois, devido a estas propriedades, é que uma técnica pode ser aplicada ao célculo de uma
grandeza fisica e diferir em seu resultado quando comparado ao resultado obtido com o
uso de outra técnica, no calculo da mesma grandeza fisica (ambiguidade do regulador) ou,
ainda, é possivel que nem se possa comparar os resultados, ja4 que o problema em questao
pode estar dentre aqueles relacionados a restricao de aplicabilidade de uma das técnicas.
Podemos citar como exemplo, a esta questao, o fato da RD nao ser aplicdvel ao cédlculo
de amplitudes axiais, aquelas que contém a matriz v; em (1 + 3)D ou suas andlogas,
em outras dimensoes. Também é verdade que quantidades topoldgicas que sé existem
em dimensoes inteiras figuram dentre as restrigoes de aplicabilidade da RD. No caso de
PV, a técnica faz com que a teoria perca a simetria de calibre além, como j4 dissemos,
de expressar a ambinguidade do regulador. Sendo assim, como exigir que tais técnicas
sejam equivalentes se nem mesmo sao aplicdveis ao cdlculo de uma mesma grandeza fisica
e, ainda, quando o sdo, podem fornecer resultados ambiguos? Entao, exigir que técnicas
de regularizacao sejam equivalentes para o célculo de quantidades fisicas, como qualquer
método matemadtico que nao devesse intervir nos resultados previstos pela teoria, s6 faz
sentido em situacoes especificas onde as técnicas podem ser aplicadas e nao apresentam
ambiguidade entre os resultados, fora isso, nao pode-se garantir qualquer equivalénica
entre as técnicas e a tentativa de atribuir um possivel cardter de universalidade, é uma
atitude ingénua.

O fato das técnicas de regularizagao possuirem estas propriedades, leva a inconsisténcia
no cédlculo de amplitudes fisicas divergentes, no contexto de TQCp. Portanto, a escolha
por uma tnica técnica de regularizacao para calcular as predigoes da teoria nos leva a
comprometer a consisténcia da prépria teoria. Assim, nos deparamos com uma questao
preocupante: Como garantir que ao propormos uma nova TQCp e efetuarmos os calcu-
los de suas eventuais amplitudes fisicas divergentes e, consequentemente, das grandezas
fisicas, nao estaremos comprometendo os resultados e, portanto, a consisténcia da teoria?
Pretendemos, neste trabalho, contribuir para uma resposta a esta questao.

E neste contexto que buscamos um caminho alternativo a manipulacio de amplitudes
fisicas divergentes. A utilizagao do método desenvolvido por O. A. Battistel [7], um pro-
cedimento autoconsistente e universal, sem restricoes de aplicabilidade conhecidas até o
momento, e sem a necessidade de um regulador, elemento que define uma técnica de

regularizacao. De fato, o procedimento que escolhemos, para manipular as integrais di-
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vergentes, nao consiste em uma técnica de regularizagao e, até onde tem sido aplicado [14]
tem apresentado-se como uma alternativa robusta quando comparada as técnicas de reg-
ularizagao comumente utilizadas. O robusto, como veremos, estd justamente relacionado
com a consisténcia da teoria, rigorosamente, requisitada a cada etapa do calculo das am-
plitudes fisicas divergentes. O objetivo especifico deste trabalho é apresentar em detalhes
a aplicagao desta técnica e sempre que possivel ressaltar suas vantagens com relagao as
técnicas de regularizacao. Este paralelo é de fundamental importancia para justificar o
apreco da técnica que utilizamos, no entanto, como ja dissemos, o foco deste trabalho é
detalhar a implementacao da técnica e ressaltar as suas vantagens e nao o de apresentar
um estudo sobre as técnicas de regularizagao. Com este fim, escolhemos como cendrio a
EDQ. Durante muitos anos discutiu-se as questoes conceituais da EDQ diretamente rela-
cionadas com os aspectos operacionais das técnicas de regularizacao e, ainda hoje, nao ha
um consenso sobre tais questdes, como podemos observar nestes trabalhos [10], [15], [16].
As aplicagoes da EDQ como um modelo para diversos fendmenos fisicos, alguns j& citados
aqui, também nao figuram no foco deste trabalho, que visa apenas os aspectos tedricos
relevantes aos cédlculos das amplitudes fisicas divergentes, oriundas desta teoria, por isso,
nao consideraremos o estudo de nenhuma das aplicagoes da EDQ, enquanto modelo para
determinados fendmenos fisicos.

O método desenvolvido por O. A. Battistel baseia-se em observagoes que culminam
em determinadas relagoes entre integrais com o mesmo grau de divergéncia, denominadas
Relagoes de Consisténcia (RC). As RC tém mostrado-se [14] um artificio necessdrio e
suficiente para garantir uma TQCp livre de ambiguidades. O método de O. A. Battistel
¢é potencialmente instrutivo pois fornece um esquema tnico e universal para o cédlculo de
amplitudes fisicas divergentes e porque nao necessita de nenhum tipo de regulador para
calcular integrais divergentes ja que estas nao sao manipuladas, cdlculadas, no contexto
do método, a medida que uma nova regra de Feynman é implementada, anterior a de
integracao nos lagos. Este insight garante uma vantagem ao método, pois como j& co-
mentamos, certos resultados sao fruto de um regulador em particular [10]. As RC sao
constituidas a partir do teorema de Furry, relagoes entre as fun¢oes de Green e identi-
dades de Ward-Slavnov-Taylor, preservando, com isso, as simetrias da teoria e tornando-a
autoconistente a medida que esta torna-se livre de ambiguidades. Esta abordagem, au-
toconsistente, é um atributo exclusivo do método de O. A. Battistel e, por isso, nos
referimos, neste trabalho, a uma teoria abordada no contexto deste método de TQCp
autoconsistente.

Uma outra abordagem possivel, mas que nao consideraremos neste trabalho, para
uma TQCp é a chamada TQCp causal [4], onde as divergéncias UV sao evitadas desde o
inicio, através da realizacao de cédlculos bem definidos com operacoes mateméaticas apenas
no ambito da teoria da distribui¢ao. No entanto o método é bastante técnico e exige um

elevado nivel de conhecimento matemaético.



CAPITULO 2

A ESTRATEGIA PARA O
CALCULO DAS INTEGRAIS DE
FEYNMAN

O método que utilizaremos nas investigagoes tem sido aplicado com sucesso em diferentes
problemas onde o papel das divergéncias tipicas dos cédlculos perturbativos desempenha
papel importante. Entre estes estudos podemos citar: violagao das simetrias de
Lorentz e CPT induzida por corregoes Radiativas [18, 19, 20, 21, 22|, o poder de
predicao do modelo de Nambu-Jona-Lasinio (NJL), [23] [24][25] [26, 27, 28, 29],
anomalias em identidades de ward para funcoes de trés pontos [30], [31], [32],
ambiguidades e relacoes de simetria em amplitudes divergentes envolvendo
densidades fermidnicas tensoriais [33], arbitrariedades, anomalia AV e geragao
de massa em D=1+1, [30][34].

Ao invés de especificar alguma regularizagdo, adotamos uma estratégia alternativa
[35] para realizar todos os cdlculos. A fim de justificar as manipulagoes intermedidrias,
assumiremos a presenca de uma distribuicao regularizadora genérica apenas de modo

implicito. Isto pode ser esquematicamente representado por

/ %f (k) — / f—wif(k){éig; G, (k,Ag)}

2m) 2m)

— /Ai(;l;)fwf(k). (2.1)

Aqui os Als sao parametros da distribuicao genérica G(k,A?) que, além de garantir o
cardter finito da integral modificada, deve possuir duas propriedades bastante gerais. Ela
deve ser par no momento de integracao k para que a invaridncia de Lorentz seja preservada,

bem como deve possuir um “limite de conexao” bem definido, i.e.,

lim Gy, (K A7) =1. (2.2)

A?*)OO

11
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A primeira das propriedades exigidas implica na anulagao de integrais impares no mo-
mento de integracao enquanto que a segunda garante, em particular, que os valores das
integrais finitas de uma amplitude nao serao modificados. Note que estas exigéncias sao
completamente gerais e estao de acordo com qualquer regularizacao razodvel. Depois
destas suposi¢oes podemos manipular o integrando das integrais divergentes usando iden-
tidades para gerar uma expressao matemaética onde todas as divergéncias estarao contidas
em estruturas independentes dos momentos (arbitrarios) internos. Devido ao fato de que
em amplitudes perturbativas sempre temos propagadores, uma identidade adequada para
ser utilizada a fim de viabilizar a forma matemaética desejada é a seguinte

k? +2k; - k) (=N (k2 + 2k, - k)M
)J+1 (k)Q o m2)N+1 [(k + k1)2 _ m2:| )

(2.3)

NMZ

(k—i—k‘ “mz

onde k; é (em principio) uma escolha arbitrédria para o rétulo do momento carregado por
uma linha interna. O valor de N deve ser escolhido de modo adequado a fim de evitar
esforgo algébrico desnecessdrio. Ele deve ter o menor valor possivel que permita o tltimo
dos termos da soma acima estar presente em uma integral finita. Como consequéncia,
todas as partes dependentes dos momentos das amplitudes podem ser integradas sem
quaisquer restrigoes devido & exigéncia do limite de conexao. Nas estruturas divergentes
obtidas deste modo, por outro lado, nenhuma suposicao adicional é assumida e, na pre-
sente discussao, elas serao escritas como uma combinagao de objetos basicos. Em 2D eles

sao dados por

2k 2k k Pk g
(2) — vivy . uv
VW / ( / ( (2.4)

A (21) (B2 —m2)®  Ja (27m)% (K2 —m?)

o d*k 1
i) = | Ty (25)

Em 3D, por outro lado, eles sao

Br o 2k Bk g
vo — / vl _ / b 2.6
m A (2m)° (k2 — m2)? A (2m)? (k2 —m?) (2:6)

o 3k 1
Lin(m*) = //\(2#)3 2 —m?) (2.7)

e em 4D
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d*k 24kukl,kak5 d*k 4ga3kﬂk,,
Da[ﬁ/w = 1 2 o4 - 479 213
A (2m)" (k2 —m?) A (2m)" (k2 —m?2)

d*k 49avksk, d*k 49a,ksk,
- 412 2\3 412 2)3’ (2.8)
A (2m)° (k% —m?) A (2m)° (k% —m?)
A . / d4k‘ 4]43;,,]’{7” _/ d4k’ Guv (2 9)
. A (2m) (k2 —m2)® S (2m)t (B2 = m?)? '
d*k 2k, k d*k g
v / all _/ w___ 2.10
124 A (27T)4 (k2 _ m2)2 A (277)4 (k? _ m?) ( )
d*k 1
Loo(m?) = / , 2.11
l g(m ) A (27T)4 (k2 _ m2)2 ( )
d*k 1
Lyaa(m?) = / . 2.12
quad (M°) N (2ﬁ)4 (k2 — m2) ( )

E importante enfatizar que com esta estratégia é possivel mapear as expressoes finais
obtidas nos resultados correspondentes a outras técnicas, devido ao fato de que todos
0s passos sao perfeitamente vdlidos dentro de prescricoes de regularizaces razodveis,
incluindo a técnica da Regularizagdo Dimensional (RD). E necessario para tal apenas
calcular as estruturas divergentes obtidas de acordo com o método especifico com o qual
desejamos estabelecer o mapeamento.

Depois das defini¢oes estabelecidas, podemos considerar o célculo de amplitudes fisicas.
Para tal tomaremos a funcao de um ponto vetorial assim como a funcao de dois pontos
tensorial (Vetor-Vetor). Estas amplitudes estao relacionadas através de relagoes entre
fungoes de Green (1.23), bem como em relagoes de simetria, para as quais, em segoes
futuras, verificaremos sobre que condic¢oes a correspondente identidade de Ward deve ser
preservada.



CAPITULO 3

CALCULO DAS INTEGRAIS DE
FEYNMAN

3.1 Introducao

Como serd visto no que se segue, a fim de que possamos realizar as investigagoes pre-
tendidas, algumas integrais de Feynman terao que ser manipuladas e calculadas. Neste
capitulo antecipamos quais sao estas integrais e apresentamos o cdlculo destas no contexto
da estratégia que adotamos. Estas estruturas matematicas sao definidas pelas expressoes

abaixo.

e Com um propagador:

A e @)

e Com dois propagadores:

. . _ d*k [1; ku; kukz/]
(11002, 00,0] = [ k=] [(b+ k=] P

Para especificar a dimensao em que se deseja calcular essas integrais basta estabelecer
o valor de w conforme a dimensao desejada. Assim, para as dimensoes espago-temporais
3

do nosso interesse, 2, 3 e 4, temos w = 1, w = 5 e w = 2, respectivamente.

3.2 Calculo das integrais de Feynman em 2D

Conforme foi dito, basta estabelecer o valor w = 1 nas expressoes (3.1) e (3.2) que obtemos

as integrais desejadas na dimensao espago-temporal dois.

14
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3.2.1 Caélculo de I;

O primeiro passo a ser considerado para o cdlculo de uma das integrais das expressoes
(3.1) e (3.2), no contexto da extratégia de cdlculo descrita no capitulo 2, é efetuar a
contagem de poténcia dos k’s, no numerador e no denominador do integrando, para, com
isso, verificar se a integral é divergente ou finita. No caso particular da ([;) observamos
que esta é uma integral divergente. Portando, fazemos uso da identidade (2.3) e obtemos

o seguinte resultado

[Pk 1 [Pk PR(kk) R
Il_/A<2ﬂ>2<k2—m2> / (2m)" (k2 —m?) [(k + k1)® = m?] .

O primeiro termo do lado direito do sinal de igualdade é uma integral divergente e a

identificamos como o objeto bésico divergente dado pela expressao (2.5), assim,

N A
ilog (M) = /A Rl (3.4)

O segundo termo do lado direito do sinal de igualdade é uma integral finita. Apds apli-

carmos a parametrizacao (B.4), obtemos um valor identicamente nulo, portanto
(I) = ilog (M?) (3.5)

3.2.2 Cadlculo de (h),

Pela contagem de poténcia dos k’s, no numerador e no denominador do integrando, ob-

servamos que a ([p), ¢ uma integral divergente. Aplicando a identidade (2.3) obtemos

&2k k,
(II)# = //\(27")2 (k2 —m?)
, [ Pk K,
- | G

_2]{”/ Pk kyk,
i (2m)2 (k2 — m?)?

Pk 2(k- k) + R (K
+/ @n)2 (2 —m22 [(k 1 k)% — ]

Nessa expressao, todos os termos fmpares no momento de integracao k, o primeiro e o

(3.6)

segundo termos do lado direito do sinal de igualdade, sao identicamente nulos devido
a imposicao da preservacao da invaridncia de Lotentz no processo de regularizagdo. O
terceiro termo é uma integral divergente e deve ser escrita em termos dos objetos béasicos
divergentes definidos em (2.4) e (2.5). O quarto termo é uma integral finita e com o uso da
parametrizagao (B.5) obtemos um valor identicamente nulo para ela. Com isso teremos

(Il)u = _klfvf?l/) - klllg;wilog (TI’LQ) . (37)
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3.2.3 Calculo de I,

Pela contagem de poténcia dos k’s, observamos que a I, é uma integral finita e, por isso,
pode ser célculada explicitamente. Com uso da parametrizagao (B.4) obtemos que
1
I = — 75 (¢%m?). 3.8
2 (47‘1‘) 0 (q ) ( )
Onde introduzimos, em notacgao simplificada, as func¢oes de estrutura para as partes finitas
de funcgoes de dois pontos em 2D, definidas como

Zk

1
Z7YN2 N 2 :/ d . 3.9
e 0% @) 0 Zq2z(1—z)+()\§—)\g)z—)\f (3:9)

A integracao da expressao acima, sobre o pardmetro de Feymann z, pode ser facilmente

efetuada mas, para o presente propdsito isto nao é relevante, portanto, mantemos a rep-

resentacao integral.

3.2.4 Cdlculo de (),

Pela contagem de poténcia dos k’s, observamos que a (I3), também ¢ uma integral finita.

Para calcula-la utilizamos a parametrizagao (B.4) e, dessa forma, obtemos que

(1), = =% | iy i) (3.10)

Observando o resultado encontrado anteriormente para (I3), expressao (3.8), podemos

escrever que
(), = —%12. (3.11)

3.2.5 Cdlculo de (1),

Fazendo a contagem de poténcia dos k’s, observamos que a (I5) L € uma integral diver-

gente. Aplicando a identidade (2.3) convenientemente obtemos

n), - /(d?k kuk,

A 277)2 (k2 — m2)2
_/ A’k (2 (k- ko) + k3] k.,
(2m)? (R = m?)? [(k + ka)? — ]
_/ d’k 2(k-k1)+ k:ﬂ k,k,
(2m)2 (k% —m?) [(k + k1)? — m?[(k + k2)? — m?]

(3.12)

O primeiro dos termos do lado direito da igualdade é uma integral divergente e nao a
manipulemos. Para a segunda integral aplicamos a parametrizagao (B.5) e para a terceira

a parametrizacao (B.8) e, dessa forma, obtemos
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1 1.
([2)W = §VL2V) + 5 tog (m2)
7 _ Zy (g% m?
+@ [Qu(b/ - g,uuq2] Z2 1(q2; m2> - %
i Zy (g% m?)
1 4W)QMQV : n : (3.13)
3.3 Caélculo das integrais de Feynman em 3D
As integrais que precisamos calcular em 3D sao estabelecidas tomando w = % nas ex-

pressoes (3.1) e (3.2). Feito isto, consideramos uma a uma as integrais.

3.3.1 Calculo de I}

Pela contagem de poténcia dos k’s constatamos que a ([;) é uma integral divergente,

assim, aplicamos a identidade (2.3) e obtemos que

A3k 1
ho= /A@w)s (2 —m2)
_/ Br 2k - ki) + k2]
(27r)3 (kQ—m2)2

a3k 2 (k- k) + K2
+/A (2m) (k2 — m2)2 [(k’ n k1)2 _ mﬂ . (3.14)

O primeiro termo do lado direito do sinal de igualdade refere-se a uma integral linearmente

divergente e é definida em termos do objeto bésico (2.7), assim

d3k 1
Lin (M?) = . 3.15
i () /A<2w>3 (k2 = m?) 1)
Eliminando os termos fmpares momento de integracao k, e considerando a parametrizagao

(B.5) obtemos que

(I) = Liin (m?) (3.16)

3.3.2 Cdlculo de (1),

A contagem de poténcia dos k’s nos revela que a integral (I;), é divergente. Assim

o
aplicamos a identidade (2.3), que nos fornece
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Br k,
W = | G
_/ Bk [2(k-ky) + k2 k,
A 2T (k2 — m2)?
/ Bk 2(k- k) + k) k,
2m)3 (k2 —m2)®
_/ 43k 2 (k- k) + k2 k,
(27m)3 (k2 — m2)? [(k+ ki)? — m?) .

(3.17)

Eliminando os termos impares momento de integracao k, considerando a parametrizagao
(B.6) e definindo as integrais divergentes em termos dos objetos bdsicos (2.6) e (2.7),

obtemos que
(Il)'u = _kluvl(fy) - kll/Ilin (m2) . (318)

3.3.3 Calculo de I,

A contagem de poténcia dos k’s nos revela que I, em 3D, assim como em 2D, é uma
integral finita e, por isso, pode ser calculada diretamente. Sendo assim, consideramos a

parametrizagao (B.4) e obtemos que

NI 2 0 o
(I2) = <E) 3 [Zo (¢*,m )] : (3.19)
Onde o resultado do céalculo das integrais finitas foi escrito, com notagao simplificada, em

termos das funcoes

P

1
Z2 (2 N202) = (— —/ dz .
k ( 1 2) ( )2 0 [q22(1—2)+()\%—/\g)z—/\ﬂlﬂ

(3.20)

3.3.4 Célculo de (I3),

Para (I3), a contagem de poténcia dos k’s nos revela que esta ¢ uma integral divergente.

Deste modo, aplicamos a identidade (2.3) e obtemos que

Bk k,
(L), = /A(27T)3(k2—m2)2

_/ Pk [2(k- ko) + k3] by
(27)3 (k2 — m2)? [(k + ks)® — m2]
_ [k 2 (k- ki) + k3]
/ (2m)% (k2 — m?) [(k’ + k‘1)2 — mQ] [(k + k2)2 _ mQ] : (3:21)
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De posse dessa expressao, seguimos o procedimento idéntico aos casos anteriormente con-
siderados. Tomamos auxilio nas parametrizagoes (B.5) e (B.8) e escrevemos os resultados

das integrais finitas em termos das fungoes definidas em (3.20). Assim,

1)\ 1 1,
(), = — (E) ZQ“ [Zo 2 (¢%,m )] : (3.22)
Para chegar a este resultado utilizamos, ainda, a relagao dada por

1

Zl_% (q2,m2) = %Zo_i (q2,m2) (3.23)

3.3.5 Cadlculo de (1),

Considerando a poténcia dos k’s para a ([3) /w observamos que esta é uma integral diver-

gente, portanto, aplicamos a identidade (2.3) ao seu integrando e, dessa forma, obtemos

d*k k. k.
(I2),, = //\(277)3 (k2 — m2)?

_/ Bk [2(k - k) + k2] kyk,
(2m)3 (k2 — m2)3
Bl 20k ko) + k2 Kk,
+/ (2m)3 (k2 — m2)? [(k+ ky)? — m?)
_/ Bk [2(k - ky) + k2 kyk,
(2m)3 (k2 — m2)3
/ &’k [2(k - ko) + k3] [2 (k - k) + k] Kk,
2m)3 (k2 —m?2)® [(k + ko) — m?]
/ A3k 2(k - ki) + k2 [2 (k- ky) + k2] Kk,
(2m)% (k2 — m2)® [(k + k1)® — m2] [(k + ko) — m?2]

(3.24)

Novamente, eliminando os termos fmpares, aplicando as parametrizagoes (B.6) e (B.9), e

a definigao (3.20) para o resultado do cédlculo das integrais finitas, obtemos

1 1
(IZ)[U/ = EALB;/) + igu,l/]-lin (m2)
1 _1 1
A Zy? (¢?m®)  [m?’]Zy % (¢?m?)  (—m®)?
T\ I [QV‘],M Guwdq ] 0 ) _m1% 2( ) _{ 2)
7\ 1 _1
* (E) § (@@ % (2] (3.25)
Para chegarmos a este resultado utilizamos ainda, a relagao
1 _1
-5 (2 2\ _ (—m?*)?> 3 -1 2 2 m220 : (qz’m2)
Zy? (¢*,m?) = — 2 +22 (m?) - T (3.26)

juntamente com (3.23).
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3.4 Calculo das integrais de Feynman em 4D

Na dimensao espago-temporal quatro, as integrais de Feynman de interesse para mnos-
sos estudos sdo determinadas tomando w = 2 nas expressoes (3.1) e (3.2). Feito isto,

consideramos uma & uma essas integrais e seus respectivos desenvolvimentos.

3.4.1 Calculo de [}

Considerando a contagem de poténcia dos k’s, observamos que I; é uma integral divergente

e, por isso, aplicamos a identidade (2.3) com N = 2, a partir da qual obtemos que

”:.Af%< 1%

_/ d'k [2(k- k1) + K]
(27r)4 (k2 — m?)?
k[2(k k) + k)
+/ @2m)t (k2 —m2)?
B 2 (k- ky) + K2
/ (2m)4 (k2 — m2)3 [(k + ky)2 — m2]’ (3.27)

Seguindo o procedimento descrito nos casos anteriores, utilizando a parametrizagao (B.6)

e definindo as integrais divergentes em termos dos objetos bésicos (2.9) e (2.12), obtemos
(1) = Tguaa(m?) + Kk (D] (3.28)

3.4.2 Cdlculo de (1),

Considerando a contagem de poténcia dos k’s, observamos que I; também é uma integral
divergente e, por isso, aplicamos, novamente, a identidade (2.3), a partir da qual obtemos

que

B d'k (k)
e =+ | G

N / 'k [2 (k- k) + k3] (k)
A (2m)4 (k2 — m?2)?

'k [2(k - k) + K3 (k)

+/ (2m)* (k2 — m?)3

_/ d'k 2 (k- ki) + K (K,)
(2m)4 (k2 — m?)*
'k [2(k- k) + K] (k)

+/ (2m)4 (k2 — m2)4 [(k + k1)2 — m?]’ (3.29)
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Seguindo o procedimento padrao, aplicando a parametrizagdo adequada, neste caso a
expressao (B.7), e definindo as integrais divergentes em termos dos objetos basicos (2.8)-

(2.12), obtemos que

1
(II)“ = _klulquad(mQ) - klﬁ |:v,(34;2:| - gklﬁklaklu [Daﬁ;w]
1 1
_gklpklaklﬁ [Aas] + gk%k’lu (A, (3.30)

3.4.3 Calculo da I

A contagem de poténcia dos k’s nos revela que Iy em 4D, diferentemente do que ocor-
reu nas dimensoes anteriormente consideradas, é divergente. Assim, para que possa ser
calculada, no contexto da estratégia que adotamos, devemos primeiramente manipuld-la

adequadamente. Isto é feito com a aplicagao da identidade (2.3). Isto nos fornece

d*k 1
I2 - p)
A (2m)4 (k2 — m2)

_ / d'k (2 (F - k2) + K]
(2} (k2 = m2)7 [(k + a)? = m?]
[ Ak 2 (k- ki) + k2]
/ (2m)* (k2 — m2) [(k + k)2 — m?] [(k + k2)®> —m?]’ (3.31)

Utilizando agora a parametrizagao (B.8) e definindo a integral divergente em termos do
objeto bésico (2.11), obtemos

(I) = Liog (m?) — <(4;)2) Zg (¢*;m?) . (3.32)

Aqui introduzimos, em notacao simplificada, as estruturas bésicas para funcoes de dois
pontos em 4D, definidas por

1 2 1— )\2 . A2 o )\2
2000202, g% 02) :/ dz=*In <q 21-2) 7; &;) 2)? 1) . (3.33)
; -

3.4.4 Cdlculo de (),

Novamente pela contagem de poténcia dos k’s nos deparamos com uma integral divergente

a partir da qual, aplicando a identidade (2.3), obtemos
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&k K,
(L), = //\(QW)4 (k2 — m2)?

_/ d*k 2 (k- ko) + K3 K,
(2@4 (kQ _ m2)3
/ d*k 2 (k- ko) + k2 k,
(2m)* (k2 — m?)° [(k + ka)® — m?]
_/ d*k (2(k - ki) + k2 K,
@2mt (k2 —m2)®
/ Ak [2(k- ko) + K3 [2(k- K1) + K2 K,
(2m)* (k2 — m2)3 [(k 4 k2)? — m?]
d*k 2 (k- ky) + k2 k,
* / (2m) (k2 —m2)? [(k + k1)2 — m?] [(k + ko)2 —m?] (3:34)

Usando as parametrizagoes (B.6) e (B.9), escrevendo as integrais divergentes em termos
dos objetos bésicos (2.8) — (2.12) e o resultado das integrais finitas conforme a defini¢ao
(3.33), obtemos

_%Q# { Tog (m?) — ((4;)2> 20 (q2;m2)} . (3.35)

3.4.5 Calculo de (I5),,

Aplicando a identidade (2.3), dado o carater divergente, revelado pela contagem de potén-

cia dos k’s, da (I3),,, obtemos que

pr?
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Ak kk,
(12);”/ = /1;(27.‘.)4 (kg_m2)2

_/ A [2 (k- ko) + k2] kK,
A (2m)? (k2 —m2)?
/ Ak 12(k - k) + k2 Kk,
(2m)4 (k2 —m?2)*
_/ Bk 20k ko) + k2 Kk,
(2m)* (k2 — m2)* [(k + ka)? — m?]
B / (d4k 2 (k- k1) + k3] Kk,

A (2m)4 (k2 —m2)?
/ d*k (2 (k- ko) + k3] [2(k - k1) + K3 Kk,
(27)4 (k2 —m?2)*

_ / d'k 2 (k- k2> + K37 [2 (k- k) + K3 kb,
@m)* (k2= m?) (k4 ky)? = m?]
d*k 2k - k1) + K2 Kk,
S oy
_ / 'k [2(k - ko) + K3 [2 (k- k1) + B3 ks
@2m)* (k2 —m2) [(k + k)2 — m?]
[ d% 2 (k- ky) + k2 kk,
/ (2m)* (k2 — m2)® [(k + k)2 — m2] [(k + ko) — m2?] (3.36)

Para completar o célculo, eliminamos os termos fmpares, aplicamos as parametrizagoes
(B.7) e (B.10), e escrevemos o resultado das integrais finitas em termos da definigdo

(3.33). Assim,

1
(12)W = fol,) + QQWIquad (mQ) - (k% + k%)ZA - <k2 + k2)49u1/]10g ( )
1
+(kigks + kackas + Kikae) o {0wse + 9ep B + 9o Dpu + geulpw }

1
+(kiekig + kockas + kwk%)g {9¢891 + 9ev 951 + 9eu95v} Tiog (mQ)

i 1
+W (4,00 — 9] | =23 (¢®;m*) + ZZS (¢*;m?)

o Qe 125 (2im?)] (3.37)

O resultado acima completa o conjunto necessério de ingredientes para o desenvolvi-

mento das investigagdes que procederemos nos préximos capitulos.



CAPITULO 4

AMPLITUDES FiSICAS EM 2D

Neste capitulo efetuaremos o cdlculo das amplitudes fisicas presentes na identidade (1.13).
Para este fim seguiremos sempre um mesmo procedimento. Primeiramente efetuamos o
cédlculo dos tragos de Dirac para colocar as amplitudes em termos de uma combinagao
de integrais de Feynman. FEntao notaremos que as integrais necessédrias para tal sao
precisamente aquelas que calculamos no capitulo anterior. Substituiremos o resultado 14

obtido e obteremos uma expressao para as amplitudes consideradas.

4.1 Calculo da Funcao de Green de Um Ponto Veto-
rial

Para o célculo da fun¢ao de Green de um ponto vetorial em 2D [34] fazemos w = 1 e

I'; = 7, na expressao (1.10) e, assim, obtemos a expressao desejada, dada por

= [P [
7 = [ Gt g Y

Para escrevermos T;Y como uma combinacao de integrais de Feynman, primeiro uti-

lizamos a seguinte identidade

1 (K H)+m
W+H, —m] [(k+k)2—m?] (4.2)
que nos fornece
v m) = &’k r (H+H)+m
T, (k1,m) / (27T)2T {’ng_’_ k)? —m?] } (4.3)
Em seguida, tendo
W+ Hy) = (k4 k1) 7a. (4.4)

Ficamos com

\4 _ ﬂ (k + kl)a Va +m
) = [ T O b | (49)

24
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ou

Ak k‘ + k‘1)a Ak m
T) (ky,m)=T / +T / .
1 r {%’Ya} k Tk ) r {704} (271')2 [(k ¥ kl)g _ mg]
(4.6)
Apés tomarmos os tragos de Dirac (Apéndice A), obtemos

Ve ) — &’k Ky &k 1
Ty (k) 2{/A<2w>2[<k+k1>2—m2}*kl“/A<2w>2[<k+k1>2—m2J}' (47)

Isto significa que devemos calcular as integrais de Feynman

&2k 1: k]
I I = LA . 4.8
{( 03 (h) ] /A(27T)2 [(k + k1)2 — m?] (48)
Substituindo os resultados obtidos para estas integrais, equagoes (3.5) e (3.7), na expressao
(4.7), temos

TY (ky,m) = 2k [V, (4.9)

4.2 (Calculo da Funcao de Green de Dois Pontos Ten-

sorial

Agora, consideramos o cédlculo da fungdao de Green de dois pontos tensorial em 2D, para
isso, tomamos w = 1, I'; = v, e I'; = 7, na expressao (1.11), assim, obtemos a seguinte

exXpressao

v [ [ o
= [ G {”’“‘(w%)—m”(w%)—m}' (410

A amplitude acima é comumente denominada Tensor de Polarizacao do Vécuo.
Para escrever TIX,V como uma combinagao de integrais de Feynman, primeiro utilizamos

a seguinte identidade

V7= ! N 1 :%(’_ﬁ/“;/ﬁm) v, (H+ Hy +m)
#(y‘f'%)_m ”(/%—1—/;/2)—771 [(k+k1)2_m2] [(k+k2)2_m2].

Com isso, obtemos a expressao para TV

(4.11)

vV _ A’k - ’Y,L(l;/—F/;/l-i-m) ’Yy(l_?/+/;/2+m)
T, = / (27T)2T { [(/{7 I k1)2 — m2:| [(k’ + 1{72)2 _ m2:| } (4.12)

Utilizando o resultado dado pela expressao (4.4) podemos escrever
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v ey [0k [<k+122)%5+m} o
[(]{7+]€1) —mﬂ [(k+k2) —m2]

ou

il (k+ k1)” (K + k)"
[+ k)" = m?] [(k + k2)” — m?]
m (k + k‘2)6
T {7,075} / [(k + k1)? —m2] [(k + ks)® — m2]

m (k + k)"
+Tr {’YM'YOXYV} / k‘ + kl) — m2] [(k‘ + /{?2)2 _ m2}

T, = Tr{v, 775} /

d2k‘ m?
+Tr {’7;[71/}/ /C 4 kl) _ mﬂ [(k n k2>2 _ mz] .

Apés tomarmos os tragos de Dirac (Apéndice A), identificamos a relagao

(4.14)

Ty, =T+ guw (T"F) (4.15)

onde definimos

(4.16)

_ Pk [(k 4 k1) u(k + ka)y + (k + ko) u(k + k1),
T = 2/1\ (2m)2 (k4 ki) = m?][(k + kg)? — m?]

oo [
= /<>[<k+k1

_/ d?k
A (2m)2 [(k + k2)? — m?]

d*k 7
+/A (2m)2 [(k + k1)2 — m?][(k + k)2 — m?]’ (4.17)

2 m2]

~— = ~— =

Para obter o resultado anterior reorganizamos 77" com a utilizacao da identidade

1 1 1
(k+k;)-(k+k;) = 5 [(k + ki)* — m?] +3 [(k+k;)? —m?] -3 [(ki — kj;)* —2m?] . (4.18)
Para finalizar o célculo da amplitude V'V é necessdrio solucionar as integrais

d%k 15 ks k]
(1) (B), 5 (1), ] = /A Ty

Com os resultados (3.8), (3.10) e (3.13) podemos explicitar 777 e T},,. Assim,

TPP = —2i10y) + ¢ Zy (g% m?), (4.20)

(4r)
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T;u/ = 2v51,21/)+2.g;wi10g

- 2 2 2
i\ @ — G (Am? —q®) 1 o
~ <;> . [1+ 75 g

- <ﬁ> (0,002 (g% m?)] - (4.21)

Consequentemente, para a expressao correspondente a amplitude tensorial TX,V, temos

: _ 2
TV = - (1> e — I 11 4 m2 75 (g% m?)] + 2V ). (4.22)

124 T q2



CAPITULO 5

AMPLITUDES FiSICAS EM 3D

5.1 Ca&lculo da Funcao de Green de Um Ponto Veto-
rial

Para o cédlculo da fungao de Green de um ponto vetorial em 3D tomamos w = % el =7,

na expressao (1.10), o que nos fornece

v _ [ LR 1
T, (ki,m) = / (271_)3T {'Vu [(];H_l;/l) —m} } (5.1)

Para escrever T,Y como uma combinacao de integrais de Feynman podemos, como nos

casos anteriores, primeiro reescrever (5.1) na forma

v _ [ @k (¥ + Hy) +m
T, (ki,m) = / (277)3TT {’yuw€ ) —m?] } . (5.2)
Sabendo a definicao (4.4) obtemos
1% _ ﬂ , (k+k1)" v, +m
1 ) = [ G b >
d3k; (k + k1) d3k m
T) (ki,m Tr{fy/;ya}/ k:+k;) ]+T {’ya}/ STt ) — ]
(5.4)

Ap6s tomar os tragos de Dirac (Apéndice A), obtemos

1% _ &k k, A3k 1
T, (ki,m) =2 {/ @n P [k + F)? — 7] + km/ @) [k k)2 —mi? } : (5.5)

De onde identificamos as seguintes integrais de Feynman

28
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& 15k,
[0500.] = | Gy TR = >0

Com a obtengao dos resultados (3.16) e (3.18), temos

TV (ky,m) = (=) 2k1a [vffg] . (5.7)

5.2 Caélculo da Funcao de Green de Dois Pontos Ten-

sorial

Agora, consideramos o cédlculo da fungao de Green de dois pontos tensorial em 3D, para
isso, tomamos w = %, I'i =, el =, na expressao (1.11) e, com isso, obtemos a

seguinte expressao

3k 1 1
TYVV=/—T7" Vo7 VT : (5.8)
’ (2r)° { FWHH) —m (W) —m
Essa expressao refere-se ao Tensor de Polarizacao do Vacuo em 3D.

TVV

Para escrever T, como uma combinagao de integrais de Feynman, primeiro reescreve-

mos (5.8) na forma

VV — d*k 7#(];4'];/1"‘7”) ’Yu(l;/ﬁ-%—ﬁ—m)
T. = / (2ﬂ)3TT{ [(k‘ n k1)2 _ m2] [(/{7 Y k) — mQ} } ) (5.9)

e, com o auxilio da expressao (4.4), obtemos

v (ij s Kkhz :;jﬁ] 7[uf[(f :f)—ﬁ ZZ; o o
TV = Tri{v7a%7s) / d3k (k + & ()k . l:b)?] ([fkikg; —m?]
+Tr {7,775 / [ nilzﬁ(]:)j ka)* = m?]
+Tr {7,707} / dgk Tkt ko) — n(@]zﬁ(]:i ky)® —m?]
) / o e m;]nf(k e (5.11)

Ap6s o cédlculo dos tracos de Dirac (Apéndice A), obtemos o seguinte resultado

TVV Ty + 9w (TPP) + 2imewaga (I2) (5.12)
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onde €,,,, € 0 tensor totalmente antisimétrico de Levi-Civita definido por

+1 se (ura) é uma permutacao par de (123),
Ewva = —1 se (ura) é uma permutagao impar de (123), (5.13)

0 nos outros casos (alguns ou todos os indices iguais)

e, T, e TP sdo dadas por (4.19) e (4.20), respectivamente, com a devida mudanga na
dimensao de integragao. A fim de completar o calculo da amplitude T};,"" devemos avaliar

as integrais

) ) N d3k [15 kw k/w}
[(12):(12),5(1),,] = /A @) [k + ka)? — m2] [(k + k)2 — 2]

Com os resultados obtidos para as integrais, expressoes (3.19), (3.22) e (3.25), podemos

(5.14)

reescrever as estruturas 1), e T77. Assim,
T = 2|V9| + 20 [Tin (m?)]
1 ¢ + 4m? 2v/—m?
+5 [quqy - g;wq2] |:(7> [23/2 (qZ’mQ)} - 2

2 q? q
+ 9w’ [ZS/ * (¢, mQ)} (5.15)

TP = —92 [Ilm (mQ)] — ¢ [ZS/Q (q2,m2)] . (5.16)
Finalmente, substituindo estes resultados na expressao (5.12), temos
vV _ (3)
Ty = 2V

+ (é) [0u00 — 9d”] B (#) [ZOW (q27m2)] _ \/?]

—2ime wala [Zé/2 (q2,m2)} . (5.17)




CAPITULO 6

AMPLITUDES FiSICAS EM 4D

6.1 Ca&lculo da Funcao de Green de Um Ponto Veto-
rial

Para o cdlculo da fungao de Green de um ponto vetorial em 4D tomamos w =2eI'; =7,

na expressao (1.10), o que nos fornece

v _ [ kg, B
T, (ky,m) = / (27T)4T {'7# (];H_l;/l) —m}. (6.1)

Para escrever TX como uma combinacao de integrais de Feynman, utilizamos, mais uma

vez, a identidade (4.2), assim

v _ [ d% F+ ) +m
T, (ki,m) = / (277)4TT {’yuw€ ) —m?] } . (6.2)
Com o auxilio da expressao (4.4), temos que
14 _ d4k (k + kl)a d/oc +m
1 ) = [ ST i ) (03
v (k+ k) d4k m
T, (ki,m TT{’)/M’}/Q}/ k—i-/:) ) +Tr{’ya}/ Ty ——1
(6.4)

Ap6s o célculo dos tragos de Dirac (Apéndice A), obtemos o seguinte resultado

v _ d'k k. d*k 1
1t =4{ | st Gy ©9

De onde identificamos as seguintes integrais de Feynman

31
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d'k 1k,
1) (n),| = L/ .
|:( 1) ( 1) / (271')4 Kk +k1)2 _mg} (6 6)
Substituindo os resultados obtidos para estas integrais, expressao (3.28) e (3.30), temos

klﬂklakly kalV

le (kl,m) { k15V(4) 3 DaﬁHV+ 3 AVM+ kluklaklﬁAaﬁ} (67)

3

6.2 Caélculo da Funcao de Green de Dois Pontos Ten-

sorial

Agora, consideramos o cédlculo da fungao de Green de dois pontos tensorial em 4D, para
isso, tomamos w = 2, I; = v, e I'; = 7, na expressao (1.11) para obter a seguinte

expressao

v [ Ak 1
= <zw>T{ ww) ’“(M)—m}' 65

Essa é a expressao para o Tensor de Polarizacao do Vacuo em 4D.
Devemos escrever TK,V como uma combinacao de integrais de Feynman. Para tanto

seguimos o procedimento adotado nos casos anteriores. Primeiro reescrevemos (6.8) como

vV _ d*k . 7u(];/+l;/1+m) 71,(1;/+l;/2+m)
le _/(27T)4T {[(k+k1)2—m2] [(k+k2)2—m2}}’ (6.9)

e, em seguida, como

vv [ dk Y Lk + k)" v +ml 7, [(k +ka)” v+ m} .
o / (2m)* ' [(k + k1)® —m2] [(k + k2)* — m?] ) (6.10)
ou ainda
vV dk (k+ k) (k + ks)”
Tt = i) / { k+ki)? —m?] [(k+ ky)® — m?] }

d*k m?
+TT {’Y,U,’VV}/ (27T)4 { [(]f + k1)2 . m2:| [(k + k2)2 o m2:| }
4 m ) B
+Tr {’M%’Yﬁ}/ (;lﬂl; { [ 2 &+ k) 2 }

(k + k1) - m2] [(k’ + k’g) - m2]

B e o em e S

(k4 k1) —mZ] [(k + k2) _mz]

Ap6s o célculo dos tragos de Dirac (Apéndice A), obtemos o seguinte resultado
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Ty =T+ guw (T77). (6.12)

Onde as estruturas T}, e T"" sao andlogas aquelas definidas em (4.19) e (4.20) com a
amplitude mudada na dimensao apropriada de integragao.

Com a identidade (4.21) reescrevemos T'" e, com alguma manipulagao algébrica, T),, .
Obtemos, entao

d*k kyuky
T = 8/ (2m)* { [(k + k2)* = m2] [(k + k2)* —m?] }
d4k Quku + Q#k’/
+4/ (27) { [k + kr)? = m2] [(k + ko) — mo?] }

d4k QuQV — qu4v
‘|‘2/ (271')4 { [(k‘ + kl)Q . mg] [(k + ]{72)2 _ m2] } (613)

I ik (k1 — ko)*
= +2/ (2m)* { [(k + k1)® —m?] [(k + k2)* — m2] }

d*k 1 1
=/ { [ =] Ok k) =] } G

A partir dessas expressoes identificamos as seguintes integrais de Feynman, além de (3.27),

) ) B d*k 15 ks k]
(025023 )] = @) [0+ k) — m2[Ck + ka)? — m?)

Com os resultados das expressoes (3.32), (3.35) e (3.37), as quantidades T"" e T, ficam

(6.15)

2
TPP = 4 {—Iquad(m2) + %Ulag(mQ)]

5 (g A}

- [QQQﬂ] Aaﬁ
- [Qa@ﬁ] Aa[ﬁ’; (616)

4 i 1 2m?+¢°
Tw = g[QQQW - quql/} {IIOQ(mQ) - (47)2 3 + Zo (q2;m2)

_[TPP}QW + A, (6.17)

onde definimos
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1 1 2
AW = +4[VEL4V)] + (Qaq[ﬁ) [gmab’uv + gﬁuﬁgau + gauA/?’V - g/wAaﬁ - ggaﬁAW
1 1 1
+ (QQQB - QaQB) gDa[)’,uu + gAuBgua + gABuga,u
+ (QaQﬁ) [Daﬁuy - Auaguﬁ - Aﬂugau - 3A(xﬁguy] . (618)

Deste modo a expressao para a amplitude T,"" fica

4

TLV = g[QQQMV - qqu} {Ilog(m2) -

. 1 2 2 2
! [g—F%ZO(qQ;mQ)}}—{—AW. (6.19)



CAPITULO 7

AMBIGUIDADES, RELACOES
ENTRE FUNCOES DE GREEN E
IDENTIDADES DE WARD

7.1 Introducao

Nos célculos das amplitudes, realizados no capitulo anterior, foi necessdrio manipular
integrais de Feynman divergentes. O grau de divergéncia variou desde o logaritimico até
o cuibico. Em virtude do grau de divergéncia envolvido, estas manipulagoes devem ser
feitas com muito cuidado sob pena de contaminar as amplitudes fisicas com ambiguidades,
o que pode levar a violagao de relagoes algébricas envolvendo as amplitudes, vilidas antes
que a operacao de integracao seja efetuada. Como estamos interessados na construgao de
uma estratégia consistente, antes de prosseguir nesta direcao devemos estar certos de que
os passos efetuados até aqui possuem a consisténcia exigida. Com este objetivo podemos
nos questionar se as manipulagoes e os célculos efetuados preservaram a relacao entre
fungoes de Green (1.23) pertinente as amplitudes consideradas. A referida relagao, valida
em qualquer dimensao, implica que quando a amplitude V'V é calculada explicitamente e,
apos isto, é efetuada a contracao desta com o momento externo, no resultado obtido deve
ser possivel a identificacao da diferenca entre duas amplitudes vetoriais de um ponto,
previamente calculadas no contexto do mesmo método que a amplitude V'V teve sua
expressao obtida. Neste capitulo nos ocuparemos, da verificacao da validade deste relacao

bem como da identificacao e caracterizagao de possiveis termos ambiguos.

7.2 Ambiguidades

Em todas as funcoes de Green calculadas, T))" e T,", correspondentes as dimensoes 2, 3

e 4, expressoes (4.9)-(4.25), (5.7)-(5.16), (6.7)-(6.21), respectivamente, ¢ possivel notar a

presenca de termos onde existem dependéncias nos momentos internos, que aparecem em

35
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combinagoes arbitrdrias. Esta dependéncia caracteriza o que chamamos de ambigiiidades
relacionadas as escolhas para os rétulos dos momentos das linhas internas. Estes termos

sao identificados a seguir:

Em 2D:
TY (ki;m) =T (amb) = —2 (k)" [V)]. (7.1)

Em 3D:
TY (kiym) = T (amb) = (=) 2k1o [V (7.2)

Em 4D:

kvskiakis K2k, 2
TV (ki;m) = TV (amb) = 4 {—kwvgﬁj - %DQW + 171&,,,,, + gklukmklﬁAaﬁ}
(7.3)
e
. 1 1 1
T;w (amb) = + [QQQﬁ - QaQﬁ] gDaﬁ;w + gAuﬁgua + gA/j’ugau

+QaQp [Dapuw — Dvagus — Dpvdan — 3Dasguw] - (7.4)

Onde o "amb" no argumento das fungoes refere-se apenas a parte ambigua da fungao. No

caso das fungoes de um ponto o resultado obtido é completamente ambiguo.

7.3 Relacoes entre funcoes de Green

No capitulo 1 obtemos a expressao (1.23), as relagoes entre as fungoes de Green, que
nos servem como guia para estabelecer se o método que utilizamos para o tratamento
das amplitudes fisicas divergentes é candidato, ou nao, a um método consistente. Ou
seja, é essencial que as fungoes de Green de um e dois pontos satisfagam essas relacoes,
apoés terem sido calculadas no contexto de uma técnica especifica, para que esta tenha a
possibilidade de ser uma técnica consistente.

A partir das expressoes (4.9)-(4.25), (5.7)-(5.16), (6.7)-(6.21), podemos verificar se
os célculos e manipulacoes efetuados no contexto do método utilizado neste trabalho
preservaram as relagoes estabelecidas pela expressao (1.23). E importante observar que até
o presente momento nao efetuamos nenhuma escolha para as arbitrariedades envolvidas

nos célculos das amplitudes fisicas consideradas. Assim, temos

e Em 2D:



7. AMBIGUIDADES, RELACOES ENTRE FUNCOES DE GREEN
E IDENTIDADES DE WARD 37

Contraindo a expressao (4.25) com o momento externo, ¢" = (k; — k)", temos

(ki — k)" T =2 (ky — ko)* V) (m) . (7.5)

2%

A partir desse resultado é possivel identificar a diferenca de duas fungoes de Green de um

ponto vetoriais. Ou seja,

2 (k1 — k)" V) (m) = T) (ka,m) = T\ (ky,m). (7.6)
Portanto, a relagao estabelecida pela expressao (?7?) foi preservada.

e Em 3D:

Procedendo da mesma maneira que no caso anterior temos

(k1 — k)" T2 =2 (ky — ko)* V) (m) . (7.7)
De onde temos que
2 (ky — ko) vf’g (m) =T} (ka,m) — Ty, (k1,m). (7.8)

E, novamente, a relacao (?7?) ¢ satisfeita.
e Em 4D:

Repetindo os passos anteriores, temos

(ky — ko) TV = (k1 — k)" Ap. (7.9)

E facil identificar que isto significa

(ky — ko) Ay = T, (ko,m) — T, (k1,m). (7.10)

Assim, a citada relagao entre fungoes de Green é obedecida ainda com a presenca dos ob-
jetos potencialmente ambiguos, para todas as dimensoes aqui consideradas, o que garante

a consisténcia desejada para as operagoes realizadas até aqui.

7.4 Identidades de Ward

No que diz respeito as identidades de Ward a analise é igualmente simples. E facil verificar

que as propriedades
(kv — k)" Ty = 0 (7.11)

(ky — k)" Ty = 0 (7.12)
TV =0 (7.13)
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determinadas pela invaridncia de gauge, expressao (7.7) e (7.8), e pelo teorema de Furry,
expressao (7.9), serao satisfeitas, se (e somente se), as seguintes condigoes forem garantidas

por uma eventual regularizacao:

e Em 2D
(2)reg __
VW 9 =0, (7.14)
e Em 3D
3)reg __
Ve =0 (7.15)
e cem 4D
vWres — (7.16)
Azf,g =0.

As condigoes acima serao denominadas Relagoes de Consisténcia (RC). Elas rep-
resentam as propriedades que devem ser exigidas a qualquer método de regularizacao a
fim de que se possa fornecer resultados consistentes para o célculo de amplitudes fisicas
do célculo perturbativo, a despeito do possivel cardter divergente destas.

Considerando as RC, as expressoes (4.9), (4.25), (5.7), (5.17), (6.7) e (6.19), referentes
aos resultados obtidos para as func¢oes de um e dois pontos, devem ser reescritas como

Em 2D:

TY (ky,m) = 0. (7.17)
. 2
? 99y — 94 —
To' =~ (‘) T LEmiZy(dm)] (7.18)
Em 3D:
T (k1,m) = 0. (7.19)

i L@ +4m®\ 11y V—m?
vy = (E) (4.9 — 90 7°] [5 <72> [ZO (qg,mQ)} ——

q q
—20ME yafa [ZS/Q (qQ,mQ)] ) (7.20)

Em 4D:
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T) (ki,m) = 0. (7.21)

4 i 1 2m?+¢?)
TV = Z1¢%9 — 4uq))  Liog(m?) — —— | = + —— 2 70(¢%m?) | ¢ . 7.22
nv 3{q Iu 4u9 ] l g( ) (47T)2 3 qg O(q ) ( )
Com isso, é possivel observar que as fun¢oes de um ponto sao todas nulas conforme exigido
pelo teorema de Furry e, torna-se facil mostrar que a contracao das fungoes de dois pontos

com o momento externo também sao nulas, conforme exigindo pelas identidades de Ward.



CAPITULO 8

OBJETOS BASICOS
DIVERGENTES VERSUS
REGULARIZACOES

Nas secOes anteriores, abordando exemplos especificos de um conjunto de amplitudes,
consideramos os aspectos ambiguidades e relagoes de simetria. Todas as condi¢oes foram
postas em termos de diferencas entre integrais divergentes com o mesmo grau de di-
vergéncia. Dos resultados obtidos com a presente estratégia de cdlculo, podemos obter o
correspondente fornecido por métodos de regularizacoes tradicionais ou filosofias equiva-
lentes. Para tal, é necessério apenas especificar o valor atribuido aos objetos (2.4) — (2.12)
pelo método adotado. Nesta secao queremos analisar como tratamentos representativos

de divergéncias especificam o valor destes objetos.

8.1 Regularizacao Dimensional

Para a avaliacao das integrais dos momentos na técnica da RD, consideramos como ponto

de partida a validade da expressao

o) = d*k 1 _ i I'(a—w)
e = [ G~ (o) T o O

Em situagoes onde as integrais divergentes sao (o < w) admitimos que o integrando
I (2w,a,q) € uma funcdo analitica da varidvel w , esta iltima, uma quantidade continua
e complexa. Do lado direito a fungao Gamma é trocada pela continuagao analitica da
fungao de Euler (na regiao o < w): a fungdo de Weierstrass. As divergéncias emergirao
como polos em valores especificos para w. Um aspecto importante para presente discussao
é que uma vez que o resultado (8.1) foi claramente estabelecido podemos usar isto para
produzir relagoes entre integrais sem qualquer cuidado com os aspectos relacionados com

as eventuais divergéncias. As relagoes especificas que interessam, podem ser produzidas
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pela diferenciagao adequada de ambos os lados da eq. (8.1) relativo ao momento @, e

depois disto, levando @) & zero. Seguindo este procedimento podemos estabelecer

J| émk T (<4§>w)p<£)(f_;f))a-w (32)

. A2k kyuk, _ i\ 1 I(o—w—1)

/ )™ (& —m?)” <<4w>w> 29T o) () 83)

./ (;iﬂ-)];w (]];gk_ylj;]y;a = (ﬁ) i [gul’gﬁﬁ + GuBGve + guéguﬁ]
MNa—w-=2) 54)

X 5 -
L' (a) (=m?)

A comparacgao com os resultados pode ser usada para identificar as relacGes

ENE TR o
(27T)2w (kQ - m2)2 (27T)2w (kQ _ m?)

. / >k Akk, / 2k g 56)
(2m)* (k2 — m2)’ (2m)* (k? —m?)*

A2k 24k, K, kske Ak Akgke Ak Akek,
i 2w 2 2\4 = gHV 2w 2 2\3 +gllﬁ 2w 2 2\3
(2m)™ (k2 —m?2) (2m)™ (k2 —m?2) (2m)™ (k2 —m?2)

Pk dkek,
+q, . 8.7
g ﬁ/ (27T)2w (k2 . m2)3 ( )

Assim, as relagoes de consisténcia que emergiram em nossa andlise das amplitudes con-
sideradas estdo automaticamente satisfeitas na técnica da RD. E possivel dizer que a
consisténcia da RD reside precisamente neste fato. Os resultados produzidos pela técnica
sdo automaticamente isentos de ambigiiidades e levam a preservacio das simetrias. E
importante ressaltar que no contexto do método da RD é permitido efetuar “shifts” no
momento de integragao, mas esta nao é uma operagao compulséria. As propriedades (8.2)-
(8.4) eliminam toda a possivel dependéncia nas escolhas dos momentos de linhas internas.
Devido a esta conclusao, é facil visualizar que em problemas onde a técnica da RD pode
ser aplicada, se considerarmos, Vl(fy), VS’V), Uapur = Vl(fy) = A,, = 0, e escrevermos os
0bjetos tiog, Liog, Liin € Iquea (tomando em seus coeficientes os valores apropriados para os
tracos das matrizes vy, T'r (7 u%) = 2¥¢,,, e assim por diante) de acordo com as expressoes

diretamente ditadas pela eq. (8.1), um mapeamento perfeito pode ser estabelecido.

8.2 Regularizacao Covariante de Pauli-Villars

Para o célculo das integrais de Feynmann divergentes no contexto da prescrigao de Pauli-
Villars (PV) [36], inicialmente consideramos a substituigao

I(m) — Y ad(Ay), (8.8)

=0
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onde ag = 1 e Ay = m. Todos os outros pardmetros a; e A;, precisam ser escolhidos de
tal modo & construir uma superposicao que conduza aos resultados desejaveis, guiado,
por exemplo, pela manutengao de identidades de Ward. Em termos desta prescrigao,

consideramos o valor das trés diferengas pertinentes nos célculos em 4D: Primeiro,

{/A (;Z:; (’f‘QAJiM?]Z?)3 B /A (;l:;“ (k? i“:n?)?}

N [ Ak, d g
=2 Z{/A(QW)4 (- A7) |y <k2—A?>2}

) Z{/éwl; (i@ fZZA?V} :Z{(W) (-2)} o

Para satisfazer todas as condigdes de consisténcia anteriores é preciso escolher um conjunto

de a}s de forma que ), _,a; = 0. A préxima condicao, relativa & C,p,,, leva ao resultado

1 9
D(Jéﬁuy = [guvgaﬁ + Gop9vp + gowgﬁu] Z a; { (W) <_6) } s (810)

=0

que é, entdo, previamente satisfeita, simultaneamente, com a mesma escolha de coe-
ficientes para o caso anteriormente considerado. A relagdo que envolve divergéncias

quadréticas (Vl(ﬁ,) ) pode ser avaliada da mesma maneira

Ak 2k,k kg
v _ S / ik / P
Y { a@m)t (k2 = A2 Sy (2m)t (2 = AD)

1=0
Guv / d*k 1 G 2/ d*k 1
2 Z_;« A (K2 —A2) 2 Z_; A (2m)* (k2 — A2)? (8.11)

Assim, escolhemos, além do >, a; = 0, os valores para a; e A; de forma que Y_,_, a;A? = 0,

para que possamos obter Vl(ﬁ,) = 0. Nao hd nenhum fato novo nas condig¢oes derivadas
anteriores. De fato, elas sao as mesmas usadas no tratamento da QED, guiadas pela
manutencao da invaridncia de “gauge” do tensor de polarizacao do vacuo, do cancelamento
do diagrama “tad-pole” da auto-energia do elétron e assim por diante. Para completar
esta subsecao é necessario mostrar como um resultado correspondente ao método de Pauli-
Villars pode ser extraido dos resultados obtidos no contexto da estratégia utilizada por
noés para o cilculo de amplitudes perturbativas. O primeiro passo €, obviamente, tomar
Uagpw = Vfﬁ,) = A, = 0, e avaliar os objetos divergentes restantes de acordo com a
prescri¢ao de PV submetidos as condigdes ) ;a; = 0, e > ., a;A? = 0, ditados pelas

investigagoes acima consideradas .
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Explicitamente, para o objeto divergente quadratico

/ d*k 1 Z / d*k 1
= a”i
A (2m)* (K2 —m?) P (2m)* (K2 — A?)
d*k ag aq as
d*k
= / (27-()4 {k4((l() + aq + (ZQ)
—k* [ao(A] + A3) + a1 (A + A3) + ao(AF + AD)]
+CLOA%A§ + alAgAg + (ZQA?A%}

1
. {(k2 — A2) (k2 — A2)(k2 — A%)} : (8.12)

A condigao que Y, a; = 0, se aparece no coeficiente k* que é o de maior poténcia da
integral do momento. A condi¢do y.,_,a;A? = 0 estd presente no coeficiente de k*. As
escolhas feitas foram ditadas pelas condigoes de consisténcia desta estratégia mas é in-
teressante notar que elas sao ingredientes 6bvios para garantir a regularizabilidade da
integral divergente correspondente. Com esta prescrigao objetivamos acrescentar potén-
cias de k% no denominador para modificar o comportamento na regiao de valores altos do
momento do integrando por isso as poténcias de k? que surgem no numerador devem ser
eliminadas. Resolvendo as equagoes de modo a satisfazer as condi¢oes adequadas obtemos

a expressao

dk Y 1 (m?=A}) (m® — A
/A / (8.13)

(2m)* (k? = m?) (2m)* (k2 —m?) (k3 — AD) (k3 —A3)’
e, devido ao carater finito do integrando modificado, a solucao é imediata. Os casos
correspondentes aos objetos divergentes bésicos para cédlculos em 2D e 3D estao auto-

maticamente contemplados nas discussoes precedentes.

8.3 Caélculo de Termos de Superficie

Na literatura sobre divergéncias em Teoria Quantica de Campos hé outro procedimento
que desempenha um papel importante: a avaliacdo explicita de termos de superficie.
Estes cédlculos sao considerados quando “shifts” no momento do integracao sao feitos
para relacionar uma escolha especifica para o momento das linhas internas com outra
destas possiveis escolhas. Isto é freqiientemente usado na verificacao das identidades de
Ward que envolvem situagoes onde a RD nao pode ser usada. O mais notdvel destas é
no estudo das violagoes de relagdes de simetria na amplitude triangular AVV em 4D [37]
[38]. Devido ao fato de, na prescri¢ao que adotamos, os célculos foram efetuados tomando
as escolhas mais gerais possiveis para os rétulos dos momentos de linhas internas, e que

nenhum “shift” foi efetuado nos passos executados, & possivel mapear nossos resultados
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também naqueles correspondentes a esse procedimento especifico. Tudo que precisamos é
relacionar as Relagoes de Consisténcia com termos de superficie. Esta nao é uma tarefa

dificil se considerarmos adequadas identidades tais como

0 ki - v k .k,
ok, ((k2 _ m2)a) T (k2 —m2)” 2a (52— m2)a+1' (8.14)

Assim, se integrarmos ambos os lados no momento k, temos

/ (;ijr];‘*aiky <(k2 _k};n2)a> = / (;z:; G g“%Q)a —20 / (;l:; (k2 f‘;: g)aﬂ. (8.15)

Agora tomando @ = 1 e a = 2 obtemos

./(;i:;“@iku((k? ﬁum2)> = -V (8.16)
°/(;iw]§48il@((/€zf—l;nz)2) = D, (8.17)

e, seguindo o mesmo procedimento, podemos também obter

d'k 0 ( kuk.ks
/ (2m)* Ok, (m) = —Hagpw- (8.18)

No lado esquerdo das tltimas trés equacoes temos uma, integral de uma diferencial total,
que é um termo de superficie conforme o teorema de Gauss. Quando o integrando é
convergente ou logaritimicamente divergente na regiao de valores altos para o momento,
os termos de superficie se anulam. Em casos diferentes destes nao. Podemos avaliar os
valores destes termos e relaciond-los aos objetos basicos Uag,., VL‘? e A,,. Como tal,
Ny = —332% ¢ Oappw = [9uw9as + Jap9uvs + Jav9sul ﬁ (—%). Estes valores podem ser
encontrados em muitos artigos ou livros no tratamento de anomalias tridngulares (em

4D). E importante notar que se esta interpretacio é adotada para o calculo de A e
Oapur estas quantidades sao finitas e bem definidas. O aspecto principal é que, neste
ponto de vista especifico, as condi¢oes que obtivemos para a satisfacao das relagoes entre
fungoes de Green e identidades de Ward consideradas, as quais denominamos Relagoes
de Consisténcia, nao serao satisfeitas. Por conseguinte, as amplitudes calculadas nas
secOes anteriores nao estarao isentas de ambigiiidades. Devido a isto os pontos de vista
representados pelos métodos de Pauli-Villars e RD, no que diz respeito as divergéncias
em cdlculos perturbativos de teorias quanticas de campos, em particular aqueles para
a QED, sao claramente conflitantes com o ponto de vista representado pela abordagem
denominada de calculo de termos de superficie.
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CONCLUSOES

Nos capitulos anteriores verificamos que o conteido divergente de todas as amplitudes
consideradas pode ser escrito em termos de uns poucos objetos bésicos, equagoes (2.4)-
(2.12). Toda a arbitrariedade é preservada devido ao cardter geral da estratégia adotada
para o célculo das integrais de Feynman divergentes. Este procedimento permite enfatizar
quais sao as escolhas relevantes que devemos fazer nos calculos perturbativos em geral
para que possamos atribuir um valor definido para as amplitudes fisicas. Dos resultados
obtidos, dentro da estratégia adotada, é possivel mapear qualquer técnica tradicional
de regularizacao correspondente ou filosofia equivalente. Dessa forma, torna-se possivel
expressar de um modo claro os aspectos relativos a regularizagao, ambigiiidades e relagoes
de simetria.

As regularizagoes podem ser classificadas em duas classes bédsicas. Em uma primeira
classe podemos colocar as regularizagoes que satisfazem

e — vf:})reg — A;iq — 0, (91)

afuv

ou seja, que obedecem ao conjunto de condi¢oes que denominamos Relagoes de Consistén-
cia. Nesta classe encontramos a técnica da RD que constitui a ferramenta mais popular
para manipulagoes e cdlculos envolvendo divergéncias em célculos perturbativos de teorias
quanticas de campos. Em uma segunda classe de regulariza¢ées podemos colocar aqueles
métodos tais que
(Ceg,,s Vs Ager) 0. 9.2)
Nesta classe encontramos os métodos baseados em cédlculos de termos de superficie. Esta
interpretacao para os objetos divergentes béasicos pode ser encontrada comumente na
literatura dedicada a justificar as anomalias tridngulares perturbativas (onde RD nao
pode ser diretamente aplicada).
No que diz respeito aos aspectos ambigiiidades e relagoes de simetria, as duas classes
definidas acima sao completamente conflitantes e conduzem a uma descricao drastica-

mente diferente de amplitudes perturbativas.
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e Ambigiiidades: dado o fato de que termos potencialmente ambiguos de todas as
amplitudes sempre sdo multiplicados por um dos objetos (7.10)-(7.12), a primeira
classe de regularizagoes eliminard completamente as ambigiiidades. Para a segunda
classe, as amplitudes fisicas poderao ser ambiguas tal que, para atribuirmos algum
significado a estas, devemos fazer escolhas para as quantidades nao-fisicas presentes.
O poder de predigao das teorias quanticas de campos em geral, e em particular a
QED, é claramente afetado. As predicées ndo podem ser feitas de modo univoco,
simetrias fundamentais podem ser quebradas, tais como a homogeneidade do espago-
tempo, e assim por diante.

e Relagoes de Simetria: Observamos que os termos potencialmente violadores de sime-
trias sempre sao multiplicados por um dos objetos (7.10)-(7.12), tal qual no caso
dos termos ambiguos. Porém, devemos observar que todos os termos ambiguos sao
violadores de simetrias mas que termos potencialmente violadores de simetrias nao
sdo sempre ambiguos. A tltima sentenca significa que a segunda classe de regular-
izagoes nao pode conduzir a resultados consistentes simplesmente porque existem
casos onde nenhuma escolha possivel para as arbitrariedades é capaz de evitar as

violagoes em relacoes de simetria.

As generalizagoes para outras dimensoes, além daquelas consideradas aqui, parecem ser
perfeitamente possiveis. Isto faz com que o método utilizado aqui represente uma eficiente
ferramenta para conduzir investigagoes em problemas relacionados a teorias formuladas
em dimensoes maiores, particularmente naquelas fmpares ou em situacgoes envolvendo

pseudo-amplitudes em dimensoes pares, como é o caso das anomalias.



APENDICE A

A ALGEBRA DAS MATRIZES DE
DIRAC

Toda vez que desejamos descrever a dindmica de particulas relativisticas de spin % SOmos
remetidos & equacao de Dirac. Em tal equagao aparecem as chamadas matrizes ~ de
Dirac que obedecem a uma &lgebra nao comutativa, ou seja, seguem as relacoes de anti-
comutacao. Em razao disto na defini¢ao e no decorrer dos célculos das amplitudes fisicas
que consideramos no contexto deste trabalho, somos levados a fazer uso de propriedades
que envolvem manipulagoes com as matrizes v. Ao compararmos a dlgebra das matrizes
~v em uma dimensao fisica par com a dlgebra destas em uma dimensao fmpar, percebemos
diferengas importantes. Neste trabalho consideremos as matrizes e suas propriedades para
os casos especificosde D =141, D =2+1e D = 3+ 1. No entanto, tomamos como
exemplo para a representacao dessas matrizes as dimensoes D = 3+ 1, a partir da qual é
facil obter uma representacao para as demais dimensoes, e D = 2 + 1, como um exemplo
para uma dimensao impar. Estabelecendo, desta maneira, a representacao das matrizes

em uma dimensao par e em uma dimensao fmpar, respectivamente.

A.1 Representacao Das Matrizes De Dirac Em D =
3+1

Neste apéndice fizemos uma apresentacao das matrizes v de Dirac e, estabelecemos os
resultados que foram utilizados e que decorrem das propriedades destas matrizes.
Inicialmente consideremos uma representacao para as matrizes v* = (7%, 91,72, ~3).

Podemos adotar

10 0 0 0 0 0 1
o o1 0 o A I
77100 -1 o0 Tl 0 -1 0 0
00 0 -1 -1 0 0 0
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0 0 0 —i 0 01 0

, | 0o 0o i o0 , | o 0 —1

T o0 i 0 o0 Tl 2100 0
—i 00 0 0 10

As matrizes definidas acima satisfazem a relacao de anticomutacao
rYpr,u + ’Yy,r}/p = 29}1/)17
onde I é a matriz identidade. Definimos ainda a matriz v; como

Vs = 10Y17V2 73

que fica
0001
5 0010
’)/ =
1000
0100
e 0, como
)
Ovp = 5 [ﬁyu’y“ - ﬁ/p,ﬁ)/u]
Assim temos as propriedades
v, = 4,
’yp’Yp,ryp = _27;1,7
prO-w/’Yp = 07
VY5 = 1,
7#75 = _IVS’Y;L

YO uv = —i (g,up%/ ~ 9V — Euup07075) :

A contracao de matrizes v com quadrivetores, representado por
A=A,
leva a identidades tais como:
AB+BA = 24-B,
YA+ Ay, = 24,

’YuAﬁr}/u = 4A- B7
Ty, = 24

(A.2)

(A.3)

(A.4)

A3
A.14
A15
A16

~ o~ ~~
— — — —
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VBT, = 20 BA.

E interessante considerar também os tragos envolvendo matrizes v. Temos

Tr(7,)

Tr (v,7,)

Tr (v,7,7))

Tr (7,777 5)
Tr (V7777 5)

Tr (VYo V0 Y87Yp)

Tr (75)

Tr (v57,)

Tr (V57 %a)

Tr (V570 7a75)

Tr (V57,777 5)
Tr (V57,7 YaV57,)

Tr (V57w YoV Vo Va V)

0,

49,

0,

4(9upGva — Guadvs + Guv9as)

0,

4{(Gow9up — GapGuw + Goapgsv) Ipr
(9798 — 9789w + Iru9v) Gpa
(93wYaB — 9r89ar + 9ra9sv) Yo
(97Yop = InuJor + GraGuv) Gps
(9789ap — Gaudap + IraGus) Gov } »
0,

0,

0,

0,

41 1 pors

0

4 {guugpo)n' — GupEvorr + Gup€uorr

+g(r)\5p,1/p7' — Jor€pvp + g)n'g,uupa} .

(A.30)

Podemos construir matrizes obedecendo a algebra indicada em (A.2) em qualquer

dimensao previamente escolhida. Em dimensoes pares os resultados abtidos acima sao

essencialmente idénticos exceto pelo fator vindo do trago da matriz unidade.
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A.2 Representagcao Das Matrizes De Dirac Em D =
2+1

Tomando como modelo a dimensao D = 3 + 1. Comecaremos entao por definir uma

representagao para as matrizes v = (7°,v!,7?). Adotaremos|39]

0 1
2 = gl = . A.31
g io (_10) (A.31)

As matrizes 0¢, sdo as usuais matrizes de Pauli. O conjunto das matrizes satisfaz a relacao

de anticomutacao
o} =77 17, = 291, (A.32)

onde [ é a matriz identidade, e

1 0 0
Guv = 0 —1 0 ) (A33)
0 0 -1
e a relacao de comutagao
[7;},7 ’Yy] = 7/171/ - ,71/'7;1, = 2i6HV07a' (A34)

Na equacao acima, €,,, € 0 tensor totalmente antisimétrico de Levi-Civita normalizado a
1 para uva = 012 e as correspondentes permutagoes pares e a —1, para as permutagoes

fmpares . Das relagoes (A.32) e (A.34) decorre que

’7;[71/ = gul/I - Z-E;,LVOL’Y(X’ (A35)

Com isso podemos estabelecer relagoes tteis para as manipulacgoes pretendidas nas am-
plitudes. Como tal teremos
77" =3 (A.36)

YV Y = =Yy (A.37)

A contracao de matrizes 7 com quadrivetores é representada por

W= k" (A.38)

Podemos facilmente estabelecer as identidades

Wb+ pk =2k - p, (A.6)
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7;#% + k’yu = 2]{)”,
YHpy, = PK + 2k - p,
Yy, =¥

VH = =245 + KPg-

Consideremos agora os tragos envolvendo as matrizes . Teremos

Tril} =2,
TT {")/H} — 07
Tr it _
2 g;u/a
Trinael
5 - vBws
Tr {7,V Y5}
- 2 = Gua9vp — Eanp€upn,
Tr{v e sYs ) : :
{ ’ 2 Pl = —198¢Eavu — Jual€B¢r T 1€R¢wEvwnErwn
€
Tr a8 67
. 2 igod _ Yp09palvp = 9g6€vs€asu — E@hECavy

—9ua¢hopov + Epho€ BowCrwn€anpy-

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

A construgao das matrizes que obedecem a dlgebra definida em (A.32) e (A.34) pode

ser feita em qualquer dimensao previamente escolhida. Diferencas significativas existem

quando as dimensoes sao pares ou impares[40]. Como tal, podemos ver que nao é possivel

estabelecer uma matriz 3!

(andloga a matriz 7° na dimensao D = 4) que anticomute

com todas as martizes 7" estabelecidas no conjunto acima. O que se materializa no fato

de nao ser possivel definir transformagoes quirais (e consequentemente simetria quiral)

na dimensao D = 3 (e demais dimensoes fmpares). Os resultados acima obtidos s@o

essencialmente idénticos aqueles de outras dimensoes fmpares exceto pelo valor do traco

da matriz identidade.



APENDICE B

PARAMETRIZACAO DE
FEYNMAN

No célculo das amplitude fisicas divergentes, em especial no cédlculo da fungao de Green de
um ponto vetorial e da fungao de Green de dois pontos tensorial, que sao os objetos de es-
tudo para os propdsitos deste trabalho, é necessario a adogao de uma estratégia de cdlculo
para tratar das integrais de Feynman divergentes. No contexto da estratégia de célculo
que utilizamos neste trabalho, aplicamos a identidade (2.3), a qual gera uma expressao
matemdtica em que termos estao contidos em integrais divergentes independentes dos
momentos (arbitrdrios) internos e termos que estao presentes em integrais finitas, logo em
seguida é necessdrio efetuar o cdlculo dessas integrais finitas, para tanto, consideramos
o uso de uma técnica denominada Parametrizacio de Feynman. A parametrizacao de
Feynman possibilita uma reorganizacao dos integrandos a fim de simplificar a integragao
permitindo colocar as integrais de Feynman em uma forma genérica, o que simplifica a
integragao nos momentos. A estratégia consiste em utilizar identidades para reescrever os

integrandos. A mais simples destas identidades é a seguinte:

1 ! dz
ab :/0 [(b—a)z+a)* (B

Entretanto todas as identidades estao contidas numa expressao geral. Todas as formas

de interesse podem ser obtidas a partir da relacao

o (n—1)! /d:cl /de ..... /d:cn 01— 2y vi) . (B.2)
aias..... [a121 + agzs + ..... + apy)

Os als que aparecem na expressao podem ser, e geralmente sao, propagadores das

particulas correspondentes as linhas internas do diagrama considerado, ao qual estd asso-
ciada a integral que se deseja calcular. Estes propagadores podem aparecer repetidos nas
integrais. Quando isto acontecer, para obter a identidade necessdria & parametrizagao
basta que derivemos a expressao acima em relacao ao parametro que aparece repetido.
Com isto temos por exemplo,

1 §(1— i, i) x
. :n!/dxl/dxg ..... /dxn[ 1 ]n+1' (B.3)

a1 + oo + ..... + anxy,
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Para o cédlculo das integrais de Feynman necessérias para o estudo da Eletrodinamica

Quéntica sao tteis as seguintes identidades

% - /01 [(b—j);a}?’ i
% - 2/01 [(b<i;)i)j—za]3’ (B5)
ﬁ - 3/01 [(b(l—;)zz)?;‘“ (B5)
ﬁ - 4/01 [(b(:)z)?f;“ (B7)
& B 2/016&/01_2 [(C—a)z+c(ilgj—a)y+a]37 (B8)
rerY ) A e e R @9
e :]242&AP1@—S;f@iif+@“ (B-10)

1 1 1—z 1-y—=z dr
abed 6/0 dZ/O dy/o [(c—a)z+ (b—a)y + (d—a)z + a]* (B11)

- ! B 1=z 1y=z (1—y—2z—2a)dx
a2bcd_24/0 I /0 dy/o [(c—a)z+ (b—a)y+ (d—a)z +a]> (B.12)

Para ilustrar o uso da técnica consideremos uma tipica integral de Feynman em 4D, a

integral finita da expressao (3.27), que chamaremos de ([;)

finita:

[ d% 2 (k- ko) + K2
@)= | (2m)* (k2 —m2)? [(k + ko) —m?] (B.13)

Observe que no denominador da integral (1)

finitq» t€MOS um termo entre parenteses

elevado ao cubo e outro termo entre colchetes elevado a poténcia um. Podemos identificar

3

o primeiro termo como a° e o segundo como b. Assim, podemos parametrizar por:

1 )2
% — 3/ (1—’2)‘&4' (B.14)
asb o [(b—a)z+d]
Onde, definimos
a=(k*—m?) (B.15)

b= [(k+ks)* —m?] (B.16)
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Entao,

(b—a)z+a] = [(k’—l—kg)Q—mz—k2+m2]z+k2—m2
= [K*+2(k ko) + k3 — K] 2+ k> —m?
= [2(k ko) + k3] 2+ k> —m®
= K2+ 2z (k- ko) + zki —m?
= K242z (k- ko) + 22k2 — 222 + 2k — m?
= (K422 (k- ko) +2°k3) + 2 (1 — 2) kj —m?
= (k+zk)’+2(1—2)k2—m®

= K2+ Q(2). (B.17)
Onde, definimos
k' = (k + zky) (B.18)
e
Q(2)=2(1—2)k2 —m?. (B.19)

Agora, efetuamos o shift, ou seja, consideramos as definigoes (B.18) e (B.19), e as

substitufmos no numerador do integrando, assim,

20k k) + K] = 2([K = ko k) + 43
- 2(k’-k2)—2zk§+k§
(

= 2(k- k:2> 4 (1—22) k2. (B.20)

E importante observar que

9Q (2) 2
S =(1-22)k (B.21)
Logo,
[2 (k- ko) + k3] = [2 (k : kQ) + (8%5))} . (B.22)
Reescrevendo a (1) ;,,i;,, temos que
1 4 "k 99(z) ’
e =3 [ 1= [ G : (k[k’fi; (<z>1d4z Lo o

Desenvolvendo o numerador, temos
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(B.24)

1
(D) joita. = +24 (KSRZED) / (1 2)dz
0

)°d (
+36 (kb k) /01(1 —z)? (8%7;» dz
d

! e 9Q (2) 2 d*k (k,.)
+18 (k) / (1-2) ( 0z / (2m)* (k2 + Q (=)

)
13 /0 1y (M)?)dz / a'K ! (B.26)

0z CmAE2 +Q ()"

[ k)

(2m)* K2 +Q (=)

’
Impondo a invariancia de Lorentz e renomeando (I1) i1, Para (I1) £;,ir, Obtemos
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e [ (G, [ (K
(Waa = 360585) [ 1= (258 ) e [ e

+3/01(1 _ )2 <8%£z))3dz/ (C;k); [k’2+1Q(z)}4‘ (B.27)

Essa ¢é a forma genérica na qual as integrandos de Feynman podem ser colocados apds

a parametrizagao.



APENDICE C

INTEGRACAO DIMENSIONAL

No Apéndice B consideramos um recurso matemaético para o tratamento de integrais
de Feynman e ilustramos a aplicacao deste ao considerar uma destas integrais. A forma
genérica para o integrando, qualquer que seja a integral, sempre poderd ser a mesma.
Assim, para calcular tais integrais, isto é, integrar nos momentos, basta considerar as
formas genéricas oferecidas pela parametrizagao de Feynman

/ d*k (1, ks kuky, K2, kukoka, ...
(2m)4 (k2 +2Q -k — H?”

(C.1)

E possivel entretanto evitar esta multiplicidade de integrais, deduzindo um resultado
geral do qual podem ser extraidos todos os outros necessarios. O cédlculo de integrais de
Feynman torna-se enormemente facilitado através desta sistemsdtica. Trata-se da extensao
n = m + 1-dimensional, da forma genérica das integrais nos momentos oferecida pela
parametrizacao de Feynman. Tratando-se de um resultado de grande utilidade, justifica-
se a discussao com uma certa riqueza de detalhes.
N6s tomamos como ponto de partida a mais simples das integrais na forma oferecida
pela parametrizacao de Feynman e definimos;
d'k 1
1= | Gy (€2

De inicio eliminamos o termo fmpar efetuando a mudanca

(K +2Q -k —H?) = [(k+Q)*— (Q*+ H?)]

= K% - M2 (C.3)
onde definimos:
K'=k+Q (C.4)
e
M? =@+ H* (C.5)
Com isso a integral fica:
d*K 1
I(Q) - / (271')4 [k/2 o Mg]a’ (06)

o7
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Agora, abandonando a linha em k, fazemos uma extensao para m + 1 = n dimensoes

do espaco dos momentos (tipo Minkowski);

1(Q.n) = / é;’; 7 _IMQ)Q. ()

Entao teremos:
d"k = dkodkidk,...... dk,, = dkod"k

k* = k2 — k2 (C.8)
k2 =k2+ k3 + ... + k2.
Assim I(Q,n) ficaré:
1
I(Q,n) = /dmk/dko TE (- (C.9)
[kg — (K2 + M2)V/2 — je)

A integracao em kg pode ser facilmente efetuada se nés identificamos, no plano com-
plexo kg, os pélos do integrando.

Com o contorno C' escolhido, a integral de f(ko);

1
B — [+ M2z — e}
0

fko) = { (C.10)
se anula. Observemos ainda que f(kg) cai abruptamente com k¢ grande (tanto quanto

a>1). Isto &
. 1
ko—o0 ]{/’0

Entao a contribuigao sobre o contorno circular C' se anula e apenas restam as con-

tribuigoes sobre os eixos. Fazemos a conveniente mudanca de varidvel
Iﬂo e ik}m+1, (012)

com k,,+1 real. Com isso a integral em ky fica

+io0 +o00
/‘ dk(}f (ko) = Z/ dkm+1 f (ikm+1) 5 (013)
+i00 +oo
|t =i Do e (C1)
—ico —o0 [(ika)Q _ ((Kz + M2)1/2 _ ie) ]
4100 . N +o0o dk‘m+1
/ioo dl{?of (k?()) =1 (—1) /OO [k)?ﬂ+1 n K2 n 'Le]a (015)

Isto quer dizer que passamos, na prética, para um espaco euclideano n-dimensional

1{7# - (kl, kg, ..... 5 k7n+1)
K2 =k2 4+ k3 + ... + k2., (C.16)
dnk - d/ﬂldkﬁg ........ dl{?m+1.
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A relacao entre as integrais nos dois espagos é dada por:

d"k 1 d"k 1
/ —— = (—1)_%‘/ —. (C.17)
aink. (2m)* (K? — M? +i€)* Buet. (21)" (k2 + M? —i€)*
Agora expressamos o espago euclideano n-dimensional em coordenadas polares;

)
ki = ksenf,,senb,,_1.....senbysend;

ko = ksenf,,senb,,_;.....senbscosb;
" " "

(C.18)

n n n

n n "

k1 = kcost,,.

O elemento de volume sera dado por:

00 2 ™ ™
/ A"k = / k™ dk / 0 / senfadbs........ / sen™ 10,,,d0,,. (C.19)
0 0 0 0

A integral nos momentos fica, com isso, na forma:

27 T ™ 0o kmdk
— (_1\%, m—1
I(Q,n) =(-1) 2/0 91/0 senfsdfs.......... /0 sen deﬁm/o CESYEEA
(C.20)

J4 que o integrando somente depende de k?, podemos integrar nos angulos. Para tal

tomamos auxilio nos resultados:

i) /O7r sen0df = L(MT?), (C.21)

r(1+2

i)l (%) = 7. (C.22)

Deste modo:

L' (5) F(l)] [F (G)T(+5)

T(1+1)

r(H)ra+1)
[ I'(1+1)

(C.23)

(2m)(vm)" (C.24)

r(=4 -

ou seja, obtivemos:

/ = T i (C.25)



C. INTEGRAGAO DIMENSIONAL 60

Voltando com este resultado para a integral:

(—1)~i(m) "5 / (k)2 dk?
(C.26)

I(Q?”) = (27T)m+11" (mT'H) 0 (kg + MQ)Q,

a qual, usando a expressao para a funcao Beta de Euler, fornece:

(—1)2i(m)F T ()T (0 - (251))

1(Q,n) = : _— (C.27)
(27-‘-)m+11" (T‘H) (Mg)a—(T"')l—\(a)
Com m + 1 = n, fica:
1(Q,n) = ()™l (o — ) (C.28)
(2" (o) (M2 (105
ou ainda: 1) ( )
~1)~l (a2
I = 2 C.29
(@) = Gy (07 (20
A forma da expressao justifica a definigao:
n = 2w, (C.30)
que entao nos fornecera:
Tl —
Q) = ) (©31)

(4m)<T () (—=Q? = H?)*~’

que é o resultado desejado. A presenca da funcao I'(a —w) nos diz que o resultado obtido
¢ valido para o > w, ou seja, para integrais finitas. As demais formas genéricas que

aparecem em (C.1) podem ser obtidas a partir desta. Por exemplo, se desejamos calcular:

d2wk’ k.u
1,(Q, 2w) = / (2m)2 (k2 +2Q - k — H2)*’

(C.32)

primeiro derivamos o lado esquerdo (@, 2w) em relacdo ao momento externo ;

d d2wk 1 d2wk. ku
dQu {/ (27‘(‘)2w (k;2 + 2@ k- HQ)Q} = —201/ (27‘()4 (k;2 n 2Q T H2)a+1' (C.33)

A seguir derivamos o lado direito de (C.29),

10 (@) rero—m=) = (@) Tt e
(C.34)

Deste modo, igualando ambos os lados, teremos:

[ Pk k, B ( j ) ()0 — w)(o —w)(Q)
@m)i (K2 +2Q  k — HE)or (@n)~ ) aT(a)[—Q? — HZo—w-1
- ((m)w) Mot )@ =g (©39)
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Definindo o/ = o + 1, uma vez que « é arbitrario, temos:

Ak k, _ 1 (—)F(a — W)QN
/ (2m)2 (k% + 2Q - k — H?)® = ((47T)"") T()[—Q? — H2Jo= (C.36)

Repetindo este procedimento podemos obter todas as outras integrais necessdrias para

os célculos de amplitudes. Uma vez que estamos tratando aqui de integrais finitas, w pode
ser tomado na dimensao fisica w = 2 nos resultados.
A seguir apresentamos os resultados para integrais comumente encontradas nos célcu-

los de amplitudes fisicas consideradas neste trabalho.

d*k 1 B i MNa—w)
[t ey () g O
d*k K (i (=) (o = w)Qy
[ e =y - (p) rate e ©
d*k k,.k, B i QuQ.I'a — w)
/ (2m)2 (k2 +2Q -k — HY)> ((470“) {T(a)[—QQ —Hee
1 MNa—w-—1)
+ §6WF(04)[—Q2 — H2}a—w1:| (C.39)
d*k k? B i QT (o —w)
/ (2m)2 (k2 +2Q -k — HY)> <(47T)“’> {F(a)[—QQ —H
wllao—w—1)
e (A
/ d>k ko _ < (—)i > { Qu@QuI'(a —w)
G 2420 - h— 1~ \(n) ) [F(a)—2 — Ao
1 MNa—w-—1)
+ D) (5uuQa + 5uuQu + 6(11/62/1) F(Oé){—QQ — Hg]a_w_1:| (641)
d*k K%k, B (=) Q?Q.I'(a —w)
/ (2m)* (k2 +2Q -k — H?)* ((470“)) {F(&)[—QQ —Hee
22w+ 2)QuT (a0 —w — 1)
e me (4
/ d%k Kk ko ks _ ( i ) [QquQaQﬁf(a—w)
eri (e +2Q K~ \(me ) [T(@)[-2 - A7
+% (duy@a@,@’ + 5anuQﬁ + 5u[ﬁQuQa + 6anuQ,ﬁ+
MNa—w-—1)
"‘&xﬁQuQa + 5@5@;1@1/) P(Oé)[—QZ _ HQ]afwfl +
1 IMNa—w-—2)
+ 1(50‘#551’ + 5a55w, + 50”,(55#) F(a)[—QQ — HQ]O‘_W_Q (043)
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/ 42k k2kiokis _ ( i ) [ QQuQT(a—w)

@ (B +2Q-k— % \(@m®°) |T(a)-Q? - #7>
% (2w +4)QuQp + 60p@*) T —w — 1)
[(a)[~Q? — H?Jo]

12w +2)8,5T (0 — w — 2)
+ 4 T(a)[—Q2 — H2ow-2 } (C.44)
dek k;4 B 7 |: Q4F(Ol —UJ> .
/ (27T)4 (k2 +2Q -k — H2)a - ((47T)w) F(a)[_QQ _ HQ]@,W
(2w +2)QT(a —w—1)
F(a)[—QQ — HQ]afwfl
ww+ DI (a —w —2)
T(a)[-Q2 _Hz]a-w-2] (C.45)
E interessante notar que decorrem destes resultados as seguintes propriedades:
‘ d*k
Z)/ (27r)4f(k2)k’u = zero (C.46)
dek’ w d?wk
ZZ) / Wkﬂkl/f(kQ) _ gQIw / (27r>2w /€2f<]€2) (047)
d*k 2o
1i1) / Wkﬂkukakﬂf(kQ) = m (9asYw + Gangpr + Jav9su) / Wk4f(k2)‘
(C.48)

Os resultados deduzidos acima sao suficientes para a solugao de todas as integrais de

Feynman consideradas no presente trabalho.
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