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Resumo

Apresentamos uma analise local das flutuactes do vacuo a um lago associadas com
um campo escalar quéntico e com um campo eletromagnético quantico na presenca de
fronteiras retangulares.

Inicialmente consideramos um campo escalar sem massa definido em um espago Fu-
clidiano quadri-dimensional confinado no interior de um guia de ondas de segao reta retan-
gular. Para identificar as divergéncias das flutuacdes do vacuo usamos um procedimento
de regularizacdo analitica. As divergéncias que ocorrem nas flutuagoes do vacuo a um
lago caem em duas classes : divergéncias do espaco-tempo de Minkowski que sao renor-
malizadas pelos contra-termos usuais e divergéncias de parede e de aresta. I'inalmente,
discutimos como generalizar nossos célculos para um campo escalar massivo definido em
um espaco Fuclidiano de dimensao genérica.

Usando o método do miicleo de calor e a continuagao analitica da fungao zeta, cal-
culamos o tensor momento energia do vacuo associado a um campo escalar sem massa
minimalmente acoplado ¢ a mesma quantidade associada a um campo escalar confor-
malmente acoplado, confinados no interior de um guia de ondas infinitamente longo e
confinados dentro de wma cavidade retangular. Seguindo uma abordagem desenvolvida
por Actor em como extrair resultados globais da descrigio local divergente, calculamos
o tensor momento energia fisicamnente mensuravel do vacuo associado a estes campos.
Mostramos entdo que a integracio das componentes destes tensores na regido interior das
cavidades produz os resultados globais conhecidos. A dependéncia local da energia do
vacuo renormalizada para configuragoes onde a energia total é positiva e negafiva é apre-
sentada através de uma andlise numérica usando ambos os tensores. Das componentes dos
tensores, obtemos as forcas locais de Casimir em todas as paredes introduzindo uma estru-
tura externa. Ambos os tensores produzem a mesma forca local a qual é sempre atrativa
quando os modos externos sdo incluidos. Usando o método de Bromwich-Borgnis, calcu-
lamos também o tensor momento energia do vacuo associado ao campo eletromagnético

que pode ser expresso através de dois problemas de contorno escalares através dos vetores
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de Hertz. Mostramos que a densidade de energia fisicamente mensurdvel do vicuo associ-
ada ao campo eletromagnético ndo possui dependéncia nas coordenadas espaciais no inte-
rior de nm guia de ondas (como acontece entre placas paralelas) mas possui dependéncia
nas coordenadas no interior de uma cavidade retangular. Introduzindo novamente uma
estrutura externa, mostramos que a forca local é sempre atrativa quando os modos ex-
ternos sio inclifdos como no caso escalar. Finalmente, como uma aplicagdo, derivamos o
efeito Scharnhorst no interior de um guia de ondas e no interior de uma cavidade retan-
gular. Mostramos que a variagio do indice de refragio é ndo-uniforme em ambos os casos
e a velocidade de propagacio da luz pode ser maior ou menor do que ¢ dependendo das

coordenadas espaciais e dos parmetros globais.
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Abstract

An local analysis of one-loop vacuum fluctuations associated with a quantuun scalar
field and with a quantum electromagnetic field confined by rectangular boundaries is
presented.

We first consider a massless scalar field defined in a four-dimensional Euclidean space
confined in the interior of a infinite waveguide of rectangular cross section. To identify the
divergences of the vacuum fluctuations we use an analytic regularization procedure. The
divergences which occur in the one-loop vacuum fhictuations fall into two distinct classes:
local ones that are renormalized by the introduction of the usual bulk counterterms,
and surface and edge divergences. We present the detailed form of the surface and edge
divergences. Finally we discuss how to generalize our calculations for a confined massive
scalar field defined in a higher dimensional Fuclidean space.

Using the heat kernel method and the analytic contimation of the zeta function, we
calculate the canonical and improved vacuum stress tensors associated with a massless
scalar field confined in the interior of an infinitely long rectangular waveguide and confined
in the intertor of a rectangular cavity. Following the approach developed by Actor on
how to extract global results from the divergent local description, we obtained physical
measurable vacuum stress energy tensors. We show that integration of the components of
these tensors over the cavities produces the well-known global results. The local depence
of the renormalized energy for special configurations when the total energy is positive and
negative are presented using the canonical and improved stress tensor. From the stress
tensors we obtain the local Casimir forces in all walls by introducing a particular external
configuration. Both fields produce the same local force which is always atractive when
the external modes are included. Using the Bromwich-Borgnis method, which reduce
the electromagnetic problem to two scalar boundary value problems through the Hertz
vectors, we calculate the vacuum stress energy tensor associated with this field. We show
that the vacuum energy density of the electromagnetic field has no position dependence
in a rectangular waveguide (as between paralle} plates) but have a position dependence in

the interior of a rectangular cavity. Introducing again a particular external configuration,



we show that the local force is always atractive as the scalar case when the external
modes are included. As an application we derive the Scharnhorst effect in the interior of
a waveguide and in the interior of a rectangular cavity. We show that in both cases the
shift in the refractive index acquire a position dependence and the light velocity can be
greater or smaller than ¢ dependending on the space point in the interior of the cavities

and on the global length parameters.
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Capitulo 1

Introducao

A obtencéo de uma energia divergente associada a um campo quantico descrevendo um sis-
tema no estado de vdcuo é uma consequéncia direta do processo de quantizacéo canénica
de campos cldssicos, j4 que esta nio fixa a ordem de operadores que néo comutam. Esta
divergéncia é formalmente removida fixando a ordem destes operadores através de uma
prescrigao (o ordenamento normal de Wick), levando a uma energia do vicuo nula. Esta
prescrigdo é baseada no argumento de que somente diferengas de energia podem ser me-
didas e a remocio de uma constante nao altera as equagoes de Heisenberg. No entanto a
energia do estado fundamental de um campo quantico néo deve ser corretamente definida
pelo ordenamento normal pois existem diversos efeitos {isicos associados com um valor
nao-nulo desta quantidade.

Em 1948 Casimir [1] demonstrou que duas placas paralclas, ncutras e perfeitamente
condutoras em um espacgo-tempo quadridimensional devem se atrair com uma forca de
magnitude F(L) « 5, onde L ¢ a distancia entre as placas. A existéncia desta forca
pode ser atribuida as modificacoes das flutuagbes do vacuo associadas ao campo eletro-
magnético causadas pela presenca de cada placa. A previsio de Casimir foi verificada

experimentamente dez anos depois e confirmada com medidas mais precisas recentemente
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[2]. O estado de cnergia mais baixa do campo eletromagnético quantico estd também as-
sociado a existéneia de varios outros cfeitos fisicos [3] como por exemplo a diferenga entre
os niveis de energia 285 e 2p;» do 4tomo de hidrogénio (o “Lamb shift”), o fenémeno
de emissao espontinea, o momento anémalo do elétron ou as forcas de Van der Walls.

Para definir corretamente a energia do vdcuo temos de levar em consideracéio o fato
de que campos quanticos sé podem ser medidos quando interagem com a matéria ou
com campos externocs, i.e., quando estdo em interagao com “objetos” classicos. Uma
descricdo idealizada desta situagio pode ser conseguida exigindo que os campos satisfacam
a determinadas condigoes de fronteira. Como os modos do campo séo alterados nesta
situagdo, a energia de ponto-zero também se modifica. Em geral, a energia renormalizada
do vacuo é definida como a diferenga entre a energia de ponto-zero do campo na presenga
de vinculos externos e em sua auséncia respectivamente. Esta definicéo é somente formal,
pois as quantidades nela envolvidas sdo divergentes e a subtrag@o deve ser combinada com
um esquema de regularizagao.

Qualquer variacdo nos vinculos externos induzem mudancas na energia do vacuo que
agora é considerada uma quantidade mensurdvel. A principal consequéncia desta definicao
é que agora o vacuo de um campo quantico nfo é mais considerado um estado com
propriedades ftriviais e sim wm meio que reage a distorcdes. Os efeitos atribuidos ao
vacuo podem ser mterpretados como sua resposta a ac¢éo de vinculos externos.

Dois métodos sao empregados no cdlculo da energia do vacuo utilizando a defini¢éo
acima. Quando as fronteiras podem ser caracterizadas por um conjunto de pardmetros
globais, podemos obter a energia total de um campo quintico pelo método de soma

dos modos. A energia é entdo expressa diretamente em termos de somas infinitas das
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autofrequéncias dos modos normais e as for¢as globais que agem nas fronteiras podem ser
obtidas através da derivada da energia com relacdo ao parametro apropriado. No caso de
nao existirem parémetros globais que caracterizem o sistema, este método nao é aplicavel.
Como exemplo considere a intersecao de um plano infinito e wm semi-plano infinito sob
condi¢oes de Dirichlet por um dngulo reto. Como néo existe nenhum pardmetro global
nesta geometria, a energia total é nula, embora exista um fluxo de momento presente que
nao pode ser calculado com o método global.

No método local, tratamos o vicuo como um meio eldstico sujeito a deformacdes e
calculamos o valor esperado no véacuo do tensor momento energia renormalizado em todo
0 espago e diretamente desta quantidade podemos obter as forcas locais de Casimir em
todas as fronteiras. Quando as forgas locais sdo independentes da posicao estas devem
coincidir com as forgas uniformes calculadas usando a energia total do sistema. No caso
do campo cletromagnético na presenca de fronteiras formadas por placas paralclas [4],
cilindros circulares [5] ou superficies esféricas [6] [7], as forgas locais sio uniformes e a
coincidéncia acima é verificada.

O primeiro calculo local do efeito Casimir foi feito em 1969 por Brown e Maclay
[8]. Estcs antores calcularam o valor esperado no vécuo do tensor momento energia
renormalizado do campo eletromagnético, (T} . , na presenca de duas placas paralelas
perfeitamente condutoras, ou seja, a verséo local do efeito Casimir original. O resultado
foi um tensor diagonal e uniforme entre as placas. Se as placas est@o colocadas na direcao

perpendicular ao eixo #; separadas por uma distincia a, o tensor é dado pela expressao

2

e
— " diag(~1,-3,1,1). 1.1
(T rom 7200k iag (—1,—3,1,1) (1.1)

A forma deste tensor pode ser obtida usando argumentos de simetria [9] [10] (ele s6 pode
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depender da métrica de Minkowski ¢ do vetor normal as placas), além da cquagao de
conservacio do tensor momento energia na forma covariante e o fato de que ele possui o
traco mulo {o fator numérico s6 pode ser obtido através do caleulo direto).

Quando ndo hd fronteiras, devido & invaridncia translacional do espago-tempo de
Minkowski, quantidades locais como (E?) e (T},.}, . s80 necessariamente uniformes. En-
tretanto, na presenca de uma fronteira, plana por exemplo, a invariancia translacional
é quebrada na direcdo perpendicular a esta, e espera-se que as quantidades locais men-
cionadas acima sejam nio-uniformes nesta situagéo. De fato, entre duas placas per-
feitamente condutoras as funcoes (E2) ¢ (B?) ndo sdo uniformes, mas divergem guando
o ponto do espago em que sdo calculadas se aproxima das placas (estas sdo chamadas
de divergéncias de superficie). Quando estas fungdes sdo combinadas para o cdlculo de
{(T10),pm » € POssivel mostrar que as contribui¢oes nao-uniformes sio canceladas resultando
na expressio (1.1).

No caso do campo escalar candnico (ou minimalmente acoplado) com massa nula,
vamos assumir que a condi¢io de Dirichlet para este campo é andloga & condigéo de
contorno que os campos elétricos e magnéticos satisfazem nos condutores. O resultado
equivalente é

bz 72 3 - 2sin? (wz,/a)
: —1.-3.1.1
diag (—1,-3,1,1) + 48a?  sin® (7z,/a)

= ; - 1 .2
(L), om 44008 diag (—1,0,1,1) (1.2)

O segundo termo da equagao (1.2) diverge quando z; — 0 ou z; — a, levando a uma
energia por unidade de drea infinita quando integrado entre as placas. O comportamento
divergente deste tensor levou Boyer a especular que o campo eletromagnético seria 1inico
e que nfo haveria andlogo do efeito Casimir para o campo escalar de massa nula. DeWitt

[10] argumentou que o aparecimento desta divergéncia est4 ligado ao fato de que o trago do
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tensor momento energia do campo escalar canénico nfo é nulo. No lugar dele deveriamos
usar o campo escalar conformalmente acoplado, cujo tensor momento energia possui o
trago nulo. Realmente para o campo conformalmente acoplado (sob condigies de Dirichlet

ou Neumann) temos

2

’Tr .
<Tf'"">ren = mdﬁag (”1, —3, 1, 1) (13)

Entretanto, calculos posteriores feitos por Candelas ¢ Deutsch [11] mostraram quc
o cancelamento das divergéncias para o campo eletromagnético e para o campo escalar
conformalmente acoplado entre placas nao representa o comportamento genérico destes
tensores. Na presenca de uma fronteira com alguma curvatura (mesmo pequena) o tensor
momento energia de campos conformalmente invariantes se comporta perto da fronteira
como €3, onde € é a distancia até a fronteira, com um coeficiente proporcional a sorna das
principais curvaturas da superficie. Os autores argumentaram ainda que as divergéncias
de superficie ndo sio do tipo usual que podem ser removidas através do processo de renor-
malizacao. Sao divergéncias reais pois tem sua origem relacionada com as condigées de
contorno cldssicas que modelam um condutor perfeito e ndo podem ser realizadas fisi-
camente. No caso de fronteiras reais, como placas metélicas, valores infinitos de (E?)
ou outros observaveis locais sao evitados porque tais fronteiras nfio sdo perfeitamente
condutoras para todas as frequéncias. Uma placa metilica é um bom refletor das ondas
eletromagnéticas abaixo da frequéncia de plasma do material mas se torna relativamente
transparente para alias frequéncias. Em um condutor imperfeito (real) com um com-
primento de penetragdo caracteristico §, ondas com uma frequéncia suficienternente alta
{comprimento de onda pequeno) penetram um nimero significativo de comprimentos de

onda até serem atenuadas e portanto nio “véem” a posi¢io precisa da fronteira. Fm out-
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ras palavras, a superficie de um condutor real estd a uma distancia § de onde as condigdes
de contorno sao satisfeitas.

Podemos demonstrar heuristicamente o mecanismo pelo qual a imposi¢ao condigoes
de fronteira leva ao aparecimento de divergéncias de superficie em (7)), . Considere a
funcao de Wightman G (z, y) do campo escalar na presenca de uma frontejra J€2. Vamos

admitir que G (z, y) obedece a condicdes de Dirichlet na fronteira
G (z,) =0 (€O ou ye oY) (1.4)

Como veremos na se¢do 3.2.1, podemos obter formalmente (7,,) através da aplicacéo de
um determinado operador diferencial na fungdo G (z, y) e entdo tomar o limite y — =
. A funcio G (z,y) contém a mesma divergéneia ultravioleta da fungio livre Gy {z, y)

quando y — =

1

- —
GU (m'ly) - 471_2 (IL‘ _ y)2

(1.5)

A renormalizagio de (7,,,) é feita subtraindo a fungdo livre, que como discutimos anteri-

ormente, é exatamente a fungdo na auséncia da fronteira.
(T (@))en = B0 70, [ G (,9) — G5 (2,9)] (1.6)

onde 7, ¢ um determinado operador diferencial. Se z ¢ 8§ a subtragio (1.6) faz de
(T (2)),,, uma quantidade finita. Entretanto se x € J9Q, devido a condigio (1.4),
G' (z,y) se anula e a equagio (1.6) sé ndo terd a mesma singularidade que a funcio
(1.5) no limite y — z caso ocorra algum cancelamento apés a aplicagio de 7, {como
vimos este é o caso do campo escalar conformalmente acoplado cntre placas), mas em
geral tal cancelamento nio ocorre.

Como discutimos anteriormente, o fato de que observaveis locals assumem um valor



Capitulo 1. Introdugio 7

infinito nas fronteiras nao significa que estes valores nao possuam um significado fisico. Ao
contrairio, estas divergéncias sio uma consequéncia da imposicio de condigdes de contorno
que nao podem ser realizadas fisicamente. Em outras palavras, no caso de uma fronteira
real o valor destas funcdes cresce na fronteira mas assume um valor finito.

Um exemplo conhecido da realidade fisica das divergéncias de superficie ¢ a regiao de
uma quina constituida por dois planos condutores que se interceptam formando em wm
angulo . E possivel mostrar [11] que (Tyo(2)),.,, diverge como »~*, onde r € a disténcia
até a quina. No lmite r — oo e a — 0 de maneira que 7o = a permaneca constante,
esta configuragio se torna a de duas placas paralelas separadas por uma distancia a.
Esta consisténcia obviamente nfio seria obtida caso o termo r~—* fosse removido por uma
renormalizacio ad hoc.

Considere um campo escalar conformalmente acoplado no interior de uma cavidade
perfeitamente condutora limitada por uma fronteira constituida de diferentes partes, em
que cada parte é responsavel por uma divergéncia de superficie. Quando a cavidade tem
um formato retangular, as paredes, arestas e quinas dao contribuicdes separadas para
o tensor momento energia do vdcuo. As contribui¢ies que divergem nas paredes sao
canceladas mas nio hi maneira de redefinir o tensor momento energia para eliminar as
contribuigdes das arcstas e quinas {no caso do campo eletromagnético, as divergéncias de
quinas ou arestas podem sc¢ cancelar como veremos, mas Nao a0 MmMesmo tempo). Como ja
foi mencionado, na presenca de uma fronteira curva as divergéncias de superficie também
nao podem ser eliminadas e as arestas e quinas imitam esta propriedade. Desta maneira,
o tensor momento energia do vécuo ndo é uniforme em uma configuragio deste tipo e

esta pode ser considerada como um “modelo de brinquedo” exatamente solfivel do caso
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em que as fronteiras sdo curvas. O célculo global pode oferecer no méximo uma descrigao
média desta situagio mas é incapaz de reproduzir as forgas locais exatas.

Na situacio descrita no pardgrafo anterior, a integracdo das componentes do ten-
sor momento energia na regiao interna da cavidade leva a quantidades globais infinitas.
Como os termos que divergem na fronteira sé dependem dos pardmetros que definem
sua forma e nao dos pardmetros globais que medem a distédncia entre diferentes partes
desta, tradicionalmente tais divergéncias sdo descartadas sob a alegagao de que estas nao
d&o contribuigdo para o efeito Casimir global. Obviamente tal procedimento nao procura
nenhum significado fisico para as divergéncias de superficie. De fato, uma interpretagao
proposta por Dowker ¢ Kennedy [12} sugere que o método local fornece o tensor momento
energia do vacuo cotreto para qualquer ponto no interior da cavidade limitada pela fron-
teira mas deixa de valer na fronteira. Haveria entdo uma contribuicdo definida somente
na fronteira que agiria como um contra-termo de superficie, cancelando as divergéncias e
levando a uma energia total finita. Este foi o ponto de vista adotado na referéncia [14] e
no capitulo 2 onde vamos estudar as flutuagoes do vécuo de um campo escalar no inte-
rior de um guia de ondas de sec¢ao reta retangular. Veremos que esta quantidade possui
divergéncias nas paredes e arestas.

No capitulo 3 adotaremos a intcrpretagao sugerida por Actor [13} para relacionar o
efeito Casimir global com a descrigio local divergente. Esta consiste em interpretar o
efeito Casimir global como sendo causado pela interagio entre as deformagdes causadas

pelas fronteiras, que so matematicamente descritas pelas divergéncias de superficie.



Capitulo 2

As flutuacoes do vacuo no interior de
um guia de ondas retangular

2.1 Flutuacgoes do vacuo de um campo escalar no in-
terior de um guia de ondas retangular

Nesta se¢io e na préxima iremos investigar o comportamento das flutuagdes do vacuo
na aproximacio de um laco associadas a campo escalar massivo definido no interior de
um guia de ondas infinito de segio reta retangular [14]. Por simplicidade, trabalharemos
usando a versao Fuclidiana da teoria de campos. Desta forma vamos assumir que 0 campo
escalar estd definido em um espaco FEuclidiano guadridimensional, onde as duas 1ltimas
coordenadas estdo definidas sobre toda reta real, enquanto que as duas primeiras que
chamaremos z; ¢ T, estio definidas no intervalo 0, a] e [0,3], respectivamente. Sem perda
de generalidade, vamos assumir condigbes de contorno de Dirichlet nas fronteiras. Casos
mais gerais (condigbes de contorno de Neumann on Robin) scguem o mesmo procedimento.

O campo sem auto-interacdo esta definido na regido
Q=x=(21,29,23,%4) : 0< 7 <a, 0<z<bCR (2.1)

com condicdes de contorno de Dirichlet em 2y = 0 e 2; = a, e fambém em 2, =0 e z; = b.

Como enfatizado previamente, a perda de invariancia translacional introduz divergencias

9
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nas paredes e nas arestas.

Neste capftulo desenvolveremos o formalismo matemético que nos permitira calcular a
fungao de Schwinger de dois pontos para pontos coincidentes no interior do guia de ondas.
Como iremos utilizar a principio a regularizacdo dimensional, estaremos frabathando em
um espaco Fuclidiano d-dimensional. Para identificar a estrutura das divergéncias de
parede e de aresta, vamos utilizar o procedimento de regularizacao analftica. A rigor, para
usarmos o procedimento de regularizagio analitica, terfamos que introduzir um parametro
(,u)4—d onde z possui dimensdo de massa. Isto é necessdrio pois extensoes analiticas devemn
ser feitas apenas sobre quantidades adimensionais. Como nao faremos nenhuma expansao
em torno de um valor particular de d, para simplificar até o final desta se¢ao faremos
= 1 (subentende-se que todas as expressdes esto multiplicadas por (1)*?). Usando a
representacao espectral da funcao de Schwinger, a expressao das flutuacGes do vécuo na
aproximacdo de um lago que denominaremos Tpp(z1, 22,8, b, d) = {p*(z1,x,)) pode ser

escrita como :

4 i . o, MMy, . o Moo
TDD(J’J}_,IEQ,G,I), d) mnlg:lfﬂn ( a )sm ( b )

_ 1
X/ddzp-"z 7172 ngw \2 2y’
(524 (74 + (32)2 + m?)

(2.2)

Usando uma simples identidade trigonométrica (sin®z =

cos 2z), podemos ree-

b=
=

screver a expressio acima como :
Top(xy, T2, a,b,d) = T(a,b,d) + T(21,a,b,d) +T(z2,a,b, d) 4 T(zy, 79, a,b,d), (2.3)
onde o primeiro termo do lado direito da equa¢io acima é dado por

(2.4)

4 = 1
T(ab,d) = o ~ra /d‘Hp :
(0:4) = ry-2at m,%:l (52 + ()2 + ()2 + m?)
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O segundo termo da Eq.(2.3), T(zy,a,b,d) é dado por

) cos("’—";—xl)
T(z1,a,b,d) = —QT(a,b, d) + ._-s gab mnzz* _/ -'2 F(mmy2 (nar)2 +m2).

(2.5)
A expressio para T(x2,a,b, d) tem a mesma forma funcional que T (zy,a,b, d} trocando-se
apenas z; por =, e a por b. Finalmente, o tiltimo termo do lado direito da Eq. (2.3) pode

ser escrito como

1
T(x1, %2, 0, b, d) /
! e, 2, (2 + (R )
(1 COS(2n17r931) _ COS(QnQ;T:EQ) "
E 2y 2, ey
—l—cos(gnlmbl—) cos(%rf—%) )- (2.6)

E f4cil verificar que a Eq.(2.6) contém as mesmas contribuicdes que as Eqs.(2.4) e (2.5) e

simples manipulacdes algébricas nos permitem escrever

Tlar s bd) = YT(0b,d)— ) [T(ar,0,6,0) +57(a,b,d)] +

—% [T(wg,a,b, d) + %T(a, b, d)] ¥ N(zy,ona,bd).  (27)

O termo que contém as divergéncias de arcsta, N(zy, s, ¢, b, d), ¢ dado por

(cos(—l—-““ — ) cos( 2n2TE = ))

(27rd Zab Z ./ *2+(E;£)2+(n_2b1)2+m2)'

7y,m2=1

N(ﬂ:l,wg,a, b,d) (28)

Vamos estudar cada uma destas contribuicdes separadamente. Note que a contribuigao
das flutuagdes do vécuo dadas por T(a, b, d) é independente das coordenadas e diverge para
d = 4. A regularizagio desta contribuico serd estudada na proxima secao. Para estudar
a estrutura analitica de T(z;, a, b, d) vamos nos concentrar somente na parte dcpendente

da coordenada z; dada por

COS( 2nimwe; )

( d 2(15 Z _/ ~2+(M)2+¢En_?_‘7r)2+m2)-

1
T(.‘I:]_, a., b, d)“l‘gT(G, b, d) (29)

ny =1 @
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Uma das somas da Eq.(2.9) pode scr feita usando-se a seguinte identidade geométrica [15]

[16] :
©  cosnt 1 7 cosh A(m — t)
2T 4T 3 T3A swmhAd (2.10)

Usando a Eq.{2.10), podemos escrever a Eq.(2.9) como

T(z1,¢,b,d) + T(a,b,d) = Ry(a,b,d) + Ro(z1,0,b,d) (2.11)

2
onde cada um dos termos R;(a,b,d) ¢ Ry(z,a,b,d) sio dados por:

. 1 = 5 1
Rl(a7b5 d) - (27‘_)0‘,_2 ab ngz_]_/dd p(ﬁ2+m2 + (njbﬁ)g) (212)

Rg(mlya“}b)d) = d 2b ]dd p +m2+(m)

b
cosh((a 211),/7 +m2 +(22)?)
X .
sinh(a, /52 + m? + ("7)2)

ne—=1

(2.13)

Da mesma forma temos T(zz,a,b,d) + $T(a,b,d) = I(a,b,d) + Ix(xs,a,b,d) , onde
Ii(a,b,d) = Ry(a,b, d) e I,(z3,0,b,d) pode ser obtido de Ry(=;,a,b,d) trocando z; por &,
e a por b. A expressio de Ry{a,b, d) serd regularizada na préxima se¢io. Para achar a es-

trutura analftica de Iy(zq, a,b,d) e Ry(z1,a,b, d), vamos nos concentrar em I(z3,a,b,d).

Integrando sobre 0 dngulo sélido , i.e usando o fato de que dtp = p?ldpdQqe [ dQg = 5)
2
temos :
Lz, a,b,d) Z/dp = (214)
&L, G, 0 —_—= — .
2{ T2 = 'y \/—*2 +m? + %)
cosh((b — 2z9),/p? + m? + (HE)2
_ cosh((b — 2m2) /7 (5 )2) 015
sinh( b\/p + m? 4 (7T)2)
onde a funcdo h(d) ¢ dada por :
2
h(d) = (2.16)
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1
b

Fazendo a mudanca de varidveis v = (15' 2 +m? 4 (%)2) , e voltando ao caso 4-dimensional

podemos oscrever Iy(zs, a, b, d)|g—g = I(22,a,b) como :

c-osh (b — 2x,)u)
Ly(z5;.0,8) = 27ra Z [x Smhbv (2.17)

ny1=1

onde o limite inferior da integral acima é dado por

U, = /M2 + (%3)2. (2.18)

Note que no caso d # 4 a situacio é totalmente diferente pois neste caso o termo (v* —
m? — (%})2)% aperecerd no integrando da Eq.(2.14). Como consequéncia deste fato,
as manipulacdes algébricas que permitem a regularizagio analitica de Ry(zy,a,b,d) ¢
Iy(2,a,b, d) (assim como de outras cxpressoes) contém um grau de difilculdade um pouco
maior. A generalizagio serd apresentada na proxima segao.

Usando identidades trigonométricas podemos escrever a Eq.(2.17) como

Ii(xq, a,b) = Iy (x2, a) + I (22, a,b) + Ip(x3, 0, b) (2.19)
onde :
I (2, a) 4m2a i (—2$2 m? -+ ( ;”)2,) , (2.20)
e:
IE(zg,a,0) = 47(-:1172@ 1:1 L:l dg{cothg — 1) exp(:l:zgg—q) (2.21)

No caso em que m = 0, podemos somar a séric geométrica Iy; (79, a)lm=o ¢ Obtemos

1 1

oy oxp (2] — 1 (2.22)

I (%2, 8)|m=0 =

Nas préximas secdes vamos fazer uso dos polindémios e dos mimeros de Bernoulli. Conse-

quentemente, vamos introduzir esta expansao de Laurent para estudar o comportamento
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de Iy (3, a}|m—p na vizinhanca de z; = 0. Para achar a partc principal da série de Laurent
de Iy (3, @)lm—p em torno de x = 0 vamos usar os polindmios de Bernoulli, os quais s3o

definidos pela fungao geratriz

t e“’ilf
-y HZOB (:L‘l o it| < 2, (2.23)
e os nfimeros de Bernoulli B, = B,(x; =0), (By = 1, By = —, ..). Usando esta expanséo
de Laurent encontraimos
BO Bl 1 & B 27T1E2
1. m=p = ; 2.24
21(%2; @) Im=o (87?2 (mz)z + drzsa 21r n‘ a el ( )

Usando novamente a Eq.{2.10) para cfetuar uma das somas da Eq. (2.8}, podemos escrever

N(zy,x2,0,b,d) = Ni(z1,a,b,d) + Na(zx1,29,0,b,d) onde :

Ny (1, a,b, d) = > Jap el (2.25)
o)== 2(2n)i-2ab 2=, (7 4+ m? (7))

bd) = /dd 2
Ny(zy, 79, @ ) 27rd 1an1 =1 \/ P2+ m? + (2 7:'))

y cosh((b — 21:2)\/;5'2 +m? 4 (77)2)
Slllh(b\/'p +m?2 4 (H7)2) .

(2.26)

Usando novamente a Eq.(2.10) podemos escrever Ny (24, a, b, d) = Nyi(a, b, d)+Ny2(zy1, a,b, d),

onde Nyj(a,b,d) e Ni2(z1,a,b,d) sao dados por

1 1
N S NP 0 e — 2.27
1(a, b, d) 4(2@4—2&5/ p(ﬁg +m?)’ (220
e
1 . 1 cosh({a — 221 )4/(p? + m?))
, — ) . 2.28
Niyy(z1,@,b,d) 4(2m)4-2b fd P D% + m? sinh{ay/p? + m?) ( )
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A expressiio dada pela Eq.(2.27) serd regularizada na préxima secgiio. lntegrando sobre
o angulo sélido na expressio de Nyp(zy, %3, @, b, d), mudando de varidveis e considerando

novamente o caso particular d = 4, i.c. definindo Nia(z1, a,b, d)|i—s = Ni2(21, a,b) temos

(..Obh ((a — 2x;)v)
Nia(@r,a,8) = - 8nb ] sinh av ) (2.29)

Usando identidades trigonométricas, encontramos :

1
Nya(z1,@,b) Swab[zzl e 2mm 4 = / dg(cothq — 1) 71/ ¢
+§/ dq (cothg — 1)6‘2'“1/"'], (2.30)

Note que a Eq.(2.30) possui divergéncias de parede quando z; — O e z1 — a. A estrutura
das divergéncias de Nyy(z,, a,b) scrd estudada posteriormente.

Como préximo passo, vamos investigar a parte das flutuagdes do vécuo que contém
as divergéncias de aresta ¢ é dada por Ny(zi,7s,a,b). Integrando novamente sobre
o angulo sélido, mudando dc varidveis (d = 4), a expressio para Np(Z1,%2,@,0)la=1 =
Ny (2,9, a,b) é dada por

& on oo cosh({b— 2z9)v)
No(1,23,0,8) = 7= 3 cos( ) L,ld” v (2.31)

onde ,, estd definido na Eq.(2.18). Usando-se identidades trigonométricas podemos

escrever Np(z1, s, a,b) como

Ny(zy, T2, @, b) = Na1(z1, 2, @) + Naa(z1, 23,0, ), (2.32)
onde :
1 = 2n,mx
Noy{zy, 23, 0) = ~ Sar cos( 70 exp (— 2250, ) (2.33)
axy ;=1
e
o0 2 o0
Npa(z1, 24,0, 6) = Z My f dv (coth(bv) — 1) cosh2uzy.  (2.34)
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Até o final desta se¢io vamos assumir m = 0. Usando o micleo de Poisson dado por

o0 n 1_,},.2
1+23°r Cosn¢:1_2rcos¢+r2’ 0<r <1, (2.35)

n=1
podemos obter uma expresso fechada para a Eq.(2.33), para pontos fora das fronteiras.
Note que Ny (z,, To,a,b) diverge para x; — 0 para qualquer z;. Vamos estudar o com-
portamento de Ny (z,, z2, a,b) perto das arestas z; = 0,z =0 e também z; = g,z = 0.

Usando o niicleo de Poisson a funcio Ny (z,,%2,a,b) em z; = 0 ou z; = a ¢ dada por

L1 ee(tB) 1
16az, 16073 exp (il%ﬂzz) +1  16az; exp (4M ) o1

N21($17$270)‘$1ZU = (236)

Novamente usando a funcio geratriz dos nlimeros de Bernoulli podemos encontrar a parte
principal da expanso de Laurent de Ny (7, %2, q, b)|z,—0 ¢ torno de z; = 0, ¢ também
de Ny (7, Zg,6,0)]s-e cm torno de z; = 0. A expansao em torno zy = 0 fornece para
N21($1,$2,a,b)|z1:0

By By
2 +
64 (zg)” 16axz

Noy (21, 2, @)|zy=0 = + O(z2). (2.37)

Note que a Eq.(2.33) possui duas divergénelas de aresta, uma em z; = z2 = 0 e outra
em 7, = a, 3 = 0. Para investigar as divergéncias da Eq.(2.34) vamos reescrever

N22 ($1, ZTg, @, b) como
Noa(1, 29, a,b) = Nob (21, %2, 0, b) + Ngg (1, 29, 0, ) (2.38)

onde

o0

8ab .~

2nymr, 2qtr2

)/a dg (cothq — 1) exp(+——7). (2.39)

i 3

N (21, %2, 0, 0) = cos(

Na préxima segéo, vamos mostrar que a fungao Ny (xy, 22, a,b) possui divergéneias de

parede quando x; — b para qualquer z;, e também duas divergéncias de aresta, uma em
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@, = 0, Ty = b ¢ outra em ; — a, &, = b. Note também que a fun¢io Ny(z,%2,a,b)
é finita para z;,z,. Usando uma combinaciio de regularizacdes dimensional e da fungao
zeta, na préxima secio vamos regularizar as flutuacdes do vdcuo na aproximagio de umn

lago no guia de ondas de segfo reta retangular.

2.2 Anailise das divergéncias de superficie nas flu-
tuagoes do vacuo na aproximacao de um lago

O propésito desta secio é regularizar analiticamente as expressoes das flutuagdes do véicuo
A um laco obtidas na segio anterior, contidas na Eq.(2.3).

Vamos inicialmente regularizar as expressoes independentes das coordenadas (note que
na referéncia [14] a regularizacio destes termos foi feita usando regularizagio dimensional).
A primeira expressio a ser regularizada ¢ T'(a,b,d) dada pela equagio (2.4). Vamos
utilizar o método da funcio zeta (global) [17][20] e sua relagio com o micleo de calor
para regularizar esta quantidade (no préximo capitulo vamos introduzir o método da
funciio zeta bilocal e estudaremos sua relagio com a zeta global). Introduzindo um fator
de convergéncia s (também chamado de corte algébrico), a expressdo anterior pode ser

escrita como T'(a,b,d,s = 1) onde

4 i 1
rabd = A S e
( ) (27)¢2ab n1§=1 (;5'2 +m? 4 (mE)2 4 (nzb-n-)g)s

s

(2.40)

A expressio (2.40) é convergente para Res > d/2. Como temos de calcular o seu valor
em s = 1 vamos procurar a extcnsdo analitica desta quantidade para Res < d/2. Em

termos do niiclco de calor a expressio (2.40) fica

4
(2m)42ab T

T(a,b,d, s) = zs) A A (2) (2.41)



Capitulo 2. As flutuagdes do vacuo no interior de um guia de ondas retangular 18

onde definimos o niicleo de calor como

1T, g

K (1) Zfd“;pew[ (p +m? + (==

1y,me=1

P e
A integral na varidvel p é gaussiana e fornece o seguinte resultado

(2m)* ¢ f_o:o d*?p exp (-tpz) = (41-n£)(2*d)/2 (2.43)
A cxpressio (2.42) fica

K() = (4mt)® exp (~tm?)

S| Smlp] e

na=1

As somas anteriores podem ser reescritas nsando uma identidade da funcdo teta de Jacobi

Ze‘xp( riz) ———ﬂf 3 EXp( qg’rg) (2.45)

gq=—0C
Vamos calcular primeiro o caso m = 0. Nestc caso a expressdo (2.44) fica

(47rt)(2ﬂi)/2 b

K(t) = 7 —5(4ﬂ1)(1d)/2q2§_:mexp[— (g26)° /t] +
-y Am R S el /] +
rab(anty ™S exp |- [(@a) + (@)’ /1] (2.46)

Substituindo a cxpressao (2.46) na cxpressdo (2.41) e usando a integral [15]

o0 A
L dtts‘lexp(—--{) = AI'(-s), A>0 Res<0

= 0 para A=0, qualquer s (2.47)

Temos

4 1 b - & sta—ayz  fd—1
T(abdsm = 0)= ol =5 0m0" 3 [(@b)] r (T—s) +

gg=--00
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a _ ad s+{(1—-d)/2 d—1
~5 (4m)0=972 37 l(gua)?] r (——2— ~ s) +

s S fef @] 0 (5-5) 1 e

A expressao acima é a extensdo analftica procurada. Excluindo os termos ¢ =0, ¢; =0
e (g1, ¢2) = (0, 0) do segundo, terceiro e quarto termos do lado direito da Eq.(2.48), temos

fnalmente

T(a,b,d) = T(a,b,d,s=1,m=0)

1 1 —d)/ d—3
= —4 (@3 + badgs) (4m) D2 ¢ (d - 3)T (T) +

PIOREEDS [(qla)%(qzb)?]‘"“‘”r(g1) (2.49)

(ql )‘]2)’:_00

onde (qq, g) significa (g1, g2) # (0,0). Note que a expressdo acima contém um pélo na
funcio zeta de Riemann e um pdlo na fungio zeta de Epstein bi-dimensional para d =4
[21]. Entretanto quantidades observdveis como o potencial cfetivo dependem somente da
derivada da expressio (2.48) com relacio a s.

No caso cm gue m # 0 o micleo de calor é dado pela expressdo (2.46) multiplicada

pelo fator exp (—¢m?). Usando a integral [15]

o 2 s
/ dtt* exp (—t m? — ét_) =2 (é) K, (2mA) (2.50)
0

m

onde K, (z) ¢ a fun¢io de Bessel modificada, além da integral

/ " dtVexp (~tm?) = mT (s) (2.51)
0
Encontramos
4 1 (471_)(24(1)/2 (m)—23+d—2[‘1 (S + Z;Qd)
T(a,b,d,s) = — { +
abT (s) 4
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s+H{l1—d)/2
b (4r) -9/ 0,b] " Imasb) +
—b (4r) m Ko_—ay2 (2maeb) +
qzm—oo
o (4m) 2 [qw]”(“dm
q= —oo

o s—(1—d)/2 (2mgsa) +

s—d /2

RPRETEES [\/(qla)er (qzb)ﬂ}

2 (q1.q2) =—

x K,y a2 (Zm\/ (qua)® + (qzb)g) } (2.52)

Onde na expressdo anterior 7'(a,b,d) = T{a,b,d,s = 1}.

Seguindo exatamente o mesmo procedimento para R (e, b, d) encontramos para m = 0

2 _ d—3

Ry(a,b,d,m=0) = — (4m) D2 ¢ (d - 3)T (T) (2.53)

onde novamente temos um pélo em d = 4. Para m # 0

(a2 (o d

- - Ti2 - -

Rl (a, b, d) Sab (m) 2 +
A\ o [ p] O
—%ﬁ [%] Ka—ay/2 (2maeb) (2.54)
ga=—c0

Seguindo o mesmo procedimento para Nij {a,b, d,m = 0) e usando (2.47) ¢ possivel

mostrar que a contribuiciio deste termo é nula. Para m # 0

Agr) 2= D/2 ~ d
N (a,b,d) = BT gy (28 (255)

A préxima quantidade a regularizar é Ro(zy, a, b, d) ¢ também Ir(xz3, a, b, d). Como am-
bos 0s casos sdo equivalentes, vamos estudar somente a expressao dada por Rs(xy,0,b,d).
E instrutivo estudar primeiro o caso mais simiples b >> a o qual nos dard uma indicagao

do comportamento mais geral. Considere um espago Euclidiano d-dimensional. Definindo

R2($1v a, br d)'b)}a =T2 (:Ela a, d), temos :

oy, 0, d) = —— f gy L oshlla=2m)yp" 4 ) (2.56)

o rond-1 P
2(2m)* ! VPE+m?  ginh(ay/5? + m?)
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d-—1
Vamos novamente usar o fato de que d*'p = p*2dpd{ly ; e [ dQ_y = 12,?%_2_:) e nos
limitar ao caso m = 0. Definindo hy(d) por :
ha(d) = (2.57)
2 = a1 L .
24-2 5 ()
¢ possivel escrever ry(zy, @, d)|m=o como
1 o0
ro{T1,0,d)|m=0 = ihz(d) [/ dk k¢ 3(coth ka - 1) cosh 2kz;
0
+ / dk Ic“‘se‘m”‘] . (2.58)
0

Na primeira integral, para k grande, (coth ka — 1) tom o comportamento: (coth ka —1) ~
e 2k Além disso, a segunda integral na equagio acima é convergente para T; 3 0. Vamos
definir £ = ka e ¢ = kx; na primeira e na segunda integral acima respectivamente. Logo

a Eq.(2.58) pode scr escrita como [22] :

1 o 2.t
ro(21, @, d)|m=0 = WhQ(d) /0 dt 13 (cotht — 1) coss.h(——‘z1 )
1 %)
soaahad) [ dad' e, 2.59
+ 2202 2(d) A dgq" e (2.59)

O segundo termo da equacgdo acima nos dé o resultado bem conhecido de que para

um campo escalar de massa nula (p?*(z,)} diverge como ;5 (em um espago-tempo 4-
i

dimensional) quando z, — 0 [23]. Para analisar o comportamento de rp(z,a, d)|m=o cm

torno de z; = a, vamos usar a representacao integral da funcdo gamma,
00 1
/ dtt#7le™" = —T(u), Re(u) >0, Re(v)>0 (2.60)
0

e também a representacdo integral do produto da fungio gamma com a funcdo zeta de

Hurwitz

fm dtt*le=*(cotht — 1) = 2T ()¢ (i, % +1) Re{a) >0, Re(p)>1, (2.61)
0
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onde ((s,u) é a funciio zeta de Hurwitz definida por [15]

© 1
C(s,u) = 7;) (n Re(s)>1, u#0,—1,-2.. (2.62)

Logo, usando as Egs.(2.60), (2.61) e (2.62) na Eq.(2.59) temos :

ro(z1, 0, )y = %hg(d)z‘b—;j2 [22—‘1P(d _2) (C(d —2,2 1) 4 ¢ 2, “2y 1))]
1
+ )7 ho ()T (d — 2). (2.63)

Usando a definicao da funcao zeta de Hurwitz podemos escrever :

1

m(C(d—2,?+1)+§(d—2,—%+1)) ~

(2.64)

Vemos que a cxpressio regularizada de ro(zy, a, d)}m—g possul dois pdlos de ordem (d — 2)
em z; = 0 e z; — a. Note que os residuos dos pélos em z; = 0 e z; = a sio independentes
de a. A mesma andlise pode scr feita para Iy (zs, a, b, d) assumindo a > b. Na préxima
secio o caso geral serd estudado.

Finalmente, vamos analisar No,(z1, g, a) ¢ Nog(z1, 22, a, b), dados respectivamente por

1 & 2nywEy, _gmamzy
N = — e 2.65
21(1:171:27 a’) 861.932 = COS( a )6 ( )
e
1 > 2n,mxy, [ 4 29T
Nog (1, %9, @, b) = ik n§1 cos(T) fng dq (cothg — 1) coah(—b—). (2.66)

Para achar a estrutura analitica de Ny (z;, ze,a) podemos expandir o termo geral da
soma em série de poténcias, trocar a ordem dos somatérios e extender analiticamente a

funcao zeta que aparecerd. Em geral, este processo produz um termo extra que é gerado
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ao se trocar a ordem do somatdério convergente das fungdes exponenciais 3, com o novo
somatério divergente 37, (para uma descricio detalhada do método, veja as refs. [24] [25]
[26]). No nosso caso este termo sc anula devido a poténcia de n;. Vamos expressar a

soma, que aparece na £q.(2.65) cm termos da varidvel complexa z = ¢z — o

N21($1,$2,a) ==

2n 7rz
8&332 { > exp( ! } (2.67)

nll

A expansdo em torne de z = 0 produz :

Nop (21, 79, 0) = _LRe{i (Z—W)k%ﬁ (—k) + (%) 1o 1}. (2.68)

8(Ly k=0 a
Vemos que a divergéncia de aresta estd contida no termo 1/z. Tomando a parte real :

1 B 1
16m [(;r:g)2 + (331)2] 8azy

fi(2), (2.69)

Not{z1, Ta,0) = —

onde f;(z) é uma fungdo analitica para qualquer z e é dada por :

fulz) = Re {i (2ry c(—k)} . (2:70)

k=0

A expansao em torno de z = ta produz :

Noi(xy, 79,0) = — 1 Re {g (2_7?)& MC(—M - (—a—) (z — z'a)_l} . (27

Baxs a
Tomando a parte real de 1/(z — 4a), tcmos :

1 1

167 [(x2)2 +(z) — a)‘Z] " Sax, fa(2), (2.72)

Ny (331, Lo, CL) ==

onde fy(z) ¢ também uma fungio analitica para qualquer z, ¢ é dada por:

fal2) = Re {i (Y ﬁz;—f“‘)ka—m} . (2.73)

Para achar a cstrutura analitica de Nao{(xy, Z9,a,b), ¢ suficiente analisar a quantidade

N (@1, €2, a,b), a qual é dada pcla Eq.(2.66) (a outra quantidade Ny (z1, 23, a,b) ¢ finita
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em todo cspago). Para calcular a integral da Eq.(2.66), podemos escrever coth{bv) em
termos de funcdes exponenciais e expandir o integrando em série de poténcias. A integral

é trivial e fornece o resultado

2 o exp|[—2(1— %+ k)™8%h

Ny(@1, 32, a,b) z LAY 2 R (2.74)
b a fe=0 (1 — %2+ k)
Este resultado pode ser escrito em termos da fungio transcendente de Lerch ®(z, ¢, v) a

qual é definida como [27] :

o0

®(2,c,v) Z v+k (2.75)

Esta definiciio é valida somente para }z| < 1, mas usando continuagdo analitica ®(z,¢,v)
pode ser definida em todo plano complexo z. Esta funcio possui singularidades em z = 1
cc=0onc=1e quando v é um inteiro negativo ¢ quando Re{c) ¢ também um
inteiro negativo. Note que somente o termo k = 0 possui uma divergéncia de parede
quando xy = b. A parte restante da série em k € finita em todo o espago e a chamaremos
F(z1,2s,a,b). Usando o mesmo procedimento usado para analisar Ny, (z;,%3, ), vamos
definir z = (b — z2) + iz, e expandir o termo k = () em torno de z = 0 ou cm torno de

z = ta. Logo, temos
Né;(ﬂﬁ']_,xg, a, b) = B("'Ul: Lo, A, b) + F("Ela Ty, A, b)? (2'76)

onde a primeira expansao B(xz1,zs,a,b) é dada por

1 _ 1
167 [(21)" + (w2 — b?|  Balz2—b)

B(z1,%3,a,b) = — ha(z), (2.77)

onde A,(z) é uma funcéo analitica para qualquer z ¢ é dada por

hi(2) = Re {Z (ZD (k)"“ (mk)} . (2.78)

k=0
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Note que neste caso B(zy, x3,a,b) possui uma divergéncia de aresta cm z; = 0, z; = b.
Para a segunda expansio, B(z;,zs,a,b) é dado por

1 _ 1
167 [(3:1 —a)? + (zy — b)z] 8a (z2 — b)

B(zy,22,0,b) = — ho(2), (2.79)

onde hy(z) ¢ wma funcio analitica para qualquer z e é dada por

m(z) = e {3 () Eon). (2.80)

k=0 * ¢
Note que neste caso B{zy,xs, a, b) possui uma divergéncia de aresta para x; = a, 3 = b.
Na préxima secfio vamos mostrar como ¢é possivel generalizar nossa andlise para um

campo escalar massivo em um espaco Euclidiano genérico.

2.3 As flutuacgdes do vacuo na aproximacao um lago
no interior de um guia de ondas em um espaco
Euclidiano d-dimensional.

Nesta secfio vamos discutir como generalizar a andlise anterior para um espago Euclidiano
de d dimensdes, sendo d—2 coordenadas livres enquanto x,; e 2, estio definidas no intervalo
[0,a] ¢ [0,b] com condigdes de contorno de Dirichlet nas frontciras. Como discutido em

secoes anteriores as flutuacdes do vdcuo podem ser escritas como :

1 1
(@ m) = FT(0b,d)+ (Rala,b,d) + (e b,d)) +
1
5 (RQ(.’ITl, a, b, d) + .[2(372, G, b, d)) + N(.Tl, g, a, b, d) (281)

As extensoes analiticas das quantidades T'(a, b, d) e I, (a, b, d) para d genérico j4 foram
discutidas na secdio anterior. Para regularizar Ir{ws,aq,b,d) voltamos & equacio (2.14)
para d genérico

Iz($2, a, b, d) = .[21(.'172, a, d) + Igg(.l’g, a, b, d), (282)
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onde as funcoes Iy (z3,a,d) e Ly(xs, a,b, d) sio dadas por

Iny (29,0, d) = Z ' do(v? —m? — (11"'5) )%2* exp (—2v3) (2.83)
ni=1 Cpy
e
1 0 roo A _
Is(zg,0,b,d) = ah(d) > f dv(v? — m? - (—M)z)%(cothby — 1)cosh2vzy. (2.84)
o 4

=1 T

Onde oy, e h(d) sdo definidos pelas Eqgs.(2.18) e (2.16) respectivamente. Usando a rep-
resentacio integral das fungées de Bessel modificadas do terceiro tipo (ou fungoes de

Macdonald) K, (z1) :

@ty er e = — (G AWK,y un), (285)

que é vélida para u > 0, Rep > 0 e Rev > 0, In(xs,a,b,d) pode ser escrita como

oC

1(2\/_)d— Z_l(f )T K a2 (202). (2.86)

Usando o limite assintético da fungio de Besscl para argumentos pequenos na Eq. (2.86)

121(3:27 a, ba d)

é possivel mostrar que Ip; (22, a, d) contém divergéncias de parede.

A expressio Iys(xg, a,b, d) pode ser regularizada tanto no caso massivo quanto no caso
sem massa. Para simplificar vamos considerar o caso sem massa (0 caso massivo segue o
mesmo procedimento). Para regularizar Ips (72, a,b, d)|m_p , note pelas Eqs.(2.83) ¢ (2.84)
que quando d é par (d > 4) a poténcia do binémio é um inteiro e a séric obtida pelo
teorema binomial de Newton contém um ntimero finito de termos. Quando d é impar a
séric contém um ndmero infinito de termos. Vamos considerar o caso impar (o caso par
seglie 0 mesmo procedimento) [28] [29] [30].

A representagio em série de (1 — (%)2)% é dada por :

(1 - BTyt = -1k, (287)
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onde CF sao os coeficientes binomiais generalizados, dados por : C) = 1,C) = §,C} =

gp(p—1),... CF= Lpp—1)..(p—k+1)ep= 5%4. Note que a generalizacao da série
binomial ¢ valida mesmo para um expoente complexo p. Em outras palavras para v > =%
a série de poténcia em p € convergente em qualquer lugar, e logo também uma fungao
continua de p no plano complexo d. Definindo as quantidades: CU)(d, k) = (—1)*CFh(d),

COd, k) = n*C(d, k) e CO(d, k) = Hi—?f—,flc(ﬂ) (d, k) e apds a inudanca de varidveis,

usando a Eq.(2.87) na Eq.(2.84), Ix(2y; a, b, d))],—0 fica

Igg(il?g,ﬂ.,b, d)|m=0 = bd 3 Zc(z) d k Zk z ’IL
ny= i
o0 2uzx
d—d4—2k 2
X ﬁ ., Quu™ % (cothu — 1) cosh( ; )s (2.88)

@

onde C¥(d, k) é uma funcdo analitica em todo plano complexo d. Vamos analisar as

divergéncias de parede da Eq.(2.88) separando Iny(zs, a,b, d)}pm_g como :

122(1:2’ a, b’ d)|m=0 = 12(2(3:21 a, b: d) + IQ>2(2:27 a, b: d)r (289)
onde
1 kcdzt
Li(zg,a,b,d) = = Z C(Z) d,k)( 2k Z n
a 'n.lfl
e Qux
d—4—2k . 2
x L_ duu= 1" (cothu — 1) cosh( 57, (2.90)
e
1 oo
Ganabd) = 1o 30 co@rdE S
at? N =

o 4 22U
xfmalb duu®* "% (cothu — 1) cosh( b ). (2.91)

Vamos analisar as divergéncias que aparecem na Eq.(2.90). Usando o fato que [3° f(u)du =

J5° fu)du — f5 f(u)du, podemos escrever a Eq.(2.90) como

I5(zs, a,b, d) = I (39, a,b,d) + I3,(z2, a,b, d), (2.92)
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onde
1 R {2 )2k
Io(zg,a,b,d) = L3 kzz(:] C (dk nlz_:ln
X]mduud"4”2k(cothu—1)cosh(21;)$2), (2.93)
0
e
1 kit
B (zy,0,b,d) = T3 Z CO(d, k)( 2kﬂlz_1n
n17h .
x/ * duu® ¥ (cothu ~ 1) cosh(2u£2). (2.94)
0

Expandindo wah( °2) em série de poténcias, podemos escrever a integral que aparecerd
em I%,(z5,a,b,d) em termos da integral de Debye. Entretanto para estudar I3, (22, a,b,d) ¢
suficicnte obter as divergéncias de I53{zs, a, b, d). Novamente, podemos escrever a integral
que aparece na 1q.(2.93) em termos do produto das fungbes zeta, Gamma e zeta de

Hurwitz. Logo temos :

kadz2
1 3
122(552707 ba d)|m20 = T 313 z C(m(d’k 2k Z ?’L
ab? = =
nyxb
x [ % duud=*(cothu — 1) cosh(ztfg)
0
3
+2abd sC®(d,0)
Ig s
X (C(d—3,—?+l)—!—g(d—3,? +1))_ (2.95)

Como C®){(d,0) é analitica em todo plano complexo d, suas divergéncias de superficie tem
a mesma forma ji estudada antes.

Para regularizar N(z,3,a, b, d) escrevemos esta quantidade na forma :

N($1,$2, a, b, d) — Nll(a':» b, d) + N12(331, i, b, d) + N2($1, Zo, &, b, d), (296)
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onde como antes, o termo Nyy(a,b,d) é mlo. No caso de Ny, a,b,d) partindo da
Eq.(2.28) integrando sobre o dngulo sélido ¢ mudando de varidveis podemos escrever

Nio(z1,a,b,d) como

Nya(z1,a,b,d) = N&(z1,b,d) + Niy(z1,a,b,d), (2.97)
onde
1 o0 4
Niy(ra,b.d) = —h(d) [ do (o2 = m?) T e om, (298)
e
1 00 d—4
NYy(zy,a,b,d) = m&gh(d)/ dv (v* — m?)T (cothav — 1) cosh2vz;. (2.99)

Usando a representaco integral das funcdes de Bessel modificadas do terceiro tipo dada

pela Eq.(2.85), podemos escrever a Eq.(2.98) como

1 1 m, d—3
EW(E) 2 K%ﬁ(mel). (2.100)

Para caleular NP, (x4, a,b, d), vamos inicialmente estudar o caso sem massa. Mudando de

varidveis ¢ usando a Eq.(2.61) temos

1 h(d)
Cad-3p 24

" (g(d ~3, 2 1) (-3, 1)) . (2101)

Noy(zy,a,b,d) |y = I'(d—3)

. P v . . 2, d-4
No caso massivo, apés a mudanca de varigveis podemos expandir o fator (1 —25)"F em

Nb,(x,,a,b,d). Considerando d fmpar temos

—ﬁh(d) i(—l)kq’:(ma)%

k=0

x | duu®*"*(cothu — 1) cosh
ma

N{)Z(mlaaa b) d) -

271.(1?1

(2.102)
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Vamos escrever Niy(z1, a,b,d) em termos da funcio zeta de Hurwitz. Novamente escreve-

mos N (x1,a,b,d) como :

]\;162(3317 @, b= d) = N{)2< (xla a, bv d’) + N{J;(mla a, b? d)7 (2103)
onde
1 kadzt
N‘;’;(ml,a, b, d) = T d-ar Z C(l)(d, k)(a,m)%
4a%3b [
=00 2
X / duu®***(cothu — 1) cosh( le ), (2.104)
e
1 o0
NP3 (z,,a,b,d) PR > CMd, k) (am)?*
o padst
Ees) 2
X j duu®*"*(cothu — 1) cosh(—%). (2.105)

Vamos analisar primeiro N¥5(zy,a,b,d). Usando [2° f(u)du = [5° f(u)du — 5 f(u)du,

podemos escrever a Eq.(2.104) como:

koot
1 2 am
fo(mlia'u b: d) = _4ad‘3b Z 0(3)(d= k)(?)%- x
k=0

x(((d—~3—2k,—%+l)+§(d3—2k,%+1))+

| s
- Wid k 2k
b Y VR am)
am Qux
X f duu®4=2*{(cothu — 1) cosh( le), (2.106)
0

onde N¥S(z;,a,b,d) contém uma divergéncia de parede quando z; — a. Considere agora
o termo N¥ (z),a, b, d) Quando d é par, para x; < a a integral que aparcce na Eq.(2.105)
é convergente. Quando d é fimpar podemos expandir cosh(z%fz) em série de poténcias.

A integral que aparecerd na Eq.(2.105) requer uma generalizagho da integral de Debyec.
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Os céleulos que vamos apresentar podem ser usados para escrever Ny, %g,a,b,d) na
mesma forma. Infelizmente, nao é possivel calcular analiticamente a soma em n; e vamos

somenfe escrever as expressoes restantes :

N1, 22, a,0) = Nyy (21,22, a,d) + Nog(z1, 22, a, b, d), (2.107)
onde
. 1 > 2ny o0 -
Nos (1,22, ,) = 5 h(d) Y cos(T ) [Tdn(? —m? — (1)) T e, (2.108)
wa ni=1 a o a
e
Noo(z b, d) = h(d) i cos(2n17m1)
x == —_— -
22\%1, 72, G, b, o = a
o0 »
/ do(v? —m? — (n%:)?)%(cothbv 1) cosh 2vz5.(2.109)

onde a e h(d) sio definidos pelas Eqs.(2.18) ¢ (2.16). Considere Nyi(71,22, a, b, d) no caso
sem massa. Usando a mesma representacio integral das fungdes de Bessel modificadas

que usamos antes temos

e 2n ALy, [T
cos(

2
o 2,

2nwTe

) ke w2 (T (2.110)

N21($1)$2: a:d)lmzﬂ =

axs a

A expressao de Nyy(z1, T2, a,b,d) no caso sem massa para d fmpar fica :

1 X 2?1 T
e S COd B) ()P Y ==
2mwabd—3 ,g ﬂlz_l a

X fm duu®***(cothu — 1) cosh(

N22($11 To, d, b-} d)lm:O

). (2.111)

O mesmo procedimento usado para analisar Ipp(z4,a,b,d) pode ser repetido aqui. Infe-
lizmente nio podemos efetuar a soma cm n; que aparece na Eq.(2.111). Entretanto, a
mesma andlise que fizemos no final da se¢éio 1.2 pode ser feita para estudar as divergéncias

de aresta que aparecem nas flutuacdes do vdcuo em espago BEuclidiano d—dimensional.



Capitulo 3

O tensor momento energia do vacuo

3.1 Introducao

Considere um campo escalar livre, minimalmente acoplado e sem massa em um espago-
ternpo 4-dimensional na presenca uma fronteira plana jsolada localizada em x; = 0 na
qual o campo obedece a condi¢des de contorno de Dirichlet (vamos considerar que nao
h4 campo em z; < 0 ¢ portanto o campo estd confinado na regiao z; = 0). Utilizando o
método da subseciio seguinte, podemos mostrar gue o tensor momento energia do vacuo

na presenca, deste plano é dado por

(Too(1)) = —(ar:.-..-(.o:l»=—m—jwI i>1

(i) = 0 (3.1)

Todas as outras componentes sao nulas. A divergéneia de superficie presente em
{Tho(z1)} pode ser interpretada como a cnergia de criagdo da fronteira [13] [31] (a auto-
encrgia) ou a encrgia necessdria para deformar o vdcuo uniforme antes da presenca da
fronteira. A deformacio (definida em todo espago além da frontcira) ¢ a fronteira podem
ser vistas como um tinico objeto definido pelo meio eldstico deformado, cujas forgas inter-
nas estio em equilibrio e portanto nfo produzem nenhum efeito Casimir global. Matem-
aticamente esta situacio é expressa pelo fato do fluxo de momento na dire¢io normal a

32
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fronteira ser nulo.

Considere agora um plano de Dirichlet isolado localizado em 7, = a que produz wma
densidade de energia do vécuo definida em toda regido z; < a (também néo hd campo
em z; > a). Quando os dois planos estdo prescntes, a presenca de uma segunda fronteira
e sua deformacio causada no vdcuo se sobrepde A deformacéo da primeira, fazendo com
que a deformagiio causada por uma frouteira antes isolada esteja agora limitada a regido
0 < z; < a. A funcio (3.1) niio se prolonga mais em todo espago mas é “cortada” pela
presenca de outra fronteira. Nesta situacio as forgas internas ndo estdo mais em equilibrio,
o que leva a existéncia do efeito Casimir global. Esta interpretagao foi desenvolvida por
Actor na referéneia {13], onde o autor usou o método da fungio zeta local para obter
o potencial efetivo global integrando a densidade lagrangiana efetiva local divergente,
considerandoc um campo escalar confinado no interior de um guia de ondas retangular e
no interior de uma cavidade retangular.

Neste capitulo vamos usar a funcio zeta bilocal para obter o tensor momento energia do
vécuo de um campo escalar minimalmente acoplado, de um campo escalar conformalmente
acoplado e de um campo eletromagnético na presenca de fronteiras retangulares. Na
subsecao (3.2.2) vamos usar a interpretagao descrita no pardgrafo anterior para definir o
tensor momento energia fisicamente mensuravel do vacuo. As componentes deste tensor
assumem um valor finito nas fronteiras e a integracao destas na regido do interior da
cavidade produz os resultados globais conhecidos (esta correspondeéncia so foi testada em
fronteiras retangulares entretanto a conjectura do autor [13] é de que esta scja valida para
uma fronteira de formato genérico).

Na subsecéo (3.2.3) vamos calcular o tensor momento cnergia do vacuo de um campo
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escalar minimalmente acoplado e de um campo escalar conformalmente acoplado con-
siderando inicialmente os campos confinados no interior de um guia de ondas retangular
e no interior de nma cavidade retangular. Vamos investigar como o tensor momento en-
ergia fisicamente mensurdvel do vicuo depende do acoplamento com o espago-tempo, das
condicées de contorno e dos pardmetros globais considerando somente o interior de nm
guia de ondas retangular.

Em seguida na subsecio (3.2.4) vamos inserir o guia de ondas no interior de uma estru-
tura de forma que o tensor momento energia seja conhecido em qualquer regiao e vamos
investigar como as forgas locais dependem das condigdes de contorno e dos parametros
globais. Quando os modos externos possuem exatamente as mesmas divergéncias de
superficie dos modos internos, a forca é bem definida devido a subtracio do fluxo de
momento entre as duas regides. Como foi observado anteriormente [32] ¢ confirmado nos
sistemas investigados neste capitulo, no caso de fronteiras retangulares as forgas locais sao
independentes do tensor para condicoes de contorno de Dirichlet. No caso de condigtes de
Neumann, as forcas locais dependem do tensor mas seu sentido possui 0 mesmo comporta-
mento qualitativo. Em seguida repetiremos a andlise para o caso da cavidade retangular.

Na secdo (3.3) vamos estender a andlise anterior para o caso do campo eletromagnético
e calcular a densidade de energia fisicamente mensuravel do vicuo no interior de um
guia de ondas retangular e no interior de uma cavidade retangular. Vamos comparar
o resultado com o caso escalar para entender sob o ponto de vista local porque certos
termos do resultado global existern no caso escalar e néo existemn no caso eletromagnético.
Novamente vamos inserir o guia de ondas e a cavidade retangular no interior de uma

estrutura e calcular as forgas locais nas paredes.
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Finalmente na segio (3.4) estudarcmos o cfcito Scharnhorst dentro de um guia de ondas
e dentro de uma cavidade retangular. Devido a presenca de arestas e quinas, verernos que
a variacio do fndice de refracio ndo é uniforme nesta situacéo. Seguindo o que foi feito
para a tensor momento energia do vicuo vamos definir um indice de refragio fisicamente
mensuravel que possui um valor finito nas fronteiras. Estudaremos ainda como a variagio

da velocidade da luz depende dos pardmetros globais e das coordenadas espaciais.

3.2 O tensor momento energia do vacuo de um campo
escalar acoplado minimalmente ou conformalmente

3.2.1 Formalismo basico

Nesta seciio vamos descrever o procedimento bésico para calcular o tensor momento en-
ergia renormalizado do vdcuo de um campo escalar real na presenca de fronteiras. Nossa
abordagem a esse problema serd baseada no método da fungio zeta bilocal.

O tensor momento energia candnico de um campo escalar real sem massa é dado por

Tou () = 5 10060+ 8ot b — 100 (32

onde 7,, € a métrica de Minkowski e z = (xo, 1, Z2,23). Podemos escrever o valor
esperado no vicuo de T, (x) (agora considerado como um operador) dado pela eq.(3.2)

como

o+ pas T, | @D, 63

Bl = | 5y 25 5

onde {¢(x)¢(y)) € a funcdo de Wightman.
Considere um espago-tempo curvo definido pela métrica g,... A Lagrangeana do campo
escalar adquire um termo adicional {(bascado cm argumentos dimensionais) R onde R é

o escalar de Ricci. Quando £ = 0 voltamos ao caso do campo escalar candnico no espago-
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tempo de Minkowski e o campo é chamado de minimalmente acoplado. Para que em uma
transformacio conforme da métrica, as equacdes de movimento fiquem invariantes pode-se
mostrar que devemos cscolher ¢ = 1/6 ¢ o tensor momento energia correspondente (que
pode ser obtido pela derivada funcional da agio com respeito a métrica) ¢ chamado de
conformalmente acoplado. Tomando o limite g,, — 7., voltando ao caso do espago-
tempo de Minkowski, obtemos um tensor diferente do caso minimalmente acoplado, ja
que o novo tensor possui o trago nulo. Este tensor também foi proposto de maneira ad hoc
sem sair do contexto do cspaco-tempo de Minkowski (usando a ambiguidade na definigdo
do tensor momento energia ji que a adigio de uma derivada total a esta quantidade
nio altera a corrente conservada) por C.G. Callan et al. [33] como um tensor “menos
divergente” e também é chamado de tensor momento energia “novo e melhorado”.

O tensor momento energia conformalmente acoplado é dado por

0,.(z) = [@qﬁ O+ 80 0up — % (98, 0,0 + 0,0.6.¢ + NwOad* )|, (3.4)

Lol —

A relacdo equivalente para {(0,,) é

(Ow(z)) = limig (ékc# by " oa By#) !
(98,00, 00
6 \ oy oy " Our Bz M Bue By,

)](é(m)qb(y)), (35)

Considere um campo escalar real em quatro dimensdes interagindo com fronteiras

classicas. O campo pode ser descrito pela decomposicao de Fourier

8a) = 32 = [ane™ 6,00 + a1 )] (3.)

onde x = (x, 3, 73). Assumindo que a variedade ¢ estatica, é possivel mostrar que existe

um conjunto completo de modos espaciais {¢n{x)} que satisfazem uma equacso do tipo
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Schrédinger
—Adn(x) = wia(x), (3.7)
e sobre esses modos vamos impor certas condi¢des de contorno. Como o conjunto de modos
®,(x) é ortonormal e completo, as relagdes de comutagio a tempos iguais do campo com
o seu momento canonicamente conjugado implicam em relacdes de comutagao entre 0s
operadores de criacao e aniquilacao.
Usando as relagdes de comutagao entre os operadores de aniquilagdo e criaco e a

equaciio (3.6), podemos escrever a quantidade (¢(z)¢(y)) como

(2)é(y)) Z — GXP i (%o — Yo) wh)Pn (X)L (Y) - (3.8)

Aplicando os operadores diferenciais das Eqgs.(3.3) e (3.5) na fungéio de Wigthman dada
pcla Eq.(3.8) e tomando o limite y — z, podemos escrever as componentes dos tensores

em termos de somas dos modos do campo. Para as componentes de (T, (z)) temos

(Too(a an|¢n| +3 Z \wn{ (3.9)
(@) = 3 Sonlonl = 1 S [Fof 45 X lael 610)

nao hd soma para indices i repetidos. Para ¢, real e para ondas planas
(Toi(2)) =0 (3.11)

e finalmente

it

=i j [0:6n 057, + 00 0s¢]  EF7- (3.12)

Para as componentes de (©,,(z)) temos

(Boo(z)) = 1522 wlal” + 15 Z—|v¢n| (3.13)
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—%wa+—z Il = 5 5 [V +
>~ = (gl + (970.) 6] (3.14)

'n,

Il =

(@u(z))

2
1
12

onde novamente nio hé soma sobre i,

1 1 & L3 1 1 * * . .
=3 ; o [0:0a0i, + OjpnBidr) — 15 ; o [620:0;¢r, + (0059} 7] 17 -

(3.16)
Todas as somas acima divergem e necessitam de processos de regularizacao e renormal-

izacio. Podemos regularizar as somas escrevendo-as em termos da fungéo zeta bilocal (e

de suas derivadas espaciais)

C(s[3y) = p 3 (Wh) dulx)gnly), (3.17)

n
(s complexo). Para um espaco-tempo 4-dimensional a soma converge para Re(s) > 2
(introduzimos um parémetro g com dimensdes de massa para se ter um quantidade adi-
mensional elevada a uma poténcia complexa). Considere como exemplo a densidade de
energia do campo conformalmente acoplado. Em termos da funcio zeta bilocal a Eq.
(3.13) fica

)

1
(Buo(a0)) = = lim | ¢ls = — [ x,3) +

1y~0 0 e=Lixy) (3.18)
Ox’ ay g 1 %¥ '

I

5 =

e expressoes similares para as outras componentes. Como temos de calcular a fungdo
zeta bilocal na regido Re(s) < 2 temos de defini-la nesta regido através do processo de

continuacio analitica na variavel s. A funciio zeta bilocal estd relacionada com o niicleo

de calor através de uma transformada de Mellin

K (t | x,y), Res > g (3.19)

28
Clslxy) =
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onde o niicleo de calor K (¢ | x,y) obedece a equagéo

(;% + P) Kt|xy)=0 (3.20)
onde P ¢ um operador. No caso em que P = -~ A aequacio {3.20) sc torna a equagéo de
calor. Sua solucao é dada por

K(tlxy)=Y e gxdily), t>0. (3:21)
E obedece a condicao inicial
K{t=0|xy)=06(x—y) (3.22)

Assumindo inicialmente Res > % podemos calcular a transformada de Mellin e entao
continuar o resultado para Res < g, para obter a representacac da zeta bilocal nesta
regifio. Na cxpressdo obtida podemos identificar a fungéo zeta bilocal livre {que contém
uma divergéncia ultravioleta usual do espago-tempo de Minkowski no limite y -+ x) e
todas as divergéncias de fronteira. Os termos restantes formam somas convergentes. Por
simplicidade vamos novamente escother ;2 = 1 porque nenhum resultado obtido até o fim
deste capitulo vai depender destc parfimetro {sc outros métodos de regularizacio fossem
usados o resultado poderia depender de 4 ).

Devido ao fator exponencial na cquagio (3.21), a soma que define o nicleo de calor
é sempre convergente para ¢ > 0 e nfo possui divergéncias de superficie como veremos
explicitamente (cssa quantidade obedece as condices de contorno nas fronteiras). Por essa
razdo a parte diagonal do nicleo de calor pode ser integrada na presenga de fronteiras e a
passagem para a descrigdo global é direta. Usando a ortonormalidade dos modos podemos

escrever a integral de volume da parte diagonal da equacao (3.21) como

/d%K(t |x,x) = Xn:e_t“’%fd3m¢n(x)¢;(x)
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K(t) = Y e (3.23)

™
onde d*z = drydzydzs. A transformada de Mellin da exprossao (3.23) produz a fungdo zeta
global que ja foi utilizada no capitulo anterior. No caso da fungéo zeta local, s6 podemos
calcular a integral de volume na regido Res > 3/2. Como vercmos explicitamente, na
presenca de fronteiras, a fun¢io zeta adquire divergéncias de superficie na regido Res <

3/2 0 que torna a passagem para o caso global menos trivial.

3.2.2 O tensor momento energia fisicamente mensuravel do vacuo

Como dissemos na segao (3.1), a origem do cfeito Casimir global pode ser interpretada a
partir do desequilibrio nas for¢as internas causado quando as fronteiras “cortam” umas
as outras. Nesta subsecao vamos definir um tensor momento energia bem comportado
nas fronteiras como a variacdo desta quantidade que mede este desequilibrio. Vamos
comparar 0 valor esperado no vacuo do tensor momento energia do sistema com a mesma
quantidade em um estado de vicuo onde este é entendido como sendo o sistema obtido
colocando todas as fronteiras infinitamente afastadas. Desta maneira podemos identificar
no tensor momento energia do vdcuo a contribuicio das fronteiras isoladas.

Considere um campo guantico no interior de uma cavidade retangular obedecendo a
condiches de contorno nas paredes da cavidade. A definicdo do tensor energia momento
fisicamente mensuravel do vacuo ¢ (esta nomenclatura néo diz respeito a medida do tensor

¢ sim ao fato de que somente a variagio do tensor possui relevéancia fisica 34])

(Tﬂv(w))fis = (Tuv($))g - <Tw($)>0 (3.24)

Na expressao anterior (T, (z)} corresponde ao tensor momento energia do vécuo na pre-

senca das frouteiras (Q é a regifio interior da cavidade) enquanto que (T,.(x}), corresponde
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a cssa mesma quantidade guando as fronteiras estdo infinitamente afastadas (o que nao
é 0 mesmo que destruir as fronteiras e portanto esta defini¢do difere da definicéo (1.6)).
Podemos calcular quantidades globais integrando a equacao acima. A energia de Casimir
total por exemplo estd relacionada com a integral da densidade de energia fisicamente
mensurdvel do vacuo nas regides onde as respectivas funges da equagio (3.24) estéo
definidas

(Beas) = [ (Tooa)) = [ (Toa(@)), (3.25)

A defini¢do (3.25) é somente formal porque as duas quantidades que aparecem no seu
lado direito sao divergentes. Suponha que consigamos separar na expressao de [ (Tho(z))
antes de integrar, um termo gue possa ser reescrito como a contribuicao das fronteiras
isoladas (vamos exemplificar este procedimento mais adiante). Neste caso podemos definir
a densidade de energia fisicamente mensurédvel como o resultado da subtracio dessas duas

guantidades regularizadas anies da integragao, i.e.,

| @) = [ T = [ (Tl (3.26)

onde o integrando (Tpo(z)),;, € bem comportado nas fronteiras e sua integral sobre 2
produz a energia de Casimir total. As outras componentes fisicamente mensuraveis podem
ser definidas da mesma forma. Posteriormente vamos relacionar a forga total com a
integral do fluxo de momento fisicamente mensuravel.

Como exemplo do procedimento vamos calcular a densidade de energia fisicamente
mensuravel do vdcuo de um campo escalar minimalmente acoplado na presenga de dois
planos de Dirichlet localizados em z; == 0 e 2; = a. Usando por exemplo a fungéo zeta

bilocal podemos mostrar que a densidade de energia pode ser escrita como a soma de duas
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partes

(Toolz1)) = (Too(x1)) p + Toolzi))p (3.27)

onde

(T(e)p = (4m)2 [z~ )™ + (mlr‘*] (3:28)

(Too(z1))p = (47r)_2[ > (na+z)” i (na +z;)™" 93&4 ,  (3.29)

=—00

e D e F significam divergente na fronteira e finito na fronteira respectivamente. A integral
de (Tyo(z1))p na regido 0 < x; < a produz um resultado divergente. J4 a integral dos
dois primeiros termos de (Tpo(21))p na mesma regido produz um resultado finito e pode

ser reescrito como

/ ina—ka—ml d:r1+f ana+:ﬂ1 dxz,

('n.+1)a.

i_o: /_{1_“)“ (1 — a)_4 dry + :;]L (:1:1)_4 da,

a

Somando todas as integrais da cxpressio (3.29) obtemos

/Da (Too(x1))r Ay = (4m) 7 /O (21 — @) *dxy + (4m) 2 /:o (z1) " *dzy +

—00
2

a m

Note que as duas primeiras integrais no segundo membro sdo convergentes porque a
integracao ¢ feita fora da regifio onde os integrandos divergem. Usando as Egs.(3.27)-

(3.30), a integral de {Tpo(ix1)) na regido 0 < z; < a pode ser escrita como

A * (Too(a)) dar = ] "4y (o ) () Y] d

0
0 oo
+ (47?)_2f (z, —a) *dz, + (4#)_2f (1) day +
a ﬂ_2 -

~ Jo 1440a8
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— (4n) fm (@1 — a) *doy +

_9 Bt —4 a il
+(4m) A (@) day — L o 4 (3.31)

Como foi mencionado anteriormente, a densidade de energia do vécuo de um plano isolado
em z; = a (x, = 0) estd definida somente em z; < a (z; > 0). Note que os dois
primeiros termos divergentes nio dependem de nenhum parametro global ¢ correspondem
as contribuicbes para a densidade de energia do vdcuo dos planos isolados sendo portanto

exatamente cancelados usando a Eq.(3.26), produzindo {Tyo) p;, = —m?/1440a*.

3.2.3 O interior do guia de ondas retangular

Nesta secao vamos calcular o valor esperado no védcuo do tensor momento energia de um
campo escalar acoplado minimalmente ou conformalmente no interior de nm guia de ondas
retangular e usar a defini¢do da subsecio anterior para obter o tensor momento energia
fisicamente mensurdvel. Como foi dito anteriormente, esta quantidade é ambigua pois é
definida a menos de uma derivada total. Vamos analisar como a forma da densidade de
energia fisicamente mensuravel depende dos tensores mencionados.

Considere o guia de ondas retangular orientado ao longo do eixo x3, de tal forma que
o campo obedece a condigtes de contorno de Dirichlet (D) ou Neumann (N) em z; = 0 e
2y = a e também em z, = 0 e z3 = b. Quando o campo obedece a condigdes de contorno

de Dirichlet, a parte espacial dos modos é dada por

4 % . Ty Ty . mz‘ﬂ'LEg) 1 T,
={— ) 3.32
Py ma (x) (ab) sin ( a ) sin ( b \/Qwe , ( )
2 2
onde myg=1,2,3,..; —00 < kg < o0 € wi = ((#ma“) + (—3—""1‘,"’) + k‘%), onde n denota o

indice coletivo {m;, mo, ks).
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Quando o campo obedece a condigbes de contorno de Neumann, a parte espacial dos

modos é dada por

e 2 Tl My Lo | R
P (x)—(ab) COS( a )COS( b )\/5%6 ’ (3.33)

com my, = 0,1,2,3,... e —00 < k3 < oo. No caso de c.c. de Dirichlet, substituindo as

Figs.(3.32) na Eq.(3.21) o micleo de calor pode ser escrito como

K(t|xy) = Ze B (%) o (¥)

o0

= 5 () [ >

my,ma=1

X exp {—t [(mj)z 4 (Tgf)z + (kg)z} }

X exp [ths (23 — y3)]

) s (AT (334

X sin(f@ Ew) sin(
a

A parte do micleo proveniente das diregdes livres pode ser integrada usando:

1 —t(ka)? i - ~3 (3 — 93)2
(kz)” yiks(zs—ys) — 2 B S R
o f dks e e (4rt) exp[ I , (3.35)
que produz
4 -1 (25 — ys)*
= 2 —
K(t]x,y) p (47t)” 2 exp { m
2
X ng:l exp [ ( ﬂ) } sin(ﬂrnl;m1 ) sin(ml;ryl)

x 3 exp {—t (L”;i)g} sin(ng T2y Sin(szm). (3.36)

mo=1

No caso de c.c. de Neumann, a expressio correspondente pode ser obtida com a troca

sin-—scose 2, — >0 _oi=1,2. Usando as identidades trigonométricas

sinzysinzg — cos(z — z3) — cos (2 + 22) (3.37)

cos 7, COS 23 = 08 (2z; — 23) + cos (21 + 23) (3.38)
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para as c.c. de contorno de Dirichlet e Neumann respectivamente e em seguida uma das

identidades das fungdes teta de Jacobi

mi;l exp(—m?’z) cos(m2mh) = —% + \/Zn;iio exp [—(n + h)2~7;—2} (3.39)

podemos escrever o niicleo de calor como

Ktlxy) = (nt)dexp [—(“’”—*ﬁl}

. mi@ {exp [, [247:1.:; +4§331 - 1 )]2] - exp [- [2n.a +4iw1 + yl)]2:| }
) Mim ( ew [, 2ngb +4Et$2 —~ yz)]g} N
Fexp [_ [2nzb + 4(;”2 + yz)]T 1. (3.40)

onde o sinal superior (inferior) corresponde a c.c. de Dirichlet (Neumann). Como discutido
anteriormente, para achar a fungao zeta bilocal zeta precisamos calcular a transformada
de Mellin do micleo de calor. Todos os termos da Eq.(3.40) podem ser integrados usando

[15]

o0 5 A 3.9 3
[t —=) =A%~ — s < —. 41
fo dtt° 72 exp( t) A 2F(2 5), Res < 5 (3.41)
Calculando a transformada de Mellin usando a Eq.(3.41) temos

—m i (Z*‘$Z‘+:FZ+_+Z++), (3.42)

C(s|xy)= 3
( I y (47!')5 I‘(S) 1,707 00

onde as fungdes 2+ = ZFF(ny, na, x,y) so dadas por

e [(+ ) (s )’ (o wys)T‘g e

2 2 2

Vamos identificar as divergéncias ultravioleta e as divergéncias de parede e aresta que

existermn na funcio zeta local ¢(s | x,x) = lim,_, {(s | x,¥). O termo 277 (0,0,x,y) é



Capitulo 3. O tensor momento energia do vicuo

a contribuicao do espago-tempo de Minkowski e contém uma divergéncia ultravioleta no
limite y — x.

Os termos Z~ 1 (0,0,x,x), Z 1 (0,-1,x,x), ZV'  (0,0,x,x) e Z%" (—1,0,%, x) sdo
identificados com as divergéncias de parede; por cxemplo Z~ (0, —1,x,%) = (2, — 5)*7°
diverge quando zy — b para Res < 3/2.

Os termos 21 (0,0,x,x), 2" (0,-1,x,x), Z' *(-1,0,x,x) e Z+ " (-1,—1,%,x)
sao divergéncias de aresta; por exemplo Z1+ (-1, -1,x,x) = ((wi —a)® 4 (xy — i’))2)373/2
diverge quando x; — a e quando zz — b ao mesmo tempo.

O aparecimento ou néo destas divergéncias no valor esperado no vacuo do tensor
momento energia vai depender da sua forma especifica.

Como vimos na subsecgao 2.1.1, as componentes de (7,,(x)) podem ser escritas em

termos de somas de modos. Em termos da func¢ao zeta bilocal e de suas derivadas espaciais,

estas somas ficam

\ 1 1
;wn {pal” =C(s = ~3 | x,x) = —-WAO(X), (3.44)
onde a expressdo de Ag(x) é dada por
> —2
Aox) = > [(ma)®+ (ned)] "+

n1,Mg=—00

- 3
+ _(nla)2 + (nab + -1?2)2] +

- —2
T _(n—ia + x1)2 + (ngb)z] +

+ [(nya 4 2,)* + (nob + mg)z] s (3.45)
Qs outras somas ficam
1 5 RS G 1
; w_n|3i¢n| = },ﬂ gg@qqs =3 | x,y)- (3.46)
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Substituindo a Eq.(3.42) na Eq.(3.46) para ¢ = 1, temos

1 1

1 2
— |8 | = - B -
zﬂ:wn l 1¢ | 472 1(X) + 167!'2

A (X):
onde as fungdes B (x) e F (x) sho definidas por

Bix) = Y [(ma)?+ (b)) [maf

i b 2] ol

(nla + .’131)2 + (’ngb)2] [ma + 331}2 +

20 -2

Al(x) = Z [(n;a)Q—i-(ngb)z] +

T]1,Ng=—00
- —2
T [(ma)? +(mb +22)°] +

-2
+ {(nia + 3:1)2 + (ngb)g] +

i -2
- _(nla + :131)2 + (ngb + 332)2]

Para ¢ = 2,

1 1

1 2
8P = ——-B
anwﬂ bl B+ s

A2 (X):
onde as fungdes By (x) e Ay(x) sdo definidas por

Ba{x) = i [(n;a)2 + (ﬂgb)Q]—_' [nob]*

11,2 =—00

r —3
+ _(nla)z + (’ngb + .’L'2)2] [ﬂ.zb —+ $2]2 +

¥ :(nla + :1:1)2 + (ngb)Q]_3 [ngb]g +

-3
(nya+ a:l)2 + (nab + :1:2)2] [n1a + :1:1]2

- -3
— _(nla —+ -'El)? =+ (’ngb -+ .'112)2] [’ngb —+ $2]2

47

(3.47)

(3.43)

(3.49)

(3.50)

(3.51)
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e
Ax) = Y [(ma)? + (ngh)?] Ty
+ [(ma)?® + (nad +22)?] "+
+ [(nla + .’.131)2 + (ngb)g] - —+
- i(ma )+ (ngb $2)2] L (3.52)
Para:=3
1 , 1
Zn) o |0l = g 5 Aol). (3.53)

Para calcular (T;;(x)) precisamos obter

5 2 Oundtt = Jim g ls = 5 | %,) (350
Parai=2e j =1, temos
S ot = 5o daly == 20 (3.55)
onde a fungdo Ay (x) é definida por
Ay (x) = i [(nla)2 + (ngb)z] e [nob] [nqa] +
ry gm0

T [(mab + 22)° + (m)°] " [nob + 23] [m1a] +

+ :(nla +2,)? + (ngb)2] - [n16 + x1] [nob] +

— :(nla 4~ 51’31)2 4+ (ngb 4+ IQ)Q] - [nla + 311] [’ngb + EQ] . (356)

Na primeira linha, para um determinado n, o somatdrio em n, € {mmpar e portanto se anula
(0 mesmo acontece no somatério em n; para um determinado ny). Na segunda ¢ terceira

linhas os somatdrios sio fmpares em n, e ng respectivamente e também se anulam. Logo,
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A21 (X) ﬁca

s}

Ap()=— Y [(ma+z)’ + (b + )] [maa+ 2] frob+ z).

n1,NE=—00
Note que esta fungio se anula quando x5 = 0 ou 7 = 0.

Parai=3ej=1eparai=3e j=2, temos

1 1
> ;33%31 o= w—a‘ad’naz(b: =0.

Para calcular (©;;(z)) precisamos obter

1 . 8\’ 1
z;w_¢naf¢nzzw (a2¢n)¢ _}}E{i (Byi) C(3=§ xvy)

Tt 7% Tt

Para:=1

1 . 1
zﬂ:;ﬂfﬁnaf% = @BH(X) BT Ao(x),

onde a fun¢do Bji(x) é definida por

o

-3
Bu@) = 3 {[ma)® +(mab)’] " fmal’
Ty ,n2=

[ n1a)? + (nob + ) ]“3 [nia)? +

[ nia -+ 1131 nzb)g]_g [Tbld', + 33}_]2 +

[ nla—i—ml ?’Lgb-i-ﬂig)g]ﬁs [n1a+m1]2}.
Parai=2

1 2 1 1
Zn:w—nd’n h o, = 4—7;5322(}{) - WAU(X%

49

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

onde a fungao By (x) pode scr obtida de Byy(x) com a troca z; < 23 ¢ nya < ngh. Para

i=3

1
3 6u0id = o A,

(3.63)
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Finalmente para obter {©;;(z)) precisamos calcular

lim g 0 1
Z qbn@@ ¢;, = y_’x By By —((s= | Y ). (3.64)
Parai=1ej=2
1 1 A
> J;analang; =3 ;"¢n3281 b, = — z'r(;{) (3.65)

Substituindo os resnltados das Egs.(3.44), (3.47), (3.50), (3.53), (3.55) ¢ (3.58) nas Egs.
(3.9-3.12), podemos escrever as componentes de (7),,(x)) em termos das fun¢des definidas
anteriormente. Para a densidade de energia do vicuo do campo minimalmente acoplado

obtemos

(T () = 5 (Br(x) + Balo) + o (As(x) + o)

Podemos escrever esta quantidade como a soma de duas partes

(Too (%)) = {Too(x))p + {Too(%)) s (3.66)

onde D e F significam divergente na fronteira e finito na fronteira respectivamente. Em

forma explicita

(Too(x))p = g;?{[(ﬂh)? + (332)2]_2 + [(a —z)’ 4+ (b 932)2] - +

+ [(3:1)2 + (b - 35'2)2] - + [(a — $1)2 + (CC2)2] _2} +

16 2 {[332]_4 +[b— 332] [331]74 +la — 371]‘4} (3.67)

1 -2
(Too(x))p = 3 2{ Z [(’”»1“)2 + (ﬂzb)g] +
T (nam)E(00)
- Z [(’nla + 3?1)2 + (ngb + 33-2)2] T+
(nl1’”2)#(0!0}'(_1'_1)’(0’_1)’(_11())
-3
2 S [(ma) + b+ 32)] ([rab 4wl — [mal) 1
(nlynQ)#(O!O)T(OT_I)
2 973
+2 > [(nla +21)" + (72b) ]
{ny,n2)#(0,0),(—1.0

x([rya + z1]* — [nab?) ). (3.68)
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Na primeira soma acima estamos excluindo uma divergéncia usual do espago-tempo de
Minkowski. Nas outras somas estamos excluindo as divergéncias de superficie, que estao
agrupadas na defini¢iio de (Tpo(x)),. Na segunda soma, excluimos as divergéncias de
aresta, i.e., as divergéncias nos pontos (z,z2) = (0, 0),(a, 0},(0,8),(a,b) quc cstio con-
tidas nas duas primeiras linhas da defini¢o de {Tpo(x)), . Na terceira soma excluimos
as divergéncias de parede, z, = 0,a e z» = 0,b que estdo contidas na tltima linha da
definigio de (Tpn(x)), . As outras componentes sao

L o) — L (Bi(x) - Ba()) + g (Ar(x) — A () (3.69)

(Tunfx)) = =35 540 1672 6Are

A parte finita na fronteira 4 dada por

-3

1
(Tn()p = 55 > [-3na) + (nab)’] [(mia)® + (md)] T+
{r1.n2)7#(0,0)
-2
+2 3 [(ﬂla)g + (ngb + »"62)2] +
(ﬂ],ﬂz)#(o,ﬂ),(o,—-i}
+ 3 [(n1a+ 21)* + (nab + z3)7|
(111 an2)¢(050))(”1!—1)’(07_1)1(_110)
x [(ra+1)? - 3 (ngb + z2)°| } (3.70)
1 A 1 1
(T (x}) = ~ 392 o{x) — o (By{x) — Bi(x)) + Ry (Ag(x) — Ai(x))

Novamente, a parte finita na fronteira 4 dada por

1 -3
TG e = =5l 3 -8 + (ma)?] [(ma)® + (mad)’| ~+
327
(111,?’12 )7&(010}
2
+2 Z [(ngb)2 + (e + wi)z] +
(nl,nz)#(n,o),(—l,o)
+ )3 [(ﬂqa + 1)’ + (ngb + ""2)2]
(nl:77’2)#(0!0)l(_'11_1)’(0’—1)3(_110)

X [(ngb +125)? -3 (na+ 321)2] } (3.71})

(Tsa(x)) = — {Too(x)) (3.72)
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() = (T () = = 5 An(x) (373
(Tos(x)) = (T52(x)) = (T (x)) = (T13(x)) = (Tos(x)) = (Tin(x)) = 0. (3.74)

Vemos que (Tyo(x)) e (T33(x)) possuem divergéncias em todas as paredes e cm todas
as arestas. A relagio cntre a densidadc de cnergia e as componentes (T3;(x)) onde 7 é
uma direcdo com invaridncia translacional é uma propriedade geral do tensor momento
energia na presenga de fronteiras estdticas [36]. J4 as componentes (1;(x)) e (Tpo(x)),
além de possuirem divergéncias de aresta, possuem divergéncias somente nas paredes
g = 0,b e z; = 0, a respectivamente. Em outras palavras, o fluxo de momento na direcio
perpendicular as paredes nfo possui divergéncias de parede. Note também que (T9(x))
e {T5(x)) se anulam nas paredes.

Para o campo escalar conformalmente acoplado temos

(O00()) = g Aol) ~ gy (Brl) + Ba() + 5 (A3 + An(x)
= (B00(20))p + (Buo (X)) 5 - (3.75)
Explicitamente
(ego(X))D = —96];(2{[(1:1)2 -+ (;,[:2)2] -2 + [(a — :[;1)2 + (b — :[;2)2] -2 +
@)+ -] T @)+ @)Y} (376)
Ot = ~z35 X [mef + b))+
{n1,n2)7(0,0)
1 2 -3
i 3 ab) [mam*+ o]+
i2411r2 Z )(nla}2 [(nla)2 + (nob+ 332)2]_3
(n1,n2
_961?r2 Y [tma 2+ (neb+ 29)?) . (3.77)

(r1,m2)
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Na primeira soma acima, excluimos uma divergéncia ultravioleta usual (n;,n,) = (0,0).
Na quarta soma, cxcluimos as divergéncias de aresta (n,m2) = (0,0), (—1,—-1), {(—1,0),
(0, —1) que estao contidas na defini¢iio de (Ggo(x)) p . Como esperado, vemos que (Gpp(x))

ndo possui divergéncias de parede, somente de aresta. As outras componentes sao

1 i 1 1
(On(x)) = “@Bl (x) + Zé;Bz( X) — i an( x) + WAI(X) - WAZ(X)
Oy = ol 3 [F3ma)+ (ab)?] [(ma) + (b)) "+
11{X)) g 372 oo 1 2 1 2
71,12
-2
d: > (ma) [ nya)? + (ngh + 332)2] +
(nlan.}
1 5 91—
4 3 [(ma +2:)" + (mab + 22)°]
3 {n1,me)7#(0,0),(—1,—11(0,~1),(-1,0)
X [(n;a +2)% — 3 (nob + 332)2] } (3.78)
On0) = -5 Balx) + gy Ba00) — 5y Bl + s Aalo) — T )
(O2x)) = =363 Balx) + g Brx) = 5 Pun) 4 g Ao30) = g Al

On(x)y = =t X [+ ] [(m1)? + (uab)?] ~* +

i 3| {nyb)? [ngb (?’L16L+$1)2]_2+

(nl i2)
+% Z [(qua + 1131)2 + (ngb + 332)2] =
(r1m2)#(0,0),{-1,—1),(0,—1),(~1,0)
X [(ngb +x9) — 3 (ma + :cl)z] } (3.79)
(@33 (X)) = — ((‘“)00 (X)> (380)
(O30 = (O () = 5 Al 3.81)

(Og3(x)) = (Osa(x)) = (Ba1(x)) = (Or3(x)) = (Oui(x)) = (Ouo(x)) = 0- (3.82)
Novamente vemos que as componentes ndo-nulas ndo possuem divergéncias de parede,

somente de aresta. Podemos verificar também que no caso de condictes de Dirichlet
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Bz = 0,29, 23)) = (T} (x; =0, %0,73)) € (Ooz(1, 22 = 0,23)) = (Toz(2y, 25 = 0, 23)).
Ou seja, o fluxo de momento na direcao perpendicular a parede é independente do tensor.
Esta propriedade também ¢ verificada no caso de placas isoladas e placas paralelas [32].
Vamos usar agora a definigio (3.26) para calcular a densidade dc energia fisicamente
mensuravel do vacuo dos campos escalares conformalmente acoplado e minimalmente
acoplado. Para isso temos de identificar na integral da densidade de energia do vacuo
dentro do guia de ondas, 0 < z; < a,0 <z, < b, a contribuicao das fronteiras isoladas.

Usando a notagao da ref.[13], a integral do quarto termo da Eq.(3.77) pode ser escrito

como
[ o [z Gololmnm) = [ o2l m)
= 4[Lm£m+ffob+/:£m] dady
xm , (3.83)
onde
Cpl2]as, z2) = i [(ma+ )" + (ngb + 22)*] (3.84)

(n1,n2) =00

2
Note que o lado direito da Eq.(3.83) corresponde a cada uma das divergéncias de aresta
integradas sobre o quadrante apropriado fora do guia de ondas, i.e., longe dos pontos onde
as divergéncias ocorrem. A soma da integral (divergente) de (©go(x)) 5 dentro do gunia de
ondas com a expressio (3.83) é entdo identificada com a integral das fronteiras isoladas
sobre todo espaco e exatarnente cancelada usando a definicio (3.26).

A densidade de energia fisicamente mensurdvel do vacuo é entao dada por

1 -2
Qoo (X)) i = — T2 > [(ﬂ1a)2 + (nQb)Q] +
(m1,m2)#(0,0)
1 -3
i@ Z [(‘ngb)2 + (‘J’LlCL + .’131)2} (ﬂgb)z +

(r1,m2)
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:I:2—417§ 3 [(ma)? + (nab +22)?] " (i), (3.85)

(ni,ng}

Note que esta funcio é bem definida nas fronteiras.
No caso do campo escalar minimalmente acoplado, a densidade de energia fisicamente

mensuravel do vacuo é dada por

1 -2
{Too (X)) giy = — 3272 > [(”l“)2 + (7125)2] +
{n1m2)#(0,0)
1 -3
$@ Z [(nla)2 + (ngb + 332)2] (nla)2 +
{n1.n2)
1 0 i
(nya)® + (npb + x2)%| ~ +
1672 nﬁm%:_m [ }
1 -3
Faa 2 |[(mb) + (matz)’] " (nab)? +
(n1,m2)
1 20 L
trem Y [ (matm)’] (3.86)

ng#0,mn1=-—-00
Para checar, vamos mostrar que a integral da densidade de energia fisicamente men-
surdvel do vicuo do campo escalar conformalmente acoplado fornece a energia total. A

integral do primeiro termo da Eq.(3.85) d&

g, Z2(2la,b), (3.87)
onde :
L) = Y [ua)+ mb)?]
{m1,m2)7(0,0)
=4 ) [+ b +2@ o+ (389)
(n1,mg)=1

As integracoes do segundo e terceiro termos da Eq.(3.85) podem ser feitas usando

fd:c ((na+z)* + B| = Zf(nﬂ)a 2+ B]" _zfodt{t?+8]”

=—00 n=—00

(3.89)
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onde a tltima integral é dada por

3\/_P(———5)

Te-y B>° (3.90)

oe 32 o
2% dt[2+ Bl =B

O resultado é

o 41 2 " 4o, f dry = [(n1a+$1)2+ (ngb)‘*’]“3 (ngh)* = :&32;62 ¢(3), (3.91)
ﬂ:241 2[ dmlf dzg ) [(ﬂrzb+$2)2+(n1a)2]_3 {nia)? = 32M2 ¢(3), (3.92)

(ni,n2)

onde ((s) ¢ a func¢io zeta de Ricmann. Somando todos os resultados anteriores temos

a b E
% da:1£ dzy (Ooo(X)) 1, = ﬁg (3.93)
onde
EC ab 1 1
= dxs = T3on2 Z(2|a,b) £ —C( ) ( + 52) (3.94)

é a energia de Casimir por unidade de comprimento (Z,(2|a,b) ¢ definido pela Eq.(3.88)
). Em geral, a cncrgia total estd rclacionada com o potencial efetivo global definido no

espaco Euclidiano através da relagio [35]

V.
BE= 95
2]3000(1.’80 (39 )

Substituindo a cxpressio {3.94) (considerando o caso de condiges de Dirichlet) na ex-
pressdo (3.95) vemos que o resultado concorda com o valor do potencial efetivo global
associado com um campo escalar no interior de um guia de ondas retangular obtido na
referéncia [13]. A cnergia total deste caso também foi calculada para valores especificos
dc a ¢ b na referéncia [12].

No caso do campo cscalar minimalmente acoplado, usando a Eq.(3.89) podemos in-

tegrar a funcdo dcfinida pela Eq. (3.86) da mesma maneira. O resultado da integracao
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do primeiro termo da novamente a quantidade definida pela Eq.(3.87). As integrais do
segundo e quarto termos dio como resultado F¢(3) 302 (327) ™' e FC(3) 3672 (327) ! re-
spectivamente enquanto que as integrais do terceiro e quinto termos déo +¢(3)a~2 (8m)™
e +¢(3)3b 2 (87) * respectivamente. Somando todos os resultados encontramos nova-
mente a energia total por unidade de comprimento dada pela Eq.(3.94).

Note que o termo uniforme presente na equacao (3.85) € sempre negativo enquanto
que os termos que dependem da distancia até as paredes sdo sempre positivos. Como
consequéncia, para um determinado ponto do espago perto das arestas, a densidade de
energia do vécuo é positiva e para um ponto afastado das arestas esta quantidade é
negativa. Como é bem conhecido na literatura, no caso de condigoes de contorno de
Dirichlet a energia total de um campo escalar no interior de um guia de ondas retangular
pode ser positiva ou negativa dependendo dos parametros globais. Do ponto de vista
local, isto ocorre porque quando as arestas estao proximas os termos que dependem da
distancia até as paredes sao dominantes na densidade de energia e sua integra¢ao produz
uma energia total positiva. As figuras (3.1) e (3.2) mostram a forma de (Tpo(x)) fis ©
{B00(¥)) 1;; no interior de um guia de ondas quadrado com c.c. de Dirichlet, assumindo
a = b= .4 (0s valores dos parametros foram escolhidos para que os grificos ficassem em
escala real). Vemos que estas quantidades sao positivas para todos os pontos do espago e
produzem uma energia total positiva.

Note também que o campo escalar minimalmente acoplado agsume wm valor maior do
que o campo escalar conformalmente acoplado nas fronteiras. Este comportamento pode
ser entendido se lembrarmos que na presenca de wma fronteira curva, campos que nao

séo conformalmente invartantes divergem na fronteira como 6% (6§ € a menor distancia
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04 04

Figura 3.1: Densidade de energia do vicuo quando ¢ = b (campo escalar minimalmente acoplado sob
condigoes de Dirichlet}.

até a fronteira) enquanto que no caso de campos conformalmente invariantes o termo
divergente & proporcional a 6-3. As figuras (3.3) e (3.4) mostram (Tpo(x)) ;, € (O00(x)) 1y,
no caso em que b = 2a. Neste caso como as arcstas estdo afastadas, a contribuicdo da
parte negativa de (€go(X)) ;;, é dominante e obtemos uma energia total negativa.

A figura (3.5) (ndo mais na escala real) mostra a forma de (Ggo(x)) 1, no interior de
um guia de ondas quadrado com condi¢des de contorno de Neumann. Como as condigoes
de Neumann aumentam o valor do campo na suna vizinhanca, ao contrario das condigbes
de Dirichlet que o diminui, a figura (3.5) tem a forma invertida da figura (3.2). A figura
(3.6) mostra (@go(x)) j;, Para b = 2a. No caso de condigdes de Neumann o sinal da energia
total ndo muda com os parametros globais do guia de ondas, como podemos verificar na
expressio (3.94) que é sempre negativa.

Vamos calcular agora a densidade de forca de Casimir local que age nas paredes do

guia de ondas. Para isso, vamos usar a relagio entre a densidade de forca local e a



Capitilo 3. () tensor momento energla o vacuo

04 04

Figura 3.2: Densidade de energia do vdcuo quando a = b (campo escalar conformalmente acoplado sob
condi¢des de Dirichlet).

04 08

Figura 3.3: Densidade de energia do vécuo quando ¢ = 2b (campo escalar minimalmente acoplado sob
condigbes de Dirichlet).
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04 08

Figura 3.4: Densidade de energia do vicuo quando ¢ = 2b (campo escalar conformalmente acoplado sob
condigoes de Dirichiet).

—0.0415 1
—0.042
—0.0425
—0.043 |
—0.0435 -
—0.044 1

Figura 3.5: Densidade de energia do vdcuo quando a = b (campo escalar conformalmente acoplado sob
condicoes de Neumann) .
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—0.013
—0.014
—0.015
—0.016
—0.017
—0.018
-0.019

Figura 3.6: Densidade de energia do vacuo quando a = 2b (campo escalar conformalmente acoplado sob
condigdes de Neumann) .

descontinmuidade do tensor momento energia entre as paredes. As componentes espaciais do
tensor momento energia representam a forga que age em um elemento de drea infinitesimal

dA =ndA (n é o vetor normal a superficie) em um ponto x
dF; (x) = —T;; (x) d4; . (3.96)

A forca total que age em um elemento de volume localizado em x pode ser obtida somando
as forcas que agem em toda a superficie que o envolve. Como exemplo considere a forga

na dire¢do z;. Neste caso
dFi(x) = [T (z1) — Tha (w1 + d2y)] deodzs +
+ [Tha (%2) — T2 (22 + diz)] dxydws +
+[T13 (x3) — Ths (23 + dxs)] dzyda. (3.97)

Podemos escrever a relagdo anterior para a componente ¢ como

5% — lm Ty, (/= —¢) — Ty (o'=¢) (3.98)

e—+0
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(vale a convenciio de soma no indice j).

Para, calcular a forca, precisamos conhecer a solugdo da equagio de Klein-Gordon na
regifio exterior do guia de ondas, o que é um problema em aberto (o problema dos modos
externos). Vamos considerar ento somente a contribuicfio do interior do guia de ondas,
assumindo que o campo estd confinado em seu interior.

Considere a forca local por unidade de comprimento que age no plano localizado em
x; = 0 e é paralela a0 eixo x;. Como as componentes (T (%)),., e (Th2 (X)), se anulam
nas paredes e as componentes (7%; (x)}), , € (T13(X))},,, sdo nulas em qualquer ponto, a

expressio da forga local é dada por

F'(z)

= lm [(T1 (21 = —&)) — (Ta1 (21 = €))] (3.99)

Como j4 foi dito, vamos considerar que na regido z; < 0 o valor de (73 (x)) é nulo.
Substituindo o valor de (71 (x)) no interior do guia dado pela Eq. (3.70) quando z; — 0

na Eg. (3.98), obtemos

Flzy) 1 _3 \ ,
L 3R ,nﬂZ#O’O) [(ﬂqa)Z + (ngb)2] [3 (nia)® — (nab) ] +
+3217r2 nl,ngz=—oo{ [(n1a)2 -+ (ngb -+ 3:2)2] - [3 (rngb + :1:2)2 — (nla,)z] +
2 [('r.',-la)2 + (nab + 332)2] R (3.100)

Uma forca igual e de sentido contririo existe no plano z; = a. No caso de condicdes de
Dirichlet a componente (©,; (z; = 0, z3)) produz a mesma forca.
Vamos identificar as divergéncias de parede da expressio (3.100). Para condigdes de

contorno de Dirichlet, podemos reescrever as duas tiltimas linhas como

LY (Afmar s ]

(n10)* + [(m1a)? + (n2b + )7 _2) (3.101)
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O primeiro termo desta expressao é finito nas fronteiras. O segundo termo pode ser

reescrito como

321172 (ﬂ i [(nla) + {nab + z3) ]* + z [n2b+:r:g ]_2) (3.102)

170,m32= 00 fg= 00
Note que na segunda parte da expressdo (3.102), os termos ny = 0, —1 contém divergéncias
de parede quando x5 — 0 ou 2 — b respectivamente.

Vamos agora usar a definicdo (3.24) sob o sinal de integral para definir um fluxo de

momento fisicamente mensurdavel. Para a componcente {73,(z)) a definicao fica

[ @@= [@ue@a~ [ (Tul) (3103)

E no caso da regido da parede 0 < xp < b esta defini¢ao fica

f<T11(3’))ﬁs dry = ﬁb(Tu(m))n dxy +
— (47)* /joo (29 — b)_2 dzy +

- (am)? [0 ” (@2) 2 da (3.104)

Na segunda parte da expressio (3.102) os termos ny = 0, —1 definem a parte que diverge
na fronteira enquanto que o restante dos termos ny # 0,—1 define a parte finita nas

fronteiras. Esta tltima parte pode ser escrita como

(@9 — b) 2 day + A " (22)" dzy (3.105)

Z/dmg n2b+:1:2)]_2/0

naF0 -0
Fstes termos s&o cancelados usando a definigio (3.104), juntamente com a integral das
divergéncias de parede na regido 0 < z, < b. Logo, a forca local fisicamente mensurdvel

para c.c. de Dirichlet fica

Fladpe _ Lo 5 [(ma) + (o] [3(ma)® — (nat)?] +

2
L 3212y ) (00)
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oo

Y () [(ma)? + (o + 2] = (npa)? +
+ i [(nla')z + (7125 + 332)2] -2 } (3106)

n13#0,n9=—00

Seguindo o mesmo procedimento, para c.c. de Neumann temos

3

F(x2)gis — 1 { > [(ma)2 + (nzb)z] [3 (7’1101)2 - (n2b)2] +

2
L 3218 e 00)
&0 -3
+ Y (-1 [(na) + (bt )| (maa) +

ny,Ny=—00C

+5 i [(nla)2+(mb+xz)2]* } (3.107)

121 #0,ng=—=—c0

Vamos checar se a integral da forca fisicamente mensurdvel sobre a regiao da parede
0 < x5 < b fornece a forca total por unidade de comprimento. A integral da primeira

linha da expressdo (3.106) (ou da expressao (3.107) ) pode ser escrita como

b b 2 213 2 .
532 @lab) + o . nzz)?;é o [(n1a)? + (n20)?] ~ [al) (3.108)

As integrais da scgunda e terceira linhas podem ser feitas usando as Eqgs. (3.89) e (3.90).

Para a scgunda linha (de ambas expressoes (3.106) ¢ (3.107) ) o resultado é

3¢(3)

Para a terceira linha da expressio (3.106) o resultado é

b
32mad

¢(3). (3.110)

E para a terceira linha da expressao (3.107) o resultado ¢

5
———=C(3).
32mad (3)
Somando todas as contribuicdes, vemos que o resultado concorda a forga total em z; = 0

que pode ser obtida da expresséio (3.94) e é dada por Fo = % (a forca em z; = a é dada
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por —&f= )
b ¢(3)
= — b
Fe 3272 Z2(2}a,b) T 16ma3 +
b 3
Tenl 2o [(ma)® + (ngb)?] ~ [naal® (3.111)
T (1,m2)(0,0)

Varnos analisar como as forcas locais calculadas acima dependem dos pardmetros
globais do guia de ondas. Considere que toda a estrutura obedece a condigoes de contorno
de Dirichlet. A figura (3.7) mostra a dependéncia em z; da forca local que age no plano
localizado em z; = 0 quando a = b. Neste caso o fluxo de momento repulsivo concentrado
nas arestas é dominante produzindo uma forga total repulsiva. As figuras (3.8) e (3.9)
mostram a for¢a que age no plano z; = 0 quando b = (1.2) a e b = 2a respectivamente.
Quando as arestas se afastam, o fluxo de momento positivo no meio da parede passa a ser
dominante produzindo uma forga total atrativa. Conforme b cresce, a forga em z, = 0 se
comporta como a forga de Casimir uniforme na configuracio de placas paralelas como a
fipura (3.10) mostra.

No caso de condigdes de contorno de Neumann, quando b = a/2 ¢ b = a vemos pelas
figuras (3.11) e (3.12) respectivamente que o valor da forga troca de sinal, embora a
energia total seja sempre negativa (contrariamente ao que é argumentado na referéncia
[32]). Quando b cresce, a for¢a em z; = 0 se concentra nas arestas, conforme as figuras

(3.13) e (3.14) mostram para b = 5a e b = 10a respectivamente.
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Figura 3.7: Densidade de for¢a que age em 2y = 0 quando b = a (Dirichlet).
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Figura 3.8: Densidade de forga que age em z; = 0 quando e b= (1.2) a (Dirichlet).
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Figura 3.9: Densidade de for¢a que age em #; = 0 quando e b = 2a (Dirichlet).
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Figura 3.10: Densidade de forca que age em z; = 0 quando b = 10¢ (Dirichiet}.
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Figura 3.11: Densidade de forga que age em z; = 0 quando b = a/2 (Neumann).
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Figura 3.12: Densidade de for¢a que age em r; = 0 quando b == a (Neumann}.
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Figura 3.13: Densidade de forga que age em &1 = 0 quando e b = ba (Neumann}.
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Figura 3.14: Densidade de for¢a que age em z; = 0 quando & = 10a (Neumann).
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3.2.4 O guia de ondas retangular inserido em uma estrutura
externa

Embora nio conhecamos os modos na regido fora do guia de ondas, podemos introduzir
uma estrutura externa onde os modos do campo podern ser calculados de tal forma que a
regido interior da estrutura scja a regido interna do guia de ondas (esta estrutura foi sug-
crida na rcferéncia [32]). Nesta configuragdo conhecemos os modos em todas as regioes e
o tensor momento energia pode ser calculado em qualquer lugar. Uma maneira de imple-
mentar essa estrutura é conectar dois planos paralelos infinttos por duas tiras. Considere
dois planos paralelos infinitos sob c.c. de Dirichlet posicionados em z; = 0 e z; = a. Va-
mos conectar estes dois planos por duas tiras também sob c.c. de Dirichlet, posicionadas
em z3 = 0 e 2y = b (vamos analisar somente o caso de condigdes de contorno de Dirichlet,
j& que no caso de condigoes de Neumann a forca dependera do tensor usado). A regido
interior desta configuracio é exatamente o guia de ondas. Nas regides x; > ae z; <0
ndo ha contribui¢ées do tensor momento energia para as forgas que agem nos dois planos
infinitos ({T71(x)),,, = 0 e a forca que age na diregdo x, = 0 é exatamente a forca cal-
culada na subsecdo anterior). Nas regides 0 < zy < a, 22 > bec 0 < 3 < a, 3 <0, a8
componentes do tensor momento energia ddo uma contribuicdo nio-nula para as forcas
que agern nas tiras.

Considere a parede localizada em x93 = 00 como uma parte mével, um “pistao”. Para
obter a forca no plano z; = 0 precisamos do valor da componente (Th (22 = 0)) no
interior do guia de ondas. Substituindo o valor z; = 0 na Eq.(3.71) e rearrumando os

termos temos

1
3272

i { [(nla’)2 + (ni’b)z] ~ - [(nla + -1'31)2 + (ngbjz] 2 =+

1,12 =—00

{(Toz (x2 = 0))y,, =
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-3
—4{(ma)* + (nsb)*] ~ [mab]” +
-3
+4 [(ma +21)° + (mb)?] " [nab] } (3.112)
Na regiao externa podemos repetir o procedimento anterior para este caso para obter a

funcdo zeta bilocal e o tensor momento energia. Fazendo a substituigéio sin (ﬂ%z) —

sin ks T3 na Eq. (3.32) a parte do niicleo de calor na direco z, fica

2 o
K(t]mm) = ]0 by exp [~ (ky)*] sin by, sin kyyy

= (dort) P exp [ (23— 1)” /4] +

~ (4t) ™M exp [~ (w2 + 32)” /44] (3.113)
obtemos
T (s = gy 3o 1 (1) 4 2na + ) *

-3 [(na +z ) + (:172)2]_2 +

+4(22)? [(22)” + (na+ 21| }. (3.114)

(uma equagdo similar existe para a tiralocalizada cm x5 = b). Para condicoes de Dirichlet,
substituindo =3 = 0 na Eq.(3.114) a componente fica

1 o

(To2 (X)) e = 3972 ; [(na)*“ — (na + 501)—4] (3.115)
A forga local fica
M) = e % e + o] a4
~Af(mya+ @) + ()] bl +
~[ma)? + (o] + [+ 20)? + (n3b)?] . (3.116)

Novamente uma forca igual e de sentido contririo age no plano localizado em z3 = b.
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Vemos na figura (3.15) que a forga no plano zs = 0 quando a = b é atrativa. Quando
b = 2a vemos pela figura (3.16), que esta forca nao muda de sinal {37]. Isto ocorre porque o
fluxo de momento repulsivo concentrado nas arestas no interior da cavidade é exatamente
cancelado pelo fluxo atrativo na regido externa tornando a forca nas arestas nula.

Actor e Bender [32], conjecturaram que objetos distintos submetidos as mesmas condicdes
de contorno sempre se atraem. Concluimos entfo que em consequéncia da estrutura ex-
terna o plano localizado em x5 = 0 (o pistdo) e o resto da estrutura podem ser considerados
como objetos distintos para essas condi¢oes de contorno.

Podemos integrar os termos que dependem de x, na equacéo (3.116) usando as equacdes

(3.89) e (3.90) e obtermos para a forca global por unidade de comprimento

% = i@lﬁmimg{ da [(ma)? 4 (nab)?] " fsb)” +
~a[(ma)? 4 (ma)”] " - - ﬁibag(:a) (3.117)

onde o tltimo termo é a contribuicao dos termos que dependem da distéancia até a aresta.

Note que ele é sempre repulsivo.
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Figura 3.15: Densidade de for¢a que age no pistdo do guia em 23 = 0 quando b = ¢ (campo escalar sob
condigdes de Dirichlet}.
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Figura 3.16: Densidade de forga que age no pistao do guia em 22 = 0 quando b = 2¢ (campo escalar sob
condigdes de Dirichlet}.
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3.2.5 A cavidade retangular

Nesta subsecéo vamos calcular o tensor momento energia do vacuo de um campo escalar
[minimalmente ou conformalmente acoplado no interior de uma cavidade retangular sob
condicdes de contorno de Dirichlet nas paredes. A principal motivagio para este calculo
é a comparacio com o caso eletromagnético que serd calculado posteriormente. A parte

espacial do modos é dada por

8 \? . [TumEy\ . (MaTTy\ . (MWL
By mams (X) = (@) sm( 1@ 1)5111( 2b 2) 5111( 3c 3), (3.118)

com my 93 — 1,2,3...8

a= () (Y (7))

Seguindo os mesmos passos da subsegio anterior, temos

(2 —s) oo

Cslxy) = = 2y 3 (ZTT -zt
(471')3 F(S) n],R,Ng=—00
—Zr gyt gt 2, (3.119)

as funcées ZEE* = Z+*+%(ny, ng, ng, X,y ), 580 dadas por

#~3/2

zﬂit[@M+E§f@f+(mmiﬁ§&33+@ﬁ+g%?gf}

(3.120)
A contribui¢ao do espago-tempo de Minkowski é dada pelo termo Z~~~(0,0,0,x,y) e
contém wma divergéncia ultravioleta no limite y — x. As divergéncias de superficie estao
contidas nos seguintes termos
Z+(0,0,0,%,%), Z+ ~ (-1,0,0,x,%), Z=1{0,0,0,x,x), 271 (0,-1,0,x,%),

Z—10,0,0,x,x) ¢ Z~~ (0,0, —1,x,x) = divergéncias de parede.
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Z+(0,0,0,%x,x), 1 (0,-1,0,%,x), 2+ (-1,0,0,x,%), Z" '~ (-1,-1,0,x,x),
Z+=+(0,0,0,x,x), Z+ *(=1,0,0,x,x), Zt~*(0,0,~1,x,%), Zt =1 (-1,0,-1,%,x),
Z *1(0,0,0,x,x), Z~ 1 (0,-1,0,%,x), Z~ 7 (0,0,-1,x,x) e Z~* " (0,~1,-1,x,x)
= divergéncias de aresta.

ZH+(0,0,0,%x,x), Z* 1 (=1,0,0,%,x), Z* +1 (0,-1,0,x,x), Z* " (0,0 — 1, x,%),
ZV P (—1,-1,0,x,x), Zt 1 (=1,0,~1,x,x), Z* t (0,1, -1,%,x)

e Zt+1(—-1,-1,—1,x, x) =divergéncias dc quina.

Para o campo escalar minimalmente acoplado a densidade de energia fica

nbehe = _3_2177_2 2 [(ma)® + (mod)” + (ngc)?| S
{n1,m2,m3)7#(0,0,0)
o 2 [me e+ (mb)+ ()]
(nl,'nz,ng)*
X [(nla + :1;1)2 - (nzb)Q o (n3c)2] "
L S [ b ]

(n1.02,n3)""

X [(nla)g — (nob + :122)2 + (’n3c)2] +

1
1672

+ > [(”1@2 + (n9b)* + (ngc + 333)2} -

{r1,m2,n3)"""
2
X [(nlﬁ)g + (ngh)? — (nac + 3‘33)2] +

1 2 -3
T 3052 > [(”1“ +21)° + (nab + z9)* + (”30)2]

P

(n1,m2,m23)
X [(nla +1,)% 4+ (ngd + 22)* — 3(7136)2] +

-3
+3—2¥ > [(nla +21)? + (ngh)* + (nac + 3:3)2]
{n1,ng,m3)"

X [('”qa +1)% — 3(nyb)? + (nac + 333)2] 4

1 -3
277 [(nla)2 + (ngb + x2)* + (n3c + 1'3)2]

(n1,n2,n3)’

+
X

3(na)? + (ngb + 22)% + (nac + 3:3)2] , (3.121)
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onde

(n1,m2,n3)" significa (ny, ne, n3) # (0,0,0),(—1,0,0)

(ny,n2,n3)"" significa (ny,ng, n3) # (0,0,0),(0,—-1,0)

(n1, ng, n3)™** significa (ny,ny,ng) # (0,0,0),(0,0,-1)

(n1,m2,n3) significa (ny, ng,n3) # (0,0,0),(0,-1,-1),(0,0, 1), (0,—1,0)

(ny, ng,n3)" significa (ny, ng,m3) # (0,0,0),(-1,0,-1),(0,0,-1),(-1,0,0)

(11,n9,m5)" significa (ny,ng, n3) # (0,0,0),(-1,-1,0),(0,~1,0),(-1,0,0)

Note que a densidade de energia no caso minimalmente acoplado diverge em todas
as paredes e arestas mas nao possui o termo que diverge na quina. Podemos reescrever
a integral do termo (ny,n3) = (0,0) da segunda soma da equagio (3.121) na regido da

cavidade como

-2 00
167’[’2/ dl‘l/ dﬂfg/ d$3( Z n1a+$1)_4+ Z(n1a+m1)"4)
=00 n=1
T Qf Cp(2]z1,0) (3.122)

onde

Lmt (p(2]z1,0) = /_000 (3 — @)™ dey + [100 (z1) " day = QAOO (z4) " day (3.123)

As integrais dos termos (nq,n3) = (0,0) e (ny,ny) = (0,0) da terceira e quarta somas
da equacdo (3.121) na regido da cavidade podem ser reescritos analogamente. Usando a
integral (3.90), a integral do termo ny = 0 na quinta soma da equacio (3.121) pode ser

escrito como

1 @ b c c
3—2‘W§£ dﬂ?1[) d:ﬁzﬁ dxs Cp(2]xy, ) = 3377 LZtCD(chl,:Cg) (3.124)

onde as funcdes (p(2|zy, T2) € (p(2lz1, T2) sio definidas pelas Egs. (3.84) ¢ (3.83).
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As contribuicdes do termo ny = 0 na quarta linha e do termo n3 = 0 na sexta linha

podem ser reescritos da mesma maneira. Juntando todos os resultados temos

[y = 5 6; {—bc [ Go@lon,0) —ac [ Co@en,0)—ab | CD(21$3,0)} +

1
+@{ Gj;mCD(zlez;??s)*betCD(mﬂ?hﬂ?a)Jr

+e f Go@lm,m) ). (3.125)

Novamente, quando somado com [, {Tho(X)),, , este termo é cancelado usando a defini¢ao

(3.26) e a densidade de energia fisicamente mensurdvel do vécuo fica

1
3272

1 o0
o 2o > [matz)® o+ (ned)® + (nge)?]
ny==--0¢ {ng,n3)%£{0,0)

X [(nla +2q)? — (ngb)2 - (ngc)2] +

{Too (%)) fis

—2

2 [(nlﬂ)2 + (na2b)? + (n3c)2] +
(?11,712,123)75(0,0,0)
-3

1 = s
s Y > [(nla)2 + (ngb + 22)* + (ngc)z]
16m2 &~
ng=—00 (n1,n3)7#(0,0)

X [(nia)2 — (n2b+ 9:2)2 + (ngc)Q] +

1
1672

S [maP+ @b+ (et o)

ng=-00 (n1,n7)7%(0,0)

+

X [(nla)2 + (ﬂgb)2 — (nge + 353)2]2 +

]

ny,Re=——00 n3#0
X [(niﬂ +21)% + (nob + 22)° — 3(n3c)2] +
1 = ) -3
322 > 2. [(nla +21)% + (ngb)? + (nge + 353)2]
T, g3=—00 ng;é()
X [(n;a +71)7 — 3(nab)* + (nac + 273)2] +
1
3272

+

+

i > [(nla)z + (ngh + x2)® + (nac+ 3:3)2] -

ng,n3=-—00 n1#(0

X [—3('n,1a)2 + (ngb+ x2)* + (nge + 233)2] , (3.126)

Vamos checar se a integral da expressio acima na cavidade fornece a energia total. A
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integral do primeiro termo da

abc
“ 352 Z5 (2| a,b,c) (3.127)
onde
Z3(2|a,b,c) = 3 [(nla)2 + (ngb)* + (ngc)zr2 (3.128)

{n1,n2,n3)#(0,0,0)

As integrais do segundo, terceiro e quarto termos podem ser feitas usando [15]

et (v —p) ,
/dtHﬁt],, A O larg 8] < m; Ry > Rp >0, (3.129)

¢ novamente a Eq.(3.90). As integrais do quinto, sexto e sétimo termos podem ser feitas

por aplicacdes sucessivas da Eq.(3.90). O resultado final ¢

1
-~ [ —abeZ
Ee 3.2 abe 73 (21 a, b, ¢) +
> -3
+2rac Y. [('n,la)2 + (ngc)Q} & + #¢ (3) (ca"g + ac“z) +
{ninz)=1
1ombe S [(mab - (mae)] " 4w (3) (b2 be7E)
{nong)=1
+2nab Y [(nla)2 + (ngb)2} - + ¢ (3) (bc.f2 + ab*Q) +
(n1,m2)=1
73 _
— (@' +67 +c) b (3.130)

Novamente, substituindo a quantidade dada pela expressio (3.130) na equagio (3.95)
vemos que ela obedece a relacio com o potencial efetivo calculado na referéncia [13]. Note
que a energia total no caso em que @ = b = ¢ & negativa, fato bem conhecido na literatura

[31]. Substituindo a fungfio (3.119) na eq. (3.18) obtemos

1 —2
{Ooo(x))p = 872 > —3 [(nla')g + (ngb)® + (ngc)z} +
" (r1,ma,n3)#£{0,0,0)
1 \ \ -
+§T§ (mnzzns) [(nla + 21)° + (n2b)* + (nsc) ]

< [(nab)? + (nse)’]” +
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x [(ma)® + (nee)?] "+

1
+ﬁ Z {(”10)2 + (ngb)? + (nze + 333)2]
(n1,n2,n3)

x [(ma)? + (ned)?]” +

—§% > [(nla 4 20)° 4 (b + 22)* + (ﬂ3c)2] -

{n1,n2,m3

X [(n;a +21)% + (ngb + 2)* + 5(n3c:)2] +

)IH

Fo Y0 [(mat @) + (b + (ngc+2)?]

(n]. g, 13 )”

x [(aa -+ 21) — 2(mab)” + (nac + z)*| +

tes X [(ma)? + (nab + 22)* + (mac +25)?]

(n1,m2,m3)
X [—2(n1a)2 + (nob + z0)* + (ngc + :1:3)2]

#1 -2
T 3n2 > [(”1‘1 + @1)% + (ngb + x9)* + (nac + :1:3)2] (3.131)
(r1,m2,ms)""

onde (ny, ny, ng)"”" significa (ny, ny, n3) # (0,0,0),(0,0,-1), (0, —1,0), (0, —-1,-1),(-1,0,0),

(-1,0,—1),(-1,-1,0),(-1,—1,-1).

Vemos que a densidade de cnergia {©gp(x)) diverge nas arestas e quinas. Curiosamente
neste caso, o tensor conformalmente acoplado possui mais divergéncias de superficie do
que o tensor minimalmente acoplado. Repetindo o procedimento adotado para o tensor
minimalmente acoplado podemos mostrar que a integral de (Ogo(x)) f;, também fornece
a energia total.

Vamos agora inserir a cavidade retangular dentro do guia de ondas retangular da
subseciio anterior e calcular a densidade de forga local através da descontinuidade do

tensor momento energia na parede z; = 0. O valor da componente (T, (x)) no interior
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da cavidade é dada por

1
3272

(To2(X)) i = { > [(’-"'11'51)2 — 3(ngb)® + (’-'130)2]

(n}. ;12 :n3)7é(0)010)

X [(nla)g + (ngb)? + (TL;;C)?] - +

Y 2|(mat @) — (nab) + (nsc)?]
(r1.mg,m3)

x [(nya+z1)? + (nob)” + (n3c)2]‘3 "

-2 > [(nla)2 — (mgh -+ z4)? — (ﬂgC)z]

{n1m2,m3)

% [(ma)? + (b -+ @a)? + (msc)?]

— Y [tmet2)* + (ngb o+ m)? + (nac)?]

(nl ;72 1”3)

- > [3(711@ +21)" — (nab)® — 2Ange+ 933)2]

(nl ,'RQ,TLs)

X [(ma +21)2 4+ ('n,gb)2 + (nge + :133)2] - +

. Z [(?11&)2 o 3(n2b 4+ .’L‘2)2 + (TLgC + ::1:3)2] -2

(n1,ma2,m3)
-3
X [(716)? + (nob+ 22)? + (mac + 2a)?]  +

Z 2 [(nla + .131)2 4 (‘n.gb + .’.J'.','g)2 - (ﬂ,gC + 123)2]
{ri,n2,n3)

x [(ma+21)* 4 (ngb -+ 22)° + (nge + z3)°] (3.132)

Vemos que a expressdo acima néo diverge nas paredes zq = 0, b da mesma forma qgue nos
casos do guia de ondas e das placas paralelas. Para o campo conformalmente acoplado

temos

1 2 ; b1
(O2(X))im; = 32"'72{(711,@,%7&(0,0,0) |(ma)? — 3(nab)” + (ngc) |
x [(ma)? + (ngb)? + (nse)?] ” +

> % [2(n25)2 - (n3C)2]

{n1,m2,m3)
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(maa 4 22)° + (mb)? + (nac)?]  +

X

}

> [(nla)2 — 2(?'126)2]

{n1,n2,m3)

(n1a)? + (ngb)? + (ngc + 333)2]

X

-+
Wi —m Wl — Wik —

>, [_3(”13 + 1) 4 (ngb + 32)* + (”30)2]

(ﬂlyﬂz,nS)

-3
(ﬂlﬂ. + .’L'1)2 + (ngb -+ 3»'2)2 -+ (?’13C)2]

X

_|_

> [(nla + @)% — T(ngd)* + (nse + 383)2]

(n’l »2 ,ﬂg)

-3
x [(nia + 21)% + (ngb)? + (ngc + ac3)2] +

L |

—2

+3 2L [(ma)z + (ngb + z2)* — 3(nac + m3)2]

(n1,12,m3)
-3
X [(n;ﬂa)2 + (nab 4+ 22)% + (nae + 583)2] -+
2
+5 Y st @) — (nob+ 32)? + (nge + @)’

(n1,m2,n3)

| =

x [(nla + 21)? 4 (ngb + 25)% + (nac + 583)2] ) (3.133)

Integrando a parte fisicamente mensuravel correspondente a qualquer uma das duas ex-
pressoes anteriores na superficie da parede zo = 0 podemos obter a forca total dada por

‘%ﬁ . Note no entanto que neste caso (Tos(xy, 2o = 0,23)) # {Oge{zy, 29 =0,23)). A

componente (Ty(x)) na regido externa é dada por

{ X [(nlﬂ)2+(n30)2]ﬁ2+

(n1.n3)#(0,0)

1

(T2 (%)) ey = po

Z 2 [(‘ﬂ,lﬂ. + 531)2 -+ (7?3(2)2] 2 +

(ni ,7""3)

-2 ) [ nya)? — (29)% — (ﬂ3C)2]

('nl:nﬂ)

x [(ma)? + (@2)* + (ns0?]

- > [ a4+ 20)° + (22)® + (ngc)z] +

(n1,m3)
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- > [3(71.1& + 11)% — 2(nac + .’33)2]

(1?,1,7?,3)
2 2] 73
X [(nla-k 1) -+ (nac -+ z3) ] +

+ > [nla — 3(x0)® +(n3c+:c3)2]

(r1,n3)

x [(nla)2 + {z2)® + (nge + :cg)z]—g +

Z’ 2 [(n1a+ 3‘»‘1)2 + (352)2 - (ngc + 5’53)2]

(n11n3)

X [(nla + 20)? + (22)® -+ (nze + z3)2] - (3.134)

Para o campo conformalmente acoplado temos

(On2(x)) e =

1 2 912
P} > (ma)® + (n3c)®|  +
327 (nl,‘na);é(()()()}[ ]

-3
— Z [ ma -+ z1)° + (ngc)z] (n3e)® +
{ﬂ1 n3

4 2 2]™3 2

-7 . [(nlﬂ) +(n30+$3)] (n1a)
(n1m2.m3)

1

s Y, [—3(n1a + 21)% + (22)% + (ngc)2]
{(rn1,m2,m3)

X [(nla +21)% + (22) 4 (ngc)g] B

1 -2
+§ Z [(nla + 21)? + (nge + 333)2] +
(n1=n21n3)
1 2 2 9]~2
+s > [(nla') + (22)" — 3(nsc + z3) ]
(n1,n2,m3)

X [(nla)2 + (m2)® + (nge + :cg)g}_a +

+

ol b

S0 (et 2)? = (22)* + (mac+ ms)’]

('ﬂ.]_ sn2=n3)

% [(ma+ 22 + (@)? + (nse -+ 25)2]

(3.135)

Apesar do fluxo de momento perpendicular a parede depender do tensor, a densidade de

forca no pistdao calculada em z; = 0 é novamente a mesma para o ambos 0s tensores.
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Logo, obtemos

1
3272

S Y [(ma)? = 3mab)” + (macy’]

73 ,7t3=—00 1ol

F(xy,xs) =

x [(n1a)? + (nab)? + (nac)?] "+

2(nab)? — (n3e)’]

SO

X [(nie 4 x1)% + (ngb)? + (ﬂ36)2] ~ 4

[(nla)2 — 2(n2b)2]

-3

X

(n1a)® + (ngb)® + (nge -+ 51?3)2]

+

[~3(nla +21)% + (neb)® + (ﬂsc)g]

-3

X

(nya +z,)% + (ngb)? + (ﬂgC)z]

n [(nla‘ " $1)2 N 7(n2b)2 + (n36+ 333)2]

-3

x [(nya + 1) + (nab)® + (ngc + 553)2] +

—2

+

[(n12)? + (n2)* — 3(nac 1 25)°)
x {na)® + (neb)? + (nse + mg)Q]_s -+
+2 [(ma + 21)” — (nab)” + (nac + z3)°]

x |(npa + 1) + (n2b)? + (ngc + :1:3)2] - } (3.136)

A figura (3.17) mostra a densidade de forca no pistdo quando @ = b= ¢ = 1. Vemos que o
fluxo de momento esté dirigido no sentido positivo do eixo z, o que leva a uma densidade
de forca atrativa em todos os pontos do pistdo. Note também que a forca nas quinas €

nula, devido ao cancelamento entre os modos internos e externos.
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Figura 3.17: Densidade de for¢a que age no pistdo da cavidade em z2 = 0 quando ¢ = b = ¢ (campo
escalar sob condigbes de Dirichlet}.

3.3 O tensor momento energia do vacuo do campo
eletromagnético

3.3.1 Formalismo basico

Nesta secio vamos utilizar o0 método de Bromwich-Borgnis [38] [11] [39] para obter o valor
esperado no vacuo do tensor momento energia do campo eletromagnético na presenca de
fronteiras usando os modos de dois campos escalares sob c.c. de Dirichlet ¢ Neumann.
Devido a liberdade das transformacoes de calibre, podemos definir 0s campos elétricos e

magnéticos em termos dos vetores de Hertz 11, e 1I1;

m

E = VXVXHe-i-% (3.137)
I,

B - vxvxm— 2V (3.138)

dt
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Vamos adotar a convencio de que os campos elétrico e magnético sao expressos em termos

de vetores de Hertz contendo somente uma componente nio-nula
IL = (¢, 0,0), IL =(9,0,0), (3.139)

onde ¢ e 1 sdo campos escalares que podem ser quantizados da maneira usual. Usando
as duas equagdes anteriores, 0s campos clétrico (E) e magnético (B) podem ser escritos

comao

E = (—Vi¢,0005% +0:018, —00yp I 8,859) (3.140)

B = (~Viy,~80:¢+ 0:01%, 0000 + 01053, ) (3.141)

onde 8, = 0/8z" e Vi = 80> + 0305. As constantes de normalizagéo das fungdes de

correlacao dos campos elétrico e magnético podem ser obtidas exigindo que

3 1 ¥ ¥ _ 1
Lavidad d :EE (Em,nz,naEml,mz,mg + Bm,nz,nsBml ,mg,ma) - Ew 6n1m1,n2m2,n3m3
154

Essa condi¢io é satisfeita sc as constantes de normalizacao sao dadas por [40] [39]
|Nn1,n2,n3|2 = VIQ (3'142)

O valor esperado no vdcuo do tensor momento energia associado ao campo eletro-
magnético é dado por

1

{Top(x)) = }1_1{31{ <Fau(x)F§(Y) - ?jﬂaﬁFuu(X)pr(Y)> . (3.143)

Podemos calcular esta quantidade usando os campos ¢ ¢ 1 através das Eqs.(3.140) ¢
(3.141), caleulando as fungdes de corrclagdo de dois pontos apropriadas. Como exemplo

considere a densidade de energia do vacuo

(Too()) = lim, ; (EEOE(Y) + BIB(y)) (3.144)
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Usando as Egs. (3.140), (3.141), (3.142) e (3.8) na cquacio (3.144) podemos escrever
a densidade de energia do vdcuo em termos da fungiio zeta bilocal associada aos campos

¢ e 1 definidos pela Eq.(3.17)

Tax)) = Jm t (s =3 1%3)+ Gols = =5 I3+
1

y—x 4
5.0 8 1 3.8 8
+ ; Y 3yig¢(8 = 5 %, y) + 2 54t oy Cp(s = 5 | x,¥)] (3.145)

Da mesma forma, a componente {T7;(x)) é dada por

(T(x) = lim > (3 9 8 o 8 a)

yox 4\ ozt Byl oy 9230y
1 1
x (Gols = 5 1x3) 4Gl = 5 [ x3)) +
1 1
As c.c. eletromagnéticas By = 0 e By = 0 nas paredes correspondem a uma comn-

binacdo apropriada de c.c. de Dirichlet e Neumann para os campos ¢ e .
3.3.2 O guia de ondas retangular

Cousidere o guia de ondas orientado ao longo do eixo z3. Devido a escolha feita para a
diregio dos vetores de Hertz na equagéio (3.139), as condigoes de contorno eletromagnéticas
sdo satisfeitas se ¢ satisfaz condigtes de Dirichlet nas paredes que sao paralelas a direcao
eixo z; e condigdes de Neumann nas paredes que séo perpendiculares ao eixo z, e exata-
mente o contrdrio para o campo 1. Considere o campo escalar ¢ obedecendo a condic¢des
de contorno de Dirichlet (D) em z;, = 0 ¢ z, = b e Neumann (N) em z; =0ez; =a. A

parte espacial dos modos é dada por

4\2 . 1.,
Prngms (X) = (&—b) cos (m1:$1) sin (ngmz) ﬁe’ka”’a, (3.147)

onde my; =0,1,2,3,..emy =1,2,3,....
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Considerc o campo escalar ¢ obedecendo a condigdes de contorno de Dirichlet (D) em
z, =0 ¢ z; == a ¢ Neumann (N) em z3 = 0 e 7o = b. A parte cspacial dos modos é dada

por

4 %. M| TE Mo T 1 .
b0 (5 0 (P () L, i

onde my = 1,2,3,...emy=10,1,2,3,....
Repetindo o procedimento da subse¢do (3.2.3), podemos obter a fungéo zeta bilocal
associada aos campos ¢ ey . O resultado é

Lo (geyzriz -z 3.149
(471’)% F(S) nlm»;*oo ( + ) ? ( )

((slxy)=
onde o sinal superior (inferior) corresponde ao campo ¢ () ¢ as fungdes Z++ sio dadas

pela Eq. (3.43). Usando a Eq.(3.145) podemos cscrever (Tgo(x)) como a soma da parte

finita nas fronteiras com a parte que diverge nestas. Em forma explicita

(Too(Np = —ﬁ; [0 + (22)°] 7t [(a o)+ (b—m)] "+

@) + B -z "t [(a—a)+ (@) ) (3.150)

1 -2
(Too(x))p = ~16n? > [(ﬂla)2+(nzb)2] +
(n1,n2);é(0,0}

> [(nla + 21)” + (nab + £E2)2] - (3.151)

(n1ma)

1
16w2

_|_

Os limites de todas as somas vao de —0o a 0o. Na expressdo de (Tp(x)), excluimos
na primeira soma a divergéncia do espago-tempo de Minkowski e na segunda soma ex-
cluimos as divergéncias de aresta (os termos que contém as divergéncias de parcde foram
cancelados quando combinamos as fungtes ;€ (y).

Vamos identificar a contribuico das fronteiras isoladas na expressao f dz1 f§ dza (Too(X)) 5

Note que o scgundo termo da Eg.(3.151) tem a mesma forma do quarto termo da Eq.{3.77)
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e pode ser escrito como a integral dos termos que divergem nas arestas, fora do guia de
ondas. Novamente, podemos somar este termo com a contribuigio divergente
Joday ff dzy (Too(x)) p € 0 termo resultante é cancelado usando a definicio (3.26).
Logo, a densidade de energia fisicamente mensurdvel do vicuo é dada pelo primeiro

termo

{Too(x)) is = _1_61—

071 —2
— [(ma)® + (b)) 7, (3.152)
{r1,m2)7#(0,0)

que é uniforme [41]. Vemos que & energia do vécuo por unidade de comprimento neste
caso é sempre negativa, como foi observado na referéncia [42]. Este resultado difere do
caso escalar sob condigdes de Dirichiet dado pela expresséo (3.94) que pode ser positivo
ou negativo.

Note que apesar do fato de que na configuracao do guia de ondas as divergéncias de
parede foram canceladas para o campo conformalmente acoplado e para o campo eletro-
magnético, a densidade de energia fisicamente mensurdvel do vicuo é ndo-uniforme no
primeiro caso e uniforme no segundo. Como consequéncia, tanto para o campo minimal-
mente acoplado quanto para o campo conformalmente acoplado, a densidade de energia
fisicatnente mensuravel do vicuo possui termos que dependem somente da distdncia as
paredes (veja as cxpressoes (3.86) e (3.85)) ¢ quando integrados, cstes termos dio origem
a quantidades que sfio sempre positivas. No caso eletromagnético estes termos foram
cancelados resultando na oxpressao (3.152).

Como foi observado por Candelas e Deutsch, a relagio entre o tensor momento energia
do campo escalar conformalmente acoplado e do campo eletromagnético nao é trivial no
caso geral como é entre placas. Como consequéncia, as arestas nao imitam as propriedades

de uma fronteira com curvatura para a densidade de energia do campo eletromagnético
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no interior de um guia de ondas retangular.

Considere agora dois planos paralelos infinitos posicionados em zz = 0 e 22 = b,
conectados por duas tiras posicionadas em 2; = 0 e z; = a. Vamos calcular a densidade
de forca que age na tira z; = 0. Novamente, é facil ver que a densidade de forga é dada

pela expressao

F(z .
) _ i (13 (1 = —e)) (T (52 = ) (3.153)
Para caleular a componente {Ty; (z; = —¢)) temos de conhecer a fungéo zeta na regido

externa. Para o campo ¢, fazendo a substituicao cos (ﬂf—“) — cos (ky z1) na Eq. (3.147)

onde k%, é uma, varidvel continua, a parte do niicleo de calor na direcdo z; fica

2 poo
K (t ‘ .’L‘hyl) = ;L dkl exp (“—f (k1)2) Cos k}_i’L’l COs klyl
= (4t) " exp [ﬁ (@1 — ) /4‘5} +
+ (47t) "V exp [— (1 +)° /4t] (3.154)

Para o campo 1 fazendo a substitui¢o sin (ﬂl?l) — sin (k1 z;) na Eq. (3.148), a ex-
pressio do micleo de calor na direcdo x; fica dada pela Eq. (3.113) com a troca zo « 1

e 1y < y;. As fungdes zeta correspondentes ficam
I - s
LE=s) 3 (Z*“:Fz—+iz+*+z++), (3.155)

C 8 [ X, ): 3
o1y (47) 8 D(5) naiom—oo

onde sinal superior (inferior) corresponde a fungéo zeta associada ao campo ¢ (). As

funcées Z+* sdo definidas por

3
83

[T R RYCEE)

Logo, a componente externa é dada por

(T (@) ear = %ﬁi (nb)™" +

—-—00

+ [(@2)? + (b + )] [(w2)? = 3 (nb + 22)’] (3.157)
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Substituindo as fungdes definidas pela Eq. (3.149) na Eq.(3.146) obtemos para a compo-

nente interna

1
1672

i { [(”1“)2 + ('nv.gb)z]u3 [~3 (n1a)* + (nzb)z] +

T3, =—00

-3
+ [(nla + m1)2 + (ngb + 232)2J

(Ti (@) =

x [(ma + 231)2 -3 (ﬂzb + 332)2] } (3158)

A densidade de forca na tira z, = 0 fica

d (L“:?) = —8—; mimi { [(n10)® + (na)’] T8 (ma)? + (meb)] +
+[(m1a)® + (neb+ 79)’] - [(m10)” — 3 (ngb + )" ] } (3.159)

Esta forca € sempre atrativa para quaisquer valores de g e b, ou seja tem o mesmo compor-
tamento do caso escalar. Vemos que a forga é ndo-uniforme. O dltimo termo da equacao

(3.159) pode ser reescrito como
-2 -3
-3 [(nl a)® + (ngb + 9.3'2)2] +4 [(ma)z + (ngb + 332)2] (n,0)® (3.160)

Usando as equagdes (3.89) ¢ (3.90) podemos mostrar que a contribuicao deste termo é
nula e a forga global por unidade de comprimento é dada somente pelo primeiro termo
multiplicado por b. Assim como no caso da densidade de energia, vemos que os termos

nao-uniformes nao dédo contribuicdo para as quantidades globais no guia de ondas.

3.3.3 A cavidade retangular

No caso da cavidade retangular, o campo escalar ¢ obedece a ¢.c. de Neumann em
z; = 0,a ¢ c.c. de Dirichlet em x, = 0,b ¢ 3 = 0,¢ (NDD). A parte espacial do modos ¢

dada por

8 \3 LT\ . e\ . [M3TE3
= —_— 3.
Brmy mg,mg (X) (abc) cos ( ) sin ( 3 ) sin ( . ) , (3.161)

a
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comm; =0,1,2,3,..., me3=1,2,3...e

a2+ () ()

O campo escalar 1 obedece a c.c. de Dirichlet em z; = 0,0 e c.c. de Neumann em

zp = 0,b e 23 = 0,c (DNN). A partc cspacial dos modos é

1
Ving yma,ms (X) = ( 8 )2 sin (ml;nﬂi) Cos (ngmz) coS (ﬂfﬁ’é) , (3.162)

abe c
comm; =1,2,3,..., meg=0,1,2...
Seguindo os mesmos passos da subsecao anterior, temos

e — oo
(23 8) N (T FZRFEZY -zt
(471')§P(S) 11,13,R3=—00

gt g g g g (3.163)

C(s|xy) =

onde o sinal superior (inferior) corresponde a c.c. NDD (DNN) ¢ as fungdes Z+++ =
Z*+*+%(ny, ng, na, X, y), s8o dadas pela eq. (3.120). Estas funcées possuem obviamente as
mesmas divergénecias que a fungio dada pela eq. (3.119).

Substituindo as Eqs.(3.163) na Eq.(3.145) podemos escrever novamente {Tpo(x)) como
a soma de uma parte que ¢é finita na fronteira com a outra parte que diverge na fronteira.

A parte finita na fronteira é

1 -2
Too(e = =15 2 [m0) + (bl + (mse)’] T+
' (n1,me,ms)#(0,0,0)
1 —2
 16m2 b [(nla)2 + (b + 32)” 4 (msc + 333)2] +
{r1,m2ma)
1 -3
+qu—2 Z [(n10)2 -+ ('n,gb -+ .’132)2 + (TLgC + 333)2] (’n,la)2 +
('"’17'"'2)7‘3)
1 -2
~e7 2 (10 + 21)? + (m20)* + (nge + z3)*] +
(nl’n25n3)”
1 . -3
+tis 2 (10 + 22)* + (m28)” + (ngc +23)* |~ (n2b)® +

{n1,m2,m3)
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— > [(nla +21)% 4 (nob + x5)° + (TL3C)2:|72 +

{n1m2,n3)"

+i > [(nla + 21)* + (ngb + 72)* + (nac)Q]_s (nac)?, (3.164)

Am? (rammns)

Os limites de todas as somas vio de —oco a oco. Na primeira soma excluimos a di-
vergéncia do espaco-tempo de Minkowski.e na segunda, quarta e sexta somas excluimos
as divergéncias de aresta.

(na, g, m3) significa (ny,ng,n3) # (0,0,0),(0,—1,-1),(0,0,—1),(0, -1,0)

(n1,my,m3)" significa (ny,n9,n3) # (0,0,0),(—1,0,-1},(0,0,-1), (~1,0, 0)

(ny, e, m)" significa (1, ng,n3) # (0,0,0), (=1, —1,0),(0,~1,0),(-1,0,0)

As divergéncias de aresta estdo contidas na definicdo de (Ty(x)),, € ndo vamos es-
crové-las explicitamente (as divergéncias de parede e de quina foram canceladas quando
combinamos as fungdes (y € (y)-

Vamos agora separar a contribuigio das frontciras isoladas da integral de (Too(X)} 5
dentro da cavidade , 0 < 21 < a,0 <z, < 5,0 < a3 <.

Usando a integral (3.90), a contribuicio do termo n; = 0 na segunda linha pode ser

escrito como

f din f deo / dics Cr(2)eg, 23) = / (2|2, 3) (3.165)

onde as fungies Cp(2izs, 23) e (2|22, z3) sdo definidas pelas Eqgs. (3.84) e (3.83).
As contribuicdes do termo ny = 0 na quarta linha e do termo nz = 0 na sexta linha

podem ser reescritos da mesma maneira. Juntando todos os resultados temos

[ Ty = s {a [ Coldlnz) +b [ Col2lan,s) e [ oz}
(3.166)
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Figura 3.18: Densidade de energia do vécuo do campo eletromagnético quando ¢ = b = ¢ nos planos
$3$%, ;‘B3:%e$3:%ﬁ-.

Novamente, quando somado com [, (Toe(X)}p, , este termo é cancelado usando a definigéo

(3.26) e a densidade de energia fisicamente mensurdvel do vacuo fica

1 -2
T = ~Tomz 2 [(ma)+(mb) + (nsc)’] "+
(r1,82,m3)7#(0,0,0)

i 3 [(nla)2 + (ngb + z2)”> + (nsc + :33)2} g

n2,3=—00 i1 70

1
1672

1 -8
tiz > [(nla)2 + (r2b + 2)? + (nac + .7:3)2] (nia)® +
(r1,n2,n3)
1 > -2
—o5 X 2 [(matm)’ + (b + (nac+25)’] T +

11,3=—00 na#0

1 -3

+Z-1—T~§ Z [(nla + 1) + (n2b)? + (nge + 53)2] (nab)? +
{rn1,n2,n3)

1 ad 9

T 1672 Z Z [('nla +x1)? + (nab + 1’2)2 + (n3c)2] +
K n1,2=—00 ngF£0

1 _

tir 2 [(nea + 21)% + (n2b + 22)” + (nsc)’] ® (nse)2. (3.167)

(n1.m2,n3)
Vemos que esta funcio é nio-uniforme. Sua forma estd mostrada na figura (3.18)

quando @ =b = c = 1 e para os planos £3 = 1/2, z3 = 1/4 e 3 = 1/16 respectivamente.
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Como a densidade de energia fisicamente mensurével do vacuo cresce quando se aproxima
das arestas, vemos que estas imitam corretamente as propriedades da curvatura neste
caso.

Vamos verificar agora, que a integral da densidade de energia fisicamente mensuravel
do vécuo dentro da cavidade fornece a encrgia total. A integral da primeira linha da

Eq.(3.167) ¢ dada por

abc
1672

Za(2la, b,¢), (3.168)

onde Z3(2|a,b,c) é dada pela Eq.(3.128).
A integral da scgunda linha fornece o resultado (a integral da quarta e sexta linhas

podem ser feitas da mesma forma)

i a b " . i .
g G, e ], mgm&[”l“ a1 (et 0] =g
(3.169)

A integral da terccira linha fornece o resultado (note que este termo ¢ finito nas

fronteiras porque a contribuicao de ny = 0 é nula) :

-3 w
411_2 / d$1 [ dﬂ?z/ dﬂ?g (nla)2 + ('ﬂgb—l- 1‘2)2 -+ (ngc—l- :133)2] (n1a)2 24&

(n1,m2, na)

(3.170)

A integral da quinta e sexta linhas podem ser feitas da mesma forma. O resultado é

a b c
/O das L dz ]0 dzs (Too(%)) s, = Ec (3.171)
onde
abe /1 1 1
= B 172
Bo = — =5 7y(2la,bye) + 48( o ) (3.172)

é a encrgia de Casimir total, em concordancia com [42] (para uma andlise detalhada da

energia total do vécuo do campo eletromagnético no interior de uma cavidade retangular,



Capitulo 3. O tensor momento energia do vicuo 95

veja [43]). Neste caso o valor da encrgia total para a = b = ¢ & positivo [31] diferindo
novamente do caso escalar dado pela equagao (3.130). No caso escalar, novamente os
termos que dependem somente da distancia até as paredes dao contribuicdes positivas
quando integrados e os termos que dependem da distancia até as arestas dio uma con-
trbuicio negativa. A comparagio com o caso eletromagnéfico no entanto é menos trivial
pois apesar dos termos de parede novamente se cancelarem, os termos de aresta dio uma
contribuiciio positiva, o que determina o sinal da energia do cubo.

O valor da componente (T3;(x)} no interior da cavidade ¢ dada por

1

Tn() = 1o

{0 [-8ma)? + (nad)* + (nae)’]
(n1,m2,m3)7(0,0,0)

X [(nia,)2 + (nab)* + (??.36)2} - +

-5 [(ma + 24)? — 3(nab+ x2)* + (ngc)Q]

(n1,n2,m3)

x [(nla’ + $1)2 + (’H»Zb + .’Bg)2 + (ngc)2] -3 +

- 3 [(nla + 24} + (nab)? — 3(nac + .’Bg)g]
(ny1,n2,n3)

x [(nia+2)? + (nob + @2)? + (ngc + x|+

+ > [(”10)2 + (ngb + 22)* + (nge + 333)2] Ty (3am)

(n1,m2,m3)
Vamos inserir a cavidade retangular no guia de ondas da subsecio anterior e calcular o

valor da densidade de forca local na parede z; = 0. O resultado &

1
Fxg,z3) = — 2{ Z [—3(n1a)2 -+ (ngb)2 + (n3c)2}
167 " ) iy} #0,00)

x [(ma)? 1 (agb)? + (msc)?] " +

- ¥ [(nla, +11)% — 3(n2b + z2)” + (nsc)g]

{n1,n2,na)
-3
X [(nla + 1) + (ngb + z9)? + (ﬂg(l)?] +
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0.026
0.024
0.022
0.02
0.018

0.016
0

Figura 3.19: Densidade de forga que age no pistdo da cavidade em z2 = O quando a = b = ¢ (campo
eletromagnético).

= Y [(mat:) + (mab)* - 3(nse + w5)°]
{n1,n2,n3)

X [(ma + 21)% + (n2b + 32)° + (nsc + :cs)z] +

+ X [(ﬂlﬂ)2 + (n2b + z2)* + (nze + 9:3)2] - } o (3.174)

(n1.n2n3)
A forma desta forga est4 mostrada na figura (3.19). Ela é sempre atrativa para quaisquer
valores de a,b e ¢. Note que embora as divergéncias nas arestas e quinas tenham sido
canceladas pelos modos externos, a for¢a ndo é nula nesta regido. Ao contrarioc, ela assume

seu valor maximo nela.

3.4 Propagacao de ondas eletromagnéticas em um
vdcuo nao-trivial

3.4.1 Introducao

Como foi enfatizado na introducao, o vécuo de um campo quantico pode ser visto como um

anslogo de um meio macroscépico (um “éter” {10} ), imbuido de propriedades materiais.
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As propriedades deste meio podem ser determinadas pela sua “resposta” & presenca de
campos externos ou fronteiras. A propagacio da luz em um vécuo nio-trivial é uma das
manifestacoes das suas propriedades materials.

Considere a propagacio da luz na regifo entre dois planos paralelos perfeitamente
condutores scparados por uma distincia e (a configuragiio original do cfeito Casimir).
Devido as condigdes de contorno nos condutores (By = 0 e B = 0) os valores esper-
ados no vicuo dos quadrados das componentes dos campos e da densidade de energia
diferem dos seus valores no espaco livre. Além disso, a descrigédo efetiva da eletrodinimica
quéantica (que nfo contém o campo de Dirac mas somente 0 campo eletromagnético) in-
duz (mesmo na auséncia de condutores) néo-lincaridades nas Equagdes de Maxwell. Fstas
nio-linearidades, juntamente com as variagoes induzidas pelos condutores nos valores es-
perados dos quadrados dos campos fazem. com gue a vclocidade da luz entre os planos (e
na direciio normal a eles) exceda c. Este fendmeno é conhecido na literatura como efeito
Scharnhorst [44] e como foi mostrado na referéncia [45], é totalmente compativel com a
relatividade especial.

A variagio da velocidade de propagagio da luz foi também investigada nos casos em
que o vécuo da eletrodinamica quantica é modificado por campos magnéticos [46][47],
campos gravitacionais [48] ¢ temperatura [49]. Através de uma comparag8o entre estcs
casos, Latorre, Pascual e Tarrach [50] obtiveram uma férmula de unificagéo relacionando a
variagiio da velocidade da luz (na verdade a média desta quantidade somada sobre todas as
polarizacées ¢ diregdes de propagagio) com a densidade de energia do vécuo. Investigacoes
posteriores [51] mostraram que a média sobre polarizagGes da variagio da velocidade da

luz estd relacionada com o valor esperado no vacuo do tensor momento energia do campo
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eletromagnético e pode ser obtida de uma relacio mais geral, a chamada “condicio de
cone de luz” que é independente da Lagrangeana efetiva e representa uma generalizacio da
férmula de unificagao. Estarelagio pode ser obtida sem efetuar a média sobre polarizactes
e em geral, polarizagGes diferentes podem produzir variagdes diferentes de velocidade [52].
No caso do efeito Scharnhorst (propagacio da luz entre placas paralelas), como a variacio
da velocidade da luz é independente da polarizacio, o fenémeno de birefringéncia esta
ausente no vacuo desta configuragio [53].

Nesta se¢iio vamos investigar a variacao da velocidade de propagagcio da luz no interior
de um guia de ondas retangular e no interior de uma cavidade retangular. Neste caso,
polarizacGes diferentes produzem variagoes de velocidade diferentes. Em outras palavras,
o vacuo destas configuractes pode ser visto como mm analogo de wm meio birefringente.
Além disso, certas divergéncias de superficie nao se cancelam nestas configuragoes e o
indice de refracio diverge em determinadas fronteiras. Vamos entao definir ura indice de
refracdo fisicamente mensuravel através da comparacio com uma quantidade global, de
maneira analoga ao que fizemos nas secdes anteriores.

Para enfatizar a analogia com um meio material, vamos considerar o vicuo como o
andlogo de um meio caracterizado por tensores de permissividade elétrica e magnética
nao-friviais. Usando a relagio entre a Lagrangeana efetiva de Euler-Heisenberg e estes
tensores, podernos obter a varia¢io do indice de refracio como foi feito por Barton [54].
Posteriormente vamos checar ¢ resultado através da condigio de cone de luz, somando
sobre as polarizacoes.

Para frequéncias w < m (m é a massa do elétron) e para campos com intensidade

< m?/e (h =c=1¢e e =carga do elétron), as corre¢bes nio-lineares para a densidade
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Lagrangeana sio dadas pela densidade Lagrangeana efetiva de FEuler-Heisenberg (nesta

se¢do vamos usar unidades gaussianas para o campo eletromagnético)

_1
87

Jis (E2 _ Bﬂ) +g [(E2 _ 32)2 +7(E- B)2] , (3.175)

onde g = a?/5.32.2% 7%m? e o é a constante de estrutura fina.

Da Eq.(3.175) podemos obter as equagtes de Maxwell efetivas [55]

oD
H = —/— 3.
V x o (3.176)
JB
E = —— 3.177
V X 5t ( )

onde H=B—47M e D = E + 47P e os vetores P ¢ M sao dados por :

P = 4y (E2 —BZ)E+ 14 (E-B)B (3.178)

M = —4g(E*— B’)B+ l4¢(E-B)E (3.179)

Como as equagdes (3.176) e (3.177) tem a mesma forma das equagtes de Maxwell macroscépicas
podemos interpretar os vetores P e M como os vetores de polarizagio e magnetizacao efe-

tivos do vacuo. As relacdes entre D e E e entre B e H sao dadas por

Substituindo E — E4+ee¢ B — B+b , onde o3 noves E, B séio os campos quantizados e
e, b 0s campos externos (classicos) que descrevem a onda cuja propagacéo queremos estu-

dar e mantendo somente termos lineares nos campos classicos podemos obter as seguintes

expressoes para os tensores de suscetibilidade elétrica Xz(?

e magnética xg?)

X9 = 4g[(B*—B?) &, + 2(E:E))| + L4g (BiBy) (3.182)

X = 49— (B*- B?)8,; + 2(B:By)| + 149 (EE)) (3.183)
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O tensor dielétrico e o tensor de permitividade magnética sao dados por

g = O+ 47TX§§) = 8i; + Agyy (3.184)

paj = O +ATET = 6y + Ay (3.185)

Considere a propagacao de urma onda plana monocromética. Vamos assumir que a onda
pode ser descrita na aproximagao de dtica geométrica, exigindo que seu comprimento de
onda seja muito menor que os parimetros globals que caracterizam a cavidade. Desta
forma, podemos obter a variacido do indice de refracgdo do vacuo através da variacao dos
tensores de suscetibilidade dielétrica e magnética do vacuo. Definindo o indice de refracao

n = k/w e substituindo nas equagdes de Maxwell (3.176) e (3.177) temos

B = nxE (3.186)

D - -nxH (3.187)

Usando as relagdes (3.180) e (3.181) nas equacdes (3.187) e (3.186) e substituindo o valor

de H dado pela equagio (3.186) na equagio (3.187) temos

Eim B = €ijk Ty (‘u'_])k:l €tmnLmTin (3-188)

onde €;;; é o tensor de Levi-Civita. As equactes (3.188) sio independentes se o determi-
nante da matriz formada pelos coeficientes das componentes de E se anula. Esta condicao
define a relacao entre as componentes do indice de refragio e as componentes dos tensores

de susceptibilidade dieléirica e magnética do vécuo e é chamada de equacio de Fresnel.

3.4.2 O efeito Scharnhorst entre placas paralelas

Considere o campo eletromagnético quantico na regiao entre duas placas paralelas per-

feitamente condutoras localizadas em z; = 0 e ; = a. Neste caso, é facil ver que hd
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somente variaciao das componentes diagonais de g;; e y,;;. Para calcular essas compo-
nentes precisamos das fungdes de correlacao elétricas e magnéticas na regiao entre as
placas. Podemos obter estas fungoes através da fungao zeta bilocal, escolhendo os vetores

de Hertz na direciio apropriada. Na direcao do eixo x; temos por exemplo

1 1
(FrBr) = SVign(s=5 %) (3.189)

1 1

Onde (, corresponde a funcdo zeta bilocal associada com o campo escalar ¢ obedendo a
condicoes de Dirichlet nas fronteiras paralelas a dire¢ao do eixo x; e condigdes de Neumann
nas direcdes perpendiculares a direcio do eixo z;. A quantidade ({;, corresponde a fungao
zeta bilocal associada com o campo escalar ¥ (as condicdes para o campo 9 sdo obtidas
fazendo a troca Dirichlet-+Neumann para as condi¢des de ¢). As fungoes (,, e (y, sdo
dadas por

LG9 i (2~ +2%), (3.191)

o lmy) =2 dmes 3

onde o sinal superior (inferior) corresponde a fungio (s, ((, ) e as fungdes Z* sfo dadas

por

(ma L @ty ;t yl))2 + (mg S y2)2 + (m3 3 y?’)z] . (3.192)

Logo, as equacdes (3.189) e (3.190) (em unidades gaussianas) ficam

7% =

(B Er) = ~41—7r {2&‘4 ¢(4)+ miw (nia + :1:1)*4} (3.193)
(B1B,) = Zl;r {2a_4 ¢ (4) — i (nia + $1)4} (3.194)

As funcées de correlacio nas outras diregbes podem ser obtidas apontando os vetores de

Hertz nessas direcoes e usando as condigbes de contorno correspondentes para ¢ e 1. As
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outras funcdes ficam

(FaEy) = (EsE3) = 4;{ ~2074¢(4) 2 Z (n1a + 1) ‘*} (3.195)

Ni=—00

(BQBQ) = (3333) 4],;_{_ { 2&ﬁ4 C + 2 Z nla + 331 4} (3196)

] =——00

Considere uma onda plana monocromatica se propagando na diregio do eixo z; (na
dire¢ao normal aos planos). Neste caso n = (n,,0,0) e a equacao de Fresnel, definida pelo

determinante nulo da equagio (3.188), fica

(n1)* + pogtisseaness — (Hapess + pazezs) (m)” =0 (3.197)

As solugoes sao

n = £/U2eEsz (3.198)
ny = £/Mastz (3.199)
Somente o valor absoluto das solugdes é fisicamente relevante e portanto existem somente
duas relacoes de dispersao. A primeira solucio corresponde a uma onda polarizada na
direciio do eixo x5 enquanto que a segunda corresponde a uma onda polarizada na direcio

do eixo x5. No primeiro caso temos Ae — Aegg e Ap — Apgy e o indice de refracao é

dado por

n = /(L+ Apz) (1 + Acss)

(Apgg + Aes) (3.200)

Q

SR

1
1+ 2 (Apgg + Aeszz) = Any =

onde somente termos até O (o?) foram considerados. Usando as equagdes (3.182)-(3.185)

temos
A533 = { Z nla -+ IEl - 440.74 C (4)} (3201)

Apgy = {12 > (me+ ) 07 (4)} (3.202)

ny=—o00
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Obtemos

22 rm\4 _ag fEmN?
Any = - 2= (5) g7 —1.55 x 10 (7) (3.203)

E a velocidade da luz na direcao do eixo z:fica

’U—*cﬁ C
1_n1_1+An1

~(1—Ane>c (3.204)
Como foi observado por Milonni e Svozil [56], esta variagio é menor do que a incerteza
na medida da velocidade (no caso em que uma placa é perfeitamente condutora e a
outra infinitamente permedvel [57], obtemos »; < ¢). Note que os termos que continham
divergéncias de parede foram cancelados no calculo de An, mas em geral estes termos
nao se cancelardo como veremos na préoxima subsecao.

Se a onda est4 polarizada na diregao do eixo z,, devido as equagoes (3.195) e (3.196),
obtemos o mesmo resultado. Como consequéncia, dois estados de polarizagao diferentes
produzem a mesma variacao do indice de refragao e concluimos que nao ha birefringéncia
nesta configuragao.

Como os antores mostraram na referéncia [51] a média sobre polarizacoes da velocidade

de propagacio da luz em um vicuo nao-trivial, estd relacionada com o tensor momento

energia do vacuo do campo eletromagnético através da condicao de cone de luz

vt =1—-Q{(T")k,k, (3.205)

onde k, = (v, R) e (@ é um fator que depende da Lagrangeana que descreve o sisterna. No
caso da Lagrangeana de Euler-Heisenberg, Q = 22a%/45m?*. Para o caso de propagagao

ao longo da direcio do eixo 1, k, = (v,1,0,0) e a equagao (3.205) fica

2 _ 1-Q (1)

U
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Supondo Q (T) | Q (T%) < 1 podemos escrever a relagao anterior como
. Q 11 700
12 (1 (1) oo

Usando a equagao (1.1) é ficil ver que a velocidade dada pela equagdo (3.204) obedece a

equagao (3.207).

3.4.3 QO efeito Scharnhorst no interior de cavidades retangulares

Vamos considerar o caso particular de uma onda se propagando no interior de um guia
de ondas retangular (o caso da cavidade retangular segue um procedimento anilogo).
Counsidere o guia de ondas orientado ao longo do eixo z3. Para utilizar a aproximacio
de ética geométrica, vamos admitir que a variagdo do indice de refragdo com respeito as
coordenadas espaciais ¢ pequena na escala do comprimento de onda da luz. Esta dltima
condigao pode ser testada explicitamente no final do célculo.

Considere a direcio de propagacao paralela ao eixo z;. Neste caso a equagao de Fresnel
¢ dada por

1
0 = oy X { pnen (?’h)4
fi33 (#11#22 — (ta12) )

— 11 33 (511522 — (512)2) (n1)* — enéss (#11#22 — (#12)2) (n;)?

i1 frog H33E33 (511622 — (812)2) — {33 (#12)2 €33 (511622 - (512)2)} (3.208)
As solugoes da equacao (3.208) sdo dadas por
2
Ezs (#22 - (#12) )
Hn
(€12

1+A[_L11
2
Tt = Egn —
( 1) Ha3 ( 22 et )

. (512)2
= (14 Apgs) (1 + Aegy — 1t Acp, (3.210)

(7”'1)2

i




Capitulo 3. O tensor momento energia do vicuo 105

A soluciio (3.209) corresponde a uma onda polarizada na dire¢do x3 enquanto a solugéo
(3.210) corresponde a uma onda polarizada na direcio 5. Note que o iiltimo termo das
equacoes (3.209) e (3.210) é de ordem (a*). Como foi mostrado na referéncia [53], quando
existe birefringéncia devido a presenca destes termos, a soma sobre as polarizagbes nao
obedece a condigio de cone de luz. Além disso, usando as equagdes (3.182)-(3.185) além
das equacdes (3.140) e (3.141) podemos escrever as sohigdes em termos da fungio zeta
bilocal e verificar explicitamente que estas possuem divergéncias de aresta, o que leva
a uma velocidade de propagacio nula nestes pontos. Como consequéncia, a pressao de
radiacio correspondente (que é inversamente proporcional & velocidade de propagacao
no meio) nas paredes z; = 0,a é divergente quando integrada nesta regiao. Logo, de
maneira andloga ao que fizemos para o tensor momento energia fisicamente mensuravel do
vécuo vamos definir um fndice de refragio fisicamente mensuravel como a quantidade que
corresponde a pressio de radiagdo fisicamente mensurdvel, onde a integral desta ltima
fornece a pressio de radiagio total nas paredes. Ignorando os termos de ordem (o)
e considerando somente a parte finita nas fronteiras, a média sobre as polarizacoes da

variacio do indice de refracio fornece o resultado

Ang(x) = 11g{ -2 > [(nla)2 - (ngb)Q] - (na)? +

(n1m2)#(0,0)
2
+ Z [ na + ;)% + (nab + :1:2)2]
(71.1,?12)
-3
= [ nya +21)% + (n2b + 3:2)2} (nab 4+ x9)* } (3.211)
(ﬂlﬂw)

onde (ny,n,) significa (ny,ns) # (0,0), (0, —1),(—1,0), (-1, -1).
Podemos verificar que a expressio acima obedece a condiciio de cone de luz. Sub-
stituindo as equacdes (3.158) e (3.151) na equagdo (3.207) e usando o valor de () para

a Lagrangeana de Euler-Heisenberg obtemos para a média da velocidade o valor v =
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1— Ang (x), onde a expressao de Ang (x) é dada pela equagdo (3.211). Na parede z, =0
o indice de refracio fisicamente mensuravel fica

—3

Ang,(x) = 11g{ -2 3 [(ma) + (mb)*] ~(ma)+
(n1,m2)7#(0,0)
—2
+ Z [nla (nab + x3) ]
11 70
-2 Z [ 'ﬂ,]_a ngb + :Eg) ]_3 (ﬂgb + 232)2 } (3212)
ny 20

Na parede z; = a temos

AP (x) = 11g{ —2( %(DD) [(nla)Q + (wa)g] -3 (nla)2 n
+ 3 [(nla +a)? + (nyb+ :1:2)2}

Tl.l;é*l

-2 3 [(nla +a)? + (ngh + 562)2}73 (npb+ x3)°  }
my#—1

-2

Ambas as velocidades podem ser maiores ou menores do que ¢ dependendo dos parametros
globais. Para a = b a velocidade de qualquer raio é sempre menor do que ¢ e portanto
a pressio de radiacgao de todo o feixe é maior do que a presséo produzida por uma onda
que se propaga com a velocidade c. Quando por exemplo b = 2a a velocidade de um
raio préoximo das arestas xo — 0,b é maior do que ¢ enquanto que a velocidade de um
raio préximo de z; = b/2 é menor do que ¢ de forma que a pressio de radiaciio do feixe
é menor do que a pressio produzida por uma onda que se propaga com a velocidade c.
Note que entre as paredes, nao podemos calcular a velocidade de propagacio fisicamente
mensurivel pois ndo existe nenhuma quantidade macroscopica observavel a disposicao.

No caso da cavidade retangular, para wma onda se propagando na direcao do eixo z;,

usando as equagtes (3.164) (3.173) e (3.207) obtemos para a média sobre as polarizages

Avx) = S0(—2 Y [(ma)+ (b + (rac)?|” (maa) +

(n1,m2.13)#(0,0,0)
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-3

+2 ) [(’”165)2 + (ngb + 25)% + (ngc + 133)2] (ma)? 4

(ny,n2,n3)

+ Y [(nla 4+ 21)* 4 (n2b)? + (nae + :153)2]_2 +

(ﬂ} ,HQ,TLS)"

-2 Y [(nla + 21)? 4 (ngb)? 4 (nac + 9:3)2]

{ny.ng,mz)"

+ 3 [(nla 4+ 2) 4 (nab+ z5)? + (TL3C)2]—2 +

(r1,n2,m8)

-2 Y [(mat@)? + (mb 4 2)” 4 (nge)]

(n1,ma,m3)

-3
(na+ 1:1)2 4+

7 (ma+2,)?) (3.213)

Como antes, a parte fisicamente mensuravel na parede z; = 0 é entao

11 -3
Angs (x) = —2£( -2 > [(fn,lau)2 + (ngb)? + (TL3C)2] (nia)? +
(nhng,ng):ﬁ(ﬂ,f],ﬂ)

-3

+2 ¥ [(m10)? + (mb+ 22) + (nac+ )] (maa)’ +

ny #0

2

+ ) [(7@1‘1)2 + (ngb)* + (nac + 933)2] +

(n1,m2)7(0,0)

_3 .
-2 Y [(nla)2 + (n2b)? 4 (nsc + :123)2] (n1a)? +
(nl,n?)¢(0,0)

-2
+ Z [(nla)z + (ngb +22)% + (ngc)ﬂ +
(m1,m3)#(0,0)

2 Y (ma) [(ma)f + (neb+z:) + (nee)?] ©) (3.214)
(m1,m3)7(0,0)

E tuma expressio similar para a parede z, = a. Para @ = b = ¢, Any;, (%) é positivo
para todos os pontos da parede e cresce quando se aproxima das quinas [41]. Como
consequéncia a velocidade da luz é menor do que ¢ em toda a parede. Para b = 3a = 3c,
Avy;s (x) é positivo perto das quinas (z2,z3) = (0,0),(b,0),(0,¢),(b,c) e negativo no
meio da parede. Isso significa que um raio se propagando perto das quinas tem uma
velocidade menor do que ¢ enquanto que um raio se propagando no meio da parede tem
uma velocidade maior do que c.

A relacao entre o indice de refragio do vacuo e a densidade de energia do véacuo ja

foi enfatizada na literatura [57]. Da mesma forma que o indice de refracdo de materiais
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ordinarios esta relacionada com a densidade do material, podemos dizer que nosso caso
a densidade de energia fisicamente mensuravel do vicuo faz o papel da densidade de um

material ndo-homogéneo, que produz um indice de refracao também nao-homogéneo.



Capitulo 4

Conclusoes

Nesta tese, estudamos alguns exemplos que exibiram a ndo-uniformidade das deformagdes
do vacuo na presenca de fronteiras. No capitulo 2, mostramos como € possivel obter as
Autuacoes do vécuo dentro de um guia de ondas retangular em um espago Euclidiano
quadri-dimensional. Mostramos também como ¢ possivel estender nossos resultados para
um espaco Euclidiano d—dimensional.

No capitulo 3, estudamos o tensor mormento energia do vécuo do campo escalar min-
imalmente acoplado e conformalmente acoplado dentro de um guia de ondas retangular
e verificamos que a densidade de energia fisicamente mensurdvel é nma funcdo diferente
das coordenadas mas sua integral produz a mesma energia total. J4 o fluxo de momento
sobre as placas (¢ na direcio normal a estas) ¢ independente do tensor para condigdes de
Dirichlet no guia de ondas mas depende do tensor na cavidade retangular. Calculamos
também a densidade de forca que age nas placas (que é independente do tensor no guia
de ondas ¢ na cavidade retangular). Para isso inscrimos o guia de ondas e a cavidade
retangular dentro de nma estrutura de forma que o tensor momento energia possa ser
caleulado em qualquer regifio. Mostramos que nesta situacio o sentido do fluxo de mo-

mento nfio muda, quaisquer que sejam os valores dos pardmetros globais e que o valor

109



Capitulo 4. ConclusGes 110

da forca é nulo nas arestas e quinas. Estudamos ainda o caso eletromagnético dentro
do guia de ondas e dentro de uma cavidade retangnlar. Mostramos que a densidade de
energia fisicamente mensurdvel é uniforme no primeiro caso e nio-uniforme no segundo.
Logo, néo ha wma relacio simples entre a densidade de energia do vécuo do campo escalar
conformalmente acoplado sob condicdes de Dirichlet e a densidade de energia do vdcuo do
campo eletromagnético no guia de ondas. Desta forma, o mimero de graus de liberdade
influencia as deformacdes do vacuo de uma maneira néo-trivial. A relagio entre o fluxo
de momento dos dois campos também ndo é trivial mas possui 0 mesmo comportamento
qualitative pois o caso eletromagnético é sempre atrativo nesta configuragéo. Neste caso
a forca assume o valor méximo nas arestas e quinas.

Estudamos ainda o efeito Scharnhorst dentro de um guia de ondas retangular e dentro
de uma cavidade retangular. Mostramos que em ambos os casos o fndice de refragéo do
vécuo é nao-uniforme e a velocidade de propagacdo da luz pode ser maior ou menor do
que ¢ dependendo da posicio dentro das cavidades e dos parametros globais.

Ao longo desta tese, tratamos o vicuo como um anélogo de um meio material e estu-
damos suas propriedades na presenca de arestas e quinas como um modelo simplificado de
fronteiras curvas. Além das propriedades mecinicas, estudamos como a propagacao da luz
é afetada pelo vacuo modificado por essas fronteiras. Uma importante consequéncia deste
ponto de vista é a possibilidade de interpretar a acio deste vidcuo modificado como uma
modificaciio cfetiva das propriedades da métrica do espago-tempo [58] [59]. No caso da
configuracao original do efeito Scharnhorst (a configuracio de Casimir} é possivel mostrar
que a propagacio da luz entre placas paralelas pode ser interpretada como se a luz se

propagasse em uma métrica efetiva. O célculo desta métrica pode ser feito por consid-
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eragdes de simetria, usando os mesmos argumentos usados por DeWitt [10] para deduzir a
forma geral do tensor momento energia do vacuo do campo eletromagnético entre placas
[45]. Uma possivel continiacao desta tese seria o célculo da métrica efetiva que descreve-
ria a propagacdo da luz no interior de wmna cavidade retangular perfeitamente condutora.
O resultado esperado deste calculo é uma métrica que depende das coordenadas espaciais
no interior da cavidade.

Como foi mostrado na referéncia [60], a existéncia de divergéncias de superficie esté
ligada as relagbes de comutagio que o campo e seu momento canonicamente conjugado
devem satisfazer sobre a fronteira e de maneira mais geral, estas estardo sempre presentes
quando um campo quintico interagir com um objeto cldssico, por exemplo um poten-
cial externo [61}-[65]. Uma abordagem que evita o aparecimento destas divergéncias,
inicialmente proposto por Kennedy ct al {66}, consiste em tratar a fronteira como um
objeto quantico. Esta idéia foi implementada por Ford e Svaiter [60] para produzir val-
ores finitos na fronteira para observéveis como (¢?) ou {Tys). A mesma idéia pode ser
implementada no espago-tempo Euclidiano (por sugestdo do professor Nami F. Svaiter),
acoplando os graus de liberdade de uma membrana e do campo eletromagnético. Para
escalas macroscopicas uma membrana pode ser considerada assintoticamente plana mas
para pequenas distancias, a membrana flutuard da configuracdo planar. Se considerarmos
um sistema composto de um campo e de uma membrana, é possivel evitar o problema de

introduzir contra-terros de superficie.
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