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Resumo

Estudar o fenémeno da turbuléncia nio é uma tarefa trivial, o que tem levado este problema
a ser atacado sob diversos aspectos, experimentais, computacionais e teéricos, 0s quais tém
por fundamento as equagdes de Navier-Stokes ¢ a Teoria de Kolmogorov para turbuléncia.
Utilizando-se de procedimentos tedricos, via teoria de campos, e métodos computacionais,
seguimos na linha de analisar a turbuléncia como sendo gerada pela dinamica de vortices,
tendo em mente o processo de cascata de energia. Estudamos a evolugdo de um tubo de
vorticidade submetido a forcas estocésticas de larga escala, através de uma formulagio
alternativa para turbuléncia, a qual tem por base o modelo de plaquetas ¢ o método
funcional de Martin-Siggia-Rose (MSR). Encontramos que para diferentes defini¢des de
forcas estocdsticas, a agio S apresenta diferentes dependéncias com relagio amn (raio da
secdo transversal de um tubo de vorticidade definido em torno do comprimento de
dissipacio de Kolmogorov) e a mesma dependéncia quadratica com 0 campo de
velocidade. Em seguida, por meio de algoritmos computacionais, quantificamos a
fractalidade de uma linha de vértice fechada com dindmica definida pelo modelo
comentado anteriormente, o qual leva este vortice para uma dimensio fractal proxima a 2.5,
sendo este valor também encontrado por Chorin, através de modelos dindmicos para a
evolugio de filamentos de vortices. Estudamos, adicionalmente, a Fungdo Distribui¢ao de
Probabilidade (PDF) da vorticidade em magnetohidrodinimica, a fim de se evidenciar o
fendmeno da intermiténcia neste contexto. Temos como ferramentas bésicas a formulagio
de MSR e o método de instantons, permitindo-nos obter uma regra de soma para a
estatistica da vorticidade do campo 7%, (combinag&es lineares dos campos de velocidade e
magnético) e um decaimento algébrico para a cauda da PDF da vorticidade do campo
magnético, dado por p(w) — ( a);,)'z, e analogamente para a vorticidade do campo de

velocidade.
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Abstract

Turbulence is a difficult problem in physics that requires different tools such as
experimental, computational and theoretical approaches. Investigations concerning
iurbulence are based in general, as a starting point, on the Navier-Stokes equations and the
Kolmogorov phenomenological theory. We study in this thesis the way turbulence is
produced via voriex dynamical mechanisms, having in mind the energy cascade picture.
Our mathematical tools are provided by both field theory and numerical methods.

Through an alternative formulation of the turbulence problem, we study the evolution of a
vortex tube subject to stochastic forces defined at large scales. Our formulation relies on
two essential grounds: the plaqueite model and the functional method of Martin-Siggia-
Rose (MSR). We find that for different stochastic forces, the action S will depend in a
different way upon 7 ( radius of the vortex tube cross-section, defined around the
Kolmogorov dissipation length), but will have in general a quadratic dependence upon the
velocity field. Furthermore, using appropriate algorithms we also have explored the fractal
structure of a closed vortex line whose dynamics is governed by a model derived from our
formulation. This leads to vortices with fractal dimensions given approximately by 2.5,
which agrees with the result found by Chorin, who studied dynamical models for the
evolution of vortex filaments. Finally, we turn our attention to the Probability Density
Function (PDF) of vorticity in magnetohydrodynamics, in order to investigate the
inttermitency phenomenon in this context. We rely here on the MSR formulation and the
so-called “instanton method”. We obtain a summation rule for the vorticity statistics of the
field Z*,, (linear combinations of the velocity and magneticx fields) . We are able to find an
algebraic decay for the PDF tail of the magnetic field vorticity, given by p(w) ~( )% A

similar result follows for the usual vorticity field.
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Capitulo 1

Introducao

Nas tltimas décadas do secilo XIX foram realizados por O. Reynolds e Lord Rayleigh
[1, 2], os primeiros estudos sisteméticos sobre o fendmeno da turbuléncia . Porém, sabemos
que os primelros registros de estudos de escoamentos turbulentos reportam-se a mais de
500 anos, a Leonardo da Vinci. Suas observagoes, curiosamente, sugerem a idéia de cascata
de energia, antecipando qualitativamente os trabalhos de Richardson e Kolmogorov [3, 4],
e as contribuicdes mais recentes de Mandelbrot e Frish [5, 6].

O fenémeno da Turbuléncia nao se restringe apenas ao escoamentos de fluidos. Pode-
mos verificar comportamentos turbulentos em vérios sistemas dindmicos, como na evolugao
da Bolsa de Valores ou no crescimento de uma cidade, por exemplo. A turbuléncia estd
associada a processos altamente difusivos e dissipativos, sendo um fendmeno rotacional e
tridimenstonal, mesmo que teoricamente, com o formalismo adequado, possamos estuds-la
em outras dimensdes espaciais [7]. Os fluxos turbulentos possuem peculiaridades impor-
tantes, como sua instabilidade e imprevisibilidade, visto gque uma pequena perturbacao
pode rapidamente levar & fortes distor¢oes no desenho do fluido. Esta tese restringe-se
diretamente ac estudo da turbuléncia em fluidos, porém devemos ter em mente a possi-
bihidade de aplicacgoes a outros fendémenos similares.

A principio, podemos estudar o fendmeno da turbuléncia tendo como base solugoes

das equacoes de Navier-Stokes. Esta abordagem, porém, nao é ficil, devido a natureza



essencialmente nao-linear destas equagbes. No intuito de superar esta dificuldade, e em
busca de um melhor entendimento dos fenémenos da turbuléncia, nos tltimos anos tem
sido desenvolvidas estratégias alternativas de analise, como métodos de teoria de campos
[8], e diversos algoritmos de simulagio numérica [9].

A teoria fenomenolégica desenvolvida por Kolmogorov publicada em 1941 (K41) 4},
propoe-se a superar algumas dificuldades associadas as equagoes de Navier-Stokes, seguin-
do o caminho alternativo de entender o mecanismo fisico subjacente A turbuléncia. An-
terior &4 K41, temos a idéia do processo de cascata de energia de Richardson [3], na qual
ocorre uma fragmentacao de estruturas coerentes (folhas de vorticidade, vdrtices, “ed-
dies”) levando a uma transmissao de energia para todo o movimento do fluido, criando
“eddies” em escalas cada vez menores até wma certa escala 1 , onde a fragmentacao é
interrompida, e ocorre a dissipacao de energia. Kolmogorov desenvolveu e formulou numa
linguagem mais precisa as idéias de cascata de energia de Richardson [3], introduzin-
do hipéteses adicionais sobre a natureza caédtica de um fluido em regime completamente
turbulento.

A teoria K41, considera que as flutuagtes de velocidade em um fluido sejam ho-
mogéneas, isotrépicas e quase estaciondrias, de um ponto de vista estatistico. Assim,
em escalas suficientemente pequenas, a furbuléncia é caracterizada por um fluxo médio
de energia €, ¢ pela dissipacao na escala 7. Considera também, que a estatistica de pe-
quena escala em turbuléncia, obedece a uma lei de escala, sendo esta teoria bascada no
conceito de auto-similaridade no “inertial range” (n < r < L, sendo 7 o comprimento de
escala de Kolmogorov, no qual a dissipagao de energia predomina, e L é a escala integral,
onde acontece a injecdo de energia no fluido). No processo de fragmentagao de vértices
(cascata de energia), assume-se que a taxa de energia transferida €, seja uma quantidade
constante. Contudo € provdvel que, mesmo que a taxa de fransferéncia de energia seja
realmente independente da escala, fortes flutuacoes infroduzam uwm comprimento de es-
cala no problema, modificando o comportamento de escala. Surge aqui a necessidade de

se pensar no fenémeno da intermiténcia.



O fato da teoria K41 nao prever a intermiténcia como um fenémeno presente em
um fluido, levou a vérias criticas, levantadas principalmente por Landau {10], sendo esta
considerada uma teoria incompleta. O préprio Kolmogorov e Obukhov desenvolveram
uma teoria modificando 3 K41. Estas modificagtes levaram a K62 [11, 12], onde podemos
dizer, que basicamente é modificada a lei que define a dependéncia da funcao de estrutura
do campo de velocidade, sugerindo a introducao de uma anélise fractal.

Tem-se discutido que a mtemiténcia seja devida a singularidades das equagoes de
Navier-Stokes no limite de pequena viscosidade. Foi proposto por Mandelbrot [5], que
estas singularidades estariam concentradas no conjunto U/ C R® com dimensao nao-inteira
de Hausdorff [13], levando a idéia que o fenémeno da intermiténcia possa ser entendido
através de uma fractalidade no processo de cascata de energia. Os virtices sao gerados em
cascatas, ocupando progressivamente escalas menores sem que preencham todo o volume
do fluido, levando de fato ao aparecimento de uma estrutura multifractal. O modelo
multifractal ¢ fisicamente ligado ac fenémeno de intermiténcia [15], isto &, a existénca de
fortes flutuagoes de campos de velocidade.

A intermiténcia em um fluido, também pode ser avaliada pela funcao distribuigao
de probabilidade (PDF) de quantidades como diferenca de velocidades, circulagao ou
vorticidade, as quais fornecem informacoes sobre ¢ comportamento estatistico do fluido
turbulento. Tal procedimento tem-se mostrado bastante eficiente para avaliar os efeitos
da intermiténcia num fluido em regime completamente turbulento. Como um exemplo
recente, a andlise tedrica da estatistica da circulagao feita por Migdal [8], sugere-se que
a cauda da PDF da circulacio, avaliada para um contorno fechado contido no “inertial
range” , possua um comportamento gaussiano. Porém, através de simulagoes numéricas,
a PDF exibe um decaimento de exponencial estendida [9]. Na referéncia {17, foi repro-
duzido teoricamente os resultados observados em [9], com a introdugao do formalismo de
instantons [18].

Nos tltimos anos, a vorticidade @ tem se firmado como o grande objeto de estudo na

andlise de fendmenos turbulentos em fluidos. Vale recordar a relaciio entre vorticidade e



circulacao, que, pelo teorema de stokes, podemos escrever da seguinte maneira:

F=%?¢%/Eﬂﬁﬁ (L1)

onde
W=Vx7 (1.2)

Assim, podemos escrever o médulo da vorticidade em termos da circulacao como

1

wz'er? ’

(1.3)

no limite em que R — 0.

As chamadas linhas de vértice, representam as linhas de campo formadas pela campo
de vorticidade, @, a qual é semelhante ao campo magnético, com divergéncia zero e
tendendo sempre a “loops” fechados, como pode obtido a partir da definicao 1.2. Porém, é
comum na literatura tratarem-se modelos de filamentos de vortices. O estudo da dindnica
de vortices tem sido um dos alvos principais para o entendimento da turbuléncia [54].
Neste sentido, é importante mencionar os trabalhos de Chorin, com com seus modelos
cinéméticos [16, 19, 20, 21], e também contribuigoes de modelos de filamentos de vértice
de Saffman e outros [54, 22].

No Capitulo 2 desta tese, revisamos a fenomenologia de fluidos turbulentos . Iniciamos
com as idéias bdsicas sobre o mimero de Reynolds, o qual quantifica o estado turbulento
de um fluido. Discutimos alguns pontos da teoria de Kolmogorov, observando que esta
constitul-se como um ponto de partida geral para descrever o regitme turbulento de um
fluido, e introduzimos também algumas idéias sobre o fendémeno da intermiténcia . ks-
tudamos, em seguida, a formulagio de teoria de campos de Martin-Siggia-Rose (método
funcional) para o calculo das fungdes de correlacao de velocidade, definindo assim um
formalismo devotado & andlise estatistica da turbuléncia.

O Capitulo 3, scgue no sentido de desenvolver, via método de Martin-Siggia-Rose
e considerando uma rede cubica de vértices, um modelo fisico de primeiros principios

para estudar a turbuléncia [23]. Em seguida, simulamos numericamente a evolucao uma
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linha de vértice fechado, com dindmica governada pelo modelo estocdstico desenvolvido
[24]. Estudamos analiticamente o comportamento da agao, considerando um tubo de
vorticidade com secio transversal de raio na escala de Kolmogorov, para vérias formas de
funcio de correlacao forcaforca. Na segio onde expomos nossas simulagoes numéricas,
estamos particularmente interessados em estudar a fractalidade a que nossa linha de
vortice chegaré, tendo como dindmica o modelo de plaquetas desenvolvido numa secao
anterior.

O formalismo funcional de Martin-Siggia-Rose (MSR) [26], combinado com o estudo
das equagdes de campos pelo método de instantons, leva-nos no Capitulo 4, a analisarmos
o problema da turbuléncia em magnetohidrodindmica [25]. Estudamos a estatistica da
vorticidade dos campos de velocidade e magnético em regimes laminar e turbulento, por
meio do formalismo de MSR e do método de ponto-de-sela. No estado completamente
turbulento, obtivemos um decaimento suave para da cauda da Fungao Distribui¢ao de
Probabilidade (PDF) da vorticidade, diferenciando-se de uma gaussiana, evidenciando
assim o cardter intermitente do fluido.

No Capitulo 5, faremos as considerages finais, conclusoes e perspectivas de investi-

gacoes futuras a partir do trabalho desenvolvido nesta tese



Capitulo 2

Turbuléncia e Teoria de Campos

No decorter deste capitulo descreveremos a fenomenologia bésicas de fluidos turbulentos
[6, 10, 4] e ntroduziremos algumas idéias sobre o mimero de Reynolds, com o seu papel de
quantificar o estado turbulento de um fluido, e a teoria de Kolmogorov com sua cascata
de energia, constituindo-se como uma primeira teoria mais completa para descrever o
regime turbulento de um fluido. Faremos também uma breve discussao sobre o fendmeno
da intermiténcia [6, 31], fenémeno este que nao foi previsto pela teoria de Kolmogorov
(K41). Na ltima segéo, abordaremos de forma objetiva a formulacao de teoria de campos
de Martin-Siggia-Rose para o calculo das fungdes de correlagao de velocidade 16, 26, 32],
levando a anélise estatistica da turbuléncia.

Consideremos as equagoes de Navier Stokes, escritas como se segue:

Ovg + vg0s0a = — 0P + fo + vd*u,, (2.1)

Bt = 0. (2.2)

Acima, v, é o campo de velocidade, P é a pressao, f, uma forca externa e v a vis-
cosidade. O papel da pressio é assegurar o vinculo de incompressibilidade, dado por

(2.2). Aplicando o operador divergente na equacao de Navier-Stokes e usando o vinculo
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de incompressibilidade do fluido, teremos que
O + TlayvpBavy = oy fy + 1%, (2.3)

onde Ty, = 64y — 0,0v/0%, & o projetor sobre modos transversos. O termo nao-hnear
de (2.3) ¢ associado & convecgdo, representando interagoes entre voértices em diferentes
comprimentos de escala, e o termo de viscosidade é responsdvel pela dissipacao de energia,

através da difusao. Nesta linha, podemos também escrever a equacao de Helmholtz
O + VpDpwo — wWalpva = VO Wy + €apr0pfa, (2.4)
onde definimos
Wa = €aprats, (2.5)

a vorticidade associada ao campo de velocidade.

Partimos do pressuposto que a equagio de Navier Stokes possa descrever o fluido
completamente, desde seu regime laminar, até um estado completamente turbulento, o que
tem se mostrado bastante satisfatério. Mesmo alguns modelos fisicos desenvolvidos, como
por exemplo os que sao implementados via métodos funcionais, partem deste pressuposto.
A teoria fisica de Kolmogorov para turbuléncia parte de outros pressupostos, como a
cascata de energia, dissipacio de energia numa escala definida e analise dimensional,

representando esta, uma poderosa ferramenta para o estudo da turbuléncia.

2.1 Niimero de Reynolds

O nimero de Reynolds ¢ uma quantidade adimensional 1til para analisarmos o grau
de turbuléncia em que se encontra um fluido, o qual mede a relagao entre o grau de
convecgao ¢ difusio do mesmo. Analisando a equacao de Navier-Stokes, e assumindo
que nao existem forgas externas atuando sobre o sistema, teremos entao uma competicao
direta entre os processos de convecgao e difusdo. Podemos definir duas escalas de tempo,

correspondendo a diferentes regimes fisicos. Temos um tempo caracterfstico da conveccao
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e um outro tempo caracteristico devido a difusdao. Se o termo de convecgao em (2.3)
poder ser descartado, entao a difusdo é o processo dominante, e a dindmica do fluido sera

completamente descrita pela equacao de calor
0o + 0o P = v8u,. (2.6)

O mimero de Reynolds & comumente escrito como

Re=—. (2.7)

Pela defini¢ao acima temos que quando F, — 0, a difusao serd muito mails importante
que a convecgao, implicando num fluxo laminar. Quando R, cresce, diferentes porcoes
do fluido sao misturadas por convecgdo, até chegarmos a turbuléncia. Considerando o
escoamento de um fluido por um canal, por exemplo, L ¢ V serao o tamanho de um
objeto imerso no fluido ¢ a velocidade “rms” do fluido, respectivamente. Se pensarmos
na turbuléncia causada por forcas externas aleatdrias, L pode ser considerada como o
comprimento de correlagao forga-forca.

No sentido de entendermos melhor o exposto acima, faremos transformacées nas
equagoes de Navier-Stokes que nos levem a definicao da equacao (2.7). Utilizando as

transformagoes abaixo

o = % (2.8a)
Vi

t o=

¥ = Y
"

P
pV?

onde L é o comprimento de escala macroscépico, equivalente ao comprimento de injecao
de energia no fluido, V' ¢ a velocidade global do fluido ¢ p é densidade do fluido, e

desconsiderando a existéncia de forcas estocdsticas, podemos escrever

1
S + vpdtl, + I, P = Eé}&v;, (2.9)
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onde R, = YV—L, serd o mimero de Reynolds, como escrito em (2.7).

Podemos escrever ainda

%
R, = , 2.
DR (210
o que nos leva a
t
R, = t—“ (2.11)
onde
12
la=— 2.12
=L 2.12
tem a ordem do tempo de difusao, ¢
L
t, = — 2.13
- (2.13)

a ordem do tempo de convecgao. Numa analise simples do resultado acima, observamos
que mimeros de Reynolds pequenos estao associados a ¢ << {., prevalecendo um fluxo
laminar, ¢ mimeros de Reynolds grandes, seguem de ¢, << t4, o que implica em um fluido
em estado turbulento.

A definicio acima para o mimero de Reynolds, utiliza-se de quantidades macroscépi-
cas como velocidade do fluido, por exemplo, o que torna esta grandeza nao muito bem
fixada. Para obtencao de resultados experimentais e numéricos num determinado fluxo
turbulento, convencionalmente, usa-se o mimero de Reynolds definido na micro-escala

Reynolds-Taylor [6], R,. Este & definido corno se segue.

2
R - MW=V > (2.14)

A v
onde /< v% > & a média quadratica das flutuacoes da velocidade (visto que sao flutuagoes
de velocidade que provocam um regime turbulento para um fluido), e A é a escala de

comprimento de Taylor defimda como

1 < (6n)” >

= 2.15
22 < 2 > (215)
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Podemos obter relagbes entre o mimeroc de Reynolds € o ntdmero de Taylor-Reynolds
[33], considerando inicialmente que a taxa de transferéncia de energia ¢ pode ser escrita
[10, 4] como

3
€= fjiff’__i’ (2.16)

onde ¢, € uma constante adimensional e L é a escala integral. Na micro-escala A de Taylor,

para um fluido isotrépico [10] , teremos
€ =150 < () > . (2.17)

Assim, usando as equagoes (2.14), {2.15), (2.16) e (2.17), escrevendo

IV<v?>

v

R, =

e considerando que a constante adimensional ¢, (R, ) tenha uma dependéncia com o mimero

de Reynolds, podemos escrever

15K,

(R’ (2.18)

Ry =

onde, pela referéncia {33], temos
1 1 9
CE(RE) o< -Ee + 1 + Eg . (21 )

Com estas definigoes podemos constatar, que para niimero de Reynolds elevados, c.(E.)

assume um valor constante. Isto implica em

bol=

Re, o< (B.)?. (2.20)

E para mimero de Reynolds pequenos, temos

1
€ Re, N 3 221
calRe) o - (221)

levando ao resultado abaixo.

R., x Re.. (2.22)



Isto sugere, que para mimero de Reynolds intermedidrios possamos ter
R., o (R)* (2.23)

Onde 0.5 < a < 1.0.
Nos trabalho de Lohse e Frisch [33, 6], encontramos uma anélise aprofundada para os

nimeros de Reynolds e Taylor-Reynolds.

2.2 Teoria de Kolmogorov

Em 1941, Kolmogorov [4] propés a teoria de cascata para a turbuléncia, estabelecendo
por uni simples argumento dimensional a queda de energia no espago de Fouriler, para
a regiao de mimero de onda grandes. O mecanismo de cascata de energia previsto por
Lord Richardson [3], vérios anos antes do trabalho de Kolmogorov, pode ser entendido
através de uma analise qualitativa da equacgao de Navier-Stokes. O termo de conveccao na
equacao de Navier-Stokes representa um acoplamento entre diferentes modos do campo
de velocidade no espago de Fourier. Por outro lado, o termo de viscosidade implica que
a dissipacao de energia é mais intensa para mimeros de onda grandes. A idéia de Kol-
mogorov, combinando esses dois efeitos, & que num processo completamente turbulento,
vértices quebram-se em pedagos menores até chegarem a um tamanho minimo onde ocorre
a dissipacao. Conjectura-se que exista uma cascata de energia de grandes para pequenas
escalas, caracterizada por uma taxa de transferéncia de energia ¢, a qual é constante e
independente da viscosidade. Esta hipdtese é razoavel, somente se a taxa de transferéncia
de energia nao flutua fortemente na escala em que o processo é observado.

Na teoria de Kolmogorov pode-se distinguir essencialmente trés processos diferentes:
A energia fornecida ao sistema, a qual ocorre numa escala dada por 0 < k < 1/L, onde
L & a escala de comprimento de correlagdo das forcas aleatérias externas. A energia
gerada em grandes escalas, transmitida para pequenos nimero de onda através da regiao
1/L < k < 1/5. Finalmente, para escalas dadas por k > 1/7, a energia & completamente

dissipada, através da aniquilagao de pequenos vortices.
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Richardson [3] fol o primeiro a avancar no entendimento do mecanismo fisico que
atua na turbuléncia para mimeros de Reynolds grandes. No seu trabalho, um fluido
completamente turbulento, consiste muma certa hierarquia de vértices. Em uma certa
escala surgem instabilidades, provocando a fragmentacao de vértice e o surgimento de

virtices em escalas inferiores.

2.2.1 Cascata de Richardson

Um fluxo turbulento pode ser entendido entao, como um conjunto hierarquico de vértices
de vérios comprimentos de escala . A energia é introduzida na escala integral L, e
interagoes nao lineares cansam a quebra destes vértices, levando-os para escalas cada vez
menores, com a dissipagao de energia tornando-se significante para um comprimento de

escala [, comparado a escala de dissipacao 1, como no diagrama abaixo

QO +—  injegao de energia € naescala [ =1L

000 | fluxo de energia € na escala [ =rL

oocooo | fluxo de energia ¢ na escala I, =1L

ocoooooo000 ] fluxo de energia € na escala [, =r"L
.................. — dissipacao de energia ¢ na escala 7

Aqui r é o fator de escala, sendo 0 <r < lel, =r"Len=0,1,23,4... O valorr =1
& comumente escolhido, dentro de um quadro fenomenoldgico.

A consideracio do processo de cascata carrega as duas suposigoes de K41. A invar-
idncia de escala no“inertial range” e a localidade das interagoes, onde o fluxo de energia
¢é proporcional ao comprimento de escala.

Seguiremos agora com as duas leis impiricas bédsicas de Kolmogorov para um fluido

completamente turbulento.

14



2.2.2 Lei dos 2/3

Podemos também definir algumas quantidades que caracterizam as propriedades estatis-
ticas de um fluido turbulento, como a funcao de correlacao 2-pontos para o campo de

velocidade
Gl 7T — 7)) =<v(Z,thw(7y,t)> (2.24)
e as fungoes de estrutura
S =<| (F) —v(F) "> (2.25)

Mesmo que tenhamos indicado que as fungoes de correlacao (fung¢oes de estrutura), pre-
cisem de dois pontos espaciais distintos, muitas vezes essas medidas sao feitas somente
em um ponto espacial, e as separagoes temporais sao convertidas em separagoes espaciais,
sendo este procedimento conhecido, como Hipétese de Taylor.

A lei dos 2/3 diz basicamente que num fluido turbulento, e para pontos separados pela
distancia [ dentro do “mertial range”, a média do quadrado do incremento da velocidade

< (8v(1))? > & proporcional a I3. Assim, podemos escrever a expressio
< (8(v{1)))? >~ 13 (2.26)
para a funcao de estrutura de 2-pontos no “inertial range”, definido por
ngl<«l, (2.27)

sendo 7 € a escala de Kolmogorov, onde a dissipacio devido a viscosidade torna-se signi-
ficativa, € L & a escala integral, ou a escala na qual o sistema recebe energia.

Dados experimentais no dominio do tempo (Hipétese de Taylor), mostram que real-
mente a funcao de estrutura longitudinal de segunda ordem obedece a lei de poténcia

(2.26), para turbuléncia homogénea e isotrépica.

2.2.3 Lei de dissipagao finita de energia

Comegcaremos por considerar que a dissipacao de energia por unidade de massa, em um

fluido turbulento, é uma quantidade finita. Por uma andlise dimensional simples, chegare-

15



mos a um resultado, o qual esté de acordo (ou pelo menos bem préximo) com resultados de
simulagoes numéricas e dados experimentais, no “mnertial range”. A lei de poténaa para o
espectro energia F(k), no espago dos momentos obedece a proporcionalidade E(k) o k™3,
Observa-se também que para grandes k, no “range” de dissipacao, o decaimento torna-se
E(k) oc k™, onde n > 2 (os efeitos de intermiténcia comecam a interferir no processo)
[15].

Nao existe teoria para deduzir a Lei dos 2 para a fungao de estrutura S(1) e a Lei de
Dissipacao Finita da Energia. No entanto é possivel fornmular hipéteses que sejam com-
pativeis com estas lels, e as quais levam a predigoes adicionais. O mecanismo responsdvel
pela geracao de um fluxo turbulento nao sao minimamente consistentes com as simetrias
das Equacoes de Navier Stokes. Se considerarmos o caso simples da turbuléncia gerada
por um corpo rigido, como um cilindro, a invaridncia sob translagio espacial é trivial-
mente quebrada. Experimentos sugerem algumas formas de homogeneidade e isotropia
num fluido turbulento para mimeros de Reynolds grandes. Por exemplo, fazendo um
fluido turbulento passar por uma grade, poderiamos recupera esta simetria.

Podemos formular uma primeira hipétese, na qual, se £, — oo, todas as possivels
simetrias da Equacao de Navier Stokes sao restauradas (no sentido estatistico) para pe-
quenas escalas [, e longe das bordas, sendo I < L, onde L a escala integral. A hipétese da
restauracio das simetrias da equagao de Navier-Stokes para altos ndmeros de Reynolds,
propoe entao, que as propriedades estatisticas para o incremento de velocidade sejam
invariantes sob rotagbes simultdneas de ! e v (isotropia), como tambéimn para paridade
reversa. Devido a invarifncia de escala, precisamos introduzir uma segunda hipétese, a
qual assevera que um fluxo turbulento é auto-similar para pequenas escalas espaciais, e

tem wurn dnico expoente h, tal que
Su(z, N) = A*6v(z, 1) (2.28)

para todo A € R, h € R, e para todo z, [ ¢ A, muito pequenos comparados com a escala
integral L. Como veremos, h serd igual a 3. Este resultado vird do postulado da Let

de Dissipagio finita de Energia, o qual serd expresso em mais uma hipétese. A terceira
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hipétese diz que um fluido turbulento tém uma taxa média de transmissao de energia por
unidade de massa ¢, finita, mantidas a escala integral L e as flutuactes de velocidades
vg fixas, e v — 0.

Na verdade estas hipéteses sio um tanto diferentes das usadas por Kolmogorov em
1941 (K41). A segunda suposicao de K41 foi que limite B, — oo, todas as propriedades
estatisticas de pequena escala sao nicas e universalmente determinadas pela escala [ e
a taxa média de transmissao de energia €. Esta suposicao de K41 leva a Lel dos % como

veremos a seguir.

Considere a funcao de estrutura de segunda ordem,
So(l) =< (v(z) —v(y))* >, (2:29)

a qual tem dimensao [L)?[T]2. A taxa média de energia transmitida por unidade de
massa ¢ tem dimensao [L]2[T]7%. Pela segunda hipétese de K41, por andlise dimensional

e considerando

5 < @)~ o) >= [ dEB® explik(z - ) (2.:30)
onde F(k) é o “espectro de energia” num fluido turbulento, e
o k
= - dkE(k 2.31

é a taxa média de energia transferida, temos uma forma mais precisa da Lei dos 2/3

escrita como
2.2
Sg(l) = (Chel3, (232)

onde Cy ¢ uma constante universal adimensional. Dados experimentais mostram que a

K41 é bem observada com C; = 2.0 + 0.4 [34]. Podemos ainda escrever
Sy(l) ~ 17", (2.33)
onde s6 é consistente para h = %, e podemos estender isso para
Sp(l) = Cpesls, (2.34)
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no caso da funcgo de estrutura Sp(1). De (2.29) e (2.30), podemos escrever que
So(l) o f dkE (k). (2.35)

De acordo com a lei dos 2/3 (So(l) = Cyedl?), utilizando (2.35) e realizando a transfor-
mada de Yourier da funcao de estrutura de segunda ordem, obtemos k8 para o espectro

de energia E(k), e por andlise dimensional, podemos chegar a
E(e, k) = Croe?*k™, (2.36)

onde k é o mimero de onda médio, e Ciy € uma constante universal adimensional. A
equacao (2.36) € a famosa let de poténcia para o espectro de energia num processo total-
mente turbulento.

A suposicao sobre o comportamento suave, da taxa de dissipacao de energia no proces-
so de fragmentacgao dos vértices (base da K41), nao é confirmada por dados experimentais
[15], evidenciando efeitos de intermiténcia no fluido. Dessa forma hd a necessidade de se
desenvolver uma teoria que inclua tais efeitos Levando a necessidade de desenvolver uma

teoria que inclua tais efeitos no comportamento das fungées de estrutura.

2.3 O Fendmeno da Intermiténcia

Uma caracteristica muito importante da turbuléncia é a sua natureza intermitente. Hste
fenémeno pode ser entendido como a existéncia de fortes flutuagoes no fluido, em perfodos
de tempo muito curtos, separados por longos perfodos de escoamentos laminares (porém
instéveis). Sob o aspecto tedrico, a mtermiténcia se traduz em uma PDF de cauda nao-
gaussiana [18]. Uma forma ndo muito rigorosa de quantificarmos a intermiténcia, porém
ilustrativa, serd apresentar a seguir.

Suponha uma funcio aleatéria v(t) estaciondria,

o(t) = /R duexpliwt)i() (2.37)

a qual podemos considerd-la auto-similar e traduzindo as fortes flutuagoes de velocidade no

fluido. Considerando que estas flutuacdes de velocidade estejam associadas a turbuléncia
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a partir de wma certa frequéncia de oscilagao, poderemos filtrar este sinal, como escrito

abalxo

va(t) =/|>Qduexp(iwt)ﬁ(w), (2.38)

onde {1 é a frequéncia a partir da qual o fluido entra em regime turbulento. Podemos entao
considerar a fungao vq aleatdria e intermitente. Definimos agora a funcao de “flatness”

F(v), a qual dard a medida da intermiténcia de uma fungio,
t 4
Py = 2209 (2.39)

Se a funcao de “flatness” cresce ao passarmos para a fungio ve(t), dizemos que esta fungo
gera turbuléncia para pequenos intervalos de tempo.

Podemos considerar agora o sinal v, (1), o qual & diferente zero para intervalos de tern-
po escolhidos aleatoriamente. Consideremos que a soma desses intervalos de tempo & 7,
o qual é uma fracdo do tempo total que se observa o sinal. Assumiremos que nos inter-
valos de tempo em que a funcao v, (1) € diferente de zero todos os momentos provoquerm

turbuléncia, assim

(W3 = 7 (W), (2.40)

E: calculamos entao a funcao de “Hatness”

o = @) O 1, .
B0 = @ T A e i

Devido a mudanga do valor da funcao de “flatness”, podemos dizer que v,.(t) é uma funcao

intermitente. O resultado acima nos diz também que o inverso da fungao de “flatness”,
nos dd a medida do tempo em que a fun¢ao v, (t) ¢ diferente de zero.
Com nossa definicao nenlnuna gaussiana e nenhum sinal auto-similar sao intermitentes,

porque seu “Hatness” F(2) ¢ independente de Q2. Logo, se assumimos que v(f) tem um
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incremento auto-similar com expoentes de escala h, entao para algum A > 0, e assummndo

a lel
g — /\—h’UQ, (242)

quando  — Af2, teremos

(ae@]f) _ A" {wa®)]?) _ (@)
(loae@)” A (ua@))*  (a()?)®

Assim, como ja admitido, o sinal nao é intermitente.

(2.43)

Mas ainda fica a indagacao se a turbuléncia é auto-similar ou intermitente, pois con-
struimos wm sinal intermitente, partindo de um sinal auto-similar. Resultados experi-
mentais dos sinais de velocidade em um jato de um fluido, de R, «~ 700 [36], revelam
uma natureza auto-similar, porém este mesmo sinal quando filtrado para frequéncias su-
ficientemente altas, revela-se entao um sinal intermitente. Isto acontece para frequéncias
comparadas ou menores que aquelas da escala de dissipagao de Kolmogorov.

Existe um outro questionamento, mas este ¢ direcionado a K41, no sentido que esta
teoria nao leva em consideracao os efeitos de intermiténcia. A questao que parece ficar
evidente é que a estatistica para pequenas escalas carrega uma dependéncia nao somente
sobre € {taxa média de dissipacao de energia), mas também sob as flutuacdes de ¢(z).
Experimentos para grandes mimeros de Reynolds tem levado a lei de escala como escrita

abalxo
< ((v(1)))? > 19(p), (2.44)

Pérem com g(p) # p/2, contrariando as predigoes de K41. Mesmo sendo pequena a
diferenca dos resultados encontrados entre a teoria K41 e os resultados experimentais,
torna-se necessdrio uma outra forma de abordar regimes completamente turbulentos, no
intuito de incluir os efeitos de interrmténcia. Esta é, basicamente, a critica de Landau &
teoria K41.

Estas diferencas entre a teoria K41 e os resultados experimentais, levaram o préprio

Kolmogorov, como também Obukhov [11, 12}, a modificarem a K41. No intuito de estudar
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os efeitos Intermitentes, consideraram as flutuagoes de dissipagdo de energia, modificando

basicamente a leil de estrutura para
< (8(v(I)))? > 15 <€ >, (2.45)

o que pode sugerir uma abordagem fractal ou multifractal.

Um caminho simples para modificar a K41, consiste em considerar que a turbuléncia
acontece numa estrutura fractal, de dimensao, Dy < 3. Nesta dimensao entao, teremos
a taxa de dissipacao de energia €(z) uniformemente distribufida. E como se os efeitos da
intermiténcia na distribuicao de e{z), fossem concentradas em uma regiao de dimenséo

fractal. Neste contexto, a funcio de estrutura serd escrita como na equacgao (2.44), com

o) = (252 ) v+ -0 (2.40)

No limite de Dy = 3 recaimos no resultado de K41. Neste contexto, €{z) ndo estd
distribuido por todo o fluido como em K41.
O modelo multifractal consiste no comportamento nao-linear de g(p), quando escreve-

< (5(u(1)))” > f dp(R)IMPI—40) o ) @2.47)

onde para um dado valor de p, g(p) depende de um valor particular de h, o qual determina

a dimensdo fractal d(h). Pelo método do ponto-de-sela
o) = min{p + 3 - d(1)}. (2.49)

I4 importante observar que o caso da homogeneidade fractal, corresponde ao Limite do

caso multifractal, quando d(h) = Dy, e h = (Dy — 2)/3.

2.4 Formalismo de Martin-Siggia-Rose

O formalismo funcional de Martin-Siggia-Rose (MSR) [26] pode ser aplicado em uma

grande classe de problemas. [iste formalismo possibilita que a partir de uma equacao
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diferencial possa ser escrito um funcional suficientemente generalizado, o qual contém
informagoes sobre a estatistica do sistema considerado. Possibilita escrever, a partir da
equagao de Navier Stokes, a chamada acao de Martin-Siggia-Rose, e, a partir disto, pode-
se fazer todo um tratamento estatistico para observéaveis como a vorticidade, por exemplo.

Partindo agora para uma apresentacao geral do método, considere o campo de veloci-

dade v,, regido pela equagao estocdstica de Navier Stokes
g + Moayvpdsvy, = Moy fy + P04, (2.49)

onde f,(z,t) é a for¢a estocastica que atua no fluido. Podemos considerar a funcao de

correlacao forca-forga escrita da forma abaixo

{(falz, t) (o, 1)) = hbopb(t — ') F(lz — 2']), (2.50)

sendo F(|z — z'|), wna fungdo que cai rapidamente para |z — 2’| > L. Considerando
7, uma solucao da equagao de Navier Stokes para uma realizacao de f,(x,t), podemos

escrever a delta funcional

6[ve — To| = Hé('ua — Ta). (2.51)

2t
Escrevendo agora o funcional gerador Z[j] para todas as realizacoes de v, e impondo a

delta funcional acima, teremos
Z1] = @ / Dublvg — 7] expli / BT (T vl T 1). (2.52)

Considerando todas as realizacoes da forca estocdstica para as solugoes das equacgoes de

Navier-Stokes, reescrevemos o funcional gerador Z[j] como

25 = @ / DfP] f Dv.J(v)6[80a +
Mapvpdpvy — v — Moy fy] X (2.53)

exp(z'/di”?dtja(?,t)va(f’,t)).
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Acima, J(v) & o Jacobiano da transformacao levada a cabo na delta funcional. Ree-

screvendo a delta funcional na sua forma exponencial, teremos

26 = 0 / DFPY] / DEDwJ(v)
exp( / d*zdiv(Opvg + Magvpdeny, — (2.54)

Vv — Tl f,) + / EF (T, ol T, 1)),

sendo 7 um campo auxiliar.

Podemos resumir o formalismo de teoria quéntica de campos desenvolvido por Martin,
Siggia e Rose [26, 32], como uma redefinigao do funcional gerador, através da introdugao
de campos auxiliares, ¥. Assim, depois de algumas manipulagdes algébricas, o funcional

de MSR pode ser escrito como

ZmsrelJ] = Q[DﬁDv exp(-Spsr v, V] + (2.55)
i [ BB (T ) 0a(F 1)),
Acima, a agio de MSR ¢é definida como

Smerlt, U] = i / 4> T dt0, (Oava + Mayvpdovy — v&0.,) (2.56)
+h/d3‘f1d3?2dt@(71,t)ﬁﬁ(f*g,t)

HapF(| 7y — @al).

Por simplicidade, como pode ser constatado acima, consideramos o Jacobiano da tran-
formacio como unitiario. Tal procedimento é usual na literatura, e isto nao é totalmente
arbitrdrio, pois se considerarmos o tempo como uma varidvel discreta, encontraremos,
de fato, um jacobiano unitario [32]. No APENDICE A, mostraremos que para tempos
continuos, seria necessdrio introduzir campos auxiliares de Grassman [32] para a acdo de
Martin, Siggia e Rose.

Um dos problemas de interesse atual em turbuléncia, & avaliar a funcao distribui¢ao de

probabilidade (PDF) de observaveis dependentes da velocidade (Ov,]), como a diferenca
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de velocidades em turbuléncia unidimensional e a circulagao, ou vorticidade, em 2 e 3
dimensoes. Definindo a PDF como

P(Olv,]) * fw dA < exp(iAO(v,)) >, (2.57)

T o o

Deveremos calcular o funcional gerador 7, para a agao de Martin, Siggia e Rose modifi-

cada, como abaixo.
Smseal, U] = S[v, 0] +iA0(v). (2.58)

O formalismo de Martin, Siggia e Rose é fortemente recomendado quando temos por
objetivo, realizar um tratamento estatistico a partir de equagées fundamentais de campos.

A teoria de Kolmogorov, as técnicas de teoria de campos utilizadas para a criagao de
modelos fisicos que possam descrever a turbuléncia, e os algoritmos numérico desenvolvi-
dos tanto no sentido de resolver numericamente as equagoes de Navier-Stokes como para
simular a evolucao de quantidades [isicas regidas por modelos cinemdticos ou dindmicos,
podem ser encarados como uma forma de tentar superar as dificuldades quando se bus-
ca solugoes analiticas para as equagoes de Navier-Stokes. Um ganho significativo para
o entendimento da turbuléncia seria a solucao analitica da equagao de Nawvier Stokes,
sendo este talvés o maior problema em aberto da turbuléncia, o qual passa por avangos
matematico para resolucio de equacoes diferenciais. Neste sentido, o Clay Mathematics
Institute, coloca na lista do “Millenium Prize Problem” a questao da andlise da equacao
de Navier-Stokes, colocando como problema fundamental analisar a suavidade e se exis-
tem solucoes fisicas razodveis para a equagao de Navier-Stokes. Um outro ponto que deve
ser superado, é um melhor entendimento sobre o papel dos fenémenos de intermiténcia na

geracio de fluidos turbuléntos, sendo este, um ponto que o préprio Kolmogorov abordou

em 196].
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Capitulo 3

Dinadmica de Tubos de Vorticidade

O estudo de regimes completamente turbulentos em um fluido tem sido wm grande desafio,
tanto sob o aspecto experimental, quanto tedrico e computacional.

A dindmica de vértices tem desempenhado um importante papel para o entendirnento
da turbulncia para ndmero de Reynolds grandes. Sob o ponto de vista teérico, pode-
mos seguir a 1déia de obtermos uma solugao geral das equagoes de Navier-Stokes, a qual
acreditamos descrever um fluido em todo o espectro de valores de mimero de Reynolds.
Tal procedimento nao é muito trivial, apesar dos avancos obtidos por Bachelor [15]. Aqui
nao adotaremos este procedimento.

Um intenso estudo de dindmica de vértices tem sido realizado nas 1ltimas décadas [54),
levando a um maior entendimento da turbuléncia, principalmente no que diz respeito a
construcio de modelos fisicos para estrutura de um fluido turbulento, o que tem levado a
resultados que podem ser comparados com dados experimentais e numéricos. Abordare-
mos aqui, o problema da turbuléncia no contexto da dindmica de vdrtices, e para isso,
desenvolveremos um modelo fisico para o comportamento do fluido na faixa inercial. Sim-
ulamos a evolucao de um vértices fechado, e entao faremos um paralelo com resultados de
sinmlacio numérica encontrados na literatura [16, 19, 20, 21]. Particularmente, estamos
interessados em desenvolver um modelo fisico que descrevam a turbuléncia, e na andlise

da natureza fractal por tras da turbuléncia.
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Na primeira secao deste capitulo, com a ajuda do método funcional de Martin-Siggia-
Rose, desenvolvemos um modelo dindmico para turbuléncia, e em seguida consideramos
que este possa descrever o comportamento de um tubo de vértice com secao transversal
de raio no “range” de dissipagao. Estudamos o comportamento da acao para diferentes
fungoes de correlagao for¢a-forca, quando verificamos que estas fungoes nos levam a difer-
entes dependéncias da agao com relagao ao parAmetro n , pérem com a mesma dependéncia
com o campo ¥, = x, — v,. Acreditamos que, analisando o espectro de energia vindos
dos modelos considerados, possamos descrever resultados numéricos jé encontrados na
Literatura, como os de Farge et.al.[41], os quais, através do método de decomposiciao de
“wavelets”, constataram transferéncia de energia do fluxo coerente para o fluxo incoerente
proporcional a k? .

Como mais wma opgao ao entendimento de regimes completamente turbulentos, os
métodos de simulagao numérica surgem como wma ferramenta adicional, a qual mostra-se
bastante Gtil no estudo de fluidos turbulentos com nmimeros de Reynolds grandes. As
técnicas de simulacao mumérica, tém sido bastante empregadas para avaliar a teoria de
Kolmogorov [9, 41, 39|, revelando a natureza intermitente da turbuléncia. A idéia de
que a evolucao de um fluido completamente turbulento seja dominada por estruturas de
filamentos de vértices, tem sido bastante explorada por modelos cinemdticos [19, 20, 45,
46], sendo isto evidenciado em simulagoes diretas das equactes de Navier-Stokes [40].
Inspirados pela existéncia de fendmenos intermitentes em um fluido, € o pressuposto que
o transporte de energia num fluido turbulento esteja concentrado num conjunto com
dimensao nao inteira de Hausdorff [13], muitos sao os trabalhos que se propoem avaliar
a natureza fractal da turbuléncia [19, 21, 14], tanto no sentido de estudar a dissipagao
de energia, como a evolugao de um vértice num fluido com mimero de Reynolds grandes.
Chorin [19)], estudou através de simulagdes muméricas, a dindmica de uma linha de vértice
confinado a uma caixa peridédica num fluido turbulento tri-dimensional, obtendo que este
evolui para uma dimensao fractal préxima a 2.5. O mesmo valor foi obtido também em

outro trabalho de Chorin [20], para o modelo de filamentos de vértices.
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Nossa proposta é, usando o modelo estocédstico de larga escala com “cutofl” infraver-
melho, o qual serd apresentado na primeira se¢ao deste capitulo, implementar a simulacao
numérica de uma linha de vértice fechada, e, considerando a aproximacao auto-mduzida
[42], estudarmos a fractalidade desta lmha de vértice fechada, para diferentes intensidades
da for¢a estocdstica atuando no fluido.

Observamos, para o caso puro da simulagao auto-induzida, que o vértice evolui para
uma dimensao fractal de 1.69. Valor este muito préximo da dimensao fractal de um
polimero (self avoiding walk), sendo semelhante também, ao obtido na referéncia [20]
para o modelo de filamentos de vértices, onde foi obtido a dimensao fractal de 1.66. Ja
quando o virtice é submetido a forgas estocasticas de larga escala, encontramos uma
dimensao fractal tendendo para 2.5, mesmo para pequenos valores de D { parametro que
dimensiona o valor da forga estocdstica), resultado este, semelhante também ao de Chorin
(19, 20]. Pode ser avaliado visualmente, através das figuras apresentadas ao longo deste
capitulo, o quanto o vértice adquire uma forma de “novelo” para [ > 0, enquanto que
para [J = (, por maior que seja o tempo de simulacao, a forma adquirida pelo vértice &

semelhante a de um polfmero.

3.1 Perturbacoes Infravermelhas

Aplicamos o formalismo de teoria de campos para estudar a dindmica de tubos de vértices
fechados, submetidos a forcas estocésticas de larga escala, e escreveremos nossas equagoes
em termos da vorticidade w. Construiremos nosso modelo considerando uma rede de vor-
tices, e depois analisaremos o caso particular de um vértice fechado com segao transversal
de raio da ordem de 7, muito menor que o comprimento L do vértice considerado.
Supomos que as equagoes de Navier-Stokes descrevam um fluido completamente tur-

bulento, e que este seja incompressivel.

Og + 03000 = Vs — OoP + fa, (3.1)

O, = 0.
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Onde f, = f.(T,t), é a forca externa aleatéria com distribuicio gaussiana, definida para

grandes comprimentos de escala L, com funcgao de correlagao de 2-pontos:

< fol@, 1) fa(@ 1) >= Bugb(t — t)F(

Z—). (3.2)
Aplicando o operador rotacional (€,2,95) na equacao acima, obtemos a equagdo de Helmholtz
Owq + U50swe — walsvs = v0%w, + f7, (3.3)

onde

fa = €aprsfi, (3.4)
a qual pode ser entendida como uma forca estocastica dual, e definimos
Wy = Ea,a)‘aﬁ’i},\, (35)

como a vorticidade do campo de velocidade.

Iniciando o procedimento funcional de Martin-Siggia- Rose, temos o funcional gerador
Z = N/DQDUJ exp(iS). (3.6)
Onde N é uma constante de normalizacao com a agao de Martin-Siggia-Rose

S = /dtd3Tc”Q(5‘twa + UpBWg — WeOgty — vOPwW,) (3.7)

i / i 2T Dol ) Des (|7 — 7|) 0a(7", 1),

Onde a funcao de correlecao forca-forga, vem escrita como abaixo,

(FEDUT ) = cameomdd (T 05T 1)) (338)
= TLgF ([?— ‘:c"’Dé(t#t')

— Dug (<E? - ?D 8t — "), (3.9)
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Moy = (Ba8s — b0pd). (3.10)
No espago de Fourier, temos
o~ kok
Mog = (bap — @E) (3.11)

Neste momento vale um paréntese. Ixistem varnas possibilidades de escolhas de F, e
uma questao interessante a discutir, é se diferentes escolhas levam a diferentes resultados

fisicos. Um exemplo usual de fun¢do de correlagao forca-forca no espago de Fourler é

~ 1
Flk) =
(k) SrmD

(k* + m?)™>. (3.12)

Uma outra forma para a funcao de correlagao é

-~ 1

Flk) = o5 (K + m?)~3 (3.13)

sugerida por teorias baseadas no grupo de renormalizagao [43, 44]. Podemos considerar
também

. 1

F(k) = ” md(k2 +m?)™ (3.14)

Neste secao abordaremos estas trés formas para a for¢a estocdstica, e avaliaremos a que
resultados fisicos ela nos levarao.

Para nosso modelo, consideraremos uma rede ciibica, formada por plaquetas [6] com
pardmetro de rede ¢, muito menor que a escala de kolmogorov . Escreveremos que cada
plaqueta possa ser representada por P = (%', %4 ), € que tenha como borda uma linha de
vértice, a qual carrega o fluxo de vorticidade ¢, ( 7, t). Temos que T, é o vetor posicao
comum a trés plaquetas € Z, um vetor unitdrio normal, o qual define a orientacao das
plaquetas (figura 3.1).

Consideraremos a plaqueta P = (%,,%,) com borda P parametrizada pelo vetor
To(s), onde s é o pardmetro de comprimento sobre uma borda, 0 < s < 4¢, onde € é o

pardmetro de rede. O campo de vorticidade associado a estas plaquetas sera escrito como

o= (B, 1)8(0)2) -5 (315)
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Figura 3.1:

onde ny e ny da a diregao normal para a linha de vértice. Substituindo a expressao acima

na agao de Martin-Siggia-Rose, poderamos chegar a forma abaixo para a acao, onde

§ - / dt; fgpdxa[q&(ﬁ*p,t)aa+¢U(?c*p,t)Faﬁva
+U¢U(T€P:t)8ﬁFaﬁ] (316)

]

+% / dtd* 7d T Fop(Tp,)F (|7 = 7'[) Fasl(T)1).

Podemos observar que temos aqui wna seimnelhanca com a teoria de gauge, existindo

invaridncia sob a transformacao @, — @, + 0,A, com o campo dual 3(?,@ definido

como
N 1
gb( x Jt) = EﬁaﬁryFaﬁ(T’?, t): (317)
levando-nos
Faﬁ(?;t) = Eaﬁvgq(ﬁ)?t)v
1 ~ o~
5 a,@Faﬁ = ¢a¢o¢1 (3‘18)
dzo Frgvs = @aeamda:&uy.

Em termos de $a, ¢ considerando o vinculo Baaa = 0, a acao de MSR pode ser escrita
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S = / dtd* T s Lp( T, 1), (T, 1) (3.19)

—~ o~

ti / a7 3,7, 0F (|7 - 7|) du(20),

com
L(T,t) = — XP: 5{, a9 (5,99 2008w~ ) (3.20)
4, (Tp, thp(T,1)6 (T — )
—ug, (T, )08 (T — 7).
Se integrarmos (3.19) em ¢, encontramos
S = Zi f BB T BT Lo(F, 1)L F ( 7 — —fD La( T, 1), (3.21)

a qual define a dindmica de um tuboe de vortex fechado, se considerarmos que a rede de
vortex configure-se somente num vértice, visto que as linhas internas das plaquetas se
anulam.

Estamos trabalhando aqui com linhas de vdrtice, o que nos leva a wn problema.
O campo de velocidade diverge sobre a linha de vértice, {54]. Para contornarmos isso,
consideramos que a linha de vértice tenha uma segao transversal diferente de zero, com
raio da ordem de 7, na escala de Kolmogorov. Isto significa que impomos o “cutofl”
ultravioleta k < 7/n = k, na teoria. Isto é equivalente a dizer que passamos a considerar
um tubo de vértice, o qual consideramos orientado na direcao da coordenada x3 (eixo
z), com secgao circular de raio igual a 7. Tendo T = (ng,n,8), escreveremos agora
T = (z,y,z)ou T = (uy, Ts, T3).

Tremos entdo avaliar como se comporta a ac¢ao para uma linha de vértice, quando
consideramos este com uma secio transversal diferente de zero. Impomos a fungao de
parametrizacao g(x1,x2) nas coordenadas x; e x5 (eixos T e ¥, respectivamente) para o

célculo da acdo (3.21), a qual serd escrita como

g(z1,3) = Ce~ @D/ (3.22)
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onde ' = 1/(mn?), para [ dz,dz,Ce~@120/7" = 1 Inicialmente iremos trabalhar com a
fungao de correlagao escrita da forma (8% +m?)~? e o operador (3.10). Calculamos a agio

S como escrita em (3.21), para

"

La(®,0) = - [ drlesld(®" 0078 4+ 67 OU(T ) (323)
J1r

i "

~vg(T",1)0,19(1, 2,)(F" — T)

i Il

Ly(Z't) = — /F day el d(F, )0 & + (7T 0 (T, 1) (3.24)

AR A AT L A )
onde inserimos ¥, = v,—x,. Isto implica que consideramos flutuacies no campo de
velocidade (x,), esbocadas pelo campo ¥, o qual é respounsével pelo transporte do tubo
de vorticidade. Veremos que a maior contribuigao para a acao (3.21) virao dos termos
que trazem o produto ¥, ¥, .

Os termos que incluem viscosidade devemn ser considerados na andlise de resultados,
pois devemos considerar que, pela teoria de Kolmogorov, na escala de dissipagao, temos
que  ~ D~4v1[6, 4]. Neste contexto de tubo de vorticidade e da inclusao da funcio de
parametrizacao g(xy, T2), calculamos todos os termos gerados para acao (3.21), utilizado-
se das expressoes (3.23) e (3.24). Podemos destacar os termos que mais contribuiram para

agao, sendo

g = 3 / P, + 1), (3.25)
com
. / A, €t pes (3.26)
B(7", )T, (7", )9, 7)8% (7" — )]
(008l — 80— (2P + )"

(=", )T (7", 1)g (27, 2, )8 (B — T)]
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IQ /d&ﬂ;dﬂﬁglﬁaggEﬁfg (327)
r
[up(Z", )8, 9(1,2,)6° (T — 7))
1
o 2 2 242
(0uds — 6080") 5=, = (67 + )

i

(", )8, glay 2, )8 (2 — F)]

Assim, encontraremos

I, = &T—sf;D—ne[r (g) T (%) 7 (%)] / dzs U (23, 1), (3.28)

I = %Z—’;—ng[r (;) r (%) 43T (%) r (g)] [0 " s, (3.29)

Concluimos que a maior contribui¢ao para a agao dard,

2
G _® / At 20 (s, ). (3.30)

mDn®
Vale destacar, que o termo de viscosidade quadrdtica Iy, € o que mais se aproxima do
termo I, com relacao a dependéncia com o parametro 7.
Para o caso de considerarmos a fungéo de correlagao forga-forga na forma (02 +m%)~1,

obtemos que a maior contribuicao vem de I3, o qual tem semelhancas com o termo Iy,

P 1 3
13 == #—_—_ulﬁﬂng']?‘lF (E) r (5) /dmggz(mg,t). (331)

¢2

mDn

escrito como

Assim

~J

4/dtd333\1’2($3,t) (332)

Quando consideramos a fungao de correlagao forca-forga no espago de Fourier propor-
cional a (k2 4+ m?)~3/?, eletuamos as cdlculos diretamente no espago dos momentos, visto
a natureza do operador. No espago de Fourier, podemos escrever a acio na forma

7
167?

S= f td* BT (k) Ta(= O La(F 1), (3.33)
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onde

—~ —3 . i r R 4 ] . k
T(F.) = jé 02 are exD(— F TG, (T 1) (3.34)
+i¢a(?iﬂv t)‘lj)\(?[?J ’ t) - 'Uqba (?:)W t)k)\]‘
Temos considerado §*(x — z') = Ezjg | 4% ¢ F 4T =) Podemos encontrar
¢2
R aTE f Ay U (s, 1) (3.35)

Observamos que os trés modelos considerados trazem dependéncia diferente para a
acao com relagao ao parAmentro 7.

Sabemos que alei de poténcia para o espectro energia F/(k) no “inertial range” | obedece
a proporcionalidade E(k) oc k=5 , e que no “range” de dissipagao, o decaimento iorna-se
E(k) « k™, onde n > g devido aos efeitos de intermiténcia. No trabalho de Farge et al.
[41], airavés da andlise de similagoes numéricas via “wavelets”, encontrou-se uma pequena
quantidade de fluxo coerente retendo quase a totalidade da energia do sistema, enquanto
que uma grande quantidade de fluxo incoerente contmha uma pequena quantidade de
energia. Um fato interessante observado neste trabalho de Farge, € que na escala de
dissipagao, antes que baja a disstpacao de energia, acontece uma transferéncia de energia
do fluxo coerente para o fluxo incoerente proporcional a k2. Motivados pelos resultados
de Farge, acreditamos que a andlise do espectro de energia F dos modelos estudados
aqui, possa nos indicar qual a fungio de correlagao forca-forca que nos leva a explicar
estes resultados muméricos. Devemos partir do fato que ¥ ~ v e o espectro de energia

B ~< 0?2 >,

3.2 Modelagem Estocastica

Neste ponto, usaremos os resultados que chegamos na segao 3.1 para uma hinha de vortex,
e faremos certas consideractes com o objetivo de tornar possivel a stimulacao para dindrica

de um vértice fechado, submetido a perturbagoes infravermelhas.
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Utilizando as equacoes (3.20) e (3.21) para o caso de uma tinica plaqueta, descon-
siderando o termo de viscosidade (v — 0, R, — o0) e considerando =0 , podemos

agora escrever, considerando a funcao de correlacao forca-forca dada pela equagao (3.14)

@2 L
S=— [ ds[(8,%;)% + mZ 0, (3.36)
Td J,
com
Sendo v a velocidade de arraste do fluido, e x,, as flutuagoes da velocidade de cada ponto
do vortice, assim W & responsdvel pelo transporte da linha de vértice. Assim, i = 1,2, 3,
s & a coordenada sobre o vértice, e T o tempo estocastico. Consideramos a condicao de

contorno para o campo ¥; em L (o comprimento total do vértice),
W, (s) = ¥;(s + L). (3.38)
Podemos também escrever o campo ¥;(g) como a transformada,
Ti(s) = > e Uy(k). (3.39)
k

[mmpondo também que

Wi(s) = ¥ (s), (3.40)

teremos
(k) = By (—k), (341)
k= Z%n, (3.42)

sendo n € 7, e a principio —oo < 7 < 0Q.
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Discretizando a acao obtida, e escrevendo o resultado apenas para uma componente

I, teremos

_ 2L f dsz Z (K + m?)e 0 (1) T (k). (3.43)
obtendo a acao
S = %Z[\i(k)[z(k2+m2). (3.44)

A densidade de probabilidade para \i(k) pode ser escrita como

P(T) = Cexp [—%@Z(k)(y + m2)} : (3.45)

Para simplificar a simulagao, podemos aproximar P(\i) por uma distribuicao retan-

gular, fazendo ’\i(k)l < h{k), onde

k) = {q;i (k? ij)] " (3.46)

Logo, escrevemos
—h(k) < (k) < h(k), (3.47)
W(k) = h{k)A, (3.48)

sendo —1 <A< 1l,e AcR.

Calculamos o valor médio quadraitico para ¥;(s), escrevendo
= U (s) = UZT+ Uy + 1h 2 (3.49)
e fazendo agora média quadratica de ¥;(g), teremos
. 3 -
(W2(s)) = (2) + (W3) 4 (W) w3 (W3) = / ds(V(s)).  (3.50)
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Tomando a transformada de Fourier, e usando a simplificacao que leva a equacio (3.48),

temos

(92(s)) = 32h2 (A?) (3.51)
com

(A%) = / A?dA_ = (3.52)
Portanto

(82(9)) = (k) = 3 e k). (3.53)

n L

Usando (3.46) e levando (3.53) para o limite do continuo,

1 (% LTD 1
2 [
(E:(s) =5 [ . W BL o 2’ (3:59)
Resolvendo a integral encontramos
2( 7D
(W; (s ) 552 (3.55)

O que nos deixa aptos para implementar a simulagao numérica.

3.2.1 Simulagoes Numéricas

Utilizando o exposto acima, em conjunto com os procedimentos de simulagao nimerica,
encontramos a cada “loop” temporal da simulacao, 7, valores para ¥(s), e consequente-
mente \ﬂl;(n), sendo este a transformada de Fourier discretizada para o campo ¥(s). Real-
izando isto para todas as coordenadas espaciais de cada ponto do vértice, com os valores de
¥(n), e utilizando também os procedimentos da simulacio auto-induzida [16, 42], temos
como encontrar o deslocamento que cada ponto do vortice sofrerd, em cada intervalo de
tempo 7.

Devido ao “cutoff” ultra-vicleta devemos impor que
-n<n<n (3.56)
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Assim teremos N = 21 + 1, graus de liberdade, o que equivale a termos nosso vértice

composto por N pontos e comprimento total .. Escrevemos

I

A=
N)

(3.57)

onde A, é o passo médio de deslocamento de cada ponto do vértice, o qual deverd ser o
menor possivel, dependendo do tempo de simulacao. Exigiremos que o passo estocédstico

seja muito pequeno. Assim, faremos

D
Tm<<N (3.58)

Como também o passo deterministico, devido a velocidade auto-induzida, deverd satisfazer

a
|| T << A (3.59)

Considerando o “cutofl” ultravioleta,
lv| < E)", (3.60)

surge uma outra condicao para passo estocéstico induzido,

b
]vl T < A (3.61)

o que implica que devemos ter o intervalo de tempo 7, suficientemente pequeno para
satisfazer a equacao (3.61). Exigindo o passo estocdstico muito menor que o passo A,
temos uma outra condicao

% << A= BT << A? (3.62)

- i -
Fixamos na simulacao,

o = 1, (3.63)
L = 1,
m = 1



Escrevemos m = 1 também, porque m = L' (perturbacao infra-vermelha). Usando as

equacoes (3.58) ou (3.62) obtemos também que o tempo estocdstico obedeca a
A2

T S (3.64)

Em nossa simulagao, usamos como vértice inicial um anel circular levemente pertur-
bado, composte por 400 pontos (N = 400), com 72 = 200 (-7 € n € 7), e para satisfazer
as condigoes impostas acima, além das condicoes (3.63), fizemos 7 = 1078,

Com as condigoes definidas acima, simuilamos a dinAmica de nosso vériice, para difer-
entes valores de intensidade da forca estocdstica. Para ) = 0 (simulagao auto-induzida
pura), com um tempo de evolucao do vértice de 800 unidades de tempo, e para D == 0.01,
D =1.0e D = 30.0, o tempo de evolugao do vértice foi de 400 unidades de tempo. Os

resititados obtidos serao mostrados e discutidos a seguir.

3.2.2 Resultados Numéricos

As figuras 3.2, 3.3, 3.4 e 3.5, representam a configuracao final de um vértice, inicialmente
circudar e ligeiramente perturbado, depois de submetidos ao modelo estocdstico desen-
volvido na secio 3.1, para diferentes valores do parametro D. Quando consideramos a
simulacao auto-induzida, o que equivale fazer D = 0, podemos constatar visualmente pela
figura 3.2, a aparéncia de um polimero para a configuragao final de nosso vértice. Mais
a frente, iremos obter para esta configuracao do vértice, uma dimensao fractal igual a
1.69. Sendo este valor, muito préximo da dimensao fractal de um polimero. A figura 3.2,
é resultado de um tempo de evolugao igual a 800 unidades de tempo, porém este vdrtice
fol avaliado também num tempo de 400 unidades de tempo, quando j4 mostrava-se com
uma configuracao semelhantes ao da figura 3.2.

Analisando as configuracoes finais do vértice, para outros trés valores do pardmetro D
(D =0.01, D = 1.0, D = 30.0), através das figuras 3.3, 3.4 e 3.5, podemos constatar uma
grande diferenca no aspecto final dos vértices se comparados a configuracao da figura 3.2.
Diferente da situacao auto-induzida, os vértices apresentam-se bastante emaranhados, nu-

ma forma de novelo, para um tempo de evolugao de 400 unidades de tempo, e apresentam
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Figura 3.2:

uma dimensao fractal que tende para o valor de 2.5, resultado também obtido por Chorin
[19], em seu estudo da dindmica de filamentos de vértices.

Um ponto importante a ser destacado, refere-se a simulagho para D = (.01 (figura
3.3). Pois, mesmo para um pequeno valor do pardmetro D , a configuragao final do vértice
ja revela-se com uma configuracao final e uma dimensao fractal, semelhante aos casos com
D =10e D = 30.0 (figuras 3.4 e 3.5, respectivamente). Isto revela, que uma pequena
perturbacao no fluido, j4 conduz o vértice para uma configuracao final semelhante a que
obtemos, por exemplo, para ) = 30.0.

A simulagao para ) = 30.0, revelou uma dimensao fractal muito préxima de 2.5 (figura
3.5). Fazendo-nos acreditar que, urna forga estocédstica mais intensa, leva o vértice mais
rapidamente a sua configuracao estavel.

As figuras 3.2, 3.3, 3.4 e 3.5, descrevem a distribuigao final dos 400 pontos represen-
tativos do nosso vértice circular. Com esta distribuigao de pontos, poderemos avaliar a

natureza fractal para o qual nosso modelo conduziu o vértice. Faremos isso, avaliando a
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Figura 3.3:

Figura 3.4:
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Figura 3.5:

funciio de estrutura Sg(r), a qual serd escrita como
Sy(r) =< n(r)? > (3.65)

onde n(r), é o mimero de pontos dentro de uma esfera de raio r, e < n(r)? >~ rfl@,
Tracando o gréfico do log(S,(r)) x log(r) para diferentes valores de g, e realizando o
“fitting” linear sobre cada curva obtida, podemos determinar a fungao f(g). Se f(q) for
linear, dizemos que o vértice se distribui como fractal. Iom outro caso, terfamos uma
distribuicao multifractal.

Iremos inicialmente avaliar a fractalidade de nosso modelo para g = 2, e depois,
avaliaremos para outros valores de g (com o objetivo de verificar se a configuracio final
dos vértices corresponde a umn fractal ou multifractal). Na figura 3.6, temos os graficos
de log(Ss(r)) x log(r) para diferentes valores do pardmetro ID. Assim como nas figuras
3.3, 3.4 e 3.5, onde a disposicao final dos vértices sdo muito semelhantes, verificamos pela
figura 3.6, uma grande semelhanca também nas curva do log(S3(r)) x log(r) para alguns

valores de D. Esta semelhanca se traduz na inclinacac do “fitting” linear sobre curvas de
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Figura 3.6:

log(Sa(r)) % log(r), para D = 0.01, 1.0, 30.0 (figuras 3.8, 3.9 e 3.10). Ao mesmo tempo,
podemos perceber também a diferenca de inclinagao em relacio ao caso em que D = 0
(figura 3.7, simulagio auto-induzida).

No intuito de obtermos a dimensao fractal, dim(f), de cada configuracio final do
vértice para diferentes valores de D, e entdo constatarmos se estas diferencas visuais serao
confirmadas na assinatura da dimensao de cada configuracao final do vértice, passemos a
andhise dos resultados munéricos.

A figura 3.7 mostra o “fitting” sobre a curva do gréfico log(Sz(r)) xlog(r) para D = 0.0,
sendo encontrado f(2) = 3.39, o que nos leva a uma dimensao fractal dim(f) = 1.69.
Sendo esta dimensao, muito semelhante a dimensao fractal de um polimero.

A figura 3.6, evidencia que o “fitting” linear nas curvas para D = 0.01, 1.0, 30.0, deve
ter uma inclinacao malor que a da curva para D = 0.0, o que nos levard a wma dimensao
fractal malor também. As figuras 3.8, 3.9 e 3.10, mostram o “fitting” sobre as curvas

dos gréficos log(S,(r)) x log(r) para os demais valores de D analisados (D = 0.01, 1.0,
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30.0). Para estes trés valores de D, encontramos f(2) tendendo para um valor igual a 5,
o que nos leva a uma dimengao fractal tendendo para 2.5, sendo esta a dimencao fractal
encontra por Chorin [16], em seu modelo de filamentos de vértices, como jé comentado..

Como exemplo, apresentaremos agora, a andlise da fractalidade da configuracao final
dos vértices com o pardmetro ) = 0 e D = 30.0, considerando diferentes valores de g.
Nosso objetivo é verificarmos se modelo apresentado na secao 3.1, leva os vértices a uma
distribuigao fractal ou multi-fractal. A figura 3.11 mostra a curva log(S,(r)) x log(r) para
quatro diferentes valores de ¢ (¢ = 1, 2, 4, 8), considerando a situagao auto-induzida
(D = 0). J4 afigura 3.12, mostra as curvas log(S,(r)) x log(r), para os mesmos valores de
g anteriormente escritos, com D = 30.0. Ou seja, o vértice agora serd submetido a uma

intensa forga estocdstica.
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Figura 3.10:
D =00 D = 30.0
qg=1, f(1) 1.6957 2.4938
g=2, f(2) 3.3890 4.9872
=4, f(4) 6.7809 9.9708

g=28, f(8) 135610 19.8803
g =14, f(14) 23.7260 34.2650

Tabela 3.1

Procurando agora, o melhor “fitting” linear sobre cada curva obtida, podemos deter-
minar que o tipo de fungéo é f(g). Para as duas situaces exemplificadas (D = 0.0 ¢
D = 30.0), montamos a Tabela 3.1, com a qual podemos fazer os gréficos mostrados nas
figuras 3.13 e 3.14. Estes gréaficos mostram que a funcao f(g) é linear. Confirmando assim
o carater fractal do modelo apresentado.

Podemos constatar ainda, que para D = 0.01 e D = 1.0, a natureza dos vértices
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também ¢é equivalente ao modelo fractal. FEsta é uma caracteristica do modelo fisico

desenvolvido.



Capitulo 4

Magnetohidrodinidmica Estocastica

A velocidade nao ¢ o uinico objeto de estudo a ser considerado em um fluido, nem é o inico
que pode ter a propriedade de variar ponto a ponto. Podemos ter, por exemplo, a variacao
de densidade em diferentes pontos do fluido. Este fluido também pode ser um condutor e
carregar umna corrente elétrica de densidade 7, a qual varia de ponto a ponto em magnitude
e direcao. Podemos ter também campo magnético, e ainda temperatura. Assim, o niimero
de campos necessarios para descrever o estado completo de nm fluido, dependera do grau
de complexidade do problema. Existem fendmenos interessantes quando consideramos
fluxo de cargas elétricas e campos magnéticos como partes dominantes no comportamento
do fluido, formando o assunto principal da magnetohidrodindmica.

Neste capitulo analisamos o problema da turbuléncia em magnetohidrodindmica, visto
o pouco entendimento deste problema, ¢ em face do expressivo volume de dados vindos de
observagoes astrofisicas, como “sunspots” e o efeito dinamo [37]. Mais especificamente, es-
tudaremos a estatistica da vorticidade dos campos de velocidade e magnético nos regimes
laminar e turbulento por meio do formalismo de Martin-Siggia-Rose {MSR) [26] e o méto-
do de ponto-de-sela, o que nos levara a contribuigoes para o comportamento da cauda da
Funcao Distribuigao de Probabilidade (PDF'), evidenciando um cardter intermitente.

Na primeira secao deste capitulo, mostraremos os elementos bdsicos do formalismo, e

definimos as equacoes de um fluido estocdstico em termos das varidvels de Flsasser [38)



(contribuigoes lineares da velocidade e do campo magnético), com as quais a acao de MSR
e as correspondentes equacoes de ponto-de-sela sao escritas. Na segao seguinte introduzi-
mos de forma objetiva a técnica de instantons, onde discutimos o problema das flutuagoes
das equagdes da magnetohidrodindmica no limite viscoso, comprovando que neste caso
a vorticidade & governada por uma estatistica gaussiana exata. Na terceira secao con-
sideramos o limite em que a viscosidade desaparece, trabalhando entao com némeros de
Reynolds grandes, quando o processo turbulento comanda a evolugao do fluido. Neste
caso, a aplicacio direta do método de ponto-de-sela nao é apropriada, como pode ser
visto por um simples argumento dimensional [18, 17]. Para superarmos este problema,
provocaremos a quebra da integral de trajetéria, em termos de graus de liberdade répidos
e lentos, sendo esta caracterizacao a base fisica do método empregado. Obtemos uma re-
gra de soma, para a estatistica da vorticidade do campo 2. Encontramos uma expressao
assintGtica para a cauda da PDFs da vorticidade, levando ao decaimento algébrico 1 /w?
(sendo a mesma para a vorticidade dos campos de velocidade e magnético). Este resultado
indica a existéncia de fortes efeitos de intermiténcia na turbuléncia magnetohidrodinémi-

Ca.

4.1 Equacoes Basicas da Magnetohidrodinidmica e For-
malismo de Instantons

Trabalhamos com um flufdo tridimensional, o qual serd descrito pelos campos de veloci-
dade e magnético , v,{%,t) and b,(Z, 1), os quais consideramos serem submetidos a for¢as
estocésticas de larga escala. Faremos uma escolha em que os campos de velocidade e
maghético tenham a mesma unidade, e entao poderemos escrever as equagoes da magne-
tohidrodindmica para os campos de velocidade e magnético, em termos das varidveis de

Elsasser [38] como

2E = (vg £ by ). (4.1)
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Assim, escrevemos as equagtes de Navier-Stokes para a magnetohidrodinimica,

Ohzy + 2F0pzy = —0o P + v, 2E + v T + fF

7

Dzt =0, (4.2)

onde v+ = (v +w)/2 sdo pardmetros de viscosidade, responsaveis por efeitos dissipativos,
e fozi = (f4 £ go) sdo forcas externas aleatérias, as quais obedecem uma estatistica gaus-
siana, definidas através das fungoes de correlagoes abaixo (4.3). Temos que f, e v, sio
respectivamente, a forga aleatéria e a viscosidade usual, associada ao campo de veloci-
dade, assim como g, € v, representam a forca aleaténia e uma viscosidade associada ao

campo magnético

< fE(E D) >=< [2(@)fFE 1) >=0, (4.3)
< [E@EOFE ) >=20(t - ) DD(E - ) £ DE(E - 7)) =

5(t — )DL, (7 — #)

?

Ccom

DJE—7) = < ful@ )fa(&,1) >=< ga(F, 1)gs(@, V) >= (4.4)
Dyexp (%~ &P /1) bag

DOz~ &) = < ful@ )gs(&,t) >= Dyexp (—|& — &/ L¥) bup .

Acima, L and Ly sdo comprimentos de escala onde o mecanismo de injegao de energia
acontece, ¢ p > 0 parametriza o decaimento exponencial da funcio de correlacao forca-
forca.

E importante determinar funcionais dos campos de velocidade e magnético que possam
trazer mformacoes sobre a natureza intermitente da cauda da fungao de distribuicdo de
probabilidade. Uma boa escolha, como discutide na mmtrodugao, é a vorticidade dos

campos Zt, como escrito abaixo,

TE =V x 7 (4.5)



No contexto da circulacao, escrevemos

= jﬁ 7+ dF. (4.6)

A integral & calculada no instante de tempo ¢ = 0, e assumimos que a evolugao do fluido
tenha sido iniciada em t = —occ. O contorno de integracao ¢ escolhido é uma circunferéncia
2 +y* = R?, com a coordenada z = 0, orientado no sentido anti-horario. Pelo teorema de
stokes, também podemos escrever o médulo da vorticidade para as varidveis de Elsasser,

em termos da circulagao como
wt = -——.1 r+ (4.7)
wR?"

no limite em que A — (. Temos entao que R é um comprimento contido na faixa
dissipativa. Assim, podemos ter em mente que a PDI' da variavel vorticidade pode ser

definida como
pwt,w) = (5—;)2 /—':d)\+ /:: dX” exp(iXTw® +id"w)Z(AT, A7), (4.8)
Com o funcional caracteristico
Z(AH, A7) = (exp[—idtwT —ix"w)). (4.9)

Consideraremos aqui o mapeamento analitico A% — ix%, assim no limite de grandes A*
o funcional caracteristico evidenciara as contribuicoes para grandes flutuagoes da vortici-
dade.

Estudaremos a equacao diferencial estocdstica (4.2) numa formulacao de teoria de
campos, utilizando-se do formalismo de MSR. [26] (discutido no segundo capitulo desta

tese), o qual nos permite escrever a seguinte expressao para a mtegral de trajetéria

ZEXNT iAT) = / DiEDZADPEDQ* exp(—9), (4.10)
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onde a acao de MSR sera
sﬁ.quﬁmgwg+@%4mhwgng-
+8uPY) + 25 (825 + 2} Opzy — v4 8727 — v 072 +0.P7)
+QF 0oz + Q  Ouzy |
1 g Y - (o
+5 I/dtd?’xd:"x 2 (&, t) DS (8 — o) 25 ()

1
+5 / dtd®gd>c’ 27 (F,6) D5 (£ — )25 (T, 1) — Nwh — A w™

O papel dos campos P* e Q% & somente o de implementar os vinculos 8,25 = 8,

2o

(4.11)

i:

(vinculos de incompressibilidade e auséncia de monopélos magnéticos, respectivamente),

para que os mesmos sejam considerados no calculo das equagoes de ponto de sela. Con-

sideramos a simplificacdo do Jacobiano unitdrio [32] na equagio (4.10), como j& discutido

no segundo capitulo desta tese.

Com o intuito de estudarmos configuracoes especificas do fluido no Iimite de grandes

At e X, podemos, a partir da equagao (4.11), calcular as derivadas funcionais com

relacao a cada campo considerado. Obtemos entao as equagdes de ponto-de-sela

dzy = 0,

aazAé:: == 0:

R 6wt
BT — 25095t + 520p2T + 55 0azf + vy 075 + v 07T + 0,QF = —iNT GE
CcO1n
5].—‘:1: ﬂ:g
e = ESﬁaE‘S(Tl — R)86(2)6(t),

onde r) = (z? +y*)Y2.
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Nosso trabalho, a partir de agora, serd analisar situagoes limites para o escoamento
do fluido. Resolveremos inicialmente as equagoes de ponto de scla (4.13) e (4.14) para
o caso de nimeros de Reynolds pequenos, e chegaremos a uma distribuicao Gaussiana
para a PDF da vorticidade do campo 2z, evidenciando um escoamento laminar. Na
situagao em que consideramos numeros de Reynolds grandes, no regime completamente
turbulento, existem dificuldades bem conhecidas na resolugao das equagoes de ponto-de-
sela usando diretamente o formalismo de instantons, que serao superadas usando o método
desenvolvido na ref. [17], onde graus de liberdade lentos e rdpidos sio separados na
integracao funcional. Com este procedimento chegaremos a wm decaimento proporcional

a |w|™?, para a cauda da PDF da vorticidade.

4.2 Limite Viscoso

No limite viscoso, 0s termos de conveccao nao sao desconsiderados na equacao de fluidos,
¢ os termos de viscosidade prevalecem. Faremos p = 1 em (4.4), como um exemplo
instrutivo, onde a PDF podera ser encontrada exatamente. As equagoes de ponto-de-sela

(4.13) e (4.14) podem agora ser reescritas por

Qo b v, Bt — v 2T = / P D (|7 — FEEE 1),
P 25+ 2 3wt
O3 v v 8°25 v 82 = —id s (4.16)

Usando as equacoes (4.11) e (4.16), é possivel escrever a agao de ponto-de-sela na forma

simples
S(A, Ab) = — M — )\bwb, (4.17)
onde usamos At = (A & X)/2, e a definicio abaixo para as vorticidades,

T = VX7, (4.18)

u{x-fb = ng
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E também necessério definir os campos auxiliares 9, e b,
= (B, £ bo)/2. (4.19)

Precisamos, a partir de agora, encontrar solugoes para os campos de velocidade e mag-
nético, para a coordenada z = 0 e £ = 0. Escreveremos v,(Z1, 0) e b,(Z:,0), onde ) éo
# perpendicular, o qual substituiremos na equagao (4.17).

Podemos reescrever as equacoes (4.16) como o conjunto de equagdes diferenciais acopladas,

(O —vPYe = i / &7 D1 - # )il 1) (4.20)
~i [ @D~ 2 Dho(a)
By + vD)io = —z’)\ewa?é(rl — R)6(2)(1),
L
(8 — &by = —i f P7 D)7 — 7 ))bs(, 1)

~i [ @7 D - (1),
(Bt + ub82)5a = *’iAbég'@Q?(S(T‘J_ — R)(S(Z)é(t),
1

Aplicando (8; + v9?) sobre a primeira equacgao listada em (4.20) e usando também as

equacoes para ¥, € b,, teremos

[02 — 2(0) v (7, 1) = —Fa(Z,1), (4.21)
onde
R 1) = A [ €07 D17 3 eans 2100 - RIS
- %)Ab '/d?’ngpmf‘ i’|)€3vﬁ%5(ﬂ — R)
X6(2')6(t) = D—K\éﬂﬁeggaxﬁg exp(—%’;) + (4.22)
g:: 1:., ?; DQAE?RZ eapaTp exp(— %)- (4.23)

No espaco de Fourier, a equacao (4.22) torna-se
(€ + kYK, €) = Fu(k). (4.24)
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Obtemos, assim,

. 1 L explik-&+ict) | FO(R)  iE— vk - -
o{E,t) = (== 3/d3kd - — (& 4.2
U, ( ) (QTT) E £2+V2k4 k2 +(‘££—1}{,k2) o ( ) b ( 5)
com
AP Dy At R2 2772
(k) = —if3ﬂakﬁ—ﬁiﬂ eXP(—Lf ),
o Dot B2 1252
Fég)(k) -_-““iﬁzﬁakﬁ“‘z—b;— exp(— Z )- (4.26)

Neste ponto estamos interessados em conhecer v, (%, , 0}, assim segue-se da equacao (4.25),

L 1 | FE&P%)  FP®%)
«(F1,0)= [ &° iy )= | — - 4.
0o@1,0) = [ dKexplify-a1)og | 7 T (4.27)
Substituindo (4.26) em (4.27), encontramos
R ’JTR2 DlA DzAb
0) = . .
’Ua(ZEJ_, ) 3 (: o + (I/ n Vb)] €30.23 (4 28)
De forma andloga, podemos encontrar,
'/TR2 D]Ab D2/\b
bo(FL,0) = X 4,
o(71,0) 5 [ IR R €360T6 (4.29)
De (4.17), (4.28) e (4.29), obtemos a agao de ponto-de-sela
S(A, Ap) = _/\2"?1 = Aoy — A7 (4.30)
onde
204 Dy B3 AD 2 4
gy = 2L _ Dok _ DR (4.31)

LYY 2 Mg = 31/b ' M3 = 3(L’—|— Vb)-
Fazendo agora A — —i) e A, — i, para recuperar a defini¢io original destes pardmet-

ros, temos
Z (A, N) o exp(— A%y — Aing — Adn). (4.32)

Usando as definigoes para a vorticidades dos campos de velocidade e magnético da equacao
(4.18), nos obtemos, da equacao (4.9), a PDF Gaussiana como esperado, pois estamos

trabalhando com um fluido nao turbulento, para mimeros de Reynolds pequenos.

2 2
)%exp [_ Mw™  ThWwp | TWwy (4.33)

p(F: Fb) = (

1
A2 AC AC i |’
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com a condicao

2

C ="M — %g > 0. (4.34)

Esta condicao pode ser reescrita como

v Vy 2D2
1/Vbﬂfy> D (4.35)

Segue-se das (4.3) e (4.4) que a desigualdade acima é sempre satisfeita (de fato, Dy > D,
quando o lado esquerdo da (4.35) é maior que 2). Se considerarmos aqui, Dy = 0, o qual
da n; — 0, encontramos a PDY' para a vorticidade

1

P T) = (47r2771772

)7 exp {——“12— — “’—g] : (4.36)

4.3 Nimeros de Reynolds Grandes

Para mimero de Reynolds grandes, consideramos v, v, — 0, quando esperamos obter,
efeitos de intermiténcia atuando na estatistica do fluido. Consideramos que o raio If do
contorno ¢ é muito menor que Ly and Ly ( escalas onde a energia ¢ injetada po sistema).

Nossa grande dificuldade aqui, quando trabalharemos com a viscosidade tendendo
a zero, serd um resultado “no-go” [18]. A agdo de ponto-de-sela calculada da solugao
da equagao (4.14) dependerd necessariamente de A* de uma forma incompativel com
a simetria de paridade. Analisando as equagoes de ponto-de-sela, veremos que estas sao
invariantes sob um conjunto de transformacoes de escala [17, 18], o que implica que a agio
de ponto-de-sela tem forma geral S ~ M2 para A* = X e v — 0. Esta dependéncia
sob A & a mesma encontrada em turbuléncia de Burgers para a estatistica de diferengas de
velocidade {48, 27]. Na ref. [17], encontramos procedimento para solucao deste problema
, onde se coloca wm recurso alternativo da formmulacac de integral de trajetéma de MSR.

Abordaremos agora a definicao alternativa ac método de ponto-de-sela, que serd aphca-
do para o caso em que trabalhamos com mimero de Reynolds grandes. Tem sido sugerido

através de experimentos numéricos de turbuléncia [9] que o “strain tensor” nao flutua
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fortemente como a vorticidade. Caracterizaremos a simetria e anti-simetria dos graus
de liberdade como variaveis de flutuagoes lentas e rapidas, respectivamente. Nos permi-
tiremos considerar agora expressoes lineares para os campos 221, os quais serdo escritos

CcCOmo
ZH(E, 1) = 0%, (D)2, (4.37)

com as derivadas do tensor velocidade satisfazendo a Y. o%f = 0, devido as vinculos
de incompressibilidade ¢ a auséncia de monopdlos magnéticos. Consideramos também a

forma quadratica para os campos de pressao P*,
Pt = AZ ramp. (4.38)

Assim, o termo de gradiente 8, PF seré cancelado exatamente nas equagoes (4.14). Pode-
mos entao reescrever as equagoes (4.14), e ficarmos com as equagoes da evolugao temporal

da parte anti-simétrica de U:ﬁ

) f d* 0, D, (18125 (Z, 1), (4.39)
onde definimos
ot = oty tok) ok = lok, - ok,
Bho, Dy 120) = 5 (2 D (7)) — 8D (121). (140

Segue-se da ref. [17] que podemos definir a integral de trajetéria de MSR pelo funcional

caracteristico
ZENY i) = f Do** f D3 DA DPEDQ DQF exp(—5), (4.41)
com ¢ = o(z,y,t) e a agdo
§ = - % f dzdydtQ? (5,9, 1) - 100z} oo+ Opz oo — 20745(w, 9, )]
- f dadydtQy (5, 5, 1) - 05 im0 + Ozl — 205, 0, 1)), (4.42)
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Esta forma funcional (4.41) & obtida impondo,

{ = / Dot*DO* exp(S — &), (1.43)

no integrando da (4.10) (Z(zA*,iA7) = [ Dz*DzADPEDQ* exp(—S)). A ordem da
infegracao é frocada, para escrever a infegral sobre crgf; como a ltima a ser feita. Esta
passagem matemdtica é motivada pelo fato que a taxa “strain tensor”, o%2, faz o papel
do “background” quase estdtico para as futuagoes de vorticidade.

A partir deste ponto, retomamos a idéia central de aplicar o método de ponto-de-
sela, Faremos isto para a acio S, tratando 0’:; como campo fixo externo. A equacao de

ponto-de-sela para 7%, na (4.14), passa agora para

iy — 25 0azF + 20ty + 250p27 + v 05y
Sw*
+

FU_ BT + 8.QF + 85(8(2)Q%,) +iA 5E 0, (4.44)

Fxastem amda duas equacgoes adicionais, associadas as variagoes dos campos @jﬁ,
Bazg |zm0 + 092y 0 — 20,3(2,9,) = 0. (4.45)

Para procurar solucoes das equagoes de ponto-de-sela (4.14), percebemos que ela sao

invariantes sob rotacoes em torno do eixo z. A forma mais geral de um tensor com simetria

axial é
a*(t) x*(t) 0
ot () = | —%(t) a*(t) 0 : (4.46)
0 0 —2a*(1)
Pela expressao o5 = Loz, + 05,), somos levados a substituir oo pelos campos a* (t)

da expressao (4.46), assim trabalbaremos com a representacao das Hutuagoes lentas dos

campos z+. Esta aproximacao significa fazer

f Doy — f Da*(t), (4.47)
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na integral de trajetéria {4.41). Se formos capazes de integrar a expressao exatamente
para Z(\*), mantendo a*(t) fixo, a PDF da circulagio seré escrita como

plw®) = [Daif)[ai]p[wi]ai], (4.48)
Onde plat] é a fungao densidade de probabilidade para fixar a parte simétrica definida
por a*(t), e plw*jat] ¢ o PDF condicional para se obter w*, num “background” dado
por a* ().

Nosso objetivo final em termos de cdlculos, é encontrar a solugdo para os campos
xE(t), que carregam informacoes sobre as flutuagoes rédpidas do campos z¥(Z, t), para em
seguida, encontrar a equagao de ponto de sela S e obter o comportamento estatistico da
vorticidade.

Usando (4.15), (4.37), (4.46), e fazendo o limite em que a viscosidade vai para zero,

v — 0, nos podemos escrever (4.44) como
Bz — oF 5T + 0% 1,0p8 + 0.QF + 85(6(2)Q25,) =
= iNbegas—L8(rL — R)S(2)8(2). (4.49)
L

Temos agora um conjunto completo de equagoes acopladas dadas pela equagoes (4.39) e
(4.49). Uma observacio crucial é que o termo de viscosidade na (4.44) tem sinal oposto,
se comparado com os que aparecem nas equagoes de fluidos usuais. Impomos, portanto,

que 2¥ =0, para t > 0. Desta forma, (4.49) nos d4 a condicao de borda
22(%,07) = i,\iegﬁafﬂ(sm — R)8(2). (4.50)
L

Faremos também 2% (#,4) — 0 com t — —o0. A equacao (4.49) para 2 (Z,t) pode ser

resolvido através “ansatz”

oo

FE(F, 1) = eapampb(2) 3 ()16 (rL — R), (4.51)

n=0
onde §(r, — R) = d™6(r, — R)/dr". O problema de encontrar 3% ¢ levado agora para
o céleulo de cE(t). A condicao de borda (4.50) torna-se
cg(07) = iNE,
g (07)=0,(n>0) (4.52)

T
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Nos encontramos, substituindo (4.51) em (4.49),

%C’n =[A— (24 n)B|C, — BC,_4, (4.53)
com C_;=0e
an=| O O gy O O
at(t)y 0 0 a*(t)
Cn(t) = el (1454

¢ (t)

Portanto, nés escrevemos () = 0, e

e o]

Q*(ri, 1) = —2¢*(6) Y_ & (b) /0” decms®(e - R). (4.55)

n=0
Uma solugao exata para C,(t) pode ser encontrada no caso onde [A, B] = 0. Matrizes A

e B comutam somente se a” (1) = a”(t) = a(l), o que significa que

Oubs + dsb, =0 |

a;vg + 3ﬁ’l)a = 2(1(‘5) . (6aﬁ — 363a(533). (4.56)

Pela equacao (4.56), com as Hlutuages implementadas, observamos que a taxa de variacao
do campo magnético é nula. Até mesmo pela necessidade de viabilidade do célculo, somos
compelidos a estudar a PDF condicional das variaveis de circulagao numa configuracao de
fluxo onde (4.56) é verificada. Esta restricio nao é tao severa, pois ainda seremos capazes
de encontrar predi¢oes bem definidas paras flutuagoes de mtermiténcia das circulagoes
dos campos de velocidade e magnética.
A solugio exata da (4.53) é dada por
ol = e 09 (o= n )" (w5)

!
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onde

A série infinita (4.51) pode ser somada de forma exata para os campos, em termos de 7,

e b,. Lembrando que 35 = (9, + b,)/2, temos
bo(,t) = megﬁa?ﬁa(m — Relo#a())5(z),
AL
bo(Z,t) = z')\be:w,gafée_”ff dalt)§(r, — ReloWatNg(z). (4.59)
s

Para encontrar a agao de ponto-de-sela S, & necessario fixar x*(t). Usando (4.46),

escrevemos as equacoes. (4.39) como

d ~ sk
Gt a4 x0) = =i [ a0, D4, (aDzHE ) (460)

Substituindo as solugoes para 2Z(Z,t) na (4.60), obtemos, para t < 0,

%x +alxt 4+ x7) = [f + e 2N fo dald), (4.61)
onde
D D
+ 2 ~1 o, M2
I = —2npR*A (LQP + sz)
D D
1 2

A idéia agora é considerar os efeitos de configuragoes independentes do tempo, a(t) = a.
Portanto, reescreveremos a integral de trajetéria dos campos arbitrdrios a(t) por uma
integracio ordindria em a, faremos x*(t) — 0, para t — —00, 0 que ocorre somente se

a > 0 e p > 1. Iinplementando estas condigoes, obtemos

2P+ 1) I (2p— 1) =15
X () = dap(p + 1) expl2pat] + dap(p—1)

A acao de ponto-de-sela pode ser escrita agora como

exp[2(p — 1)at]. (4.63)

5O = —w/ dt/d?’:vd‘"’“" (&, t)Dly(& — )20 (7, 1)
) Doy (@ — )55 (7, 1)] — Nw* — Ao (4.64)
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Usando (4.59) e (4.61), podemos calcular a forma quadratica de A e A, para a agao S©.
Com a ajuda da notagéo introduzida na analise do limite viscoso, (4.30) (S(A X)) =
=Xy — X7, — Adwilg), temos

_ Dipfip) _ Dipfip) _ 2Dsf(p)
= pr(p+1), My = pr@— 1y M3 = — L‘gp : (4.65)

onde, em termos de fungoes gamma,

_ w2RAHD T'(2p+1)
o= T e | (4.66)

Exigimos que a acao de ponto-desela 5O geja positiva definida (depois do mapeamento
analitico A= — iA¥), o que implica em f(p) > 0, isto & p < 2, e ainda que p > 1. Assim,
nosso formalismo é indicado para uma teoria nao-viscosa onde 1 < p < 2 (o que acontece

em particular para Dy = 0). Porém, a condi¢io abaixo também for satisfeita

(4.67)

I interessante observar que 7, diverge para p — 1, assim, a PDF da vorticidade
torna-se mais larga neste limite. Fste fato pode ser interpretado fisicamente como devido
a um desaclopamento progressivo dos campos magnéticos e de velocidade para p unitério,
numa realizacao de fluxo onde o campo magnético desaparece. O campo de velocidade se
comportard, do mesmo modo que na turbuléncia hidrodinAmica pura, embora a circulacao
magnética torne-se fortemente difusa, sob a acao de forgas estocdsticas externas.

Utilizando as definigoes de n’s em (4.65), a PDF condicional para as varidveis de
circulacao, p{w,wsla), podemos obter uma expressao de forma semelhante a definida em

(4.33).
plw,wyla) ~ exp [fnzwz — Wy + gewy] . (4.68)

No qual, pela dependéncia de f(p), temos

2 2
plw,wsla) ~exp | —— — Yo g T (4.69)
a a a



Obtemos agora, relembrando (4.48) (p(w®) = [ Da*plat]p|w®|a*]), a PDF da vorticidade

COmMo

plw, wp) = Aw dap(a)p(w, wp|a). (4.70)

Esta & uma regra de soma assint6tica para grandes valores de w ou wy,.
Supondo que a fungao desconhecida p(a) tenha um limite finito para a — 0, somos

levados assim, a um decaimento algébrico da cauda da PDF

D D 9 -3/2
5 L A— % P2 —%wwb ; (4.71)
1y (P*l) L (P+1) Ly

p(wv wb) ~

um resultado que sinaliza a natureza intermitente das flutuagoes da vorticidade em tur-
buléncia magnetohidrodinidmica. Em particular, podemos obter da (4.71) a cauda da

PDF para a vorticidade magnética como

plws) = /dwp(wa wy) ~ Jws| 7" (4.72)

Um comportamento andlogo segue-se para a PDF da vorticidade da velocidade.

o) = [ donpli,n) ~ ol 2 (4.73)

Com maior probabilidade o sistema magnetohidrodinimico ocupa estados onde, por
exemplo, o campo magnético é pequeno, o que nos permite conjecturar, que os resultados
(4.72) € (4.73) sejam resultados gerais, vélidos além de uma selecao especifica de ensembles
num regime completamente turbulento. It importante mencionar que céleulos similares
para o caso puro de turbuléncia, revela flutuagoes de menor intermiténcia para a cauda
da PDF da vorticidade p(w) ~ |w|™3. Nao temos uma explicagao, pelo fato de termos
encontrado um decaimento algébrico da PDFs, no limite de grandes A%, mais suave que

o encontrado em outros trabalhos.



Capitulo 5

CONCLUSOES

O bom entendimento do fendmeno da turbuléncia nao pode ser considerado como um
empreendimento trivial, porém a grande gama de ferramentas disponiveis (experimentais,
computacionais e tedricas) tem levado a um melhor conhecimento do fenémeno, trazendo
grandes expectativas para maiores avancos. Nesta tese seguimos a linha de analisarmos a
turbuléncia como sendo gerada pela din4dmica de vértices, e particularmente, nos interes-
samos por trés pontos :

- Analisar a evolugdo caética de um tubo de vorticidade;

- Quantificar a fractalidade de uma linha de vértice através de simulacoes numéricas;

- Estudar a fungao distribuicao de probabilidade da vorticidade em magnetohidrod-
IAmica.

Desenvolvemos i modelo dindmico para descrever um fluido em regime turbulento
com mimero de Reynolds grande, € estudamos como se comporta a agao quando con-
sideramos um tubo de vorticidade submetido a diversas formas de funcao de correlagao
forca-forca. Acreditamos que diferentes formas de funcio de correlagao for¢a-forca, pos-
sam nos levar & resultados fisicos diferentes, possivelmente incluindo algum modelo que
descreva resultados numéricos € experimentais. No contexto de “wavelets”, ja se observa
que na escala de dissipacgdo, antes que haja a dissipagac de energla, acontece uma trans-

feréncia de energia do fluxo coerente para o fluxo incoerente proporcional a k. No que diz
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respeito a resultados numeéricos, quando estamos interessados no aspectos da fractalidade
de uma linha de vértice fechada, esta mesma teoria descrita acima, mostrou-se satisfatéria
para reproduzir resultados de modelos cinématicos descritos na hiteratura.

No capitulo 4 desta tese, estudamos a Funcio Distribuicdo de Probabilidade (PDF)
da vorticidade, no contexto da magnetohidrodinimica estocdstica. Para o caso do limite
Vviscoso, encontramos uma forma gaussiana para a PDF da vorticidade. No limite nao-
viscoso, consideramos o tensor Bazg 4 O3z como um background quase estdtico, com o
intuito de contornar o problema dimensional dos vinculos impostos na agao de ponto-de-
sela no formalismo original de integral de trajetéria. Como resultado final para o caso
nao-viscoso, obtivemnos uma regra de soma para a estatistica das varidveis de vorticidade
e prediches quantitativas para o decaimento algébrico da cauda da PDF.

Como resultados principais podemos destacar:

- Propusemos o modelo de plaqueta via técnica funcional de Martin-Siggia-Rose, e o
aplicamos a uma linha de vértice. Em seguida consideramos um tubo de vorticidade de
raio da segio transversal 7, na escala de dissipagdo, e analisamos o comportamento da
acao para funcdes de correlagio forca-forga proporcional a £7". Encontramos que para
n =2 3e4d, aacio se comporta respectivamente a S ~ nl‘“ %, %(f dtdz; U2(xa,t)),
onde ¥, = x, — v, & 0 campo responsdvel pela evolucio do tubo de vorticidade. ISstes
resultados nos torna aptos a estudar o espectro de energia para cada teora considerada;

- Considerando uma linha de vértice fechado, observado numa simulagao numérica
auto-induzida, encontramos uma dimensao fractal de 1.69 (valor muito préximo da di-
mensio fractal de wm polimero). J4 quando simulamos o vértice submetido a0 modelo de
plaquetas com uma fungéo de correlacio for¢aforga proporcional a (k? + m?)™! encon-
tramos uma dimensio fractal tendendo para 2.5 (valor também encontrado utilizando-se
de modelos cinématicos), mesmo para forcas estocdstica de pequena intensidade.

- Na anélise da magnetohidrodinimica, obtivemos uma regra de soma para estatistica
da vorticidade do campo zF e encontramos um decaimento para a cauda da PDF da

vorticidade magnética como p(w,) ~ |ws| 72, € um comportamento andlogo para a cauda
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da PDF da vorticidade da velocidade, p(w) ~ jw| ™2, evidenciando uma forte intermiténcia.

Como perspectivas imediatas vindas desta tese, podemos destacar:

- Fstudar como se comporta o espectro de energia para os trés modelos estudados no
Capitulo 3, verificando a validade do modelo e para qual funcao de correlagao forga-forca
conseguimos reproduzir resultados numéricos e experimentais;

- Estudar a fractalidade, quando simulamos a evolugao de uma linha de vértice fechada
regida pelo modelo fisico desenvolvido nesta tese, considerando fungoes de correlacao
forca-forca proporcionais a (k2 +m?)~% e (k* + m?)~%%;

- Aplicar o modelo dinmico desenvolvido nesta tese, para simular a evolugao de
filamentos de vértice;

- Analisar a magnetohidrodinémica considerando flutuagoes do campo z* em torno
das solucoes das equacoes de ponto-de-sela;

- Estudar o efeito da quebra de paridade no modelo de magnetohidrodindmica desen-
volvido nesta tese.

A equacio de Navier-Stokes, talvez seja a ferramenta mais empregada para o estudo da
turbuléncia, tanto sob o aspecto teérico, quanto computacional. Muito dos modelos fisicos
desenvolvidos empregando as técnicas funcionais, por exemplo, partem destas equagoes,
e estes modelos podem ser empregados na implementacao de algoritmos que simulam
numericamente a evolucio de objetos fisicos, como por exemplo uma linha de vértice
fechada. Uma outra possibilidade ainda, é a solugao numérica destas equagoes sob as
mais diversas possibilidades de fungoes de correlacio forca-forga. No entanto, é a teona
de Kolmogorov (K41), apesar de nao prever os fenémenos de intermiténcia, que nos leva
a resultados notdveis quando comparados com dados experimentais.

Visto a grande dificuldade de solugdo analitica das equacoes de Navier-Stokes ¢ a
constatacao de que a teoria de Kolmogorov jd est4 bem estabelecida, fica como um grande
caminho a ser seguido, a busca por modelos fisicos e a aplicagao de técnicas de simulagao
numérica para um maior entendimento do fenémeno da turbuléncia.

Podemos colocar também como perspectivas, a possivel interacio com grupos experi-
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mentais, e entdo caminhar para um trabalho que possa integrar teoria, andlise computa-

cional e experimental.
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Capitulo 6

APENDICE A

Vejamos um exemplo simples para ilustrar o cdlculo do Jacobiano de uma transformagao.
Iremos calcular o Jacobiano para o caso da turbuléncia Burgers (141 dimensoes).

Iniciaremos com a defini¢ao:

Considere a igualdade abaixo,

[dss@)f@) = [ dna@sies) (o), (6.2

onde J(x) é chamado Jacobiano da tranformacao. Qual deve ser o Jacobiano, para que
essa 1gualdade seja satisfeita?

Considere a integral abaixo, fazendo ax — &/, teremos

[asstan)s@ =3 [ars@s) = 2r0) (63)

a a a

Assim, comparando as equagoes (6.1), (6.2) e 6.3, podemos dizer que
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o que equivale fazer 6(x) — ab(ax), ou ainda J(x) = a. Iremos assumir agora que para

duas varidvels de integracao teremos,

[ syt @)6) 1)1 () = [ dady (@,9)6az)5(@) 1) ), (6.5)
onde J(z,y) = ab, para satisfazer a igualdade. Poderemos escrever entiio que
J(z,y) = det Mo, (z,y) (6.6)
;
Man(@,y) = & 5(1) 1. (6.7)
0 o 0 b

Generalizando o exposto acima, para as equacoes de Navier-Stoke, podemos escrever que

&
Map(2,9) = 5[0 Tt By = v 00— Thap ), (6.8)

onde podemos encontrar

Ma,(z,y) = 6aub(z—y)8,6(0 — 1) + (6.9)
ILp6,,8° (2 — y)6(t — ') Bovg +
Il 5060y 8,8 (x — y)6(t — t') — v8?8* (x — y)6(t — t').
Se considerarmos o problema da turbuléncia Burgers (turbuléncia em (1 + 1) dimen-
soes), ficaremos com uma matriz diagonal 2 X 2, e voltaremos ao exemplo simples da (6.5),

para a qual temos J(x,y) = det M,,(x,y) = ab. Considere os campos anticomutantes de

Grassmann ¢, ¢y, €1 € Gy com as propriedades gerais

=0, /dc=Oe /dcc:l, (6.10)

/dE]dCIdCZdEZ QXP(EQMQFC#), (611)

e a integral

com

CaMopc, = dtrcy + bTpes. (6.12)
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Expandindo a exponencial de (6.11) considerando (6.12), e usando as propriedades (6.10),

encontraremos
exp(acic; + beyey) = 1 — acyey — beacy — C1¢1Cacoab. (6.13)
Integrando, achamos
f deideydeydcy exp(Ca Mauc,) = ab. (6.14)

Assim, para Turbuléncia em (1 + 1) dimensoes (Turbuléncia de Burgers), o Jacobiano

podera ser escrito como
Tl = [ desdesdendty exp(e Moy, (6.15)

causando assim modificacéo na acio de Martin-Siggia-Rose, na qual teremos que imple-

mentar a contribuicao dos campos de Grassmann.
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