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Resumo

Fazemos neste trabalho uma analise critica da teoria NDL, mostrando que, contraniamente as
esperancas de seus criadores, ela ndo é uma teoria consistente da gravitagdo. Esta ieoria foi
formulada usando-se a representagio de Fierz para o campo de spin-2, com base em uma analogia
entre o tensor de Fierz e o tensor do campo eletromagnético, e tendo a teoria de Born-Infeid como
referéncia. Mostramos que os seus problemas decorrem de esta analogia ser imperfeita ¢ lunitada,
examinando o problema de Cauchy e a teoria de perturbagdes.

Investigamos também a teoria linear do campo de spin-2 no espago-tempo curvo,
anteriormente comsiderada problematica, mostrando que a generalizagdio para um espago-tempo
arbitrario do formalismo de Fierz leva a uma teoria que € naturalmente compativel com as equagdes
de FEinstein, descrevendo corretamente um campo de spin-2 que se propaga de forma causal.
Aplicamos entdo esta teorta geral para o caso particular em que um campo de spim-2 se propaga no
espaco-tempo de de Sitter (ou anti-de Sitter), e, comparande com a perturbagiio das equagdes de
Einstetn, encontramos uma relagiio precisa e isenta de arbitrariedades entre a massa do graviton ¢ a
constante cosmologica. Mostramos assim que, s¢ 0 graviton possui uma massa, entdo o espago-

tempo de fundo fundamental para o vacuo deve ser o de anti-de Sitter, ndo o de Minkowskt.



Abstract

We make a critical analvsis of the NDL theory, showing that, despite its creators™ hopes, it is
not a consistent theory of gravitation. This theory was formulated with the use of the Fierz
description for the spin-2 field, based on an analogy between the Fierz tensor and the
electromagnetic field tensor, and having Born-Infeld’s theory as a reference. We show that its
problems follow from this analogy’s imperfections and limitations, examining the Cauchy problem
and the pertubation theory.

We also investigate the linear theory for the spin-2 field in the curved spacetime, previously
thought to be problematic, showing that the generalization of the Fierz formalism to an arbitrary
spacetime leads to a theory which is naturally compatible with the Einstein equations, giving a
correct description of a spin-2 field that propagates causally. We then apply this general theory to
the special case of a spin-2 field propagating in the de Sitter {or anti-de Sitter) spacetime, and, by
comparing with the perturbation of Einstein Equations, we arrive at a precise and unambiguos
relation between the mass of the graviton and the cosmological constant. So, we show that, if the
graviton has a mass, then the fundamental background spacetime for the vacuum should be anti-de

Sitter, not Minkowski.
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Convencoes

e Usamos o simbolo “:= " para indicar uma defini¢do. A equagdo A = B significa: "4 ¢ defimdo
como sendo iguala B.”

B significa: ~4 ¢ 1déntico

Il

¢ Usamos o simbolo =" para indicar uma identidade. A equagio 4
aB’”

¢ s indices gregos variam de 0 a 3 ¢ os latinos de | a 3, representando as componentes espacias
dos tensores.

e A métrica de Minkowski & representada por y,,. . em um sistema arbitrario de coordenadas,

sendo reservada a notagio 7, parauma escolha especifica: 7, = diag (1-1-1-1}.

P . : Ak =Ly . o)
e A7, éaconexdo métrica em Minkowsky: A7 ==y 0 Vo p Ve )

|
Hy 5
®  Tgpe © O tensor de Levi-Civita no espago-tempo plano, € 7,4,, € a sua generalizagdo para

£Spagos-tempos curvos.

. : ; 1 .
e O dual de um tensor é definido por: 7% = —q“ﬁpg FPe

2
e Usamos as convengdes de sinais ( — — - ) da referéncia [84]:
e R“\,aﬁ = I‘ffa_ﬂ - I‘{fﬂ_a + I“;ﬁ [ - T4 Tl
R =RY
. 1 .
-~ R#‘,—ERg#v:—wa,;
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Simetrizagdo e anti-stmetrizagdo:
¥ A(FV) =d, + Ay

r A=A — Ay

Usamos uma virgula para indicar a derivada simples, uma barra para a derivada covarante em

Minkowski e um ponto-e-virgula para a derivada covariante no espago-termpo curvo:

) g 4 ; /]. F .
» A'u“, = ‘1‘.'_1.1' - A,lﬂ' f{/{ .

y A=A  -T*

FIRE IRy v

A

O d’alambertiano é designado por Z em Minkowski e por = 1o espago-lempo curvo.
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Este trabalho esta dividido em duas partes, que tém como objeto comum de estudo o campo de
spin-2. Cada uma destas partes, no entanto, aborda uma questao diferente. Na Parte 1, € feito um
exame detalhado e critico de uma certa teoria da gravitagdo; na Parte I1, € construida uma teona para
lidar com campos de spin-2 no espago-tempo curvo.

Embora possam haver, em principio, varios campos de spin-2 na natureza, um deles se destaca
por sua importincia intrinseca: o campo gravitacional. Feynmann [1] apresentou uma argumentagio
convincente para a razio de o campo gravitacional ter spin igual a dois: se ele tivesse spin zero, a
atra¢io gravitacional entre gases quentes seria menor que entre gases frios; se tivesse spin de
qualquer valor impar, as interagdes gravitacionais seriam tanto atrativas quanto repulsivas, enquanto
sabemos que ela é apenas atrativa; ¢ se tivesse spin de algum valor semi-inteiro, ndo poderiam haver
campos gravitacionais estaticos, 0 que contraria a bem sucedida teonia newtomana para baixas
velocidades e campos gravitacionais fracos. Restam entdo os valores de spin pares, maiores ou
iguais a dois. Assim, convém adotar a hipotese mais simples e supor que o campo gravitacional tem
spin-2, deixando os valores mais altos como um recurso a ser utilizado caso esta hipotese se mostre
msuficiente.

Desta forma, impde-se a necessidade de se formular uma teoria para a gravitagdo que descreva
o campo gravitacional como sendo um campo de spin-2. Ha ainda duas propriedades umportantes
que esta teoria deve satisfazer: ela deve descrever a auto-interagdo do campo gravitacional ¢ deve se

conformar ao fato de esta interagdo ser de longo alcance. A auto-interagio ¢ inescapavel, porque a
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pravitagio ¢ um fendémeno de carater universal, no sentido de que tudo o que existe mterage
gravitacionalmente. Ndo hd nada que exista que ndo possua energia, € ¢ a energia que produz e sente
os efeitos da gravitagdo. Ora, se 0 campo gravitacional existe, cle possul energia, e portanto ele
proprio produz e sente a forga gravitacional, interagindo consigo mesmo. Podemos dizer que o
campo gravitacional esta condenado & auto-interagdo, como aquela famosa serpente que morde a
propria cauda. Em geral, a auto-interagdo ¢ descrita, matematicamente, por equagdes ndo-lineares,
donde segue que a teona para o campo gravitacional deve ser ndo-linear.

Surge neste ponto uma questio interessante: € um fato expenmental que o campo
gravitacional interage da mesma maneira com todos os demais campos, o que denominamos
acoplamento universal (este € um dos aspectos do principio de equivaléncia, que discutiremos mais
adiante). Dado isto, é necessario que a auto~interagdo do campo gravitacional siga o mesmo modelo
deste acoplamento universal, ou ¢ possivel que, embora a energia do campo gravitacional produza
ela propria forca gravitacional, o processo pelo qual isto ocorre seja diferente do que ocorre com 0s
outros campos”? Teremos ainda muito a dizer sobre esta questdo; de fato, ela esta no centro de toda a
Parte | deste trabalho.

A outra propriedade importante que uma teoria da gravitagdo deve respeitar € 0 seu longo
alcance. A atitude tradicional diante desta exigéncia € interpreta-la como descartando a possibilidade
de 0 campo gravitacional ter massa nido-nula. Esta interpretagio se baseia na idéia de Yukawa de que
o poder de uma interagio mediada por um campo provido de massa decai exponencialmente com a
distancia, sendo assim de alcance limitado [2]. Teremos oportunidade, na Parte II desta tese, de
mostrar que esta conclusdo ndo ¢é necessariamente verdadeira no caso especifico da gravitagdo. ¢
exibiremos uma teoria na qual o campo gravitacional possui massa ndo-nula sem perder a
caracteristica de ser de longo alcance.

Contudo, vamos por ora aceitar a hipétese de que o campo gravitacional sefa descnto por um
campo de spin-2, sem massa, em auto-interagio. Uma série de autores, como o proprio Feynman RYN

antes dele Kraichnan {3], Gupta [4] e Thirring [5], e ainda Weinberg [6-8] ¢ Ogievetsky e
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Polubarinov [9], chegaram a um resultado notavel: a teona da gravitagdo que emerge ao se
considerar a hipotese que acabamos de descrever ¢ precisamente a relatividade geral, a teoria da
gravitagio formulada por Einstein com base em argumentos geométricos [10,11]. Nesta teona, a
energia gravitacional atua de forma idéntica 4 de qualquer outra forma de energia, o que for
salientado pelo proprio Einstein no seu artigo de 1916 [10]. O que os autores acima descobriram €
que a relatividade geral admite uma descrigdo alternativa, onde € empregada a linguagem da teoria
de campos ¢ ndo a da geometria riemnanniana, envolvendo um campo de spin-2 ¢ ndo o tensor
métrico. Ha trabalhos de data mais recente que exploram a equivaléncia entre estas duas linguagens
[12], mas foi Deser, em 1970, quem apresentou a dedugdo mais compacta da relatividade geral, em
termos da linguagem da teoria de campos, a partir da hipotese acima descrita [13].

Particularmente importante para nds € a confirmagdo feita por Wald, em 1986. de um
resultado do qual ja se suspeitava anteriormente: utilizando argumentos da teoria de perturbagdes.
ele demonstrou que as tmicas teorias ndo-lineares consistentes para um campo de spin-2 semn massa,
e em interagdo com a matéria, sao aquelas que possuem covaridncia geral, ou seja, cuja simetria de
calibre ¢ dada pela invaridncia por transformagdes de coordenadas — uma propricdade central da
relatividade geral {14] (ver [15] para uma discussdo refinada sobre a covaridncia geral na teoria
einsteiniana). Como as dernais teorias candidatas a apresentarem covariancia geral — como aquelas
em que termos quadraticos na curvatura do espago-tempo sdo acrescentados a agdo de Hilbert-
Einstein — ndo correspondem a teorias para um campo de spin-2 puro, mas para mais de um campo
em interagdo [16], a conclusdo ¢ que a relatividade geral ¢ a (nica teona que satisfaz plenamente a
hipétese de que o campo gravitacional corresponda a um campo de spin-2 (puro) sem massa em
auto-interagio. Também Weinberg, por outro caminho, nos conduz a uma conclusao semelhante [6-
8], assim como Ogievetsky e Polubarinov [9].

Apesar do inegavel sucesso da relatividade geral quanto a confrontagdo com os dados
experimentais [17-21], diversas teorias foram e continuam a ser formuladas como alternativas para a

descrigio dos fenomenos gravitacionais. Entre elas, a teona de Brans-Dicke, na qual um campo



escalar substitui a constante gravitacional newtoniana [22], a teoria bimétrica de Rosen [23], a
teoria da gravitagdio no espago-tempo de Weyl integravel (WIST) [24-28], e vérias outras [29,30]
(ver também as referéncias em [17]). Estas teorias costumam ter em comum um desvio da hipotese
descrita acima; em geral, elas contam com campos auxiliares, além do campo de spin-2, para
descrever o campo gravitacional. As vezes esses campos auxiliares sdo dindmicos (como na teoria
de Brans-Dicke ¢ em WIST), as vezes sdio objetos absolutos, ndo apresentando uma evolugdo
dinamica (como na teoria de Rosen).

Boa parte dessas teorias alternativas é formulada de tal forma que elas concordem com a
relatividade geral nas previsbes para campos gravitacionais relativamente fracos, diferindo
significativamente dela apenas nos casos em que o campo gravitacional ¢ muito intenso. Os testes
experimentais tendem a se concentrar em campos fracos, como o do sistema solar, sendo os campos
fortes mais dificeis de serem submetidos 4 observagdo. O caso de campo gravitacional intenso usado
com maior sucesso como teste entre teorias rivais € o estudo do pulsar binario, que é suficiente para
eliminar da concorréncia vérias teorias [17,19].

Entretanto, uma segunda motivagio para a criagio de teorias alternativas para a gravitagao
pode ser encontrada na resisténcia que a relatividade geral oferece a unificagio teérica formal da
gravitagdo com as demais forgas encontradas na natureza (as forgas nucleares forte ¢ fraca e a
eletromagnética). Especialmente grave ¢ o fato de a relatividade geral apresentar problemas quanto a
quantizacdo do campo gravitacional [31,32]. Estes problemas levaram alguns autores a propor novas
formutagdes para a propria relatividade geral, empregando novas ferramentas que ajudassem a lidar
com esta questdo, e merecem ser citadas aqui as variaveis de Ashiekar, que definem um novo espago
de fase para a relatividade geral, simplificando os vinculos da teoria [33,34]. Estas variaveis
correspondem a potenciais do tensor de curvatura conforme, o tensor de Weyl. Ha também a teona
de Jordan-Lichnerowicz, na qual as equagdes do campo gravitacional sio dadas em fungdo da
divergéncia do tensor de Weyl, ¢ que se reduzem as equagdes de Einstein quando € feita uma

escolha especifica para as condigdes de contorno [33,36].



No contexto desta busca de alternativas para a descrigdo do campo gravitacional, ndo pode
deixar de ser notada a existéncia de duas representagdes equivalentes para o campo de spm-2 no

espago-tempo plano. A representagio tradicional lida com o tensor simétrico ¢,,, que na
relatividade geral associa-se 4 métrica do espago-tempo, g,, . A outra possibilidade, proposta por
Fierz e Pauli em 1939, utiliza um tensor de trés indices, /7,4, que ¢ anti-Simetrico no primeiro par

de indices e ciclico em todos os trés [37.38]. A exploragdo das possibilidades oferecidas pela
varidvel de Fierz, que ficou esquecida por muito tempo pela comunidade cientifica, foi retomada no
CBPE, em uma seqiéncia de trés teses de doutorado orientadas por M. Novello [39-41].

N. Pinto-Neto, na primeira destas teses [39,42], identificou a varidvel de Fierz com o limite de
baixas energias do potencial de Lanczos, que possul as mesmas simetrias daquela e corresponde a
um potencial do tensor de Wevl {43-45]. Ele formulou entdo uma teoria ndo-hinear para a gravitacdo
em termos desta variavel, que ele denominou de Fierz-Lanczos, ¢ mostrou que as equagoes
resultantes correspondem as equagdes de Jordan-Lichnerowicz acrescidas de um termo que depende
das derivadas do tensor de energia-momento do campo gravitacional. Estas equag¢des sao
equivalentes as de Einstein modificadas por um termo quadratico na curvatura. Pinto-Neto mostrou
que este termo adicional, embora ndo possa ser anulado por uma transformagdo de coordenadas, por
ser um verdadeiro tensor, pode sé-lo por uma escolha de calibre para a varidvel de Fierz-Lanczos.
Assim, a sua teoria corresponde a uma generalizagdo da relatividade geral, contendo esta ultima
como umn caso particular [46]. Como existe alguma relagdo entre o potencial de Lanczos e as
variaveis de Ashtekar, ja que sdo ambos potenciais do tensor de Weyl — embora esta relagao ainda
nio tenha sido explicitada — ele concluiu que sua teoria pode colaborar para um meihor
entendimento da questio da quantizagdo do campo gravitacional.

Um outro caminho para a utilizagdo da variavel de Fierz foi segutdo por L. R. de Freitas, que
na segunda das teses acima citadas explorou as analogias entre o tensor de Fierz e o tensor do campo

eletromagnético, £, {40]. Usando a variavel de Fierz, ela estudou a quantizagio do campo de spin-



2 no caso linear [47], e desenvolveu também uma lagrangiana ndo-linear para o campo de spin-2,
analoga 4 lagrangiana do eletromagnetismo ndo-linear de Born-Infeld [48-51], tendo como limite
linear a teoria do campo de spin-2 de Fierz-Pauli [37,38]. Sua motivagde era a de encontrar formas
alternativas de descrever a interagdo gravitacional, projeto este que foi levado adiante por V. A. De
[orenci, na terceira tese de doutorado orientada por Novello envolvendo a vanavel de Fierz [41].

A teoria da gravitacio resultante, denominada NDL em fungdo de seus criadores, for
apresentada como umna alternativa vidvel & relatividade geral, tendo as caracteristicas de uma teora
bimétrica — embora sendo bastante diferente da teoria bimétrica de Rosen [52.53]. A premissa
basica sobre a qual se baseia esta teoria é wn questionamento a respeito da validade do principio de
equivaléncia em sua versdo forte (ver [17] para uma discussdo detalhada sobre o principio de
equivaléncia). Em sua versio fraca (einsteiniana), segundo a qual a gravitagdo interage com todos os
demais campos da natureza de uma forma universal, apresentando-se como a curvatura do espago-
tempo, este principio tem abundante corroboragdo experimental [18-21]. No entanto, sua versio
forte, que estende o mesmo principio para a auto-interagdo do campo gravitacional, ndo possui
comprovagdo experimental direta [21]. Apoiando-se entdo na analogia entre o tensor de Fierz ¢ o
tensor do campo eletromagnético, Novello, De Lorenci e de Freitas propuseram que a ndo-
linearidade do campo gravitacional — descrito pelo tensor de Fierz - fosse formalmente semelhante a
nio-linearidade no caso do eletromagnetismo, tendo a teoria de Born-Infeld como referéncta. Com
esta estratégia, eles desenvolveram uma teoria em que a interagio entre o campo gravitacional e 0s
demais campos respeita ao acoplamento universal, sendo a gravitagdo descrita pela curvatura do
espago-tempo, mas com a auto-interagio do campo gravitacional sendo singularizada por um
processo diferente, inspirado no eletromagnetismo ndo-linear.

As ondas eletromagnéticas, na teoria do eletromagnetismo nio-linear no espago-tempo plano,
se deslocam seguindo peodésicas de wma métrica efetiva que ndo corresponde a4 meétrica de
Minkowski [54-56]. O mesmo acontece na NDL: nesta teoria, as ondas gravitacionais se propagam

em uma geomeiria efetiva diferente daquela na qual se propagam todos os demais campos, de tal
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forma que sua velocidade ndo coincide com a velocidade das ondas eletromagnéticas, como seria
esperado pela relatividade geral [52,57,58]. De acordo com a NDL, as ondas gravitacionais podem
até nesmo mamtfestar birrefringéncia [59].

Foi estudado o campo gravitacional estatico com simetria esférica no vécuo, nesta teoria,
tendo os autores concluido que ele esta de acordo coin os testes experimentais [41,52,60]. Houve
também a sugestio de que a NDL descreve corretamente o pulsar bindrio [61]. For ainda
argumentado que a diferenga mais significativa entre as previsées da NDL e as da relatividade geral
se daria em relagdo as ondas gravitacionais, uma vez que o principio de equivaléncia, no que diz
respeito a interagdo entre o campo gravitacional e os demais campos, continua a ser satisfeito nesta
nova teoria [52,53].

Contudo, a NDL descreve (ou pretende descrever) o campo gravitacional como um campoe de
spin-2 puro, sem massa, em auto-intera¢do — exatamente a hipotese que discutimos anteriormente.
Como ja salientamos, os trabalhos de varios autores, principalmente os de Wald [14], Ogievetsky e
Polubarinov [9] e Weinberg [6-8], demonstram que a relatividade geral ¢ a tinica teoria consistente
para um campo gravitacional com estas caracteristicas. Logo, a NDL falha no seu mtento. Varios
dos resultados acima mencionados ndo resistem a wna analise mais rigorosa. A solu¢io citada para o
campo gravitacional estatico com simetria esférica no vacuo, por exemplo, nio ¢ unica, 0 que
acarreta problemas. A idéia de se singularizar a auto-interagdo do campo gravitacional, tratando-a
como um processo distinto da interagdo entre o campo gravitaciconal e os demais campos, embora
valida, ndo pode ser realizada satisfatoriamente no dmbito de uma feoria para wm campo de spin-2
puro sem massa. Também a analogia entre o tensor de Fierz ¢ o tensor do campo eletromagnético se
mostra limitada, pois o segundo possui uma invariancia de calibre que ndo encontra uma adequada
correspondéncia no primeiro — e a importancia da invariincia de calibre ndo pode ser menosprezada.

Na Parte I deste trabalho, vamos submeter a NDL a uma investigagdo minuciosa e demonstrar
que, contrariamente as alegagdes de seus autores, ela néo € uma teoria viavel para a gravitagdo. No

Capitulo 1, apresentaremos a teoria linear do campo de spin-2 em Minkowski formulada na



linguagem do formalismo de Fierz. Este capitulo servira também de base para todo o trabalho da
Parte II. No Capitulo 2, faremos uma revisio dos pontos basicos da teoria NDL, que conta ja com
algumas corregdes — o tensor de energia-momento do campo gravitacional havia sido calculado
anteriormente de forma incorreta [41,52]. Serdo apresentadas, neste capitulo, a solugdo original para
o0 campo estatico esfericamente simétrico no véacuo, a propagagdo das ondas gravitacionais e a let de
conservagao do momento ¢ da energia.

No Capitulo 3, mostraremos que o liinite newtoniano da NDL ¢ problematico e que as
primeiras corregdes pos-newtonianas sdo na verdade indeterminadas. Demonstraremos amnda o fato
de a solugdo para o campo esfericamente simétrico e estatico no vacuo ndo ser Unica, exibindo uma
nova solugio, e discutiremos a impropricdade da identificagdo do tensor de Fierz comn o campo
gravitacional nesta teona.

Finalmente, no Capitulo 4 analisaremos o problema de Cauchy para o campo gravitacional na
NDL e mostraremos que ele ndo corresponde verdadeiramente a um campo de spin-2. sendo
portanto incoerente com seu proprio limite linear. Examinaremos também a perturbagao das
equagdes da NDL, seguindo os passos de Wald, e verificaremos que as equagdes da teona sdo de
fato inconsistentes. Terminaremos com uma comparagio entre a NDL, a teoria linear da gravitagdo
de Fierz-Pauli e a relatividade geral de Einstein, apontando as semelhangas e diferengas entre estas
trés teorias e fazendo um balango critico da situagdo da NDIL. Os Apéndices contém algumas
informagdes uteis, com destaque para o calculo detalhado do tensor de energia-momento do campo
de spin-2 (e do campo gravitacional na NDL) no Apéndice B.

Na Parte I1, abordaremos um outro tema bastante diferente: a teoria linear do campo de spin-2
no espaco-tempo curvo. Estaremos entio lidando com um campo de spin-2 qualquer, ndo
necessariamente relacionado a métrica do espago-tempo, quanto ao campo gravitacional
propriamente dito, estaremos em toda a Parte Il assumindo a validade da relatividade geral

(incluindo a constante cosmologica, quando conveniente).



Desde 1971, quando Aragone e Deser enfrentaram pela primeira vez esta questdo, a descri¢do
de um campo de spin-2 com ou sem massa, propagando-se em um espago-tempo curvo arbitrario,
tem sido considerada problematica [62]. Estes autores propuseram uma teornia em que as equagdes
para 0 campo de spin-2 sio derivadas de uma agdio que imita a da relatividade geral, sendo a
lagrangiana construida com um objeto de trés indices que corresponde a uma versdo linearizada do

simbolo de Christoffel, com o tensor simétrico ¢, ~no lugar da meétrica:

2y 00 = o* v TO 0 - Eles mostraram ent3o que as equagdes asstm obtidas s6 descrevem

adequadamente um campo de spin-2 quando 0 espago-tempo de fundo tem o tensor de curvatura de
Ricci proporcional @ métrica, o que ¢ incompativel com as equagdes de Emstein. Desta forma, €
impossivel, de acordo com a sua teoria, ter uma descrigdo coerente de um sistemna formado por um
campo de spin-2 ¢ o campo gravitacional que ele, como qualquer outra matéria, deve produzir e
sentir ao mesino tempo.

Fsta incompatibilidade com as equagdes de Einstein se relaciona com o nimero de graus de
liberdade do campo. Em Minkowski, o campo de spin-2 possui dois graus de liberdade quando nao
tem massa, ¢ cinco quando tem. No espago-tempo curvo, a necessidade de que estes nimeros sejam
preservados impde restrigdes sobre a geometria do espago-tempo, o que no caso da teoria de
Aragone-Deser corresponde a termos o tensor de Ricci proporcional a métrica. Quando o campo temn
massa, a constante de proporcionalidade pode ter qualquer valor, mas quando o campo ndo tem
massa, o tensor de Ricci deve se anular.

Uma outra questdo que pode levar a imposi¢do de condigdes adicionais sobre o sistema,
quando temos uma interagio envolvendo campos com spin maior do que um, € a causalidade da
propagagdo. Neste tipo de interagfo, é possivel que a causalidade seja violada mesmo que o nimero
de graus de liberdade esteja correto. Ndo ¢ o caso da teoria de Aragone-Deser: a preservagdo do
nimero de graus de liberdade ja ¢ suficiente para garantir a causalidade, embora gere um terceiro

problema, que ¢ a incompatibilidade com a relatividade geral. Eles mesmos investigaram diversos
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tipos de acoplamento entre o campo de spin-2 e o campo gravitacional, concluindo que sdo todos
problematicos [63,64].

A restrigio a curvatura do espago-tempo que descrevemos acima tem origem na quebra da
simetria de calibre da teoria de Fierz-Pauli — a teoria linear do campo de spin-2 sem massa — quando
passamos do espago-tempo plano para o curvo. Uma maneira de se lidar comn esta questao € impor
que a lagrangiana tenha a simetria de calibre desejada, ¢ verificar qual é a teoria resultante. Cutler e
Wald seguiram este caminho, analisando o caso de colegdes consistentes de campos de spin-2 sein
massa em interagiio, 0 que contém como caso particular um campo de spin-2 sem massa interagindo
com o campo gravitacional [65]. Eles mostraramn que, nestas colegdes, pelo inenos un dos campos
de spin-2 tem de ser do tipo-fantasma (ghost fielel) para que a teoria seja consistente. Estas colegdes
foram também investigadas por Boulanger ¢/ al. [66], com a imposi¢do de a teoria se reduzir a uma
soma de lagrangianas de Fierz-Pauli no limite de campos livres. Eles concluirain que ndo hd um
equivalente da teoria de Young-Mills para os campos de spin-2.

Entretanto, resultados positivos foram encontrados em um estudo recente sobre win campe de
spin-2 com massa no €spago-tempo curvo, em interagdo ndo-minima com © campo gravitactonal,
realizado por Buchbinder et al. [67)]. Eles usaram uma lagrangiana escrita como uma serie infinita no
inverso da massa, e mostraram que o conjunto de equagdes obtidas é compativel com as equagdes de

Einstein até a ordem de 1/m . Eles mostraram ainda que o sistema tem o numero correto de graus de

liberdade e que a causalidade ¢ preservada nesta mesma ordem. Mesmo assim, embora positivos,
seus resultados o aproximados e sO valem para o campo com massa.

Neste trabalho, vamos considerar um campo de spin-2, com ou sein nassa, no espago-tempo
curvo, € vamos permitir que a curvatura do espago-tempo sofra as restngdes necessarias para que o
sistema seja consistente. Para tanto, vamos recorrer ao formalismo de Fierz e generaliza-lo para
espagos-tempos arbitrarios. Veremos que as equagdes que o formalismo de Fierz nos fornece, tenha
ou ndo massa 0 campo, sdo compativeis com a relatividade geral e descrevem um campo de spin-2

com o numero correto de graus de liberdade, propagando-se de forma causal. Tudo isto exige a



imposi¢do de uma certa condigdo sobre a geometria, porém ela recal sobre o tensor de curvatura de
Weyl, evitando o problema de incompatibilidade com as equagdes de Einstein que encontramos na
teorra de Aragone-Deser [68].

A diferenca entre a teoria que aqui expomos e a de Aragone-Deser ¢ facilmente compreendida
quando notamos que, dado que as derivadas covariantes ndo comutam nG €spago-fempo curvo, a
generalizagio das equagdes do campo de spin-2 em Minkowski para um espago-tempo arbitrario ndo

é trivial. Estas equages contém derivadas segundas do tensor ¢, , de tal forma que, ao serem

generalizadas para um espago-tempo arbitrario, alguma escolha deve ser feita sobre a ordem das
derivadas covariantes. Evidentermente, diferentes escolhas geram teorias que ndo sdo equivalentes. A
escolha feita por Aragone e Deser é determinada pela lagrangiana que eles adotaram, que, como ja
nencionamos, tenta imitar a da relatividade geral. Mas ndo ha realmente uma boa motivagio para se
adotar esta lagrangiana, e a teoria resultante, como vimos, ¢ incompativel com a propria relatividade
geral (na qual, ronicamente, ela busca inspiragdo). Apesar disto, esta teoria se tornou dominante na
literatura.

O formalismo de Fierz, por sua vez, corresponde a uma verdadeira representacdo alternativa
para o campo de spin-2, formulada como tal no espago-tempo de Minkowski. Sua generalizagdo para
um espaco-tempo arbitrario, portanto, ¢ bastante natural, e resulta também ser totalmente isenta de
ambigiiidades. A ordem das derivadas covariantes dada por esta generalizagdo € diferente daquela da
teoria de Aragone-Deser. Acontece entdo algo interessante: trocando a ordemn das derivadas
covariantes na equagdo para 0 campo, fazemos surgir nela termos proporcionals a curvatura. que
podem ser vistos como provenientes de um acoplamento ndo-minimo entre 0 campo de spin-2 ¢ a
gravitagdo. Desta forma, do ponto de vista de Aragone e Deser, nossas equagbes possuem um
acoplamento nio-minimo. Inversamente, do ponto de vista do formalismo de Fierz, € a teoria de
Aragone-Deser que apresenta um acoplamento ndo-minimo. Assim, a utilizagdo do formalismo de
Fierz corresponde a uma redefinigdo da forma do acoplamento minimo em relagdo a teoria

anteriormente em voga. Pela mesma razdo, nossas equagdes para © campo de spin-2 com massa



correspondem a um caso particular daquelas estudadas por Buchbinder ef al., com a diferenca de
serem as nossas exatas, com acoplamento minimo, e totalmente compativeis com as equagdes de
Einstein em sua forma completa [68].

Convém lembrar aqui que Novello ¢ Pinto-Neto realizaram anteriormente uma outra
generalizagdo do tensor de Fierz para o espago-tempo curvo, identificando-o com o limite hinear do
potencial de Lanczos [39,42]. A generalizagdo que apresentamos neste traballlo, ao contrario,

mantém a relagio linear entre o tensor de Fierz e o tensor ¢, . sendo este Gitimo considerado

independente da métrica do espago-tempo, que corresponde a um segundo campo de spin-2. Embora
tenhamos adotado a representagio de Fierz para um campo de spin-2 como nosso ponto de partida,
Obukhov e Pereira mostraram que esta representagdo — € nossa teoria — tem origem no
teleparalelismo, que é uma formulagio da teoria da gravitagdo em termos da tor¢do, e ndo da
curvatura, sendo equivalente a relatividade geral descrita em (mais) uma nova Imguagem [69].

Um caso particular importante da nossa teoria ¢ a descrigio de wm campo de spin-2 se
propagando no espago-tempe de de Sitter (A > 0), ou de anti-de Sitter (A < 0), que é a solugdo

fundamental (para o vacuo) das equagdes de Einstein com constante cosmolégica. Quando o campo
poOSsui uma massa com o valor especial m” = - % A, que sO pode ser positiva em anti-de Sitter, a

acdo tem uma simetria de calibre analoga a do campo sem massa em Mmnkowski, de tal forma que o
campo fica com apenas dois graus de liberdade. Isto nos levou a definir uma massa efetiva, M. tal
que o campo possui dois graus de liberdade apenas quando M se nula, tendo cinco caso contrario
[701.

Deser ¢ Waldron, que estudaram recentemente este sistema, também encontraram um valor

especial para a massa: mf = % A {71}]. No entanto, quando o campo possul uma massa com este

valor, em seu tratamento, ele tem quatro graus de liberdade, o que nao acontece nunca na nossa
teoria. Esta diferenca, ¢ claro, tem origem no fato de eles utilizarem as equagdes da teoria que
criticamos acima. Nossa equagdo para o campo de spin-2 em de Sitter, além de amparada por uma

teoria mais consistente. concorda com a equagio utilizada por outres autores [72,73].



. 2 . .
Constatamos também que o caso m~™ = — % A, na nossa teoria, corresponde exatamente a

perturbagdo das equagdes de Einstein no universo de anti-de Sitter. Assim, podemos identificar a
constante cosmoldgica (negativa) com a massa (2o quadrado) do graviton ~ ndo obstante tenha o
graviton uma massa efetiva nula e, logo, de acordo com nossa andlise, apenas dois graus de
liberdade [70].

A proposi¢do de que haja uma conexdo entre a constante cosmoldgica e a massa do graviton
ndo é nova, tendo ja contado com defensores [74,75] e criticos [76,77]. A nossa argumentagao ¢
simples: 1) temos uma teoria geral, consistente, para campos de spin-2, com ou sem massa (),
propagando-se em um espago-tempo curvo; 2) em particular, esta teoria nos diz que, nuin espago-
tempo de (anti-) de Sitter, certas propriedades do sistema, tais como o niumero de graus de hiberdade
do campo. dependem de uma massa efetiva (M), ¢ ndo da massa real (m). 3} a comparagdo dos
resultados anteriores, que tém origem na utilizagdo do formalismo de Fierz, com a perturbagdo das
equacdes de Einstein no universo de (anti-) de Sitter, nos Mostra que o graviton fem uma massa

efetiva (M) nula, e portanto apenas dois graus de liberdade, mas sua massa real (m) estad relacionada
a constante cosmologica pela equagdo me=— % A . A interpretagdo de qual é a massa real ¢ qual ¢

uma massa efetiva esta enraizada no formalismo de Fierz, ndo sendo arbitraria. Concluimos entao
que ha de fato uma conexdo entre a massa real (ou verdadeira) do graviton e a constante
cosmologica.

Ievando a sério esta conexdo, diriamos que, se 0 graviton possul uma massa nic-nula, entdo
existe uma constante cosmologica e seu sinal € negativo. Da mesma forma, a solug¢ao fundamental
das equacdes de Finstein para o vacuo seria a de anti-de Sitter, e nao a de Minkowsks.
Interpretariamos o termo com a constante cosmologica, nas equagdes de Einstein, como um tenmo
de massa, e a relatividade geral, aceitando este termo, tornar-se-ia wma teoria para um campo
gravitacional com massa. Contudo, a interagao gravitacional, nesta teoria, continuaria a ser de longo
alcance, contrariando a hipotese segundo a qual a massa do graviton levaria necessariamente a um

potencial do tipo Yukawa [77,78]. (A dedugdo do potencial de Yukawa pressupde a utilizagéio da



métrica de Minkowski, que, na teoria em questdo, ndo pode ser usada se o graviton tem uma massa
ndo-nula; ndo podemos, de acordo com nossos resultados, nos desfazer da curvatura da geometria de
anti-de Sitter sem nos desfazermos igualmente da massa do graviton, o que leva a necessidade de se
rever o processo pelo qual é deduzido o potencial de Yukawa.) Assim, vemos que a teoria para um
campo gravitacional com massa nao-nula e interagdo de longo alcance que mencionamos no inicio
desta Introdugdio é a propria segunda versdo que Einstein propds para a relatividade geral, em 1917,
quando introduziu a constante cosmologica {79] — coin a restrigdo de esta constante ser negativa.

Nosso roteiro sera o seguinte: no Capitulc 3, faremos a generalizagdo do formahsmc de Fierz
para o espago-tempo curvo, ¢ em seguida apresentareos as cquagoes para o camnpo de spin-2, com
ou sem massa, discutindo a redefinigdo do acoplamento minimo em relagdo a teona de Aragone-
Deser e a conscqiiente redefinigdo do tensor de energia-momento do campo de spin-2. Analisaremos
entdo o problema de Cauchy e as condigdes de consisténcia impostas sobre a geometria.
Finalizaremos o capitulo com uina demonstragio de que a propagagdo do campo de spin-2 ¢ causal
nesta teona.

No Capitulo 6, examinaremos o caso particular de uin campo de spin-2, com ou sem nassa, se
propagando no espago-tempo de de Sitter ou de anti-de Sitter: definiremos entdio a massa efetiva,
que deternina o nitmero de graus de liberdade do campo. Estudaremos a perturbagdo das cquagoes
de FEinstein nesta geometria, ¢ mostraremos a relagdo entre a massa do graviton ¢ a constante
cosmologica em anti-de Sitter. Por fin, faremos algumas observagdes sobre a possibilidade do
espago-tempo de anti-de Sitter substituir o de Minkowski como a solugdo fundamental da teoria da
gravitagdo.

Einbora as duas partes desta tese tratem de temas distintos (a teoria NDL da gravitagdo e a
teoria linear do campo de spin-2 no espago-tempo curvo), elas tém uma unidade que vem do foco no
campo de spin-2 e do uso do formalismo de Fierz - o que se insere nuim contexio de continuidade
em relagdo a trabalhos anteriores realizados no CBPF [39-41]. E um dos objetivos deste trabalho

deixar claras as vantagens, mas tainbém as limitagdes, deste formalismo.
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Capitulo 1

Formulacio de Fierz para a teoria linear do campo de
spin-2 no espaco-tempo plano

1.1 Definicoes e notagio

O formalismo de Fierz é uma ferramenta alternativa para a descrigdo de campos de spin-2
[37,38]. Neste capitulo, vamos apresentar a formulagdo de Fierz para a teoria linear de um campo de
spin-2 1o espago-tempo plano, o que servira de base para todos os demais capitulos.

Antes de prosseguirmos, convém miroduzir desde ja uma notagdo fundamental. Adotaremos,
para a métrica do espago-tempo de Minkowski, em um sistema arbitrario de coordenadas, o simbolo

7 uv» Teservando o tradicional 7, para uma escolha especifica: 7, = diag {1,-1,-1~1). Derivadas
covariantes em relagdo a métrica 7, serdo indicadas por mero de uma barra simples, 20 passo que
derivadas simples serdo indicadas pelo uso de uma virgula. Por exemplo:

Ay = Ay — AL A4

M A

ulv
onde Aﬁ‘, ¢ a conexdo métrica construida com 7, .
Usualmente, representa-se 0 campo de spin-2 por um potencial simétrico ¢, , que contém

dez componentes independentes. No formalismo de Fierz, o campo € representado por um objeto de

trés indices, Fg, . sujeito as seguintes identidades:

Fuga + ¥ pa = 0, (1.1)

Fage * Pgua ¥ Fuap = 0. (1.2)



Ou scja: Fp, € anti-simétrico no primeiro par de indices e obedece a identidade ciclica.

Devido a estas simetrias, este tensor possui vinte componentes independentes. Sendo assim, ele pode
representar uma combinagiio de dois campos de spin-2, o que, embora possa ser util em algumas

circunstancias, ndo nos interessa neste momento. Para que tenhamos um dnico campo de spin-2

“upu» Climinamos dez das suas componentes, impondo uma identidade

associado ao tensor

adicional:

*

gl g (1.3)

\

Usamos o asterisco para indicar o dual de um tensor,

*

A afu I3 uf _ é}]uﬂpo [P (]4)

onde 7,4,, ¢ 0 tensor totalmente anii-stmetrico de Levi-Civita no espago-tempo plano. Vamos
convencionar que os sinais de simetrizagfio e anti-simetriza¢do sejam dados, respectivamente. por
A (i) = Ayv + A\’# e A fur] = A}“, - AV# )

Denominamos fensor de Fiers um tensor que obedece as identidades (1.1), (1.2) e (1.3} A

identidade (1.2) pode ser escrita, equivalentemente, com a ajuda do operador de dualidade:

F =0. (15)

Como o tensor de Fierz é anti-simétrico no primeiro par de indices, podemos formar com ele um
inico {rago:
Fp=Fn (1.6)
Utilizando o traco (1.6), a identidade {1.3) pode ser posta sob a seguinte forma:

- A - A i [y Eoa |
Fap "+ P " o Faa” ip =50 Flap) =5 % Fipal =595 Flal = 0- (1.7)

Contraindo os indices A e x, na equagiio acima, vemos que a seguinte identidade ¢ valida:

Fag’ s =0, {1.8)



I a(#“)

A identidade acima tem uma conseqiéncia importante: a divergéncia do tensor o S
anula identicamente, ¢ que € facilmente demonstravel:
o alur) v = [ aHy v + F o av =
= (,L‘ e h,),a+ o =0
O primeiro termo se anula por causa da identidade (1.8), e o segundo em virtude de (1.1). Entdo:
A N—Y (1.9)

v

No formalismo de Fierz, como vimos, o objeto fundamental que descreve o campo de spin-2 ¢

- 1odavia, a identidade (1.3) € uma condigdo necessaria e suficiente para que haja um

o tensor F

potencial simétrico ¢, , tal que

2 afn T Puaip — Pupla + (W.a - wuﬂ i/l) You — (@1,5 . (pﬁf' E).) Yau - (l.lO)
Introduzimos aqui o trago ¢ =g y“ . Esta equacdo pode ser escrita de uma forma mais compacta,

21&,5;1 :‘P_u{a\ﬁ] +F[a }'ﬂ]y: (lH)

onde utilizamos
Fe= 00 =00 1 (1.12)
Assim, recuperamos, dentro do formalismo de Fierz, a representagdo usual do campo de
spin-2. E interessante assinalar a semelhan¢a da equagdo (1.10) com a relagdo entre ocampo

eletromagnético e seu potencial, dada por F,, =A4,, -4, , ,e lambém que a identidade (1.3)

*

corresponde a £ af p=0na teoria eletromagnética.

1.2 Equaciio para o campo sem massa

A equagdo linear para um campo de spin-2 sem massa, no espago-tempo plano, €

G, =0, (1.13)

onde



1 _
@y _ |- - f
Gl =5 —w,w—w"‘(m‘,)‘aww—Jq,v(—@—co“ W)]. (1.14)

A notagio G‘”m, é sugerida pela circunstincia de a expressdo acima corresponder exatamente a
parte linear do tensor de Einstemn, v - Isto ndo é de forma alguma uma coincidéncia; de fato, ndo

tivesse o tensor de Eintein linearizado precisamente esta forma, o campo gravitacional na
relatividade geral ndo corresponderta a um campo de spin-2.
Um calculo direto nos mostra que a divergéncia de (1.14) ¢ identicamente nula:

G =0 (1.15)

I
[sto corresponde, ¢ claro, 4 parte linear da identidade de Bianchi contraida.
Uma das propriedades mais importantes do tensor de Fierz é que ele satisfaz a seguinte

identidade, conseqiiéncia direta de (1.10):

e = 267 . (1.16)
Utilizando a identidade ciclica. (1.2), verificamos que
A P e
= - FH =
onde usamos também (1.8) € (1.1). Segue dai e de (1.16) que
F“ = -G (i.17)

a2y ia Hv
Vemos, a partir de (1.16), que a identidade (1.9), que ja demonstramos, nada mais € que a

versdo do formalismo de Fierz para (1.15). Nesta nova linguagem, a equacdo (1.13) se escreve como

e = 0. (1.18)

“v)

Esta é a equagdo que se obtém, através do principio variacional, da seguinte agio:

SR O vl IR iy
Lsmlmj,[—/[A Bld'x, (1.19)

onde x ¢ a constante de Einstein,

(1.20)



A= Fog, FO (121)
B=F,F% (1.22)
Estes 4 e B sd0 os invariantes que podemos formar com o tensor de Fierz. Além deles, existe

apenas um terceiro, C, que construimos com o tensor dual:

*e

(= by, I (1.23)
No Apéndice A, encontram-se algumas identidades envolvendo estes invanantes. Usaremos,

freqiientemente, uma nova vaniavel, [/, que corresponde a lagrangiana da agdo (1.19}:
I/ = A-B. (1.24)

Esta a¢do, denominada a¢do de Fierz-Pauli, fica entdo assim:

S = 11;.[\/_}71] d'x. (1.25)

Para obtermos a equag¢do (1.18), utilizamos o seguinte fato:

U gt (1.26)
a(p,ul'la’

A variagdo de (1.25), portanto, nos da:

L1 — S
5S = —4KJ',/ > SU d*x
i — v
:_4]{'[ -y [_F d(.ﬂ )] 599;“’;& d“'x:
1 v .
=_4K'[ fu}, [F (I(}J )Ja] bqg'uv d"x,

donde resuita que (1.18) € a equagfo de Euler-Lagrange associada.

A agdo de Fierz-Pauli pode ainda ser escrita da seguinte forma:
. I : v
S = ~E‘;J1/—}f G\, " dx (1.27)

o que decorre de (1.25) por uma integragdo por partes, desprezando-se uma integral de superficie ¢

levando-se em conta {1.16).



1.3 Simetrias da acio de Fierz-Pauli e do tensor de Fierz

Quando o potencial ¢, sofre uma transformagdo, ¢, = @, =@, +5Pu., dada por

5(/)#‘, = (:,Hh’ +§Vl,u > (128)

a a¢do de Fierz-Pauli permanece mvariante:

6y = ﬁfﬁ(ﬂf dix=
= _.I_J‘J——_}T ,}; ahuv) l 5¢#V d4,r .
! e 1.

== _;jﬁ ~aly )!a- Euiv) d4.\' _

L[l g s <o

onde utilizamos a identidade (1.9) na ultima linha. O tensor de Fierz, no entanto. so fica invanante

pela transformagdo (1.28) quando &, € um gradiente; em geral, temos:

1 i

SFapu = 5 Xap” 12 (1.29)
|
dF, =5Xa',,:, (1.30)
onde
Ao e = A g o oA e 1A o pd |4
‘Yaﬁ,u = (‘:uip‘ “‘:»,B\a)g,u"'(‘:oj 5(:“%(: )yﬂy—(‘f’o’aéﬁﬁ‘fﬁ )}’uyr (1.31)
X' =Xy Ar (1.32)

O tensor X g, 4 anti-simétrico no primeiro par de indices, ndo obedece a identidade ciclica,

mas X5, " |, ,Sim:

affu

A A i B
X \/‘.+Xﬂ,ua H+X,u(zﬂ/|). =0. (1.33)

affu

Valem ainda as seguintes identidades:

=0. (1.34)



(1.35)

X = 0. (1.36)

A

A equago (1.31) nos mostra que o tensor X5, *|; se anula quando &, = A |- OU seja, que

o tensor de Fierz mantém-se invariante pela transformagéo
SO = ¢ - (1.37)
Podemos mostrar que (1.28) é a transformagio mais geral que deixa a ag¢do de Fierz-Pauh
invariante, definindo assim a simetria de calibre da teoria do campo linear de spin-2 no espago-

tempo plano. Seja

go;-“’ = go!“’ +a}“' : a,uv = avp : (1.38)
entao:
. . ta)
Paﬂy = o + [ afy . (139)
onde
id‘l (q]
2F ag = gl + a7 ple (1.40)

Nio é dificil verificar que

(a)
' = U+(2F"ﬁ*” +F "‘3-“] a (1.41)

Hap -
A varia¢do da agdo, portanto, fica sendo:

- 1 - 4
= — — 3 ] —_ ] xX=

S 4;<H yU -t )ats
_ Ll e ey L ) 1 _,
_Z;j —y[F i +5F Wiig aypd x. (1.42}

Fazendo a,, = &, em (1.42) e integrando por partes, vemos que &85 =0 por causa da

identidade (1.9), como ja sabiamos. A Gnica outra possibilidade de §S se anular € tennos o, anti-
simétrico, ja que a,, nulo em (1.38) significa auséncia de transformagdo. Mas a,,, anti-simetrico ¢
proibido por hipdtese, de tal forma que a,, = & (,,) € a (nica maneira de que dispomos para anular

58 . Ou seja: {1.28) é a transformagiio mais geral que deixa a agdo de Fierz-Pauli mvanante.



Quanto ao tensor de Fierz, vamos agora demonstrar que (1.37) € a unica transformagio que o

deixa invariante. Notemos inicialmente que & F,5, = 0 implica que §F, =0, de tal forma que,
segundo (1.11), a invariincia do tensor de Fierz exige que tenhamos

80 o) =0. (1.43)
Como J¢,, deve ser simétrico, a equagao (1.43) nos diz que 6¢,,,; deve ser totalmente

simétrico. Porém, devido ao (ltimo indice estar sob o sinal da derivada, a unica possibilidade de este
tensor ser totalmente simetrico é termos
S Ppaip = S |uap (1.44)
(lembrando que as derivadas covariantes comutam no espago-tempo plano), o que nos leva a (1.37).
Podemos nos convencer de que este resultado € dnico da seguinte forma: acabamos de mostrar
que a equagdo (1.13) permanece invariante apenas pela transformagdo (1.28), que ¢ a simetria de

calibre da teoria. Recorrendo a (1.17), isto implica que (1.28) é a (nica transformagdo que deixa

F

fi b (=—G‘”ﬂy) invariante, de tal forma que #,5, sO pode permanecer inalterado por uma

transformagdo do mesmo tipo. Caso contrario, ou seja, se¢ houvesse um g, = I, tal que

O Fyp, =0, entdo 5 @ também seria invariante por este & @, - © que sabemos que ndo acontece.

E &, = ), ¢ounico caso particular de & ¢, = &, tal que 8@, 5 € totalmente simétrico:

v
1 1
OPuaip = 56 ap ¥ 5% s = $ uap -

Concluimos assim que (1.37) é a unica transformagio que deixa o tensor de Fierz invariante. E
com relagdo a esta transformagio que denominamos invariantes os escalares 4, B e ( definidos em

(1.21), (1.22) e (1.23).



1.4 Tensor de energia-momento e teorema de Noether

De acordo com o teorema de Noether, existe, para uma dada lagrangiana, uma quantidade, o

tensor de energia-momento, que descreve a conservagdo do momento e da energia associada a

invariincia da a¢do por transla¢des [15]. Em uma teoria para o campo de spin-2, onde a lagrangiana

¢ L= Aj(y!,\,;go'u,,;goy,,m) eaagdo ¢

::j — Ld'x,
0 tensor de energia-momento de Noether, T, ", € dado por
] 5L .
T, = "oz, -L8,).
At a‘paﬂ " aff 4 H
No caso da lagrangiana de Fierz-Pauli,
1
L=—1/.
dk
a expressdo acima nos da
" | e
T, = —m[1~ ) i+ B

H 4K

onde utilizamos (1.26). Calculando a divergéncia de (1.48), encontramos:

4K z..ll Vh’ =-F Hat) w Poplu — F Hag) Do |y _”..,tr =
v . ot/
= - p v v Papiu - F vleb) Papiur = 5 Papiu =
Pup v
_ _ g viap)
= —F v Pofly -
ou, recorrendo a (1.16);
B AP
pow =500 Pulu

{1.46}

(147}

(1.48)

(1.49)

Quando a equacio (1.13) ¢ satisfeita, o tensor de energia-momento obedece a let de

conservacdo

(1.50}



Esta ¢, na verdade, a equagio fundamental que o tensor de energia-momento deve satisfazer.

Isto significa que este tensor, a exemplo do que acontece com a propria fungdo lagrangiana, ndo €
definido de forma univoca. Podemos somar a 7, " qualquer quantidade que tenha divergéucia

identicamente nula, sem que isto altere o contettido da lei de conservagdio. O tensor de energia-

momento de Noether dado em (1.48) ndo ¢ simétrico, mas pode ser simetrizado por este processo.
Definimos ¢, , 0 lensor de energia-momento siméirico, como sendo

s
) feld=rel o [ald-re)

7| evm  oxt| 07w

HY
t4 = —

Quando £ =U//4x, encontramos:

t*“:I’; —l +2[i21<”‘“’3F o E P Fyy =1 ) pp s

PR
+

+|:F alpn) (paﬁ. -5 el Aur) o, o aliv) (pﬂ‘u:| _ (1.52)

LA

A divergéncia de (1.52) nos fornece a segumnte identidade:

v 1 - vlefd) i via)
t,LI ‘l’ = 4—‘2’([(14 |" wﬂ#)tfl’ *'EF ;'V go(]ﬁl,ﬂ - (153)
ou seja:
L _ I - Ll - oaff =
T ['—’(C’m %,u)m ~ G ’/’aﬁw]- (1.54)

Os calculos para se chegar a (1.52) e (1.53) sdo um tanto longos, ¢ estdo no Apéndice B.

Novamente, quando (1.13) é satisferta, temos que

A relacdo entre estas duas formas para o tensor de energia-momento ¢ a seguinte:

1

s g - A vl
t"u‘ = z-'u _;(J'U"JV qD;_'u +9}1 o (156)
onde
Hyw'. :::‘-"1;_[]7 af ) Qf)a/: I alui} @UV 3 F Avex qoa,u ' (157)



Quando a equagdo (1.13) é satisfeita, temos:

vo_ v vA <
t, =7, +6," . (1.58)
Como 6% ¢ anti-simétrico no par de indices vA, segue que gt ny =0 Assim, a equagdo acima

nos mostra que as duas versdes do tensor de energia-momento que apresentamos sdo de fato

equivalentes.

1.5 Problema de Cauchy e graus de liberdade

O tensor simétrico ¢, possui dez componentes independentes: contudo, a equagdo (1.13)

estabelece que o campo de spin-2 sem massa por ele descrito possui apenas dois graus de liberdade.
Uma maneira de nos convencermos disto ¢ analisarmos a propagagdo do campo quando sdo dadas
certas condigdes Inicials.

Seja um sistema de coordenadas no qual y,, =7, =diag {1.-1,-1,-1); vamos considerar
como condigdes iniciais os valores das componentes de ¢, e de suas primeiras derivadas, dados

em uma hipersuperficie espacial £. Neste arranjo, vemos que as derivadas espaciais de qualquer

ordem das componentes de ¢, sdo conhecidas em X. Ja as derivadas temporais de segunda ordem

precisam ser encontradas através das equagdes da teoria, pois determinam a evolugio temporal do
campo através de diferentes hipersuperficies espaciais, o que corresponde a uma foliagdo do espago-
tempo continuo. A necessidade de se resolver equagdes de terceira ordem no tempo, ou de ordens
superiores, ¢ indesejavel, pois costuma relacionar-se a dificuldades com a causalidade da
propagagdo.

A equagdo (1.13), nestas condigdes, torna-se

G =0 (1.59a)

U =g (1.59b)

Ou = 72

-2
~1



sendo os componentes das equagdes (1.59) dados por:

( QG(”,-J,- =000 =0 Pir00 ~Pijkk Y Pikjk Y Phin t
—@oi0; ~Poj0i ~ Pk, TP00 +3;; (W!l,kk +
— P00 kk “Wu,kﬂ‘z@orf,ﬂf:)
(1.60)

£y _
2G4, =@k ~Pokik —Pikok TP k0

QGMOO =2@arok ~Piik Y Priki-
Os indices latinos, aqui como no decorrer de todo este trabalho, serdo sempre usados como indices
espaciais. Vale também a convengao da soma para os indices espaciais repetidos, salvo quando dito
o contrario.

Podemos ver que (1.59a) corresponde a um sistema de seis equagdes para as componentes

@, 00> S0 por isto denominadas equagaes dindmicas. As equagOes (1.59b), por sua vez, nao

possuem derivadas segundas temporais, estabelecendo vinculos entre os dados iniciais na

hipersuperficie £. As componentes ¢, , nao estdo presentes em nenhuma das equagdes. sendo

assim arbitrarias. Este fato elimina quatro graus de liberdade, dentre os dez possiveis para o camnpo.
ficamos apenas com os seis graus de liberdade descritos pelas seis equagdes (1.59a). Além disso,
podemos eliminar mais quatro graus em virtude da simetria de calibre da teora, descrita pela
transformacdo (1.28). O campo possui, portanto, apenas dois graus de hberdade.

A simetria de calibre, que usamos nesta contagem, estd intimamente relacionada a identidade
(1.15) (ou (1.9)), como mostramos na Segdo 1.3. Esta identidade ¢, na verdade, a responsavel pela
propagacdo para todo o espago-tempo dos vinculos estabelecidos entre os dados iiciais em £ pelas

equagdes (1.59b) . Para que isto fique claro, vamos escrever a identidade (].15) da seguinte forma:

Gy o + G, =0 (1.61)

[ _
1 +(1”) y =0,

<00
Gy

onde usamos y .. = 1, . Levando em conta as equagoes dindmicas (1.59a), chegamos a:



(1.62)

Este é um sistema de quatro equagdes diferencials de primeira ordem para as quatro componentes

G, " Vemos imediatamente que G, m”“ =0 ¢ uma solugio deste sistema. De acordo com a teoria

()
das equagdes diferenciais, a solugdo deste sistema ¢ Gnica para cada conjunto de condigdes iniciais,

: « 0 . S - SN ~ G
em particular, G, “ =0 €& a solugdo unica quando as condigdes miciais sdo (;m”‘ =0 na

hipersuperficie . Portanto, as equagdes (1.59b), dadas como condiges iniciais em X, se propagam

para todo o espago-tempo por seremn a solu¢do unica do sistema (1.62) nestas condigdes.
Alternativamente, podemos ver que o campo possui realmente apenas dois graus de liberdade.

verificando que temos dez equagdes para serem resolvidas para as dez componentes do tensor ¢,

como incognitas (as dez componentes da equagio tensorial (1.13)), mas ha ao todo oito equagdes de

vinculos (quatro em (1.59b) e quatro em (1.15)). Vale a pena imencionar aqui que o tensor metrico
¢ .., na teoria da relatividade geral de Einstein, se comporta como um campo de spin-2 semn massa,

possuindo fambém apenas dois graus de liberdade, em conformidade com a andlise que acabamos de
fazer. O que apresentamos nesta se¢fo se aplica quase sem retoques as equacdes de Einstein, embora
elas sejam altamente ndo-lineares, com a identidade de Bianchi contraida desempenhando nesta
teoria o mesmo papel que a identidade (1.15) na teoria linear [80,81].

Estes procedimentos de contagem de graus de liberdade serdo retomados, em situagdes mats
complexas, nos Capitulos 4 e 5, nos quais serdo analisadas, respectivamente, as equagdes nao-

Jineares da teoria NDL e as equagdes lineares para o campo de spin-2 no espago-tempo curvo.



1.6 Teoria do campo com massa

Quando o campo de spin-2 considerado tem massa ndo-nula, devemos acrescentar um termo

de massa a lagrangiana de Fierz-Pauli:

2
1 m-

L=— U—W(qam, ot —rpz)-l.

4K 2 |

A equacido de Euler-Lagrange correspondente €

F a(#v}ia —m- (99;1\' —{pym‘) =0,

ou, equivalentemente,

Tomando o traco de (1.64), encontramos:
- 3 s
Foy +5m @ =0.
Ja a divergéncia de (1.64), por causa da identidade (1.9), nos da
¢,.,u _(0# viv =0.
0 que corresponde, na linguagem do formalismo de Fierz, a

F, =0.

Introduzindo (1.68) em (1.66), descobrnimos que
p=0.

Levando este resultado a (1.67), venificamos que devemos ter

(0_11 Y v =0.

(1.63)

(1.64}

(1.65}

{1.60)

(1.67)

{1.68)

(1.70)

Como as equagdes (1.69) e (1.70) precisam ser satisfeitas, elas impdem ao campo cinco

condi¢des, de tal forma que este fica com cinco graus de liberdade. Dando novamente as condigoes

iniciais para este sistema de equagdes numa hipersuperficie espacial X, como fizemos na segao

anterior, vemos que as componentes Ou da equagdo (1.65) continuam sendo (quatro) equagdes de



vinculos, como também o sdo as equacdes (1.70) e (1.69) (cinco equagdes). Como esta iltima deve

valer em todo o espago-tempo, ela requer um vinculo adicional:

Py=0. (1.71)
Temos entdio um total de dez equagdes de vinculos, para um sistema de quinze equagdes a serem
resolvidas, formado por (1.65), (1.69) e (1.70), o que confirma que o campo possui ¢inco graus de
liberdade. A imposicio da validade em todo o espago-tempo das equagdes (1.69), (1.70) e (1.71),
denominadas vinculos secunddrios, garante a propagagdo para todo o espago-tempo das
componentes 0y da equagdo (1.65), os vincufos primdrios, desde que sejam dadas como condi¢des
niciais em X

O tensor de energia-momento, no caso do campo coin massa, também adquire novos tennos:

£ = 4L —U +2[ ) R A e R R A 1} +
K

|#

m* 2 , v ;
+—7‘((Paﬁ o —40“)?““ 2m*(40““¢ra —wrp‘“) . (1.72)

O tensor de energia-momento de Noether se torna

v | I — o om° a o
Ty :“g{f‘ @ waﬁw“"[““*;(%ﬁ 0% ~p )J%} (1.73)

K

A divergéncia de (1.73) nos da

T, , = 51;<?u:,,,>"ﬁ Pl - (1.74)
eade(1.72)nos leva a
ty = —%{“[?(Gumf’g P I Do) (1.75)
onde definimos
G = ('}m’m, +%m2 (qaw, *go}/‘m,) ‘ (1.76)
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A relagdo entre as duas formas do tensor de energia-momento ¢ dada por

§ B i’
t, =T, —;o(fm)” 1 +B}‘,V i (1.77)

iy

onde 6#* & definido em (1.57). Quando a equagdo (1.65) € satisfeita, temos G =0, e vale a

conservagdo do momento ¢ da energia representada pelas equagSes (1.50) e (1.55).

Encerramos, com isto, nossa apresentagio dos pontos basicos da teoria linear do campo de
spin-2 no espago-tempo plano. Gostariamos de salientar que o uso do formalismo de Fierz. embora
totalmente opcional, nio deixa de contribuir para a clareza das ideias, permitindo muitas vezes uma
formula¢io mais compacta e eficiente para equagdes e objetos matematicos, como € o caso, por
exemplo, da propria lagrangiana da teoria, £L=0//4x, onde U ="F 4, F “ _ o F% A conversdo

para a linguagem tradicional, que lida apenas com o tensor ¢,, € suas derivadas, € realizada

facilmente através das equagdes (1.10) e (1.16).

et
1>



Capitulo 2

NDL - Uma classe de teorias para o campo
gravitacional

2.1 Introducio/ Motivacio

A teoria linear da gravitagdo, investigada sistematicamente pela primeira vez em 1939 por
Fierz ¢ Pauli [37,38], baseia-se na lagrangiana para um campo de spin-2 sem massa, (1.47), e resulta
na seguinte equagao:

G =& IH (2.1)

onde x ¢ a constante de Einstein definida em (1.20), e 7#" € o tensor de energia-momento de todos

0s campos ndo-gravitacionais e da matéria, derivado de uma lagrangiana £, . Sua agdo €

Como (2.1) corresponde exatamente & parte linear das equagdes de Einstein, esta teorta pode
ser usada para a obtengio de resultados aproximados, no regime de campos gravitacionais fracos,

dentro do esquema da relatividade geral. Entretanto, tomada em si mesma ela € uma teoria
inconsistente. O tensor 7#" que entra nestas equagdes ¢ calculado no espago-tempo plano, e, de
acordo com (2.1) e (1.15), satisfaz a seguinte le1 de conservagao:

7, =0. (2.3)
Isto significa que a teoria linear ndo leva em consideragdo os efeitos do campo gravitacional sobre a

propria fonte. Ou seja: podemos ter, por exemplo, um objeto emitindo ondas gravitacionais sem

perder energia alguma, o que € um absurdo.



Para corrigir esta inconsisténcia, ¢ preciso mudar alguma coisa na teoria. O acréscimo de
outros campos além do campo de spin-2, por exemplo, fol experimentado por Deser € Laurent [29] e
também por Bollini et al. [30]. Contudo, para perinanecer com uma teoria que contenha apenas um
campo de spin-2, somos forgados a introduzir termos nio-lineares nas equagdes. O problema reside
entdo no fato de o lado esquerdo de (2.1) ter divergéncia identicamente nula, o que impde uma le1 de
conservagio sobre o objeto do lado direito desta equagdo. A lei de conservagio assim obtida ndo
pode ser sendo a conservagdo da energia e do momento totais, incluindo as contribuigdes geradas
pelo préprio campo gravitacional, sob pena de levar a inconsisténcias como a que descrevemos

acima. A equacdo correta, portanto, deve ser

. v . v
G == i T8 2,2, (2.4)
onde t,“" € o tensor de energia-momento do campo gravitacional. Da divergéncia de (2.4) resulta

(7 vem) =0, (2.5)

»
que ¢ a lei de conservagio do momento e da energia em sua forma completa.

A lagrangiana da teoria deve ser tal que o tensor ¢,*" que aparece em (2.4) seja exatamente o
tensor de energia-momento simétrico resultante da formula (1.51), na gual entra esta mesma
Jagrangiana. Vimos que a lagrangiana de Fierz-Pauli, £=U/4x. produz o tensor de energia-
momento t** dado em (1.52), mas leva a equagdio (2.1), na qual este tensor esta ausente. Para
incorpora-lo & equaciio, precisamos de um novo termo na Jagrangiana, de O (@) : porém, este termo
modificaria também o proprio tensor de energia-momento do campo de spm-2, que passara a conter
termos de O(gp3 ). Teriamos entdio que acrescentar mais um termo a lagrangiana, de O (¢*), para
cormigir 0 t¥ que aparece na equagdo, e assim sucessivamente. A lagrangiana correta seria entdo

aquela encontrada no limite deste processo, ap0s infinitas corregdes:

oy 2y (3
£g:L+£+L+..., (2.6)



th
onde o primeiro termo € £ =U//4x. O tensor de energia-momento seria, entdo:

P72l 734 F73% F734
£, =ty fiop tEs to. 2.7)

onde t /" ¢ dado por (1.52).

Este procedinento para se obter uma teoria consistente da gravitagdo a partir da teoria do
campo de spin-2 no espago-tempo plano foi sugerido inicialmente por Kraichnan [3] € Gupta [4], e
também mais tarde por Feynnan [1] e Ogievetsky e Polubarinov [9]. Deser [13] apresentou uma
andlise mais compacta deste tema, que também foi abordado, mais recentemente, por Grischuck,
Petrov e Popova [12]. Estes autores obtiveram ainda um resultado muito importante: a teoria
definida pelo procedimento que acabamos de explicar € idéntica 4 teoria da relatividade geral de
Eintein, que se mnostra apenas descrita em uma linguagen diferente. A relagdo entre as duas

linguagens. a do campo de spin-2 ¢, em Minkowski ¢ a da geometria riemanniana, na qual o
campo gravitacional é descrito pela métrica g .., ¢ dada pela seguinte equagao:

g;nf = ;y,uv +¢’,Lt!.’ . (28)
(Na verdade, podem ser indiferentemente usadas outras defini¢des, tais como  g#" =y*" +#" ou

[ g™ = /- }/( 71+ ") | a teoria consistente resultante do processo acima descrito ¢ sempre a

relatividade geral, independentemente da escolha feita. A definicdo que damos em (2.8), neste
cohtexto, ¢ ditada por questdes de conveniéneia.) Através de (2.8), descobre-se que (2.4) nada mas
¢ do que uma nova versio para as equagdes de Einstein:

GHY = — e TH (2.9)

onde

G“wzm“-%RgW, (2.10)

2 a(ELmar)% o a(ﬁﬁmj

: 210
v £ ag;w dx” ag,uv.}.

T = -




Também (2.6) nos leva a agio de Hilbert-Einstein:

i
S = EIRRd4x+J.‘/—_g £, dx. (2.12)

A divergéncia de (2.9), devido a identidade de Bianchi contraida,

GHY, =0

v ?

(2.13)

onde usamos o ponto-e-virgula para designar a denvada covariante em relagdio a métrica g, , de tal

forma que
g,u;f.aEOv {214)
nos diz que devemos ter

TH =0 (2.15)

B

Esta equagdo ¢ exatamente equivalente a (2.5), e pode ser escrita da seguinte maneira:

T K TR Ky T 20, (2.16)
onde definimos
K—A,ul’ = I—,i:.lf - A:,;l_' ] (2 27)
sendo A :“ e I“:;",, respectivamente, as conexdes meétricas construidas com y,,, e com g,,°
i I
A,UV ::E}(i‘(}/q&ld‘_’-}vm’.#_}"ul,'_.f_')-\ (2]8)
a1 e ) 0
I“{w _:Eg Beuw T &ov i ~Euvel (2.19)

Encontramos facilmente que o tensor K * v » Que € um verdadeiro tensor apesar de A :” e F_j‘, nao o
serem, € dado por
K% Zé‘glg(%mv FPeviu “40,uvif)= (2.20)
onde usamos, é claro, (2.8).
Vale a pena chamar a atengdo, aqui, para o fato de que, quando a métrica ¢ definida pela

equagdo (2.8), a métrica inversa commesponde a uma série infinita:

g = P — " ™ s (2.21)
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Um detalhe importante nesta construgdo da relatividade geral como uma teoria de campo €

que pa agdo (2.12), assim como na equagdo (2.9), aparece uma Gnica métrica: g, . Ou seja, a
métrica de Minkowski, ¥, , 80 se apresenta sob a forma de elemento da soma y,, +¢,, , jamais

ocorrendo sozinha ou em outra combinagdo qualquer, o que faz com que ela se tomne inobservdvel
nesta teoria (e é precisamente por isso que a relatividade peral ¢ insensivel ao uso de diferentes
alternativas para a equagdo (2.8), desde que se permanega fiel a opgdo feita).

Surge, neste ponto, a seguinte questdo: o procedimento de somarmos o tensor de energia-
moimnento do campo gravitacional, ¢ ", ao lado direito da equagio (2.1) para obteninos (2.4) é de

fato a tnica maneira de que dispomos para chegarmos a uina teoria consistente para a gravitagdo em
termos apenas de um campo de spin-2 puro? A resposta é afirmativa, e a relatividade geral de
Einstein é a Gnica teoria que descreve coerentemnente ¢ campo gravitacional como um campo de
spin-2 puio sem massa em auto-interagdo, segundo a dindmica de equagdes ndo-lineares, como o
comprovam os trabalhos de Ogievetsky e Polubarinov [9] e de Wald {i4]. No entanto. M. Novello,
V. A. De Lorenci e L. R. de Freitas [52], corajosamente, desafiaram estes resultados da literatura ¢
investiram na tentativa de criar uma teonia diferente para a gravitagio como um campo de spin-2 em
auto-interagdo, explorando a possibilidade de a métrica de Minkowski ndo aparecer apenas sob a

forma y . +@,,; ou seja, eles tentaram formular uma teoria consistente que fosse, diferentemente

da relatividade geral, uma teoria bimétrica para a gravitagdo. Esta teoria, denominada NDL, adota
uma estratégia semelhante a da teoria bimétrica de Rosen [23], mas difere dela ao aceitar a teoria de
Fierz-Pauli, acima descrita, como ponto de partida, e apoiar-se fortemente na equagdo (2.8).

A verdadeira inspira¢io paraa NDL deve ser procurada nateoria do eletromagnetismo nao-

linear, na qual a lagrangiana ¢ dada por uma fungio arbitraria dos invariantes I e G construidos com

o tensor F,.:
Fo=F, R, (2.22)
G=F,, F*, (2.23)
ou seja:



c=— 1 (F.G). (2.24)
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A lagrangiana da teoria linear de Maxwell corresponde ao caso particular em que L(F.G)=F , e as

demais teorias devem recair neste caso no himite apropriado. Outra lagrangiana relevante para nossa

discussdo, por ter influenciado a formulagdo da NDL, ¢ a da teoria de Born-Infeld [48-51],

)

L=4b* ‘/1+i— GO (2.25)

260 1eb?

onde a constante 4° representa o valor miximo possivel para 0 campo.
A NDL acrescenta termos ndo-lineares a equagdo (2.1) imitando o procedimento usado 1o
eletromagnetismo ndo-linear, adotando como lagrangiana uma fumgio arbitraria dos invariantes A, B

e (, sujeita apenas a restri¢do de reduzir-se a lagrangiana de Fierz-Pauli em primeira aproximagao:

£ = LL(A,/;‘e,(?)_ (2.26)
4k

A idéia por tras da formulagdo desta teoria € um questionamento do principio de equivaléncia
em sua versdo forte, segundo a qual todos os campos da natureza, incluindo o proprio campo
gravitacional, sentem e produzem gravitagdo da mesma forma. Isto quer dizer que a auto-interagdo
do campo gravitacional segue a mesma forma de acoplamento universal que existe entre 0 campo
gravitacional e os demais campos da natureza. Para sermos mais claros, vamos distinguir res
versdes do principio de equivaléncia (ha uma discussdo bastante completa do assunto no livro de C.
Will sobre testes experimentais da teoria da gravitagdo [17]):

a) Principio de Equivaléncia Newtoniano (PEN), ou Principio de Equivaléncia Fraco:
Formulado por Newton no seu monumental Principia [82], estabelece a igualdade entre a massa
inercial e a massa gravitacional de qualquer corpo, m =m g, o que quer dizer que todos 0s corpos
caem com a mesma aceleracdo em um campo gravitacional, independentemente da sua massa ou da
sua estrutura interna. Dito de uma forma ainda mais rigorosa: se uma particula-teste sem carga

(eletromagnética) for colocada em wm determinado ponto do espago-tempo com umda dada



velocidade inicial, entdo sua trajetoria subseqiiente serd independente de sua estrutura interna e de
SHa COMPOSICAo.

b) Principio de Equivaléncia Einsteiniano (PEE): Publicado por Einstein em 1911 [83],
alguns anos antes de ele completar a formulagdo da sua teoria da relatividade geral, estende o
principio anterior ao exigir que nio apenas as leis da mecinica, tal como a trajetoria de wn corpo,
sejam independentes de sua posigio, velocidade ou massa, mas que fodas as leis da fisica devem sé-
fo. Mais rigorosamente, este principio compde-se de trés ttens:

i) Evdlido o PEN:

i) O resultado de qualquer teste experimental local ndo-gravitacional ¢ independente
da velocidade do aparato experimental {em queda livre).

i) O resultado de qualquer teste experimental local ndo-gravitacional é independente
de quando e onde no universo ele é realizado.

¢) Principio de Equivaléncia Forte (PELF): E a extensdo do PEE para a interagdo do campo
gravitacional consigo mesmo, ¢ pode ser assim sumariado:

i O PEN ¢ vdlido tanto para corpos com auto-interagdo gravitacional quanio para
corpos-teste (PENG);

ii O resultado de qualquer reste experimental local ¢ independente da velocidade do
aparato experimental (em queda livre);

iii) O resultado de qualquer teste experimental local ¢ independente de quando ¢ onde
no universo ele ¢ realizado.

Pode-se argumentar convincentemente que se o PEE ¢ valido, entdo o campo gravitacional
deve ser descrito pela curvatura do espago-tempo e todos os campos nio-gravitacionats devem se

acoplar com uma mesma métrica g, , 0 que denominamos acoplamento universal, de tal forma que

sdo validos os assim chamados postulados das teorias métricas da gravidade:

i) Lxiste uma métrica g, |

(%7}
(e



iij  Corpos-teste seguem geodésicas de g, .

i) Em sistemas de referéncia localmente lorentzianos (em queda livre), as leis da fisica

que hdo envolvem a gravitagdo sdo aquelas da relatividade restrita.

Ha também bons motivos para se acreditar que 0 PENG implica no PEF, ou seja, que o item
¢~/ acarreta como conseqiiéneias os itens ¢-ii ¢ ¢-itf, assim como o item b-i implica nos itens b-if e
b-iii (conjectura de Schiff). Nas teorias em que ha outros campos gravitacionais além da métrica

8, - sendo satisfeito o PEE, o papel destes campos auxiliares é somente o de mediar a maneira pela

qual a matéria e os campos ndo-gravitacionais geram os campos gravitacionais ¢ produzem a
métrica, pois esta € o (inico campo a se acoplar diretamente com a maténa.
Mais controversa é a proposicdo de que o PEF implica e que haja apenas um Unico campo

responsavel pelos fendmenos gravitacionais, a métrica g, . C. Will, no livro citado, chama a

atencdo para o fato de diversas deriva¢des da relatividade geral, tais como a de Deser e a de
Weinberg, assumirem que existe apenas wn campo gravitacional (ver o quadro 17.2, na referéncia
[84]). Estas derivagdes assumem a validade do PEF, e tendem a fortalecer a crenga na conjectura de
que a relatividade geral ¢ a (mica teoria métrica que o satisfaz plenamente. Contudo, ainda ndo foi
rigorosamente descartada a possibilidade de o PEF ser satisfeito por uma teoria que contenha outros

campos além de g, . Um contra-exemplo para esta conjectura talvez seja a teoria em que se somain

termos quadraticos no tensor de Riemann a agdo de Hilbert-Einstein; como esta teoria contém

apenas uma métrica, g, , ela pode em principio satisfazer ao PEF, mesmo diferindo bastante da

relatividade geral. Ndo obstante, as derivagdes da relatividade geral acima mencionadas, em
particular os trabalhos de Weinberg [6-8], Ogievetsky e Polubarinov [9] e Wald [14], demonstram
claramente que a restri¢io de que o campo gravitacional seja descrito por um #inico campo de spin-
2, sem massa, ¢ suficientemente forte para que a Unica teoria consistente, nestas condi¢Bes, seja a
relatividade geral. No caso de teorias com termos quadraticos no tensor de Riemann, por exemplo,
apesar de ela conter uma (nica métrica, ja ndo se trata mais de um spin-2 puro, mas de uma cole¢do

de campos de spin-2 e de campos escalares acoplados (ver Hindawi et al. [16]).
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A NDL coimega com a constatagdo de que, embora o PEE seja abundantemente corroborado
pelas observacdes experimentats, ¢ mesmo ndo acontece com o PEF [21] (ver Will [18] para um
relato atualizado dos testes experimentais da relatividade geral). De fato, os testes para a violagdo do
PEF se concentram nos itens ¢-ii ¢ c-ifi, que tém confirmag¢io experimental. O item c-i, o PENG, no
entanto, permanece sem comprovacdo experimental direta. Ou seja, anda ndo ha dados
experimentais suficientes para uma definigdo clara de como se d4 a auto-interagdo do campo
gravitacional. Os proponentes da NDL, entdo, escolheram a lagrangiana (2.26) como a base para
uma teoria na qual a auto-interagdo do campo gravitacional, descrito por um campo de spin-2 sem
massa, se faz de forma semelhante & auto-interagao do campo de spin-! na teona do eletro-
magnetismo nio-linear.

Sendo a NDL uma teoria ndo-linear para um unico campo de spin-2 (embora tendo uma
segunda métrica, a de Minkowski, como objeto absoluto) e tendo a teoria de Fierz-Pauli como limite
linear, suas previsdes so se diferenciariam das da relatividade geral naqueles fendmenos em que a
auto-interacdo do campo gravitacional fosse relevante, o que se manifestaria nas propriedades das
ondas gravitacionais. As diferengas entre as duas teorias, neste ponto, podem ir tdo longe que a NDL
é capaz de acomodar a possibilidade da ocorréncia de birrefringéncia para as ondas gravitacionais
[59], fendmeno totalmente ausente na relatividade geral. Contudo, esta teoria esbarra no mesmo
problema que a teoria linear de Fierz-Pauli descrito no inicio desta segdo: a divergéncia das
equagdes de Euler-Lagrange produzem uma lei de conservagdo que entra em conflito com a lei da
conservacdo da energia ¢ do momento totais. Em outras palavras: a introdugio dos termos ndo-
lineares através da lagrangiana (2.26) ndo resolve adequadamente o problema da teoria linear que
motivou o préprio apelo a estes termos. E isto € wma manifestagdo daquele importante resultado a
que ja nos referimos varias vezes: a relatividade geral ¢ a unica teona coerente que descreve a
gravitagdo como um tnico campo de spin-2 puro sem massa em auto-interagio, segundo equagdes
ndo-lineares. Ao pertencer precisamente a este particular grupo de teonas, a NDL estava, desde o

inicio, fadada ao insucesso.



Neste e nos demais capitulos da Parte I, vamos apresentar os pontos basicos da teoria NDL, e

mostrar exatamente onde, como ¢ por qué ela falha.
2.2 Acio da teoria e equagdes para o campo gravitacional na NDL

Dissemos, na segdo anterior, que a NDL se baseia na lagrangiana (2.26), com a restrigdo de
reduzir-se a lagrangiana de Firz-Pauli em primeira aproximagao. Vamos entdo impor que L (. B.( )
seja da formma

LIAB.C)=U+0(e). (2.27)

lembrando que os mvariantes 4, Be (" sdo da O (p*) . Para facilitar que esta exigéncia seja sempre

cumprida ¢ evitar complicagdes desnecessarias, a NDL adota o seguinte postulado. oy invarigntes A

e B 56 devem aparecer na lagrangiana através da combinacdo A - B (=1/). Assim, a forma geral da
lagrangiana é L=1({/.C).
O invariante C ndo contribui em nada para a parte linear das equagdes da teorfa. porque pode

ser escrito como uma divergéncia total, de tal forma que JW’_ ¥ ("d*x pode ser desprezado na agdo

como um termo de superficie:

&

I S (2.28)

(-'.': F(I,BP

*

o . _ g ofu
K" =~-F @,G,u‘

resultado este a que chegamos utilizando (1.11) e a identidade (1.3). Portanto, somente os termos

quadraticos ou de ordem superior em (’ contribuem para as equagdes.

A acdo do campo gravitacional, na auséncia de matéria, ¢ entdo dada na NDL por
Szzl—j,ﬁy L{U.C)d*x. (2.30)
K

A variagdo desta a¢do em relagdo a ¢, nos da:



L L oL oo
5‘3_41;]‘/75%, 50, d*x

1 oL 1
=—o| 4/~ dw, ., dx=
4!{»" 4 arp#vla Cuvi

1 I ot/ aC
:ﬂf —)f LL' +L(‘ é“pﬂl’!a d4X=
4x atp,uv lex aggyvla |

1 ; " iy .
:EH*}' { e g s dty (2.31)

onde usamos (1.26) e sua equa¢do analoga para (

Y

L S rx{,uv). (
a‘pyl'ia

]
|95
I~
—

Os simbolos ;- € L indicam derivadas parciais da lagrangiana em relagdo a (/e (.

LU, C
Ly ;=w—&(ﬁ7‘—-), (2.33a)
aL(U.C)
[ = ——— 2.33b
‘ aC (2.33b)
Usaremos também L, -, L, etc, para derivadas de ordem superior.
Continuando a desenvolver {2.31), encontramos
5S :Z%I‘/_ ¥ [ Lol o)y F “0‘")} 5p,, d'x, (2.34)
lex
o que nos d4 a seguinte equagdo de Euler-Lagrange:
[ Lo P )y Lo F “(#"’} =0. (2.35)
le

Como o invariante (' ndo contribut para a parte linear destas equagdes, ou seja, ndo interfere
no comportamento dos campos gravitacionais fracos, o primeiro passo na exploragdo desta teoria é a
analise de lagrangianas que dependem exclusivamente da variave] (/. Este foi o caminho tomado
pelos criadores da NDL [41,52,53], e é também o que segmremos aqui. Todas as principais
caracteristicas desta teoria podem ser adequadamente estudadas neste ambito mais restrito. De fato,

a conseqiiéncia mais notavel da introdugio da variavel C na lagrangiana € a possibilidade, ja aludida,



de birrefringéncia para as ondas gravitacionais. Como isso € possivel sera explicado na Segéo 2 4.
No restante deste trabatho, trataremos exclusivamente de lagrangianas que dependem apenas de {/,
sem prejuizo para as nossas conclusdes mais gerais.

A agdo total da teoria NDL, nesta versdo mais restrita, que pretendemos examinar

detalhadamente, € portanto a seguinte:

= L7 L0 e [F Lt 2360

onde

g‘uv = y‘uv + goluv 1 (236'3)
Raﬁ;n’(ypa'):o' (236C)
Vale a pena chamar a atengfo, aqui, para o fato de diferentes definigdes para a relagao entre g,

Y v € @, , NEStE contexto, levarem a diferentes teorias, ndo equivalentes entre si, de tal forma que a

equacdo (2.36b) & indispensivel para uma detimigdo precisa da teoria, enquanto que para a
refatividade geral a equagdio (2.8) € apenas uma opgdo possivel dentre muitas. A razdo disto € que na

a¢do (2.12) aparece uma unica métrica, g, , enquanto que em (2.36a) aparecem duas métricas: y,,,
no primeiro termo do lado direito, e g, no segundo (estamos impondo que, na NDL, £, so
dependa de g, € dos campos de matéria, ndo-gravitacionais, de acordo com as regras do

acoplamento universal definido na segao anterior). Isto demonstra que a NDL tem uma estrutura
bimétrica, semethante, em certos aspectos, a teoria bimétrica de Rosen. Evidentemente, L (U } deve
satisfazer @ restrigdo dada em (2.27). 0 que garante que o limite linear da NDL seja a teoria linear de
Fierz-Pauls.

Para encontrarmos a equagio de Euler-Lagrange derivada da agdo (2.36a), devemos primeiro

notar que, devido a (2.36b),

5 {J:ELIPT(JI J _ 5 [ J:;‘CIH{H} _

50 58
_ a(\J:E‘C'mQI J _ 0 a(J:Eme J
- ag#], a.’[}. ag.uv_f"_ ’
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de tal forma que

SW-8bm)

= - T,
L 2

onde utilizamos a defini¢io do tensor de energia-momento da maténa dadaem (2.11).

A equacdo para o campo gravitacional, na presen¢a de uma fonte material, ¢, portanto:

4x e 2
Rearranjando um pouco os termos, encontramos:
[L[-F “(‘”')} « = 2Kw T

onde definimos

Sera (Gtil, mais adiante, sabermos que

1 .o s
w:1+§_1[90#1’ o™ AEQ‘]+U(¢3)_

Escreveremos também a equagdo (2.39) sob a forma
PHY = g T,
usando a notagio

4 :=—%[[,{~F “w)]

(2.37)

(2.38)

~J
L)
=]
—

(2.40)

(241)

(2.43)

O tensor %", no limite linear, quando Z;- > 1, reduz-se ao tensor 5", como podemos ver pela

equacdo (1.16). Assim, levando em conta (2.41), vemos que (2.42) tem de fato (2.1) como seu limite

linear.

Evidentemente, na auséncia de matéria (2.39) se reduz a um caso especial de (2.35):

|1 o] <o)

(2.34)

QOutra forma de apresentarmos a equagdo para o campo gravitacional na NDL ¢

desenvolvermos wm pouco termo do lado esquerdo de (2.39):
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|2, F “(*“")] o= LoFe e r v, B (2.45)
Recorrendo entdo a (1.16), chegamos ao seguinte resultado:

Lo
MV _ (844 . a{,uv) _ Kw av
G =55V o (2.46)

Comparando esta equagdo com (2.4), vemos o quanto a NDL difere da relatividade geral: enquanto
ambas as teorias tém o mesmo limite linear, o tensor de energia-momento do campo gravitactonal
ndo entra como um componente da fonte na NDL. E ¢ desta forma que a teona pretende singularizar
a auto-interagdo do cainpo gravitacional, tratando-a de forma diferenciada em relagdo a mteragio do
campo gravitacional com os demais campos (ao passo que na relatividade peral todos os campos,
inclusive o proprio campo gravitacional, s3o tratados exatamente da mesma forma).

Como as equagdes da NDL dependem de uma fungdo arbitrania, sujeita apenas a pequenas
restricdes, ela corresponde a toda uma classe de teorias para o campo gravitacional, como sugere V.
A. De Lorenci em sua tese de doutorado [41], ou, talvez mais adequadamente, a uma teorta que
comporta uma infinidade de modelos especificos. Em seguida, vamos apresentar wn modelo

particular, inspirado na teoria de Born-Infeld para o eletromagnetismo.

2.3 Modelo tipo Born-Infeld: solugiio estitica esfericamente simétrica para

0 vacuo

2.3.1 Os parimetros PPN

A primeira tarefa para uma teoria moderna da gravitagio (fora o hmite newtoniano, que
discutiremos no Capitulo 3) ¢ dar conta dos assim chamados testes classicos, propostos por Einstein
em seu artigo de 1916 [10]: o desvio gravitacional para o vermelho, a deflexdo dos raios de luz e a
precessdo do periélio da orbita de Mercurio. O primeiro deles, o desvio gravitacional para o

vermelho, é na verdade um teste do PEE, ou seja, é automaticamente satisfeito por qualquer teoria

16



métrica (Internamente coerente) da gravitagdo. Os outros dois testes exigem, essencialmente, que a
métrica que descreve O sistema solar, ignorando-se a rotagdo do Sol, seja dada, em primeira

aproximagao, por;

rc” re”

3 Zo; =0 (2.47)

GM Y
iy Zﬂ[l + 2}/_'”2#]0 i

rc

GM Y
)

onde A é a massa do Sol, (& é a constante gravitacional newtoniana, ¢ ¢ a velocidade da luz e fe ¥
s30 pardinetros que assumem os valores
B=1,
(2.48)
y=l '
Na verdade, fe y pertencem a um conjunto de dez pardmetros, chamados Pardmetros Pos-
Newtonianos (PPN), suficientes para descrever as primeiras corregdes ao potencial newtomano
previstas por qualquer teoria métrica da gravitagdo (para uma discussdo completa dos pardmetros
PPN, ver a referéncia [17]). Na refatividade geral, temos, exatamente, B =y =1. Este resultado pode
ser encontrado a partir da métrica de Schwarzschild, que ¢ a solugio exata desta teona para o0 campo
estatico no vacuo, com simetria esférica, apos uma mudanga de coordenadas para um sistema
isotropico; uma vez escrita neste sistema de coordenadas, a solugdo da teoria ¢ comparada com a
métrica (2.47) e os parametros sdo lidos (esta transformagdo de coordenadas ¢ dada no Apéndice C).
Anilises mais rigorosas requerem © estudo de todo o conjunto dos dez parfimetros PPN, e
necessitam que se leve em conta a fonte material que cna o campo gravitacional. No entanto, sempre
que uma teoria possul leis de conservagdo para 0 momento, a energia, O momento angular ¢ o
deslocamento do centro de massa, sete desses parametros se anulam identicamente, restando fivres
apenas 3, , e um terceiro pardmetro. &. Este ultimo relaciona-se com efeitos de locais privilegiados

no espaco-tempo, ou seja, testa o item c-iif do PEF: na relatividade geral, assume o valor £=0, em

bom acordo com os dados experimentais. Tanto a relatividade geral quanto a NDL (ver Segdo 2.5)
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possuem todas estas leis de conservagio, de tal forma que os pardmetros £, y e £ sdo os unicos
relevantes.

O calculo do parimetro & é mais complicado ¢ sera discutido na Seg¢do 3.2, Por ora, vamos
apresentar a identificagio dos pardmetros #e y na NDL através do procedimento descrito acima,
analisando a solugdo exata para o campo estatico de simetria esférica no vacuo de um particular
modelo para a teoria, tal como o fizeram M. Novello, V. A. De Lorenci e L. R. de Freitas [41,52].

Mais adiante, na Se¢do 3.3, retomarermnos este calculo de uma perspectiva mais critica.

2.3.2 Uma solucio exata

O modelo que vamos examinar ¢ inspirado na lagrangiana de Bom-Infeld para o

eletromagnetismo ndo-linear, (2.25), que ¢ adaptada para o campo gravitacional da seguinte forma:

, U
/,({,-)z_z,fﬁjl = _11, (2.49)
bt
2 -~ - - - . . ~ .
onde 4° ndo tem o significado de ser o maior valor possivel para o campo, mas € um pardmetro hivre
cuja interpretagdo fisica, num primneiro momento, ndo tem uita importdncia. Uma imitagdo mais
exata da lagrangiana de Born-Infeld envolveria também o invariante (', mas € conveniente nos

restringirmos a variavel {/. Vemos imediatamente que a lagrangiana acima satisfaz a condigdo

(2.27). Suas duas primeiras derivadas, que entram na equagdo (2.46), sdo:

-1 2
/
L = [1_ [,) . (2.50)
b‘.
AR
Ly¢ :_17{1__(7} : (2.51)
21 B

Este modelo nos permite encontrar uma sofugio exata para a equagdo do camnpo gravitacional
no vacuo, (2.44), no caso do campo estitico com simetria esférica. Para mostrarmos isto,

comegamos por escrever a métrica de Minkowski num sistema de coordenadas esféricas (ct,7,6, 4}
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1 0 0 0
0 -1 0 0
Vv = ) 2.52
Tu 0 0 —r 0 (2.52)
0 0 0 -rzsenzﬁj

Vamos agora impor que as unicas componentes do tensor ¢, que ndo se anulam sejam @y

e ¢, . Além disso, clas devem ser fungdes gue dependem apenas da coordenada radial, ¢ as
designamos pelas letras pe v:

Poo =4 (r). (2.53)

o ==v{r). (2.54)

A métrica (2.52) nos garante que " = g,, € também que ¢'' = @, . Podemos, a partir de (2.53) e

(2.54), calcular as componentes do tensor de Fierz, utilizando a equacdo (1.10). E importante notar

que as derivadas covariantes em relagdo a métrica de Minkowski envolvem as conexdes Af;,,,

calculadas com (2.52) em (2.18) (Apéndice D). Encontramos:

14

Flop =——. (2.33)
r
1 3 dp -
F'm =—\lrvy -y} —. 236
- 2( ) dr ( )
Flay=Fp sen’ @ (2.57)

As demais componentes ndo-nulas do tensor de Fierz podem ser encontradas a partir destas trés

através das simetrias (1.1) e (1.2). A iinica componente do tensor /, que nao se anula é:

du_2v (2.58)

F=-t.=,

dr r

Utilizando estes resultados, chegamos a seguinte expressio para o invariante {/:

Yl vdu (2.59)

As componentes de (2.44) nos fornecem apenas quatro equagdes ndo nulas:

49



a)

b)

<)

d)

=0 i(rvlL,;)zO; (2.60)

p
pl- o, du_v. (2.61)
dr r
b, dla('(rﬂdﬁ_v]_h_i ,d_ﬂwv]:o; (2.62)
cdr dr dr\ o dr
y ¥ =0 Repete a equagdo do item (c).

Vemos imediatamente que (2.62) ¢ identicamente satisfeita se (2.61) for valida, de tal forma

que so temos de nos preocupar com (2.60) e (2.61) — um sistema de duas equagdes para as duas

fungdes e v. Usando ainda (2.61) em (2.59), descobrimos que

5

== (2.63)
P

Voltando agora ao item (a), a equagdo (2.60) nos da:

rvil; =2, (2.65)

onde A, & uma constante de integragdo. Segue dai e de (2.64) que

b r-

2 -1 2
rv[l-ﬁ- 'f,] =2, . (2.66)

Apds uma pequena manipulagdo algébrica desta equa¢do, chegamos a:

4 -1 2
V(r):’l—“(l—"z] , (2.67)

F fa

onde definimos

A :
= 2.68
. (2.68)

Podemos agora encontrar 4 (r) mntegrando a equagio (2.61):

50



r

v

u(r) =I': V(r')dr'. (2.69)

Isto nos da uma integral eliptica:

r l
ui{r) =4, I —_—dy. (2.70)
r. ’ 4 4
L 'V — ru
Expandindo (2.67) e (2.70) em poténcias de 1/r, encontramos:
g
v(r)=ﬂ+ﬂ(i‘j +0(r 7y, (2.71)
r 2r
A A *
;;(r)zl—L[LJ + O (2.72)
roo 10rr

Devido a defini¢do de g,, em (2.36b) e as nossas escolhas feitas em (2.53) e (2.54), temos o

seguinte elemento de linha para a geometria definida por (2.71) e (2.72):
dst = (14 ) 2 di® —(1rv) drt —r? (d07 +sen’ 0 dp*) . (2.73)

Para podermos comparar esta geometria com (2.47), identificarmos 4, e determinarmos 0s
valores de S ¢ y, precisamos ainda passar (2.73) para um sistema isotropico (ver Apendice C}.
Fazendo isto e mantendo apenas os termos até a () ( r ), chegamos ao seguinte resultado:

-

Ao A Y
g(mzi_‘”‘Jr“L_O]
roo20r

2o, =0 (2.74)

Temos, entdo:

(2.75)

e também;

B=y=1. (2.76)
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Seguimos, até aqui, o calculo realizado em [41]. O resultado a que acabamos de chegar para
os pardmetros PPN S e y ¢ exatamente 0 mesmo que se encontra na relatividade geral, ou seja: a
soluglio exata que apresentamos acima para o campo gravitacional estatico, esfericamente simétrico,
no vacuo, parece indicar que a NDL se sai tio bem quanto a teoria do Einstein em relagdo aos testes
classicos, pelo menos para o modelo “Born-Infeld gravitacional”. Veremos no Capitulo 3 que ndo ¢

bem este 0 caso.

2.4 Ondas gravitacionais

Quando o campo eletromagnético interage consigo mesmo, segundo wma dindmica ditada por
equagdes ndo-lineares, os fotons se propagam por caminhos que desviam das geodésicas do espago-
tempo de fundo (que pode ser curvo ou plano, caso se considere ou nao a presenga da gravidade).
Contudo. esses desvios nio sdo arbitrarios, pois os caminhos percorridos pelos fotons equivalem a
geodésicas em uma nova estrutura geométrica definida pela auto-interagdo do campo. Esta nova
estrutura geométrica, entretanto, corresponde a uma geometria efetiva, no sentido de que ela nio
representa uma real modificagdo do espago-tempo, mas se apresenta apenas como uma deseri¢do
matematica conveniente para 0 comportamenio dos fotons — nenhum outro campo, além do
eletromagnético, percebe esta geometria efetiva ou se relaciona com ela por quaisquer meios [54-
56].

O mesmo pode ser dito sobre as ondas gravitacionais na NDL. A forma da auto-interagdo do
campo gravitacional, nesta teoria, ¢ inspirada no eletromagnetismo ndo-linear e tem como
conseqiiéncia que as ondas gravitacionais se propagam seguindo geodésicas de uma geometria
efetiva diferente daquela percebida pelos campos ndo-gravitacionais. Em decorréncia deste fato, a
velocidade de propagagdo das ondas gravitacionais na NDL ndo € amesma que a velocidade
da luz (no vécuo), resultado este que difere da previsdo da relatividade geral de que ambas as

velocidades seriam iguais [57]. Portanto, assumindo (por enquanto) que os parimetros PPN sejam



iguais na NDL e na relatividade geral, como sugere o célculo feito na segdo anterior, a analise da
propagagio das ondas gravitacionais se destaca como o campo privilegiado em que as diferencas
entre estas duas teorias poderiam ser estudadas, havendo a esperanga de que suas previsoes
especificas pudessem ser confrontadas com dados experimentais num futuro néo muito distante [52].

[idamos com a propagacdo de ondas gravitacionais na NDL [41,57,58] de acordo com o
método da evolugio das descontinuidades elaborado por J. Hadamard [85] (ver também [40]). Em

primeiro lugar, seja uma hipersuperficie Z dada por

[
=
=~k
—

z{(x%) =0. (2.
Definimos entio a descontinuidade de uma fungdo arbitraria, f {x“), através de X, como sendo

[Fle= tm  {rp0-rr0)) (2.78)

berp ioe

onde P pertence a X, e P’ e 7 pertencem, respectivamente, a V™ e V™, que sdo as duas regioes

distintas em que Z divide o espago-tempo:

,
+
by
A%
<
=
~d
e

Assim, as descontinuidades do tensor ¢, e de suas derivadas, através de X, so:

[¢..]. =0. (2.80)
(000l =0, (2.81)
[ @) =W Kok (2.82)
onde
k, = aaxi : (2.83)
W :{a;i’;“} £0. (2.84)

Poderiamos analisar a descontinuidade da equagdo (2.44) utilizando diretamente (2.82), mas €

mais conveniente definirmos a descontinuidade do tensor de Fierz. Observando (1.10), vemos que



este tensor ¢ formado por derivadas covariantes de ¢, em relagdo a métrica de Minkowski, @, -
Entdo, devido a ambas as equagdes (2.80) e (2.81), deduzimos que Lo vl ] =0; logo:

[ Pl =0 (2.85)

Quanto & primeira derivada de F,5,, ela contém derivadas segundas de ¢, e portanto sua

descontinuidade nio se anula; contudo, podemos ainda vsar indiferentemente a dertvada simples ou
a derivada covariante, no que diz respeito a descontinuidade, por causa de (2.85). Definimos, entdo,

o tensor das descontinuidades do tensor de Fierz, f i s tal que

[[‘;Iﬁl[i\']l: '_“‘f;:rﬂ,u kv - (286)
Este tensor tem as mesmas simetrias que F,4, . ou seja, € anti-simeétrico no primeiro par de indices ¢

obedece a identidade ciclica. Podemos formar comn ele um trago,
Ju=tug" (2.87)
que corresponde a descontinuidade da derivada do trage do tensor de Fierz:
[Fy,‘,]: =k, (2.88)
Calculando a descontinuidade da identidade (1.8), encontramos que [1-‘“’,3 “ y ] . =0.ou seja:
Sap" k=0 (2.89)

A descontinuidade da equacio (2.44), usando {2.45), nos da:

Ly ) o, oo

onde
= 5 afu f,;([)’p ) (291)
s (2.92)

Para obtermos (2.90), escrevemos a derivada de {/, em (2.45), como

U, =F P E i = F Fap (2.93)

Tomando ainda a descontinuidade da identidade (1.7), contraida com # @B LV apcontramos:
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(=QWkP +2F P fo kb + F P f kg, +F° fpk k?, (2.94)
onde

k2= ke k4 (2.95)
(Estamos subindo e descendo todos os indices com a métnea y,,, )

Manipulando agora a equagdo (2.90), com a ajuda de (2.89), obtemos as seguintes expressdes:

. Liy:
FOfphgh? =22 ()PP k. (2.96)
, Lpy: ,
I f ko =2 g = O kak (297)
,1{'
[ b .f&kﬁk,u =0, (2.98)

Levando estes resultados a (2.94), chegamos finalmente a

onde

GHY = v#"+2££L[F-““ﬁ1«"“ R (2.100)
i

{uff)
A métrica covariante g, € definida como a inversa de (2.100), ou seja, tal que
G, 8% =0 (2.101)

e u

A equacdo (2.99) pode ser escrita como

Kk, =0, (2.102)

com

K4 =gk, . (2.103)

k4N k=0 (2.104)
Como &, € um vetor gradiente, equagao (2.83), V, k, =V k,. Logo:

i{ﬂi”r# ke =0. (2.105)
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Reconhecemos imediatamente que esta é a equagdo da geodésica na geometria defimda por g, .

Desta forma, mostramos que as ondas gravitacionais se propagam pelas curvas geodésicas

representadas por (2.105), e g,, ¢ a métrica efetiva a que nos referimos no inicio desta secdo.
Comparando (2.100) com (2.36b), verificamos que g, , a métrica percebida por todos os campos
nio-gravitacionais, ¢ g,,, a meétrica percebida pelo campo gravitacional, sdo de fafo bastante

distintas. [sto implica em que a velocidade de propagagdo no vacuo das ondas gravitacionais, na
NDL, seja diferente da velocidade de propagagdo no vacuo das ondas eletromagnéticas na teona
linear de Maxwell. Na tese de doutorado de De Lorenci [41] e no artigo [57], ¢ demonstrado
explicitamente que a velocidade das ondas gravitacionats € meunor que a velocidade da luz no caso
especifico da solugdo exata que discutimos na Segiio 2.3.

Se permitirmos que a lagrangiana dependa também do invariante (', ou seja. se tivermos
.= L{{;.C'), entdo a equagdo para 0 campo gravitacional no vicuo serd dada por (2.35). Repetindo

para esta equa¢do a anilise que acabamos de fazer para (2.44), encontramos duas métricas efetivas

distintas, g4 e g, que dependem também de L, e de L, alémde L4 e [, , e sereduzem a

(2.100) quando a dependéncia em € é eliminada. Este resultado mostra que, no caso da lagrangiana
depender de ambos U/ e (', a teoria NDL prevé a possibilidade de birrefringéncia para as ondas

gravitacionais [39].

2.5 Leis de conservaciao

Na relatividade geral, vimos que quando as equagdes de Einstein ((2.4) ou (2.9)) sao
satisfeitas, a invaridncia da acao (2.12) (escrita de uma forma um pouco diferente, apos a eliminagao
de um termo de superficie) por translagdes nos leva a lei de conservagdo do momento ¢ da energia
totais representada pela equagio (2.5) (e que, nesta feoria, equivale a lei de conservagdo obtida

através da divergéncia de (2.4)). A agfo da NDL, (2.36a), difere da acdo (2.12) apenas quante a
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parte relativa ao campo gravitacional, e também nos fornece, de acordo com o teorema de Noether,

uma lei de conservagio envolvendo @, que definimos como sendo o tensor de energia-momento

total. Este tensor ¢ dado por

9" = _ 2 c L B a) al )
NTY a}/,uv ox” ay,u'.',}.

EIZ‘EL(U’)*’H'CHIM :

4x

onde definimos

Quando a equagdo de Euler-Lagrange da teoria, (2.42), € satisferta, vale, entdo:

o =0.

As quantidades conservadas sdo:

pH =ij@-“" 4x.

I

JH =ljx legvlo 3y
.

(2.106)

(2.107)

(2.108)

2.109a)

2.109b)

Em (2.109), P" ¢ a energia total, P7 é o momento linear total. /'/ é 0 momento angular total ¢

J % determina o movimento do centro de massa do sistema.

Quando consideramos as contribuigdes individuais do campo gravitacional ¢ da matéria. na

cquacdo (2.107). em (2.106), vemos que podemos definir o tensor de energia-momento do campo

gravitacional pela formula (1.51), onde agora £=L(U)/4x. O calculo deste tensor esta feito no

Apéndice B:

£ :-L{— L{U) ™ + 21, {z L A A A A Y e

dx

+[L(.[F aluv) q’a}- -F a(2u) o, ~F aldv) (paﬂﬂ

A

Em primeira aproximagio, na (J {(¢~), este tensor se reduz aquele dado em (1.52).

A parte da matéria em (2. 106), a exemplo de (2.37), €

(2.110)



S-gbm) o

: 2.111)

Y v 2

por causa de (2.36b). Como aparece em (2.106) o fator 1/ \/:— , a contnibui¢io da maténa para @
contém o fator @ definido em (2.40). Assim, encontramos:

G =t +aTH" (2.112)
A lei de conservacdo do momento e da energia, na teoria NDL, assume entio a seguinte forma:

(t-’”+roT’“") =0. (2.113)

v
A divergéncia de (2.110) produz a seguinte identidade:

t#vl!'z _i[z(waﬁ qpﬂ#)la_ v @up’q,u]- (2.114)

Esta mesma identidade pode ainda ser escrita como

A 4% [Wﬁv %I]f‘_ (2.115)

onde definimos o tensor de energia-momento nfio-simétrico de Noether, 7, ", pela formula (1.46), com

L=1{U)4x . Temos que

T, ——E[Lr/* o) %ﬂ!pu(u)o#], (2.116)
¢ também que

' ";,Eaﬁgwﬁ s (2.117)

Vamos agora fazer uma pequena manipulagdo em (2.115), escrevendo @, = g, ~ ¥, . de

acordo com (2.36b):

ou seja:

S T DR SRR T
J/ﬂ,u[tﬁ _;pﬂ ] = {T}u “-f;p gﬂ,ﬂ} (2118)

Introduzindo (2.42) na identidade actma, chegamos a



75 (7 018 ) = (1,7 v 077gy,) (2.119)
Isto significa que (2.113) é equivalente a
(7.7 vorfg,,), =0, (2.120)

que ¢ a lei de comservagdo escrita em fungdo do tensor de energia-momento de Noether.

Continuando a desenvolver esta expressdo, obtemos:

w(?'ﬂ"gﬂy)lv tw, Tﬁ"gﬂ# +7,%, =0, (2.121)

Utilizando agora (2.117) e (2.42), encontramos
(19 ) +w, T g5 = 0T 9y, =0 2122
€ ), TN g Ew Puvig =0 (2122

N3o ¢ dificil verificar, a partir de (2.40) ¢ (2.17). que

i »
—w, =K",,. (2.123)
w

onde K* ., ¢dado por (2.20). A equagdo (2.122) pode entdo ser posta sob a forma

HY
e v s e AR A By
(17 g ), + K TP g, K T gy =0, (2.124)
Fsta equagdo corresponde exatamente a uma divergéncia feita com a derivada covariante em relagdo
amétriea g,
B _
(] gﬂ#)-_,, =0.

e é equivalente a (2.16).

Chegamos assim a conclusdo que a lei de conservagdo do momento e da energia, na NDL,
representada pelas equagdes (2.113) ou (2.120), equivale a 7#", =0, equagdo (2.15), o que esta de
acordo com a proposta da teoria de respeitar o principio de equivaléncia einsteiniano (PEE). Na
verdade isto ja era esperado, pois a equagio 7", =0 so depende do termo ndo gravitacional da

acdo (2.36a), que é o mesmo na NDL e na relatividade geral. Contudo, convem lembrar aqu que,
¢ q g q

diferentemente do que acontece na relatividade geral, na qual a equagio (2.15) segue diretamente da
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divergéncia das equagbes de Einstein, (2.9), na NDL a divergéncia das equagbes do campo
gravitacional levam a uma segunda lei de conservagio que nio coincide com (2.15). Olhando para

estas equagdes sob a forma (2.46), vemos que sua divergéncia nos da

20, ¢ L

{:L(-’(.' UoF afpv) —QT”“} =0. {2.125)
Iv

o que tem um conteddo claramente distinto de (2.113). Nos capitulos seguintes, vamos mostrar que

este fato tem consegqiiéncias importantes que acabam por comprometer a coeréncia interna da teoria.
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Capitulo 3

Muiltiplas possibilidades

3.1 Dois limites newtonianos?

3.1.1 Primeiro caminho

Na Secio 2.3, dissemos que a priineira tarefa que wma teoria da gravitagdo tem de enfrentar €
sair-se bem diante dos testes classicos propostos por Einstein em 1916, Contudo, isto detxa implicito
que a teoria em questio deve se reduzir a teoria de Newton no limite apropriado (campo
gravitacional fraco com pequena variagio temporal e baixas velocidades), o que ¢, evidentemente,
uin pré-requisito fundamental para qualquer teoria que se¢ proponha a descrever os fendmenos da

gravitagdo. O potencial gravitacional newtoniano ¢ determinado pela equagdo de Poisson,

Vi = dxGp, (3.1)
onde (7 é a constante gravitacional ¢ p é a densidade de massa da matéria que € a fonte do campo
pravitacional. A equagdo de movimento para uma particula material sob a agdo da forca da
gravidade ¢ entdo dada em fungdo do gradiente do potencial @

dx’ 9% (3.2)
de- ax'

Estas equacdes, portanto, devem ser recuperadas no interior da nova teoria.
A NDL aceita os postulados das teorias métricas da gravidade, apresentados na Se¢ao 2.1, ou

seja, ela admite que os corpos-teste seguem geodésicas da métrica g, = 70 + @y - Além disso, o
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movimento da matéria que compde a fonte do campo gravitacional ¢ governado pela equagdo
T#,, =0, que demonstramos ser valida nesta teoria. Deste fato resulta que, quando a fonte ¢

composta por particulas que somente interagem entre si gravitacionalmente (como no caso de um
fluido perfeito sem pressdo ou nuvem de poeira), estas particulas também se movem por

trajetérias que correspondem a geodésicas de g, . Portanto, o movimento de uma particula

material, na NDL, é regido pela equagdo da geodésica:

dixH L e P

- =0, 33
dr- “Bgr dr (39)
onde 7é o tempo proprio definido pela equagdo
Cdrt=dsT = g, dxtdx” (34)
Vamos definir a 4-velocidade u*
o
ut = o ) (3.3)
dr
e a “velocidade ordinaria”, r*:
i
pi o B (3.6)
di

+'| << ¢, temos que rx~1 e que u' ~r', de tal forma que

Quando as velocidades sdo baixas,

u'<< u" > ¢ A equagdo (3.3), entdo, se reduz a

.
dx’

+ e T = 0. (3.7)
dt”

No limite de campo gravitacional fraco, com uma variagiio temporal pequena que nos permita
desprezarmos as derivadas temporais da métrica em relagdo as derivadas espaciais, a métrica g,
difere da métrica de Minkowski por uma quantidade pequena, ou seja, temos {¢,, | << 1 na
eqUAGEAD L,y = ¥,y + P - Nestas condigoes, as componentes [, da conexdo (2.19) sio dadas,

para a primeira ordem em ¢ , por:

~ Y .
Chy = _EUH‘Pim,i . (3.8)



onde adotamos um sistema de coordenadas no qual y,, = 7,, = diag (1,-1,—1.-1). Levando este
resultado a (3.7), vemos que

2 4
d _ fPoAn _ (3.9
dt* 2 ax’

Comparando com a equagio (3.2), identificamos o potencial newtoniano na NDL:

-

® =0y (3.10)

A equacio a que este potencial obedece € a componente 00 de (2.1), a equagdo de Fierz-Pauli,

que corresponde a parte lincar da equagdo (2.42). Podemnos reescrever a equagdo (2.1), apds wina

pequena manipulagio algébrica, como

(311
onde
3 I
R( uv 7]:'— gD‘uv _Wa (,U:l‘] ler +¢)i‘uy ] (3‘2)
e
Fom 14y, (3.13)

Considerando que a pressio seja desprezivel em relagdo a densidade de matéria da fonte, seu

tensor de energia-momento € dado por

(3.14)
Como, no limite que estamos considerando, u” ~ ¢ e u'<<u”, temos que T ~ 1" = pet
Logo, a equagdo (3.11) nos da:

Rmm':_%xpﬁ, (3.15)

: i3 oy 00 S A P
Abaixando os indices com 1, , vemos que R', =R ; recorrendo entdo A expressio para

R\, em (3.12), e desprezando as derivadas temporais, encontramos:

Vign, = kpe. (3.16)



Introduzindo agora (3.10) em (3.16), encontramos:

vio = %ch'. (3.17)

Finalmente, comparando (3.17) com (3.1), vemos que a equagfio para o potencial newtoniano €

reproduzida na NDL, desde que

o =376 (3.18)

que é exatamente a mesma definigdo de & que demos no Capitulo 1 (eq. (1.20)).

3.1.2 Segundo caminho

Tudo isto corresponde a uma repeticiio mondtona do que os livros-texto trazem sobre o lunite

newtoniano na relatividade geral [84,86,87]. O calculo que apresentamos acima se aplica igualmente
as duas teorias, por dois motivos: 1) a equagdo 7“", =0 & valida em ambas as teonas,

correspondendo as trajetorias das particulas-teste, bem como as trajetorias das particulas que

compdem a fonte (sob certas restrighes), a geodésicas da métrica g, 2) as equagdes linearizadas

do campo gravitacional, em ambas as teorias, sdo idénticas, correspondendo 4 equagio de Fierz-
Pauli. Isto basta para garantir os resultados que obtivemos. Entretanto, a NDL permite uma outra

abordagem para a determinagdo do seu limite de campo gravitacional fraco e baixas velocidades.
Vimos na Se¢do 2.5 que a equagdo 74", =0 estd relacionada a lei de conservagfio do momento e da

energia expressa por (2.113). Mas a divergéncia da equagdo do campo gravitacional nos fornece, na
NDL, uma nova lei de conservagfo, dada por {2.125). De Lorenci procurou extrair as conseqiiéneias
desta nova lei para o limite newtomano, e obteve um resultado diferente do que mostramos acima
[41]. Vamos agora seguir 0s seus Passos € examinar criticamente o seu procedimento.

Nosso primeiro objetivo é encontrar a equagdo de movimento para as particulas da fonte, de

acordo com a equagiio (2.125). Comegamos por reparar que o termo [/, aluv) ¢ dg O(p’), e
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pode ser desprezado, pois estamos inferessados apenas nos termos de alé€ a O(e?). Além disso,

ternos que Ly; =1+ O (@) ; assim, recorrendo também a (2.41), esta equago se torna:
P, - iy R
Hum}' } +O(@}) = 0. (3.19)
2 v
Adotando a escolha y ,, = 77,,,,, podemos ainda escrevé-la como

. 1 .
T, 45, T +0(p) = 0. (3.20)

Integrando (3.20) em uma regido espacial V que contenha toda a matéria da fonte, e supondo que a

variagdo do campo gravitacional nesta regido seja desprezivel, chegamos ao seguinte resultado:

(%)
%]

a[_);( 1 PO T KR
Py +Ew'#.‘-v ]Ci' d’'x —0. (
com £, sendo dado por

— .
Pom=| Tuod'x. (3.22)
cYV

A barra sobre T#" significa, a exemplo de (3.13), que estamos abaixando os indices com a métrica
de Minkowski.
Vamos agora supor que a fonte seja composta por uma (nica particula. Seu tensor de energta-

momento € entdo dado por (3.14), com

=5 4T 323
p= P (3.23)

A densidade de energia p, ¢ tal que

.‘.v P, dix = m. (3.24)

onde m ¢é a massa inercial da particula. Isto nos permite realizar a integragdo em (3.21):

ar, m g dr
+— u u’ — =0, (3.25
or 2 Pattalt "y, ' (3.23)
0 que equivale a
P, m 3
24— v, ut =90, 3.26
ar 2 $.5Ya ( )
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Esta é a equacdio de movimento para a particula considerada, mas para usd-la precisamos
ainda explicitar P, em fun¢do de quantidades conhecidas. Podemos fazer isto comparando (3.26)
com as equagdes de Euler-Lagrange denivadas de uma lagrangiana apropriada, £, . Estas equagdes

tém a seguinte forma:

Integrando (3.29) ¢ impondo que na auséncia do campo gravitacional tenhamos a lagrangiana para

umna particula livre,
m £, = —i)— u u’ (330
obtemos a seguinte expressdo para £,

L :—§IW,ﬁ“a uﬁdxaal-—};iuau“. (3.31)

i

Como x% =x%(r), vemos, a partir de (3.5}, que dx” =u"dr. A forma final para (3.31) ¢,
portanto:

L., =~—’:—j uau“uﬁw,ﬁdr+%{ua u“ (3.32)
Usando agora (3.28), determinamos 7, -
P :V%J‘(m;auﬂ@ﬂ +uﬂu’8¢>ﬂ)dr+mua. (3.33)
Finalmente, levando (3.33) a (3.26) , chegamos 4 equagio de movimento para a particula da fonte:

du 18 1
P A T (330
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onde usamos que u“ @, =dp/0T.
A equagdo (3.34) deve ser comparada com (3.3), mas, diferentemente daquela, ja pressupde
um regime de campo gravitacional fraco. Supondo ainda que a variagdo temporal do campo seja

pequena, o limite de baixas velocidades nos da:

1l
|
—
3
[P

35)

Comparando agora (3.35) com a equagdo de movimento da particula na teoria newtoniana, (3.2),

identificamos o potencial @:

o= (3.36)

Este foi o resultado encontrado por De Lorenci. Para que ndo haja conflito com o nosso

resultado anterior, (3.10), temos de impor que ¢= @y (quando y,,. = 17,,). Isto ndo ¢ muito

razoavel; na solugdo exata para o campo gravitacional estitico ¢ csfericamente simétrico que

apresentamos na Segdo 2.3, por exeinplo, temos que @ ~—2@, (ver €q. (2.74)) — ¢ csta ¢ uma

solugdo em que os pardmetros pos-newtonianos £ e y sdo idénticos aos da relatividade peral, o que
significa que esta solugdo esta de acordo com 0s testes experimentais num nivel de precisdo superior

ao limite newtoniano. Portanto, a identificagdo do potencial newtoniano com o frago do tensor @,

nao & conveniente.
Ademais, independentemente disto, a equagdo (3.34), tomada antes do hmte de baixas

velocidades, ndo corresponde a equagdo da geodésica na métrica g, em um campo gravitacional

fraco. Para chegarmos a (3.9}, primeiro tomamos o limite de baixas velocidades de (3.3) e obtrvemos
(3.7), depois impusemos que o campo gravitacional fosse fraco. Se invertemos a ordem ¢ tomamos
primeiramente o limite de campo fraco de (3.3), chegamos & seguinte expressdo para a equagdo

aproximada da geodésica:




Esta equagdo é bastante diferente de (3.34). [sto demonstra que a equagdo (2.125) impde que as
particulas materiais da fonte do campo gravitacional ndo se desloquem de acordo com geodésicas de

g, violando o principio de equivaléncia einsteiniano, e entrando em contradigfio com a lei de

conservagio 74", =0, que implica que este mesmo principio € satisfeito. As duas equagdes de
movimento para as particulas da fonte na NDL, uma derivada da lei de conservagdo do momento e
da energia, a outra decorrente da divergéncia da equagdo do campo gravitacional, sdo incomnpatives.
Além disso, os dois limites newtonianos provenientes destas duas equagdes de movimento so podem
ser conciliados se @ = @,,, 0 que nio ¢ dado naturalmente pela teoria, mas comresponde a uma
condi¢io adicional (indesejada) sobre o campo gravitacional.

De Lorenci segue adiante com o seu caleulo até a identificagdo da constantc x, supondo que o
potencial newtomano seja dado por (3.36). No entanto, seu procedimento esbarra em mais uma
e portanio também a equagdo

fragilidade da teoria. Mostramos na Segdo 1.3 que o tensor G''',,

(2.1), permanece mvariante por uma transformagio do tipo @, = @, = @, + &4 + Suye s 1O

significa que a equagdo (2.1), sozinha, ndo ¢ suficiente para a detenminagdo de todas as componentes

do tensor ¢, , exigindo que sejam umpostas quatro condi¢des adicionais sobre ¢, . Esta equagao,
portanto, deixa o trago de ¢,, indeterminado. A equagdo completa do campo gravitacional na

NDL, (2.39), por sua vez, ndo admite nenhuma transformagéo de calibre (a equagdo da teoria para o

vacuo, (2.44), admite a wansformagdo (1.37), 5@, =&, , que deixa invariante o tensor de Fierz).

Ora, esta ¢ uma situag¢do bizamra: a teoria ndo possui nenhuma simetria de calibre, mas mesmo assim

somos obrigados a impor quatro condigdes arbitrrias sobre o tensor ¢, para podermos resolver a

equagdo linearizada do campo gravitacional. No seu exame do limite newtoniano, De Lorenc

utilizou o “calibre de Lorentz”,

[fp‘“’—; ?‘“'] =0. (3.38)
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e obteve um resultado para « diferente de (3.18). Porém, o seu resultado depende fundamentalmente

da equagdo (3.38) — que deveria ser uma condigdo matematica auxiliar sem consequéncias fisicas, a

maneira de uma escolha de calibre.
Vamos prosseguir tomando o trago da equagdo (3.11),

=xT,

_ aﬂ
—p - @ |

75}
e adotando uma condi¢io mais geral que (3.38),
[t~ (a+yor ], =0,
onde o ¢ uma constante arbitraria. Introduzindo (3.40) em (3.39), ficainos com a equagao
—alp=xT.

No limite de baixas velocidades, T = pe~ ; logo:

Da equagdo (3.36) vem

i
=)
It
|

2

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

Para que este resultado ndo contradiga o valor encontrado para ¥ na se¢do anterior, somos

forcados a admitir que « =1. Porém, isto quer dizer que a equagio ¢, “w=2¢, ndo se refere a

uma escolha, mas corresponde a mais um conjunto de condi¢des que o tensor ¢, deve obedecer,

somando-se a condigdo anterior, ¢= @y, para que o limite newtoniano da teoria ndo seja duplo.

(Mais wina vez, a solugdo (2.74) ndo obedece a estas condigdes. )

A necessidade do apelo a estas condigdes adicionais deve ser entendida como um smal de que

ha problemas com a coeréncia interna da teoria. De fato, mesmo que elas possam ser satisfeitas, ¢

que consigamos forgar o limite newtoniano a ser unico, elas s6 resolvem o problema neste primeiro
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nivel de aproximagdo; num segundo nivel, em que as velocidades dos corpos materiais ndo sejamn
mais pequenas em relagdo a velocidade da luz, continuamos a ter duas equagOes distintas para o
movimento das particulas, (3.34) e (3.37). Para resolvermos o problema neste novo nivel, teriamos
de impor condigdes mais fories, exigindo que ambas as equagdes fossem idénticas. Contudo, estas
equagdes sio validas apenas para campos gravitacionais fracos, ma O(g), e a ambigiidade

subsistiria em niveis mais elevados. Teriamos entdo de impor condi¢oes ainda mais fortes para a

O(p?) ., depois paraa O (@), e assiin sucessivamente. Ja viinos que a origem destas duas equagoes
de movimento esta na existéncia de duas leis de conservagao distintas na NDL; assun, no Hmite, a
solugdo definitiva do problema seria impor a absoluta equivaléncia entre a lei de conservagdo do
momento ¢ da energia e a divergéncia da equagio do campo gravitacional. E € precisamente isto que
¢ feito na relatividade geral, sendo esta imposigdo a pedra anpular que possibilita a dedugio das
equagdes de Einstein a partir do esquema conceitual da teoria de campos (ao mvés do esquema
conceitual da geometria riemanniana), como explicamos na Se¢do 2.1,

No restante deste capitulo, iremos continuar a expor algumas das ambigiitdades presentes na

teoria NDL, ¢ que passaram despercebidas pelos scus proponentes.

3.2 O parimetro PPN £

Foi apresentada na Segdo 2.3 uma possivel identificagdo dos parametros PPN fe y ; ficou
faltando, entiio, uma discussdo sobre o terceiro e Gltimo parametro relevante, £. O calculo de &
exige um procedimento mais complexo: ao nvés de obtermos uma solugio exata particular e
examina-la num determinado nivel de aproximagdo, partimos da equag¢do completa do campo
gravitacional, com o termo de fonte, reduzimo-la ao nivel de aproximagdo desejado, e entdo

encontrarmos 2 solugio mais geral possivel para esta equagdo aproximada (ver Will [17]). Na NDL, ¢

suficiente considerannos a equa¢do do cainpo gravitacional at¢ a O (¢~ ) !



Ri™ :‘—K(1+—€2€)[T’“V —%T;ﬂ“"]. (3.45)

Entretanto, este calculo apresenta dificuldades. Mostramos, na se¢do anterior, que o exame do
limite newtoniano — que corresponde a primeira etapa do calculo que estamos discutindo, que nada
mais é do que a extensdio da analise da aproximagdo newtoniana até o nivel seguinte, dai o nome
de aproximacdo pés-newtoniana -, pela via da divergéneia da equagdo do campo gravitacional,
exige a imposigdo de condigdes adicionais sobre o tensor ¢, . Vimos que ¢ tentador utilizar o
“calibre de Lorentz”, (3.38), no entanto o seu uso leva a contradigdes. Em particular, a condigio
¢ = @y (com y,. = 7,)]atem conseqiiéncias indesejadas para os parametros PPN, pois unplica
que y =0 (ver (2.47)). Os valores dos pardmetros PPN na relatividade geral sdo f=y=1¢e =0,
que tém confirmacio experimental. Portanto, a condi¢do ¢ = ¢, sem a qual o proprio limite
pewtoniano da NDL seria indeterminado, basta para arruinar o limite pos-newtoniano.

Quanto ao calculo de &, ele se faz através da solugdo da componente 00 de (3.45) para
O (¢*), e das demais componentes para a ) (g): todo o conjunto dos dez pardmetros PPN ¢ entdo
determinado pela inspegdo direta da solugdo obtida. O processo envolve duas etapas. primeiro,
resolve-se a equacdo (3.45) para a O(g), para todas as componentes, ¢ depois utiliza-se os
resultados desta primeira etapa para deterninar a solugdo da componente 00 para a O (@7 }. Como ja
mencionamos, a solugdo da equagdo linear, que constitui o primeiro passo, exige a ufilizagdo de
condicdes tais como (3.38) ou (3.40), j& que esta equagdo, sozinha, ndo ¢ suficiente para determinar
todas as componentes de ¢, (por causa da sua invaridncia pela transformagado
@ = Oy = P + S + &y ) NO entanto, a equagdo para a O{g”) ja nao possul qualquer
invaridncia, por causa do fator 1+ ¢/2 no lado esquerdo de (3.43). Este fato impde quatro condi¢des

sobre a solugdo da equagdo linear; sera visto no Capitulo 4 que estas condigdes sdo:

2 (th,)aﬁ q"ﬁﬂ)la - G(f)aﬁ Cagin =0 (3.46)



Podemos pensar em utilizar estas condigdes para eliminar a indeterminagdo da solugdo da equagdo
linear; porém, mostramos na se¢do anterior que o limite newtoniano ja se encarrega de impor quatro
condigdes sobre esta solugdo: =gy € ¢,", =29, (a componente =0 de (3.40) ndo ¢
obrigatoria, porque desprezamos as derivadas temporais para obtermos (3.42)). Assim, temos dois

conjuntos de quatro condigbes para ¢, , enquanto a equagdo linear ¢ deixada invanante por uma

transforinagio com apenas quatro graus de liberdade. Portanto, estas condigdes ndo podem ser todas
satisfeitas simultaneamente, o que torna impossivel levar o calculo adiante semn cawr em
contradigdes.

Independentemente disso, vale a pena notar que os termos de O{p”), na equagio do campo

gravitacional da NDL, provém apenas do termo de matéria, através do fator @ : a ndo-lincaridade da
lagrangiana do campo gravitacional, (L}, so contribui comn os termos de (J (") e diante, como
pode ser visto examinando-se a equagdo (2.46). Como a aproximagdo pos-newtoniana lida apenas
com os termos até a O (p" ), isto quer dizer que, do ponto de vista do formalismo pos-newtoniano. a
lagrangiana do campo gravitacional na NDL é a propria lagrangiana de Fierz-Pauli, 1. (U)=1"
Assim, a NDL se inscreve num grupo de teorias que C. Will denomina quase-lineares; no seu livro
[17], Will mostra que estas teorias predizemn sempre ¢ =f. em desacordo com os fatos
experimentais. Portanto, mesmo que pudéssemos contornar o problema do excesso de condigdes

impostas sobre o tensor ¢, , a previsdo da NDL seria indesejavel £ =f3.

Mas o resultado de toda esta andlise ¢ que os parametros PPN, na teoria NDL, sdo na verdade
indeterminados. Testes ainda mais precisos da gravitagdo, como o estudo do pulsar binario (ver Will
[17-19]), tornam-se invidveis para esta teoria, apesar do otimismo inicial de Novello ¢ De Lorenct
[61]. Daremos, na segdo seguinte, uma demonstragdo explicita da indeterminagdo dos parametros

PPN. reexaminando a solugdo para um campo gravitacional estatico com sisnetria esténca.



3.3 Nova solucio estitica esfericamente simétrica para o vicuo

Quando examinamos o modelo tipo Born-Infeld para a NDL, vimos que cle nos permite
encontrar uma solugdo exata para o campo estatico ¢ esfericamente simétrico no vacuo; esta solugdo

fornece os valores #=y =1 para os pardmetros PPN, parecendo indicar que a NDL sc sat bem na
deserigao de sistemas planctarios. Entretanto, veremos agora que esta solugdo ndo € anica.

Vamos adotar o sistema de coordenadas estéricas (cr.r.6.¢), com y,, dado por (2.523, ¢

designar a solugao apresentada na Segdo 2.3 por ¢, de tal torma que

kz

%lan-—v(r) (3.47)
L

onde e v sdo dados. respectivamente, por (2.70) ¢ (2.67) (as componenies de @, fora da

[

diagonal também sdo nulas). Em primeira aproximagio, a partir das equagdes (2.71), (2.72) e (2.75).

emos que

20500 5
J{ ;i(r) = — ”_'[ + O{r )
e A
_ (3.48)
200 -5
} vir)= =24 0077,
! re”
A geometria definida por esta solugdo ¢ g, = y,, + §,, € COMO ji vimos, possui =y =1.
Scjam agora o tensor @), , definido de tal forma que suas componentes ndo-nulas sejam
i r
Poo = H
P =-0
12 2 (349)
Py =—7 0T
11 =-(r2 sen” 49)0'

,‘((l") ::J‘;o'(r’)r'dr'. (3.50)



Fazendo a transformagdo S}, = 7, . €1CONramos um novo tensor, ¢y, , a partir de ¢, :

Pov = Cppe =Py T 0P = P ¥ L1 - (3.51)
Como mostramos na Segdo 1.3, o tensor de Fierz permanece invariante por uma transformagao deste

ttpo: logo, concluimos que

"

e Iy, sdo construidos. respectivamente, com @, € ¢}, , de acordo com {1.10;.

2 v s

onde /4

Hi

Uin calculo direto nos revela que {ver Apéndice D para o calculo das derivadas covanantes):

Xlog = X=X = ¥ 23 =0
do
A T ot
ny (3.53)
i =ra
Xz = (rl senzé?)a.

[atroduzindo (3.53) em {3.5 1) ¢ utilizando (3.49), obtemos:

Poo = Poy =H
, , N do do
@), =@, Fo+r =r—
1 " dr  dr (354}
P = prs Fro =0
Py = P +(r2 sen” 9)0‘=O.
Até aqui, o € uma funcdo arbitrania. Se fizermos agora a escolha
o= i (3.55)
€ usarmos a equagdo (2.6, encontramos que
do d "o
= _.r_‘u:_y_ (3.36)
dr dr
Assin, (3.54) torna-se a solugdo {3.47):
By =Py - (3.37)
A equagdo {3.52) nos diz entdo que
Fapu =Fapy - (3.38)

onde Iy, € construido com @, . Levando (3.55) a(3.49), vemos que o tensor ¢, fica sendo:



{ '

, (3.59)

Este tensor @', dado por (3.59) ¢ o tensor @, dado por (3.47), portanto, produzem
HV H

exatamente 0 mesmo tensor /-, através de (1.10), como nos assepura o resultado (3.58); 1sto
af . ]

”
decorre do fato de eles estarem telacionados entre si pela transformagao @, =@, + 1 .. Gue
deixa o tensor de Fierz invariante. Mas a equagdo para o camnpo gravitacional no vicuo,
[L,AF ”{‘“’)] o =0.daqual @, ¢ solugdo, so depende explicitamente do tensor de Fierz, sendo ela

propria invariante por esta transformagdo; por conseguinte, ¢, ¢ tambeém uma solugio exata desta

mesma equagioc.

Vimos na Se¢do 2.3 que a identificagdo dos parimetros PPN deve ser feita num sistema de
coordenadas isotropicas. E, se definirmos a métrica g}, = »,,. ¥ @, , com @, sendo dado por
(3.59), vemos que ¢la ja csta sob um forma isotropica:

ds™ = - dx#dx’ = (1+u) et dem ~{(1—u) [dr: +rT (.dQZ +sen” 9d¢2)] . (3.60)
Recorrendo entdo a (3.48), e passando a parte espacial para eoordenadas euclidianas, obtemos, para

uIna aproximagdo vaiida atéa O (r )

\ 20:M
oy =l-——
Fc
gh =0 (3.61)
g;j-=~[1+2(ﬁ}/ \5,.1._
ret )

Finalmente, a comparagdo com (2.47) nos fornece os parametros PPN: encontramos =0 e y =1.
As métricas Z,, € g, correspondem, ambas, a solugdes exatas da equagdo do campo

gravitacional da NDL para o vacuo, estaticas e com simetria esférica. No entanto. tém valores

diferentes para os pardmetros PPN, com £ =1 na primeira ¢ S =0 na segunda. Isto demonstra, de



uma so vez, dois fatos: que a solugdo da equagio (2.44), a0 menos para esta particular simetria
(veremos adiante que este resultado ¢é na verdade mais geral), ndo ¢ unica, permitindo a teoria que
haja diferentes solugdes, nfo equivalentes do ponto de vista fisico, para 0 mesmo problema; ¢
também que 0s pardmetros PPN, nesta teoria, sdo indeterminados, ein pleno acordo com a conclusio

a que chegamos na Seg¢io 3.2. Estes fatos ilustram as falhas de coeréncia interna da teoria.

3.4 Quem é o campo gravitacional?

Dada a relagdo entre o tensor de Fierz € o tensor ¢, — que na NDL corresponde ao potencial
gravitacional —, ¢ sua semelbanga com a relagdo entre F,, - o lensor que descreve 0 campo
eletromagnético — ¢ o potencial A4, (como comentamos no final da Sec¢do }1.1), € tentador
chamarmos Fg, de fensor campo gravitacional. De fato, foi esta a nomenclatura adotada pelos

criadores da teoria NDL {41,52,53]. Entretanto, acabamos de mostrar na se¢do anterior que o mesmo

=g Dode estar relacionado a mais de uma métrica, correspondendo a curvaturas distintas

tensor [

para o espago-tempo (diferentes pardmetros PPN correspondem, necessariamente, a diferentes
curvaturas). Na medida em que a NDL aceita os postulados das teorias métricas da gravidade que
apresentamos na Se¢io 2.1 (embora ja tenhamos visto na Se¢do 3.1 que a teoria ndo se mantem
coerente com este principio), € a curvatura do espago-tempo que determina a trajetéria de particulas-
teste, segundo a equagdo da geodésica; geometrias com curvaturas diferentes, portanto,
corresponden a campos gravitacionais distintos. Desta forma, a teoria nos diz que podemos ter

campos pravitacionais distintos associados ao mesmo tensor f,g, . que, conseqlientemente, ndo

pode ser interpretado como o tensor que descreve o campo gravitacional.

Como isto acontece ¢ facil de entender: a métrica com a qual a matéria se acopla, na NDL. ¢

definida pela equagdo g,, = 7, + ¢,., ¢ portanto depende explicitamente de ¢, ; assim, a

transformagio ¢, =@, +¢,, geraumanova métrica,



8o = 8uv +C v - (3.62)
enquanto o tensor de Fierz permanece inalterado: Fz, =F,g,. As duas métricas g, ¢ g, .
relacionadas por (3.62), ndo precisain ser equivalentes, uma vez que €sta equagdo, em geral, ndo
corresponde a uma transformagdo de coordenadas. A expressdo completa para wna transformagao de
coordenadas envolveria wma  série infinita de derivadas de Lie [12], mas wuma
transformacdo infinitesimal é dada pela segumnte equagdo:

g;ur =&t ‘f.*:{,u'.v) - {3.63)
onde 0 ponto-e-virgula denota a derivada covariante em relagdo a métrica g,. € &, = £,,5 .

sendo as coordenadas relacionadas por x'# = x# — £# . O que estamos dizendo ¢ que ndo ¢ verdade
que, para todo ¢, exista um &, tal que &, ,) =4, O que sigmifica que (3.62) ndo corresponde,

em geral, a uma transformagdo de coordenadas. Assim, a transformagdo que deixa o tensor de Fierz

mvariante. 5e,, =¢,, , nem sempre produz métricas equivalentes, de tal forma que, para cada
Fyp » 14 wina infinidade de campos gravitacionais fisicamente distintos {porque ha uma infinidade

de escalares ¢ tais que (3.62) ndo corresponde a uma transformagdo de coordenadas). Podemos

entéio concluir que, embora a transformagdo ¢, =&, deixe invariante o tensor de Fierz, ela nao

se apresenta como uma simetria de calibre da teoria, pois as propriedades fisicas de um sistema ndo
podem depender de uma escolha de calibre.

Para efeito de comparagdo, vale a pena mencionar, aqui, que ha na relatividade geral uma
verdadeira simetria de calibre, que se traduz, na formulagdo da teoria que apresentamos na Segdo

2.1, por uma ivanidncia da a¢io pela transformagdo d¢,, =& (,.,) — Justamente o necessarto para

que a simetria corresponda a invaridncia por uma transformagdo de coordenadas. Isto evita os
probleinas que estamos mostrando ocorrerem na NDL.
Embora o tensor de Fierz niio possa ser considerado o “tensor campo gravitacional”, €

interessante notar que ele define a métrica na qual se propagam as ondas gravitacionais. Como



comentamos na Segdo 2.4, a métrica efetiva g,,, dada por (2.100), podera ser encontrada
utilizando-se a equagdo (2.82) ao invés de (2.86), ou seja, através da descontinuidade de ¢, a0
invés da de £y, ; isto garante que sdo de fato as ondas gravitacionais que se propagam por g, .
Além disso, essa métrica sO depende do tensor de Fierz, permanecendo assim invariante pela
transformagdo & Puv =G vy -

Nio resta divida que o campo gravitacional, na NDL, seja descrito pela métrica

€0 = Ve T @, €ndo pelo tensor de Fierz. Isto nos leva a reconhecer que a equagdo para o campo

no vacuo. (2.44), que so depende explicitamente de /;, , possui multiplas solugdes para um mesmo

af
problema - fato este que exploramos na se¢fo anterior para o caso especifico de um campo estatico
com shmetria esférica. Em particular, os parimetros PPN sdo deixados mdeterminados por esta
equagdo. No entanto, esta indeterminagdo tem uma origem um pouco diferente daquela que
encontramos na Se¢do 3.2: [4, os pardmetros PPN se mostraram indeterminados porque a equagdo
completa do campo gravitacional, com o termo de fonte, (2.42), Jeva a duas leis de conservagdo que
conflitam entre si, tornando a identificagdo destes parimetros inviavel, aqui, a equagao para o campo
gravitacional no vacuo, (2.44), admite maltiplas solugdes fisicamente ndo equivalentes por causa da
invaridnia do tensor de Fierz. Veremos no proximo capitulo, ao estudarmos o problema de Cauchy
na NDL, que ha de fato uma diferenga qualitativa importante entre as equagdes com € sem O ermo
de fonte material; elas nio concordamn sequer quanto ao namero de graus de liberdade do campo.
Apesar disso, a0 examinarmos a teoria de perturbagdes, mostraremos que ha, por detras destas

diferencas, uma razao mais profunda para as dificuldades da teoria, ¢ que ¢ a mesma nos dois casos.
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Capitulo 4

O problema de Cauchy e a teoria de perturbac¢oes na
NDL

4.1 O problema de Cauchy

A NDL, como vimos no Capitulo 2, se propde a ser uma teoria para a gravitagdo que descreve
o campo gravitacional como um campo de spin-2; sua proposta especifica € a de realizar a auto-
interagdo do campo gravitacional de forma similar & auto-interagdo do campo eletromagnético,
introduzindo a ndo-linearidade nas equa¢des do campo de spin-2 de forma analoga a sua presenca
nas teorias nio-lineares do campo de spin-1. Assim, tendo por base a lagrangiana da teoria linear de
Fierz-Pauli, 7 =(/, a NDL considera lagrangianas do tipo 7. = Z{{7). A analise do problema de
Cauchy, isto é, da propagagio do campo dadas certas condigdes iniciats, nos revela um fato
importante: este esquema de introdug¢do da ndo-linearidade, que funciona bem no eletromagnetismo,
ndo da certo na gravitagdo, destruindo o carater de spin-2 do campo. Antes, porém, de entrarmos no
mérito desta questdo, convém apresentar duas identidades que nos serdo fteis.

Tomando a divergéncia da equagio(2.45), ¢ usando (2.43), vemos facilmente que ¢ valida a

seguinte 1dentidade:
’ Ly
wH -y e = TR (4.
L
onde
o= = 1 I )Iaﬁ b (4.2)

Tomando a dupla divergéncia da equagio (2.43), chegamos diretamente a uma nova identidade:

P =0 (4.3)

Liev

ili
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Consideraremos apenas lagrangianas que tenham a seguinte forma:
LU)=U +aqU* + a U + -, (4.4)

onde pelo menos um dos coeficientes a; nio se anula.

4.1.1 Propagacio do campo no vacuo

A exemplo do que fizemos na Se¢do 1.5, vamos adotar um sistema de coordenadas no qual

Vv =uv =diag (1,-1,—1—1) e considerar como condigdes iniciais os valores das componentes de
»,, € de suas primeiras derivadas, dados em uma hipersuperficie espacial X, assim, as derivadas

espaciais de qualquer ordem das componentes de ¢, também séo conhecidas em Z.

A equagio do campo gravitacional no vacuo, (2.44), corresponde a ¥ #" = 0. Sua divergéncia

ndo se anula identicamente, como podemos ver inspecionando a identidade (4.1), de tal forma que

w# =0 (ou, equivalentemente, /# = 0) é uma nova equagdo que temos de levar em conta. Mais

b
uma divergéncia nos leva a identidade (4.3), ndo acrescentando nada de novo. A NDL, portanto, nos
da o seguinte sisterna de 14 equagdes a serem resolvidas:
v =0 (4.5a)
g = 0. (4.3b)
Para analisar o sistema (4.5), temos de separar as derivadas temporais de segunda ordem ou

ordens superiores. Vamos entdo utilizar as equagdes (2.43), (2.45) e (1.16) para escrevermos:
Z I RYCHRL S o L I (4.6)
onde também usamos que

U= =210 (4.7)

Ppa|pa

Esta nltima equagdo provem de (1.26). Fazendo agora y .. = 77,,,.. €ncontramos:
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’l

PO = Lo G Lo F k(#v)FlpU?’pa.m +
-0 ! k(uv) 0
+ Ly F g PP oot + Lo F )y POP er k0

g FOUMIE90 (4.8)

Sera util adotarmos uma notagio mats compacta,

L S Sl U L (4.9)
onde levamos em conta que £ "' =0 ¢ definimos
g Lo G2 Ly 1 Flar) g .‘pogopmm 4
~ { aFK k(v O

Notemos que, & excegdo do primeiro termo no lado direito de (4.10), os demais termos ndo

possuemn derivadas temporais de segunda ordem do tensor ¢, . Ou seja, todas as derivadas
segundas temporais de ¢, contidas no objeto @ 4" (que ndo é um tensor) esido no termo """
Voltando entdio a (1.60), fica evidente que 7 */ contém os (ermos ¢, ;o0 - € também que 0s guatro

o = ~ iy . a .
termos ¢, g0 Ndo aparecem em ¥/7. As componentes ¥ # . por sua vez, so contém derivadas

temporais de primeira ordem.
Procedemos de forma analoga para explicitar os termos onde ocorrem derivadas temporais de
terceira ordem nas equagdes (4.5b). Usando (4.7) e calculando a divergéncia de (4.6), encontramos:

Y = %L” Uy Gy —%(L,;W U g+ 1y (_fiaﬁ)l-" anp (4.11)

As derivadas terceiras aparecem apenas no termo Uy, , que € dado por

Apa

Uiaﬁ =-2F .i.po"ﬁ P polia -2F (ppaii_aﬁ » (4- 12}

de acordo com (4.7). Separando entio as derivadas terceiras temporais em (4.11), ¢ usando

¥ v = M, Obtemos:
&U#v_,, = (E# + Ly F t),ut‘)F Ukoq’kamu i (@.13)

onde definimos
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= A 4
PF = ~ LU[-' G(f)ay F po-wpcr,,{a -2 L(f(.f{f F e F pgwpcr,ﬁ.a F MET‘/-'Jé:r RYi +
+ Ly P E 7 0o .aa + L (F “wh 0 e iy +

- ) O -
+Fj#{6F0PJ(ppU,Uj[)’+F‘# kao-wpa,ic(}(})' (414)

Introduzindo (4.9) e (4.13) em (4.5), vemos que nosso sistema de 14 equagdes pode ser escrito

da segwnte forma:

i Vg b 0l g Umfﬂka_tm -0 (4.15a)
7Y tLpg I KA mo%g.tm =0 (4.15b)
7 =0 (4.15¢)
P! Ly I Or¢ g ['kaa.mu) =0 {4.15d)
P =0 (4.15e)

As equagdes (4.15a) possuem derivadas segundas temporais no termo W/ (as sels componentes
w07 - - P . . - . . .

@, ;00 ), Mas o termo ¥/, nas equacdes {4.15b), s6 possui derivadas temporais de primeira ordem.

Nestas equagdes, portanto, as derivadas temporais de segunda ordem so aparecem na soma

- Ok - ~ . . .
F g, o0: cOmo este termo aparece finearmente nas trés equagdes, pode ser eliminado de duas

delas:
, ;- e ~ tJ[?}m ~ (puz ~ 3?7”3
T Prov6 =~ oo B oo - o7
ou seja:
701
3k .4
Lig F" g0 = — (4.16a)
2 7 Ut
= {4.16b)
£ 020 £ 010
7 03 701
7 030 - oo (4.16c)

Estas equagdes sio equivalentes as (4.15b), mas agora vemos que (4.16b) ¢ (4.16¢) ndo contém
sendo derivadas temporais de primeira ordem.
Podemos repetir exatamente o mesmo procedimento para as equagdes (4.15d), agora em

relagdo as denivadas terceiras:



[ Ok &' o @’
Lu Pro,000 7 010 00 T 030
o que nos da:
=1
- Ok &
Liv I Pro o00 = T (4.17a)
e B
00 oI (4.17b)
B B!
030 - o016 (4.17¢)

Novamente, as equag¢des (4.17) sdo equivalentes as (4.15d), mas as dernivadas fercetras {emporais
estdo confinadas a equagdo (4.17a). As equagdes (4.17b) e (4.17¢) contém denvadas temporais de
segunda ordem, como podemos ver pela definigdo de & dada em (4.14).

As equagdes (4.15a), (4.15¢), (4.16a), (4.17b) e (4.17¢) formam um comjunto de 10 equagdes
para 0s 9 objetos @, - Isto ndo constitui um problema, como veremos; significa apenas que
podemos usar 9 destas equagdes para transformar a décima em uma equagdo gue so contenha
derivadas primeiras temporais (a nossa escothida serd a (4.15¢e}). Nao ¢ dificil verificar que o termo

@ o0 oo Sta ausente de todas as 14 equagdes. Podemos separar 08 termos ¢ o dos termnos @, o ,

comeg¢ando por infroduzir (4.16a) em (4.15a):

F ot (4.18)

Em (4.18), estdo presentes apenas os (emmos @ ;o — Seis equagdes para seis incognitas.

Através das equagdes (4.18), podemos eliminar os termos ¢, das equagdes (4.15¢),
(4.162), (4.17b) e (4.17¢), que passam entdic a conter apenas o0s teImos @, 4o Yamos ilustrar 1sto
apenas com a equagdo (4.15¢):

0= (DU T oaes —‘(_}N)Uﬂ(L{'l.'FUngDA'O'.UO)+

Ly 0 - 0k
+2 ‘E RO e (L{ ol g(f’kcr,on) +
o

- F 0.10(1{,( F R o )’j + Y O(L(,.,- o )J. Prer 0 - (4.19)

o]
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onde as reticéncias mndicam os termos que s6 envolvem derivadas temporais de primeira ordem.
Utilizamos (4.16a) para eliminar as derivadas segundas temporais dos trés pnmeiros termos do lado

direito de (4.19),

50l
_ 50 .o ¥
0 e (p - +(f“{) ]: 010 +
ot
_5 Lo FU0 Ao, 5""‘
L{'(: po Al F()](J
7040 ! Fo;n(] an) 40
* Mo * a4 . Pre o0 - (4.20)
-

e (4.18) para eliminar ¢, , do Ultino termo em (4.20); o resultado e uma equac¢do na qual as
unicas componentes das derivadas segundas temporais presentes sdo ¢, ) -

Exatamente a mesma coisa acontece com as equagdes (4.16a), (4.17b) e (4.17¢): podemos
eliminar todas as componentes, exceto as trés ¢, o;. A componente ¢, , NA0 esta presente el

nenfiuma das equagdes. Temos, entdo, quatro equagdes, (4.20), (4.16a), (4.17b) e (4.17¢) (apds todas
as substituigdes descritas) para os trés objetos @, o, - Isto significa que podemos usar trés destas
equagdes para eliminar estes objetos da quarta equagdo, que passa assim a conter apenas derivadas
temporais de primeira ordem. Escolhemos a equagdo (4.20) para fazermos estas substituigdes;
entretanto, ndo vamos realiza-las explicitamente. Daqui por diante, vamos considerar a equagao
(4.15¢) como contendo apenas derivadas temporais de primeira ordem, deixando subentendido que
as substituigdes necessarias foram feitas. No mesmo espirito, vamos considerar as equagdes (4.16a),

(4.17b) e (4.17¢) como contendo apenas os termos ¢, o, (3 equagdes para 3 incOgnitas), € também
as equagoes ¥/ = 0 como contendo apenas os tenmos @ o, (6 equagdes para 6 incognitas, cujas

formas explicitas sdo dada por (4.18)). Adotaremos ainda as seguintes notagdes: ¥ =0 para

(4.16a), ¥ ', =0 para (4.17a) e ¥ * , =0 para (4.15¢).



Vamos organizar O ue encontramos:

4.15¢; %% =0 - Contém apenas derivadas primeiras temporais;
7 02 7 01
(4.16b) = : - Contém apenas derivadas primeiras temporais;
P p
F 020 Ia o
03 01
4.16c = - Contém apenas derivadas primeiras temporais;
03( P
£ 030 7 010
(4.15%¢) ¥ _ =0 - Contém apenas derivadas primeiras temporais;
(4.18) =0 < 6 equagdes confendo @, -
4.16a) ¥ =0 - Contém os termos @, gp -
L (
, & - o' , _
(4.17b) =5 = oo =2 Contém 0s termos ¢, o :
F F
& o' ,
(4.17¢) P = o - Contém os termos @, yn .
(4.17a) ¥ "'_‘, =0 -  Contém derivadas terceiras temporais na

- Ok
soma %%, o

O sistema de equagdes (4.5), entdo, pode ser escrito assim:

wil — (4.21a)
Ol = 0 (4.21b)
lfj().’i lE;Ol
v < n —
=90 o V20 £ 010 0 (4.21c)
ijUR Qj()i
- = g
o030 o 010 =0 (4.21d)
g =0, (4.21e)
gl =0 (4.22a)
w2 o1
o _ DL (4.22b)
w J 020 o010
P = &3 Bl
06 T 010 =0 (4.22¢)
w O =0 (4.22d)

WV
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As equagdes (4.21a), (4.21b), (4.22b) e (4.22¢) formam um conjunto de 9 equagdes para as 9

cOmponentes @, oo ; stas sdo as equagdes dindmicas da teoria. As equagdes (4.21c), (4.21d),

(4.21e) e (4.22d) (esta Gltima apenas apos algumas substitui¢des envoivendo as equagdes dindmicas,
como ja vimos) apresentam somente derivadas temporais de primera ordem: sdo equagles de
vinculo que devem ser satisfeitas pelos dados iniciais na hipersuperficie X, mostraremos logo a
seguir que as equagdes dindmicas t&m como conseqiiéncia que estes vinculos se propagam por todo
0 espago-tempo. A equagao (4.22a) (que equivale a equagdo (4.17a)) € a nica que contém denvadas
terceiras temporais; no entanto, é facil verificarmos que ela € automaticamente satisfeita pelas
solugdes das equacdes dinamicas:

plv =p! ol ppl e =0, (4.23)

onde s6 tivemos de recorrer 4 equagio (4.21b) e a metade das equagoes (4.21a).
Quanto a propagacio dos vinculos, vamos comegar pela equagio (4.22d). A identidade (4.3),

uma vez que ¥, = 17, , pode ser escrita da segumte forma:

rZE (4.24)

Supondo que as equagdes dindmicas sejam satisfeitas, a equagdo (4.22a) tambeém o & como

acabamos de ver; as equacgdes (4.22a), (4.22b) e (4.22¢), tomadas em conjunto, equivalem a

Em vista das equagdes (4.25), a equagéio (4.24) sereduz a

(o) =0. (4.26)

Dada uma condigdo inicial, a solugdo de (4.26), entendida como wmna equagdo para ¥ -

linica; assim, vemos imediatamente que ¥ °*, = 0 ¢ a solugdo dnica que obedece a condigdo inicial
™ = 0 em X. Portanto, a equagio (4.22d) ¢ valida em todo o espago-tempo, como conseqiiéncia
das equacdes dindmicas, se for imposta como condi¢do inicial em L.

Se. além disso, impusermos que as equagdes (4.21c), (4.21d) e (4.21e) também sejam

satisfeitas em Z, como condigdes inicials, segue o inesmo resultado: as equagdes dindmicas, mais a



equagdo (4.22d), implicam que elas sejam vdlidas em todo o espago-tempo. Em primeiro lugar,
notemos que (4.21b) é, por hipotese, valida em todo o espago-tempo, e portanto, em particular, na
hipersuperficie Z; lembrando-nos de que esta equagdo equivale a (4.16a), e voltando em diregdo as
equagles (4.15b), vemos que, em X, sdo satisfeitas as equagdes
p il = (4.27)
Levando (4.21e) em consideragdo, as condi¢des iniciais que assumimos immplicam que temos
O = w = p% = 0 na hipersuperficie .
Como ja vimos que as equagdes (4.22a) e (4.22d) sdo validas em todo o espago-tempo, as

equacdes (4.22b) e (4.22¢) o sendo por hipitese, segue que todas as equagdes (4.22) (ou seja,

wH = 0) sdo validas no espago-tempo como um todo. Introduzindo nelas as equagdes (4.21a) e

3

(4.21b), chegamos ao seguinte resultado:

Wm,o 4oy (12.2 + 5003.3 =0
=0 (4.28)

Rl
![f 0 = O .

[1R]

Vemos que ¥ = w" = ¢ = 0 ¢ uma solugdo do sistema de equagdes (4.28), ¢ é também

o conjunto de condigdes inicials que temos, em X, para cste sistema. Segue dai que
w — w? o P =g ¢ valido em todo o espago-tempo. Recorrendo novamente & equagio
(4.16a), isto equivale a dizer que as equagdes (4.21c), (4.21d) e (4.21e) sdo validas em todo o
gspago-tempo.

Mostramos, desta forma, que os vinculos sdo propagados, em uitima instancia, pela identidade
4.3), ¥*" v = 0.

A andlise que acabamos de fazer nos revela algumas coisas. Em pnimetrro lugar, as equagoes
(4.5a), (4.5b) e (4.3) sdo todas relevantes. As equagdes (4.5a) e (4.5b) dividem entre s1 as equagOes
dindmicas, bem como os vinculos — que sdo propagados pela identidade (4.3). As equagdes

dinimicas sdo 9 equagdes diferenciais parciais de segunda ordem no tempo para as 9 componentes
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@;, cOmo incognitas; somente a componente @gy N30 aparece com derivadas segundas temporais

nas equagdes. A presenga de derivadas de terceira ordem no tempo em uma das equagdes ndo tem
conseqiiéncias, porque esta equagio ¢ automaticamente satisfeita pelas solugdes das equagdes
dindmicas. O sistema de equagdes parece ter um problema de valores de contorno “bem posto™, ou €
“bem comportado”, por assim dizer.

Vale a pena frisar aqui que (4.5a) sdo as equagdes de Euler-Lagrange da teoria; as equagdes
(4.5b), vindo da divergéncia destas, ¢ ndo sendo identidades, correspondem a quatro equagdes

adicionais para o tensor ¢, . Apenas trés delas representam condigdes adicionais independentes,

pois uma delas, como vimos, é conseqiiéncia direta das equagdes dinamicas. Assim, € o conjunto de
equacdes (4.3a) e (4.5b) que deve ser resolvido, até mesmo para que o sistema como um todo tenha
wma estrutura bem comportada do ponto de vista do problema de Cauchy. A existéncia destas
condi¢des adicionais — com as quais ja nos deparamos, por outro caminho, ao estudarmos o limite
newtoniano da teoria — traz graves conseqiéncias para wna aplicagdo da teoria de perturbagdes a
NDL, como veremos adiante.

Como as equagdes para 0 campo no vacuo desta teoria sdo deixadas invariantes por uma
transformagdo comn apenas um grau de liberdade (a transformagdo (1.37), que deixa invariante o

tensor de Fierz), podemos eliminar uma das nove componentes de ¢, que se propagam, de tal

forma que, ao final, ficamos com oito graus de liberdade. Alternativamente, podemos ver que temos

14 equagdes a serem resolvidas, com 5 equagdes de vinculo (contando com a identidade

wHAY = 0)euma que ¢ conseqiiéncia direta das demais (¥ 1"3, =0). Istonos da 14 — 6 = 8 graus

by
de liberdade.

O campo de spin-2 sem massa descrito pela teoria linear possui apenas dois graus de liberdade
— como vimos na Secdo 1.5 —, propriedade esta que é respeitada pela relatividade geral. O resultado
a que acabamos de chegar nos diz que o tensor ¢, , sujelto as equagdes ndo-lineares da teoria NDL,
no caso do campo gravitacional no vicuo, ndo descreve adequadamente um campo de Spin-2 puro.

Veremos a seguir que a situagdo ndo melhora quando levamos em conta a interagdo com a matéria.
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4.1.2 Interacdio com a matéria

Quando consideramos a equagdo completa do campo gravitacional na NDL, com o termo de
fonte, (2.42), duas diferengas em relagfio ao caso do campo no vacuo se destacam: devido ao fator @

no lado direito da equagdo, ela ndo mais ¢ invariante pela transformacdo d¢,, =, ; além disso, a

identidade (4.3) agora nos leva a uma nova equagio, (a) T '“") =0. Temos, ao todo, um sistemna de

me

15 equagdes a serem resolvidas, e ndo mais apenas 14, como no caso anterior.

A o T (4.292)
S P (4.29b)
(wr=),, =0. (4.29¢)

Como, de acordo com (2.41), w=1+¢/2, podemos ver que a equagdo (4.29¢) — quando
adotamos o mesmo sistema de coordenadas e as mesmas condigdes iniciais que no caso do vdcuo —

contém o termo @ oy oo , que Mmostramos estar ausente do sistema (4.5). A andlise que fizemos na

secdo anterior continua valida para (4.29a) ¢ (4.29b), pois os termos no lado direito destas equagdes

nido possuem derivadas temporais de segunda ordem de ¢, , de tal forma que eles ndo interferem

significativamente no problema de Cauchy. O sistema (4.29), portanto, possui — por causa da

equacio (4.29¢) - dez equagdes para as dez incognitas ¢, o . Ou seja: todas as dez componentes
do tensor ¢, se propagam de acordo com equagdes dinainicas de segunda ordem no tempo. E

como ndo hd mais aquela transformagdo com um grau de liberdade que deixava a equagdo para o
vacuo invariante, nio podemos eliminar nenhuma destas componentes que se¢ propagam. Isto

significa que o tensor ¢, , SYeIto as equagoes do sistema (4.29), possui 10 graus de liberdade. Mais

uma vez, passamos longe dos dois graus de liberdade que um campo de spin-2 puro deve ter. A

diferenca entre este resultado e o da segiio anterior ¢ uma decorréncia direta da perda de simetria da

equagio tensorial ¥ ** =~ x@T*" em relagdo a equagdo ¥ " = 0, devido & introdugdo do fator w.
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Podemos ver também que (4.29b) e (4.29¢) sdo cinco novas equagdes (novas em relagio a
teoria linear), havendo no total quatro condigdes adicionais independentes impostas sobre o tensor

@, - Como antes, uma das equagdes (4.29b) decorre diretamente das equagdes dindmicas, ndo
correspondendo a uma restrigdo sobre @, .

De forma geral, quando um tensor qualquer A obedece a uma identidade do tipo divA =0,
entdo ha na equagdo tensorial A =0 tantas equagdes de vinculos (refiro-me as componentes da
equagio tensorial) quanto o nimero de equagdes da identidade div A =0, e que sdo propagadas por
ela. Resulta disso que cada equagdo desta identidade retira dois graus de liberdade da equagdo
tensorial A=0. Assim, por exemplo, a equagdo G ,,“" = 0 comespondem as quatro identidades

G "h, =0, que sdo responsaveis pela eliminagao de oito graus de liberdade. O tensor ¢, sujeito

u
a equagio G ,*" = 0 possui, portanto, 10 —{2x 4} = 2 graus de liberdade.

O mesmo raciocinio vale para o sistema (4.3): o tensor ¥*" néo tem divergéncia

identicamente nula, de tal forma que ¥ “" » = 0 € uma nova equagio tensorial a ser resolvida; esta,

no entanto, possui divergéncia nula: ¥, = 0. Esta identidade corresponde a apenas uma
equagdo, e este & o significado das trés condigdes adicionais sobre ¢, que encontramos na Se¢do

4.1.1, representadas (de acordo com nossa escotha de coordenadas) pelas equagdes (4.21b), (4.22b) ¢

(4.22c) — elas reduzem o numero de identidades presentes na teona de quatro (na teoria linear) para

um (no sistema (4.5)). Como vimos, a identidade ¥#", =0 & a responsavel direta pela

by
propagagao do vinculo ¥ v .= 0. De acordo com nosso raciocinio anterior, esta identidade retira

apenas dois graus de liberdade do sistema. Temos, entdo, 10— {2x 1) = 8 graus de liberdade para o

campo descrito pela equagdo ¥#" = 0.

Esta redugdo do numero de identidades presentes na teoria é exatamente equivalente a reducdo

do numero de graus de liberdade da simetria das equagdes. A equacdo linear G ,,*" = 0 ¢ invariante
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pela transformagdo d@,,, =& ,,). que tem quatro graus de liberdade, enquanto a equagdo ¥“" = 0
50 ¢ deixada invariante pela transformagéo d ¢, =, , que possui apenas um grau de liberdade. A
esta redugdo correspondem as trés condiges adicionais impostas sobre o tensor ¢, por duas das
equagdes (4.5b) e por uma das (4.5a).

O mesmo se passa coin o sistema (4.29): nele ndo ha nenhuma identidade, o que corresponde
a ndo haver nenhuma transformagido que o deixe invariante. E como sdo quatro as identidades que
desaparecem — ou, equivalentemente, como sdo quatro os graus de liberdade da simetria que

desaparece —, temos quatro condi¢des adicionais impostas sobre o tensor ¢, uma entre as

equagdes (4.29a), duas entre as (4.29b) e a quarta dada por (4.29¢). Néo havendo mais identidades,

nosso calculo nos da 10-{2x0} =10 graus de liberdade para o campo sujeito d equagdo

PHY = _ ko T™ , em completo acordo com a andlise que fizemos acima.

4.2 Perturbacoes

Devido ao fato de a lagrangiana (4.4) conter apenas termos de ordem de poténcia parem ¢, ,

o tensor ¥ " possui somente termos de ordem impar; vamos escrever isto da seguinte forma:

' (h ' 4 ) (3 )
W#‘ — gjfu‘_’, y]-”‘+ IIJ"”+...’ (430)

onde o indice entre paréntesis indica a ordem da poténcia de ¢, que aparece em cada termo. 0]

termo linear ¢ dado por
]
v G (431)

de tal forma que obedece a identidade

th
i

= (). (4.32)

v

Vamos agora proceder a uma analise perturbativa das equagdes da NDL, expandindo ¢, em

{0
tomode @ ,, = 0:
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8y {2) 3(3}
QD#V=€Q)#\,+£ @yv“’g ‘p,uv"i—'“: (433)

onde ¢ é uma quantidade pequena. Examinaremos primeiro a equagdo para o campo gravitacional no

vacuo.

4.2.1 Equacio para o vacuo

Notemos que a separa¢do dos termos ndo-lineares feita em (4.30) ¢ valida para ¢, , ou seja, €

anterior 3 expansdo (4.33). Através destas duas equagdes, podermnos separar, em (4.5a), as

contribuigdes para cada ordem de grandeza:

M ph
. Ordem &: Y @ e ]: 0: (4.34)
R ) €2}
. Ordem &~: A R R ]=O; {4.35)
. U OIS BNC BN
. Ordem & : Y @ e I 'P"“’[ ? oo ]: 0. {4.36)

(1)
Na notacdo das equagdes acina, estamos tratando ¥ *¥ como um operador, de tal forma que, por

(n (1 o (0 (2 @
1V — i _— y -
exemplo, ¥ [ @ po ]: To@ gt o, P [ P po ]: T2 @ ,p + v, €assium por diante.

Se tomarmos a divergéncia da equagdo (4.36), o primeiro termo se anula, devido a identidade

(4.32). Segue, entdo, que devemos ter

%)) " (0
wH ? o ] =0. (4.37)
b

Introduzindo (4.30) e (4.33) na identidade (4.1) e utilizando (4.34), obtemos:

r

()] v b s ¢
{lfjﬂ W'Do ] :_al{Ukzﬁﬁ"u }[ 90,00 ] (438)
v



Assim, (4.37) nos diz que devemos ter

7 I

ol F ] oo | =0 (4.39)
(n

Vemos que o tensor ¢ ,, deve satisfazer ao conjunto de equagdes formado por (4.34) e

n
(4.37), ou seja: a equagdo (4.37) representa algumas restrigdes sobre ¢, , somando-se as equagdes

lineares (4.34). E claro que se @, = 0, o que significaria nio termos U/” na lagrangiana, (4.39)
tornar-se-ia uma identidade, de tal forma que (4.37) seria trivialmente satisfeita. Contudo, como
nossa lagrangiana é ndo-linear em U, pelo menos um dos coeficientes «;, em (4.4), deve ser

diferente de zero. Seja entdo i, tal que a;, # 0. Sejaainda o, o primeiro coeficiente que ndo se
0 4]

anula; ou seja, que tenhamos a, = 0 se i< i . Entdo havera uma equagio analoga a (4.37) para a

th
,que o tensor @ ,, devera satisfazer, e que correspondera a certas

4
Zig+1

ordem de perturbagdo ¢

condigdes adicionais. A tinica maneira de escaparmos destas condigdes adicionais seria anular todos

os coeficientes a,, 0 que significaria retomar a teonia hnear. Podemos entdo supor a, = 0, sem
perda de generalidade para a analise que estamos fazendo.

Estas condigdes adicionais sdo as mesinas que encontramos ao analisar o problema de
Cauchy. De fato, (4.37) ndo ¢ sendo a parte correspondente a (') da equacio (4.5b). A existéncia
destas condigdes esta relacionada a presenga do termo /# na identidade (4.1), que se apresenta
como um termo inomogéneo (em relagdo ao tensor ¥#Y ). Se este termo se anulasse identicamente,
ou fosse algo do tipo 74 ~ 4* o v  entdo a equagdo (4.5b) seria uma conseqiiéncia imediata de
(4.5a), e ndo haveria condigdes adicionais (note que usamos (4.1) para chegarmos a (4.38)); neste
caso, além disso, a simetria de calibre da teoria também seria outra, pois se (4.1) fosse homogénea
entdio a aglo seria invariante por uma transformagdo de calibre com quatro graus de liberdade. Mas
sabemos que a simetria da equagdo para o campo gravitacional no vacuo da NDL tem apenas um
grau de fiberdade. A transformagdo (1.37) é — ¢ nem poderia ser de outra forma -~ a unica que deixa

invariante o conjunto das equagdes (4.34) e (4.37).



Podemos entender melhor agora o problema sério que ha nesta teoria. Como nem todas as
solugdes de (4.34) s3o solugdes de (4.37), vemos que as ordens mais altas de perturbagio impdem
condigbes sobre as solugdes das ordens mais baixas. Este fato representa uma inconsisténcia:
significa que, ao encontrarmos uma solugdo aproximada, dentro de uma certa ordem de
aproximagdo, ndo temos como saber se esta solugdo de fato se aproxima de uma solugio verdadeira,
dentro dos limites de erro da ordem de aproximagio em questio, a ndo ser que examinemos a ordem
de aproximagdo seguinte, e assimn sucessivamnente. Isto implica que o método perturbativo ndo pode
ser utilizado satisfatoriamente em questdes como, para dar wm exemplo, a propagagdo de ondas
gravitacionais no vacuo. A situagdo se torna ainda mais grave quando consideramos a interagdo com
a matéria; no limite newtoniano, como ja vimos, uma boa teoria da gravitagdo deve garantir, em
primeira aproximagdo (campo gravitacional fraco e baixas velocidades), que suas equagdes para o
campo gravitacional se reduzam a equacdo de Poisson, V ®=47Gp; mas o procedimento
necessario ao exame desta redugdo é precisamente o método perturbativo, que, na NDL, ndo é um
procedimento confiavel. Ou seja, estas dificuldades com a teoria de perturbagdo que estamos
apontando comprometem o proprio limite newtoniano da teoria, estando na raiz dos problemas
discutidos na Segdio 3.1. Entretanto, a equagido (4.37) corresponde a condig¢des adicionais apenas
para o caso do campo gravitacional no vicuo, no caso da interagdo com a matéria hd quatro
condi¢des adicionais, que assumem uma forma diferente. Veremos a seguir que estas diferengas
estdo refacionadas & quebra de simetria devido a introdugo do fator w, que ja examminamos na segdo

anterior.

4.2.2 Equacio completa

Vamos repetir a mesina andlise perturbativa para a equagio (4.29a), comegando por expandir

7% em ordens de ¢, a exemplo de (4.33):

}y e 3y
THY — e TH 4 62 TH 4+ & TH + e (4.40)

94



Introduzindo (4.33) e (4.40) em (4.29a), usando (4.30) e nos lembrando da expansdo de w dada em

(2.41), obtemos as seguintes equagdes para as ordens de ¢ ¢ &%

(h (0 (L
. Ordem &: 0 I I (.41)
, Uty @ oW
.Ordem &~ &’f‘”[ ? por ]=—x T“‘+5¢; T, (4.42)

M h

sendo, éclaro, ¢=y*" ¢ ..

(1
Como o tensor ¥ #" obedece a identidade (4.32), segue das equagdes (4.41) e (4.42) que

TH. =0 (4.43)

TN )
T+ —er# 1 =0 (4.44)

Uma vez que o tensor 7" tem divergéncia covariante nula em relagdo 4 métrica g, ,

i
equagdo (2.15), a equagdo (4.44) impde quatro condigdes sobre o tensor ¢ ,, . Para determinarmos

quais sdo estas condigdes, introduzimos a expansio (4.40) em 7%, =0 e separamos as

contribuigdes para cada ordem de &, usando (2.16). Para a O (s). obtemos a equagao (4.43). Para a

7.
(}e”), encontramos:
2) 1t h ) (1) 1w

2 Ly
. o Hv /i ! -
TS T Y, T -3 P T =0 (4.45)

Fazendo uso de (4.43) em (4 .45), ficamos com:

@ o P W _
P*e =@ TH L+ TP p M~ 1Y gt =0 (4.46)
‘ v ¥

A identidade (2.114), para a O (7). & dada por



(2\#‘ () 1 (I af &) )] maﬂ (o)) (h |

s '

t gppd] =-——9K 2| ? po P o 4 qpp(,]qoaﬂ" . (4.47)
v - i8

(23
onde t “* contém apenas os tertnos quadraticos em ¢, . Introduzindo (4.41) em (4.47), obtemos:

(2) h (h 5
{t.ﬂv ‘ppd ]} — (Taﬁ ‘pa#J —
v i1is

Finalmente, comparando (4.46) ¢ (4.48), concluimos que

(l)w th (Z,J}W 1 (_l} .
t [(ppa] + | T +7qp['” = 0. (4.49)
v - fre

)] 1

P o (4.48)

t\.)lr—ﬂ

Este resultado ndo ¢ nada sendo a validade da equacdo (2.113) para a ¢ (&Y. Fica evidente agora

que a equagdo (4.44), por causa de (4.49), implica que

{i’#"[ l‘;a)p(, ]} =0, (4.50)
v

oy
Estas equagdes sd0 as quatro condigdes adicionais para ¢ ,, que procuravaimos, e que podem

ser tornadas mnais explicitas anulando-se o lado direito de (4.47). Vemos assim que a inconsisténcia

detectada no caso do vacuo permanece quando introduzimos a interagdo com a matéria; as
R o .y . 2 - .
diferencas s30 que agora o problema surge ja na O (¢7), devido a presenga do fator e nas equagoes,

¢ que as condigdes adicionais podem ser interpretadas fisicamente por se relacionarem ao tensor de
energia-momento do campo gravitacional — além de serem quatro ao invés de trés.

Na Segdo 4.1.2, dissemos que as quatro condigbes sobre o tensor tensor ¢, sdo dadas por
uma das equagdes (4.29a), duas das (4.29b), mais a equacdo (4.29¢c); agora, estamos dizendo que
(4.50) corresponde a todas as quatro, na (53 ). Mas ndo ha contradigdes; usando (2.113}, podemos

reescrever o sistema (4.29) da seguinte forma:
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PH = kT (4.51a)
y (4.51b)
=0. (4.51e)

pHY AV
b h,-—-Kt

uv
L

A diferenca entre este sistema e o anterior € que (4.51) ja leva em consideragio que T#% =0.

Temos ainda 15 equagdes, mas podemos entender (4.51c) como sendo aquela que € uma
conseqiiéncia direta das demais, de tal forma que todas as equagdes dindmicas estdo entre (4.51a) e
(4.51b). Assim, (4.51b) corresponde ds quatro condi¢des adicionais no caso geral, reduzimdo-se a
(4.50) na primeira aproximagdo (por causa da identidade (4.32)).

Como ja dissemos anteriormente, estas condi¢des impostas pelas ordens mais elevadas de
perturbagdo sobre as solugdes das ordens mais baixas representam wma inconsisténcia que
compromete o limite newtoniano da teoria. As equagdes lineares de O(¢) ndo podem ser usadas
confiantemente para a obtencio de solugdes aproximadas da teoria — em particular, a aproximagdo
newtoniana —, uma vez que a natureza da inconsisténcia que observamos €, precisamente, que ndo
podemos garantir que estas solugdes aproximadas sejam de fato aproximagdes de solugdes validas:
para verificarmos isto, terfamos de recorrer a ordem de aproximagdo seguinte, € assim
sucessivamente, ad infinitum. Em outras palavras, ndo podemos assegurar que a NDL de reduz a
teoria newtoniana no limite de campos gravitacionais fracos e baixas velocidades, pelo simples
motivo de que este limite ndo estd bem definido, devido a circunstincia de o método perturbativo,
necessario para realiza-lo, ndo poder ser utilizado conststentemente.

Podemos ver que a responsabilidade pela existéncia das quatro condigdes adicionais no caso

da interagdo com a matéria recai sobre a equagdo (4.44), que corresponde a uma segunda lei de
conservacdo para 7%, diferente de 7+, = 0. Foi do conflito entre estas duas Jeis de conservagdo —

dadas, na mesma ordem de aproximagdo, por (4.44) ¢ (4.45) —, que acabamos por obter as condi¢des
(4.50). Este conflito entre duas leis de conservagdo € o mesmo que encontramos no Capitulo 3; de
fato, (4.43) e (4.44) nada mais sio que a equagdo (3.20) escrita numa linguagem mais cuidadosa.

Além disso, aequagdo (3.46), a que recorremos ao discutirmos o calculo do pardmetro PPN &,

)
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corresponde exatamente a (4.50), quando levamos em conta (4.47) e (4.31).

(O
Vale apena salientar um ponto. O tensor ¢ ,, deve satisfazer a ambas equagdes (4.41) e

(4.50). Estas equagdes, tomadas em conjunto, nio sio invanantes por quaisquer transformagdes do

- . (I\' s - - - -+ B
tipo 8@, =& () - ainda que ¥ #Y sozinho o seja, pois @, aparece explicitamente na expressdo

para t* equagdo (2.110). Ndo ha, portanto, nenhuma justificativa para a adogdo, na NDL, do
“cahibre de Lorenz”, (3.38), ou qualquer owtro “calibre™, apesar de a equagdo linear, (4.41), ser — ¢la

sozinha — invariante pela transformagdo ¢, =&, Isto apenas comrobora o fato, sobre o qual ja

chamamos a atengdo, de as equagdes da NDL com interagdo com a maténa ndo admitirem nenhuma
liberdade de calibre. E certamente ndo faria o menor sentido, de qualquer forma, impor uma

condigdo de calibre apenas para a aproximagdo de O(g) do tensor ¢, . Evidentemente, em

qualquer teoria razoavel a simetria de calibre é wma propriedade do seu conjunto completo de
equacdes, e qualquer escolha de calibre tem de ser sustentada consistentemente em todos o0s nivels
de aproximacgao.

A analise desta questdo a partir do problema de Cauchy nos leva a mesma conclusdo: ja vimos

que o tensor @,,,, na NDL, ndo descreve adequadamente um campo de spin-2 sem massa. Ele ndo

possui o nimero correto de graus de liberdade, com o agravante de este numero mudar conforme
haja ou ndo acoplamento com a matéria. Este estado de coisas, é claro, esta relacionado 4 falha da
teoria em apresentar uma simetria de calibre que fosse adequada. A tentativa de resolver este
problema, no 4mbito de wma teoria ndo-linear para um campo de spin-2 puro sem massa, leva
inexoravelmente 4 invaridncia por transformagdes de coordenadas e a relatividade geral, como o
demonstra de forma inequivoca o trabatho de Wald [14]. Nestas condigdes tao restrivas, a teoria da

gravitagdo einsteiniana ¢ a (nica que consegue superar todas as ameagas 4 sua coeréncia interna.
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4.3 Comparacio com Fierz-Pauli e Finstein

Quando apresentamos a teoria linear da gravitagdo de Fierz-Pauli, no inicio da Segdo 2.1,
mostramos que ela é mconsisterte porque implica na conservagfio do momento e da energia da

matéria de forma isolada, sem Jevar em conta a interacio com o campo gravitacional — mformagio
esta contida na equagio 7", =0. Argumentamos entio que uma maneira de tentar resolver este

problema seria acrescentando termos ndo-lineares & equagdc do campo gravitacional (outras opges
mchuriam a introdugio de novos campos, além do de spin-2). Segumndo este caminho, a NDL se
propde a resolver o problema através da adogdo de uma lagrangiana definida por uma fungio nio-
linear da lagrangiana original de Fierz-Pauli: L = L(U), onde U = F,g, F *™ - F, F%

Entretanto, chamamos a ateng#io jA na Se¢do 2.5 para o fato de esta teoria levar a duas leis de
conservagio distintas envolvendo a energia e 0 momento da matéria, representadas pelas equagdes
(2.113) e (2.125). Exploramos o conflito entre estas duas leis na Segfo 3.1, onde mostramos que elas
tornam confuso o limite newtoniano. A analise perturbativa que fizemos na Se¢fo 4.2 nos ajuda a
enxergar com maior clareza a situagdo: quando consideramos a mteragfio entre o campo
gravitacional e a matéria, o confiito entre as duas leis de comservagio impde quatro condigles
adicionais sobre o tensor ¢, , dadas pela equagdo (4.50). A existéneia destas condigdes adicionais
torna mnvidvel a utilizaciio consistente do método perturbativo, 0 que compromete a coeréncia das
aproximagdes newtoniana e pés-newtoniana,

Observando agora o conteudo da equagdio (4.50), vemos que ela nos diz que o tensor de
energia-momento do campo gravitacional, t"¥ , em primeira aproximagdo, se conserva sozinho, no
havendo troca de energia entre o campo gravitacional e a matéria. Examinando (4.49), fica claro
que, na ordem de aproximacdo considerada, a energia do campo gravitacional e a da matéria se
conservam de forma isolada, que é o que é afirmado pelas equagdes (4.44) e (4.50). E eis que

retornamos ao problema original da teoria linear de Fierz-Pauli. Ou seja, o esquema de mtrodugiio de
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termos ndo-lineares na equagio do campo gravitacional adotado pela NDL preserva, na O(p®),

exatamente os mesmos problemas da teoria linear.

Em ordens mais elevadas de aproximag¢do, a separagdo entre a conservagdo da energia da
matéria ¢ a do campo gravitacional ndo sera mais tdo perfeita, mas as quatro condigdes adicionais
envolverdo sempre o tensor de energia-momento do campo gravitacional, o que podemos ver através
da sua forma geral dada pela equagdo (4.51b).

Embora as equagdes da NDL déem continuidade aos problemas da teoria linear no que diz
respeito & interagdo entre o campo gravitacional e a matéria, a situagdo € outra quando consideramos
as equagdes para 0 campo no vacuo. Neste caso, a teoria de Fierz-Pauli se reduz & teoria linear
padrio para um campo de spin-2 gue apresentamos no Capitulo . e ndo ha nada de intrinsecamente
errado com esta teoria. Os problemas so surgem quando consideramos a interagdo entre o campo de
spin-2 e a matéria. Na NDL, por sua vez, os problemas surgem ja nas equagdes para o vacuo.
Mostramos na Segdo 4.1 que a forna especifica da ndo-linearidade das equagdes da NDL destroi o
carater de spin-2 do campo, que fica com oito graus de liberdade. Além disso, o procedimento de
perturbagdo ja se revela problematico, com a existéncia de trés condigdes adicionais independentes

para o tensor @,,. Quando introduzimos a interagdo com a matéria, o nimero de condigdes

adicionais sobe para quatro, e o numero de graus de liberdade, para dez. Assim, da mesma forma
que a teoria linear da gravitagdo de Fierz-Pauli, a NDL apresenta uma diferenga qualitativa caso se
considere ou ndo a interagdo com a matéria; diferentemnente dela, contudo, apresenta problenas ja na
sua formuiagdo para o vacuo.

Ainda no inicio da Segdio 2.1, argunentamos que a tentativa de resolver os problemas da
teoria linear através da introdugfio de termos ndo-lineares leva a relatividade geral como a dnica
solugdo possivel. Todo este estudo que fizemos da NDL deixa claro porque a teoria do Emstein
funciona tdo bem: a imposicdo de que a divergéneia da equagdo do campo gravitacional, (2.4),
coincida com a lei de conservacido do momento e da energia que vem do teorema de Noether, (2.5),

faz com que a relatividade geral evite o conflito entre duas Jeis de conservagdo que vimos acontecer
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na NDL. Ademais, a identidade contraida de Bianchi, G#"., =0 — que ¢ também, no fundo, a

responsavel por esta unicidade da lei de conservagio -, garante que ndo ha problemas com a teoria
de perturbagdes, além de dar a teoria uma invaridncia por transformages de coordenadas que nao
apenas corresponde a uma verdadeira simetria de calibre, como também tem o nimero de graus de
liberdade correto para que o campo gravitacional corresponda de fato a um verdadeiro campo de
spin-2 sem massa. A NDL falha em todos esses quesitos.

Esta inconsisténcia que vemos na NDIL decorre do seu ponto de partida, da analogia entre o
tensor de Fierz e o tensor do campo eletromagnético. Esta analogia, ainda que possa ser mantida ate

certo ponto, perde a sua forga quando notamos que o tensor do campo eletromagnético, /-, , € ele

proprio invariante pela transformagdo de calibre da teoria lincar de Maxwell. Assim, uma
lagrangiana qualquer, mesmo ndo-linear, construida com este tensor, tem, necessariamente, a mesma
simetria de calibre que a teoria linear. O mesmo ndo acontece com o tensor de Fierz; mostramos na
Secdo 1.3 que, embora a teoria lincar do campo de spin-2 tenha uma simetria de calibre com quatro
graus de liberdade, o tensor de Fierz so6 fica invariante por uma transformagdo com apenas um grau
de liberdade. Por causa disto, wma lagrangiana nio-linear construida com o tensor de Fierz nao
consegue repetir a simetria de calibre da teoria linear, sendo portanto incompativel com ela. O erro
da NDL consiste em levar a analogia entre estes dois tensores longe demais, para além do razoavel.
Desta forma, fica evidente que a NDL ndo se apresenta como uma boa tecoria para a
gravitagdo. Seus problemas ndo decorrem de um desajuste entre suas previsdes e os dados
experimentais, mas tém uma origem mais profunda, mais basica: ela carcce de uma estrutura interna
coerente, que Nos permita usa-la com confianga para descrever os fendmenos gravitacionas. Isto ndo
impede, contudo, que as ligdes da analise rigorosa a que a submetemos possam vir a ser de alguma
utilidade no futuro, ajudando a clarear os caminhos ¢ os descaminhos com os quais a formulagio de

uma nova teoria pode se deparar.



Parte 11

Teoria linear do campo de spin-2 no
espaco-tempo curvo



Capitulo 5

Generalizacio do formalismo de Fierz para o espacgo-
tempo curvo

5.1 Introducio / Motiva¢io

No Capitulo 1, apresentamos a teoria linear do campo de spin-2 no espago-tempo de
Minkowski. Esta é uma teoria perfeitamente consistente; problemas surgem apenas quando tentamos

identificar ¢, com o potencial gravitacional e introduzimos um acoplamento com a matéria (ou

seja, com 0s campos ndo-gravitacionais). Vimos entdo, no Capimlo 2, que precisamos introduzir
termos nio-lineares nas equacdes, S€ qUEreMmos continuar com uma teoria que contenha apenas um
campo de spin-2. Mostramos ainda que esta ultima restri¢do, somada a imposi¢ao de que o campo de
spin-2 ndo tenha massa, nos leva diretamente a relatividade geral; teortas alternativas com estas
mesmas caracteristicas, como é o caso da NDL, apresentam falhas na sua estrutura logica interna.

Contudo, o campo ¢, ndo tem de ser necessanamente identificado com o potencial

gravitacional, podendo haver na patureza campos de spin-2 que s¢ comportem como matéria ndo-

gravitacional. Neste caso, ¢,, ndo se relaciona dirctamente com a métrica do espago-tempo, mas

apenas interage comn ela através do acoplamento umiversal existente entre 0 campo gravitacional ¢ 0s
demais campos. Entretanto, mesmo nesta situag¢do a teoria apresentada no Capitulo | ndo ¢ correta,
pois ignora a interagdo entre o campo de spin-2 em questdo € o campo gravitacional. De fato, a
métrica de Minkowski denota auséncia de gravitagfio, e precisa ser substituida pela métrica de um
espago-tempo curvo, para adequar-se s exigéncias do acoplamento gravitacional universal.

Assim, vemos que a consideragdo dos efeitos da gravitagio nos leva a modificar a teona linear

103



do campo de spin-2, quer fagamos ou ndo a identificagdo deste com o campo gravitacional. Neste e
no proximo capitulo da Parte II, vamos copsiderar o segundo caso, em que o campo de spin-2 &
tratado como uma matéria comwn. Adotaremos como descri¢do dos fendmenos gravitacionais a
teoria da relatividade geral de Einstein. A questio que iremos investigar, portanto, € como a teoria
linear do campo de spin-2 deve ser modificada para se tornar compativel com a relatividade geral.
Aragone ¢ Deser [62] foram os primeiros a abordar esta questdo. Em 1971, eles realizaram

uma generalizagdo da teoria linear do campo de spin-2 para o espago-tempo curvo, utilizando um

novo tensor que denominaremos G,

. 1] = . ~
“a) — = o = afl
G Hy '"El:—(pluv_ (Da(,u'y) + go:yv_g;,w[-—(o - @ -_aﬁ)jl - {5])

O ponto-e-virgula representa a derivada covariante em relagio a métrica do espago-tempo

curvo, g, > tambem ~ representa o d'alembertiano ein relagdo a esta métrica. No lhmite em que

g -
Buv = Vuvr G v sereduza G

v » COMO podemos ver comparando (5.1) e (1.14).

A equagdo para 0 campo Sem massa, No espago-tempo curvo, de acordo com esses autores,
sera:
+(il )] _ ~
G, = 0. (5.2)

No entanto, ha nesta teoria uma quebra da simetria de calibre que encontramos em Minkowski, pois

a divergéncia de (5.1) nao mais se anula identicamente:
[ 1 '
al v _ .
G( ooy o R‘ua [ goaﬂ;ﬁ ”E¢aJ +5(R,ua;ﬁ + R,uﬂ:a —Ra,ﬂ.”u) goaﬁ (53)

[sto significa que o campo sujeito a equagio (5.2) ndo tem, em geral, o numero de graus de liberdade
correto para um campo de spin-2.
So recuperamos a identidade G“‘)ﬂ ¥, = 0, independentemente de qualquer imposigdo sobre

@, quando R, = 0. Em um espaco de Einstein, por exemplo, no qual o tensor de Ricci ¢

proporcional a métrica, R, = Ag,,, a divergéncia da equagao (5.2) impée que ¢, deve obedecer
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. 1 L
a condi¢io ¢, %, —5Pu = 0, desde que A # 0. Assim, € somente quando R, =0 que a

equagio (5.2) descreve um campo de spin-2 com o niimero correto de graus de liberdade.

Contudo, R,, = 0 ndo ¢ uma condig¢do razoavel, pois o proprio campo @, deve gerar uma

curvatura do espago-tempo, de acordo com as equagdes de Einstein:
Ry = lew' =-kT,, [rppg]. (5.4)
2

Ou seja, a equagdo proposta por Aragone e Deser para o campo de spin-2 sem massa nao ¢
compativel com a relatividade geral.

Os problemas persistem quando consideramos o campo com massa, Cuja equagdo ¢é:

Lh
Ln
e

. I
(](a)‘m, +om (q),uv - (Dg,ul') = 0. (2.
2

Tomando a divergéncia de (5.5), obtemos:

u 1 1 b2 a
R#a [ @ ﬁ-ﬁ —E(D-a} +E(R#a'ﬁ +R#ﬂ;a _Raﬁ:#) waﬁ +;I?]‘ ((D# -2 Qﬂ): 0. (5.6)

Esta equagdo possui apenas derivadas primeiras de @, , € pode ser considerada uma generalizagdo

da condigao ¢, -@, ", =0 que encontramos em Minkowski {ver Sec¢do |.6). Entretanto, se

tentamos tepetir o procedimento anterior de introduzir (5.6) no trago de (5.5), que em Minkowski

nos da a condigdo de vinculo @ = 0, encontramos uma expressdo contendo derivadas segundas de
@, » Qe ndo corresponde a uma equagao de vinculo. Novamente, concluimos que a equagdo (3.5)

ndo descreve um campo de spin-2 puro {ver [16] para uma revisdo desta andlise). O apelo a condigao

R, =0, ¢ claro, continua em contradi¢do com as equagdes de Einstein, e o mesmo vale para a

condigdo R, = Ag,,.com A # 0, que neste caso toma-se possivel.

Aragone ¢ Deser também consideraram a influéneia que teria a mntrodugdo de termos
envolvendo um acoplamento ndc-minimo entre o campo de spin-2 € o campo gravitacional, mas
concluiram que estes termos, além de ndo resolverem o problema, alteram a forma da propria

equagdo do campo gravitacional, desviando a teoria do contexto da relatividade geral.



Tudo isto levou estes autores a afirmarem que campos de spin-2 que ndo correspondam a
métrica do espago-tempo ndo podem ser encontrados na natureza, porque a teoria subjacente ndo ¢
matematicamente consistente. Desde entdo, as equagdes que eles propuseram, (5.2) e (5.5), se¢
tornaram um paradigma e sdo correntemente utilizadas sempre que se quer estudar uma questdo
envolvendo um campo de spin-2 no espago-tempo curvo.

Os problemas apontados por Aragone e Deser sdo bem aceitos, porque se inserem em um
contexto mais amplo: a interagdo entre campos com spin maior do que um pode excitar novos graus
de liberdade, ausentes nos casos de campo livre, e hd sempre o risco de violagio da causalidade.
Entdo, para assegurar a consisténcia da teoria, com a preservagdo do niimero de graus de liberdade ¢
obediéncia a causalidade, é necessdrio impor restrigdes de algum tipo sobre a torma da interagio. A
conclusdo de Aragone e Deser é que, para um sistema envolvendo um campo de spin-2 e a
gravitacdo, essas condigdes sdo fortes demais ¢ nao podem ser satisfeitas, de tal forma que um tal
campo ndo pode existir.

No entanto, a teoria de Aragone-Deser se apoia fortemente sobre um postulado que nos parece
arbitrario: a utilizagio de G'*),, como gemeralizagio de G''),. No espago-tempo curvo, as
derivadas covanantes ndo mais comutam, como em Minkowski, e portanto diferentes ordenagées
das derivadas segundas de tensores nem sempre sao equivalentes. Assim, como G'/,, ¢ construido

com derivadas segundas de ¢, . sua generahzagao para o espago-tempo curvo ndo é trivial. Além

de G“‘-’#,,, podemos fazer uma segunda escolha para a ordem das derivadas covariantes, que

denominaremos G, :

1 ~ e
GO 115{* Puv = Pl o) * @-.yrgw»( Zp— 9" -.a,eﬂ - (5.7)

Na verdade, qualquer combinagio linear de G*’,, e G'°),, seria igualmente uma generalizagdo

- L
possivel para G',,..

o
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Argumentaremos neste trabalho que Aragone e Deser ndo fizeram uma boa escotha e que esta
¢ a verdadeira origem de seus resultados negativos, ndo alguma dificuldade intrinseca 2o sistema
fisico formado por um campo de spin-2 e a gravitagio. Mostraremos que a generahizagdo do
formalismo de Fierz para o espago-tempo curvo, na qual ndo ha ambigiidades como a que
descrevemos acima, nos fornece naturalmente uma teoria consistente. E veremos também que esta
nova teoria nos ajuda a entender melhor qual € o significado da modificagdo que Albert Emstein fez

em sua propria teoria da gravitagdo, em 1917, ao introduzir a constante cosmologica.
5.2 O tensor de Fierz no espaco-tempo curvo

A generalizagdo do tensor de Fierz para o espago-tempo curvo € feita dirctamente pela

substituigdo, em (1.10), da métrica de Minkowski por g,, ¢ pela troca das derivadas covanantes

correspondentes (da barra pelo ponto-e-virgula). Como s6 temos derivadas primemas, ndo ha
nenhuma ambigiiidade. Obtemos;
2Eapu = Pulap) + Fla 8plu - (5.8)
Fp =t =0, 0,7 (5.9)
As identidades (1.1) ¢ (1.2), segundo as quais o tensor de Fierz ¢ anti-simétrico no primeiro par de

indices e obedece & identidade ciclica, permanecem validas. Ja (1.3) adquire uma nova forma,
conseqiléncia direta de (5.8}

t a l * aﬁ

r () = ERC’(#");B P (3.10)

No caso do espago-tempo de de Sitter, ou de anti-de Sitter, o tensor de Riemann € dado por

R

afuv = 12 gafﬁuv » (51 1)

onde

gqﬂyv = grz‘ugﬂv _gm'gﬂv : (512)
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Como

gaf,Byv = ﬁaﬂyv R (513)
onde 7],4,, € O tensor totalmente anti-simétrico de Levi-Civita no espago-tempo curvo, segue

que, neste caso, recuperamos a identidade

*

poe) _g (5.14)

|G

Também a identidade (1.8) deixa de ter validade geral:

.o 1 z -
"uvh.), ERF,[#(pv] - (5]3)

RLC

A generalizagio de G''',, para o espago-tempo curvo € feita tendo como base a equagdo

(1.16). Assim, defimmos G, , tal que

. — [
Gur = =3 F “lr) (5.16)
Um calculo direto do lado direito de (5.16) nos da:
o = %[(}”LV + G“:’L“,]. (5.17)

A divergéncia de (5.17) ndo se anula identicamente, e nem existe qualquer combinacio de

G, e (}‘b;j., tal que isto acontega. Definiinos entdo Z# como sendo
74 =) (5.18)
de tal forma que
ZH=2GH (5.19)
O caleulo do lado direito de (5.18) nos da:
s 1 £
Z# = R, - ;(RE[’W] ). (5.20)

Fica evidente por (5.20) que Z* ¢ identicamente nulo em Minkowski, o que corresponde a

identidade (1.9).
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5.3 A equacio para o campo de spin-2

Vimos, na Segdo 1.2, que a agdo de Fierz-Pauli para o campo de spin-2 no ¢spago-tempo de

Minkowski ¢ dada, na linguagem do formalismo de Fierz, pela lagrangiana £=U/4x, onde

UsFup, F @ _ F_F“_ Portanto, a generalizagdo mais natural desta agfio para o espago-tempo

i
curvo, neste formahsmo, é:

1

§=—
¥’

—el/d'x. (5.21)

Convém mencionar aqui que o invariante C, que em Minkowski ndo contribui para a dindmica
da teoria linear, conforme explicamos no inicio da Segdo 2.2, passa a contribuir para a dindmica no
espago-tempo curvo, por causa da identidade (5.10). Uma lagrangiana determinada por U +aC,
portanto, seria igualmente uma generalizagdo aceitavel da lagrangiana de Fierz-Pauli, e escolhemos
a forma de (5.21) pelo critério da simplicidade, por so envolver o invariante U, que ¢ o imico
relevante para a teoria linear em Minkowski, E neste sentido que consideramos (5.21) a escolha mais
natural. Deste ponto de vista, a contribuigio proveniente do invanante C corresponde a um
acoplamento nio-minimo entre o campo de spin-2 € o campo gravitacional.

A variacdo da agdio (5.21) nos fornece a seguinte equagio de Euler-Lagrange:

F “(m,) «=0. (5.22)
que corresponde a
G = 0. (5.23)
A divergéncia desta equacdo nos diz que devemos ter
Z# = 0. (5.24)

Faremos uma analise desta condigdo na Se¢do 5.6.

Quando o campo possui massa, a agdo se torna

S=-:;_f.\/—_g[(]—m?2(q7w¢)“ - (pl)}d“‘x. (5.25)
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A equagdo correspondente €

Fa=m (0 = 08,0 ) = 0. (5.26)
que é equivalente a
G+t ) )
F v +Em P~ @8N 0. (5.27)
A divergéncia de (5.27) nos da
ZH - m FY =0, (5.28)
¢ seu trago €
FA e 2atp =0 5.29
oty e=0 (5.29)

A combinacio de (5.28) e (5.29) nos leva a seguinte equagdo, que nos também examinaremos na

Se¢do 5.6:

ZH ¥ %nﬁ @ =0. (5.30)

5.4 O acoplamento minimo com o campo gravitacional

Quando comparamos os tensores G'* L‘, e G'" . vemos que toda a sua diferenga se resume

Hv
aos termos ¢ Lu-.vjﬂ € Py ;“_V}. Como
i A .

Crvap = Puvfa + Ryﬁ.afﬁ ‘p/‘v + Rv}.aﬁgp u - (5.31)

ndo ¢ dificil verificar que
L (b ]

G =GP = R o +ERH(# ‘”v)a ‘ (5.32)
Recorrendo a (5.17), encontramos a relagdo entre G )#,, e G o

A a 1 1

G =G% + ER#M o - ZRQ(M o, (5.33)

Os dois ultimos termos do lado direito de (5.33) provém, como acabamos de mostrar, dos

diferentes ordenamentos das derivadas covariantes em G, e (,, . No entanto, eles sdo termos



tipicos resultantes de um acoplamento ndo-minimo entre o campo de spin-2 € o campo gravitacional.

Podemos encontra-los a partir da seguinte lagrangiana:
1 ( Hv _af 54 ,uv) 5
Linleraqéo = E R,uavﬁ g - Ra,u @ P . (934)

Desta forma, a equagfio proposta por Aragone ¢ Deser, (5.2), segundo o formalismo de Fierz, €
definida pela lagrangiana

Loap =0 —L (5.35)

mteragio -
Inversamente, do ponto de vista de Aragone e Deser, ¢ a lagrangiana L ,_, que define o

acoplamento minimo, sendo U = L + L yemeso @ lagrangiana onde ocorre acoplamento néo-

minimo. Vemos assim que a adogfo de diferentes opgdes para a ordem das derivadas covaniantes, na
equagdo do campo de spin-2 no espago-tempo curvo, corresponde a diferentes defimgoes da forma
do acoplamento minimo. O que ¢ acoplamento minimo para Aragone ¢ Deser € Nao-minimo no
formalismo de Fierz, e vice-versa.

Esta equivaléncia significa que podemos encontrar as equagdes (5.23) e (5.27) dentro do
esquema conceitual de Aragone e Deser, interpretando-as como resultantes de um acoplamento ndo-

minimo. Entretanto, ha duas vantagens claras em se adotar o ponto de vista do formalismo de Fierz:

@

em primeiro lugar, os coeficientes dos termos R,z o e Ra(u ®,y s0 especificados sem

ambigiiidade pela divergéncia do tensor de Fierz, equagdo (5.16), sem nevhuma hipétese ad Aoc. Por
outro lado, na lagrangiana L ;... €Stes coeficientes sdo arbitrarios, como também ¢ arbitrania a
auséncia de outros termos possiveis, tais como R ¢ ou R w o

A outra vantagem ¢ que a equagdo de Einstein para o campo gravitacional mantém a sua

forma tradicional. No formalismo de Fierz, a a¢do completa €

S=—J.ERd x+—N_[

(%v v g }}d“x, (5.36)

donde resulta naturalmente a equagio (5.4) pela variagdo em relagdo a g, .Ja na versdo de
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Aragone-Deser, a variagdo da lagrangiana L .., ©m relagdo a g, , por causa da presenga do

tensor de Riemann, provoca mudangas na equagio do campo gravitacional, que deixa de ter a forma
(5.4). Evidentemente, a equagdo para o campo gravitacional resultante € ngorosamente a mesma nos
dois casos; o que acontece & que a redefinigdo da forma do acoplamento minimo acarreta wmna
correspondente redefinicio do tensor de energia-momento do campo de spm-2. Ou seja: no
formalismo de Fierz, o tensor de energia-momento do campo de spin-2 absorve naturalmente termos

que, do ponto de vista de Aragone e Deser, teriam origem num acoplamento ndo-minimo.
5.5 O tensor de energia-momento

Definimos o tensor de energia-momento do campo de spin-2 como sendo

2 [o4,) o [olVs,)

g : (5.37)
V7 & ag,uv ax” ag,uv,}t
onde £, ¢ alagrangiana da agdo (5.25):
1 _ m: v 2 -
£, = m {(FT(%"W - )} : (5.38)

O calculo de T é exatamente analogo ao do espago-tempo plano (Apéndice B), e encontramos:

e = %{ _Ugt 2{ Y S PN Ly L Oy [] .
K

A

2

m [24 & - v v
+T(¢’aﬁ @ A Aqoj)g“‘ - 2.'?:3(40"‘“% - ¥ ) ) (5.39)
Da mesma forma, encontramos que ¢ valida a identidade:

oo 1 . af 5 ap ]
Ty = ﬁ_K[z (G”m“ ‘Pﬁy):a U Papiul (5.40)



onde definimos

. L1
G, =G +5m2 (0, -02,.). (5.41)

Quando a equagdo (5.27) é satisfeita, G‘“”L,, =0 ¢ (5.40) nos da

r,',.=0, (5.42)
em pleno acordo com as equagdes de Einstein, (5.4).

Vemos assim que as equagdes do formalismo de Fierz para um campo de spin-2 no espago-
teinpo curvo parecem ser compativeis com as equag¢des de Einstein, evitando wn dos problemas
apontados por Aragone e Deser. Mostraremos a seguir que este ¢ de fato o caso, € que estas
equagdes definem realmente mn campo de spin-2, com o mimero correto de graus de hberdade ¢
com o desegjado comportamento causal, de tal fonna que resolvemn também a outra parte dos

problemas levantados por estes autores.
5.6 As restri¢des a geometria e o problema de Cauchy

E bem conhecido que, quando um espago-tempo tem a sua curvatura determinada por um
campo eletromagnético (linear), entdo, de acordo com a relatividade geral, ela deve satisfazer a

seguinte condigdo, encontrada por Rainich [88]:
R RY =46, (5.43)

Se um campo de spin-1 leva a curvatura do espago-tempo a satisfazer uma condigio como esta, €
natural pensar que um campo de spin-2 deve produzir algo semelhante. De fato, veremos que as
equagdes do formalismo de Fierz impdem uma restrigdo a geometria do espago-tempo. Contudo,
diferentemente de (5.43), que ¢é satisfeita automaticamente pelas solugdes das equagdes de Einstein
tendo como fonte o tensor de energia-momento do campo eletromagnético, a condigdo que surge no

caso do campo de spin-2 corresponde a uma restrigdo adicional que a curvatura deve satisfazer.



5.6.1 Campo sem massa

Comegando pelo caso do campo sem massa, ja vimos na Segdo 5.3 que a condigdo Z# = 0,

equacdo (5.24), deve ser satisfeita. Mas ela ndo pode recair sobre o tensor ¢,,,,, 0 gue estragaria o
carater de spin-2 do campo, alterando o seu numero de graus de liberdade. Concluimos, portanto,

que a condigio Z# = 0 deve recair sobre a geometria. De acordo com (5.20), isto significa que a
métrica deve satisfazer a equagio

R [ %(Rg[ﬁw,u]s)_i - 0. (5.44)

Como ela também deve obedecer a equagiio do campo gravitacional da relatividade geral, (5.4),
podemos usar esta tiltima para reescrever o ultimo termo do lado esquerdo de (5.44) em funcdo do

tensor de energia-momento do campo de spin-2:

Um fato importante para a analise desta equagdo ¢ gue o temsor de Riemann pdo possui

derivadas segundas temporais das componentes g,,. O tnicos temos com denivadas segundas

temporais sdo:

1 .
Rigm = 5(.?;;_90 t8uw.ij t&iw.0; Y Eusi0 ) + termos com derivadas

primeirasde g, - (5.46)
Fazendo novamente a escolha de os dados iniciais serem dados em uma hipersuperficie espactal Z,
tanto para g,, quanto para ¢, a exemplo do que fizemos na Se¢do 1.5, a observagio acima

implica que (5.45) corresponde a quatro equagdes de vinculo para o tensor méfrico — 0 que nao
obstante exige ainda que eliminemos os termos g, ; oo de (5.45) através das componentes // das
equagdes de Emstein.

A divergéncia de (5.45) ndo fornece um novo vinculo, porque a imposi¢do de que (5.45) seja

valida em todo o espago-tempo ja ¢ suficiente para determinar todos os termos g, 4. Como o
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campo gravitacional na relatividade geral ¢ um campo de spin-2 com dois graus de liberdade, e
tendo o tensor métrico dez componentes independentes, podemos impor sobre ele um total de oito
condigdes, quatro das quais sio dadas por (5.45). Restam ainda quatro condigbes em aberto para

g .- O que corresponde & possibilidade de escolhermos o sistema de coordenadas.

A equagdo (5.45) pode ainda ser escrita da seguinte forma:

lp Y
WP+ kTEF! v kT F, »%T FH o+ ;(Tc bgule) , =o. (5.47)

onde #,,, ¢ o tensor de Weyl. Posta sob esta forma, fica evidente que toda a restrigdo a geometria

implicada pela condigdo Z# = 0 recai sobre o tensor de Weyl. Isto ¢ de suma importancia, pois ¢
este fato que permite a equagdo (5.23) ser compativel com as equagdes de Einstein. Na teoria de
Aragone-Deser, a condigdo equivalente seria anular o lado direito da equagao (5.3), na qual entra
apenas o tensor de Ricci. Porém, o tensor de Ricci ja estd compromefido com as equagdes de
Einstein, decorrendo dai uma contradigdo. A presenga do tensor de Weyl na equagdo (5.47), ou
melhor, do tensor de Rieman em (5.44), toma possivel a conciliagdo com as equagdes de Einstein. E

desta maneira que o formalismo de Fierz supera as dificuldades apontadas por Aragone e Deser.
Como a condigio Z# = 0 ¢ satisfeita pela métrica, do ponto de vista do campo ¢, ela

desempenha o papel de uma identidade, sendo vélida independentemente dele. Este fato garante que
0 campo possui apenas dois graus de liberdade, que € o desejado para um campo de spin-2 sem

massa. De fato, a variagio da agdo (5.21) por uma transformagio do tipo 5¢,,, =& ,.,) nos da:

_i_ _ HE 4
‘55“sz‘/ gZHE, dix. (5.48)

Quando Z* = 0, a a¢do tem uma imvariancia de calibre analoga a do espago-tempo plano; basta que
a deritvada covariante que entra na expressdo ¢ (,.,) seja construida com uma métrica que satisfaga
as equagdes (5.4) e (5.45).

Vale a pena chamar a atengdo para como se propagam os vinculos do sistema de equagdes

formado por (5.4), (5.23) e (5.45). Na equagio para ¢,,, . (5.23), as componentes i/ sdo dindmicas e
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as componentes Ou sdo vinculos. Isto pode ser conferido comparando-se (5.23) com as equagdes

(1.59) € (1.60), levando-se em conta que @,,,.,5 = Py qp + “termos com derivadas primeiras de
@, - Para que estes vinculos sejam propagados, precisamos que Z* = 0 seja valida em todo o

espago-tempo. Conseguimos isto transformando a equagdo Z* = 0 na equagdo (5.45), que ¢ uma
equagdo de vinculos para a métrica, e impondo que ela se propague por todo © espago-tempo. Mas
precisamos usar as equagdes de Einstein para realizar esta transformagdo, ¢ para que (5.45) seja
valida em todo o espago-tempo ¢ preciso que (5.4) o seja. Isto exige a propagagdo dos outros
vinculos para a métrica representados pelas componentes Oy das equagdes de Einstein. Contudo, a

propagacio destes vinculos requer que o tensor de energia-momento do campo ¢, , que entra no

lado direito de (5.4), tenha divergéncia nula, ¢ isto s6 acontece quando a equagdo para o campo,
(5.23), é valida em todo o espago-tempo. Por sua vez, este fato implica que suas componentes Ou
precisain ser propagadas. Voltamos assim exatamente ao ponto de onde partimos.

Esta situagao complexa descreve um sistema de equagdes acopladas, sendo cada uma delas
necessaria para a solugio das outras. No ha nenhuma inconveniéncia nisto, e este sistema pode ser

resolvido por um processo iterativo, comegando com o campo de spin-2 ¢,, na auséncia de

gravitagdo, ¢ seguindo com novas solugdes para ambos os campos sendo construidas a partir das
solugdes anteriores, passo a passo. Isto demonstra mais uma vez que as dificuldades apontadas por

Aragone e Deser s3o realmente superadas pela adogdo do formalismo de Fierz.

5.6.2 Campo com massa

Quanto ao campo com massa, temos que satisfazer as equagdes (5.28) e (5.30). E facil

perceber que estas equagdes impdem condigdes sobre ambos 0s campos ¢, € g, - Para que (5.30)

ndo contenha derivadas segundas de ¢, . convém fazer Z# , =0, o que mplica que ¢ = 0. k
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Z# = 0 & satisfeito por Z# = 0 como uma condigdo para a métrica, o que, de acordo com (5.28),

T
implica que F# = 0. Temos entdo que a geometria deve obedecer a mesma restrigdo que no caso

anterior { Z# = 0), e que o campo ¢, deve obedecer a:

@ =0, (5.49)
F4=0. (5.50)

Conjugando estas duas equages, obtemos
P’ =0, (5.51)

Podemos ver que estas condigdes sdo todas generalizagdes naturais das condigdes que encontramos

na Segdo 1.6 para o espago-tempo plano, sendo que la Z# = 0 era uma identidade. Assim, fica claro
que o campo de spin-2 cOm massa mantém no espago-tempo curvo seus cinco graus de liberdade.

A propagacdo dos vinculos obedece 4 mesma estrutura circular discutida no caso anterior. A
conservagio da equagdo (5.49) impde mais um vinculo:

Pq=0. (5.52)

As equagoes (5.49), (5.51), (5.52) e as componentes Ou da equagdo (5.27) totalizam dez equagdes de
vinculo para o campo ¢, ¢ Z “ =0 impde quatro condigdes sobre o tensor de Weyl,
representando quatro equagdes de vinculo para a métrica g, , que ainda deixam livre a escolha do
sistema de coordenadas.

Examinamos até aqui a situagdo em que o tensor de Ricci, R, , é determinado pelo tensor de

energia-momento do proprio campo de spin-2, através das equagdes de Einstein. Caso haja um

campo externo dominante, tal que a energia do campo ¢, seja desprezivel em relagdo a dele, de tal

forma que o fensor de Ricei seja determinado pelo tensor de energia-momento deste campo, a

equagio (5.45) precisa ainda ser resolvida, com o 7', representando a energia do campo externo.

Toda a analise que fizemos acima continua valida, a ndo ser por uma simplificagfio da

interdependéncia das equagdes: agora, a propagagdo das componentes Ou das equagdes de Einstein
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n3o mais dependem da solugdo da equagdo para ¢, , mas apenas da lei de conservagao do momento

¢ da energia do campo externo. Em todos estes casos, com o campo possuindo ou ndo massa, e

havendo ou ndo um campo externo, temos wm sistema de equagdes compativeis entre si.

5.7 A causalidade da propagacio

Para examinar a causalidade da propagagdo do campo de spin-2 segundo o formalismo de
Fierz, vamos seguir a analise feita por Buchbinder er al. [67]. Comegamos por definir a matriz
caracteristica de um sistema de equacgdes diferenciais de segunda ordem para um campo de spin-2.

Este sistema deve ter a forma

M pap " 0% o+ =0, (5.53)

LK
onde as reticéncias indicam os termos que n3o contém derivadas segundas de ¢,,.. A matriz
caracteristica, M ,,q5(n), € fungdo de quatro argumentos #,

M s} = M, Monn, (5.54)

Denominamos equacdo caracteristica a equagdo det M pvad (n) = 0, e superficie caracteristica a
superficie § (x) = constante ,onde § , = n,,.
O sistema de equagdes ¢ dito hiperbolico se todas as solugdes da equacdo caracteristica forem

reais, e um sistema hiperbolico tem propagagdo causal se ndo houver vetores do tipo-tempo entre

estas solucdes. A equagdo linear para o campo de spin-2 em Minkowski, com ou sem massa,
o ~ £t H 10 2 ~
apresenta duas solu¢des para a equagao caracteristica, que é\n L =0: ny = t4n; . Estas sdo
solugdes reais e representam vetores nulos, de tal forma que a propagagdo, neste ¢aso, € causal.
A matriz caracteristica das equagdes (5.23) e (5.27) € a mesma:

2Mp,,a’6(n) = é‘w,aﬁ n’ —g#vgaﬁ n® +g“”'j n,n, +gwna nf

+g, n%n? —%§(anﬁ)n, -%S@Hﬂ)n (5.55)



onde

n* =g n,n,. (5.56)

Esta matriz ¢ degenerada, por causa da identidade
n* M, P n) = 0. (5.57)
Contudo, analisemos primeiro o caso do campo com massa. Valem entdo as equagdes (5.49) e
(5.51), € podemos definir uma nova matriz caracteristica, M w,aﬂ(n), para a equagdo resultante da

introdugdo destas condigdes em (5.27). Encontramos:

M, ) =68,,%n". (5.58)

. ~ . ~ , . - ~ 2
evitando a degenerescéncia. A equagdo caracteristica nos diz, entdo, que devemos ter »” =0. Em

alquer ponto v, do espaco-tempo, podemos escolher, localmente, g#* = p#", de tal forma que
qualquer p o pag p g q

" = n%, - nt. (5.59)

Temos assim, localmente, as mesmas solugdes que para o caso do espago-tempo plano. Logo, a
propaga¢do do campo com massa € causal no espago-tempo curvo.

Quando o campo ndo tem massa, a agdo possul a simetria de calibre que descrevemos na
Secdo 5.6.1, € 0 campo possui dois graus de liberdade, o que significa que podemos rmpor até oito

equagdes adicionais sobre ¢, . Se adotamos a condigdo

[ca‘”" ~%¢9 g""} =0, (5.60)

a2 matriz caracteristica se reduz novamente a (5.58), indicando uma propagagdo causal. Como a
violagdo da causalidade nao poderia ser eliminada por uma simples transformagdo de calibre, segue
que este resultado ¢ geral e que 0 campo sem massa também se propaga de forma causal.

Vemos assim que o formalismo de Fierz leva ndo apenas a um comjunto de equagdes
consistentes, como também assegura a causalidade da propagagdo, quer o campo tenha ou ndo

massa.
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Capitulo 6

Conseqiiencias para a interpretacio da constante
cosmoldgica

6.1 Teoria para um campo de spin-2 no espaco-tempo de dS ou de AdS

No espago-tempo de de Sitter, o tensor de Riemann ¢ dado pela equagdo (5.11), ou seja,

A
Raﬁ_,ur :?gafﬁ‘uv > (61)

onde A ¢ a constante cosmologica que aparece nas equagdes de Einstein modificadas por ele mesmo:
Gy +Ag,, =0. (6.2)
Dizemos que (6.1} representa a solugdo de de Sitter (dS) se A > 0, ou a de anti-de Sitter (AdS) s¢
A < 0. Para evitarmos confusdes, reservaremos, neste capitulo, a denominacgo de de Sitter para o
caso geral, e usaremos dS e AdS para os casos particulares.
Em primeiro lugar, notemos que, no espago-tempo de de Sitter, a equagdio (5.20) sereduz a

Z'”=-§AF’”. (6.3)

Isto significa que a condigdo Z# = 0 ndo ¢ satisfeita pela métrica, mas decorre de #“ = 0, mesmo
para 0 campo sem massa. A contradi¢do com a teoria desenvolvida no Capitulo 5 € apenas aparente,
pois aqui estamos examinando o comportamento de um campo de spin-2 em uma geometria dada de
antemdo. Veremos que ha até mesmo um valor especial para a massa, tal que a condigdo Z* = 0

nio precisa ser observada.
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6.1.1 Campo sem massa

Comegcando nossa analise pelo campo sem massa, reparamos que a equagéo (5.23) mplica em

Z" =0 (524), e portanto também em F# = 0, por causa de (6.3). Na geometria de de Sitter, ¢

valida a seguinte identidade:

~

Gro -~ Rgmg, =0 (6.4)

LY 3
Este fato nos permite eliminar mais um grau de liberdade, ¢ vamos escolher a equagdo ¢ = 0 para
cumprir este papel. Curiosamente, encontramos as condigdes apresentadas na Segdo 5.6.2, dedicada

4 teoria para um campo com massa{@ = 0 e F'* = (). De fato, temos aqui um campo com 5 graus

de liberdade: sdo 14 equagdes a serem resolvidas (10 em (5.23)e 4 em #¥ = 0), e 9 equagdes de

vinculo (4 nas componentes Ou de (523), 4 em Z¥ =0 e i em (6.4)), ¢ portanto exister
14 — 9 = 5 praus de liberdade. Vamos entender melhor este estado de coisas quando examinarmos

o caso do campo com massa.
6.1.2 Campo com massa

O campo de spin-2 com massa, sujeito a equagdo (5.27), no espago-tempo de de Sitter,
também deve obedecer as condigdes da Secio 5.62, Z¥ =0, F“ =0 e ¢ =0, desde que a

equagio (3.28) ndo se tevele uma identidade. Esta possibilidade existe por causa da equagdo (6.3),

que levada a (5.28) nos da:

[m2+§A]F#=o_ (6.5)

2

No caso particular em que

mi= - 2, (6.6)
ol



a equacdo (5.28), que € a divergéncia da equa¢dio para o campo de spin-2, (5.27), se anula
identicamente. Isto garante que o campo, neste caso, possui apenas dois graus de liberdade. E ha

também a invaridncia da agio (5.25) com relago a transformagdo d¢,,, = &(,.,), Pois:

__L _ 2 _2_ H oz 4
58 = ZKI,/ g[m + 3A]F £, dx, (6.7)

Esta invariancia se reduz corretamente 4 do espago-tempo plano, porque, de acordo com (6.6), o
limite A —0 garante também que m —> 0, de tal forma que € o campo sem massa que possu esta
simetria em Minkowski.

Nos demais casos, em que (6.6) nfio é satisfeita, 0 campo possui os esperados cinco graus de

liberdade. E importante notar que a equagdo (6.6) 5o pode ser valida em AdS.
6.1.3 A massa efetiva

Nas duas se¢des anteriores, obtivemos um resultado um pouco estranho: o campo de spn-2,
no espago-tempo de de Sitter, admite um valor especial para a sua massa, tal que neste caso ele

possui 2 graus de liberdade, tendo 5 graus de liberdade em todos os demais casos; no entanto, este

valor especial para a massa ndo ¢ m = 0, mas m* = — % A, e so & possivel em AdS. Isto sugere a
definig3o de uma massa efetiva, M, de sorte que o campo s6 possua dois graus de liberdade quando
M for nula; definimos, entdo:
M? =mt %A. (6.8)
Quando A # 0, o campo possui 5 graus de [iberdade.

E importante notar que, quando A > 0, o intervalo 0 < M*< %A ¢ proibido, porque a

massa m, que entendemos ser a massa real do campo, ndo pode ser imaginaria. Da mesma forma, 0

intervalo 0 < m” < ~ %A implica em uma massa efetiva imaginaria quando A < 0. Parece,



entdo, que m* = — A A é um limite inferior para a massa real na geometria AdS, correspondendo 4

situagdo em que o campo tem apenas 2 graus de liberdade. A massa real nio sofre restrigdes em dS,
mas a massa efetiva, sim. Inversamente, é a massa efetiva que ndo sofre restrigdes em AdS. E como
M = 0 ¢é proibido no caso em que A > 0, o campo nao pode nunca ter apenas 2 graus de liberdade
em dS. Estes resuitados estdo de acordo com os de Gandi ¢t o/, quando associamos o que eles

consideram a massa do campo de spin-2 em de Sitter com a nossa massa efetiva, M [72].
6.2 A massa do griaviton na relatividade geral

Vamos pertubar a equagdo de Einstein com a constante cosmologica, equagdo (6.2), em tomo
[
da solugfio de de Sitter, que designaremos por g ,, . Usando a notagdo &g, = ¢, , encontramos:
3G, +tAp,, =0, (6.9)

onde 8G,, € a perturbagdo do tensor de Einstein. Um calculo direto nos da:

5(}#), = }("*Lv +A’m, , (6.10)
com G*,, sendo dado por(5.1) e 4, por
1 o] Q (If)‘ 0
Ap = 5| &m RP@up ~ R, [ (6.11)

Introduzindo as equacgdes (6.11) e (6.10) em (6.9), e utilizando (5.33), chegamos ao seguinte

resultado;

a

A v}
G,uv _?[q)pv_q)g‘uvjzo‘ (612)

Reconhecemos imediatamente a equagdo (5.27), com me = — % A . Em AdS, segundo nossa

analise anterior, dirfamos que o campo gravitacional possui uma massa real ndo-nula, embora sua

massa efetiva se anule, o que esta de acordo com ele ter apenas dois graus de liberdade.



Este resultado mostra umna interessante relagdo entre a constante cosmolégica ¢ a massa do
graviton, a suposta particuia responsavel pela interagdo gravitacional. Esta relagdo s¢ faz sentido
quando A < 0, mas ndo € restrita a geometria de de Sitter. A solucdo mais geral da equagdo (6.2)
inclui o tensor de Weyl, que se anula em de Sitter:

A
Raﬂ;w = Waﬂ;nr + ? Eapuv - (6 13)

A perturbagdo da equagdo (6.2) em torno desta solugdo nos da a seguinte equagao:

- A B 1 ®
G#V?{(‘Dyv‘qﬂgﬂvJ—‘iWﬂaVﬂWUﬁ = 0, (6]4)

Podemos ver que, do ponto de vista da teoria do campo de spin-2 no espago-tempo curvo formulada
no Capitulo 5, o termo adicional na equagdo acima corresponde a um acoplamento ndo-minimo entre
a perturbagdo da métrica e o espago-tempo de fundo. Contudo, o termo de massa permanece intacto,

1

assim como continua vélida a identificagio da massa do graviton, para A < 0: m, = - % A . E ndo

¢ dificil verificar que ele continua tendo apenas dois graus de liberdade.

Chepamos assim 4 conclusdo que a introdugdo de uma constante cosmologica negativa na
equagdo do campo gravitacional equivale a dotar o graviton de uma massa ndo-nula, ndo obstante
sua massa efetiva continue a ser nula e o campo continue a ter apenas dois graus de liberdade.
Inversamente, podemos dizer que a passagem da teoria da relatividade geral, que lhida com um

campo gravitacional sem massa, para uma nova teoria em que o graviton tenha uma massa m, , se

faz através do acréscimo de um termo que corresponde a uma constante cosmologica negativa

| 3.2 -
R,uvg _2'"Rgluv —Erng g'uv:_'xj'up- (615)

Embora a idéia de se associar a constante cosmologica a massa do graviton ndo seja nova
[74.75], nossa argumentagdo difere das anteriores por se basear em uma teoria consistente para o
campo de spin-2 em um espago-tempo curvo. Os argumentos anteriores, tanto dos defensores desta

idéia quanto de seus criticos, baseavam-se em um raciocinio envolvendo o potencial de Yukawa {76-
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77]. Este raciocinio ndo nos parece apropriado, uma vez qué campos com massa podem ter um
comportamento que ndo corresponda ao decaimento exponencial de Yukawa, como é, precisamente,

o caso do campo gravitacional na nossa teoria {ou na teoria de Einstein escrita sob a forma (6.15)).
6.3 Anti-de Sitter versus Minkowski

A possivel relagdo entre a massa do graviton e uma constante cosmologica negativa levanta de
imediato uma questdo. Se o graviton possuir realmente uma massa ndo-nula, e a equagdo do campo
gravitacional for a (6.15), entdo a solugdo fundamental, na auséncia de matéria outra que ndo o
proprio campo gravitacional, seria a geometria de anti-de Sitter, ndo a de Minkowski. Esta solugdo

pode ser escrita assim:

-1
ds® = [ 14—%;71'5',2 rzj etdt? —( I+%m; rlJ dr® —r* (d93 +sen219d¢2). (6.16)

A meétrica de Minkowski passaria entdo a ser apenas uma aproximagdo de (6.16), no limite em
que a massa do graviton pode ser desprezada. E interessante notar que o espago-tempo de anti-de
Sitter possui todas as propriedades necessarias para ser considerado uma extenso natural do espago-
tempo de Minkowski enquanto suporte para o mundo fisico: ele tem wina estrutura causal, uma
representagdo unitaria para o grupo associado com a qual as particulas elementares podem ser
relacionadas, com uin minimo de energia bem definido, e assim por diante. Em contraste, o espago-
tempo de de Sifter (dS) nio tem um minimo para o espectro de energia € uma série de outros
problemas [89].

Esta substituicdo de Minkowski por anti-de Sitter corresponderia a uma mudanga de
paradigma, com consegiiéncias provavelmente insuspeitas. Talvez seja mesmo necessario interpretar
a equagio (6.15) ndo como uma variante dentro da relatividade geral, mas como definindo uma nova
teoria para a gravitagdo — uma teoria para um campo gravitacional com massa, que exige que

raciocinemos em seus proprios termos.



Conclusao



Abordamos, neste trabalho, dois temas distintos, ambos envolvendo a descricdo de Fierz para
o campo de spin-2. Na Parte [, fizemos uma analise critica da teona NDL da gravitagdo, proposta em
1997 por M. Novello, V. A. De Lorenci e L. R. de Freitas. Na Parte [I, apreseatamos uma nova
teoria para lidar com o campo de spin-2 no espago-tempo curvo.

Os Capitulos 1 e 2 sdo ambos introdutorios, embora tenhamos contribuido com uma
formulagdo precisa para a lei de conservagio do momento e da energia na NDL, chamando a atengdo
para a existéncia de uina segunda lei de conservagio que com ela compete. O estudo destas leis de
conservacio desemperthou um papel central em nossa andlise, levada adiante nos Capitulos 3 e 4.

No Capitulo 3, examinamos o limite newtoniano da NDL, bem como os parametros PPN da
aproximacio poés-newtoniana. Mostramos que a existéncia, nesta teoria, de duas leis de conservagao
conflitantes entre si gera dois caminhos distintos para a obtengéo do liimite newtomano, e que os dois
limites resultantes so podem ser harmonizados com a imposigio de condigdes adicionais sobre o

tensor ¢, . Estas condi¢des adicionais, no entanto, ji seriam suficientes para que 0S8 pardmetros

PPN da teoria ndo concordassem com os valores experimentais. Porém a situagdio € amda mais
grave, pois mostramos também que, por causa deste mesmo conflito entre as duas leis de
conservagio, os parametros PPN sio a rigor indeterininados. Exibimos explicitamente esta
indeterminagio ao apresentarmos uma segunda solugdo exata para a equagdo da teoria no vicuo,
representando um campo estatico cotn simetria esférica. Esta nova solugfo tem pardmetros PPN

diferentes dos da solugdio original encontrada pelos fundadores da teoria. O préprio fato de esta



solugdo ndo ser Gmica representa uma fraqueza da teora, relacionada a uma simetria de calibre
inapropriada, e nos levou a concluir que o tensor de Fierz n3o pode ser interpretado como o tensor
que descreve o campo gravitacional — papel este reservado a métrica, ou antes, & curvatura do
espago-tempo.

No Capitulo 4, examinamos em detathes o problema de Cauchy ¢ a teona de perturbagdes na
NDL. Mostramos que, embora as equagdes tenham um problema de condigdes de contorno bem
posto, sendo bem comportadas a este respeito, o campo gravitacional tem oito graus de liberdade no
vacuo, ¢ dez quando interage com a matéria. Além de inaceitavel por si s0, este resuitado deixa claro

que 0 campo @, , nesta teoria, ndo corresponde verdadeiramente a um campo de spin-2. Entretanto,

por construgdo, o limite linear da equagdo do campo gravitacional da NDL ¢ a equagio de Fierz-
Pauli, que descreve um campo de spin-2. Assim, a teoria € incoerente com seu proprio limite Imear,
fato este que aparece em toda a sua clareza quando perturbamos suas equagdes em tormo da solugdo
de campo nulo. Vimos que as ordens de perturbagdo mais altas imp6em condi¢Ses sobre as solugdes
das ordens mais baixas, o que torna impossivel encontrar solu¢des satisfatérias para uma dada ordem
de aproximagdo, em particular, ficam comprometidas as aproximagdes newtoniana e pos-
newtoniana, conforme ja haviamos exposto no capitulo anterior.

Assim, demonstramos a inconsisténcia da teoria NDL e exibimos as suas falhas. Mostramos
também que a raiz desta inconsisténcia, e origem destas falhas, € a auséncia, nesta teoria, de uma
simetria de calibre que fosse adequada. De fato, no dmbito de uma teoria para a gravitagdo em
termos de um campo de spin-2 sem massa, a simetria de calibre necessdria para torna-la consistente
é a covariancia geral [14]. O tensor de Fierz mostra aqui as suas limitagdes, pois, embora possam ser
tragadas analogias entre ele e o tensor do campo eletromagnético [40], esta analogia se perde no
ponto mais importante: na estrutura da invaridncia de calibre.

No Capitulo 5, ja na Parte I, realizamos a generalizagdo do tensor de Fierz para o espago-
tempo curvo e encontramos as equagdes para o campo de spin-2 com ¢ sem massa. Mostramos que a

adogao do formalismo de Fierz corresponde a uma redefinigdo do acoplamento minimo em relagdo a

128



teoria convencional (¢ problematica) de Aragone-Deser, evitando dois tipos de arbitraniedades: a
ordem das derivadas covariantes nas equagdes para o campo, e os coeficientes de certos termos que,
do ponto de vista de Aragone e Deser, tém origem em um acoplamento ndio-mimimo. Vimos que o
tensor de energia-momento do campo de spin-2 passa também por uma redefinigdo, e que a lei de
conservagio correspondente ¢ exatamente a que esperariamos encontrar no contexto da relatividade
geral.

A compatibilidade com as equagdes de Einstein foi demonstrada através do estudo da
estrutura dos vinculos da teoria. Mostramos que a curvatura do espago-tempo deve satisfazer a uma
condigdo restritiva para acomodar de forma consistente sua interacdo com o campo de spin-2, porém
esta restrigdo recal inteiramente sobre o tensor de Weyl, o que evita um conflito com as equagdes de
Einstein. Estes resultados sdo igualmente validos quer o campo tenha ou ndo massa, € podem ser
facilmente estendidos para o caso de a curvatura ser determinada ndo pelo campo dc spin-2 em
questdo, mas por um campo extemao a este sistema. Demonstramos também que a propagagdo do
campo € causal, em todos estes casos. Encontramos assim um conjunto de equagdes consistentes que
descrevem o comportamento do campo de spin-2 no espago-tempo curvo, podendo levar em conta
ou ndo o campo gravitacional produzido por ele mesmo — embora este espago-tempo ndo possa ser
inteiramente arbitrario.

No Capitulo 6, examinamos um caso particular da teoria desenvolvida no capitulo anterior,
deixando nosso campo de spin-2 se propagar no espago tempo de de Sitter (ou de anti-de Sitter).
Analisamos os casos de carnpo coin e sem massa, ¢ verificamos que ha um valor especial da massa
tal que o campo possui apenas dois graus de liberdade. Em Minkowski, esta propriedade ¢ uma

marca distintiva do campo sem massa, mas no nosso ¢aso obtivemos que esta massa esta relacionada
4 constanie cosmologica: m* = — % A . Vimos entdo que podemos definir uma massa efetiva que
determina o numero de graus de liberdade do campo: dois quando ela se anula ¢ cinco caso

contrario. Mostramos que esta massa efetiva tem uma regido de valores proibidos no espago-tempo

de de Sitter, o que esta de acordo com o resultado de outros autores {72].



Comparamos em seguida estes resultados com a perturbagdo das equagOes de Einstein nesta

inesma geometria, ¢ verificamos que o graviton tem uma massa com precisamente o nosso valor

critico, m, = - % A . Assim, ele possui uma massa efetiva nula e apenas dois graus de liberdade.

Vimos que esta identificago da massa do praviton continua valida quando consideramos a
perturbagdo das equagdes de Emstein em torno de solugdes mats gerais que a de Sitter, com o tensor
de Weyl podendo ser arbitrario. Como a teoria que apresentamos no Capitulo 5, baseada na variavel
de Fierz, e a perturbagdo das equagdes da relatividade geral sao independentes, ndo ha nenhuma
arbitraricdade na nossa conclusdo sobre a relagdo entre a massa do graviton € a constante
cosmologica — esta relagiio aparece naturalmente, sem nenhuma hipotese adicional.

Finalmente, encerramos o Capitulo 6 com uma breve discussdo a respeito da possibilidade de
o espago-tempo de anti-de Sitter ser a solugdo fundamental da gravitagdo para o vacuo, ao invés de
Minkowski, uma vez que esta ¢ a solugdo correta, de acordo com os nossos resultados, para o caso
de os gravitons terem uma massa nio-nula.

Na primeira parte desta tese, mostramos a fragilidade da analogia entre o tensor de Fierz e o
tensor do campo eletromagnético. Na segunda parte, vimos o quanto esta variavel pode ser util,
quando empregada em um contexto adequado. E o contexto adequado para ¢ uso do formalismo de
Fierz parece estar no ambito da teoria linear do campo de spin-2; vimos que mEsNe no espago-
tempo curvo este formalismo fornece uma descrigdo consistente para o campo de spin-2, quando a
teoria & linear. Porém, o seu uso em equagdes ndo-lineares, como acontece na tcoria NDL, leva a
dificuldades relacionadas a simetria de calibre — o tensor de Fierz s¢ € deixado invariante por uma
transformagio com um grau de liberdade (em Minkowski), enquanto que o campo de spin-2 que ele
descreve, quando livre de interagdes, exige uma invaridncia de calibre com quatro graus de
liberdade.

Talvez o caminho correto para se lidar com o tensor de Fierz no contexto de uma teoria ndo-
linear seja mesmo aquele proposte anteriormente por Novelio ¢ Pinto-Neto: associa-lo a parte lincar

do potencial de Lanczos [39,42,46]. Outra possibilidade interessante parece ser dada pela relagao
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entre o formalismo de Fierz e o teleparalelismo, ainda pouco explorada [69]. Esta relagfo, so
recentemente descoberta, oferece perspectivas para pesquisas futuras, tais como o estudo do
potencial de Lanczos sob o enfoque do teleparalelismo. Como ha questdes ainda ndo bem
compreendidas a respeito deste potencial — uma delas sendo sua relagdo com as vanaveis de
Ashtekar —, a entrada em cena do teleparalelismo, e da sua explicagdo para a origem do tensor de
Fierz, que corresponde a parte linear do tensor de Lanczos, representa o advento de uma ferramenta
a mais para a investigagdo destas questdes.

Um outro programa de pesquisa quc se scguiria naturalmente a este trabalho sema a
investigacio sistematica da possibilidade de se interpretar aquela constante que Emstein introduziu
em suas equagdes, em 1917, como correspondendo de fato a wma massa para os gravitons. De
imediato, esta possibilidade sugere um reexame da obtengdo do potencial de Yukawa, para campos
de varios spins, pois sua ocorréneia parece estar relacionada a auséncia presumida de curvatura no
espago-tempo. Como, segundo nossa hipotese, o espago-tempo de fundo fundamental seria o de anti-
de Sitter, ndo o de Minkowski, sua curvatura teria de ser propriamente levada em conta nesta, como

noutras questoes.
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Apéndice A

Identidades envolvendo o tensor de Fierz e seus

invariantes

O campo eletromagnético, #,, =4, , —4, , , obedece as seguintes identidades:

e FH e =g FHY
onde F=/F, F" eG=F, F"7.

O tensor de Fierz também obedece a duas 1dentidades deste tipo:

R e L S S e

1
2

*

F

LA

1A * , 1 % A .
e L > Fioa sy

Contraindo « e £ nas identidades acima, encontramos:

*
=

; ) 1
- -2 VA . vig __
Frpa B9 = P F70 = 48]

. F vAa
I I =

HAC

(A1)

{A2)

(A3)

(A.4)

{A.5)

(A0)

onde 4 e C sdo os invariantes A =I5, Fu e :Fa:g# F ¥ Vemos que (A.3) e (A.6) sdo

bastante semelhantes a (A.1) e (A.2). A obten¢do destas identidades segue exatamente 0 mesmo

procedimento utilizado no caso do eletromagnetismo.
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Ao manipular as equagdes acima, sdo em geral Gtels os seguintes fatos:

Fa,B/.r +Fﬂ}4‘t1 +Fpa,l3 = - qaﬂ}d FA, (A.?)
N
Fuap = =5 Fapu > (A.8)
I S L (A9)
B ot B
[ N (A.10)



Apéndice B

Calculo do tensor de energia-momento de um campo
de spin-2 sem massa no espa¢o-tempo plano

Seja uma lagrangiana £= £ ( Y v ;%,V;‘?D,mqa) da forma

L= J—L(U), (B.1)
4x

onde L (U} ¢ uma fun¢do arbitrdria da vaniavel U/ =4 -B, A=F,5, F “ e B=F,F“.

O tensor de energia-momento de Noether, definido por

T, = agi;‘,, Papin -Lé,, (B.2)
toma-s¢:
T, = AZL__[L(- f vieb) Pugis +L(U_)a‘;;], (B.3)
onde
Lf:zgé%?j. (B.4)

A lagrangiana de Fierz-Pauli corresponde ao caso particular em que L (/)=U . neste caso,

portanto, L;; =1. A divergéncia de (B.3) nos da:

T, = Lo F V(aﬂ)_ v Pagle Lo F viat) Pag i~ L (v )1,u =
A p : ou
= — _L(; F l(aﬂ)_ i waﬁ!,u _L(“ F viaf) ‘;Daﬁlpv HL(-' a goﬂ’ﬂll’:” =
Papy
= VLo PN pp




ou sgja:

v 1 Va’ﬁ)
Ty [V:_Z;[LC-'F( ]lv Poflu -

O tensor de energia-momento simétrico € defimido por

2 |a(Fre) 5 |ol-re)

N7 a}l,uv ax’ aY;nnr

Desenvolvendo a expressdo acima e levando em conta (B.1), encontramos:

SN BT SR [ a1 |

i 87 3x°

alL
ayymr

J +2A7
onde
T i ai | . )
2ot =§“7 (ryf:tl.f YVipa ~Vapil-
Vamos calcular cada um dos termos de (B.7). Em primeiro lugar, temos

BL(U)_[ au

,J[' -
ay‘ul a}/lut’

Como
U=F%Pf g —FF, =
:}/ag}/ﬁ}'}’paFaﬂng}vd—}/agFaF.f;’
segue que
ou S N I A L o S e A
) af af
}{.uv
+ 2| pete @ Fap Sy Ol .
Y v OF v
Mas
ar o OF, )
ol ot afe [ it Sy gy & a(yt)f,a 7o e (Cﬂp«w _Wpﬂla)s
Y v Y v Y v

onde usamos a relagdo entre o tensor de Fierz e seu potencial,

——
el
o

8;/#‘,_4'

(B.5)

(B.6)

(B.7)

(B.8)

(B.9)

(B.10)

(B.11)



2 Fapp =P palp ~Pesla Y Fa Vo ~ 5 Vap - (B.12)

Logo:
ol , & ) ' !
J :—{ZF#H'G[J’H’G.i_[,‘uﬁyFaﬁ'_F#F!_F~a(pl)Fa+
ay,uv
s O
—E a5 (q’ﬁmlﬁ _Qpﬁia) - (B.13)
/#\"

Para calcularmos o altimo termo da expressdo acima, recorremos a (B.8) e encontramos;

A%
g ] Ap 4 v)
P AV B.14
37 1 2 I 17 ( )
Como
Pogip = Cpoa. 8 4A;‘,G Pru _Arjﬁ Py (B.15)
usamos (B.14) e chegamos a:
2 1 v v
?““*((”pa\ﬁ _(ppﬁiu) = _[(pa(y A/fzv _(‘Jﬁ(y Auf;}- (B.16)
OV v 2
Introduzindo (B.16) em (B.13), ficamos com:
0U__ [y puap o P R R A L
a..
7 v
_F e g AE,}. (B.17)
Para encontrarmos os dois Gitimos termos de (B.7), precisamos calcular 87/dy . .
orly)_, _ou_ (B.18)
a)”,uv,r a?’,m',r
Temos:
ou —7 Faﬂp aFaﬁP _Fa aFaf _
aj/,mt r a}’,utg r a:y,uv, T
::Faﬁp a:y (@palﬂwq,,oﬂlu)’ (Blg)

MV T

onde usamos (B.12). Voltando a (B.8), vemos que



aafi %y&z[a;(c?;‘&;; vorsiraplorsy v oron)-srlorsy vopsr)]. B20)

Usando (B.15) ¢ {B.20), chegamos a

@

570 =)=~ ou 0505 + 5305 )0, 301 + 0304 )+
LY. T

pa7lotsy v 8568 )- 0 o200 + 555y )+

oy (BIk v a8t sk e pytlarsy v oyst )] (B.21)
de tal forma que (B.19) nos da:
a(f —_-_:l... A a('uy) (pa T F a(r‘u) q)a v !;‘ LI(!’V) {Da i . (822)
Yo r 2

Introduzindo agora (B.17) ¢ (B.22) em (B.7}, tendo em conta (B.9) ¢ (B.18), encontramos a

v

seguinte expressdo para ¢

g =L - LU ™ 421, [2 A PR B PR

x|
R F"J— 20 F P M a) s

+Ag, L{-(F afu) O T _ g afzu) 0, v vlrv) (payJ_}_

+

2 [Lf; [F ) g © el g v pele) <pa*’H } : (B.23)

T

£ L

Nio ¢ dificil verificar que

Ly F o g bay) (B24)



Comparando (B.23) com (B.24), obtemos nosso resultado final para o tensor de energia-momento

SLMELTiCco:

4k

+[LU( ) o el v paled g s H

Iz

Vamos agora calcular a divergéneia de ¢/ . A equagdo (B.12) nos da:

(Dﬁ[#lcx] Y L L L e
logo:
(pﬁ[ﬂﬁal I "aﬁ =2 oMl “aﬁ —FHEY e
Temos também que
et Foup ' =2F PR g7 =2 F, F4

Multiplicando (B.27) por dois € somando a (B.28), encontramos:

z(pﬁﬁmﬂ’] Ia Vafﬁ +q)ﬂ[ﬁ'\ﬂ] Fafﬂ V=

=2[2 YL R R O F"J .

Podemos entido reescrever (B.25) da seguinte forma:

t'm', :IIE{—L(L,I)}/H‘/ +[‘f' (2(018[.”!“] F" ap +(D;.r[a|[3] P:’Zﬂ V)+

+ {L(: [F wr) g 7 - p el g v el g u H } .
I

Continuando a desenvolver o segundo termo de (B.30), vemos que:
1o (2pPlkl pre g ptlebl g ‘)=

() g W) g )

—ep P g o1, F «(p)) 0" 4 ~2{ gy el (P’”g);a -

£ M—L{~L(U)7“" +21L [M““ﬂ F¥ap +F P Fy = F <) F”J+

(B.25)

(B.26)

(B.27)

(B.28)

(B.29)

(B.30)

(B31)



Chegamos, assim, a:

1 3 1 i
t#v—I;{_L(U)}/P' _'LL'F (ﬂﬂ) @ Lu+2(LU FR(/B ))l @ ﬂ*Z(L; FR(‘B )gﬁ'u )ia."‘
+]:L[ [F fl(ﬂt ) @ r o F tI(:’ﬂ) ‘pav F a(r\») @ H )] , (B32)
It
ou seja:
v 1 L(U) A S i) tpe 7([ ff(ﬂ")) H
el yooLe + 2\ L « g T
+|:L(,.' [F a’(ﬂl’) qBaz' _ a(rﬂ) @, v_ g v @aﬂ)_] ) (B33)
Az

Voltando a (B.3), reconhecemos o tensor de energia-momento de Noether em (B.33):

oy o pd I al v} 4 HVA
A A (1, Fo), g # w02 (B.34)
onde
VA l v 3 /. v oa o AVu
a4 = ™ Ly [F alp )V)a) _ poalud) ¢, —3F" (f)a“]. (B35)

Como ##"* & anti-simétrico em vA, a divergéncia de (B.34) nos da:

]

b= Tt (£ £4),, 05,] " (B.36)

v
v

Comparando com (B.5), encontramos a seguinte identidade:

ty = *‘*{2[(‘5{" Fawv‘]);a %z] v (Lo F "(a'g)):v %ﬁw}' (B.37)
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Apéndice C

O campo gravitacional estatico de simetria esférica no
vacuo segundo o formalismo PPN

A forma geral do campo gravitacional estadtico, esfericamente simétrico. no vacuo. em
qualquer teoria métrica da gravitagdo, pode ser dada, na aproximagéo até O( #77Y, em fungido de

apenas trés parametros. Vamos apresenta-la em trés diferentes sistemas de coordenadas (com uma

escolha de unidades tal que G=c=1):

a) Coordenadas tipo Schwarzschild (t.r.8,¢):

r ¥

ds® = {1—%—2(;/—[3)’”;}412 +

—{1+27£+4§£{}_}a’r2—r: (dé?z +sen:6d¢i2). (C.1)

r r

b) Coordenadas isotropicas esféricas (1, p,8,¢):

2
ds* = {1—%+2ﬁM—zldﬁ +
ot

,—‘{1-&2}/%-&—;(45—}/2)}\4;} [afp2 +p° (dé’2 +sen” Bd;éz)]. (C.2)
2 p

¢) Coordenadas isotropicas euclidianas (1,x,y,z):

2
ds* = 1—3ﬁi+2ﬁM7 di? +
p P

—J 1+2y%—+—;—(45—y2)M—2} [.azx2 +dy? +dz? ] (C.3)

l 2

o
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pt=x? eyt 42t (C.4)

A lei de transformacio entre os sistemas de coordenadas (a) e (b) é dada por:

L2 a2
,v_p{1+,_+MMﬂ | (C3)
p 4 pt
o= r{t_;,_ﬁa_“"y _ } (C.6)
F 4 r-

Os pardmetros PPN f e y sdo defimdos em relagdo ao sistema de coordenadas (c). O
pardmetro & ultrapassa o dmbito de validade do formalismo PPN. Na relatividade geral, temos

ﬁ:y:d:l_
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Apéndice D

Componentes da conexdao métrica de Minkowski em
coordenadas esféricas

Em coordenadas esféricas (c1,r, 8. ¢). a métrica de Minkowski tem a seguinte forma:

1 0 0 0
0 -1 0 0
= . D1
TurThg o -2 0 0.1
¢ 0 0 —r’sen’ @

A conexdo métrica ¢ definida por

S P
A:—’l’ ::57 VL(:”&#J’ +}’z:v.y _}"uv.g) ? (Dz)

e suas componentes ndo-nulas sdo:

i ) 1
AR =45 =—
¥
3 3
A=Ay =—
- Al
- 227—"'

(D.3)

Ag_; = A3, =cotg 6
Al =—rsen’ @

2
Ay, =—senfcosd.
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