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Resumo

Estudamos a termodindmica do modelo de Thirring massivo na regiao de altas temperaturas.
Utilizando o método de Charret et al. obtemos os coeficientes analiticos exatos da expansao
em altas temperaturas do grande potencial deste modelo, até ordem (% Para estender essa
expansio a ordens mais elevadas em J, utilizamos o método de Rojas et al., caleulando ana-
liticamente o grande potencial no limite termodindmico. Como laboratério para a aplicagao
deste método em sistemas fermidnicos auto-interagentes, calculamos o grande potencial do mo-
delo de Hubbard estendido unidimensional até ordem @°. Mostramos que, ao contrério do
que é comumente afirmado na literatura, existem fungdes termodindmicas desse modelo que
nio podem ser aproximadas pelas do modelo de spin-1 composto, inclusive no limite de fortes
interacbes. Para implementar os métodos de Charret ef al. e de Rojas et af., escrevemos o
modelo de Thirring massivo numa rede de N sftios com espagamento g, obtendo a expansio
em 3 do grande potencial até ordem (° no limite termodinamico. Mostramos que este modelo
com massa mila tem a simetria quiral preservada por este método, e que a duplicagdo dos graus
de liberdade fermidnicos ocasionados pela discretizacdo do modelo é naturalmente removida ao
tomarmos o limite do continuo (¢ — 0). Estudamos as propriedades termodindmicas do modelo
(com massa e sem massa) na regido de altas temperaturas, onde utilizamos as expansoes em 3
do potencial quimico, para diferentes densidades lineares de carga elétrica, a fim de estudar a
influéncia deste potencial na termodindmica do modelo de Thirring.
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Abstract

We study the high-temperature thermodynamics of the massive Thirring model. Using the
method of Charret et al. we obtain the exact analytical coefficients of the high-temperature
expansion of the grand canonical partition function of this model, up to order 3%, In order to
extend such expansion to higher orders in J we apply the method of Rojas et al., analytically
calculating the grand potential in the thermodynamic limit. As a test to the application
of this method to self-interacting fermionic systems, we calculate the grand potential of the
extended unidimensional Hubbard model up to order °. We show that, in opposition to what
is commonly stated in the kterature, there are thermodynamic functions of this model that
cannot be approximately calculated from those of the composite spin-1 model, even in the
strong interactions limit. In order to implement the methods of Charret ef al. and of Rojas et
al., we write the massive Thirring model in a lattice with N sites and spacing a, obtaining the
expansion in 3 of the grand potential up to order §° in the thermodynamic limit. We show
that the chiral symmetry of this massless model is preserved by this method, and that the
duplication of fermionic degrees of freedom caused by discretization of the model is naturally
removed as we take the continuum limit (a — 0). We study the thermodynamic properties of
the model (either massive or massless) in the high-temperature region, using the expansions in
3 of the chemical potential, for several distinct linear charge densities, in order to study the
influence of this potential on the thermodynamics of Thirring model.
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Capitulo 1

Introducao

A termodindmica de qualquer sistema fisico é obtida de sua fungao de partigio gran candnica,
que pode ser escrita como uma integral funcional. Em geral desejamos tratar sistemas quanticos
com interacio, de maneira que nos integrandos das integrais funcionais temos exponenciais de

polindémios nosg campos de ordem superior a 2.

Na dlgebra comutativa (AB = BA), sendo A e B os geradores dessa dlgebra, nio somos
capazes de calcular exatamente as integrais funcionais de modelos com interagao. Dentre as
diversas possibilidades de obtermos alguma informagio sobre a termodinamica do modelo, te-
mos a teoria de perturbacdo no parimetro de acoplamento A que caracteriza a intensidade
da interaciio no sistema. A aplicagdo do método perturbativo na constante de acoplamento
A ndo nos permite obter informacdes do sistema na regido de interacdo forte. O fato de nao
conhecermos, na dlgebra usual, a soluco exata de integrais de exponenciais de polindmio de
ordem maior que 2 é verdadeiro mesmo quando consideramos integracdes em 0-dimensio cs-
pacial (integracio sobre uma varidvel ou Mecinica Quantica). Em contrapartida, no caso da
4lgebra nio comutativa (AB = —BA), sendo A e B os geradores da dlgebra de Grassmann,
as integrais em O-dimensdo espacial de exponenciais de polinémios dos geradores da dlgebra de
qualquer ordem n podem ser calculadas devido 4 nilpoténcia de seus geradores (A? =B?=0).
Na referéncia [1] de Souza e Thomaz mostraram como calcular analiticamente essas integrais
para um sistema fermiénico com um niimero de graus de liberdade finito. Os resultados da
referéncia [1] sfio exatos e vélidos para qualquer valor da razio entre as constantes comutativas
que multiplicam produtos de geradores grassmannianos. Apesar da propriedade de nilpoténcia
dos geradores da 4lgebra de Grassmann, em geral, os fisicos ndo gostam de manipular inte-
grais funcionais que somam sobre fungdes ndo comutativas. Em geral no estudo de modelos



fermidnicos com auto-interagdo, e.g. o modelo de Thirring [2] e 0 modelo de Gross-Neveu (3],
sdo introduzidos campos auxiliares bosonicos sem cineméatica que permitem integrar sobre as
fungbes fermionicas quadraticas dando um determinante que s6 depende de campos bosonicos.
A partir deste ponto passamos a trabalhar com uma teoria bosonica efetiva. No entanto, de
Souza e Thomaz utilizaram os resultados da referéncia [1], validos para integrais de polindmios
dos geradores da dlgebra de Grassmann de ordem [ > 2, para obter os coeficientes dos termos
até ordem B* da expansio de altas temperaturas (expansio em 3, sendo § = % com k sendo
a constante de Boltzmann e T a temperatura em Kelvin) da funcio de parti¢io gran canénica
do oscilador fermidnico anarmonico 4], Certamente podemos pensar em modelos em Mecdnica
Quéntica como sendo modelos em Teoria Quantica de Campos em D = 1(0 + 1}, ou seja,

0-dimenséo espacial.

Utilizando as propriedades da dlgebra de Grassmann, Charret ¢t al. [5] desenvolveram um
método para o cdlculo analitico dos coeficientes da expanséo em altas temperaturas da fungao
de partigdo gran candnica de sistemas fermidnicos auto-interagentes em d dimensées espaciais
{(d > 1) para modelos numa rede onde o espagamento entre primeiros vizinhos é ¢ e com N sitios
espaciais, Com este novo formalismo é possivel calcular analiticamente os coeficientes exatos da
expansdo em J da funcio de particdo de quaisquer modelos fermiénicos auto-interagentes como
funcdo de NV, e assim obter o resultado para N — oo, que corresponde ao limite termodindmico.
Este método foi aplicado a diversos modelos, entre eles 0 modelo de Hubbard unidimensional
[6], onde os coeficientes exatos da expanséo em altas temperaturas da fun¢éo de particdo gran
candnica, no limite termodindmico, foram calculados até ordem 3° . Os resultados obtidos sio
validos para todos os regimes da constante de interagdo U do modelo, responsavel pela repulsao
entre elétrons no mesmo sitio. Um dos maiores problemas do método de Charret et al. estd no
fato de que calculamos a funcio de partigdo gran candnica, que € uma quantidade extensiva, e
para ela contribuem todos os possiveis graficos {sub-redes conexas e desconexas). Além disso,
a contagem dos graficos (determinagio do peso de cada configuracao na fungao de particéo
gran candnica em ordem (") ndo pode ser implementada em linguagens algébricas, de forma
que precisa ser obtida manualmente e representa uma grande fonte de erros para o método de
Charret et al.,

O nosso objetivo dltimo é calcular os coeficientes de ordens " para os maiores valores
possiveis de n na expansao de altas temperaturas das quantidades termodindmicas do modelo
de interesse. Desta forma, estamos obtendo essas informacoes para regides de temperatura cada
vez mais baixa. Devido ao grande ntiimero de termos que precisamos calcular em cada ordem 37,
para obter o seu respectivo coeficiente exato, necessitamos implementar esses cdlculos analiticos

em linguagens algébricas, o que ndo é possivel com o método de Charret et al. mencionado



anteriormente.

Um método mais eficaz para o cdlculo analitico dos coeficientes da expansio em [ do grande
potencial, no limite termodindmico, foi apresentado por Rojas et al. [7]. Este método pode ser
aplicado a qualquer modelo unidimensional quéntico (fermidnico e/ou bosénico) ou cldssico,
desde que a hamiltoniana do sistema. possa ser escrita numa rede de espagamento a, o modelo
apresente invaridneia translacional, condigio de contorno periédica na rede e a intcracdo seja
apenas entre primeiros vizinhos. Uma grande vantagem na utilizagdo deste método estd no
fato de podermos calcular diretamente a expansio em altas temperaturas do grande potencial,
que é uma quantidade termodindmica intensiva. No caleulo dos coeficientes da expansdo em
3 do grande potencial no limite termodinamico (N — ©0), apenas as sub-redes conexas sao
calculadas e a contagem dos gréficos passa a ser intrinseca ao método. FEsse é passivel de ter
suas etapas implementadas em linguagem algébrica. Entre as energias livres de Helmholtz que
foram caleuladas utilizando o método de Rojas et al., estdo o modelo X X Z de Heisenberg com
spin-S para S = %, 1,---,4 até ordem g° [7, 8, 9]. Mais recentemente foi obtida a energia livre
de Helmholtz até ordem ¢ do modelo de tetraedro de spin-3 [10], onde em cada sitio da rede

temos um spin-1 composto que € a soma de dois spins—% fundamentais.

O que temos de comum entre os modelos estudados até agora pelos métodos de Charret et
al. e de Rojas et al. é que eles sdo escritos numa rede de espagamento a que funciona. como
um regulador do modelo e nao se calcula o limite de ¢ — 0. No entanto nos modelos em
Teoria Quantica de Campos é necessdrio tomar este limite (a — 0) e nele o modelo precisa
ser renormalizado para dar resultados finitos. De forma que néo é ébvio como aplicar esses
métodos em modelos de Teoria Quantica de Campos. Como o modelo de Rojas ef al. s6 se
aplica a modelos unidimensionais, 0 modelo a ser o centro desta tese ¢ o modelo de Thirring
massivo que é um modelo fermidénico com auto-intera¢do. Portanto, um dos objetivos dessa
tese é estudar a termodindmica, na regifo de altas temperaturas, deste modelo no limite do

continuo {a — 0).

De forma resumida, podemos dizer que nesta tese estudamos a termodinamica de dois

modelos fermidnicos com auto-interacio, na regido de altas temperaturas,

1. o modelo de Thirring massivo que nao possui solugdo exata [11]. Originalmente, o modelo
de Thirring [2] foi proposto no final da década de 50 e consiste num modelo de campos
fermidnicos de Dirac sem massa com interagdo quartica em D = 2(1 -+ 1). O grande
interesse nesse modelo (com m = 0) estd no fato dele ser exatamente soliivel no continuo

3 temperatura zero (T = 0) [12] e ter solugdio exata também quando 1" e p sdo diferentes
de zero [13].



2. 0 modelo de Hubbard estendido unidimensional que é um modelo muito estudado na
Matéria Condensada. Dentre as virias aplicagoes deste modelo, vale mencionar que ele é
um dos candidatos 3 descricdo de supercondutores orgénicos de alta temperatura critica

quando o niimero de ocupagio € igual a 5 (um quarto de banda preenchida).

No capitulo 2 apresentamos o modelo de Thirring massivo no continuo e o escrevemos numa
rede de espagamento « finito. Discutimos o problema da duplicagao dos graus de liberdade
fermiénicos originados pela discretizacio do modelo (se o espagamento da rede o for nio nulo) e
mostramos que essa duplicacio dos graus de liberdade fermidnicos é removida espontanearmente
nos métodos de Charret et al. e Rojas et al. que permitem calcular o limite do continuo
(@ — 0). Utilizamos o método de Charret et al. para obter os coeficientes da expansdo em
altas temperaturas da funcio de partigio gran candnica até ordem (32 e calculamos o grande
potencial desse modelo até ordem (5%, Como nossos resultados niao apresentam singularidade
para m = 0 observamos que eles sdo vélidos igualmente para o modelo de Thirring sem massa.
Entretanto, diante das dificuldades comentadas anteriormente e que ficardo mais claras ao longo
desta tese, ndo é possivel utilizar o método de Charret et al. para calcular os coeficientes da
expansdo em altas temperaturas da funcio de partigio gran canonica em ordens mais altas em
5.

Para obter a cxpansio em altas temperaturas do grande potcncial do modelo de Thirring
em ordens mais altas em 3, utilizamos o método de Rojas ef al {7]. No capftulo 3 apresentamos
uma breve discussio desse método. Uma das vantagens do método de Rojas et al. & o fato
dele poder ser quase inteiramente implementado em linguagem de programagao algébrica. No
entanto, isso nao garante que o grande potencial do modelo de Thirring massivo renormalizado,
1o limite do continuo, seja obtido facilmente a partir do método de Rojas et al..

Até entdo o método de Rojas et al. s6 foi aplicado a modelos de cadeias de spin. Antes
de aplicé-lo ao modelo de Thirring massivo, no qual precisamos obter o limite do continuo,
calenlamos a expansio em 3 das funcdes termodindmicas de um modelo fermidnico na rede de
espacamento a = 1, qual seja, o modelo de Hubbard estendido unidimensional. Este tltimo
modelo possui um nimero menor de termos em sua hamiltoniana do que o modelo de Thirring
massivo. A aplicagio do método da referéncia [7] para obter a termodindmica do modelo
de Hubbard estendido unidimensional serve como um laboratério para obter as quantidades

termodinamicas do modelo de Thirring massivo via Rojas et al..

No capitulo 4 aplicamos o método de Rojas et al. ao modclo de Hubbard estendido uni-
dimensional e obtemos o seu grande potencial até ordem F°. Neste capitulo apresentamos
um estudo detalhado das quantidades termodindmicas do modelo de Hubbard estendido uni-



dimensional com um quarto de banda preenchida e comentamos o caso da banda semi-cheia
[14]. Nas referéncias {15] e [16], Sélyom e Timonen escrevem a hamiltoniana de spin-1 como
a soma de dois spms-% e mostram que, & temperatura zero, essa hamiltoniana é equivalente
4 hamiltoniana do modelo de Hubbard estendido unidimensional a menos de uma corda de
correlacdo infinita que pode ser desprezada & temperatura zero na regiao de interagio forte.
Mostramos que mesmo na regiao de interagio forte existem quantidades termodindmicas, e.g.
o calor especifico, que sdo distintas nos dois modelos [14].

No capitulo 5 0 método de Rojas et al. é finalmente aplicado ao modelo de Thirring massivo
e obtemos os coeficientes da expansido em altas temperaturas do grande potencial até ordem
3% Obtemos a expansio analitica e aproximada para o potencial quimico para diferentes
valores da densidade linear de carga média. Estudamos quantidades fisicas do modelo massivo
e nio massivo na regido de altas temperaturas como o pardmentro de ordem, o vértice efetivo
da. interacio e o calor especifico para diversos valores da densidade linear de carga média e
do pardmetro de massa. No capitulo 6 apresentamos nossas conclusdes gerais dos problemas
tratados nesta tese e perspectivas futuras. No apéndice A apresentamos os resultados analiticos
para o modelo de Hubbard estendido unidimensional via o método de Rojas et al., incluindo
o grande potencial até ordem f3° e a expressdo do potencial quimico com um quarto de banda
preenchida como um polindmio de ordem 3% No apéndice B apresentamos a renormalizacao
do modelo de Thirring massivo. As expressdes do grande potencial do modelo de Thirring
massivo e do potencial quimico para diversos valores da densidade linear de carga média sao

apresentadas no apéndice C.



Capitulo 2

O modelo de Thirring massivo na

regiao de altas temperaturas

2.1 Introducao

No final da década de 50, W. Thirring [2] propés um modelo para campos de férmions de Dirac
sem massa com interacdo quartica em duas dimensdes espago-temporal. O grande interesse
nesse modelo bidimensional estd na. fato dele ser exatamente solivel, permitindo assim verificar
conjecturas gerais sobre o comportamento de campos relativisticos locais. Fm particular, para
este modelo podemos construir os autoestados da hamiltoniana.

O modelo de Thirring nio massivo foi largamente estudado nos anos seguintes a sua apre-
sentacio [2]. Glaser [17] resolveu as equagtes dos campos fermidnicos em termos dos campos de
Dirac livres sem massa. Johnson [12] reviu o modelo e, utilizando a conservagao das simetrias
de calibre e quiral, calculou as fungdes de Green de dois e quatro pontos do modelo sem massa.
Klaiber [18] obteve a solugdio completa da teoria, incluindo o estudo de propriedades como
transformacoes de Lorentz e o seu comportamento infravermelho.

No final da década de 80, Yokota [19] utilizou o formalismo de integral funcional para
obter o potencial termodindmico do modelo de Thirring sem massa com T e p diferentes de
zero. A densidade de ndimero de férmions encontrada por Yokota neste formalismo depende
do potencial quimico x mas independe da temperatura 7" ¢ da constante de acoplamento g. O
modelo de Thirring sem massa nessas mesmas condigoes foi revisto por Alvarez-Estrada e Nicola



2.2 Descrigio do modelo de Thirring 7

[13] no final da década de 90. Foi utilizado o formalismo de tempo imaginério para calcular
o grande potencial do modelo de Thirring sem massa, para qualquer valor de temperatura, e
foi encontrada uma corre¢io & densidade de nimero de férmions de Yokota. Neste formalismo,
essa densidade depende do potencial quimico u e da constante de acoplamento g.

As fungoes de correlagio do modelo de Thirring massivo no continuo foram estudadas na
referéncia [20], onde a integral de 2-loops é calculada usando teoria de perturbacdo e a constante
de renormalizagio nesta ordem é apresentada. Este modelo também foi tratado por Luscher [11]
que 0 estudou na rede e mostrou que, nos processos de espalhamento de sdlitons e anti-sdlitons,
nio ha produgao de particulas na rede ou mesmo no continuo.

Este capitulo é organizado da seguinte forma, na seciio 2.2 apresentamos uma breve des-
cri¢ao do modelo de Thirring massivo no continuo. Na seciio 2.3 escrevemos a hamiltoniana
desse modelo na rede e comentamos a inexisténcia do problema da duplicagio dos graus de
liberdade fermiénicos, que existe quando o espacamento de rede é finito, uma vez que o nosso
resultado é valido para @ = 0. Na seciio 2.4 apresentamos o método de Charret et al. utilizado
para calcular os coeficientes da expansio em altas temperaturas da fun¢io de particio gran
candnica de modelos fermiénicos auto-interagentes. Na secio 2.5 apresentamos os resultados
da aplicagdo do método descrito na secdo 2.4 ao modelo de Thirring massivo. Na secio 2.6
apresentamos a fungdo de partigdo gran candnica até ordem % e o grande potencial até ordem
(* para o modelo de Thirring massivo. Finalmente na seciio 2.7 comparamos os resultados
para funcdo de particio gran candnica obtidos via expansio de altas temperaturas e através da

integral funcional.

2.2 Descricao do modelo de Thirring

Fagamos um resumo do modelo de Thirring massivo em D = 2(1 + 1) no continuo. A densidade

de lagrangeana deste modelo é

L£=10{z,t)v0,¥(z,t) + m¥(z,6)¥(z,t) + gi*(z, t)j“r(sr;,t), (2.1}

onde m é a massa da particula fermiénica, ju(z,t) = 1¥(z,1)y,¥(z,t) e g é a constante de
acoplamento das correntes fermiénicas. Utilizamos a seguinte representacio para as matrizes

yH
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. 01 . 0 1
7:(1 0) ) 7:(10)' 22)

Utilizamos na tese unidades naturais nas quais Ai=c=¢e =1. O espinor W{z,¢) possui duas

componentes ¢ ¥ (x,t) = Wi4%(z ¢). As relacdes de anticomutacéo satisfeitas pelos operadores

fermidnicos sdo

{@ale,t), Oh(a', 1)} = 6(z — 2")bup e (W, (z,t), Ta(z' 1)} =0, (2.3)

com o, F=1,2.

A densidade de lagrangeana (2.1) possui simetria global U(1) sob as transformagoes

e W o W — P (2.4)
onde A é uma constante € R. De acordo com o teorema de Noether existe uma densidade de
corrente conservada associada a esta simetria [21]. Para a densidade de lagrangeana (2.1) é

conservada a densidade de corrente.

Ju(z,t) =¥ (x, 1)y, ¥(z,1) (2.5)

A hamiltoniana do modelo de Thirring massivo escrita em termos das componentes do

espinor fica

H = / dz[iqf{(x,t)alwl(x,t)—m;(z,t)al%(m,t)—m(wl(g;,t)qu(a;,tn

+ Ul )W (g, t)) — 4gW] (z, )W, (z, ) Wh(z, )Wz, t)]. (2.6)

No ensemble gran canbnico a fungdo de particdo gran canénica Z(8; i) é calculada a partir
da hamiltoniana do sistema H e de uma constante do movimento N, Z(3, 1) = Tr[e~"¥], com
K = H-—uN, sendo p o potencial quimico, g = k—li.—, com k sendo a constante de Boltzmann e T a
temperatura absoluta (Kelvin) e o trago sobre todos os graus de liberdade do sistema, inclusive
os graus de liberade de spin. No nosso caso, como ha possibilidade de criacio e aniquilaciio de

pares de férmions, a grandeza que se conserva € a carga elétrica total Q.
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O operador carga elétrica total é dado por

Q) =/;DO dr j%z,1), (2.7)

oo

de forma que K = H — Q. Em termos das componentes do espinor,

2 o0
Q)= f_ dz W0, (2.8)

No continuo, a expressio do operador K para o modelo de Thirring massivo em termos das

componentes dos campos fermiénicos é

K({t) = /_m dx[m{(a:,t)alwl(x,t)—z'q;;(m,t)alwz(:c,t)-m(mg(x,t)wg(x,twr

o0

+ \Ilg(;c,t)\];ll(a;,t)) - 4g\1ﬁ1(;c,t)\111(a:,t)wé(x,t)\];lg(m,t)] +

_— f da:(w{q:ﬁq;;%). (2.9)

—CCo

2.3 O modelo de Thirring massivo na rede

Descjamos obter a termodinidmica do modelo de Thirring massivo na regido de altas tempera-
turas. Utilizaremos o método de Charret et al. [5] que foi aplicado ao modelo de Hubbard
unidimensional [6], no qual temos férmions numa rede de espagamento a finito. Como o método
de Charret et al. é analitico e valido para qualquer valor N, sendo N o ntimero de pontos na
rede, podemos obter os resultados para o modelo de interesse no limite termodinamico no qual
N —» co. Para aplicarmos o método de Charret et al. ao modelo de Thirring massivo devemos
escrever este Tltimo numa rede unidimensional cujo espagamento entre dois pontos consecutivos

na rede tende a zero, o que corresponde ao limite termodinémico do modelo.

Vamos estudar a termodinamica do modelo de Thirring massivo na regifio de altas tempe-
raturas. Se, no limite de m — 0, as funges termodinamicas obtidas nio apresentarem sin-
gularidade, ento estaremos obtendo também as propriedades termodindmicas do modelo de
Thirring sem massa na regifo de altas temperaturas. Escrevemos o operador K para o modelo

de Thirring massivo numa rede unidimensional de espagamento a com N sitios, onde supomos
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uma condigao de contorno espacial periddica. Na rede, fazemos uma mudanca de escala em

cada componente dos operadores fermidnicos que passa a ser escrita como

T, (z,t) = To(n,t) = ad T, (n, 1), (2.10)

T, (z,t) — Ta(n,t) = a2 Wu(n, t). (2.11)

As relagbes de anticomutagfio (2.3) no continuo, quando escritas em termos dos campos T e

Wt na rede, passam a ser

(¥, (n, 1), TLim, 1)} = bunbag e [T,(n, 1), ¥a(m, )} = 0, (2.12)

onde a, 3 =1,2, e, n,m =1,2,---  N. Devermnos notar que essas relagdes de anticomutacao sao
analogas as utilizadas usualmente para fazer o mapeamento entre os operadores fermidnicos e

os geradores da dlgebra de Grassmann [22].

Definimos o operador diferencial na rede 0, como

L

0,0 (2,t) — 0, ¥u(n,t) 8, ¥, (n, ), (2.13)

Il
o

HhW, (n,t) — %[\irg(n +1,8) — To(n—1, t)}, (2.14)

onde n representa o n-ésimo ponto da cadeia unidimensional. Os campos ¥a(n,t) e W(n,t)
tém dimensao 1. A condigao de contorno peridédica no espago dos operadores fermionicos é

implementada pela relacéo

U, (N +1,8) = T (1, 1) (2.15)

Utilizando as igualdades (2.10), (2.11), (2.13) e (2.14) escrevemos o operador K (veja a
equacao (2.9)) na rede com N sitios
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- 3|5 ' Z( DD (B, o+ 1,6) — Fh(n+ L O)Taln, 1)) +

=1

2

- m (\ili(n,t)\ilg(n,t) + \ilg(n, i {n, t)) +
Z\pf (n, ) Woln, ) — —g\IJT(n £, (n, £) W5 (n, ) Wa(n, t)} (2.16)

A quantizaco ingénua desta versdo discretizada do modelo para a pequeno, mas nao nulo,
leva & duplicacio dos graus de liberdade dos férmions [23]. A origem da duplicacao desses graus
de liberdade estd no comportamento da relagdo de dispersao nas bordas da primeira zona de
Brillouin. Para mostrar essa duplicacdo dos graus de liberdade fermidnicos, faremos uma breve

discussao do caso de férmions livres em D = 2(1 + 1).

Considere uma cadeia com N sftios espaciais, comprimento [ e espagamento a, tal que
Na = L, com condi¢io de contorno periédica na rede,

U(z=at)=¥(z=1+a,t). (2.17)

Como o comprimento £, ¢ finito, com condicio periddica de contorno, escrevemos a parte

espacial do campo fermidnico em termos de sua série de Fourer

1 g
Wz, t) W(k,, t)ehne. 2.18
@0 S ©.15)

Ao impormos a condigdo (2.17), obtemos

ekl =1, (2.19)

logo, kn, = 3’2—”, n=0+1,+2,---,£N onde :I:z’%v = £% que corresponde &s extremidades da

primeira zona de Brillouin.

Para simplificar as expressdes escolhemos [N par, de forma que a série de Fourier (2.18) ¢

reescrita como
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- 1 Y .
U(rt)= - U (k,, t)etne, (2.20)

VL

|
wl=
4

n=-g

O tempo é um parémetro que varia continuamente no campo ¥ (k,, t),

N
2

- 1 oo = )
Uz, t) = / duw U(k,, w)eitkrtu) (2.21)

VoL

N
2

A equagio de movimento na rede para o campo W sem massa é [24]

AW (n,t) e s -

onde x = na.

Substituindo a equacgilo (2.21) na equagio (2.22), obtemos,

N
2
li!(k;m, w)ethmne [z’w -2 (e“"""’ - e“"m“)] = 0. (2.23)
2a
—
Logo,
o

W= Esen(kma), (2.24)

com Ky, = %ﬂl, e —5 < kn < 7, pertencente & primeira zona de Brillouin. A rclagéio (2.24)

representa a relacdo de dispersfo para férmions de Dirac livres na rede.

No continuo, a relagio de dispersio para férmions de Dirac livres é dada por

w=oak, com —oo<k<oo. (2.25)

Para ¢ ~ 0 (para ¢ com valor finito mas nao nulo) trés regides de momento (kn, ~ 0 e
Fm ~ £2) da relagio de dispersio (2.24) ddo contribui¢io finita, conforme vemos na Fig. 2.1.

Para remover os graus de liberdade que vém das extremidades da primeira zona de Brillouin
para a finito e que ndo tém significado fisico hd diversas técnicas disponiveis, entre elas, a
inclusdo do termo de Wilson [25] na hamiltoniana do sistema que retira a contribui¢io para a
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relacao de dispersao em torno da regides k = +% mas quebra a simetria quiral de modelos sem
massa. Um outro procedimento é escrever os campos fermiénicos ¥ com duas componentes em

termos de um campo ¢ com apenas uma componente (férmions de Susskind) [24]; as derivadas de
SLAC onde a derivada do campo fermiénico na rede é definida de forma a manter a invaridncia,
quiral do modelo [26]. Finalmente temos o programa de melhoramento de Symanzik [27] que

(b

reobtém algumas simetrias do continuo do modelo para o espagamento finito da rede.

(a)

— a=-1
- =1
P

L= ™

N
~
o

]

Figura 2.1: A figura (a) representa a relagdo de disperséo para a equacio de Dirac no continuo,
a figura (b) representa a relacéo de dispersio na rede.

Entretanto, no método de Charret et al. ndo ha necessidade de introduzirmos novos termos
para evitar a duplicagdo de graus de liberdade de férmions pois os resultados sfo obtidos no

limite termodinamico (N — oo => a — 0).
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2.4 O método de Charret ef al.

2.4.1 Introducao

Charret et al. [5] desenvolveram uma técnica que permite obter os coeficientes de expansoes de
altas temperaturas de funcdes termodinamicas de sistemas fermidnicos auto-interagentes em d
dimensées espaciais com d > 1. A técnica se aplica exclusivamente a campos fermionicos e esta

baseada nas propriedades da dlgebra de Grassmann [28].

Consideremos uma cadeia unidimensional com N sitios cuja dindmica do sistema é go-
vernada pela hamiltoniana H. A funcio de particio gran candnica do sistema é dada por

Z(B, p) = Te[e™], (2.26)

com K = H — uN, onde z é o potencial quimico ¢ N é um operador que comuta com H.

Uma forma de obter informacdes sobre a termodinimica do sistema, é calcular Z(f, u)
na regiiio de altas temperaturas, o que corresponde a fazer a expansio em série de Taylor de
Z(8, 1) em torno de g =0,

2(6,0) = Tet) - pTK] = S]]+ (227)

sendo 1 o operador identidade. A expansiio (2.27) é denominada expanséo em altas tempe-

raturas ou expansio em [3.

A técnica desenvolvida por Charret et al. permite calcular exatamente os coeficientes
Tr[K"] da expansio em £ da funcéio de particdo gran candnica, Z(8, ;#), para qualquer modelo

fermiénico auto-interagente [5].

Este método foi aplicado a diversos modelos: férmions de Dirac livres em D = 4(3+1) [29],

oscilador fermiénico anarménico [30] e o modelo de Hubbard em D = 2(1 + 1) [6].

Nosso objetivo é calcular a funcéio de parti¢io gran canénica do modelo de Thirring massivo
em D = 2(1 + 1) numa rede de espagamento a, com N sitios no limite de altas temperaturas,
e obter o resultado no limite termodinidmico (& — 0). O espacamento a finito entre pontos

espaciais consecutivos na rede é o regularizador para o modelo de Thirring massivo.
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2.4.2 Resumo do método de Charret et al.

De acordo com a referéncia [5], no caso particular de cadeias (D = 2(1 + 1)) os coeficientes
Tr[K"] da expansao em § da fungiio de partigio gran candnica, equagao (2.27), podem ser

escritos em termos de integrais miltiplas de Grassmann

2 n—-1

Tr[K"?] = /HHHdna(xl,u)dna(m;,y)x

=1 a=1v=0

-1

N 2
X exp [ZZ (21, v)(na(mg,r/) — nalz, v + 1))} X
=1 a=

1 w=0

x ]C®(ﬁa($l;7/ = O),T[a(m;,l/ = 0)) X oee- X

x K®(alznv =n—1)nalzi,v =n 1)), (2.28)

onde 7, (x;, V) e flo(z, ) sdo 0s geradores da dlgebra Grassmann nao comutativa e que satisfa-

zem as relagdes de anti-comutagao

{na(mia V)> ot (:El’v UI)} = 5&&’ 5H’5uu"= (2.29)
(@, V), e (2o, )} = {7z, v), e (20, V) = 0. (2.30)

A partir da igualdade (2.30) temos a nilpoténcia dos geradores da dlgebra nao comutativa,

ez, v) = ni(z,v) = 0. (2.31)

O indice v est4 associado A temperatura, o indice « corresponde ao indice espinorial, [ & posicao
na cadela espacial, N é o niimero de sitios da rede e K®(7,m;v) é o nicleo do operador K
ordenado normalmente [22]. Ressaltamos que o Indice de temperatura v corresponde, na integral
funcional, a tomar a extensdo de tempos imagindrios e trabalhar no espaco Euclideano. Para
obtermos as fungoes K®(7j, n;v) associadas ao operador K devemos mapear as componentes

dos campos fermionicos em geradores grassmannianos

Bl (n, 1) = Nl V) (2.32)
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~

¥, (n,t) = nalz, v). (2.33)

Os geradores da dlgebra de Grassmann satisfazem as condicdes de contorno espaciais pe-
riddicas: 1(0,v) = 7a(N, v) e 7o(N + 1,v) = 14(1, v). Esses geradores também satisfazem &
condicdo de contorno antiperiédica no indice associado a temperatura,

Wa(xl,f/:n) = ‘"ch(ﬂfhf"zo)a (234)
com 7, (21, v) = 0 para v > n. As funcdes 7, (z;, v) satisfazem as mesmas condigdes de contorno
espaciais e de temperatura.

Un procedimento conveniente para calcular o Tr[K™] é escrever os trés indices dos geradores
da. 4lgebra de Grassmann como um tnico indice. Dentre os varios mapeamentos possiveis, esco-

lhemos o seguinte

NalZ1, V) = M(a—1)ntv) N1 (2.35)

Com o mapeamento anterior a exponencial na integral miltipla de Grassmann, equagao

(2.28), é reescrita como

N 2 n-l 2nN
expy Z; > Al v) ez ) — na(ar, v+ 1)] = exp > Ay, (2.36)
=1 a=1 v=0 ij=1

onde A;; séo os elementos da matriz A de dimensdo 2nN x 2n/N dada por

Al 0
A= ( 0 A ) : (2.37)

As matrizes A% @ = 1 e 2, tém dimensao nN x nN e so idénticas. Elas possuem uma

estrutura de blocos

Ivxny —Awxy  Duxw - Owvxw
Ovxy  Tvxy  —dyvxw - Qvxw

Al = A%2 Ovxny  Dvew Twxn - Quvuw . (2'38)

Iveny Ovxy  Ovuxnvy - Lyww
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As matrizes Qyxny e Lyyy representam respectivamente as matrizes nula e identidade de di-
mensao V x N,

Utilizando a definicdo da matriz A e o mapeamento (2.35) podemos reescrever os coeficientes
Tr[K"] da expansao (2.27) para qualquer modelo fermidnico auto-interagente

2niN
TR = / [T dmdiiesi=wsm KB(iy, o, v = 0) x
i=1
X KO v =1) %k K0, v =~ 1), (2.39)

A matriz A é independente do modelo fermibnico estudado. Na expressdo {2.39) a ca-
racterizacio do modelo estd presente na funcio grassmanniana K®(7;, m;, v) que é escrita como
polinémios dos geradores da 4lgebra de Grassmann, assim no l.d. da equagac (2.39) temos
momentos de integrais multiplas de Grassmann gaussianas. Estas integrais podem ser escritas
como cofatores da matriz A. Como as sub-matrizes A'? e A%l sdo nulas, a integral (2.39) é
igual ao produto das contribuices apenas das matrizes A!! ¢ A?*. Como as matrizes A e
A” sdo idénticas, podemos nos restringir ao estudo do setor ax = 11.

Como calculamos os coeficientes da equacgdo (2.27) em cada ordem em § separadamente,
podemos estudar a equacio (2.39) para valores de n fixos. Em cada sefor aa, as integrais

presentes na expressdo (2.39) para um dado n fixo, sdo

nN+{a—1nN AN+ {a—1)nN

M(L,K) = / H Ay Ty Moy *** T b EXD Z mAGT D |
i=14+(n—1)nN i,j=1+{a—1)nN
com L ={l1, - ,ln} e K ={k1, -, kn} Da referéncia [31] temos que
M(L,K) = (_1)(ll+12+“‘+lm)+(k1+k2+'“+km)A(L’ K, (2.40)
onde A(L, K) é o determinante da matriz obtida de A apds o corte das linhas {{3,--- I} €
das colunas {ki,-- - , kn}. Reconhecemos M (L, K) como um cofator da matriz A®.

Mesmo nos restringindo apenas a um ¥nico setor ac fixo, a solugio da equagio (2.39) envolve
o cilculo de determinantes de matrizes ndo diagonals de dimensdo n/N x nN. Lembramos que
nosso objetivo é obter os resultados no limite termodindmico (N — oc). Nossos resultados
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dependem de linguagens algébricas de programacio e dos recursos computacionais disponiveis.
Se pudermos encontrar uma transformacio de similaridade que diagonalize as matrizes A%,
entao, a solugdo da equagio (2.39) envolverd o cdlculo de determinantes de matrizes diagonais
e poderemos explorar melhor nossos recursos computacionais. Uma transformacao que explora
a estrutura de blocos das matrizes A*® é

P lA®P =D, (2.41)
onde a matriz D é dada por
Mlveny vy vy - Ovww
Dvuw  Aolvan Ovew 0 Dvew
D = Ovxny Ovxwy Aslwan o0 Ovew : (2.42)
Dvny Oy Dveny - Aallvew
A expressao dos auto-valores da matriz D é A =1 - en @+l 4, =0,1,2,--- ,n—1. Esses

autovalores das matrizes A®® sio degenerados de ordem N . As matrizes P e P! séo

PSS)]INxN s pgﬁ_l]leN
P= : : (2.43)
(") g N )] 1
Prnrolixn Inin 1ty
e
Q'[()g)]leN ce Q’[(),T:Z—l]leN
Pl : : , (2.44)
q'ELTi)l)D]lNXN T QEln_)lln_l]leN
onde

m _ L =erine ) _ 1 —mevene, (2.45)

puv’ - \/ﬁ qvv’ - \/ﬁ

Para reescrevermos a expressio (2.39) substituindo a matriz A pela matriz diagonal D,

precisamos aplicar a mesma transformacio aos geradores da dlgebra
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n—Py e 7—7P7 (2.46)

ondeny = {n}, - ,n.nr e’ = {7, - . M,n}. Astransformagées (2.46) tém jacobiano unitério.

Os termos que contribuem para Tr[K™] (veja a equagio (2.39)) possuem a forma da expressio
(2.40). Assim, aplicando as transformacdes (2.41) e (2.46) nas integrais (2.40), obtemos, de

forma esquematica,

nN niN
M(L,K) = /Hdmdﬁi (TP (P, - - (1P )1, (P, €xP (Z ﬁz‘Dz‘jm) :

i,d=1

(2.47)

Dessa forma, passamos a calcular os cofatores da matriz diagonal D e reduzimos significa-
tivamente o esforco computacional para calcular os coeficientes da expansao de altas tempe-
raturas da funcéo de particio gran canénica de modelos fermidnicos auto-interagentes. Ressal-
tamos que, se o operador K do modelo em estudo tem M operadores, entdo para cada ordem
n (8") temos que (M)" termos podem contribuir para Tr[K"] e que precisamos calcula-los.

Note que, com este método, para qualquer modelo fermidnico auto-interagente, o calculo
das integrais que contribuem para a funcio de parti¢ao gran candnica fica reduzido ao calculo

de cofatores da matriz diagonal D.

2.5 Obtencgao dos coeficientes da expansao de altas tem-

peraturas via o método de Charret et al.

Nesta secio apresentamos os coeficientes analiticos e exatos da expansao de altas temperaturas
(2.27) da funcdo de parti¢ao gran candnica do modelo de Thirring massivo obtidos via o método
de Charret et al. até ordem 33, Nas subseces 2.5.1, 2.5.2 ¢ 2.5.3 apresentamos os coeficientes
da expansio (2.27) de ordem 3, 3% e 3%, respectivamente.

Para aplicarmos o método de Charret et al. ao modelo de Thirring massivo, reescrevemos
o operador K associado ao modelo numa cadeia de espacamento ¢ {veja equagao (2.16)). Para
este modelo, o kernel K®(7j;,m:;v) do operador K ¢ obtido da expressao (2.16) através dos
mapeamentos (2.32) e (2.33). Para valores arbitrarios de temperatura, temos
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N 2
,C@(ﬁu s V) = Z { Z Q+1 (t 77( (a—1)n+ )N+ (a—Dn+)N+H+1 +

=1 a=1
+ " M-yt N+ n((afl)n+v)N-H> +
2
- B Z M-Vt )N+ MN{a—nt+v)N+ T
o1

= U TuNsl TuN+H Tat)NH Dinto)N+H T

+ m Z T(a—Tyn+v)N+1 (5~ n+u)N+l} (2.48)
a,f=1,0#8

comae3=12ea#/3 edefinimos

] 4
for e w— (2.49)
2a a

O operador K é a soma de 9 (nove) operadores escritos como produtos de operadores fermionicos.
Em cada ordem 3%, (9)" termos contribuem para Tr[K"| e precisam ser analisados.

2.5.1 Calculo do coeficiente de ordem j

Em ordem 3 apenas o segundo termo do 1.d. da expansdo (2.27) contribui. Este termo cor-

responde a tomarmos n = 1 ¢ v = 0 na expresséo (2.39),

TK] - /H H dna{er, v = 0) (1, v = 0) X

X exp {Z Z Ma{z;,0) (na(:cg, 0) — nalzr, 1))] X
% K®(Galxs, v = 0), nalzr, v = 0)). (2.50)

O kernel K@ (21, v = 0), 9o{z1, v = 0)) do operador K, apds a transformagao (2.35), é dado

por
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N
/C®(7_?z'a niyv=10) = Z {t(ﬁz M+1 — N+ 77N+I+1) + ¢ (ﬁz+1 M~ IN++1 77N+l) +
=1

- M(ﬁi m+ N WN+1) — U NN T m(ﬁz NN T TN ?71) }
(2.51)

O elemento de integragio nesta ordem é (veja a equagio (2.50) e o mapeamento (2.35))

2

N N
H H dNa-1)N 11 Aa-1)N+L = H dmy diyy dnnsr AN+ (2.52)
1=1

=1 =1

Devido as propriedades bésicas de integracao sobre os geradores da dlgebra de Grassmann, os
finicos termos da equacéo (2.51) que contribuem para a expressao (2.50) sio

—M('f?z m o+ v 7?N+1) e —umy Gvaline, com L=1,.-- N (2.53)

Portanto, em ordem § (n = 1), obtemos

N 2N
TI‘[K] = Z / Hdmdﬁ[ dnN1dTN L ez(ﬁzﬂz+ﬁN+lﬂN+t) «
=1 =1

X {ﬂu(ﬁz m+ AN 7']N+E) — U M ﬁN+mN+z} , (2.54)

que aplicando as propriedades da &lgebra de Grassmann e a invariancia do integrando sob

translacoes espaciais nos déo
TH[K) = ~ N2 (o + %) , (2.55)
sendo N o nimero de vezes que os integrandos (2.53) contribuem para o Tr[K].

Note que nessa ordem em [ ndo precisamos utilizar o formalismo da matriz A uma vez que
o caleulo da expressdo (2.54) é trivial. O coeficiente (2.55) nélo possui corregéo vinda. de termos

de ordem superior a n = 1.
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2.5.2 Caleculo do coeficiente de ordem 32

O coeficiente de ordem 3% na expansao (2.27) pode ser escrito, segundo a expresséo {2.28),
através da integral miltipla de Grassmann

4N
TrfK” = f [ dmdn; e=timtons

i=1

% KP(fam1ymn+iss Mo vt ) KP(Aam 0t N 1o Mo Dnt N4z )y (2.56)

onde as expressdes de K®(7;,m;v) sdo obtidas do operador K, equacgio (2.16), através dos
mapeamentos (2.32) e (2.33).

Para estudar os termos nao nulos que contribuem nesta ordem para a expressdo (2.27) e em
ordens mais altas escrevemos o kernel do operador K, como

K@, msv) = TH(@nsv) + T (T miv) + @, misv) + U, nis v) + M7, n5 v)-

(2.57)

Cada funcao presente na equacdo (2.57) é definida como
THi nav, @) = (=1 Hla=nio)N441 T(la—Lind )N+ (2.58)
T (hnsv,a) = t(gl)aﬂ Nla—1)n+v)N+L N{a—1)n+v)N +H+1, (2.59)
Enmv,a) = =it Fa—1nts)NH M(a—1)n+) N+ (2.60)
U, hiv) = = TuNl ToN+ Tint )N+ Mntv)N+D (2.61)
M@, i v, @) = M T(a-1)n+r)N+L TH(B—1)ntv) N+ (2.62)

comaef=12ea+#Bei=({a—1)nt+v)N+Il. Asquantidades i e m 580 ndo renormalizadas.
Renormalizaremos o modelo de Thirring massivo no capitulo 5.
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O produto K@(ﬁ(a-l)nNHl s Na-nN+h )]C®(?7((a—1)n+1)N+i2; W((a—l)nﬂ)NHz) presente no inte-
grando da expressao (2.56) passa a ser escrito como produtos das fungdes definidas através das
expressoes (2.58)-(2.62).

Ao substituirmos as expressoes (2.58)-(2.62) na integral de Grassmann (2.56) cada termo
escrito como produto de funges grassmannianas representa cortes em linhas e colunas na matriz
A. Ao aplicarmos as transformacées de similaridade (2.41) e (2.46) estes produtos passam a
representar cortes em linhas e colunas na matriz diagonal D. Portanto, para que uma dada
integral seja nao nula os cortes devem ser feitos em linhas e colunas associadas aos mesmos
indices. Caso contrario a nova matriz (apds os cortes) terd linhas e/ou colunas nulas € o sen

determinante sera igual a zero.

Considerando que estamos calculando tracos, podemos utilizar suas propriedades cicli-
Cas para escrever os produtos de fungdes grassmannianas cujas integrais sdo nfo nulas. Além
disso, devemos considerar que as matrizes A ¢ A% nio misturam mdices espinoriais. Assim,

a equacao (2.56) pode ser escrita como

4N

N N
¢ = 305 [ [[dndneinnom «
l‘.lzl.[z:]. i=1
X {4T+(fk, miv="0a=17 (Fmnv=1a=1)+
+ 280 miv =0, =10 nv=1a=1)+
+ 28, miv =0,a=1)EF,nv=1a= 2) +
+ 48T, v =0, = LU, ns v = 1) +

+ ZM(?-?HT]E: V= 0,0& = 1)M(ﬁ1: T v = 1: &= 2) +

U s v = 00U (i, v = 1)}- (2.63)

Note que na equacéo (2.63) reduzimos significativamente o ntimero de integrais que devemaos
calcular apenas utilizando as propriedades do caleulo de tragos (como a permutacio ciclica dos
operadores, Tr[AB] = Tr[BA]), e as simetrias que aparecem no clculo de cofatores de matrizes.
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Estas sdo fundamentais para determinarmos antecipadamente as integrais nulas. No cédlculo dos
cofatores da matriz D precisamos cortar colunas e linhas correspondentes para que o resultado
seja ndo nulo. Nas nossas integrais isso representa a necessidade de termos produtos com mesmo
niimero de operadores de criacao e aniquilacio de férmions no mesmo sitio ¢ e com mesmo indice

espinorial o.

Algung exemplos de tracos nulos sao (T (7, s vy = V)T~ (7, iy vy = 2)), {T T (7, iy v, )
TH( My iy v )y (T (7, i v, )E (s, i v, @), entre ontros.

Cada termo na equagdo (2.63) contém apenas dois pares de varidveis de Grassmann, exce-
tuando-se aqueles que contém L (7;, 7;; ¥), o nimero reduzido de termos em cada produto facilita
a contagem de graficos. Nesta contagem, precisamos verificar todas as possiveis combinagoes
dos indices espaciais que estamos somando cujas integrals nao sao nulas. Em ordem 3% somamos
sobre os idices {1 e I, e no final devemos verificar quantas vezes cada configuragdo nae nula
contribui para o resultado final. Apesar de esta contagem ser uma grande fonte de erros no
método de Charret et al., nesta ordem, pelo niimero reduzido de indices espaciais, é possivel
ainda fazer a contagem sem maiores dificuldades. A medida que abaixamos a temperatura, essa

contagem se torma mais dificil.

Para calcular as integrais do 1.d. da expressio (2.63) utilizamos o pacote gint desenvolvido
na linguagem de programacio algébrica maple 5.1. Fazendo a contagem de cada integral néo

nula que contribui para a expressio (2.63), obtemos em ordem 3°

e

2 3’11.2 2
mW]:Nﬂ(W+%+% = %)+

+AW?N@+EY. (2.64)

Como no caso do coeficiente de ordem 3, este termo é exato. A presenca de termos pro-
porcionais a N? vem de gréficos desconexos pois a fungio de parti¢do gran canonica nao € uma

quantidade intensiva.

2.5.3 Calculo do coeficiente de ordem °

Para calcular o coeficiente de ordem 3% na expresséo (2.27) escrevemos o Tr{K?] como a segninte

integral multipla nas varidveis de Grassmann
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6N
TK’] = / [T dnde=sim medins
X KB(fio- - ) x K- ) X
Ta—1)nN -+l Ma—nN+h M(a= 1+ 1) N+ (a-Lin+1)N e

X ’C@(T_]((a—1)n+2)N+ts » (e~ Dn+2) N+s )- (2.65)

Aqui novamente utilizamos as propriedades ciclicas do cdleulo de tragos e as simetrias que
aparecem 1o calculo de cofatores de matrizes para reduzir o niimero de integrais que devemos
calcular. Lembrando que temos que caleular tracos tais como: (T (7, mi; v = 0, 0)T (7, iy v =
0, U Ty misv = 200, (T~ (Fimsv = 0,0)T (v = La)e(fngv = 2, = 1)), entre
outros, sio nulos, pois nfio contém o mesmo nimero de operadores de criagao e aniquiiagao
de férmions no mesmo sitio ¢ com o mesmo indice espinorial o. As integrais néo nulas que

contribuem para (2.65} e que devemos calcular sao

N N N

w) = 30303 [ [Lananesaraon

Ii=11a=113=1

X {12T+(771: nov=0,0=07T (f,n;v=10= U nmnuv=2}+

+ 12T (# v =0,a=107 (fumv=1o=10EMnv=2a= 1)+
+ 127 (FHm v =00 =0T (fnsv=10=1)Mmv=2,0= 2) +
+ 26( sy =0,00=1)EM, v = La=DEM,mv =2 0= 1)+

+ 6EFnmsy =0, a=DEM,nv=10a=1mn,nv=20=2)+

+ 6EMm, v =0,a=1)Emn,mv=10= DU, iy v = 2) +

+ BE(M v =0,a=1EMm,nv=1a= 20U (T, nis v = 2)+
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+ 6EM v =0, = D)U (s, misv = DU (Fs, i v = 2) +

+ U, v = 0)U(Te, ;v = DU, miy v = 2) +

+ M, niv =00 =1 )M(@i,m v = 1L,a = 2)E(H,n v - 2, =1)+
+ M7, = 0,00 = M (s, v = Lo = 2)E(Fy,mi; v = 2,0 = 2) +

+ M (T, v =0, = M (5, miv = 1, a0 = 2)U (G, 5, v = 2)} (2.66)

Utilizando o pacote gint e fazendo a contagem de grificos, obtemos,

3utu  3pu? 3w 3um?
TrK = 22N [=— 1+ + = —
K] ( 8 g 3 g )7

3w 152w 15pw? R 3 3um?  3um?

22N N2 3ult)? =

(”ll+4+16+16+64+2+2 g )"

3

92N py3 (,u-|—%) . (2.67)

Aqui a contagem dos graficos é mais dificil e constitui uma grande fonte de erros. Uma
vez que somamos sobre trés indices espaciais diferentes, [, {5 e I3, temos que verificar todas
as possiveis combinagoes desses indices e depois contabilizar o peso de cada configura¢do nas
integrais (2.66). O resultado (2.67) é exato em ordem % e valido para qualquer valor das
constantes m, u ¢ g que caracterizam o modelo de Thirring.

2.6 Funcao de particao gran canonica para o modelo de

Thirring até ordem (°

Na equagao (2.27), temos a expansido em S da fungdo de partigdo gran canonica, escrita em
termos dos coeficientes Tr[K™],
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2(6,) = Teft] — ATK] + 5 ofrc) - Do (2.68)

Na se¢ao 2.5, obtivemos as expressées analiticas de Tr[K], Tr[K?| e Tr[K?] utilizando o
método desenvolvido por Charret et al. [5], de maneira que até ordem 3 a fangao de partigao

gran candnica do modelo de Thirring massivo é
Z(B,u) = 22N{1 +N (,u+ %) B+

1 w2 p? o opu o 3u? m?
sz( —) NP+ + 2425 L T g2
+2[ ’U’+4+(l|+2+2+16+2 f

1 3 3Bpu? 3w 3um?

v wuT
+ 6[ ( st T os )t

Bult|  15p%u  I5pu®  3p®  9u® 3um?  3um?

N? ik el

N (3'U'H+4+16 % 2 etz tg )t
3

- N (7)) |8 oy, (2.69)

Ressaltamos que a expressdo (2.69) ndo possui singularidade em m = 0, de maneira que a
expressao da fungao de particao do modelo de Thirring sem massa é obtida da equagao (2.69)
fazendo m = 0. No entanto, é a partir do grande potencial W(3, it) que obtemos as funcdes
fisicas que descrevem a termodindmica do modelo. Devemos lembrar que o grande potencial
por sitio € uma quantidade intensiva. A relacéo entre Z{3,u) e W(5, ) é

W(B, 1) = = Jim 5 Tn(Z(6, ) (2.10)

A partir das expressdes (2.69) e (2.70), obtemos a expans@o em 3 do grande potencial por

sitio para o modelo de Thirring massivo, até ordem (32

In(4) w o fpu RBP M 3u2)
- 5 Z—N ( B

W(B,p) =

N (_”_”2_&_“_+ﬂ) 84 0. (2.71)
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A expansio em altas temperaturas (2.71) para o grande potencial W(3, u) do modelo de
Thirring é valida para qualquer regime da constante de auto-interacio u = %f—. O coeficiente
de cada termo em 3" da expansdo (2.71) é exato.

E importante observar que a redugio do nimero de integrais que contribuem para Z(3, i)
em cada ordem (" é determinada caso a caso, observando-se as especificidades de cada ordem
(" da expansdo. Apesar de podermos utilizar o pacote gint para o cédlculo das integrais em
si, todo o resto, incluindo a contagem dos gréificos e a reducio do niumero de integrais que
realmente devemos calcular, € feito “manualmente”. Isto representa um grande gasto de tempo
e uma grande fonte de erros. Por exemplo em ordem 3% temos (9)* termos que foram analisados
e tivernos que determinar o peso de cada termo nao nulo que contribui para a fungao de particdo
gran candnica. O célculo do grande potencial em ordens mais altas via o método de Charret et
al. sc torna invidvel devido ao grande ntimero de termos presentes na hamiltoniana do modelo
de Thirring massivo. No préoximo capitulo apresentamos o método de Rojas et al. que serd

utilizado para a obtencao do grande potencial do modelo Thirring massivo até ordem 3°.

2.7 Comparacao da expansao de altas temperaturas e o

método perturbativo na integral funcional

A funcao de particio gran canonica para qualquer sistema é dada pela equagao (2.26), ou seja,

2(6, ) = Te[e™¥, (2.72)

com K = H — uN.

Suponhamos que a hamiltoniana H descreva uma teoria com interacdo (por exemplo o

modelo de Thirring massivo), de forma que a reescrevemos como

H =H, + gH,, (2.73)
onde Hy é parte da hamiltoniana livre (termos quadraticos da hamiltoniana), g € a constante
de interacio e II; a hamiltoniana de interagéo.

A expanséo de altas temperaturas da fungéo de partigio gran canénica ¢ dada pela equagao
(2.27). Usando a decomposicio (2.73) para reescrever o operador K,
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K = (Ho — uN) + gH;, (2.74)

o termo Tr[K"| da expansio em § (2.27) fica,

Te[K"] = 'H[((Ho —N) + i) =

= ng (Ho, N, H;; 11, §)], (2.75)

onde B(Hg, N, H;; 11, 7) é um operador produto de poténcias dos operadores Hy,H; e N e
que ndo depende da constante de acoplamento g. Para obter a expressio exata do coeficiente
Tr[K"| é necessdrio calcular todos os termos que sao os produtos de n operadores, e todas as
suas permutagdes, obtidos de poténcias dos operadores Hy, H; e N, que incluam inclusive o

produto de n operadores H;.

Vamos comparar a expansao em 3 (eq. (2.27)) da funcéo de parti¢io gran canodnica com a

expansao perturbativa dessa fungdo termodinamica obtida via integral funcional.

A fungdo de partigao gran candnica escrita como uma integral funcional é

f)’ #‘ Z f D\I{‘Dli[e# f(,)ﬁ dT[H(‘I':‘i'i'T)fJ‘JN(‘I':“I’;T)]) (2-76)
(z,0) W (x,0)=—W(x,3)

onde § = 75 e H(U, W;7) é o kernel do operador hamiltoniano do sistema (que estamos
considerando como sendo um sistema composto de campos fermiénicos) e N (¥, ¥; 7) é o kernel

do operador que é uma constante do movimento.

Usando a decomposigio (2.73), substituindo-na na expressio (2.76) da integral funcional, e
expandindo a exponencial da hamiltoniana de interagdo em poténcias de g, obtemos:

Z(B;p) = Z Z/ DIDY x

3=0 ¥ (2,0} =—¥(.0)

8 g _ _
e [(—g) '/ dTH«,;(‘I’, \i’; T):} e— fg’ﬁd‘T[HO(‘I',‘I']T)—NN(‘I’,‘I'iT)]_ (2_77)
0

Da expressao (2.77) vemos que para cada ordem j em teoria de perturbagio temos contribuigoes
de poténcias em f em todas as ordens 8", n = 1,2,---, uma vez que a fungdo Z(3; 1) ndo
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possui singularidade em 3, ji que néo temos transicdo de fase para 8 # 0 em teorias /modelos
em D = 2(1+1). No entanto, ao compararmos as equagdes (2.75) e (2.77), verificamos que para
obtermos o coeficiente exato da expansio em 8 em ordem 3" é necessdrio calcular contribuicoes
de termos da expanséo perturbativa da integral funcional (2.77) até ordem g". Portanto, o
resultado (2.71) 86 é obtido via integral funcional se calcularmos a integral funcional da funcéo

de particio gran candnica do modelo de Thirring massivo até¢ 3-loops.



Capitulo 3

O método de Rojas et al.

3.1 Introducao

O método de Rojas et al. [7] foi desenvolvido para ser aplicado a modelos fermidnicos e/ou
bosdnicos unidimensionais numa rede de espagamento a, com intcracdo entre primeiros vi-
zinhos, que satisfacam condi¢des de contorno espaciais periddicas e que possuam invaridncia
translacional ao longo da rede. Baseados nas simetrias de uma hamiltoniana desse tipo, Rojas
et al. desenvolveram um método para calcular og coeficientes analiticos da expansdo de altas

temperaturas do grande potencial, que é uma quantidade termodindmica intensiva.

No método de Charret et al. para o cdlculo dos coeficientes da expansdo em altas tempe-
raturas da funcdo de particdo gran canodnica calculamos, em cada ordem /3, a contribuicdo de
todas as configuracoes possiveis (sub-redes conexas e desconexas) e ainda precisamos fazer a
contagem dos graficos (considerar o peso com que cada configura¢do contribui para a fungéo
de particio gran candmica em ordem 3%). Néo é possivel fazer essa contagem através de um
programa em linguagem algébrica. Essa etapa do método de Charret et al. ¢ uma fonte de
erro para o resultado final. No método de Rojas et al. a contagem de gréficos passa a ser
intrinseca ac método e no limite termodindmico calculamos apenas as sub-redes conexas. Isso
reduz significativamente o ndmero de termos que devem ser calculados e nos permite obter
o grande potencial em ordens mais altas em 3. Através desse método € possivel calcular os
coeficientes analiticos das expansdes em /3 através de linguagens algébricas, como por exemplo
omaple 8. Apesar do método de Rojas et al. s6 poder ser aplicado a modelos de cadeia, ele é
vdlido tanto para sistemas quanticos (bésons e/ou férmions) quanto para sistemas cldssicos.

31
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3.2 Uma breve descri¢ao do método de Rojas et al.

Consideremos a funcio de particao gran candnica, expressio (2.27), reescrita na forma

En(6o) = Texit) + 3 T T acr), (3.1)

onde Try (e ?%) representa o trago sobre todos os N sitios da rede, inclusive os graus de
liberdade internos do sistema tais como o spin, K = H — uIN, onde p é o potencial quimico, N
é um operador que comuta com H e 1 é o operador identidade do espago de Hilbert do espago

produto dos N pontos da cadeia.

Nosso objetivo é calcular os coeficientes Try[K"] da expansao em cada ordem em 5. A
medida que aumentamos o valor de n em que obtemos os coeficientes da expansdo (3.1), dimi-
mimos o valor de temperatura T em que temos informagdes sobre a termodinamica do modelo.

Para reduzir a notagéo, definimos o traco normalizado

Try[ K"

T (3.2)

(K™)

I

Com essa definicéo a fungio de particiio gran canonica (3.1) fica

8

K”)} (3.3)

=1

Zn (B, 1) = Try[1] {
A partir deste ponto nos restringiremos a estudar sistemas unidimensionais, com invariancia

translacional, interacio apenas entre primeiros vizinhos e condigéo de contorno espacial periddica.
Para essa classe de sistemas, o operador K é escrito genericamente como:

N
K= Z K, (3.4)
i—1

onde K; ;. € H®, sendo HP) o espago de Hilbert produto dos N sitios da rede. Cada

operador K; ;1 é definido como

Klg = K1,2®13"'®1N:
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Koz = LioKy;®1o @1y,

Kizyi = Lo ®1 0K ;11 ® Lt @1y (3.5)

e Kiit1 € Hi ® Hyya-

Calculando o traco do operador (3.5) para uma. cadeia com N sitios, obtemos

Tew [Ki 1] = Tra[Kise] (T N2, (3.6)

que dividida por Try[1], como na expressio (3.2), nos mostra que o trago normalizado para

sistemas com interacdo entre primeiros vizinhos é:

TI‘N[Kf’H.ﬂ oy Trg [Ki,i+l] .

Toal] (Kiis1) = Tol®l]) (K1) (3.7)

Uma vez que o operador K é invariante por translacio espacial, calcular o trago norma-
lizado nos sitios ¢,% + 1, sendo ¢ um sitio arbitrario da cadeia, ¢ cquivalente a calcular o trago

normalizado nos sitios 1 e 2, isto é,

(Kip) = (Kiim) = (Kupz)- (3.8)

Para ilustrar o método de Rojas ef al. escreveremos os resultados obtidos em cada etapa

daqui por diante em ordens 8, 5% e §° [7].

Os coeficientes da expanséo (3.3) escritos em termos de tragos normalizados séo:

(K) = N(Kip), (3.9)

(K*) = N<K%,2) + 2N (K 2Ka3) + N(N - 3)(K12Ka4), (3.10)

(K7 Ks3) + <K1,2K%,3)} N

(K% = N(K§,2)+3N{ o o

+ 3N{ (K o Ko 3Ks4) + (K1,2K3,4K2,3)}+
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(Ki.Ksa)  (KjK3,)
+ 3N(N - 3) {T + —T}

+ 3NN — 4){<K1,2K2,3K4,s> + (K1,2K3,4K4,5)} +

+ NNV —4)(N —5)(K12K3,Kspe). (3.11)

Observa-se que o termo 3(K ;2K 3K; 4} +3(K; ,K3 4K 3) contém todos 0s tragos normalizados
que podem ser obtidos do conjunto de operadores { Ky 5, Ky 3, K3,4}. Com isso, definc-se um

novo trago, o tra¢o-g (trago generalizado)

1 o nylng! - ngy! n .
2] 11+1K12}12+1 K ‘Lm—i-l)g = 5 Z<P(K111,7.]+1? te K?m 1m+1)) (312)

(K
nl
o)

Pela definicdo anterior, (P(Ki; 11, Ko 1, Kim, 41)) representa todas as permutacoes
distintas e inequivalentes sob permutagoes ciclicas que se pode obter do conjunto de operadores
{Kimﬂ’ ,Kim’imﬂ}. Este é um objeto “comutante”, uma vez que ndo é importante a

ordem com que escrevemos os operadores K ;1 nas expressdes dos tragos-g. Por exemplo,

(K12K23Ks4)g = (K12Ko3Kaa) + (Ko sKs Ky g) + (KK 2 Ko 3) +
+ (K1 2K34Ko3) + (K3 4Kj 3K o) + (K2,3K1,2K3,4> -
3{ (K 2Ky 3 K3 4) + <K1,2K3,4K2,3)}
(Ki2K354Ks 3),. (3.13)

I

Em termos dos trages-g, os coeficientes (3.9), (3.10) e (3.11) da expansio (3.3) ficam

(K) = N{Kiay, (3.14)

N(N —3)

(K K ) (3.15)

N
T (K7 o)+ N(K 2 Kos)g +
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) Bty o { (| ()
b V(K1 K sKs ), + N(f\;!— 3) { (KiZQI!(SA)g " (K1,22I!(§,4>9} n
b MV =9) U\; !_ 4 {{(K12Ko3Ky5)g + (K1 2Kq4Kys)g ) +
4 NNV =5) (K K3 1K), (3.16)

3!

Alguns tragos-g em ordem 7 podem ser “quebrados” em produtos de tracos norma-
lizados em ordens mais baixas como por excmplo (K;2Ks34), na equagao (3.15). Se conse-
guirmos identificar estes tracos, conseguiremos reduzir o nimero de termos que iremos calcular
em cada ordem n da expansio de altas temperaturas de Zx (5, u)-

Utilizamos a notagao KS}% onde n representa a poténcia de 5™ na expansao (3.3) para o qual
o trago-g contribui, 7 é o ndmero de produtos de tragos irredutiveis em que o trago original
pode ser quebrado e m é o numero de operadores K, ;1 distintos que aparecem no trago-g.
Todas as fungocs Kﬁ’l?a com r = 1 correspondem aos tragos- g que aparccem pela primeira vez na
expansdo (3.3) em ordem 3*. Esperamos poder escrever as fungoes K,E?% parar > 1, em termos
dos K f’;“;) sendo n' < n. As fungbes Kfnr;) representam os tragos irredutiveis que constituem a
base geradora do espago dos Kﬁ’,’%
)

1 580 definidas como

As fungbes K

KTL
KELI) _ < 1,[2)9 )
Nl
m e KTKSE),
K1'2 N Z 9 'n21 ’

{n:}
—, (KI5KG% - Ko1)o
Koo el mkd’9, 3.17
Lm % nilng! - ng! (8:17)
A notacao Z?m} " representa a restricio Y o, m; =nemn; # 0parai=1,2,---,m. O indice

m satisfaz & condicio 1 < m < min(n, N) e supusemos que m < n. Para m > n definimos
(n} _
Ky, =0

Na referéncia [7], Rojas et al. mostraram que:
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R o0 | 8 @19

{n} {mi} 7=1

onde {n;} = {n1,na, -+ ,nr}, {mi} = {ma,ma,- -, m;}er>1 Os indices r e m satisfazem as

condigoes 1 < 7 < min(n, N) e 7 < m < min(n, V) e supusemos que n = 7 € M, do contréario,

1(3}7)1 = 0. Na equacio anterior usamos a notagdo descrita em seguida & equacdo (3.17).

Em termos das funcdes K%, os tragos normalizados (K), (K?) e (K®), ficam

(K) = NK{Y,

(K?) K K N(N 3 K
(K3) NN —-3) &
T = NE® 4 NKF + NK + — K+
N(N —4) N(N -4 N_SF_'

Os coeficientes das funcgoes K,ET% nas expressoes acima podem ser escritos em forma de

binémio de Newton e generalizados para n arbitrdrio. O resultado ¢

[n,N] [r2,V]
(K™ N{N-m=1Y .
= 0. o K, (3.20)

r=1 m=r

No método de Charret et al. [5], 2 contagem do peso dos gréficos era feita de forma indepen-
dente do cdlculo dos tragos normalizados que contribuem para os coeficientes da expansao (3.3).
Apenas a partir da equagéo (3.20) ¢ que o peso de cada sub-rede K,ETQL que contribui para (K™)
é obtido como parte do resultado do célculo, nenhuma contagem adicional de gréficos precisa
ser feita. A equacdo (3.20) estabelece que o coeficiente que multiplica K,EZQL é independente
do particular modelo em questdo, contanto que ele descreva um sistema unidimensional com

interagio entre primeiros vizinhos.

Paran < N o trago é calculado no subespago maximo Hiv) enquanto, paran > NN, devido
as condigdes de contorno periddicas, 03 operadores atuam no espago de Hilbert completo HW,
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neste caso, podemos dizer que os operadores atuam mais de uma vez ao longo de um perfodo
completo da cadeia periodica.

Rojas el al. reescreveram o coeficiente de Kﬁ% em (3.20) numa forma mais conveniente

) [n,NV]
k{ m+r—k—1 N N
- —q)yrHRl K = § : 3.21
7l (=1) T( r—k )(k) nm (iﬂ)ﬁk’n ( )

k=1

=
=z
T
=
"

Ef m+r—k—1 "
Rin= . (-1)T+k; ( . ) Km. (3.22)

r=k m=r

A fungdo Ry, tem a propriedade

n k
fen=>_"T[ fin: (3.23)
i=1

{ni}
onde {n;} = {ny,n2, -+, 7}

Substituindo a equacdo (3.21) na expansio (3.3) e utilizando a propriedade (3.23) adequa-
damente, obtemos a expansdo de altas temperaturas da fungo de partigdo gran canonica:

o N
Zxif, ) = {trlu) (1+Z(—m”ﬁm)} . (3.24)

O grande potencial por sitic é obtido da expresséo de Zn (3, 11),

Wi (B, 1) = 'NI"B In Zn (5, ). (3.25)

Substituindo a equacédo (3.24) na equagio (3.25) obtemos para qualquer valor de N finito:

Wr(B, 1) = —% {ln (trl(l) (l + i(—ﬁ)"ﬁl,n>> } : (3.26)

Na expressdo (3.26) a funcdo £, contém todas as sub-redcs conexas e desconexas que

contribuem para o grande potencial em ordem 3%. Para N finito, a equagio (3.26) ¢ a expressio
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mais simples do grande potencial por sitio j4 que n pode ser maior que N, o que significa
percorrer a cadeia completa mais do que uma vez.

3.3 O limite termodinamico

Na referéncia [7], Rojas et al. mostraram que no limite termodinamico (N — o0), a expressio
(3.26) se reduz a

WIB, ) = —% {ln (trlm (1 + Z(—ﬁ)"ﬁl,n))) } . (3.27)

As equagoes {3.26) e (3.27) parecem iguais. A diferenca entre elas estd no fato de que na
equacdo {3.27) a maior sub-rede que contribui para £; , tem, no méximo, o tamanho da rede.

Na equacio {3.27) temos que calcular a seguinte soma

£=) (—H)Rin (3.28)

A notacdo acima pode sugerir que apenas as sub-redes conexas contribuem para a funcgao
.. Entretanto, pela equagdo (3.22) observamos que na definicdio deste operador estdo in-
clusas tanto as sub-redes conexas quanto as sub-redes desconexas. Nosso propésito € escre-
ver o grande potencial (eq.(3.27)) em termos apenas das sub-redes conexas. Para tanto, defi-

nimos a funcio

T, = i(— Bk, (3.29)

como uma série de poténcias em 5. Enfatizamos que pela defini¢io de Kgn% apenas sub-redes

abertas conexas contribuem para I'y,.

Definimos também a func¢do auxiliar ¢(A) em termos das fungdes I',, como

“OEDS —i% (3.30)

onde A é um pardmetro real. Se pudermos escrever a funcio £ em termos das fungdes @(A),
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entdo, podemos garantir que para a equacgao (3.27) do grande potencial contribuem apenas as

sub-redes conexas.

Substituindo a expressdo de & , (eq.(3.22) com k = 1) em & (eq.(3.28)) e levando em conta
que na expressao de K inn)l é necessario que n > m para que Kﬁ”,L # 0, a equacao (3.28) fica

IIDIDY O EED $) BEL ( i ) K+
n=1 m=1 n=2m=2
+ gzz(—mn(m;l K4
n=3 m=3

00
> o, (3.31)
r=1]

onde a funcio ¢, é definida por

r—1
=1 m=r

Tﬂii n(m+T_2)K,§fj,l. (3.32)

O limite superior da soma em m foi modificado de min(n, N) para n porque agora tomamos
primeiramente o limite termodinamico (N — oo) o que significa, necessariamente, que temos

< N.

Aplicando a igualdade

) S) DI S P (3.33)

n=r m=r m=r n=r

na equacio (3.32), que sé & valida para N — oo, obtemos

pom CUT ( mre )Z( By K. (3:34)

m=r

Substituindo a equacio (3.29) na equacao (3.30), temos

oo

o0 =D 5 DB KD (3.35)
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Calculando as poténcias de ¢(A)

notamos, entao, que

Finalmente obtemos uma expressio de £ em termos apenas das sub-redes conexas,

20,

2!

Oy

-3
n=0

dr—l @T()\) ‘
dxr1 7! A=1

d—;’v (%) 1)\:1'

(3.36)

(3.37)

(3.38)

A equacio (3.38) é o resultado mais importante da referéncia [7]. Da expressio (3.35) para
©()) verificamos que esta nae depende do valor de IV, o que mostra que a expansao em [ para

o grande potencial descreve uma quantidade termodinémica intensiva.

Apenas para exemplificar, escrevemos a seguir, para n = 1,2 e 3, os operadores K

ﬁ?),v em

termos dos tracos normalizados de qualquer hamiltoniana que descreva modelos unidimensionais

com interacio apenas entre primeiros vizinhos, condigbes de contorno espaciais periddicas e

invariancia translacional ao longo da rede:
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om = 1:
1
2
Kl(.,l) = Q(Hizh
(3) [
Kl,l = Q(Hl,z): (3.39)
o =2
K = (H, Has),
1
K@ = 5{(H%,2H2,3) + (H1,2H§,3)}1 (3.40)
oem =3

K§3§ = (H; oHy3Hs ). (3.41)

'



Capitulo 4

Estudo da termodinamica do modelo
de Hubbard estendido unidimensional

4.1 Introducao

Um crescente interesse em torno das propriedades fisicas de estruturas quase unidimensionais
tem levado a um intenso estudo dos modelos unidimensionais. Por exemplo, o estudo de
transicies de fase do parémetro de carga ordenado em materiais quase unidimensionais tais
como ¢xidos de metais de transi¢do e sais orgénicos com transferéncia de carga [32]; que podem
ser descritos pelo modelo de Hubbard estendido unidimensional com um quarto de banda
preenchida, onde a repulsio eletrénica entre primeiros vizinhos é levada em conta [32, 33].
Outros exemplos sdio o estudo das propriedades de conducgéo em polimeros [34], cupratos de
alta temperatura critica e supercondutores orginicos [35, 36]. Materials supercondutores podem
ser modelados pelo modelo de Hubbard estendido tipo escada no caso de um quarto de banda
preenchida.

Propriedades a baixas energias do modelo de Hubbard estendido unidimensional, nos casos
de bandas semi-cheias e um quarto de banda, tém sido estudadas ao longo das iltimas duas
décadas. Recentemente, Nakamura [37] discutiu a existéncia de um ponto triplo no diagrama
de fase deste modelo para o caso de banda semi-cheia a temperatura zero (T = 0), e propds
uma fase de onda de densidade de carga ligada entre a carga e a fase de onda de densidade de
spins. Num trabalho recente, Jeckelmann [38] mostrou que a fase de carga ligada ndo existe.

42
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Num trabalho anterior {39], Charret et al. obtiveram a termodindmica do modelo de Hub-
bard estendido unidimensional na regio de altas temperaturas, ¢ a cxpansdo analitica a altas
temperaturas do grande potencial deste modelo até ordem 32, para um potencial quimico ar-
bitrdrio. A maioria dos trabalhos envolvendo as propriedades termodindmicas do modelo de
Hubbard estendido é numérica. Por exemplo, na referéncia [40] o método do grupo de renor-
malizacio via matriz densidade a temperatura finita é utilizado para calcular a dependéncia
na temperatura da ionicidade do modelo de Hubbard estendido unidimensional com ou sem al-
terndncia da integral de transferéncia e do campo magnético externo. Este modelo é empregado

na modelagem de complexos orginicos com camadas mistas e transferéncia de carga.

Sélyom e Timonen aplicaram a transformagio de Jordan-Wigner ao modelo XX Z, sendo
que em cada sitio temos a soma de dois spz'ns—%, para mostrar que este modelo pode ser
levado ao modelo de Hubbard estendido unidimensional mais uma hamiltoniana de corda, onde
temos correlacdo infinita [15, 16]. Nas referéncias [15] e [16], Sélyom e Timonen compararam o
diagrama de fase, em 7" = 0, do modelo de spin-1 composto & o modelo de Hubbard estendido

unidimensional.

Neste capitulo, estendemos os resultados da referéncia [39] para temperaturas mais bai-
xas. Calculamos os trés termos seguintes da expansio em 3 do grande potencial do modelo
de Hubbard estendido unidimensional utilizando o método de Rojas et al. [7] apresentado no
capitulo 3. Esta é a primeira vez que este método € aplicado a um modelo fermidnico unidi-
mensional com graus de liberdade espinoriais em cada sitio da cadeia. Da cxpansao encontrada
para o grande potencial, derivamos quantidades termodindmicas tais como: calor especifico,
susceptibilidade magnética estdtica e energia média por sitio. Comparamos também a termo-
dindmica do modelo de Hubbard estendido unidimensional, na regido de altas tempcraturas,

com a termodinimica do modelo de spin-1 composto [10].

Fste capitulo é organizado da seguinte forma: na segéo 4.2 apresentamos o estudo da ter-
modindmica do modeclo de Hubbard estendido unidimensional na regido de altas temperaturas;
na secao 4.3 derivamos a hamiltoniana do modelo de Hubbard estendido unidimensional mais
uma hamiltoniana de correlacio infinita a partir do modelo de spin-1 composto e comparamos
nossoe resultados com os obtidos a partir da hamiltoniana de Sélyom e Timonen, descrita nas
referéncias [15] e [16], na regifio de altas temperaturas. No apéndice A apresentamos o grande
potencial do modelo de Hubbard estendido unidimensional até ordem 3% e uma expansao para
o potencial quimico deste modelo com um quarto de banda preenchida, obtidos via o método

de Rojas ¢t al..
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4.2 Estudo da termodinamica do modelo de Hubbard

estendido unidimensional

A hamiltoniana do modelo de Hubbard estendido unidimensional é dada por [39, 41]

N
Z (Ey —oAn) awaw+tZZawaga+

i=1 o=1,! (3) o=T,1
N
+ UZ Ny + VZ Z n; o1 g7, {(4.1)
(i7) a0=T,1

onde al_(a;,) sio os operadores de criagao(destruigio) de um elétron de spin-¢ no ¢ ésimo sitio
da rede e n; 4 é o operador nimero, n;, — algat‘a. A constante K, representa a contribui¢ao
diagonal para a energia cinética. Definimos Ap = ——%g,uBB , onde g é o fator de Landeé, up
é o magnéton de Bohr e B é o campo magneético externo constante na direcio z. A notagio
(ij) representa j = ¢ 1, onde ¢ = 1,2,...,N. A constante ¢ é o parametro responsivel
pela tranferéncia de elétrons entre sitios vizinhos, U representa a interacao entre os elétrons no
mesmo sitio com spins opostos e a constante V representa a interacao entre elétrons em sitios

diferentes. Nao fixamos os sinais das constantes U e V.

Para. aplicarmos o método de Rojas et al., devemos escrever a hamiltoniana Hpg, na forma

N .
H=>5".", Hi., como a seguir

N

e = 2 {3 (B ol + ¢ (alpaunse +alisonio )| +
=1  o=1,1
+ Ungng + 2V (0 + 0 ) (i, + ni+1,l)}' (4.2)

Utilizamos o operador K = Hpe — uN, sendo N o operador ndmero total de elétrons na

cadeia e p 0 potencial quimico, para o cilculo da. funcéo de particdo (2.27) do modelo.

Todos os termos presentes na hamiltoniana (4.2) podem ser representados em forma matri-
cial. Utilizamos a base dos auto-estados do niimero de particulas em cada sitio com spin-o. Isto
facilitard a implementacio do método de Rojas et al. na linguagem de programagio algébrica

maple 8. O conjunto de matrizes é
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0000 0 000
1 000 0 000
T 1
. . —
“= 10000 © Tl 1000 (43)
0010 ; 0100/,
0 0 0 0
0 A—Ap 0 0
i = , 4.4
@ 0 0 A+ Ap ,0 (4.4)
0 0 0 2A+U
onde Q; = (Fy — oAg) a:;r,c,ai,a + Ungng e A= Ey — p. Temos também
0 00O 00060
0100 0100
Vi1 =2V @ 4.5
M 0010 0010 (4.5)
00 0 2 000 2/,
2 i+1

As representacdes matriciais dos operadores de destruicao sao exatamente as matrizes trans-

postas as matrizes (4.3).

Implementamos o método de Rojas et al. na lingnagem de programagcéao algébrica maple 8
e obtemos como resultado as fungdes K {nﬂ)? até ordem n = 6. A partir dessas fun¢oes obtemos
a expansao de altas temperaturas do grande potencial do modelo de Hubbard estendido unidi-
mensional até ordem (% (veja a equacdo (A.1)). Nossos resultados sao validos para quaisquer
valores das constantes U e V presentes na hamiltoniana (4.2). Devemos lembrar que a expressao
(A.1) é analitica e cada coeficiente do polindmio em (3 é exato, a Unica expansio feita neste

calenlo é a expansido em § da fungdo de particdo gran candnica.

Para o caso da banda semi-cheia com ¢ = 0, Beni e Pincus [42] obtiveram o grande potencial
exato para o modelo de Hubbard estendido unidimensional. Nestas condigoes, nossos resultados
coincidemn exatamente com os dos autores acima mencionados até ordem 3°. Para esta confi-
guracao de ocnpagiio da rede ({n;) = 1), o potencial quimico é independente da temperatura,
o = Eo + 5 +4V.
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A partir de agora vamos nos restringir ao estudo do modelo de Hubbard estendido unidi-
mensional com nimero de ocupacio igual a meio ({n;) = 1). Neste caso, o potencial quimico
é dependente da temperatura e pode ser obtide da expressio do grande potencial, expressao

(A.1),

C Wh(Bp) 1

onde {(n;) representa o ndmero médio de elétrons em cada sitio da rede. Substituindo a ex-
pressao do grande potencial, obtido na equagio (A.1), na equagao (4.6), nos deparamos com
uma equagdo de quarta ordem no potencial quimico que nao pode ser resolvida exatamente
para valores arbitrdrios das constantes presentes na hamiltoniana (4.2). Entretanto, podemos
encontrar uma expansiao em /3 para o potencial quimico com coeficientes analiticos. Seguindo
esse procedimento obtemos a equacdo (A.2) do apéndice A que é uma aproximag¢ao muito boa
para a dependéncia em 3 do potencial quimico para o caso em que temos um quarto de banda
preenchida.

Para estudar os efeitos da transicdo de fase na termodindmica deste modelo com esta con-
figwracdo de ocupagio ({n;) = %), consideramos dois pontos distintos no diagrama de fase da
referéncia [16] correspondentes a diferentes fases do modelo em T = 0.

w2k <
AgdO uﬂ"‘?
D' 7 Ag=0 .
Aga 0y
Ag=0
o]

Aq#*0D
AarO

-n/2

Figura 4.1: Diagrama de fase extraido da referéncia [16], com as seguintes identificacdes:
D - % ¢ J, — 2V. Na regido hachurada o modclo ¢ instavel. As diferentes fases sao ca-
racterizadas pelos gaps nulos ou finitos de excitagio de carga e excitagdo de spin, A, e A,,

respectivamente.

Numa primeira abordagem, consideramos conjuntos de pares de dois pontos muito préximos,
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embora em fases diferentes, no diagrama da referéncia [16], e comparamos o comportamento
das fungdes termodindmicas a altas temperaturas. Como exemplo, apresentamos um conjunto
de valores fixos das constantes presentes na hamiltoniana (4.2), Ep = 0, A =0eV =1 /16
utilizamos dois valores distintos para a constante U (U = —0,49 e Uy = —0, 51) e tragamos os
grificos das diferencas percentuais das quantidades termodindmicas na Fig. 4.2 para o intervalo
de temperatura g € [0,0.5].

A Tig. 4.2a mostra a diferenca percentual da correlagao entre primeiros vizinhos, G1(83, u) =

(TLiﬂe'+1) - (ni>:

Gl()@, 'u) _ lawhe(ﬂ: nu) _ (3Whe(ﬁ;#)) . (47)

2 aV 0Fq

Como podemos observar na Fig. 4.2a, mesmo para dois pontos no diagrama de fase em
T = 0 que estio préximos mas que pertencem a fases distintas, a diferenca entre as duas curvas
que representam a fungdo de correlagao entre primeiros vizinhos € menor que 1.6% a altas

temperaturas.

Com o mesmo conjunto de valores de constantes tragamos o graﬁéo da susceptibilidade

magnética estatica x(3),

x(8) = ~Mg—%@lh2m (4.8)

observamos que a diferenca percentual neste caso ¢ ainda menor do que no caso de G1(8, i),
0.3% para o mesmo intervalo de temperatura.

Fsies resultados mostram claramente que, mesmo para dois conjuntos de constantes que
remetem a pontos em diferentes fases no diagrama de fase em T = 0, o comportamento destas
grandezas termodindmicas a altas temperaturas nao € afetado. Verificamos o mesmo compor-
tamento a altas temperaturas nas outras fungées termodinamicas tais como calor especifico
e energia média por sftio. O mesmo também foi observado para as fungdes termodinamicas
quando consideramos o caso da banda semi-cheia e pontos em diferentes fases no diagrama de

fase da referéncia [16].

Numa segunda abordagem, tomamos os pontos (U, V) e (—U,—V) correspondendo a di
ferentes fases do modelo no diagrama de fase da referéncia [16]. Observando as expressoes
das funcdes termodinamicas derivadas do grande potencial do modelo de Hubbard estendido

unidimensional, equagio {A.1), vemos que apenas 0s coeficientes das poténcias de [ pares ou
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0.25

0.2

0.1

0.05

Figura 4.2: Na figura (a) mostramos a diferenca percentual a altas temperaturas da correlagéo
entre primeiros vizinhos e na figura (b) a diferenca percentual a altas temperaturas da suscep-
tibilidade magnética estatica. Em ambos os graficos consideramos Eg = 0, h = 0, V = %,

U1 =—049e U2 = —0.51.

fmpares mudam de sinal pela troca (U, V) — (=U,—V). Na Fig. 4.3 consideramos Ey =0 e
h = 0 e avaliamos as grandezas termodindmicas para os dois pares distintos (I/; = 1, V) = —0.2)
e (Uy=-1,V2=0.2).

Na Fig. 4.3a tracamos a diferenga percentual do calor especifico e observamos que esta varia
de 0% para 3 = 0 a 25.38% para 3 = 0.5. No limite de altas temperaturas, a dependéncia em /3
do calor especifico por sitio difere significativamente para as duas fases. Para os mesmos valores
das constantes Ey, h, U e V calculamos a energia média por sitio. Na Fig. 4.3b mostramos
as curvas referentes a energia média por sitio e observamos que mesmo para 3 = 0 os valores
tracados sao diferentes e a dependéncia em 3 desta grandeza também difere significativamente

para as diferentes fases.

O comportamento das fungdes termodinadmicas com a temperatura para o case da banda
semi-cheia, na regido de altas temperaturas, é qualitativamente o mesmo que o observado no

caso de um quarto de banda.
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x 100%
E(p)

CUJ - CU:
Cu:

Figura 4.3: Na figura (a) mostramos a diferenga percentual a altas temperaturas do calor

especifico e na figura (b) as curvas referentes & energia média por sitio a altas temperaturas.

Em ambos os graficos consideramos Ey = 0, h = 0 e os pontos (U} = 1,V; = —-0.2) e (U, =

-1,V =0.2).

4.3 A termodinamica do modelo de Hubbard estendido
unidimensional versus a termodinamica do modelo de

spin-1 composto

4.3.1 Modelo de spin-1 composto
A hamiltoniana de Sélyom e Timonen [15, 16] para o modelo de spin-1 composto é

N
Hy = — > [J(S7SE, +SUSY,,) + ASPS;,, — D(SE)? — h(S)], (4.9)

=1

onde
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St =1l + 0, (4.10)

sendo ¢ = z,y,2, e T; € 0; 540 spin&% no sftio 4, mas distintos entre si. Temos anisotropia ao

longo da direcao z e ID € a anisotropia em um “dnico sitio”.

Antes de compararmos as fungdes termodindmicas entre os dois modelos, apresentamos as
transformacoes de Jordan-Wigner e mostramos como mapear o modelo de spin-1 composto, que
representa a soma de dois spz'ns-% distintos, no modelo de Hubbard estendido unidimensional

mais urna hamiltoniana de correlagdo infinita.

Definimos os operadores S como

S = L_[(07 £ 2) & ifo? + 7)] = 0F + 7. (4.11)

T \/§
Utilizamos a equacio (4.10) para reescrevermos a hamiltoniana em termos dos spins—% T €

5’.‘11
[J (a;roi]_l + 0;055-1) + Aol — hoi + D (af)z] +

[J (Ti+'fi11 + Tz'_Ti-Z-l) + Aty —hif+ D (th)2] +

INERINE

1

T

[J (Ti+ i+ —1—1}_03;_1) + Arfof, + DTizof] +

8

i=1

[J (ofriy + o; Thy) AT, D‘Tfﬁz] , (4.12)

+

op

i=1

I

que verificamos estar na forma

H=H,,+H, + H,; + H,, (4.13)

A cada termo H,, da hamiltoniana (4.13) aplicamos as transformactes de Jordan-Wigner,

-1
: i
cr;r = C}T exp {m ZCnTC”T} ,

n=1
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-1
;= i ¥
o; = CXp [~17r Z CnTCﬂT:l cji,

n=1

i—1
T = ¢ exp {m > clien +in Z CnTC”T:|

=1 n=1

j-1
77 = exp [—chnlcnl z’ﬂ'chTcn{l il

n=1 n=1

1

¢ = c}lcﬂ—ﬁ, (4.14)

onde c}a e ¢j; 580 0s operadores de criacdo e destruigio fermidnicos no sitio j e spin-o (o =1,1),
regpectivamente, e que satisfazem as relagdes de anticomutagdo usuais. Substituindo essas
transformacdes nas quatro hamiltonianas do L.d. da equacgdo (4.13), obtemos

o
i
)=

J A h D
[5 (C;[TCJ'-HT + C}-HTCjT) + Anynypr — (A -+ hngy 4 (Z + 5 + Z)] ,

(4.15a)

1

.
Il

-
Il

/ A h D
[—2— (cj‘icg'ﬂi + C_;r'+llcjl) + Angngiqy - (A + h)ngy + (Z + 5+ Z)
1

(4.15b)

J

wln_.

N g | - |
Z (61',11'251311 Ny ot gt nt C}lcj'i"lT +e S 0, e—WZQ’:m fing C;JrchjT) N
N N N

! A D
b2 Anmpeny 3 Dy = 5 2 (D &) oy m) ¢ Z ($+%)

j=1 j=1

(4.15¢)
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iﬂ'zj=1nj. iWZN:- Nat oF ) f'i‘n'ZN_- n —irSd _n 1
(e n nl e n=4+1 Cj-}-lj(CJTJre n=j+1 10T o 2 h=1Nal cj’[cj+1l -+

=1 i=1

N
Ho'r = Z
j=1
N N L N /A D
+ Y Angmger + Y Dogmgy - o S D+ A) (ngy +ng) + ) (Z + Z) -
jﬂl i=1
(4.15d)
Coomparando a hamiltoniana completa do modelo de spin-1 composto da soma de dois

spins-3 distintos, H = Hgo + Her + H,, + H,,, com a hamiltoniana do modelo de Hubbard
estendido unidimensional, expressdo (4.2), obtemos

H = Hp +ND+A+R)+

SR

N
E : ’i?TZj:l n in f_- n t T LT W o S N |

I:(e n=1nl o > =j+2 Mnt ij{(::’;_+_1T +e Zn41 I e Zﬂ-—j‘+2 T Cj-{»lfcji -+
J=1

. j . N . N . i
+ (8”23*:1““1 gi™ Lin=j1 nl c;chjT L gmiT Y inmger Bal I 3 e Pl C;ch+n) ], (4.16)

onde fazemos as seguinte identificagOes

%, A — 0, Ey— {(—2A—-D—h), U—2D, V—>-§— e u—0.

t—

Denominamos hamiltoniana de corda o tltimo operador do l.d. da equacio {4.16). Obser-
vamos que a hamiltoniana de corda é multiplicada apenas pela constante J.

Seeundo a referéncia [16], na regido de U-grande (% > 1), podemos aproximar a dinémica
do modelo composto pela soma de dois spz'ns—% pela hamiltoniana

H,, =~ Hy. + N(D + A+h), (4.17)

sendo Hj. a hamiltoniana do modelo de Hubbard estendido com as constantes dadas pelas
substituicdes (4.17).
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4.3.2 Termodindmica do modelo de Hubbard estendido unidimen-

sional versus o modelo de spin-1 composto

A funcéo de particdo do modelo de spin-1 composto na regiio de U-grande €

Z,, = ¢ PNOIATA Ty [ FHue] (4.18)

Nesta aproximacio a relagdo entre as energias livres de Helmholtz por sitio do modelo da soma
de dois spz'ns—%, para. U-grande, e o modelo de Hubbard estendido unidimensional ¢é,

Wi = Whe + (D + A+ h). (4.19)

Para estudar a validade da aproximacfo (4.17) comparamos a termodinamica da hamil-
toniana (4.16), onde incluimos a presenca de um campo magnético externo na direcao z, €
a termodindmica do modelo de Hubbard estendido unidimensional obtida na secdo 4.2. Na
referéncia [10] Rojas et al. obtiveram a expansdo em 3 da energia livre de Helmholtz por sitio
do modelo de spin-1 composto até ordem (3%, para quaisquer valores das constantes da hamilto-
niana (4.16). Comparamos, nesta secdo, a termodinédmica dos dois modelos na regiao de altas

temperaturas.

Nas comparacoes entre o modelo de Hubbard estendido unidimensional e o modelo de spin-1
composto, utilizamos J, = JA e J = L. Na [Fig. 4.4 apresentamos os graficos das diferengas
percentuals entre as susceptibilidades magnéticas estaticas dos dois modelos para diferentes
valores de A. Devemos mencionar que apenas a partir da ordem ° a susceptibilidade magnética

dos dois modelos difere.

Como pode ser observado na Iig. 4.4a, a diferenca percentual entre as susceptibilidades
magnéticas estdticas dos dois modelos néo é muito grande mesmo quando A /t < 1. NaFig. 4.4a
apresentamos as diferencas percentuais entre as susceptibilidades magnéticas dos dois modelos
para o seguinte conjunto de pardmetros: D = 0.5, h = 0, A, = —0.5 (linha tracejada) ¢
A, = 0.5 (linha chela). Em ambos os casos as diferencas percentuais se aproximam de 9% para

o intervalo de temperatura g € [0,0.8].

Na [ig. 4.4b apresentamos nNossos resultados para A = £3 no intervalo de temperatura
gelo, 0.2]. Para este conjunto de parametros as diferencas percentuais ndo ultrapassaim 0.6%.
Concluimos entdo que na regido onde A/t > 1 (limite de interacao forte entre os elétrons no
mesmo sitio), para esta fungéo termodindmica, o modelo de Hubbard estendido unidimensional

¢ uma boa aproximacgao para o modelo de spin-1 composto na reglao dc altas temperaturas.
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Figura 4.4: Nesta figura mostramos a diferenca percentual a altas temperaturas da susceptibi-
lidade magnética estdtica, na figura (a) A = +0.5 e na figura (b) A = +3.

Para outras fungoes termodindmicas como o valor médio do quadrado da componente z do

spin por sitio {{S7)%),

G

((S5)% = 3D (4.20)

obtemos que a diferenca percentual entre os dois modelos é menor que 0.8%, para o intervalo
B € (0,0.32], com o seguinte conjunto de pardmetros A € [-3,3], D =0 efou D = +3.

A funcéao de correlagio entre primeiros vizinhos da componente z do spin (S?SZ.,),

OW(B)

421
an b ( 2)

(87501) =

apresenta valores muito préximos para os dois modclos na regido de altas temperaturas e no
limite de grandec interagio entre os elétrons no mesmo sitio. Mesmo quando temos D = (.5,
A = X1 e h = 0 a maior diferenga percentual para esta funcio termodinamica para os dois
modelos é 5.69% para o intervalo 3 € [0, 0.32].
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As diferengas percentuais relativas ao calor especifico e & energia média por sitio entre os
dois modelos apresentam wvalores significativamente diferentes, mesmo no limite de interagio

forte entre os elétrons no mesmo sitic.

Na Fig. 4.5a apresentamos as curvas referentes & diferenga percentual do calor especifico
a altas temperaturas entre os dois modelos no limite de interagéo forte entre os elétrons no
mesmo sitio, no intervalo de temperatura 4 € [0,0.2]. Para as duas curvas utilizamos D = 0,
h =0, A = -3 (linha tracejada) e A = 3 (linha cheia). Note que no caso de configuragéo tipo
antiferromagnética (A = 3) a diferenga percentual cresce 4 medida que a temperatura abaixa,
enquanto, no caso de configuragio tipo ferromagnética (A = —3) esta decresce junto com a

temperatura.

A Fig. 4.5bmostra a diferenca percentual entre as energias médias por sitio dos dois modelos
para os seguintes valores dos parametros D =0, h =0, A; = 4 (linha cheia) e Ay = —4 (linha
tracejada). Ressaltamos que estes valores referem-se ao caso limite de interagio forte entre
os elétrons no mesmo sitio. Neste caso, verificamos que além de as diferencas percentuais a

altissimas temperaturas chegarem a 6%, estas também podem ser negativas.
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Figura 4.5: Diferengas percentuais entre os calores especificos e energias médias por sitio a
altas temperaturas. Na figura (a) consideramos h = 0, D = +3 ¢ A = +3. Na figura (b)
consideramos D=0, h=0e A = £4.
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No entanto, embora o valor desta fungao termodindmica ndo diminua para valores mais altos
de 3, isto nao garante que as propriedades termodinidmicas do modelo de spin-1 composto sio
bein descritas pelo modelo de Hubbard estendido unidimensional, no limite de interacio forte
entre os elétrons no mesmo sitio, na regido de altas temperaturas.

4.4 Discussao dos resultados

Neste capitulo estudamos as propriedades termodinamicas do modelo de Hubbard estendido
unidimensional na regizo de altas temperaturas e calculamos a expansao do grande potencial
deste modelo até ordem §°, estendendo o resultado anterior conhecido na literatura [39]. Os
coeficientes do grande potencial em cada ordem em £ sdo exatos e analiticos. A expanséo (A.1)
é vilida para guaisquer valores e sinais das constantes presentes na hamiltoniana (4.2). Da
expansao do grande potencial, obtemos nma expansio na regifio de altas temperaturas para
o potencial quimico com um quarto de banda preenchida; os coeficientes desta expansao sio
analiticos embora ndo sejam exatos. Neste caso, a expressio (A.2) é uma boa aproximagio para
o potencial quimico, e podemos sempre utilizar a expressao (A.1) para encontrar o potencial
quimico para qualquer nimero médio de elétrons distribuidos na rede.

Mostramos que as fungées termodinamicas do modelo de Hubbard estendido unidimensional,
com um quarto de banda preenchida, quando tomamos dois pontos proximos do diagrama de
fase em T = 0, tém a mesma dependéncia na temperatura na regido de altas temperaturas.
Ressaltamos que esta afirmacio permanece valida para a funcio de correlagfo entre primeiros
vizinhos ¢ para a susceptibilidade magnética estatica, que apresentam comportamentos distintos
em diferentes fases do diagrama em T = 0. Também comparamos as fungdes termodinamicas
nos pontos (U,V) e (=U,-V), que pertencem a diferentes fases no diagrama em T = 0, e
verificamos que estas funcdes exibem uma diferenga de comportamento consideravel na regiao

de altas temperaturas.

Comparamos as funcoes termodinamicas entre o modelo de Hubbard estendido unidimensi-
onal e o modelo de Sélyom e Timonen que corresponde ao modelo de spin-1 composto [15, 16],
para verificar se a aproximacao deste modelo composto pelo modelo de Hubbard estendido
unidimensional é valida na regido de altas temperaturas e no limite de interacdo forte entre
os elétrons da rede. Verificamos, neste regime que, a susceptibilidade magnética estética, a
funcdo de correlagao entre primeiros vizinhos e o valor médio do quadrado da componente z do
spin do modelo de spin-1 composto sio bem aproximados pelo modelo de Hubbard estendido

unidimensional e esta aproximagio permance satisfatdéria mesmo quando % < 1. Para o calor
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especifico e para a energia média por sitio, verificamos que o modelo de spin-1 composto nao
¢ bem aproximado pelo modelo de Hubbard estendido unidimensional, mesmo no regime de

interacao forte entre os elétrons da rede.



Capitulo 5

Estudo da termodinamica do modelo
de Thirring massivo na regiao de altas

temperaturas

5.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos o estudo da termodamica do modelo de Thirring massivo na regido
de altas temperaturas via o método de Rojas et al.. Na segdo 5.2 discutimos as vantagens do
método de Rojas et al. em relagido ao método de Charret et al., utilizado no capitulo 2 para
obtengfio dos coeficientes da expansdo de altas temperaturas do grande potencial do modelo
de Thirring massivo até ordem (3%, Na subsegio 5.2.1 discutimos as condiges para a imple-
mentacio do método de Rojas et al. e apresentamos a represcntacio matricial utilizada na
implementacdo desse método ao modelo de Thirring massivo. Discutimos na se¢éo 5.3 a ter-
modindmica do modelo de Thirring massivo na regiao de altas temperaturas obtida da expansao
em 3 do grande potencial até ordem (3°. A partir da expansao analitica do grande potencial
obtemos o comportamento de algumas quantidades fisicas: o parametro de ordem, o vértice
efetivo da interagfio e o calor especifico na regido de altas temperaturas para diferentes valores
de densidade linear de carga média e de massa, inclusive o caso em que m = 0. Apresentamos

na sccio 5.4 um resumo dos resultados obtidos neste capitulo da tese.

58
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5.2 A escolha do método de Rojas ¢t al.

No capitulo 2 calculamos os coeficientes analiticos e exatos da expansdo em altas temperaturas
da funcdo de partigdo gran candnica do modelo de Thirring massivo até ordem 33 via o método
de Charret et ol [5]. O préximo termo a ser calculado na expansdo em 3 desta funcio
termodindmica é o coeficiente de ordem * ($Tr[K*]). Ressaltamos que o operador K do
modelo de Thirring massivo contém 9 termos {veja a equagio (2.16)) e isso representa 9*
termos para serem analisados. Cada termo se quebra em dois ou mais subtermos que sao entédo
calculados. A grande maioria desses termos é nula, o que reduz significativamente o nimero real
de termos que contribuem para esta ordem da expansio. Somos nés que obtemos manualmente
os tipos de fermos que sdo nulos em cada ordem em 3 e que sdo entdo implementados no
programa gint. Ressaltamos que, & medida que a ordem n (de 8") aumenta, temos novos
tipos de configuragbes que podem dar contribuicdo nao nula para a fungio de particgo gran
canbnica. Cada termo nio nulo que contribui para Tr{K'| se quebra em diferentes integrais
grassmannianas e o cdlculo do peso de cada integral também ¢ realizado manualmente. S6
ap6s realizar a contagem dos graficos é que se obtém o coeficiente analitico exato da expansao
em altas temperaturas da funcio de particio gran candnica em ordem 3* via o método de
Charret et al.. E a partir desta funcdo termodinimica que calculamos o grande potencial, e
é nesta grandeza, no limite termodindmico (N — o), que estamos interessados pois esta é
uma grandeza intensiva. De todas as etapas necessariag para o cdlculo da expansdo de altas
temperaturas do grande potencial via 0 método de Charret et al., apenas o cdlculo das integrais
de Grassmann é que pode ser implementado em linguagem algébrica de programacao. Para
exemplificar o que significa essa Ultima frase, consideramos o caso particular do modelo de
Thirring massivo: o operador K contém 9 termos e, em ordem 3%, temos que realizar todos
os passos do método de Charret et ol para 9% = 6561 termos, sendo a maior parte desse

procedimento feito a mao, sem a ajuda da computagdo algébrica.

Devido as dificuldades em implementar o método de Charret et al. em ordens mais altas
em 3, utilizamos o método de Rojas et al. 7] para obtermos os coeficientes da expansao de
altas temperaturas do grande potencial do modelo de Thirring massivo. A grande vantagem
desse método é o fato dele poder ser quase inteiramente implementado em linguagem algébrica
de programacio. Além disso, nesse método, os coeficientes da expansao em altas temperaturas
do grande potencial sdo calculados diretamente e o resultado ja é obtido no limite termo-
dindmico (N — oo). Devido aos Tecursos computacionais disponineis, obtemos os coeficientes
da expansio em altas temperaturas do grande potencial do modelo de Thirring massivo via o

método de Rojas et al até ordem 3° (9* + 9° + 95 termos s@o analisados durante o célculo,
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sendo que necessitamos determinar manualmente em cada ordem 8" n = 4,5 e 6, que tipo
de termos ¢ identicamente nulo para optimizarmos, nos programas algébricos, a utilizacio de
memoria RAM 1), E importante ressaltar que, no método de Rojas et al., precisamos utilizar
o operador K do modelo de Thirring massivo na sua forma renormalizada, onde as divergéncias
e a dependéncia no parametro regulador a ja foram removidas.

5.2.1 Obtencao do coeficientes da expansao em altas temperaturas

do grande potencial via o método de Rojas et al.

Quando escrevemos o operador K do modelo de Thirring massivo numa rede de espagamento
a e N sitios, aparecem divergencias do tipe }1 neste operador. Como o resultado do método de
Rojas et al. sido os coeficientes da expansdo em altas temperaturas do grande potencial ji no
limite termodindmico, ndo pode haver nenhuma divergéncia neste resultado, uma vez que isso
significaria termos um modelo inconsistente. No apéndice B apresentamos a renormalizagdo do
modelo de Thirring massivo ¢ mostramos que a renormalizacio escolhida preserva as identidades
de Ward-Takahashi.

Para utilizarmos o método de Rojas et al. para calcular a termodinidmica, na regiao de
altas temperaturas, do modelo de Thirring massivo precisamos que o operador K renormalizado
esteja na forma Kg = Zfi 1 Kiir1. Como verificamos pela equacdo (B.7) este operador jd se

encontra nesta forma e, por conveniéneia, o reescrevemos como

Kr= i (Ci+ Niiv1)g (5.1)
i1
onde
2
Cirp = —HR Z \i‘;R(n, t)li!a,R(n, )+
a=1
- 4gRli!LR(n, 1), r(n, t)li!;R(n, ¥, r(n, t) (5.2)

é o conjunto de operadores que comutam entre si e

Ni,'i,«}-l;R = tg ‘i‘LR(TL, t)liiljg_(n + 1, t) + t*RliJ;R(TL, t)‘ijg'R(n + ]., t)+
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+ t*ﬁ‘i’I,R(n + 1,808 5(n,t) + tR‘i’;,,R(” + 1,605 (n,t) +

~ mr (\i!{ﬁ(n, 8%, rln, t) -+ B 5 (n, )T a(n, t)) (5.3)

¢ o conjunto de operadores que nfo comutam entre si.

Escrevemos a representagio matricial do operador Ky utilizando a decomposigdo (5.1), onde
o operador C; g é escrito como uma tnica matriz e os demais operadores s&o escritos em termos
de produtos de representacoes matriciais dos operadores de criagao e aniquilacéo ‘iﬁa r(n,t) e
li!a, r(n,t), respectivamente. Utilizamos a basc dos auto-estados do nimero de particulas em
cada sitio para escrever a base no espago produtode a=1e a=2: {|01® | 0)s, | 1)1® | 0)s,

| 0}1® | 1o, | 1)1® | 1)2}, na qual escrevemos a representagao matricial dos operadores,

0 00O 0000
1 000 ¢ 000
Pl o(3) = e Ul () = : 5.4
1,R(3) 00 0 0 2,R( ) 100 0 (5.4)
0010 ; 0100 .
0 0 0 0
0 — 0 0
Cali) = - (5.5)
0 0 — iR 0
0 0 0 —4gr —2ur
comi=1,23--. N, sendo N o nlimero de sitios espaciais na cadeia periédica. Note que as

matrizes W} g(1)!, Wa r(2) € Cr(i) sdo definidas num nico sitio ¢. Utilizando a decomposigao
(5.1) do operador Ky e as representacdes matriciais (5.4) e (5.5), obtemos a funcio auxiliar
o(\) (veja a equagio (3.30)) do modelo de Thirring massivo. A partir desta funciio w(A) do
modelo calculamos os coeficientes da expansiao em altas temperaturas do grande potencial do
modelo de Thirring massivo até ordem 8% (que corresponde ao termo 5 da funcdo de particdo
gran candnica). Nossa expansio do grande potencial até ordem f° é apresentada na equacéo
(C.1) do apéndice C. Devemos observar que a expansio até ordem $° do grande potencial do
modelo de Thirring massivo nao apresenta nenhuma singularidade em mpg = 0, de forma que
esta expressio continua sendo verdadeira para o modelo sem massa (mg = 0). Além disso, a
expressao (C.1) é vélida para qualquer regime de massa e constante de acoplamento, inclusive

para valores negativos de gg.
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5.3 Estudo da termodinamica do modelo de Thirring

massivo na regiao de altas temperaturas

No estudo da termodinamica do modelo de Hubbard estendido unidimensional {14] a constante
do movimento que introduzimos multiplicando o potencial quimico é o ntimero total de elétrons
na cadeia, que é a quantidade conservada neste modelo. Na escala de energia em que tratamos
o modelo de Thirring massivo ha a possibilidade de criacdo e aniquilacio de pares elétron-
positron. Dessa forma, a quantidade que se conserva nesse modelo € a carga elétrica total, que
introduzimos no operator K do modelo {veja as equacdes (2.7)-(2.9)). Como estamos supondo
a invarifncia translacional do modelo, a densidade linear de carga média {p) pode variar no
intervalo [-1,1]. Para a densidade linear de carga média igual a zero ({p) = 0) ¢ sabido que o
modelo de Thirring masssivo e o modelo de sine-Gordon sdo equivalentes {43]. Essa equivaléncia
é estabelecida termo a termo na expanséo perturbativa dos dois modelos e a relagdo entre as
constantes de acoplamento desses modelos no setor de densidade lincar de carga média nula ¢
dada por %—Z =1— E%E, onde 3 é a constante de acoplamento do modelo de sine-Gordon e gg
é a constante de acoplamento do modelo de Thirring massivo renormalizado. Neste regime a
constante de acoplamento gz do modelo de Thirring massivo tem significado fisico no intervalo
gr € [0,7/4]. Para gg = 0 a teoria ¢ livre e para gr > % a teoria ndo é consistente pois nao
apresenta estado fundamental. Para o modelo de Thirring sem massa essa regido se estende
para 0 < gr < %, este intervalo é valido para qualquer valor do parametro de massa. Nossa
proposta é estudar, a partir da expansao (C.1) do grande potencial do modelo de Thirring
massivo, no continuo, a dependéneia na temperatura de quantidades fisicas como o pardmetro
de ordem, o vértice efetivo da interagio e o calor especifico no setor de densidade linear de carga
média nula, {p) = 0, e verificar a influéncia do potencial quimico nfo nulo nessas quantidades

na regiao de altas temperaturas.

5.3.1 A densidade de carga média

Estudamos a termodindmica do modelo de Thirring massivo na regido de altas temperaturas
para diversos valores de densidade linear de carga média no intervalo (p) € {—1,1]. A relagdo
entre a densidade linear de carga média e o potencial quimico é (veja a equagdo (2.26))
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Para cada valor de densidade linear de carga média obtemos um valor para o potencial
quimico. No caso em que (p) = 1, o potencial quimico é independente da temperatura, pg =
—2gr. Nos outros casos que estudamos, o potencial quimico é um polindmio de quarta orderm
em g cujos coeficientes possuem uma expansao em [ até ordem 8°. BEste polindémio em pg
nao pode ser resolvido exatamente para valores arbitrdrios das constantes mp ¢ gg presentes no
operador Kg do modelo de Thirring massivo renormalizado (B.7). Entretanto, obtemos uma
expressio analitica aproximada patra os coeficientes das expansoes em [ dos potenciais quimicos
para diferentes valores de {p). Apresentamos no apendice C as expansoes er 4 do potencial
quimico para: (p) = —1 (eq. (C.3)), {p) = —0.5 (eq. (C.5)), {p) = 0 (eq. (C.7)), (p} = 0.1 (eq.
(C.9)) e (p) = 0.5 (eq. (C.11)).

Na segunda metade da década de 80, Yokota [19], utilizando o método de integral funcional,
estudou as funcdes de Green do modelo de Thirring sem massa para T' # 0 e p # 0 e mostrou que
o potencial termodindmico desse modelo néo € alterado pelos efeitos da temperatura. Baseado
nesse resultado, Yokota mostrou que a relagdo entre o potencial quimico e a densidade linear de
carga média desse modelo ¢ independente da temperatura 7. Utilizando o formalismo de tempo
imagindrio, Alvarez-Estrada e Nicola [13] reviram o modelo de Thirring sem massa (também
com T e y diferentes de zero) no final da década de 90. A densidade linear de carga média
foi caleulada e uma correcio ao resultado de Yokota foi encontrada. As expressoes para a
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densidade linear de carga média encontrada nesses trabalhos sao

oy =5 e (phapun = ﬁ%g (5.7)
onde ¢ é a constante de acoplamento do modelo de Thirring sem massa na referéncia [13] e
estd associada A constante de acoplamento do modelo de Thirring massivo renormalizado pela
relagao: —9;—2-—> gr. Note que o primeiro resultado & esquerda na equagao (5.7) é equivalente a
densidade de carga média de um gés de férmions livres. Enquanto o segundo a direita leva em
conta as interagdes entre os férmions e, desse modo, a densidade de carga média ganha uma

correcio em g'.

Nossos resultados sio obtidos para o modelo de Thirring massivo. Entretanto, ndo ha
singularidades no grande potencial quando tomamos mp = 0. Isso significa que a densidade
de carga média do modelo de Thirring sem massa pode ser obtida da expressao (5.6) apenas
substituindo mgp = 0. £ importante ressaltar que mesmo nesse regime de massa a densidade
linear de carga média obtida via o método de Rojas et al. ¢ um polinomio de quinto grau
em itp. Fssa é uma importante corregio aos resultados de Yokota e Alvarez-Estrada e Nicola
e mostra que no formalismo utilizado a relagio entre a densidade linear de carga média e
o potencial quimico é dependente da temperatura. Note que, para densidade lincar de carga
média igual a 1, cada um dos métodos acima admite um valor distinto para o potencial quimico.
O tratamento de Yokota leva a um valor do potencial quimico constante g = 7 ¢ no formalismo
de Alvarez-Estrada e Nicola o potencial quimico depende da constante de acoplamento g (veja
a equacio (5.7)). Em termos de g definida em (B.6) o potencial quimico encontrado via o
formalismo de tempo imagindrio é p = m — 2gr. No nosso tratamento encontramos que, para

densidade linear de carga média igual a 1, o potencial quimico vale pg = —2gr.

5.3.2 O parametro de ordem

A relagio entre o pardmetro de ordem ¢ (massa efetiva a temperatura T) e o grande potencial

do modelo de Thirring massivo &

Wi

e (5.8)

g =

Substituindo a expansao (C.1) em (5.8}, obtemos
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Uma observagao importante que devemos fazer arespeito desse resultado € que para qualquer
valor da constante de acoplamento gy, a simetria quiral do modelo de Thirring sem massa é
preservada a altas temperaturas via o método de Rojas et al.. Para verificar essa afirmacao
basta tomarmos mpr = 0 no operador Kg do modelo de Thirring massivo (B.7). Com essa
condigan, os coeficientes na expanséo (5.9) que obtemos para o parametro de ordem séo todos
nulos e nenhum termo sobrevive para nenhum valor de gg, inclusive gr = 5. Na referéncia, [44],
MeCoy e Wu discutemn a questao da geracio dinamica de massa para o modelo de Thirring sem
massa, ¢ mostram que este processo ocorre para um unico valor da constante de acoplamento,
gr = %. Nesse trabalho, os autores mostram que tomando-se cuidadosamente dois limites
simultaneos no modelo de Thirring sem massa, a — 0 e A — —1, onde o é 0 espagamento
entre os sitios da rede e A = j—:, com J, e J, representando os parametros da hamiltoniana
do modelo XY Z de Heisenberg, observa-se que hé geracao dindmica de massa para um valor
especifico de gr, gr = . Portanto, nio conseguimos reproduzir a geragao dinamica de massa
da referéncia [44] com os resultados obtidos via o método de Rojas et al. pois ndo é possivel

implementar nos cdlculos esses dois limites simultaneamente.

Estudamos o comportamento do pardmetro de ordem para diversos valores distintos da,
densidade linear de carga média no intervalo {p) € [—1,1]. Observamos o fato de que, para o
intervalo de temperatura que estudamos, § € [0,0.12], as curvas que representam o parametro
de ordem em funcao de 8 séo todas crescentes. O intervalo em (8 é escolhido de forma que o
termo de ordem mais elevada em 3 da expansao do parimetro de ordem seja < 5% do valor total
dessa funcdo. Um critério similar € utilizado para todas as quantidades fisicas. Além disso, as
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curvas que representamn os parametros de ordem para as diferentes densidades de carga médias
vio a zero quando J = 0. A diferenca entre essas curvas é que, para valores negativos da
densidade linear de carga média, a inclinagdo das curvas é muito maior. A Fig. 5.1 ilustra esses
resultados para mg = 0.5 e mp = 1, respectivamente. Nos dois graficos da Fig. 5.1 utilizamos
Gr = % Para verificarmos a influéncia do potencial quimico ndo nulo no parametro de ordem,
na Fig. 5.1 consideramos diferentes valores de densidade linear de carga.
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Figura 5.1: Apresentamos o parametro de ordem em fungio do inverso da temperatura (e
a influéncia da densidade linear de carga nesta fungio. Na figura (a) apresentamos nossos
resultados para my = 0.5 e na figura (b) utilizamos mg = 1. Em ambas as figuras temos

==
gR—g'

O que se observa na Fig. 5.1 é que o comportamento das curvas nao se altera qualita-
tivamente pelas variagbes nos valores de mg e de {p). Apenas as inclinagdes das curvas sao
alteradas quando variamos esses parametros. Notamos que as curvas nao se interceptam em
nenhum dos casos acima. Percebemos pela Fig. 5.1 que, se aumentarmos o valor da energia
de repouso dos férmions, o pardmetro de ordem aumenta com a mesma escala. Como estamos
numa regiao de altas temperaturas, as energias térmicas envolvidas sdo rmuito maiores que as
energias de repouso dos férmions. Por isso para § — 0 o modelo se comporta como sendo de

massa efetiva nula (¢ — 0).
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5.3.3 O vértice efetivo da interacao

Estudamos o comportamento do vértice efetivo da interacdo do modelo de Thirring massivo
na regido de altas temperaturas para diferentes valores da densidade linear de carga média (p)
e do parimetro de massa mg. Esperamos que, mesmo na regido de altas energias, o vértice
efetivo da interagdo seja fortemente afetado pelos diferentes valores da densidade linear de
carga média. Ressaltamos que essa quantidade ffsica representa a interacio entre os férmions
da rede. Como obtivernos a expanséo em [ aproximada do potencial quimico para diferentes
valores de densidade linear de carga, desejamos verificar a influéncia de cargas médias néo nules

na intensidade do acoplamento das correntes fermidnicas.

Obtemos o vértice efetivo da interagio como um polindmio em J a partir da expressao do
grande potencial do modelo de Thirring massivo renormalizado (C.1) através da relacio

aWThz
of = — (5.10)
Gef 89R
O resultado obtido é
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Para a densidade linear de carga média igual a 1, o potencial quimico é constante ¢ nao
depende de 3, de forma que, no limite § -+ 0 a curva que representa o vértice efetivo da
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interacdo corta o eixo vertical no ponto g.; = 1. Para os demais valores da densidade linear
de carga média temos uma expansio em [ para o potencial quimico de ordem 3*. Em cada
caso, devemos substituir a expansdo em  do potencial quimico na expressido do vértice efetivo
da interacdo (5.11) e, truncar a série em ordem (3°. Como para cada valor da densidade linear
de carga média obtemos uma expressao distinta para o potencial quimico, esperamos que as
curvas que representam o vértice efetivo da interagio nos diversos casos cortem o eixo vertical

em pontos distintos.

Estudamos o vértice efetivo da interagéio para diversos valores da densidade de carga média
no intervalo {p) € [—1,1] e para valores do pardmentro de massa fixos em mg =0 e mg = L.

Apresentamos nossos resultados na Iig. 5.2.
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Figura 5.2: Apresentamos a dependéncia do vértice efetivo de interagdio com a temperatura e
a influéncia da densidade linear de carga nao nula nesta fungio. Na figura (a) temos mg =0e

na figura (b), mg = 1. Em ambas as figuras temos gr = §-

Como esperado, as curvas do vértice efetivo da interago apresentam alteragao significativa
para os diversos valores da densidade linear de carga média. Em particular, verificamos que essa
grandeza fisica cresce com a densidade linear de carga média, assumindo seu maior valor para
{p) = 1 e seu menor valor para {p) = —1. Note que para valores da densidade linear de carga

positivos, as curvas que representam o vértice efetivo da interagao sao retas quase paralelas ao
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eixo horizontal e estdo na regifio g.; > 0. A medida que diminnimos o valor da densidade linear
de carga média, os graficos também sdo aproximadamente retas mas apresentam coeficiente
angular negativo que aumenta com a diminui¢do da densidade linear de carga média. Para
a densidade linear de carga média nula, a curva que representa o vértice efetivo da interagéo
é uma reta com coeficiente angular negativo e estd na regido g.; < 0. Observando a Fig.
5.2 verificamos que a energia de repouso dos férmions ndo altera significativamente as curvas
que representam o vérfice efetivo da interagao. Calculamos as diferencas percentuais entre as
curvas da Fig. 5.2 com os respectivos valores de densidade linear de carga. O maior valor dessa
diferenca encontrado foi 1.5%, referente & densidade linear de carga média igual a 0.

5.3.4 O calor especifico

O calor especifico do modelo de Thirring massivo é obtido da expressao

8 (ﬁWTm) (5.12)
ap*

Utilizando o grande potencial renormalizado (C.1), obtemos a expanséo em [ para o calor
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Estudamos o calor especifico na regiao de altas temperaturas em duas situacdes distintas. Na
primeira, fixamos a densidade linear de carga média em {p) = 0 e observamos o comportamento
do calor especifico com a constante de acoplamento do modelo de Thirring massivo dentro e
fora do intervalo gr € [0,%]. Ressaltamos que, para a densidade linear de carga média nula,
tomar a constante de acoplamento gy na regido gr > T implica um modelo onde nao existe um
estado fundamental de energia.

Na Fig. 5.3 apresentamos as diferencas percentuais entre os calores especificos com o valor da
densidade de carga média fixo em (p) = 0 para diferentes valores da constante de acoplamento

9r, onde definimos essas diferencas como:

CL(m:») - Cy (m<)

100% 514
Cotma) X (3 (5.14)

dif% =

onde m., cortesponde a massa maior e m. a mMassa menor.

Da TFig. 5.3 verificamos gr = 1 e 2, que correspondem a constante de acoplamento maiores
que o valor critico g, = §, as curvas ndo apresentam um comportamento anémalo para o caso
de densidade linear de carga média mula, {p} = 0. Observamos igualmente, dos graficos dessa
figura, que o valor da massa dos férmions néo influencia significativamente o comportamento
do calor especifico na regido de altas temperaturas.

Na segunda, situacao que estudamos, fixamos o valor de ggr e variamos o valor da densidade
linear de carga média. Escolhemos um valor da constante de acoplamento dentro do intervalo
de validade de gp para a densidade linear de carga média nula (tomamos gp = 3 ). Estudamos
o comportamento do calor especifico para diferentes valores de densidade linear de carga no
intervalo {p) € [—1,1] e valores do parametro de massa fixos. Para cada valor da densidade
linear de carga média, a curva que representa o calor especifico deve cortar o eixo vertical num
ponto diferente, uma vez que, para cada valor da densidade de carga meédia, obtemos uma
expressdo distinta para o potencial quimico. Apresentamos nossos resultados na I'ig. 5.4.
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Figura 5.3: Apresentamos as diferengas percentuais (5.14) entre os calores especificos em fungéo
de A para o valor da densidade linear de carga fixo em (p) = 0 para diferentes valores da
constante de acoplamento gr. Na figura (a) apresentamos as diferengas percentuais de C, para
mpr = 1 e mp = 0.5. Na figura (b) temos a diferenga percentual do calor especifico entre
mgr = 1 e mg = 0. Na figura (c) a diferen¢a percentual dessa fungao termodinamica entre

mR:0.5emR=O.

Ohservamos que o calor especifico é fortemente afetado por valores distintos da densidade
linear de carga média. Isso significa que a diferenga entre o nimero de elétrons e o nimero de
pésitrons presentes na rede, e a conseqiiente interagio entre os férmions, se reflete no compor-
tamento do calor especifico na regido de altas temperaturas. Observamos também que o calor
especifico cresce com o inverso da densidade linear de carga média, assumindo seu mator valor
quando {p) = —1 e seu menor valor para {p) = 1. Entretanto, verificamos que a massa dos
férmions nao afeta significativamente o comportamento do calor especifico nesta escala de ener-
gia. Para cada valor da densidade linear de carga média aprescntados na Fig. 5.4, calculamos
as diferencas percentuais entre os calores especificos dos férmions com mg = 0.5e mp =1 utili-
zando a defini¢cio (5.14). Verificamos que o maior valor para essa diferenga € aproximadamente

4.6% e ocorte para {p) = 1.
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Figura 5.4: Apresentamos os resultados para o calor especifico em fungio de [§ com gg = § para
diferentes densidades lineares de carga. Na figura (a) temos mg = 0 e na figura (b), mp = 1.

5.4 Discussao dos resultados

Neste capitulo apresentamos o estudo da termodindmica do modelo de Thirring massivo na
regifio de altas temperaturas e calculamos os coeficientes da expansdo do grande potencial até
ordem /3 via o método de Rojas et al.. Ressaltamos que os coeficientes da expansdo em altas
temperaturas do grande potencial do modelo de Thirring massivo sdo analiticos e exatos. Como
discutido na se¢iio 2.7 para obtermos os coeficientes da expanséo (C.1) do grande potencial via
a integral funcional do modelo de Thirring massivo, teriamos que calculéd-la até 6- loops. A partir
dessa expansdo obtemos as expressies aproximadas para o potencial quimico para diferentes
valores da densidade linear de carga média. Essas expressoes sido solugdes de polindmios de
quinto grau em up (exceto para o caso (p) = 1, onde ur = —2gg) € sdo apresentadas no
apéndice C. Destacamos que essas expressdes sfo excelentes aproximacOes para o potencial
quimico obtido, para os diferentes valores da densidade linear de carga média.

Estudamos o comportamento das quantidades fisicas do modelo de Thirring massivo na
regiao de altas temperaturas e estudamos a dependéncia dessas quantidades para diversos
valores da densidade linear de carga média e da energia de repouso dos férmions. Temos a
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possibilidade de estudar a infiuéncia do potencial quimico ndo nulo nas quantidades fisicas, uma
vez que temos expressodes analiticas para essa funcdo para diferentes valores de (p). Comparamos
nossos resultados para a expressdo da densidade linear de carga média com os resultados das
referéncias [13] e [19] e mostramos que, no nosso formalismo, essa quantidade é dependente da
constante de acoplamento e do inverso da temperatura . Nessas referéncias, a constante de
acoplamento € independente da temperatura.

Mostramos que o pardmetro de ordem nao é sensivel aos valores distintos da densidade linear
de carga média ¢ que, ao duplicarmos o valor da massa de repouso dos férmions, hd também
a duplicacio dessa quantidade fisica. Entretanto, nio verificamos nenhuma alteragdo na forma
das curvas que representam o pardmetro de ordem. Ressaltamos que ndo hd singularidades
na expansio em altas temperaturas (B.7) do grande potencial do modelo de Thirring massivo
quando tomamos mg = 0. Dessa forma, obtemos a expansao em altas temperaturas do modelo
de Thirring sem massa apenas substituindo mg = 0 na expressiao (C.1). Observamos que nesse
caso a invaridncia quiral do modelo sem massa € preservada na regido de altas temperaturas
via 0 método de Rojas ef al.. Ressaltamos que ndo recuperamos os resultados da referéncia
[44], onde verifica-se a geragdo dindmica de massa para o modelo de Thirring sem massa para
9r = %-

Estudamos o comportamento do vértice efetivo da interacdo e verificamos que este nao é
sensivel a variacSes na energia de repouso dos férmions. Entretanto, essa quantidade fisica é
fortemente afetada pelas variacoes nos valores da densidade linear de carga média. A Ultima
grandeza que estudamos foi 0 calor especifico. Mostramos que, como esperado, essa quantidade
nao percebe a auséncia do estado fundamental para gg > § do modelo de Thirring massivo
na regido de altissimas temperaturas 3 € [0,0.01]. Verificamos que o calor especifico ¢ muito
sensivel a variacoes nos valores da densidade linear de carga média e que cste cresce como

inverso da densidade linear de carga média.



Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Nesta tese estudamos a termodinamica do modelo de Thirring massivo e do modelo de
Hubbard estendido unidimensional na regiao de altas temperaturas. Utilizamos o método de
Charret et al. para obter os coeficientes analiticos e exatos da expansio des altas temperaturas
da funcao de particdo do modelo de Thirring massivo. Devido as dificuldades de implementacéo
desse método e levando em conta que a hamiltoniana do modelo de Thirring massivo contém 9
termos, o utilizamos para calcular os coeficientes dessa expansao até ordem °. Para obtermos
os coeficientes da expansao em altas temperaturas do grande potencial do modelo de Thirring
massivo em ordens mais altas em 53, utilizamos o método de Rojas et al.. Uma das maiores
vantagens desse tltimo método é que ele pode ser quase inteiramente implementado em lingua-
gem algébrica de programagio. Além disso, o resultado obtido sfio os coeficientes da expanséo
em altas temperaturas do grande potencial no limite termodinamico.

Como um laboratério para a aplicacio do método de Rojas et al. em modelos fermiénicos,
o aplicamos ao modelo de Hubbard estendido unidimensional e calculamos os coeficientes
analfticos e exatos da expansdo em altas temperaturas do seu grande potencial até ordem 3
i14]. Ressaltamos que esta é a primeira vez que esse método é aplicado a modelos fermiénicos.
A partir da expressio do grande potencial do modelo de Hubbard estendido unidimensional
calculamos quantidades fisicas como o calor especifico, a susceptibilidade magnética, a ener-
gia média por sitio e a correlagio entre primeiros vizinhos para o potencial quimico com um
quarto de banda preenchida. Mostramos que para esse nimero de ocupagio a expressao do
potencial quimico é um polinémio de quarto grau em y com coeficientes expandidos até ordem
3% Os coeficientes dessa expansio sdo analiticos, embora ndo sejam exatos, e representam uma
excelente aproximacao para o valor do potencial quimico para um quarto de banda preenchida.
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Mostramos que, na regiio de altas temperaturas, as fun¢des termodinamicas do modelo
de Hubbard estendido unidimensional, com um quarto de banda preenchida, tém dependéncia
similar na temperatura quando tomamos dois pontos préximos, mas em fases distintas, no
diagrama de fase do modelo em T = 0. Quantidades fisicas como a susceptibilidade magnética
e a funcio de correlacio entre primeiros vizinhos tém comportamentos distintos nas diferentes
fases do diagrama de fase em 7' = 0. Para essas quantidades mostramos que a dependéncia
com a temperatura também é essencialmente a mesma quando tomamos pontos préximos mas
em fases distintas no diagrama de fase em 7' = 0, com um quarto de banda preenchida, na
regido de altas temperaturas. Estudamos o comportamento dessas fungoes termodindmicas
para valores das constantes U e V nos pontos (U, V) e (—U, —V) que correspondem a fases
distintas no diagrama de fase em T = 0 e observamos que a diferenca de comportamento dessas
quantidades fisicas na regido de altas temperaturas € aprecidvel. Alcancando uma diferenga
percentual superior a 25%, para o calor especifico na regiao de altas temperaturas.

Para temperatura zero, é conhecido na literatura que no regime de U-grande o modelo de
Hubbard estendido unidimensional pode ser mapeado no modelo de spin-1 composto da soma
de dois spins—% distintos. Comparamos as fungdes termodinimicas desses dois modelos para
verificarmos se essa aproximacdo permanece vdlida na regidio de altas temperaturas e no limite
de interacdo forte entre os elétrons da rede. Mostramos que, nesse regime, o calor especifico
¢ o cnergia média por sitio desses modelos ndo tém comportamento cquivalente e, portanto,
o modelo de spin-1 composto no é bem aproximado pelo modelo de Hubbard estendido uni-
dimensional. Entretanto, quantidades fisicas como a susceptibilidade magnética estdtica, a
funcio de correlacio entre primeiros vizinhos e o valor médio da componente z do spin desses
dois modelos tém comportamento semelhante, inclusive na regiao % < 1. Portanto, para es-
sas funcdes termodindmicas a aproximacio entre o modelo de spin-1 composto e © modelo de

Hubbard estendido unidimensional é satisfatoria.

Utilizando o método de Rojas et al., obtemos os coeficientes analiticos e exatos da expansao
ern altas temperaturas do grande potencial do medelo de Thirring massivo até ordem [3°.
Ressaltamos que é possivel calcular via integral funcional a dependéncia na temperatura do
grande potencial deste modelo. No entanto, para obtermos os coeficientes exatos da expansio
em (3 dessa funcio até ordem [° terfamos que calcular, na integral funcional, até 6-loops.
Para implementar os métodos de Charret et ol e de Rojas et al. escrevemos o modelo de
Thirring massivo numa rede de espagamento a e N sitios. E conhecido na literatura [23] que
a discretizacdo de modelos fermidnicos em qualquer dimensao espacial, provoca a duplicagao
dos graus de liberdade dos férmions quando o espagamento a é nio nulo, como ocorre nos
trabalhos numéricos via Monte Carlo. Entretanto, como nossos resultados sdo calculados via
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o método de Rojas et al., e este nos da os resultados no limite termodindmico {a — 0), nao
precisamos utilizar nenhum método para remover os graus de liberdade fermiénicos extras que
aparecem nos modelos de rede. Calculamos a renormalizacdo do modelo de Thirring massivo e
mostramos que apenas uma renormalizacio multiplicativa nos campos fermidnicos é necessaria
para remover as divergéncias no limite do continuo (a — 0). Utilizando o modelo de Thirring
massivo renormalizado obtemos a expansdo em altas temperaturas do grande potencial do
modelo até ordem F° para qualquer regime de massa e constante de acoplamento. Os nossos
resultados também sio validos para valores negativos da constante de acoplamento.

Obtemos expansdes aproximadas para o potencial quimico para diversos valores da densi-
dade linear de carga média {p) € [—1,1]. Ressaltamos que, exceto para o caso {p} = 1 onde
o potencial quimico ¢ independente da temperatura (up = —2gg), as relagdes entre a densi-
dade linear de carga média e 0 potencial quimico sao polindmios de quinto grau em pg. Os
coeficientes das expansGes sdo analiticos embora ndo sejam exatos. As relacGes entre {p) e pg
apresentadas nas referéncias [13] e [19], para o modelo de Thirring sem massa para T # 0 e
p # 0, ndo sao recuperadas pelos nossos resultados.

Estudamos o comportamento do pardmetro de ordem na regido de altas temperaturas e
mostramos que essa quantidade fisica nédo é sensivel a variagdes nos valores da densidade linear
de carga média. Entretanto, quando duplicamos a massa de repouso dos férmions, héd também
a duplicacdo dessa quantidade fisica. A invaridincia quiral para o modelo de Thirring sem massa
niao é quebrada na regido de altas temperaturas para nenhum valor da constante de acopla-
mento. £ conhecido na literatura [44] que, para um tinico valor da constante de acoplamento,
gr = %, hd a geracdo dinidmica de massa no modelo de Thirring sem massa. Para que isso
ocorra é necessario impor os limites de massa e constante de acoplamento de forma simultanea
e preservar uma condigao especifica. Como nossos resultados sdo obtidos diretamente no limite
termodindmico, ndo conseguimos tomar csses limites simultdneos ¢, portanto, nao conseguimos

obter a geragio dindmica de massa em gg = § via o0 método de Rojas et al..

Verificamos que o vértice efetivo da interagdo ndo é sensivel a variacoes nos valores do
parametro de massa, embora essa quantidade fisica seja fortemente afetada por variagbes nos
valores da densidade linear de carga média. Verificamos que essa quantidade fisica cresce a
medida que aumentamos o valor da densidade linear de carga média. Para a densidade linear
de carga média nula, o modelo de Thirring massivo é equivalente ao modelo de sine-Gordon [43].
Nesse regime, a constante de acoplamento do modelo de Thirring massivo tem significado fisico
no intervalo g € {0,%] e, para g > § nio hd um estado fundamental de energia. Estudamos
o calor especifico na regifo de altissimas temperaturas para a densidade linear de carga média
nula e verificamos que esta quantidade fisica ndo apresenta comportamento anomalo devido a
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auséncia do estado fundamental de energia. Observamos que o calor especifico é fortemente
afetado quando variamos os valores da densidade linear de carga média e que essa quantidade
fisica cresce com o inverso de {p). Nio verificamos alteracdes significativas nas curvas que
representam o calor especifico quando fixamos o valor da densidade linear de carga média e
variamos o valor do parimetro de massa. Espcramos que optimizagdes na implementacio do
método de Rojas et al., permitam calcular os coeficientes da expansédo em altas temperaturas
do grande potencial dos modelos estudados nessa tese em ordens mais altas em 3.

Como uma continuacio do trabalho atual desejamos estudar a termodindmica, na regiéo de
altas temperaturas, do modelo de Hubbard estendido unidimensional tipo escada [45, 46] e do
modelo de Hubbard de cadeias ferromagnéticas [47]. Esses modelos quase-unidimensionals sao
formados por duas cadeias de férmions com spins distintos e representam um passo importante
na direcio do estudo de materiais supercondutores bidimensionalis reais. Entretanto, devido aos
recursos computacionais disponiveis, a implementagio do método de Rojas et al. ncsses modelos
ainda ndo é possivel. As matrizes que representam os operadores do modelo de Hubbard
estendido unidimensional tipo escada tém dimensao 16 x 16 e as que representarmm o modelo de
Hubbard de cadeias ferromagnéticas tém dimensio 64 x 64. Estamos atualmente optimizando o
método de Rojas et al. na lingnagem algébrica de programacéo maple 8. Com essas melhorias,
esperamnos obter os coeficientes da expansio em altas temperaturas do grande potencial desses

modelos acima até ordem f°.

Uma extensdo natural dessa tese é o estudo da termodindmica do modelo de Gross-Neveu
3], que também é um modelo fermidnico em D = 2(1 + 1) com interagdo qudrtica, cuja a

interacio é diferente daquela encontrada no modelo de Thirring massivo.

Finalmente uma possibilidade muito interessante para a aplicagdo do método de Rojas et al.
que ainda nio foi implementada é o estudo da termodinamica na regido de altas temperaturas
de modelos que contenham intera¢Ges entre bdsons e férmions, como por exemplo o modelo
de Schwinger e o modelo de Schwinger andémalo. Apesar de serem modelos em dimensao
D = 2{11), esses modelos s&o de grande interesse pois apresentam o mesmo tipo de interagéo
encontrada na QED em D = 4(3 + 1),



Apéndice A

Resultados analiticos para o modelo de
Hubbard estendido unidimensional via

o método de Rojas et al.

Utilizando as fungbes K 5’2“ calculamos o grande potencial por sitio do modelo de Hubbard
estendido unidimensional via o método de Rojas et al. que apresentamos no capitulo 3. O

resultado para a expansdo do grande potencial por sitio deste modelo até ordem (3%,
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onde cada coeficiente de 3 € exato.

Para obtermos o potencial quimico para o caso de wmn quarto de banda preenchida, subs-
tituimos a expanséo (A.1) na expressdo (4.6). Obtemos um polindmio de quarta ordem em p.
Resolvemos essa equacio de quarta ordem fazendo uma expansio em f. O potencial quimico
depende da temperatura como um polindmio de quarto grau em 8,

1.096700792
Hgp — "‘—ﬁ_“

+ (006578540378 V U — 0.02281497037 U/? — 0.1676830424 V* — 0.4321809672 2 -

—  0.2162404836 M) 5 +

+ (1.512008543 V A? 4 0.37822713581” U — 0.4728529781V U2 +2.303911508 2 V +

L 5774691384 V2 U + 0.008637173601 1 A2 — 13.30182809 V3 + 0.007961647604 U )5* +
+ (~20.21720190 V? U + 2.556500157¢° V* + 0.1656380845 2 % — 3.528806861 VU2 +
. 0.2515703287 V U? + 1.383539606 V2 A2 4 0.7301799244£% \* + 0.05743882240 \2 U +
4 0.001598960460 U* — 35.80027585 V* + 0.3782271358 4 + 0.1379650675¢” V U +
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+

(0.8443955102V X" + 0.4491443679¢* U/ — 1.826814212 V'3 U + 3.269795589¢* V +
0.3331611790 V2 U3 — 5.819080405 V1 U + 0.001684518389 12 U® — 22.763773611* V> +
0.02636612057 V U* ~ 12.52062518 V3 A” -+ 0.01293343351 A2 U3 +0.06512951938 \* U +
7779870520 V' — 10.61675285 £ V2 U —- 0.9186710489¢% V U? — 0.0006674968883 U° +
0.4491443679¢> U X2 + 4.078193977¢ V X2 — 4.607870487 V2 U A% +

0.3806699184 V A2 U?) 8% + O(F°). (A.2)

Os coeficientes desta expansio nio sio exatos, a preciséo depende dos valores das constantes
na hamiltoniana (4.2). Para uma escolha adequada dessas constantes a precisao obtida é maior

que 1075%.



Apéndice B

Renormalizacao do modelo de Thirring

massivo e as identidades de
Ward-Takahashi

Quando estudamos modelos em Teoria Quéantica de Campos encontramos divergéncias na
regiao ultravioleta. Essas divergéncias estdo presentes nos pardmetros e campos na densidade
de lagrangeana, original dos modelos em Teoria Quantica de Campos, os chamados parametros
e campos nus. Em geral esses parametros ndo constituem as grandezas fisicas mensuraveis.
Identificamos a existéncia desses infinitos quando tratamos os modelos de forma ingénua e
os reestudamos aplicando um método de regularizagdo de forma a tornd-los finitos em cada
etapa do cdlculo. H4 varias técnicas de regularizacdo conhecidas: regularizacao de Pauli-
Villars, regularizagdo dimensional, discretizacdo do modelo, entre outras. A escolha da técnica
utilizada em cada caso é feita de acordo com o que se deseja obter da teoria. Por exemplo, se
desejamos quebrar a invariincia quiral, devemos utilizar a técnica de reguralizagdo de Pauli-
Villars. No nosso caso, desejamos obter as fungdes termodindmicas do modelo de Thirring
massivo na regido de altas temperaturas via os métodos de Charret et al. [5] e de Rojas et al.
{7]. Para esses métodos a técnica de regularizagdo natural é reescrever o modelo numa rede
unidimensional de espacamento ¢ e com N sitios. Uma vez que as divergéncias do modelo séo
identificadas, removémo-las definitivamente através de um processo de renormalizagio, a partir
do qual obtemos os parametros vestidos que representam as grandezas fisicas mensurdveis e uma
teoria finita. De uma maneira geral, alguns pardmetros do modelo permanecem dependentes
do regularizador. Entretanto, no processo de rencrmalizacéo, as grandezas fisicas deixam de

82



83

depender do pardmetro regularizador.

Como vimos no capitulo 2, o modelo de Thirring massivo discretizado apresenta todas as
condigbes necessarias para a implementagdo dos métodos de Charret et al. e de Rojas et al.
para obtermos a sua termodindmica na regido de altas temperaturas. Fm ambos os métodos,
0s nossos resultados devem ser apresentados no limite do continuo quando o regularizador é

removido (limite em que a — 0). Para obter esse limite devemos renormalizar a teoria.

Da equagio (2.1), a densidade de lagrangeana do modelo de Thirring massivo é dada por

L= iP(z, )v0,¥(z,t) + m¥(z, 1) ¥(z, 1) + gi*(z, t)iplz. t), (B.1)

onde os campos ¥z, t) e ¥(z,t) sio os campos fermiénicos ndo renormalizados e as constantes

m e g sa0 as constantes nuas.

Vamos mostrar a seguir que no modelo de Thirring sé necessitamos renormalizar 0s campos

fermidnicos,

(2, t) = 22 Wh(z,t) e W(zt) = 7y gzt (B.2)

sendo Zy a constante de renormalizacido dos campos fermonicos, W e ¥ sdo 0s campos
fermiénicos renormalizados. Mostraremos também que essa renormalizagio € independente da
temperatura [13, 19].

A densidade de lagrangeana de modelo de Thirring massivo (B.1) em termos dos campos

renormalizados é

L = iZg¥p(z, 0¥, ¥r{z, t) + mZyWr(z, 1) ¥g(z,t) +

+ QZ\%QR(QS:QWMWR(:E! t)‘in(ﬂi, t)r}/#‘IIR('Tat)' (B3)

Lembramos que é a partir do operador K (veja a defini¢io desse operador na equagio (2.16))
qie obtemos os coeficientes da expansio em altas temperaturas do grande potencial de cada
modelo de interesse. Para o modelo de Thirring massivo substituimos a renormalizagio (B.2)

na expressao (2.16) de seu operador K e passamos a ter
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2

N .
K = > [Zaz‘p Z 1)(e+) (IIILR(n OWarn+1,t)— ¥l o(n+ 1,t)\ifa,R(n,t)) 4

n=1

— mZy (‘i’I’R(n, s g (n, t) + Bl 5 (n, )8, R (n, t)) +

2
— uZe Y W (0, 1) W r(n,t) +

o, A=1

Y 20l 1) pln, 8] o, 102 m(m, )], (B.4)

onde 0s campos ‘ifl rln,t) e I]A?a, r(n,t) satisfazem as relagbes de anticomutagio idénticas as
equagoes (2.12).

O grande potencial do modelo de Thirring massivo € funcao dos parametros que multiplicam
os produtos dos campos fermidnicos na equagio (B.4). Para que o grande potencial seja finito
no limite do continuo {a¢ — 0), é necessdrio que esses pardmetros também sejam finitos nesse
limite. Percebemos ent&o que uma renormalizacio que satisfaz essa condigdo é a renormalizacio
multiplicativa minima

Zq; = . (BS)

Os parametros fisicos finitos sdo definidos como

Mr = Zem=am, gr=Zgg=oag e Ur=E Jep=ap. (B.6)

Usando essa renormalizacdo minima e os parametros mpg, gr € ug vestidos, o operador K
do modelo de Thirring massivo renormalizado fica

2

N .

1 _ N ~ N ~

Kr = 3|5 Do (-0 (F] aln, ) aln +1,8) = ¥ p(n+ 1,6)Fonln,t)) +
n=1

a=1
2

~ Un Z \ifL,R(n,t)li!Q,R(n, t) — 49R‘i’£R(TL, t)i’]'R(TL,t)‘i!;R(TL,t)li?glﬂ(:n,t) +

a=1,R

~ mg (@;R(n,t)\irz,R(n, £) + @;lR(n,t)li'LR(n,t)) ] (B.7)
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e é com esse operador Kz que calculamos a expansdo de altas temperaturas (2.71) e {C.1) do
grande potencial do modelo de Thirring massivo no limite do continuo até ordem /2 e 3° res-
pectivamente. Ressaltamos que a renormalizagio (B.5) dos campos fermibnicos é independente
da temperatura e que ela é nao perturbativa.

Precisamos verificar se as condigdes de renormalizag@o (B.5) e (B.6) permitem que as fungoes
de Green renormalizadas satifagam as identidades de Ward-Takashahi para o modelo de Thir-
ring massivo em 7' = 0. A fun¢do de Green fermionica de dois pontos em T = 0 é definida

como

Cimlw,y) =i(0 | T (&) T ()] [ 0). (B.8)

Para evitarmos confusfo futura na contracao entre os indices de Lorentz e as contragdes entre as
componentes dos espinores, que descrevem os campos fermidnicos, a partir deste ponto e apenas
neste apéndice, representamos as componentes dos espinores por [ e m, sendo que I,m = 1,2.
Temos que T[W,(z)W¥,,(y)] é o operador de ordenagio temporal definido por [28]

T (2) W ()] = 02" — yO) U (@) (y) — 0%° — ) (v) T (2), (B.9)

ex= (2% z) ey = (4% y!) sdo as bi-coordenadas em D = 2(1 + 1).

Para verificarmos se os parametros da densidade de lagrangeana original do modelo de
Thirring massivo precisam de uma renormalizagdo ndo trivial, impomos que as identidades de
Ward-Takahashi sejam satisfeitas pelos operadores densidade de corrente escritos em termos
tanto dos campos fermidnicos nis assim como pelos campos fermidnicos renormalizados. Ambas
as densidades de corrente satisfazem & equacfo de continuidade,

At (x,t) =0 e 8"z, t) =0, (B.10)

onde j#(x, t) = ¥(z, t)v*¥(z,1), sendo ¥(z,t) e ¥(z,t) os campos nis e j»(z, t) a densidade
de corrente renormalizada, j*%(z,t) = W& (x, t)y* ¥ (z,t). Como os operadores j*(z,t) e
§# = 550 compostos pelo produto de dois operadores fermiénicos definidos no mesmo ponto
do espago-tempo, entao estes operadores séio mal definidos e podem gerar uma nova constante

multiplicativa divergente,

(@, t) = Z, "z, 1), (B.11)
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sendo Z, uma constante de renormalizagéo distinta da contante de renormalizacao dos campos

fermidnicos (Zg).

Consideremos a seguinte funcdo de Green [48, 49],

G st (91, Y2, y3) = (0 | Tli (1) Y (32) T (u3)] | 0, (B.12)

Calculando a derivada dessa fungio de Green em relagfio 4 primeira bi-coordenada y; e impondo
que j,(y1) satisfaga & equagio de continuidade (B.10), ficamos com

8,100 | TH* ()W) W ()] | 0] = 8P (11 — 3) (0 | T(W1(y) ®m(y1)] | 0} +

— 5D (g — )0 | T{T) T ()] | 0). (B13)

A expressao (B.13) é vilida tanto para as quantidades nuas (densidade de corrente e campos

fermidnicos) quanto para as quantidades renormalizadas.
i) 0s campos fermi6nicos e o vetor densidade de corrente nis satisfazem & equagio (B.13):

Substituindo a renormalizacio do campo fermidnico (B.2) e a relagiio (B.11) na igualdade
(B.13), temos

2 ZeB,[(0 | T (1) ¥, (y2) T n(s)] 1 0)] = 6Py — 13) Za{0 | T[® 1 r(y2) W, rl1)] 10} +

— 6Dy — ) Zg (0 | T[®pr(y1) T r(ys)] | 0).
(B.14)

i) os campos fermiénicos e o vetor densidade de corrente renormalizados satisfazem &

equacao (B.13):

3.0 ] T (yl I, R('yz) Ry 5)] [ 0)] = 5(2)(@/1 — y3)(0 | T[‘I’J,R(yz)‘i’m,ﬁ(%ﬂ | 0) +

— 8@y — ) {0 | T[®1a(51) ¥m,r(y3)l | 0)-
(B.15)
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Comparando as expressdes (B.14) e (B.15), concluimos que

Zy=1. | (B.16)

Utilizamos a identidade de Ward-Takahashi para a corrente quiral

jff’) = Uz, t)7°y, ¥z, t), (B.17)

para discutirmos a renormaliza¢io da massa neste modelo.

A partir das equacoes de movimento dos campos fermidnicos no modelo de Thirring massivo,

encontramos a seguinte relagéo

B, i (z, t) = 2imis(z, ), (B.18)
onde js(z,t) = ¥(z,t)7*¥(z,t). Os operadores j®+* e js(z,t) também sao produtos de campos
fermiénicos no mesmo ponto do espago-tempo o que pode gerar uma constante divergente,

O (2, 1) = Zg(s)j(Rs)’“(m,t) e gz t) = Z(s)jg)(z,t). (B.19)

Procedendo como fizemos anteriormente, calculamos a identidade de Ward-Takahashi utili-
zando a equagao (B.18) para a corrente quiral e encontramos

Z% =1, (B.20)

¢ quc a magsa renormalizada mpg € igual a,

mpr = Z(5)m com Z(5) = Z‘I,. (B.Ql)

A equacao (B.20) é idéntica & condigdo (B.6) para a relagio das massas nua e renormalizada.

Verificamos entdo que as identidades de Ward-Takahashi para as correntes de calibre e
quiral sio satisfeitas pelas quantidades nuas e renormalizadas com a nossa escolha para a
renormalizagao (B.2) para os campos fermifnicos e para a renormalizacao dos pardmetros da

densidade de lagrangeana original (B.6).



Apéndice C

Resultados analiticos para o modelo de
Thirring massivo via o método de

Rojas et al.

Utilizando as funcoes K F;),L do modelo de Thirring massivo, calculamos o seu grande poten-
cial por sitio via o método de Rojas et al.. O resultado para a expanséo do grande potencial

por sitio deste modelo até ordem 3° ¢

In(2 1 1 3 1
Wrp: = “2% — R — YR — (Z#?a + 3 + 5921-2 + amQR +9R#R)ﬁ3'+

1 1
+ (ZmZRQR — g% — GhiR — ZQR#?{))@Q +

+(1+1 + m+i L mpl + Sm? +imzen v
956 SQR#R 9 R HE 16 Mmply 1 RMRIR 4 ROR
14 1 1 4,149 5 1 3 5 oo 1 4) 3

+ %#R+8mwﬁ+%nm+4wwﬁ+tﬁmm+2¢m+4%u8+
+ (- : 1 og lg g w2y
48mR9R 39R#R 24 RQR 493 9 — 12 RCJR 391{#3

R PRI S S 2)64+
493#3 249R#R 1291{#3 16.9R#R

38
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. (_ 37 5 1 4 5 5 55 1 1, 7
1930° 9% ol MRURIR — 15 VRMRIR IQWRMRQR 24mRMR9R IQmRMRQ’R +
— —1 m? 7 + > +13 ! —m} —im2 3 b 2 ! +
1280 R T 409'R 36MR(}R 3093 960 "R T og RMER 96 RER — QGmRMR
_im42_im24_i_i4zﬁ_1_5 31m +13 13 n
96 R9R 12 ROR 1608 QGMRQR 120.U'RQR 280 RQR 5MRQR QGQRMR
T Lo Lo 1o 7 1 )+
ZAIRHR = GEIRMR ~ Grohh 192" ~ 1440MR  1agg™R t T3HROR ~ Gg9RkR
+ O(ﬁﬁ). {C.1)

A relacao entre densidade linear de carga média (p) e potencial quimico renormalizado pg

é dada pela equagao (5.6), isto é,

IWrp;

e (C.2)

(o) =

A partir da equagao (5.6) obtemos as expansdes em 3 para o potencial quimico para diversos
valores da densidade linear de carga média. Ressaltamos que os coeficientes das expansoes sio

analiticos embora néo sejam exatos.

Para o caso de (p) = —1, a expansdo em 3 do potencial quimico é aproximadamente:

LR —-3.4238327523853751 — 4.6230499107118lgyRr +

(—5.54208096841019g% + 0.655762477677952m% + 0.327881238838975)45 +
(0.499231332812616gx + 1.44953929537548m% gr — 4.92709242627148¢%) 5 +
(—0.143602692776080m% — 0.143602692776080m% + 0.6256288407690129% +
6.34947371845382¢g% + 1.46984159727512m% g% — 0.0312019583007881)4° +
(—0.0018266789034534 19 + 34.2472832276752g% — 0.0272056853669578m%,gr +

—  0.0186775554727510m%gr — 2.71649849782472g% — 7.01349721657292m% g%) 8" +

+ O(F). (C.3)

+ + o+ + +

Substituindo a expansao {C.3) em (C.2) obtemos
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{p} = —1.00000000000000. (C.4)

Para o caso de (p) = —0.5, a expansio em § do potencial quimico é aproximadamente:

IR

+ + o+ o+ o+

—3.09869877970396% — 4.79350942116849gr +

(-7.44115991614568¢% + 0.349183677646059 + 0.698377355292124m% )8 +
(—9.35606279795541¢%, + 2.19698704601137m%gr + 0.781142270256826g5 ) 5> +
(1.46426090253789¢% — 0.221731505293276m%, — 0.221731505293276m% +
11.0692120601161¢% + 3.47236200550322m% g% — 0.0488213918910512) 4% +
(97.6328165028288¢% — 5.16696926286112g3, — 0.276443572694271m% gR +
0.0552661973987817gr — 13.4109222387946m% g% — 0.317977660018615mp gr)B* +
0(8°). (C.5)

Substituindo a expansio (C.5) em (C.2) obtemos

{p) = —.50000000000000. (C.6)

Para o caso de {p) = 0, a expansio em (3 do potencial quimico é aproximadamente:

1R

+ 4+ +

+ o+ 4+

1
—2.488920071053693 — 4.52363081L727511gR +

(—12.1342119243805¢% + 0.315453852159389 + 0.630907704318779m% )8 +
(1.52357955348088g 5 + 4.23206499196966m% 12 — 41.7994601330191g)5” +
(22.534774T449623m3% g + 9.42542114708434g% — 97.2211326884004g}, +
0.430265966913720m%, — 0.430265966913720m% — 0.0952237220931174)8° +
(—0.787591618210672gR — 4.10064758772788mbyg — 3.69852710991997m%gr +
61.6736189220219m% g% -+ 111.2842747910304% + 28.53262811548339%)5" +

O(8%). (C.7)
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Substituindo a expansio (C.7) na equagio (C.2) obtemos

{p) = .5 x 10714, (C.8)

Para o caso de {p) = 0.1, a expanséo em 3 do potencial quimico € aproximadamente:

R

1
—2.273019959064O6E — 4.00049136455726gr +

(0.250061420569657 — 11.73400592172519% + 0.500122841139318m%)3 +
(1.34654698424786gr + 4.07807952887161mEgr — 54.16841462514119%)8% +
(—0.394344477744295m% — 0.394344477744293m% + 30.3992235179278m% g% +
12.2288020604876g% — 234.167276738003g% — 0.0841591865154911)3% +
(—1.02332816856466gR — 815.621601775176g% — 5.69163362444438m%gr +

—  5.00663893150765m% gr + 172.651636022421m% g% + 74.10879534798380% )58 +
O(8°). (C.9)

+ o4+ o+ o+

+

Substituindo a expansdo (C.9) na equacgdo (C.2) obtemos

{p) = .099999999999999. (C.10)

Para o caso de {p) = 0.5, a expansdo em 3 do potencial quimico é aproximadamente:

(R

+ o+ o+ o+ o+

—1.09670079153610% — 1.13503806542128gr +

(—0.3650395263635329% — 0.216240483644682m% — 0.108120241822341)5 +
(—0.3782271352786669 7 — 0.509545445004778¢% — 0.0345486938681197m% gr)4” +
(0.662552338285113¢% + 0.400333881519247g% + 0.919021157803262m% g% +
0.0644773847909488m% + 0.0644773847909488m% + 0.0236391959549165)8% +
(—0.112286092061161gr — 0.02695229648953609% — 0.260518077537272mh g +
0.341357916411860m% g + 0.683516809974683g% — 0.82773974753756Tm%g%) 8" +
O(8°). (C.11)
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Finalmente substituindo a expansio (C.11) na equacéo (C.2) obtemos

{p) = .199999999999998. (C.12)

Pelos resultados (C.4), (C.6), (C.8), (C.10) e (C.12) verificamos que as expansdes em 3 do
potencial quimico para diferentes valores de densidade linear de carga sao excelentes expansoes

analiticas aproximadas, vélidas na regiao de altas temperaturas.
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