Dissertacao de Mestrado

Quantizacao do Modelo de Minisuperespaco de
Friedmann-Robertson-Walker Permeado por
Poeira e Radiacgao via Interpretacao Causal da

Mecanica Quantica

FELIPE TOVAR FALCIANO

CENTRO BRASILEIRO DE PESQUISAS FiSICAS

Rua DR. XAVIER SIGAUD 150, R10 DE JANEIRO - RJ

ABRIL DE 2004

ORIENTADOR: NELSON PINTO-NETO



Conteudo

4

Agradecimentos . . . . . . .o e e o e iii
RESUINO .+ » « v v e e e e e e e e e e e v
ADSETACE © v o v e e e e e e e e e e e e e e e e vi
Introdugao 1
Fundamentagio Tedrica 5
91 Sistemas Hamiltonianos Vinculados . . . . . . . .. ..« . . 5
2.9 Teoria Quantica Nao-Relativistica . . .. .. ......... 19
9.3 TFormulacio Hamiltoniana da Teoria da Relatividade Geral . . 28
9.4 Descri¢do de Fluidos através de Potencial-Velocidade . . . . . 42

Modelo de Friedmann-Robertson-Walker com poeira e ra-

diacao 53

Comentarios e analise 76

Bibliografia 79

il



Agradecimentos

Seria muita presungao minha querer receber sozinho todos os créditos por
este trabalho de tese. Tanto na drea profissional quanto nos relacionamentos
pessoais, tenho débitos enormes pelos conselhos que recebi ao longo destes
curtos dois anos de mestrado. Certamente o resultado deste trabalho é um
acumulo de todos os ensinamentos que adiquiri durante toda a minha vida,

[{3

e por isso nao posso deixar de citar, mesmo que “ en passant”, os meus
antigos professores aqui representados pela Guta, Tido e Isabel.

No ambito do grupo de cosmologia do cbpf encontrei um ambiente es-
timulante e altamente produtivo, onde o intercaAmbio académico é bastante
valorizado. Os “pequeno-semindrios” realizados religiosamente as sextas-
feira (desde que o professor Mario Novello esteja no Rio), foi 0 meu primeiro
confato com a prética de fazer ciéncia. Nestes momentos pude participar ao
mesmo tempo tanto como integrante quanto como observador. Observador
por me sentir como um aprendiz ao assistir as exposigoes e ao ser confronta-
do com as questoes levantadas nas discussdes, e integrante pela abertura a
participagdo tanto sendo requisitado a expor meus trabalhos em andamento
quanto a opinar sobre o trabalho de outros. Certamente o meu mestrado
nao teria sido tdo proveitoso sem as inmimeras e frutiferas discussées com
o Erico, Dudu, Emanuel, André, Nilton, Fabricio, Rafael, etc. Porém é &
Nelson Pinto Neto, meu orientador, que gostaria de fazer uma homenagem

especial, Além de ser um eximio pesquisador ¢ uma pessoa excepcional, por

iii



quem tenho admiracdo e respeito.

A minha familia devo muito mais do que 0 apoio e insentivo aos meus
estudos. Eles sao o meu suporte para todos os desafios da vida. Cada um
do seu jeito, sempre me influénciaram, até mais do que eles podem avaliar.
Minha méae, Moénica, sempre de prontiddo para qualquer situagéo, tanto nos
casos de emergéncia quanto nos momentos onde apenas um ouvido resolve
o caso. Meu pai, Silverio, ndo diz tudo que pensa, mas com o passar dos
anos aprendi a interpreté-lo e sei que posso contar com ele para tudo. Minha
irma, Carla, tem se tornado cada vez mais minha companheiro, e espero que
nos aproximemos cada vez mais. Meu irmao, Bruno, e sua esposa, Gabriella,
sempre 6timas companhias que considero além de tudo como grandes amigos.

A meus camaradas de toda hora agradego principalmente pelos momen-
tos de alegria. Ao pessoal da velha guarda, como Marquinhos e Bello, obriga-
do pela paciéncia; amizade como a nossa é dificil de encontrar. Ao pessoal
da Puc e companheiras — Carica, Rafaelzinho, Marcdo, Zé, Pedro, Ludi,
Aline, Maria Clara, etc. — certamente a vida seria bem menos divertida e
alegre sem os classicos encontros de chopinhos e churrascos, sem falar nas
viagens onde sempre alguma coisa acontece.

Para finalizar, gostaria de agradecer ao CNPq pela bolsa de estudo du-
rante todo o primeiro ano de mestrado, e &8 FAPERJ por ter sido agraciado

com uma bolsa de estudo especial para o segundo ano de mestrado.

iv



Resumo

Neste trabalho aplicamos a formulagdo causal da mecédnica quantica a
gravitacao utilizando como modelo de universo o de Friedmann-Robertson-
Walker permeado por radiacio e poeira.

Pretende-se assim caminhar para um possivel modelo nao-singular para o
universo, ou seja, um universo que nao tenha tido um inicio, como o modelo
do Big Bang. Ultimamente o interesse em tais modelos cosmoldgicos tem se
intensificado.

Depois de descrever as teorias fundamentais utilizadas neste estudo, a
saber, a teoria da Relatividade de Einstein incluindo a sua formulagio hamil-
toniana, o que inclui sistemas hamiltonianos com vinculos, teoria quéntica
do movimento (interpretagio de Bohm), e descrigio de fluidos através de po-
tenciais para a quadrivelocidade, encontamos a solugdo formal da equacao
de Schrodinger para os casos de segdo espacial plana (k = 0) e se¢do espa-
cial com curvatura positiva (k = 1). Em cada um dos casos, resolvemos as
equagdes dindmicas para exemplos particulares de fungao de onda, e anal-
isamos a evolugao do fator de escala assim como o comportamento de todo

o sistema.



Abstract

We explore the possibility of avoiding the inicial singularity by means of
quantum effects in a Friedmann-Robertson-Walker universe filled with dust
and radiation. The hypothesis of homogeneity and isotropy leads to a min-
isuperspace model with finite degrees of freedom. The causal interpretation
of quantum mechanics is applied to quantize this system. We first present
the main topics of the basic theories used, and then solve the Schréedinger
equation for the flat and positive curvature cases. For each one of them we

develop specific examples and then analyse the evolution of the systems.

vi



Capitulo 1

Introducao

O inicio do século XX foi marcado por duas revolugbes no dmbito da
ciéncia. A fisica cldssica se mostrou imprecisa através de dois caminhos
completamente distintos. Por um lado, a teoria da Relatividade de Albert
Einstein nos ensinou uma nova percepcao do espaco e do tempo, fundindo-os
no conceito de espaco-tempo. Através de sua teoria passamos a entender
a for¢a da gravidade como um efeito devido ao fato do espago-tempo ser
curvo. Durante este mesmo periodo, uma legido de notdveis cientistas es-
tabeleceram os fundamentos da mecénica quéantica. No desenvolvimento da
mecédnica quéntica relativistica, ou seja, na compatibilizagdo entre relativi-
dade restrita e mecanica quantica, foram conseguidos alguns dos resultados
mais precisos ji alcancados na fisica.

Uma vez quéntizadas trés das interacbes fundamentais da natureza, a
saber, a forca forte, a fraca e a eletromagnética, restava quantizar a gravi-
tacdo descrita pela teoria da relatividade geral de Einstein. Os esforgos
comegaram ainda no final da década de 40 e se prolongaram por toda a
segunda metade do século XX, chegando este a ser considerado o problema
mais fundamental da Fisica tedrica da época.

A dificuldade em se compatibilizar a gravitagdo com a mecanica quéntica

nao é meramente técnico-matematica. Ao contrario, o maior desafio consiste



em lidar com as estruturas légicas e descrigbes propostas pelas teorias, de
modo a harmonizar conceitualmente as duas linhas tedricas. Questdes fun-
damentais que, pelo sucesso experimental na faixa de energias e velocidades
atualmente alcancgéveis, haviam sido deixadas de lado, agora precisam ser
revistas com um novo enfoque, mais critico e consistente.

E certo que ainda ndo alcangamos uma teoria satisfatéria para a gravi-
tagdo quantica, mas vérios frutos ji foram colhidos. Os esforgos de P.G.
Bergmann [5]-[6], P.A.M. Dirac [7], R. Arnowitt, S. Deser e C.W. Misner [25]
culminaram no desenvolvimento de uma teoria geral para sistemas hamil-
tonianos vinculados e, posteriormente, em uma formulagdo hamiltoniana
consistente para a teoria da Relatividade Geral. A partir dai, a quantizacao
candnica da Teoria da Relatividade Geral ganhou forca levando aos trabal-
hos de J.A. Wheeler [37]e B.S. DeWitt [38], onde se estabelecen a equagao
bésica que deve governar a fungdo de onda quéntica gravitacional (equagao
de Wheeler- DeWitt).

No entanto, tal equacdo é extremamente dificil de se resolver. Ela apre-
senta problemas de ordenamento de operadores quanticos, além de levantar
questdes conceituais importantes como, por exemplo, sobre o que é tempo
em gravitagdo quéntica, conceito ainda hoje em aberto. Estas questdes sdo
ainda mais criticas ao querer se propor sua aplicagao & cosmologia, ramo con-
hecido como cosmologia quantica. Nesta linha de pesquisa, a interpretagao
ortodoxa da mecénica quintica, a saber, a interpretagdo de Copenhagen,
nao faz sentido, o que nos obriga a estudar novas interpretacoes.

Existem vérios motivos para se estudar cosmologia quéntica. Dentre
outros, espera-se poder testar se a singularidade inicial do universo pode ser
evitada por efeitos quénticos, tentar extrair informacdes sobre as condigoes
iniciais do universo, e comparar o espectro teérico das densidades de pertur-
bagdo com os resultados experimentais atuais. De fato, devido ao recente

avango tecnoldgico, esta drea do conhecimento passa pela sua época durea.



Pela primeira vez, dados experimentais vindos de satélites com alta precisio
tém possibilitado testar modelos tedricos e a comunidade cientifica espera
assim alcancgar grandes avangos a partir dos dados observacionais.

Existem basicamente duas abordagens amplamente distintas para se ten-
tar quantizar a gravitagao. Um dos caminhos se aproxima mais das técnicas
usuais da teoria de campos. Assume-se uma geometria de fundo, geral-
mente Minkowski, e considera-se que a gravitacio é descrita por um cam-
po dindmico sobre o fundo fixo, o qual é quantizado. A esta abordagem
costuma-se chamar de gravidinidmica quéntica. A outra linha de estudo,
chamada de geometrodindmica quéntica, segue a interpretacdo de Einstein
em considerar a gravitagao como uma resposta cinematica da geometria do
espago-tempo. Devido a grande dificuldade em operacionalizar este proce-
dimento, o estudo de geometrias com alto grau de simetria é utilizado para
trazer & luz questoes referentes ao processo de quantizacdo. Em geral, é
escolhida uma geometria com simetrias especificas, e assume-se que estas
simetrias sdo preservadas durante o processo de quantizacao.

A evolugdo da geometrodindmica quéintica é descrita apartir do que
se convencionou chamar de superespago: o espago composto por todas as
configuracées de tri-geometrias possiveis. Um sub-espago do superespago,
chamado por Misner de minisuperespaco, é a superficie composta por todas
as métricas cujas propriedades de simetria fazem com que o ntimero de graus
de liberdade se reduzam a um nimero finito, simplificando enormemente o
problema. E certo que adotar estas simetrias antes da quantiza¢io nio nos
levard a uma teoria quantica completa para a gravitacdo. Porém, se assumir-
mos que podemos expandir uma dada métrica usando como pardmetro de
expansdo as suas anisotropias espaciais, podemos interpretar estes mode-
los de minisuperespago como uma primeira aproximacido de um resultado
advindo de uma teoria completa de gravitacdo quéntica.

Neste trabalho, consideramos o universo de Friedmann-Robertson-Walker



(FRW) permeado por poeira e radia¢do como a geometria a ser quantizada.
Devido ao modelo ser homogéneo e isotrdpico, recaimos no estudo de mini-
superespacos, onde o problema se reduz a apenas dois graus de liberdade no
espago de fase, um sendo o fator de escala e o outro associado ao campo de
velocidade da matéria, ou da radiacao, dependendo da gauge escolhida.

No préximo capitulo, apresentamos uma introdugao dos fundamentos e
os resultados mais relevantes de algumas das teorias que foram utilizadas
no trabalho e, no capitulo subsequénte, os resultados propriamente ditos.
O 1ltimo capitulo é reservado para alguns comentarios e possiveis avangos

futuros.



Capitulo 2

Fundamentacao Teodrica

2.1 Sistemas Hamiltonianos Vinculados

Na tentativa de construir uma formulagdo hamiltoniana para a teoria
da Relatividade Geral, devido ao fato de ser uma teoria invariante por
reparametrizacio arbitrdria, surgem naturalmente vinculos entre as varidveis
candnicas. Desta maneira se faz necessirio estudar o método desenvolvido
por P.A.M Dirac [3], no inicio da década de 50, para tratar sistemas hamil-
tonianos vinculados.

Apesar do formalismo hamiltoniano ser completo, no sentido de ser
equivalente e independente do formalismo lagrangeano, é comum construi-lo
a partir de uma lagrangeana. Seguiremos este mesmo caminho.

Estamos interessados em casos onde os momenta néo sao todos funcoes
independentes das velocidades generalizadas. Desta forma surgem natural-
mente vinculos que sao traduzidos em equagoes relacionando as coordenadas

e 0s momenta

¢m (¢,p) = 0. (2.1)

Estas equagdes sdo chamadas de vinculos primérios! (terminologia usada

pelo préprio Dirac), ou seja, os vinculos oriundos da prépria definicdo dos

'Hoje em dia jé existem refinamentos a esta terminologia, porém nao sio relevantes

para esta exposicao [1]-[2]



momenta (p = %%). Daqui a pouco definiremos precisamente a diferenca
entre vinculos primérios e secundérios.
Devido aos vinculos (2.1) a hamiltoniana definida por
H(g,p)=[pi-L(gdl, _ oL
nio € mais univocamente definida pois podemos acrescé-la de qualquer com-
binagao linear dos m vinculos. De fato, é necessdrio modificar a hamiltoniana

para

H* = H + Cpom,

onde em geral os coeficientes C,,, podem ser fungoes arbitrdrias dos g’s e dos
p’s. Eles nada mais sdo que os multiplicadores de Lagrange associados a cada
vinculo, e fazendo a variagdo com relagio a esses coeficientes garantimos a
validade dos vinculos.

As equagoes de movimento para o sistema hamiltoniano sdo generaliza-

das (3] :

; OH Opm
- , , 2.2
dn 5on Umn B ( )
. 0H  O¢nm
p‘ﬂ- - aqﬂ 'u'm.' aqn E] (2-3)

onde 0s u,;,’s sao desconhecidos.
Uma fungdo arbitréaria g(g,p) tem a sua evolugdo temporal descrita em

termos dos parénteses de poisson dada por

. dg . dg
= —=Gp + ——Pp = ’H + @i
9= g0t 5, P {9, H} + um {g, pm}

Definindo a hamiltoniana total Hr = H + tn®m,

Q" = {Q?HT} g

E necessério ressaltar que os vinculos sé podem ser substituidos apds o
cdlculo dos parénteses de poisson. De fato, se pensarmos geometricamente os

vinculos ¢, (g, p) sdo interpretados como superficies no espago de fase onde a



dindmica deve ocorrer na regido de superposi¢do, enquanto que os parénteses
de Poisson, ao utilizarem derivadas parciais, estdo calculando variagoes na

direcdo normal as superficies. Para lembrar este fato escrevemos

Por consisténcia do formalismo temos que garantir que os vinculos sejam

preservados para todos os instantes:
S = {dr, Hr} = {dk, H} + um {1, 0m} =0 (k=1,...,m).

Estas m equacdes podem trazer 3 situagdes distintas.

1. é trivialmente satisfeita

2. revela uma inconsisténcia

3. resulta em uma nova equagao de vinculo independente dos Uy,’s
4. gera equacdes que os U,,’s devem satisfazer

Se nos depararmos com a situag@o 2, entdo o formalismo ndo pode ser
aplicado para este sistema especifico, fim da linha.

No caso 3, novas equagoes de vinculo serdo criadas quando impussermos
preservagdo dos vinculos primdrios. Estes novos vinculos s@o chamados de
vinculos secundérios por razoes obvias. Porém, estes vinculos também de-
vem ser preservados, o que nos leva as quatro situagoes possiveis novamente.
Qualquer equagdo de vinculo que venha a surgir deste processo é chamada
de secundaria.

Este procedimento continua até que todos os casos recaiam em 1, em 2,

ou em 4 que pode ser entendido como equagGes para as varidveis um’s,
{¢j, H} + um {¢j, dm} = 0. (2.4)

Suporemos que estas equagdes podem ser satisfeitas, caso contrario o

formalismo é inconsistente. A equagdo (2.4) pode ser entendida como uma



equacdo matricial do tipo A.u,, = B. Se a matriz {¢;, ¢} no puder ser
invertida, a solu¢do ndo serd univoca, pois podemos somar a sua solugdo

qualquer combinagdo linear de fungdes Vo, (¢, p) tal que

Vi {®j, ¢m} =0. (2.5)

Assim concluimos que a solugdo mais geral para a equagdo (2.4) é dada por

Um = Um (¢,2) + v%Vam (¢,p) ,

onde os coeficientes v,’s sdo completamente arbitrdrios podendo ser quais-
quer funcdes do tempo, enquanto Ve (¢, p) sdo funcées linearmente inde-
pendentes que satisfazem (2.5) e os coeficientes U,,’s devem por consisténcia
satisfazer as equagdes (2.4).

Da édlgebra linear sabemos que a impossibilidade de inversdo estd asso-
ciada a duas ou mais linhas ou colunas da matriz serem linearmente de-
pendentes, ou seja, estamos lidando com um problema com excesso de in-
formacao e neste caso é natural pensarmos em liberdades adicionais ou de
gauge. Como veremos mais tarde, a liberdade de gauge estd intimamente
ligada a existéncia de vinculos de primeira classe, de forma que se sé exis-
tirem vinculos de segunda classe a equagao (2.4) poderd ser invertida e nos
fornecera a 1nica solugao possivel.

E interessante reescrever a hamiltoniana total:
Hp = H+ Um¢m + Uaﬁba (q—l)a. = Vamém)

A presenga de fungdes arbitrarias (v,’s) manifesta liberdades adicionais
dentro do formalismo. Estas liberdades estao intimamente ligadas a escolhas
de gauge, ou seja, este formalismo abrange teorias como o eletromagnetismo
e a gravitagao.

Seguindo a nomenclatura usada por Dirac, vamos definir varidveis dindmicas

de primeira classe como fungoes das varidveis q’s e p’s que possuam parénteses



de poisson zero com qualquer outro vinculo (primério ou secundério). Caso
contrario a variavel é dita de segunda classe.

Um parénteses de poisson de uma varidvel de primeira classe @ com um
vinculo ¢; pode ser expandido em combinagdes lineares dos préprios vinculos
de modo que {Q,¢;} = ajr¢r. Uma propriedade interessante que resulta
da identidade de Jacobi é que o parénteses de poisson de duas varidveis de
primeira classe também é de primeira classe, e é facil ver que a hamiltoniana
total é de primeira classe.

O ntimero de fungdes arbitrédrias é igual ao nimero de coeficientes v,’s, 0s
quais sdo tantos quanto o numero de vinculos primarios de primeira classe.
Pode-se mostrar [3] que os vinculos priméarios de primeira classe sido ger-
adores de transformacoes de contato infinitessimal que nao alteram o esta-
do fisico do sistema. De fato, um estado fisico estd hem definido quando
fornecemos como condigdo inicial todos os ¢’s e p’s, e como existem fungoes
arbitrarias (v,’s), a evolugao do sistema possui uma arbitrariedade, ou em
outras palavras existe mais de um conjunto de ¢’s e p’s associados ao mes-
mo estado fisico. Dirac conjecturou que qualquer vinculo de primeira classe,
sendo primério ou secundario, deve ser um gerador de uma dada transfor-
magdo de contato, no entanto ainda ndo existem provas conclusivas nem a
favor e nem contra este fato.

A extensao deste formalismo para campos cldssicos é praticamente ime-
diata, s6 sendo necessério tomar cuidado com a defini¢do dos momenta gen-
eralizados, onde a derivada da lagrangeana com respeito as velocidades tem
que ser substituida por variagoes funcionais. Formalmente definimos os mo-
menta generalizados como sendo o coeficiente na integral quando fazemos
uma variagao funcional na lagrangeana com respeito as velocidades genera-

lizadas.
= f 64 (2.6)

Como exemplo de aplicagdo deste formalismo, tomemos um sistema



cléssico Newtoniano invariante por reparametrizagio temporal.

A agio Newtoniana de um sistema com n graus de liberdade com uma

lagrangeana L (q, %%,t) pode ser reparametrizada de modo a escrevermos,

S = /dT_L— (q,6,t,1)

onde o ponto indica derivada com relagao ao pardmetro 7 e L (g,4,t, i) =

tx L (q, %,t)
Definamos os momentas como:
— dg;
.o . or 9(%) .
== -a—— =1 T ‘ aa. 1:1,..,N
qi d (-E%‘—) 3
como %%— — %,
7t = pt i=1,..,N
. af 2
0. L _ ; 3 o, “\@&) _
WE'L@%O+tEJ§j =

. s - da. .
—L-Yp S ==Y % = —H (@0 Y)
Assim temos o vinculo
bo (qu, p") = 7+ H (q?:ﬂri,t) =0.
Note que a hamiltoniana do sistema reparametrizado é zero, de fato

F(q#,p”) =mt-qgy “I(qm‘i’u) =770£+Ez'7ri%' - EiiL =
=i [x0+ X;p'%E — L] = i (x° + H) ~ 0.

No entanto, a evolugdo do sistema é dada pela hamiltoniana total:
Hr =H + o = o [?TU + B (qz',’ffi,t)]

E trivial mostrar que o vinculo se conserva no tempo ((}50 = [¢po, uoo) =

10



As equagbes de movimento sio :

t:{t,HT}—_-uO:—}uG:-g%
- (et =0 G =

(2.7)
fii={qé,HT}=ﬂn~?7‘;,*'-*~>g- 3p,
pi={p' Hr}=—u G — & = 9
Como ja era esperado, recaimos nas equagdes dinimicas convencionais
para um sistema hamiltoniano de 2N graus de liberdade (g;, p°).
S6 nos resta examinar a que tipo de transformagéo este vinculo ¢g estd

associado. Em notacao de parénteses de poisson, as transformacoes podem

ser escritas [4]

¢€- parametro infinitesimal
dv=-¢e{vy,G}
G- fungdo geratriz

Queremos entao considerar o efeito de tomarmos como fungao geratriz o

vinculo primadrio ¢g

o dt=c{t,p} =e{t, 7"} =¢

o 610 = e {7, ¢} = —eZH = (4 (usando 2.7)
o 6g; = e{q, ¢} = GaH = el (usando 2.7)
o 5p' =¢{p', ¢} = —egg_- == e‘—id%i (usando 2.7)
e dH=¢c{H, ¢} = €T dH (usando 2.7)

O vinculo primério gera transformacgodes infinitesimais no tempo fisico t.

Estas transformacdes ndo alteram o “estado fisico” do sistema ji que agora

11



a evolugao é dada pelo pardmetro 7 € o tempo t funciona meramente como
uma coordenada candnica. De fato, uma trajetéria completa é interpretada
como um tnico estado fisico do sistema.

Para esclarecer melhor este ponto talvez seja interessante analisarmos
outro exemplo, também ja bem conhecido na literatura e que é usado pelo
préprio Dirac — o campo eletromagnético.

Sejam a lagrangeana do campo eletromagnético e a agdo associada, para

o espago-tempo de Minkouwski2 sem fontes (J = 0; p = 0)

L= % . fd3$F“"FF,,; Fu = 8,A, (z*) — 8,A, (%)
S = [dtL
Formalmente a tnica diferenga com relagdo ao exemplo anterior é que
agora as varidveis sdo campos e por isso temos que tomar cuidado no célculo
dos momenta e nos parénteses de Poisson.
Para calcular os momenta precisamos variar a lagrangeana com respeito

aos campos A, (z%),
1
6= [ e 6F,, = f PP, (5A,).
Comparando com a equacao (2.6) os momenta IT* sdo dados por

5 I° () = 0
I* (z%) = F™* () _ .
H‘l (:L.C!) — EZ
Temos entdo novamente um vinculo primério do tipo ¢ (A, II*) = 0 que

no caso é simplesmente I1° (z%) =~ 0, o que nos leva a hamiltoniana
H = [dzH= [ d*z (4, - %F“”FW) = [d% (F“’AT; — P9 — %FWFM) =
= [ dz (~3F%Fy; — }F9F,; + FO0,40) = [ d*c (~}F9Fy; + JIVIL — I Ap) =
= [z (% (E? + B?) —Il',; 4)

onde foi feita uma integragdo por partes no ultimo termo, e como estamos

considerando o espago como um todo o termo de superficie ndo contribui.

*nuw=diag(-1,+1,+1,+1)

12



O passo seguinte é examinar a variagdo temporal do vinculo. Como s6

existe um tinico vinculo primério,

0 _ 770 /4 - g3, (6I° SH| §11° SH _
10 = (1° (), 5@} = [ &= (88 - el — 603 - 7a5) =
JH -
=[Pz {1 6(F—2)- 00 =
=1 (§)-6(F-9) =0
este é um novo vinculo, um vinculo secundério. A sua variacdo no tempo

nos fornece:

() = {103 (@), 8@} = [ &2 (FpF - o1y — T Faly) =
~J& agi(”’y 88(F-2)) =
1-6 (Fas= P4 ) 4B 5453~ 9)) =

oo (fd3szl(g‘).a_yE.(5l -5(y—2‘)).5:‘.5(f_2)) —
i(fdsf‘*’F‘”(:&’) S (6(F-9)0(F-2) =
:6—‘2{'6—(‘1‘5 FR(2)6(Z-9)=0 (F é antisimétrica)

Com isso garantimos que os vinculos sdo conservados no tempo. Note

que ambos sdo vinculos de primeira classe. De fato,

7] 0% = 0.

{m° @), 10, ()} =

Antes de estabelecer a hamiltoniana total, vamos verificar que o vinculo
secunddrio de primeira classe gera transformagoes que ndo alteram o estado
fisico do sistema. Por completeza, calculemos as transformacgdes geradas

pelo vinculo primério de primeira classe ¢; = I1° ~ 0.
o 514, (z%) =/ d3z €1 (2*) {Ay (%) JO (%)) = 6261 (2%):
e 01Ag (z%) = € (%) ; 514; (z*) = 0;
o 6,IT* (z%) = [ d®z € (2*) {TI* (z) ,TI? (%)} = 0 Y
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este vinculo gera transformagoes apenas na varidvel Ag (z%).
O vinculo ¢ = II*,; & 0, gera transformacdes nas varidveis A; (%) e ndo

altera a varidvel Ap (z®). De fato,

o 524, (2%) = [ d®z €3 (2%) {4y (%) , TT,i (%)} =
= [d*z & (%) 2 (66 (2% — 27)) = =6} Zr &2 (2%)

e 03 Ag (z%) =0 0pA; (%) = —321- €2 (z%);
o 5II* (z%) = [d®z &3 (2*) {TI* (z*) ,IT%,; (%)} = 0 Vi

O significado destas transformagoes fica claro quando analisamos as con-
hecidas transformacoes de calibre dos potenciais eletromagneticos A:

% &

Reconhecemos entao que as transformacgées geradas pelos vinculos de
primeira classe sdo casos particulares das transformacoes de gauge do eletro-
magnetismo.

Ainda seguindo a nomenclatura de Dirac, vamos chamar de hamiltoniana
extendida a hamiltoniana total acrescida de todos os geradores que nao
alteram o estado fisico do sistema. Para este nosso exemplo, a hamiltoniana

extendida (Hg) entao se escreve:

Hg = Hr + [ d%z w (z*)II,; () =
Hg = [d*z (% (E? + B?) + upIl® + ulﬂi,.;)
onde absorvemos a variavel Ay dentro de ;.
Chegando a hamiltoniana extendida o trabalho estd completo. No entan-
to, um leitor atento notaria que as coordenadas conjugadas Ag e I1° possuem
liberdades de gauge associadas, ou seja, podemos escolhé-las de forma apro-

priada sem perda alguma (escolha de gauge) em graus de liberdade. Note
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que Ag = g é completamente arbitrario, e que IIy = IT*; &~ 0 juntamente
com o vinculo IT° ~ 0 fixa II° = 0.

Uma vez bem estabelecido o formalismo hamiltoniano para sistemas
cléssicos com vinculos, é de interesse construir um formalismo quantico para
este sistema.

O caso mais simples para a quantizagio é adotar um sistema classico
apenas com vinculos de primeira classe.

A equagao dindmica € a equagao de Schrodinger onde tomamos a hamil-

toniana como sendo a hamiltoniana de primeira classe mais geral possivel:
d p
th—yY=H
prid P
No processo de quantizagdo associamos a cada variavel dindmica cldssica
um operador quantico definido no espago de Hilbert. Além disso, requeremos

que as relacoes entre as varidveis cldssicas através dos parénteses de Poisson
sejam levadas em relagdes de comutagéo entre os operadores
g, ] = ih.

Como as relacgdes de comutagao ja estdo fixadas, ndo podemos interpre-
tar as equagdes de vinculo ¢; (¢, p) como novas relagdes entre operadores.
Com efeito, seja um vinculo ¢; (¢,p) e uma fungido F'(g,p) qualquer das
coordenadas e momentas generalizados tal que {¢; (¢,p),F (¢,p)} # 0. Ao
quantizarmos esta equagdo teremos [¢; (4, P) , F' (¢,p)] # 0. Porém, se fizer-
mos ¢; (¢,P) = 0, teriamos [¢; (§,P) , F (4,p)] = 0 pois o comutador de um
operador identicamente nulo é zero com qualquer outra fungio de operado-
res, e claramente isto é uma inconsisténcia.

Para ser consistente, requeremos que cada equagao de vinculo seja uma

restricdo sobre a fungdo de onda que é solugdo da equagao de Schrodinger
$; (§,P) ¢ (,t) =0.

O formalismo construido desta forma deve satisfazer a alguns requisitos

para garantirmos coeréncia.
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Se a aplicagdo de um determinado vinculo ¢; (¢,p) anula a funcdo de
onda, entdo a aplicacdo sucessiva de dois vinculos sobre a funcio de onda
também tem que resultar zero (¢r¢;1» = 0). Se invertermos a ordem de
aplicagdo o resultado ainda deve ser zero, de forma que o comutador de
quaisquer dois vinculos aplicado a fungdo de onda deve se anular. Esta
equagdo nao gera nenhum vinculo novo, e por isso a tinica possibilidade é
que o comutador entre os vinculos de primeira classe seja uma combinagdo

linear entre todos os vinculos,
{(bj (éaﬁ) » Ok (Q:ﬁ)] = C;z ¢m (d:ﬁ) )

0 que é consistente com {¢;, #x} = CT}. ¢, a menos de problemas de orde-
namento.
Nao é trivial que esta equacdo seja satisfeita. Em geral, os operadores do
espacgo de Hilbert ndo comutam entre si, e justamente por isso, os coeficientes
;’,ﬁ, que podem depender dos operadores {’s e p’s, precisam ser posicionados
a esquerda do lado direito da equagdo para garantir que a aplicagdo do
comutador [¢; (4,P), ¢« (4,P)] anule a funcdo de onda.
Além disso as relagdes de vinculo devem valer para qualquer instante.
Utilizando a equagdo de Schrodinger para um acréscimo infinitesimal de
tempo, e impondo que um determinado vinculo ¢ (¢, p) anule a funcgéo de

onda nos dois instantes t e ¢ + dt temos que,
B R
S (t+dt) = dih (t) — 2 duHY (8) = $uHYp () = 0

e naturalmente também temos que a aplicacdo da hamiltoniana posterior a

aplica¢do de um vinculo deve anular a fun¢ao de onda
Hepp (t) =0

Concluimos assim que o comutador entre quaisquer vinculos de primeira

classe e a hamiltoniana deve anular a fungdo de onda. Como este ndo é um
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novo vinculo temos

Todos os comentarios feitos anteriormente se repetem.

Nesta exposigdo s6 me preocupei em elucidar problemas especificos deste
formalismo. Questdes relacionadas a qualquer método de quantizagio, co-
mo por exemplo o problema de ordenamento, ndo sio alterados com este
tratamento.

Com relagdao a quatizagao de sistemas hamiltonianos vinculados onde
aparecem vinculos de segunda classe, serei breve e farei apenas alguns co-
mentérios. Para maiores esclarecimentos consultar as referéncias indicadas(5]-
[8]. O fato do sistema apresentar vinculos de segunda classe esta relacionado
com a existéncia de varidveis dispensaveis. O primeiro passo é, através de
combinagoes lineares, diminuir ao maximo o nimero de vinculos de segun-
da classe (0 nimero minimo de vinculo de segunda classe é sempre par).
A partir daf é possivel redefinir os parénteses de Poisson pelos chamados
parénteses de Dirac, os quais possuem a propriedade de fornecer correta-
mente as equagoes de movimento e nao alterar as relagdes de comutagéo dos
vinculos de primeira classe. Além disso pode-se mostrar que o parénteses
de Dirac entre um vinculo de segunda classe com qualquer funcao da coor-
denadas e momentas generalizdos A (g,p) é identicamente (ou fortemente)
nulo, 0 que nos possibilita tomar os vinculos de segunda classe identicamente
nulos desde o principio. Com efeito, se ¢§ é um vinculo de segunda classe
entao {c,b_‘;?, A (q,p)}D = 0 para qualquer fungdo A (g,p) das coordenadas e
momentas generalizados. Assim tomar qb?- (¢,p) = 0 é consistente pois tere-
mos { 32-, A (q,p)}D = 0 levados em [¢>32 (4,p),A(4q, ﬁ)]D = 0 identicamente.
Podemos entao, ao contrario dos vinculos de primeira classe, interpretar as
equacoes de vinculos de segunda classe como identidades entre operadores.

Certamente neste processo o niimero de graus de liberdade do sistema

é reduzido. Com as novas varidveis e a redefini¢do dos parénteses de Dirac,
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recaimos novamente no caso anterior onde s6 existem vinculos de primeira

classe, e tudo segue como antes.
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2.2 Teoria Quantica Nao-Relativistica

Costuma-se chamar Max Planck de o “pai” da Mecéanica Quéantica por
em 1900 ter sido o primeiro cientista a quantizar a energia do campo eletro-
magnético. Na realidade, M. Planck utilizou a quantizagdo como mero ar-
tificio matematico para conseguir reproduzir o espectro de emissao de um
corpo negro, sem de fato propor que o campo eletromagnético fosse real-
mente quantizado. Albert Einstein, por sua vez, levou a sério a propos-
ta de quantizacao de Planck e usou a nogéo de fétons, quantas do campo
eletromagnético, para explicar o efeito fotoelétrico. Neste infcio de século
XX surgiram vérios experimentos que comprovaram a necessidade de uma
reformulacdo profunda nos conceitos da mecénica cldssica. Seguindo este
caminho, 0s mais proeminentes cientistas da época conseguiram em esforgo
conjunto construir um formalismo matematico capaz de predizer resultados
experimentais que, mais tarde com o advento da eletrodindmica quéntica, se
tornariam as previsoes mais precisas jé atingidas na fisica, fato que comprova
o sucesso da teoria. No entanto, desde o inicio ndo houve um consenso geral
quanto a interpretagdo da mecanica quintica. P.A.M Dirac e Von Neumann
assumiram uma postura pratica e postularam o colapso da funcao de onda,
enquanto Niels Bohr tentou explicar o processo de medigédo através do con-
ceito de complementaridade entre quantidades fisicas. Werner Heisenberg
compreendeu a importancia do principio de incerteza e tentou descrever a
mecanica quéntica utilizando apenas observiveis com o seu programa ma-
tricial.

Em 1929 durante uma conferéncia realizada na cidade de Copenhagen,
a maioria dos cientistas convergiram para o que hoje nés chamamos de
interpretagdo de Copenhagen. Apesar do sucesso com predi¢des muito pre-
cisas, com o passar do tempo as limitagoes da interpretacao de Copenhagen

comegaram a incomodar, e entdo novas interpretacdes foram formuladas.
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Em 1952, David Bohm [9] publicou um artigo onde apresentou pela primeira
vez sua formulacdo de varidveis ocultas, também conhecida como interpre-
tagdo de Bohm- de Broglie.® Outra interpretagio foi desenvolvida por Hugh
Everett e publicada em 1957 [13] com o titulo “Relative State Formulationof
Quantum Mechanics”, hoje em dia conhecida como interpretagio de varios
mundos.

De fato, neste inicio de século XXI, os fantasmas do mundo quéntico
ainda assombram as teorias existentes na praca. Qual delas é a melhor in-
terpretacao? Por enquanto ndo existem observagoes que permitam descartar
qualquer interpretagao, e assim todas sdo igualmente validas, salvo incon-
sisténcias légicas, como por exemplo querer aplicar a interpretacao de Co-
penhagen ao Universo como um todo [14].

Nos restringiremos a analisar a interpretagao causal de Bohm- de Broglie,
comparando-a com a interpretacdo de Copenhagen quando necessario.

Nesta interpretagdo o conceito de sistema isolado é modificado. Um
elétron é entendido como uma particula adimensional que descreve uma
trajetéria no espago, sempre acompanhada de uma onda 1 (&, ¢) que exerce
influéncia sobre a particula. Entende-se entdo que um sistema isolado é
composto por particula mais onda. Ao contrario dos campos convencionais
nao existe uma fonte para esta onda, ela é intrinseca ao sistema. Vale
ressaltar que ao contrdrio da interpretagdo de Copenhagen, a funcao de
onda % nao caracteriza completamente o sistema quéntico em questao.

A evolugdo dindmica da fungdo de onda é descrita pela equacao de
Schrédinger. Para uma fungdo de onda complexa bem comportada sem-

pre podemos escrevé-la na forma polar,
U (%) = R(Z,¢)exp {%s @, t)}

onde R(Z,t) e S (Z,t) sdo fungdes reais e h € a constante de Planck.

30 nome é referéncia ao trabalho de 1926 [10]-[12] de L. de Broglie, cujo D. Bohm teve

conhecimento apés ter concluido seu artigo de 1952
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E interessante reescrever a equacao de Schrodinger com a funcao de
onda na sua forma polar pois assim podemos separd-la em duas equagoes
reais acoplando os dois campos R (Z,t) e S(Z,t), o que facilitard a sua
interpretacdo fisica e a relagdo com a particula.

Tomemos entéo a equagdo de Schrodinger para um dado potencial V (&, t):

O (&t Ve . "

Ao substituir a forma polar da fungdo de onda encontramos duas novas

equagoes, a saber,

88 (#,t) (VS(&1)* . . L . R VIR@EY
5% - B +V (Z,t)+Q (Z,t) =0 ,Q(;-;,;:)_.ﬁ%m
(2.8)

2 (= S (3
OR a(:,t) +V (32 (7,1) v_vgﬁ> =0 ,R¥*(&,t) =00 = ||¥|® (2.9)

A equagéo (2.8) é uma equagio tipo Hamilton-Jacobi com a presencga de
dois potenciais, enquanto que a (2.9) é uma equagdo de continuidade, uma
lei de conservacdo. Para tornar estas analogias consistentes, postula-se que
o momento da particula, no caso o elétron, é descrito pelo gradiente da fase
da fungio de onda em unidades de &, ou seja, (&, t) = VS (&,t). Feito isto,
para se encontrar a trajetéria da particula basta integrarmos a expressao

VS (Z,1)

m

#= (2.10)

Ao pensar na equagéo (2.9) como uma equacgio de continuidade, estamos
atribuindo a fungdo R? (Z,t) uma caracteristica de densidade de probabili-
dade. Porém na equagdo (2.8), a fungdo R (Z,t) é quem determina o poten-
cial quéntico, ou seja, esta funcao assume dois papeis distintos. A diferenca
conceitual existente aqui é que R? (&, t) fornece a probabilidade da particula
estar na posicao entre & e T + dz num dado instante de tempo t. Na inter-
pretagao de Copenhagen esta quantidade é associada com a probabilidade

de se encontrar a particula nesta posicao.
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Como ja mencionamos, devido a equagéao (2.10) a fun¢éo de onda v (Z, t)
ndo especifica completamente o estado do sistema, ainda fica faltando fornecer
a posigao inicial Zy. Este é o 1inico dado extra que nédo esta contido na fun¢ao
de onda.

Nesta formulacdo a nocdo de probabilidade advém justamente da in-
capacidade experimental de determinarmos com precisdo infinita a posicao
inicial. A probabilidade associada ao mundo quéntico nao é inerente ao con-
ceito de realidade como N.Bohr defendia, mas surge da mesma maneira que
na mecénica estatistica cldssica. A associagdo de R?(Z,t) com probabili-
dade ndo é ingénua, é justamente através desta associa¢do que garantimos
a reproduc¢ao de todos os resultados experimentais estatisticos.

Na realidade impde-se uma condicdo mais fraca. Basta postular que
no instante inicial ¢y a probabilidade é R? (Z,tg), isto é suficiente devido a
unitariedade da equagdo de Schrddinger, ou seja, a equagao de Schrodinger
garante que se a probabilidade em ¢ = ¢y é RZ (Z,t) entdo num tempo t a
probabilidade serd R? (Z,t).

A primeira vista parece uma tarefa ingrata tentar explicar os fenémenos
nada intuifivos do mundo quéntico, como por exemplo o tunelamento ou o
experimento de dupla fenda, mantendo o conceito de trajetoria das particulas.
Isto s6 é possivel gracas ao potencial quantico, responsavel por todas as ma-
nifestacoes quénticas.

Aparece assim uma maneira natural de se tomar o limite classico, sendo
definido como o regime onde podemos desprezar os efeitos do potencial
quéantico frente ao potencial V (Z,t). A teoria é consistentemente aplica-
da a todos os sistemas microscépicos e macroscépicos, inclusive ao processo
chamado medigéo.

Vamos entdo analisar as caracteristicas do potencial quéntico e tentar
elucidar como elas geram os fenémenos quanticos.

O potencial quantico tem uma peculiaridade de nao depender da intensi-
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dade do campo R (Z,t) — ele depende apenas da sua forma. Isto significa que
a sua influéncia pode ser estendida a distdncias macroscépicas. Podemos
entender o potencial quéntico como uma onda de informagao. Para mel-
hor explicar esta idéia, D. Bohm recorreu ao conceito de informacio ativa.
Fagamos uma analogia seguindo as idéias de Bohm [15|. As ondas de radio
permeiam todo o espago carregando consigo informagdo (musica, fala, etc.)
codificada na sua forma. A miisica que nds ouvimos ao ligar o aparelho de
rddio tem como fonte de energia a tomada da rede elétrica, ou seja, a onda
tem o papel apenas de carregar a informacdo. Neste sentido podemos dizer
que as ondas de rédio sdo potencialmente ativas em todo o espago, porém
sdo realmente ativa apenas dentro do sistema elétrico do aparelho. E desta
forma que devemos pensar no potencial quéantico. Ele é potencialmente ati-
vo em todo espago onde nao é nulo, mas é realmente ativo apenas na posicao
onde se encontra a particula. A tnica diferenga nesta analogia é que o po-
tencial quantico, ao contrario das ondas de radio convencionais, nao possui
nenhuma forma de energia, ele carrega estritamente apenas informagao.

No experimento de dupla fenda [16], pode-se fazer passar uma particula
de cada vez de forma a garantirmos que nio haja interagado entre as particulas.
A interpretacdo causal nos diz que cada particula pode passar por apenas
uma das duas fendas, enquanto que a fun¢io de onda passa necessariamente
pelas duas. As ondas emergentes das fendas carregam consigo informacao so-
bre a estrutura do aparato, e com sua evolugao naturalmente se sobrepoem.
Assim o potencial quintico influéncia a trajetéria da particula informando-a
sobre a estrutura do ambiente como um todo, mesmo quando a particula ja
estd afastada do aparato com as fendas.

Vemos assim que os sistemas quénticos possuem uma dependéncia no
estado do sistema global. A interpretagdo causal fornece uma maneira de
tentar entender como o todo tem influéncia local. Bohr foi talvez o primeiro

a defender que um sistema quéntico ndo pode ser entendido a partir de
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seus fragmentos, no entanto dentro de sua interpretagdo querer estudar a
influéncia do todo sobre cada parte é carente de sentido.

Se formos um passo mais adiante e analisarmos o caso de muitos corpos,
esta estrutura do todo insepardvel ¢ ainda mais alarmante. Num sistema
de N particulas, a funcdo de onda ¢ (%1, &y, ... ZN,t) é definida num espago
de configuragdo 3N dimensional. Reescrevendo-a na forma polar chegamos

a equagoes analogas as anteriores dadas por

a8 ZN (V;5)?

ot +~;=1 2my; Ve =0 (330
or? X , Vi8S

T + 2 Vi (R e ) =0 (2.12)

onde,

. . . VzR 55'1’ fN’t)
Q(:Bl,.--,mNJt)z Z R(:Bl, . ,CEN,t)

R? = o*0 = ||¥|?

A interpretagio de probabilidade continua sendo véilida devido a equagdo
de continuidade, porém agora fica evidente a dependéncia do potencial
quéntico com a configuragao de todas as particulas. A forca associada ao
potencial quantico difere das outras forgas da natureza por nao poder ser
determinada a partir das posiges das particulas, ela depende do estado do
sistema, ou seja, da fung¢do de onda que é solugdo da equagao de Schrodinger.

Assim sendo, qualquer sistema fisico deve ser analisado levando-se em
conta todos os seus constituintes incluindo o ambiente que o cerca. E facil
perceber que este processo em cadeia torna necessario considerar o universo
como um todo. Como é entdo possivel explicar o sucesso da fisica classica
onde o processo é exatamente o inverso, estuda-se as partes para se explicar
o todo? A resposta esta na fatorizagdo da fung¢io de onda. Pode-se mostrar
que quando a fung¢do de onda é fatordvel em produtos de fungoes de onda

de subsistemas, cada subsistema se comporta independentemente dos outros

24



sendo assim necessario considerar apenas o seu todo isoladamente. Dentro
desta visdo a dependéncia no todo é uma propriedade fundamental dos sis-
temas fisicos, enquanto que a possibilidade de anélise por particionamento
¢ um caso particular que deve ser testado caso a caso.

Uma vantagem adicional da interpretacdo causal é a possibilidade de des-
crever o processo de medida. A teoria é em principio aplicdvel a qualquer
sistema fisico inclusive no que costumamos chamar de arranjo experimental.
Deve-se ressaltar que o termo “medida de um observavel” é danoso e geral-
mente leva-nos a idéias imprecisas a respeito do processo. Alguns autores,
dentre eles John Bell [17], j& expressaram suas criticas a este respeito.

Nao se pretende aqui esgotar a analise do “processo de medigdo”, apenas
apresentar uma leve abordagem por completeza da exposi¢do. Para melhor
entendé-lo, podemos dividi-lo em duas etapas [18]-[19]. Elas se distinguem
pela reversibilidade. A primeira etapa é reversivel enquanto que a segunda
irreversivel.

Suponha que queiramos “medir” um “observavel” A (Z,p) dado que o
estado de um elétron seja uma superposi¢do linear de N de seus autoes-
tados. Na primeira fase de medi¢do, dd-se uma separacao espacial entre
os pacotes de onda associados a cada autoestado do observavel de modo a
ndo haver superposicao entre eles. Uma vez separados, a particula deve se
encontrar em apenas um destes pacotes j4 que a regido intermedidria tem
probabilidade nula (R? (%, §) = 0). Certamente nesta situagio a informagéo
potencialmente ativa nos pacotes vazios (vazios no sentido de nio conterem
a particula) ndo podem influenciar o elétron, no entanto nada impede que no
futuro os pacotes venham a se sobrepor novamente. Desta forma néo houve
o “colapso de onda” ou igualmente a perda de informagdo. E a segunda
etapa que nos possibilita desprezar todos os pacotes de onda que nao estao
associados ao autoestado “medido”.

Durante o processo de registro do experimento é necessario um sistema
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termodindamico macroscopico para amplificar o sinal e gerar um resultado
macroscépico legivel. Este processo é intrinsecamente irreversivel. Neste
caso a fungdo de onda do sistema é um produto tensorial entre a funcao
de onda do elétron e a fungao de onda do aparato, e pode-se mostrar que
mesmo havendo superposi¢o de diferentes autoestados do observavel A no
subespago associado a fungdo de onda do elétron, as fungdes de onda do
aparato nao se superpoem. Assim a tnica funcdo de onda que pode influ-
enciar o movimento da particula é a associada ao resultado do experimen-
to e podemos consistentemente ignorar os pacotes de onda “nfo medidos”.
Obtém-se assim os mesmos efeitos que o “colapso da fungédo de onda”, sendo
que aqui todos os elementos do sistema foram descritos causalmente e sem-
pre com evolucdo temporal dada pela equacao de Schrodinger. A consciéncia
do observador nao é um agente ativo no processo de medida quéntico.

Em Mecéanica Quantica a cada quantidade fisica associamos um opera-
dor do espaco de Hilbert. Como devemos entdo entender as relagdes de
comutagio entre os operadores, se assumimos que a particula sempre possui
todas as quantidades fisicas bem definidas?

A nao comutagio entre dois operadores significa que ndo podemos “medi-
los” simultaneamente, o que ndo implica que nao possamos atribuir de forma
bem definidas estas quantidades fisicas a particula.

O processo de “medida” é uma interagao entre a particula e o “sistema de
medidas”. Devemos entdo interpretar a nio comutatividade entre dois ope-
radores como a impossibilidade de interagir simultaneamente com o objeto
dos dois modos necessarios para as duas medigdes. Uma interacdo interfere
na outra.

Para finalizar, um comentario sobre a nao-localidade do potencial quantico.
Embora a idéia de interagdo ndo-local ndo seja familiar, ela nao apresenta
nenhuma inconsisténcia dentro de teorias ndo-relativisticas. No entanto é

necessario verificar se é coerente construir uma teoria causal relativistica
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ndo-local. De fato, j4 se mostrou ser possivel estender a interpretacao causal
para um campo escalar satisfazendo a equagdo de Klein-Gordon [18]-[20] e
para o campo eletromagnético [21], ou seja, aparentemente nio-localidade e

relatividade especial podem ser compativeis.
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2.3 Formulagao Hamiltoniana da Teoria da Rela-
tividade Geral

No inicio do século XX surgiu dentro da comunidade cientifica, um ideal
com motivacoes filoséficas para se conseguir a unificacido de todas as teorias
fisicas. Certamente isto é um mero desejo humano, j& que a natureza nao
busca na ciéncia o seu comportamento, ao contririo, somos nés que obser-
vamos a natureza para tentar entendé-la. No entanto, havia motivos para
que os cientistas acreditassem que esta unificagéo fosse possivel. No final do
século XIX, o trabalho de James Maxwell nos mostrou como duas forgas até
entdo consideradas independentes, a saber, as forcas elétrica e magnética,
eram na verdade manifestagoes diferentes de um tnico campo, o campo
eletromagnético. Mais tarde com o advento da mecanica quéntica e posteri-
ormente com a sua compatibiliza¢do com a mecénica relativistica sem gravi-
tagdo (meados do século XX), se consegui incorporar o eletromagnetismo
ao mundo quéntico, dando origem & eletrodindmica quéntica (QED). Neste
contexto a Unica teoria de interagao fundamental da natureza que ainda néo
fazia parte deste arcabougo matemadtico era a teoria da gravitagao, ou seja,
a teoria da Relatividade Geral de Albert Einstein.

A primeira dificuldade técnico-matemaética surge de o caminho natural de
quantiza¢do candnica requerer uma formulagdo hamiltoniana. Os primeiros
trabalhos nesta dire¢do datam do final da década de 40 e inicio de 50 do
século passado. Para se construir este formalismo foi necessédrio desenvolver
uma teoria para sistemas hamiltonianos vinculados (7], [22]-[24], j& que a
Relatividade Geral é uma teoria invariante por reparametrizagdo de coor-
denadas. Ao se tentar construir a hamiltoniana da gravitagdo é necessdrio
singularizar a coordenada temporal gerando assim vinculos entre as varidveis
candnicas. Nota-se assim que a formulagdo hamiltoniana da relatividade ge-

ral s6 é possivel para espacos cuja topologia é do tipo R ® M* onde M3 ¢é
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uma hipersuperficie espacial arbitriria de dimensao 3.

Para chegar na hamiltoniana da gravitagdo, seguiremos a linha de ex-
posicdo de R. Arnowitt, S. Deser e C.W. Misner [25], primeiro folheando
o espago-tempo com uma hipersuperficie tipo espago e depois aplicando o
formalismo para sistemas hamiltonianos vinculados as varidveis candnicas
em questao.

Todo o desenvolvimento serd feito supondo-se se¢oes espaciais fechadas
para que ndo tenhamos que nos preocupar com os eventuais termos de su-
perficie que possam vir a surjir. Em casos com se¢Ges espaciais abertas o
procedimento é analisar caso & caso e quando houver contribuigdes nao nu-
las, somam-se termos a hamiltoniana total de forma a cancelarmos as con-
tribuigbes de superficies. A orientacdo nestes casos é conseguir reproduzir
as equagoes de Einstein, o que ndo é possivel com os termos de superficie.

Seja uma variedade com topologia R® M?. Primeiramente preenchemos
a variedade com uma congruéncia de curvas tipo-tempo, ou seja, uma con-
gruéncia que em cada ponto podemos definir um vetor como a derivada com
relagdo ao parametro da curva (7) e por construgdo este vetor (n%) é do tipo-
tempo. Num dado ponto existe uma hipersuperficie local cujo vetor normal é
o préprio n®. Devido & topologia da variedade, esta hipersuperficie pode ser
estendida de modo a separar a variedade em duas regioes tal que qualquer
curva tipo-tempo tem necessariamente que atravessar esta hipersuperficie.
Isto é muito importante para podermos defini-la como uma superficie de
Cauchy.

O parametro 7 das curvas da congruéncia ndo sdo necessariamente con-
stantes ao longo desta hipersﬁperffcie. Definimos entao um parametro t jus-
tamente com o requerimento que seja constante sobre cada hipersuperficie.

Naturalmente podemos parametrizar as hipersuperficie usando 3 pardmetros:
a (e} a
x* = x"(z%)-
Vamos escolher uma base de vetores na hipersuperficie como sendo a
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derivada com relagdo a cada parametro:

. Ox®
Xa = Bz

Por praticidade estamos considerando que o vetor normal a hipersu-

perficie é normalizado de forma que tenhamos,

gaﬂnanﬁ =-1, gaﬂnaxg =0

O conjunto de todas as hipersuperficie a t constante preenchem a varie-
dade e assim descrevemos o espago-tempo a partir das equagdes paramétricas
X* (t, z%).

Num dado ponto z* de uma hipersuperficie a t constante existe um vetor
normal 7% associado a uma determinada curva da congruéncia. E possivel
que este ponto seja levado a uma outra curva da congruéncia ao passar
para proxima hipersuperficie. Para quantificar esta variagdo definimos um
vetor deformacado N® como sendo o vetor que conecta dois pontos de mesma

coordenada espacial z* em duas hipersuperficies vizinhas.

a - BXO’ (t’ :L‘i)

N
ot

A decomposigao do vetor deformagdo na base definida sobre a hipersu-

perficie e paralela ao vetor normal nos fornece:
N% = Nn*+ N°g

A fungdo N é chamada de funcgdo lapso e as N sdo chamadas de funcéo
deslocamento. Note que a funcédo lapso mede a taxa de variag@o entre o
pardmetro t € 0 tempo proprio associado a um observador comdvel a quadri-
velocidade nn®. A funcdo deslocamento mede a taxa de variacdo do ponto
com coordenada z* entre duas hipersuperficies a t constante.

Para estudar a evolugdo dindmica do sistema precisamos projetar as
quantidades fisicas sobre a hipersuperficie e paralelamente ao vetor defor-

magao, j4 que este é o vetor tangente as linhas coordenadas do tempo t.
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Podemos reescrever n* e a métrica a partir desta decomposicio e assim

obter:
1 Ne —N@
e b N (121,

N N N' N
o O .6; Hen
Gii = Gap X; X; = hu
90i = Gap N¢ xf=N“ Ras = IV;
900 = gap N* NP = —N? 4 NN,

—~N24+ N°N, N;

Guv =

com inversa g"’ g, = 05 (por construgdo h*h;q = &%),

i

[
we = . N
Moo -

Com estes resultados a componente covariante do vetor n® é

Tla = Gaf ﬂﬁI (—N,0,0,0)t .

Como era de se esperar, a variavel dindmica que descreverd a evolugao
da geometria é a prépria métrica da hipersuperficie (h;;). Para tanto, pre-
cisamos caracterizéd-la integralmente. Resta-nos entdo sabermos como es-
ta tri-hipersuperficie espacial esta curvada com relacdo a variedade maior
quadridimensional. O estudo de imersao nos mostra que ¢ possivel que
duas hipersuperficies distintas (gu.; 9/ag) possuam a mesma métrica in-
trinseca & hipersuperficie (h;;) como sub-variedade. Uma maneira natural
de prosseguirmos é estudarmos a variagao do vetor normal a hipersuperficie,
fazendo-o variar ao longo da mesma e projetando-o sobre a hipersuperficie,
ja que queremos descrever a evolugao a partir da hipersuperficie e quanti-

dades fisicas definidas sobre ela.
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Defini-se o tensor de curvatura extrinseca,

Ky = J—ff —LE MNe;B) = Lo (guv)

Ly =65 +n%ny (projetor sobre a hipersuperficie)

com componentes:

1
Kap = _577(&; B = =N ng (2'13)
Ko = N® Ky (2.14)
Koo = N°N® K (2.15)

As tinicas componentes relevantes sdo os Kg's.

Com esta decomposi¢do em maos, vamos reescrever a agdo da TRG em
termos destas novas varidveis para podermos definir os momenta associados
e assim obter a hamiltoniana desejada. Conceitualmente, o principio de
Hamilton deve ser entendido a partir da métrica da hipersuperficie. Dada
duas hipersuperficies hap (T, ¢ finat) € Pab (T, tiniciat) €xiste infinitos modos
para deformarmos hgp (Z, tiniciat) €M hap (T, tfinal), N0 entanto a evolugéo
serd dada pela deformagdo continua que tal que a agio associada a métrica
guv seja extremal. O espago composto de todas as configuragdes possiveis
para as métricas foi primeiramente introduzido por Wheeler com o nome de
superespaco. Podemos entao reafirmar o principio variacional dizendo que a
trajetdria descrita pela métrica no superespago sera aquela que torna a agéao
extremal.

E amplamente sabido que a agdo que fornece as equagoes de Einstein

pode ser escrita

szfd‘*z\/—_gR. (2.16)
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Antes de fornecer o resultado final, é interessante desenvolver algumas
relacoes utilizando as varidveis N, N, hj, K;j.Vamos definir:
3¢ = 1ho (hae, b+ hap, ¢ — hie, d)
3R, tensor de Ricci formado com as conexdes °I'g,
K =h*K,
h=det(ha) = 8 (VR) = —Fhadh® = Phbha =
= (Vh) = VRh®he = Vh(-NK + N%a)

Por substituicdo direta encontramos as seguintes componentes para a

conexao:
I, = I; N“J\f)’,a ~ N;NbKab
Tfa N]\’ra - gNjKa,,
T _% - 21? (h“b - N(a;b)) = Kap = _ZLN (hab - N(a,;b))
0 = Nh“b(%) Y h?ab (Nz —N""Nm) b Nﬂ]}\\r;’N,b . NaNbﬁmem

Nﬂ-
T =° D + 73 Koe

Analogamente chegamos para o tensor de Riccl,

Reo = NHIiKiy+ NNjf —2NNLKF —2NN'Kj; + NN'K + N2KYK;; +

- A -y NENT . NiNI
L NiNI3R;; + N'NYK;K — 2N'N'K(K;j — — K — =N
NiNJ NiNIN
+2—I'V—N;lei.! + ——]V—"—Kﬂ i
N™ Nm™ N N™
Roi = *W‘K}' - _JTN,i;m + W-KmaN;? + KMTN-,LI — 2N™K: Ky +
m A7l

~NEK[%, + NK; + N™*Rpni + N" KiK. + ——Kiizm

1 ; m
Ry = v (—K?;j — N;.j +N;?1ij +N.?Kmi I NmKij;m) — 2K Kmj +3 R;j —FK@jK

33



e finalmente podemos escrever o escalar de curvatura usando as varidveis da

separagao (3+1).

; k 2
9ok _Nip _NK; 3
_ —_—— [ g L%} 2 3
R N 2 N +2 N + KK+ K*+° R

A agdo (2.16) apds simples manipulacdo matemética, somando e sub-

traindo 2 (\/i_a) K ao escalar de curvatura, se decompdem em trés termos:

S=8c+81+8
S¢ = [dtdz NVh (KYK;; — K* 43 R)
S, = —2 [ dtd®z (x/EK)

S, =2 [ dtd*x (VRKN' — VRRFIN )

i

O termo S; ndo contribui para a equagdo de movimento por ser uma
divergéncia total. O principio é aplicado impondo variages onde dh;;, dV;,
dN sdo zero nos extremos. Porém, o termo Sy poderia contribuir ji que ele
depende essencialmente de derivadas de h;; na dire¢do ortogonal as hiper-
superficies a t constante.

Para nao ter que lidar com este termo de superficie, é comum definir a
acao da teoria da relatividade geral como Sg = S —S1. De agora em diante
consideraremos apenas o termo Sg como a boa agao; esta escolha sera jus-
tificada a posteriori encontrando as equagdes de movimento que descrevem
corretamente o sistema.

Fagamos entdo a variagdo funcional com relagdo as varidveis em questéo:
B g 2L_(2my_(8n)

SN ON ON ON; ) . -

08 _ 4 o aL_(a'L)_ oL \ _,

SN; dN; \oN; ONij ) N

6S _, _ oL (9L _ BL) i
é-hij a 6hz~_.,- aﬁij 3&1'_';;]; "
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L ndo depende de N nem de N ; e s6 depende de N explicitamente ou

através de K;;.Usaremos que:

oL - i OK:.
= N kipgl _ pijpkl 2
Y VAN (K¥ — hih )K’“’“aKab’ (2.17)
Oy cab L (rasb .y sz
s =0 _E(aiajwjai)
e
5 =07 av * 3%, oN = Vh (KK~ K*—*R) =0. (2.18)

Para a variagdo de /V; s6 temos dependéncia através de Kj;.

58 Oé( oL aKab)

oN; 9w ONig ) . =0

iJ

como -g%{,-?# = 1%,—(5;“}’, e usando o resultado de (2.17) encontramos
7

2vh (K-8 K) =0 (2.19)

Na variagdo com relacdo a h;; é importante lembrar que a fungéo 3R
depende de h;j, e que K;; depende de através de f'z.z-j e também de N;; ja
que este dltimo possui a conexao 3I‘%.

Num referencial onde a conexdo se anula, temos que as relagdes se

seguermn:

PR = (o°rg) - (°r%),

i
1

8T Sh ((ahkj);i + (Ohgs),; — (5h,;j);k)

I

e j4 que, ao contrario da conexdo, 6°T" é um verdadeiro tensor, estas relagdes

sdo tensoriais 0 que garante suas validades em qualquer referencial.
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Encontramos depois de alguns cédlculos que

58
= Kij =—-N [31?4,- + KKij = 2K]" Kng| + Nigj — N K" +

— N Ki* = N™ Kijim

As equagoes (2.18)-(2.20) sdo equivalentes as trés possiveis projegdes das

equacoes de Einstein,

G 1'n” =0
Gun'ly,=0

e LGIZ =10

sendo portanto as equagOes que regem a gravitacdo quando a separagdo
(3+41) for possivel. Dentre as trés, a unica equagdo que possui derivada
temporal de segunda ordem da varidvel dindmica h;; é a (2.20), o que nos leva
a concluir que esta é a equagao dindmica enquanto que as outras sdo apenas
equagoes de vinculo. As equagdes (2.18) e (2.19) restringem as possiveis
configuragoes das hipersuperficies a t constante. Ficard mais claro quando
tivermos estabelecido os parénteses de Poisson associados aos vinculos da
densidade hamiltoniana da teoria da Relatividade Geral.

De posse da densidade lagrangeana podemos prosseguir a formulagao
hamiltoniana. A partir da densidade lagrangeana encontramos as seguintes
densidades de momentum:

aL

p = 9L _, (2:21)
ON
ON;

o - aL 0L OKg _ _pt (Kij _ hi"K) (2.23)

3h.«;j B aKab Bhij
(obs: note que 0 momentum I1” é uma densidade tensorial do tri-espago de

peso 1.)
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Logo temos,
hiIT¥ = 1 = 2VRK =

i 1 i hY
= K'Y = _:/-—E I — -E—TT (224)
. 2N hi;
= hij = 7_}: (Hi' = -—ﬁj—ﬂ') + N(i;j) (2.25)

As equagdes (2.21) e (2.22) nos mostram que este sistema possui vinculos.

Nao é possivel escrever as velocidades generalizadas como funcdo dos mo-

menta e das coordenadas.

Precisamos entao apelar para o formalismo desenvolvido por Dirac, Bergmann

e outros, para construir um formalismo hamiltoniano consistente. Como este

formalismo foi descrito na se¢do anterior, apenas me restringirei a aplicéd-lo.

Por definicao, a hamiltoniana candnica se escreve:

. A . [2N his
H = PN-i—PzNi—f-HUhij—L:ﬂ?"? [—(Hij——“?-fr)—P-N(i;j)]-l-

vh 2
1 (o B .._@)u_zﬁs _
—N\/i‘z[h(ﬂv 2«)(11,J or |~ R]—

= N [Guea T 11 — V3R] + 27 Ny

com Gopead = 5&—,5 (hachbd + hadhpe — haphed) , € devido aos vinculos (2.21) e

(2.22) temos a hamiltoniana total:

HTﬁjdtd% (N Ho+ N;H + AP+ PY) (2.26)

onde,

Hp = Gijp T TIM — hi3R (super-hamiltoniana)
H = -2 Hif; (super-momentum).

Para chegar e esta hamiltoniana usamos a condig¢do de segoes espaciais

fechadas para descartar o termo (IIVNj) . .

Precisamos garantir que os vinculos primarios sejam satisfeitos durante
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toda a evolugao. Para isso, usaremos as relagoes
IN(Z,8), P (g,t)} =6 (Z—7) 6 (t—tr)
{N: (&,8), P (§,t1)} = 6] 6(Z — ) 6 (¢ — tr)
{hij @), 109 (g,1)} = 688 (z - 7) 6 (¢ — 1)

Imposigao sobre os vinculos primaérios:

P@1) ~ 0= &2 {P@), B (50} = [ (P@E0),N (50} Ho(510) =

- —dezé(f—gT)Hg('Z,t)=-H0(f,t) = Hy(%,¢)~0

(2.27)

Pzt =~ o=fd3z {P"(f,t),HT(z;t)}zfd% {P'(,0),N; (Z,t)} B (2,1) =

= —Hj(Zt) = H(Zt)=0

estes sao novos vinculos que também devem ser preservados. Antes de re-
alizar estes cdlculos vamos introduzir a édlgebra de Lie associada aos vinculos

Hye HA
(@0, B0} = (K@) g~ H G50 6@ - D)(229)
(@0, B @) = (M) g B0 ) 5@ - 7230
(B @0), B @0} = Ho(§0) 58 (@~ 1) (231)

Devido a esta dlgebra pode-se verificar que a imposicdo dos vinculos
serem preservados ao longo da evolugdo é satisfeito trivialmente, ou seja,
Hy(%,t) =~ 0 e H;(&,t) = 0, e sendo assim eles ndo geram novos vinculos.
E facil verificar que todos os parénteses de Poisson entre os vinculos (2.21),
(2.22), (2.27) e (2.28) sdo zero, e entdo todos os quatro sdo vinculos de
primeira classe. Como a equagdo (2.26) ji inclui todos os vinculos de

primeira classe, esta é a hamiltoniana da teoria da Relatividade Geral.

“Estes calculos embora simples sao muito extensos e facilmente encontrados na liter-

atura, por isso nao os reproduzirei.
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Vamos verificar se esta hamiltoniana de fato reproduz as equagdes de

Einstein:
N@Et) = /dsz (N(F,1), Hp (5,8)) = A(3,2)
N @) = / &2 {N:(3,1), Hr (5,8)} = M (&,1)

i’rik (f, t) = fd3z {hik (-’E, t) ’ Hr (2'_": t)} =

N\(/:c";_;t) [2ILk (Z,t) — hax (Z,t) 1 (Z, t)] + Ny (8,t) + N (1)
(51 = [d= (@0, B (70} =

hi Nhi*

== 3 'k___k m _ 22 | _ im
= N\/H(R‘ 23R)+2‘/E(H;ml] 2) ﬁ(ﬂ ok —

i (N,z';k _ Ar;,;lnhik) <V (Nmﬂik)

vh

As duas primeiras equagoes nos permitem tratar as varidveis N e N;
como meros multiplicadores de Lagrange para os vinculos (2.27) e (2.28).
A equagdo (2.34) apenas define as relagoes entre as “velocidades” (fz,;j) e 08
momenta. A verdadeira e tinica equagao dindmica é a (2.35). Esta equagdo
é equivalente a tnica equagdo dinamica (2.20) do formalismo Lagrangeano,
e os vinculos (2.27) e (2.28) sdo equivalentes respectivamente as equagdes
(2.18) e (2.19). Assim fica mostrado que este sistema hamiltoniano reproduz
as equagoes de Einstein.

Devido ao fato dos vinculos (2.27) e (2.28) satisfazerem a dlgebra de
Lie (2.29) - (2.31), existem relagdes e condi¢oes impostas sobre a evolugao
temporal do sistema. A partir desta algebra pode-se provar os seguintes

teoremas:

1. Se os vinculos séo satisfeitos em uma dada hipersuperficie, e a evolugdo
temporal é dada pelas equactes de Hamilton, entdo os vinculos serdo

satisfeitos ao longo de toda a evolugdo.

39

(2.32)

(2.33)




2. Se os vinculos sdo satisfeitos para duas hipersuperficies arbitrarias,
entdo quantidades candnicas em duas hipersuperficies quaisquer sdo

necessariamente evoluidas a partir das equagbes de Hamilton.

3. Se a fungdo principal de Jacobi (S) satisfizer a super-hamiltoniana em
um dado ponto (Zp) e o supermomentum em toda a hipersuperficie,
entdo ela também satisfard o vinculo da super-hamiltoniana em toda

hipersuperficie

Hy (Z0,t) [S) ~ 0H; (%,t) [S] ~ 0 = Hy (£,1) [S] ~ 0V et fixo.

4. Se a fungdo principal de Jacobi (S) satisfizer a super-hamiltoniana
em qualquer ponto da hipersuperficie, entdo necessariamente também

satisfard o super-momentum em qualquer ponto

Hy (%,t)[S] = 0= H; (Z,t)[S] = 0VZ e t fixo.

Os vinculos (2.27) e (2.28), embora secundérios, séo vinculos de primeira
classe. Espera-se entdo que eles sejam geradores de transformacoes de cali-
bre.

Para o vinculo Hp, a tnica transformacao nao nula é para a variavel h;;:

5hij (2) = [ Pze (@) {hi; (3), Ho ()} =

= [ d*z¢(2) Gt (2) {h (2) T () I (2) } =

= (@) Z (M () - 2421 () =

= —2¢(Z) Kij (%) = —2¢(Z) Ly (hyj)

Esta transformagao gera deslocamento na direcdo do vetor tipo-tempo

n* (1) perpendicular a tri-hipersuperficie. Enquanto a hamiltoniana total
gera deslocamentos no parmetro t, a super-hamiltoniana gera deslocamentos
no parmetro 7.

Vejamos agora o vinculo do super-momentum (H;):
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o 6hy; (2) = [Pz {hi (£), Ha (D)} x* () =
= —2fd%zx* () {hi; (@), (0P + merg,) } =
= 2 [ dPax® () (g0 (F~ 2) 8 + YL @ - D) =
= 2525x* () 0F) — 2x° (B) TG =
= X(i;j) ("E) = f’xk (hzj')

o OITH () = [ d32 {119 (%), Ha ()} x* () =
=—2[d%2 {H*'J' (Z) , hak (2) T (2')}x°‘ (2) =
_ 9y (7) TI¥ (2) 0% —2 [ d2x® (2) hai (2) 1% (2) {119 (2) , T, (2)} =
— X (&) T — X0 (&) TR — (x© (@) WP) |+ (™ (@) T19) 1, =
= —x8 (@) TP + X3, (&) Y + x™ (&) T, = Ly (T17)

Estas transformacdes sdo transformagdes gerais das coordenadas na tri-
hipersuperficie, ou seja, as transformagGes de calibre sao difeomorfismos da
tri-hipersuperficie.

Concluimos assim o desenvolvimento do formalismo Hamiltoniano para

a Teoria da Relatividade Geral.
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2.4 Descricao de Fluidos através de Potencial-Velocidade

No inicio da década de 70 Bernard F. Schutz [26]-[27] desenvolveu um
formalismo onde o campo de velocidades de um fluido é escrito em termos de
seis potenciais associados a grandezas termodindmicas. Este formalismo esta
fundamentado no teorema de Pfaff que garante ser suficiente apenas quatro
potenciais para descrever a quadri-velocidade. Para facilitar a interpretagio
fisica dos potenciais costuma-se usar seis potenciais. As componentes co-

variantes da quadri-velocidade podem ser representadas através de

1
U = P (pp +afuy+0s,)

onde p é a entalpia especifica ou massa inercial especifica, e s a entropia
especifica.

Talvez fosse interessante rever rapidamente alguns conceitos termodinamicos.

Seja um fluido perfeito de um componente com densidade de particulas
n e niimero total N. Vamos definir densidade de massa inercial (pg) como
sendo o produto da massa inercial de uma particula (M) pela densidade
de particulas. A energia interna especifica (II) é definida como a diferenca
entre a densidade de energia total e a densidade de massa inercial, de forma
a termos Il = P—;f—”, e a entalpia especifica ou massa inercial especifica (u) é
dada por p = -"—;—(‘)E.

De posse dessas definigoes, usaremos a primeira e segunda leis da ter-
modinidmica para expressar a pressao do fluido como funcdo da entropia
especifica e da entalpia especifica.

Primeira Lei: dQ = dE+pdV = pdV+Vdp+pdV = Vdp+(p+p) dV

Defini¢ao da entropia: 6Q) = T'dS

Temos também as seguintes relagoes:

. H:%#dﬁ:(l-i-ﬂ)dpo-l—podﬂ
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o du=d(e2) =dll+Pd (L) + Ldp
combinando tudo encontramos:

TdS =% (dp— (p+p) %) = Nm (dll +pd (L)) =
:Tds:dHJr-pd(Fla)

e finalmente,
dp = podp — poT'ds

Vamos considerar um fluido com equacao deestadop=Ap = (y—1) (1 +1II) po
(v =1+ X é constante).

Neste caso podemos integrar a primeira lei da termodinamica,

Tds=dl+pd (%) =d(1+I)+(y—1) 1+ ped (1) =
(1+10) [dIn (1 + D) - (y = 1) dIn (£2)]
onde pg, é uma constante de integracdo para tornar o In adimensional.

Note que:

1+ p  pkr

= = = constante = s
T  Tpo Tpokr 0

onde k é a constante de Boltzmann e r é caracteristico de cada fluido. Dize-
mos que este calculo é constante pois para um fluido perfeito kr T é pro-
porcional a energia.

Temos entao apds a integragdo que

exp {%} = (1+1I) (%)1—7 = po = Por €Xp (m) (1+1M)7T

e lembrando que p= pg (1 +1I) e p =7 (1 +1I)

P

e (572) (¢)
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Equacgoes de movimento e tensor energia-momento

Um fluido formado de apenas um tipo de constituinte é completamente
definido pela sua equacao de estado,p = p (g, s), e pelo seu tensor energia-
momento, T* = p g’ + (p + p) UFUY = p g™ + pou UFU"™.

Estamos assumindo que o campo de velocidades é normalizado (U*U, =
—1).5 Num sistema de coordenada comével o tensor é diagonal, com T =
diag(p,p,p,p), j& que o fluido ndo apresenta viscosidade e nem condugio de
calor.

A condigdo de conservagao do niimero de particulas pode ser expressa
(0 U") ;=0

e as equacgoes de movimento sio dadas pela imposigao do tensor energia-
momento ter divergéncia nula. De fato, impondo T°%; 3 = 0 e projetando

perpendicular e sobre a hipersuperficie encontramos:

VTS = U® (00 — po tha) = ~U (0T 5,0) =0 = U%s,0 =0

hao T = b (Po + o UsigU?) =0 = hZpy = po pUa;pUP

A primeira equagdo nos mostra que para um fluido perfeito a entropia se
conserva ao longo das linhas de universo do elemento de fluido, o que esta
de pleno acordo com o fato de ndo haver fluxo de calor(T ds=dq).

A segunda equagio nada mais é do que a conhecida lei de for¢a para um

fluido relativistico. Se tomarmos U® = §§ encontramos,

I

= dv dv
=Vp=popo-=(p+p) o~

onde ¥ é a tri-velocidade e 7 o tempo préprio.f.

®Isto implica que U*Uy =0
SEsta equagio estd de acordo com a interpretacdo da entalpia especifica (p = f’?";-‘l)

como massa inercial especifica



Equagoes de movimento na representagao Potencial-Velocidade

Seja o campo de velocidade,
1
Up=—(pp+0su)
p

onde s e y sao respectivamente a entropia e a energia interna especificas. As
fungbes ¢ e 0 serdo esclarecidas mais adiante.
Em geral também se introduz um termo « - §,, no entanto este termo
esta associado ao rotacional do campo, que para o nosso caso é zero.
Vamos impor que este campo seja normalizado, ou seja, para qualquer

ponto temos
9PUaUp = ~1= p* = —g° ($,a +05,4) (8,5 +05,5)

Conseguimos entao escrever a entropia especifica como fungdo da métrica
e das trés fungdes ¢, 6, e s.

A proposta é mostrar que com este campo de velocidades e a Lagrangeana
L = [d®z/=g (R + 167 p), recuperamos todas as equagdes conhecidas para
um fluido perfeito. Para tanto temos que variar a agdo com relagio a métrica
e as fungdes ¢, 6 e s.

Seja a agdo S = [d*r./—g (R + 167 p), as suas variacbes com relagio

aos campos nos fornecem,
8 _ 1
o 5i= (V=9R) = (Ruw — 39uwR) V=3
dp &
o 527 (V=9P) = —3P9epV =9+ R5is V=9
Da primeira equagdo da termodinamica temos que gﬁ = po, e da normal-

izagdo do campo de velocidades 33’:—5 = —EUUj .

Logo,
) -
59 (V—gp) = "—2—9- [pgas + (0 + p) UaUsl

Da variagdo da agdo com relacdo a métrica chegamos entao a conhecida

equagao de Einstein para um fluido perfeito:

4S

1
39°8 =0 = Ryg— aRgaﬂ = 87 (pgap + (p + p) UaUp)
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Por procedimento andlogo encontramos para a variagio com relagio aos

outros campos.

° -g% =0= (poU ﬁ) .= 0 conservagao do niimero de particulas
o B =0=s,U%= entropia por particula é conservada
. %% =0=T=0,0" definigdo da temperatura a partir do campo 6

Hamiltoniana associada

Anteriormente estabelecemos que a Lagrangeana L = [ d3z,/—g (R + 167 p),
conjuntamente ao campo de velocidade U, = ﬁ (¢, v + 0 s,v) define as equagdes
de movimento para um fluido perfeito. Para a construgdo da Hamiltoniana
precisamos dos momenta canonicamente conjugados as varidveis ¢, 0, e s,
para a matéria e a g,g para a gravitagao.

Por célculo direto encontramos,

OP¢‘6L——'/-90UO

° PSETﬁ—\/_poUOB 9P¢
° PeE%‘g’-:

A densidade Hamiltoniana, H = )_; P;a; — L, pode ser calculada e en-
contramos H = uUpPy — /=gp = —/=g [p+ (o +p) UoU°] = /=gT%,
como deveria ser.

Para espagos-tempo que sdo do tipo R® M3, onde M3 é uma superficie

espacial arbitraria, a forma da métrica no elemento de linha se escreve,
ds? = —N2dt? + hy; (da'* + N'dt) (da? + N7dt)

onde N é a chamada fungdo lapso e N* sdo as funcdes deslocamento, todas

podendo depender tanto de t quanto de z’.
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Quando nos restringimos a métricas homogéneas e isotrépicas, a métrica
assume uma forma mais simples onde N = 0 e suas componentes sé depen-

dem do tempo cosmoldgico.

ds? = —NZ%dt* + a®(t) wida’da’

2
a2 (a6 + sen? (6) dg?)

'I.Uijdwidlﬁj = T—Fr2

Ao estudar a gravitagdo através do principio variacional, propagamos
a métrica da hipersuperficie espacial e impomos que a sua variagdo seja
nula nos extremos, ou seja, entre dois tempos fixos arbitrarios. O espago
formado por todas as métricas possiveis é chamado de superespaco. O super-
espago, embora seja de fato o objeto de estudo, muitas vezes nido é tratavel,
e como primeira aproximacdo podemos impor certas simetrias fisicamente
aceitdveis. Um subconjunto do superespago, chamado de minisuperespago,
¢é formado por métricas homogéneas e isotrépicas. Os graus de liberdade
no caso de minisuperespagos caem de 3 x oo ( trés graus de liberdade
para cada ponto do espago) para apenas 3 ji que o espaco é homogéneo e
isotrépico.

Em geral, se impor certas simetrias e depois calcular as equagdes dindmicas
através do principio variacional é diferente de calcularmos as equagoes de
movimento e depois impormos as mesmas simetrias. No entanto, para o caso
de métricas cuja parte espacial é homogénea e isotrépica, com elemento de
linha ds? = —N?2dt? + a? (t) wijdz*dz?, e um fluido perfeito, a variagdo co-
muta com a imposi¢ao de simetrias desde que nio fixemos a gauge temporal
(fungéo lapso). Isto se deve ao fato de nao perdermos informagao nenhuma

ao impormos as simetrias antes da variagao.
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Fazendo referéncia as equacoes de Einstein, temos

1. G%=T)
2. GO — "
3. sz:T_sj

A funcéo lapso é importante para garantir a primeira equagdo. A segun-
da ¢ satisfeita trivialmente, pois como o fluido é perfeito T9 é zero (ndo ha
fluxo de calor nem de momento), e devido as simetrias G também é zero.
Isto ndo ocorre por exemplo num espago-tempo ndo-homogéneo onde esta
equagdo acaba por impor vinculos na métrica j& que 79 = 0 mas GY% ndo é
necessariamente zero.

Para a métrica em questdo, as varidveis do potencial-velocidade se es-

crevem:
o 12 =g ($o +054) ($p+055) =g ($+0 S')z -
= 7 (¢+9§)2 = uN= (q'b+9:§) => U=N=U'=-5%
o /—g=Na®w w é o determinante de w;;
lembrando que

e ) — (B2 )
— = - ex = |— i ex
v Po Po P \/_—_Q" Po P

temos entdo para a densidade hamiltoniana
I
Hyat = —v=g(p+(p+p)Ul®) = v=gp= Hahe
s s
= N a_a('f_l)pg;ﬁ_’r) exp Sp Pgwﬁl_;u
Como o tnico termo que depende de posi¢iao é o w (determinante da

parte espacial), podemos normalizar a integral em todo espago de forma a

absorver este termo. Assim temos para a hamiltoniana’

S
Hmaz = N a=30Dpll=7 exp¥s PJ

"Note que P; ndo aparece na hamiltoniana, o que implica que s é constante e assim P,

também € constante.
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Vamos fazer uma transformacdo canénica para simplificar a forma da

hamiltoniana. Definamos,

S
e T=—P,exp %o p((;_l)SQP;T
o (= (¢+ 1—0—}¢P3)

£ (-
o Pp=exp% p{l ﬂPg

[ ] PE — P¢,
Nestas novas varidveis a hamiltoniana da matéria se escreve:
Hpat = N Ppa=30-1

Note que a varidvel T € proporcional ao tempo, j& que Py, s, e P¢ 540
constantes, ou seja P, € linear com o tempo. Desta forma a varidvel T
pode ser tomada naturalmente como o tempo. A hamiltoniana é linear
no momento canonicamente conjugado ao tempo. Este é um bom critério
para estabelecer qual varidvel serd tratada como tempo, lembre-se que na
equacao de Schrddinger a derivada com relagdo ao tempo é de primeira
ordem e as demais de segunda ordem. O problema da equagao de Wheeler—
DeWitt, equagdo encontrada através da quantizagao candnica, é justamente
néo aparecer nenhum momento canénico linear na densidade hamiltoniana.
Esta equagao que deveria ser a equacgao dinamica da teoria aparentemente
nao evolui.

Tendo analisado a densidade hamiltoniana da matéria, vamos agora con-
siderar a parte associada a gravitacdo para este modelo de minisuperespago.

Fazendo alusdo a sec¢do anterior, podemos calcular as quantidades rele-

vantes utilizando a métrica deste minisuperespaco.
hij = a2 Wij = hg_, -= 2a{1w,~j
N;=0
1. aa
Kig = —gnhi =~
vV=9=NvVh=Navuw
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Note que,

Vhk = (\/Ezc)'+N\/Hk2

VR Ny = (VRR™®N,) |

¥

Desta forma temos,
V=9 R = NVh (kimk'™ — &* +° R)

Para chegar a este resultado os termos de superficie foram descartados.®
Como a parte espacial é maximalmente simétrica o escalar de curvatura
- i7 ij — g
é constante °R = h"R;; = “xR;; = 6a 2¢, onde € pode assumir os valores
9, #1.

Entao segue que
£ 2
V=g R =6yw (H% +Nae) )

Da mesma forma que fizemos com a lagrangeana da matéria, vamos

normalizar e integrar no espago para encontrar a lagrangeana

aa? oL ad
ngfd3mL=3N(ae—J—v—2—) 5 Pz 32 =65

e finalmente encontramos a hamiltoniana da gravitagao

P2
Hy=-N|-—"2+3a¢).
12a
As varidveis dinamicas desse formalismo sdo N, a, e T". Note que como
T ndo aparece na hamiltoniana, 7" é uma variavel ciclica, ou seja Pr é zero.
Qutro fato importante é nao termos a varidvel canonicamente associada
a N. A origem desta questdo tem que ser esclarecida através da propria

Lagrangeana. A Lagrangeana nio depende de N, o que torna o momento

Py = -gﬁ = 0. Esta equacgao nos mostra um vinculo primério. Devemos

SExiste também um termo de derivada temporal que a principio poderia dar con-

tribuigdo nao nula, mas como discutido anteriormente nio levamos este termo em consid-

eragao assumindo que a ”"boa acdo ndo possui este termo.
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entdo acrescer um termo APy na hamiltoniana ( A é um multiplicador de
lagrange).

2

P
Hr=NH+ APy ,sendo H= —12;‘:1_30,64_}321@—3(7—1)_

Por consisténcia, o vinculo deve valer para todos os instantes
Py=0= H=0

Este é um novo vinculo que é satisfeito trivialmente.

A evolugdo dindmica serd dada por:

o a={a,Hr} ="t

« N=)\

e T'=Ng30-1

o Po=NB _3Ne—3(y—1) PN a3t
e Py=H=0

e« Pr=0

Obs: O vinculo H = 0 implica na equagio de Friedmann:

P Pr a2 Pr 5 €
=02 pe w0 2 om =3 "2
Em cosmologia costuma-se usar a gauge onde o termo gog = —1, que é

equivalente a fazer N=1. Nesta gauge, a equagdo de Friedmann se escreve:

onde p é a densidade do fluido perfeito, e K é constante. Assim vemos que

classicamente a varidvel Pr é proporcional a quantidade de matéria total do

fluido.
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Por outro lado a varidvel T funciona como um tempo. Se escolhermos

uma outra gauge onde N = a®0~1) encontraremos que
T=Na 30" =1= T =1+ const

Esta escolha é perfeitamente cabivel inclusive pela varidavel N funcionar

como um multiplicador de Lagrange. De fato, N = A que é arbitrério.
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Capitulo 3

Modelo de Friedmann-
Robertson-Walker com
poeira e radiacao

Tendo estabelecido as teorias bédsicas que serdo usadas no estudo do
modelo de universo de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) com poeira e
radiagdo, podemos agora desenvolver o problema propriamente dito.

Para descrever os dois fluidos seguiremos o esquema desenvolvido por
Bernard Schutz. Em meados do século XIX, A. Clebsch mostrou que qual-
quer fuildo newtoniano pode ser representado por trés potenciais, porém
eles ndo possuem significado fisico claro. Selinger e Whitham em 1968 con-
seguiram utilizando cinco potenciais contornar esta difulculdade para fluidos
newtonianos. Na década de 70, Schutz estendeu este formalismo para fluidos
relativisticos. Nesta representacio o campo de velocidades de um fluido é
descrito por seis potenciais associados a grandezas termodindmicas.

Devido as simetrias do modelo de Friedmann-Robertson-Walker (FRW)
podemos utilizar apenas quatro potencias j4 que ndo haverd os termos as-
sociados ao rotacional do campo. Como foi visto no capitulo anterior, a

hamiltoniana da matéria utilizando este formalismo potencial-velocidade se
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escreve:

Hppat = N Ppa~30-1),

No caso de poeira v = 1, e para radiacgio v = %. Temos entdo que, para
um universo de FRW permeado por poeira e radiagdo a acao pode ser escrita

como,

2

S:/d4m(dPQ+TPT+¢BP¢—N 2—}:%+6ka+%z+P¢:l).

Desta maneira, estamos entendendo a varidvel N como um mero multi-
plicador de Lagrange, o qual pode ser escolhido a gosto (escolha de gauge
temporal). A varidvel a é o fator de escala da métrica, k pode assumir os
valores 0 e +1, T a variavel associada a radiacdo e ¢ associada a poeira.
Lembre-se que existe um vinculo que for¢a a hamiltoniana a ser zero de-
vido & teoria ser invariante por reparametrizacio temporal. Com efeito, a

hamiltoniana é dada por

2

P Pr
=—NH=N |2 k — + P, 5 |
H H 24{1-1-6 a + - + By , (3.1)

e assim temos as seguintes equacgdes:

) N 12 aa
a = {G,H} = 1—2—aPa = Pa = _j\r_ (3.2)
p? Pr
= = 2 = — - — P A4
IN=0—H 0=>24a 6ka - b (3.4)
Pr=P,=0 = P,, Pr sio constantes (3.5)

Combinando as duas primeiras equagoes, encontramos a equacao de Fried-

mann para poeira e radiagao

CRCRIC S B

Se compararmos com a sua forma convencional escrita em tempo césmico

(N=1)

(d)Z_SWG _k
a/ 3 a?
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temos que,

Py = —167G a® p,
Pr=—-167G a* Pr

Se fixarmos a gauge 7 = T, ou seja, tomando relégios comoventes com o

fluido de radiacao e utilizando as equagdes de Hamilton encontramos

T:l:{T,HT}=]—:- = N=a

Vemos entdo que esta escolha de gauge é equivalente a trabalhar com
a coordenada de tempo conforme, e que neste caso especifico temos qb =
Todos os resultados serdao obtidos utilizando esta gauge.

Devido a esta escolha, a varidvel associada a radiagdo servird como o
tempo natural do sistema. Neste espago de fase reduzido encontramos a

hamiltoniana
)

H:—;D—Z—I—GkaZ +a Py (3.7)
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Comportamento Cléssico

Se utilizarmos as equacdes de Hamilton, encontramos as seguintes equagoes

dinamicas:
) Py .
a = ﬁ = P,=12a
P¢, = 0 = P, = constante
P, = 12a=-(12ka+Py) =

5 b bt o=
a —_——=
% 12

com solucgoes,

% cos(n) + Bsin(n) — %’- para k=1
a= _%772 + By para k=0 (3.8)

| —%‘1 cosh(n) + Bsinh(n) + %ﬁ para k=-1
onde foi feita uma escolha apropriada para a origem do tempo ocorrer na
singularidade.

Pode-se ainda reescrever a constante B utilizando o momento quando a
densidade de poeira se iguala a densidade de radiagdo, ou seja, pm = pr €

assim obtemos,

{

(%@f_) {1 - COS(T’) + Neq Sin('f}‘)] para k=1

2
=4 O [2;'2; + (;;—:; ] para k=0

| (%a’g?) [cosh(n) + Megsin(n) — 1] para k=-1

onde aeq € 0 valor do fator de escala no equilibrio e vﬁq = [ﬁég’pm]

I:-"ijﬂ‘a_eq]7 com pgm a densidade de matéria hoje.
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Como veremos mais adiante, com a presenc¢a do potencial quantico existe
a possibilidade de criagdo de matéria exética, e por isso é construtivo analisar
o comportamento cldssico de um universo permeado por matéria exdética.

Para matéria convencional o fator de escala tem o comportamento des-

crito pelo gréfico.

Figura 3.1: Comportamento do fator de escala para um universo permeado
por poeira convencional (—P; > 0) regido pelas equagdes classicas

No caso de matéria exdtica, o comportamento é radicalmente diferente.
Primeiro fato importante a salientar é com referéncia a equagao de Fried-
mann (3.6). Note que neste caso, a densidade de radiagao deve sempre ser
superior a densidade de matéria, caso contrdrio a equagao nao tem solugdo

ja que o lado esquerda da equagéo é sempre positivo.

(3'-3 (13-

Além disso, com a evolugdo do fator de escala, o termo da poeira exética
cresce se tornando cada vez mais significativo até o instante onde os dois
termos se igualam, o que implica @ = 0. A partir deste ponto o fator
de escala volta a decrescer até o reclapso. No tempo conforme o fator de
desaceleragao é dado por:

q= -—%; +1
e como @ e a nao vao a zero quando @ = 0, como podemos ver pela equagao
(3.8), o fator de desaceleragdo diverge quando a fator de escala atinge o seu

valor maximo.
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Assim, o comportamento para o fator de escala quando temos matéria

exética (— P, < 0) é qualitativamente descrito pelo gréfico

/ |
/ \

Figura 3.2: Comportamento do fator de escala para um universo permeado
por poeira exdtica (—P, < 0) regido pelas equagdes cldssicas

58



Comportamento Quantico

Em geral a hamiltoniana (3.7) ndo é hermitiana pois a varidvel a assume
valores na semi-reta positival, por isso devemos impor condi¢oes sobre as
fungoes de onda para garantirmos a hermiticidade da hamiltoniana.? Neste

caso a condigao pode ser escrita na forma

/_ dqb[(% (sz’)w] zf_ d¢[6¢ (a¢)]

Existe outra maneira mais simples de garantirmos a hermiticidade da

a=0 a=0
hamiltoniana, a saber, restringirmos o seu dominio a fun¢ées de onda cuja
norma € constante quando evoluida pela equagio de Schrédinger. Este sera
o método utilizado mais adiante.

Projetando a equagdo de Schrodinger na base coordenada temos

20000 B2 8% (0,61 na2et) (g

+6ka’y (a,0,t) —
ot 2m  Oa? ¥(a9,1)
Como queremos utilizar a interpretagao causal da mecéinica quéntica, é

essencial reescrever esta equacio com a fungdo de onda na sua forma polar

(\IJ = p(a,p,t) exp {%S (a, qb,t)}).

A equagdo de Schrédinger é equivalente as seguintes duas equagao reais:

88 1 (88 88 . R? 9%

ap a ; 6(2168)
6¢(p)+aa ——=)=0 (3.11)

Para fins de comparagdo, vamos escrever essas mesmas equacoes em sua

forma geral para coordenadas candnicas gi e pg.

s 1 a8 )2 ( a8 )
+ S— e —— + V 1 )t = 0

ot - (qu * Ba

dp? d 9.\ _

!De fato poderiamos ter escolhido a semi-reta negativa que os resultados fisicos seriam

08 ImMesmos.
?Para uma discussdo mais profunda do tema: [28]-[30]
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Nesta interpretagdo os momenta canonicamente conjugados sao lidos a

partir da equagdo tipo Hamilton-Jacobi (3.10) como

p - 05(a,4,1)
“ Oa

oS (a,o,t

By (;q}cb )

Porém, se quisermos interpretar (3.11) como uma equagao de continuidade,

somos forcados as seguintes relagoes para as velocidades generalizadas

1 S (a,,1)

m da
$=a

Note que estas sdo justamente as equagGes encontradas para as veloci-
dades generalizadas no regime cldssico (3.2) e (3.3) na gauge em questdo.

Existe ainda uma ultima relagao oriunda de um vinculo de segunda
classe, e por isso pode ser entendido como uma igualdade entre operado-

res quando quantizados, que nos fornece a equacao:

3

Py=na onde n é a densidade da matéria.

Temos entdo o conjunto de equagdes diferenciais de primeira ordem que

descreve o sistema,

.. 105(a,9,1)

¢=a (3.13)
~108S5(a,o,1)

el (3.14)

E interessante notar que caso Q = 0, ou seja regime classico, a solugdo
geral para a fungao principal de Hamilton (S (a,$,t)) serd dada por S =
W (a) + E.t + Py.¢, onde F e P4 sdo constantes. Neste caso, como Py é
proporcional a quatidade total de matéria do universo, nao temos a criacao

nem aniquilagdo de matéria.

60



De fato, da equagdo (3.14) temos,
S (a,$,t) = na® = matéria total do universo = P4 = constante

Porem, ao introduzirmos o termo @ (a, ¢,t), tornamos a func¢ao princi-
pal de Hamilton uma fungédo genérica das varidveis, possibilitando assim a

criacdo e aniquilagdo de particulas justamente devido a efeitos quanticos.
Caso k=0

Tomando o caso onde a se¢do espacial é plana temos a seguinte equagio

de Schrédinger
s Rl (3.15)

Fazendo a corriqueira substituicao,
(6. 0.0) = ¥ {aye { ihﬁt}ex {—z’—h—)\tf)}
Y (a,9,t) = x (a)exp Y P o

temos a seguinte equagao para a varidvel a

92
202X (a) + Aax(a) + Bx (a) =
Se fizermos a mudanca de varidvel y = a + 'g, encontramos a equacao de
Airy
O%F (y)
ay?
As solugdes desta equacdo sdo naturalmente as fungdes de airy F (y) =

+AyF(y)=0 comF(y):x(y—g).

VIZL ( yz) e consequentemente,

o= he 5z (o)) ooy (S )')

onde A e B sao constantes com relagiao a coordenada a.

A solugdo mais geral possivel serd entdo uma superposi¢do na forma

¥ (a,¢,t) = fdﬁd)\exp{—-i-—h-—ﬁt} exp{—i—ZimAqb} MX
x [A(ﬁ,)\) z, (2_‘/__( +X> ) +B(B,)) 7y (Eg (a+§)%)]
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e, como comentado anteriormente, é necessario impor certas condigoes sobre
esta solucdo para garantirmos a hermiticidade da hamiltoniana.

Como exemplo irei utilizar a continuac¢do natural de alguns trabalhos ja
existéntes [31]-[32].

Ao se estudar a equagao (3.9), em geral se supde um comportamento de
onda plana para a varidvel ¢, o que equivale a dizer que o estado do sistema
¢ um autoestado com momento P bem definido. No entanto, tal proce-
dimento ndo é o mais geral possivel pois os graus de liberdade associados
a coordenada ¢ estdo “congelados”. Naturalmente, para generalizarmos, é
suficiente construir pacotes de onda com superposi¢des adequadas uma vez
que, sendo o espago em questdo plano, as funcées de onda plana exp (ikz)
formam uma base completa para o espago de Hilbert.

Voltemos ao caso especifico k=0.

A solucdo da equagdo (3.15) pode ser encontrada de duas formas. Pode-
se resolver diretamente a equagéo de Schrédinger ou entao utilizar o método
de propagadores. Ao utilizarmos propagadores, precisamos tomar cuidado
com a integral funcional do fator de escala, pois ele esta definido apenas na
semi-reta positiva [29]. Por isso, para tornarmos o problema consistente,

construimos os propagadores de acordo com as simetrias:

G(z,y,t)=G(z—y,t) + G(z +y,t) para funcoes pares

G(z,y,t) =G (z—y,t) —G(z+y,t) para fungdes impares

Estas condigbes sobre o propagador estdo vinculadas apenas a varidvel
a ser definida na semi-reta positiva, € com isso ndo se garante de forma
alguma a hermiticidade do operador Hamiltoniano. De fato, veremos que
serd necessario superpormos as solucoes de onda plana para encontramos
uma func¢do de onda normalizdvel.

Para resolvermos a equagao (3.15) assumimos inicialmente a forma
L PA
U (a,9,1) = ¥a (a,t) exp{~1i ==}
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e assim a equagao se reduz a

. 0 R &
‘lha'ﬂb) (CL, t) = ('-2—”;“6? — /\a) ’!,L’A (a., t) .

Se supusermos uma fungdo de onda inicial com dependéncia no fator de
escala na forma
80\ i
o .
(@0 = (Z) ew {-(o+iga},
onde tanto ¢ quanto q sdo reais e ¢ > 0, a solugdo para um tempo posterior

serd dada por

1
¥y (a,t) = Bom? \ ¢ ex ___m20 — A—tQ : - i—)‘2t3 — z'€+
AMBY T T & L 2m 6mh 2

2 9
m PV m X2
Al A ) = e A
+z2ht [(a—k Qm) ” (m — 2qht) (a Qm) :l}

Vamos definir algumas relagdes que servem apenas para simplificar a

forma final da fungdo de onda,
u=4 (02 + q2) R2t% — dgmht + m?

2
ot! 3 y 2
v=|y+-"=] + ——— (1 +3m? — 6gmht

("’ 4u) (24mhp)? (v qmhit)

20ht

m — 2qht]

t3 (u + 3m? — 6gmiit)
24m (yp + ot?) }

f = arctan [

T = arctan {

2 2 4 F
A— [m;t e 3__t_ (,UJ +m? = quht)} ['y + - i ! (,u + 3m? — ﬁqmﬁt)}

2uh 4 24dmuh
2i [ mot? t 8 ott . 8 5
e - - - — — 6gmhit
B - [ p +12uh (,u+m quﬁt)] [’H— s %24m,uh (p+3m qm )
1 gt |, P 3
— pas — 6gmht
C 2 [’y-l— e z24m,uh (p+3m gm )J
D=-2iy\ B
E = 4?:"}')\0?10

F = —442\2n%C
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Vamos entao fazer a superposicdo gaussiana,

¥ (a,,t) = f dX exp 109"y, (a, ) exp{— %%} (3.16)

e encontramos,

¥ (0, 6,1) = (aTTz)zexp{(m(A) ) sa(B) aé+ ?R(f) N %f)
%Ll(f)qb-i- 4VF) +i[( e —mh—(u m +2tht))a + if)angr
-J(C) (D) S (E) S (F) O+
4y ¢+ 4 at 4y e+ 4u ]—z 2 }

Até agora nao impusemos nenhuma condigdo sobre a fungéo de onda, e
por isso ainda temos que testar para verificar se a evolugdo dindmica estd
realmente sendo unitdria. Para tanto, calculemos a integral da norma ao

quadrado da fung¢io de onda em todo o espago

oo 00 342 2
fo daf_oodganxpn?:\/%f (1+%ef(};:1)).

Percebemos desta forma que a evolugdo sé sera unitdria se a superposicao

guassiana estiver centrada em zero (Ag = 0).
Com referéncia as equacoes (3.12)-(3.14), as trajetérias para o caso Ag=0

sao solucado das seguintes equacoes:

d;-ﬂ_’b( sz)+2,,:,ht (,u, m +2tht)) a+ﬁ8‘(3)
$=a

%‘(O) & (B)
_aS( v g a’)

Para resolver este sistema de equacoes, foi utilizado um método de in-
tegragdo numérica com o auxilio do programa Maple. Analisando o limite
t tendendo a zero, encontramos que o fator de escala se aproxima exponen-
cialmente de um valor constante, e como existe uma arbritariedade no valor

absoluto do fator de escala, podemos tomar a (0) = 1.
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Analisando o potencial quéntico, percebemos que os efeitos quanticos
sao relevantes apenas préoximo da origem.

potensial quantico
11

3

Figura 3.3: Comportamento do Potencial quantico. Para tempos longe da origem
o potencial vai a zero, o que implica que estas regioes tém comportamento cldssico

O gréfico a seguir mostra a evolugdo dinamica do fator de escala,

40

a T £ 20 40 10

fator ¢ escala

Figura 3.4: Evolucao do fator de escala. Os efeitos quénticos evitam a singu-
laridade perto da origem. Nas outras regides o comportamento é essencialmente
cldssico. Para tempos negativos temos radiagdo e poeira exética e para tempos
positivos radiagédo e poeira convencional
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O gréfico seguinte, com relagao ao campo Py, estd associado a quantidade

de matéria total do universo e sua natureza (dependendo do sinal de Pp).

3

Devido ao vinculo Py = na”, sempre que o P, variar teremos ou criagdo ou

aniquilagao de matéria.

matdrla toral

0.2

Figura 3.5: Evolucdo da matéria total do universo (—P;). O universo comega
permeado por poeira exética e devido aos efeitos quanticos préximo da origem esta
poeira é transformada em poeira convencional. Quando o potencial quantico volta
a se anular, temos novamente a conserva¢ido de matéria porém agora na forma de
poeira convencional.

Podemos observar alguns fatos interessantes apartir destes grificos. O
comportamento para tempos muito grandes e positivos é exatamente o es-
perado classicamente: quantidade constante de matéria e universo em ex-
pansdo, desacelerando como comprovado pelo gréfico (3.6) abaixo. Se fizer-
mos uma leitura cronolégica da evolugdo deste universo, vemos que ele nasce
de um Big Bang permeado apenas por poeira exética (densidade de energia
negativa) e radiacdo, com um comportamento regido pelas equagdes classicas
(comportamento identico ao universo cldssico permeado por poeira exética
e radiacao analisado anteriormente). Perto do recolapso os efeitos quénticos
evitam o colapso e transformam toda a matéria exdtica em matéria conven-
cional. Em seguida o potencial quantico vai a zero, e temos novamente a
evolugio regida pelas equagbes cldssicas.

Analisamos entdo o fator de desaceleragio (g). Para a gauge de tempo
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conforme o fator de desaceleragiao é dado por
q= -'a_g" +1 )

e no limite cléssico para matéria convencional (a o 7?) temos que ¢ = 3.
Como podemos perceber pelo grifico a seguir, 0 comportamento assintético
para tempos futuros é de fato cldssico. Este comportamento estd em con-
sonédncia com o fato do potencial quantico ser relevante apenas em torno da

origem.

Lt

-4

o
Ay
B
v
.

-2

Figura 3.6: Fator de desaceleragdo para tempos positivos. Assintoticamente o
fator de desaceleragdo tende para o valor constante 1/2, de acordo com o resultado
classico comprovando que de fato nesta regido estamos em regime cléssico.

O gréafico a seguir mostra o comportamento do fator de desaceleragao

para tempos negativos.

20

10

\

Mgy

L e
0740 F0° 0 2o -10

Figura 3.7: Fator de desaceleragio para tempos negativos. Novamente estamos
em regime cldssico, porém com a presenca de poeira exdtica. A descontinuidade
mostrada representa a regidao onde a = 0.
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No caso cléssico, o fator de desacelera¢do para tempos negativos é uma

funcdo do tempo dada por

2
S S - T N W 24 aeg i
2 2 \IB|+ g2 ) 2 2 \2acq+ne1Polin)
E assim novamente reobtemos consisténtemente o comportamento cléssico

para regioes longe da origem. A descontinuidade representa a regido de valor

méaximo local para o fator de escala.

Caso k=1

Neste caso a equagao de Scrodinger se escreve:

L, 0 ( A ® mw?, . 8
zhaip (a,p,t) = (—ar—nw +—2—a —zha%) Y (a,d,t). (3.17)

Se fizermos a transformacao canodnica,

g /mwa_l_ P, oo mw3¢+ P,
h vVmhw? h mhw
B = P ) _Ps
mhw mhbw3
a nova hamiltoniana se escreve:
S ﬁw 20 20 hw 52
H = -2— (Pﬁ +¢ ) = TPG (318)

N——
oscilador harménico particula livre
Decompondo a fungdo de onda na forma
¥ (£, 0,t) = x (&) exp{—i (Ewt+ vV2k a)}
a equagdo (3.18) projetada na base coordenada simplifica para
d2

EX@ - (€+26-0) x© =0
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As solugdes desta equagao sao

62
Xn (§) = exp {—7} hn () ,

onde h, () é o n-ésimo polinémio de Hermite e, devido a condicdes de

contorno no infinito, sujeito a seguinte quantizagio
1
(a—k)=n+-2- 7n=10,1,2,
Chegamos entdo a solugdo mais geral possivel na forma,

V(¢ o,t) = i/dkxﬂ (&) [Dn (k) exp {ic \/Q—k}+
n=0

+Gp (k) exp {—ia \/ﬂ}] x exp{—ie,wt}. (3.19)

Dy, (k) e Gy, (k) séo coeficientes arbitrarios que podem depender apenas do
parametro k, e e, = (k + n) + 3.

A transformagdo candnica feita para simplificar o problema mescla co-
ordenadas com momenta generalizados e por isso, é preciso tomar cuidado
ao aplicar a interpretacdo causal. A interpretacdo causal sé faz sentido
quando utilizamos a base coordenada [33]-[35]. Temos entdo que voltar
para as varidveis coordenadas (a, ¢) antes de querermos utilizar as equagdes
dindmicas (3.12)-(3.14). A transformacdo inversa entre os operadores pode

ser escrita como:

mw3

pa= mhwﬁ’f P¢,= thw315¢

Para encontrarmos os elementos da mudanga de base (a, ¢ | £, o), analise-
mos as equagoes associadas as relagdes entre operadores acima projetadas

na base coordenada em questao:
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h - N
D
_ 1/%[@@ (@, 8¢, o) (g+ma)xp(5 5)  (3.20)

@dlaly) = [dedo (a,61¢0) <£,a

<a,¢|¢3|111> = fdgda (a?¢[£i g) <€,CT (Vm?:u;; (&_Pﬁ)) ‘P>
- 1/m13/d§da (a,qs[.g,a)(o-”n%)@“(g,a) (3.21)
(a,812u¥) = [dedo (ing-) (0.01¢,0) T (€,0)

Jmitw [ déde 8|2, or)( zh—-—)\IJ(f,a) (3.22)

(a.81251%) = [dedo (<ihzr) @el6 T (60)
= m/dgda {a, 9]¢, or)( mi)q’(g, o) (3.23)

Combinando estas equagdes chegamos ao sistema de equagbes para os

elementos de matriz (a,¢ | €, o)

——
= (a,8¢, o) =~ (qs-\/ i a) (@91¢, )
2 (0,016, 0) = - ( 2 5) (@,81¢, 0)
8¢ ' ’

Por fim encontramos,
w? | h [ R

1 /muw? m
(a,gﬁlf, 0)_5}' h exp{‘?' A

O fator de normalizagdo é para garantir que tenhamos (a,¢|a/, ¢/) =

d(a—al)d(p— ¢r).
)

Como exemplo, vamos tomar o caso mais simples (n =0e k = ).

W(g,g’t) = €Xp {*%g'}exp {_i?-Ut (1 _;kg) +i0’k‘0}
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Logo,

‘Ii(a,qﬁ,t) = /d&dcr (arqﬁl‘f: J)‘I’(O’,f,t) =

mw? 1 mw 2 wt 2\ . [muwd
= 5 exp{ﬂ-j(ko+ —ﬂ-—-a) }exp{—z—,z—(l—l—ko)—kz 5 kogb}

Novamente esta fung¢do de onda néo é de quadrado integriavel. Fazendo

a superposicao gaussiana,

U = fdk exp_‘*(k"‘ﬁ)2 P (a, ¢, t)

conseguimos chegar numa funcio de onda normalizdvel.

¥(0,6,8) =@, ep {35 (0 40) |

onde,
1
s - ey e ae) et
p\a, @, =
1+erf( f_jj;%) (1+20)® + w2 (1+2a)® +w2t?
3
X [m;’ (at+¢)+mwa(l+2a)d® +mulag? —208vVmuwh(l+2a)at

" 2a[3w2\/mwht¢+aﬁ2rz(1+a+w2t2)]}
S(a,¢,t) = Aa’+Badp+C¢*+Da+E¢+F

onde definimos,

mw 2t mw 2(1+2a)
= 2 - T 242
2((1-{—2&) —I—w2t2) (14+20)" +w?t
B muwit B —2afBwtvmuwh
2((1+20)° +vt?) (1+42a)? + w2t?
polt2a, F_wht(1—2a)_ 20?32
- 2 \1+2a (14 2a)® + wt?

As equagoes de movimento se escrevem
1
a=—(2Aa+ B¢+ D)
m
¢=a

n=i3(2C¢+Ba+E)
a
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Novamente utilizamos métodos numéricos usando o programa Maple

para resolver este conjunto de equagdes, resultando nos seguintes graficos.

Figura 3.8: Gréfico do fator de escala e do potencial quantico. Ao contrario do
esperado os efeitos quanticos néo evitam as singularidades.

Aqui estd representado o comportamento do fator de escala e do poten-
cial quéantico. E interessante observar que os efeitos quanticos ndo evitam
as singularidades. De fato, tanto no passado quanto no futuro este universo
apresenta singularidades. Nestas regioes o potencial quantico vai a zero e
assim ndo tem papel significativo. Isto certamente nfo significa que o caso
k = 1 seja sempre singular. Ao contrario, normalmente espera-se que efeitos
quénticos deém cargo das singularidade. Este é apenas um exemplo para

uma fun¢do de onda especifica.
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Para o campo P, temos,

Figura 3.9: Comportamento do campo Py e do fator de escala.

Notamos que o campo Py varia ao longo de toda a histéria do universo,
indicando uma intensa atividade de criagao e aniquilagdo de matéria, e na

realidade ndo ha momento onde a quantidade de matéria se conserve.

10

Figura 3.10: Comportamento do fator de desaceleracdo. A descontinuidade rep-
resenta o momento onde a = 0.

Neste 1iltimo gréfico, representamos o fator de escala junto com o fator de
desaceleragdo. O seu comportamento estd de acordo com a evolugao do fator

de escala, sendo a regido de descontinuidade correspondente a regidao onde o
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fator de escala atinge seu valor mdximo. Apesar do potencial quantico ter
bastante influéncia ao longo de toda a evolugdo, este universo nao parece

apresentar nenhuma fase de aceleragao.
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Caso k=-1

Neste caso a equacio de Scrodinger se escreve:

L, 0 h? 92 2 . 0
ih=th (a,6,8) = (*27;%5 = E;—U——az —zhaa—¢) ¥(a,d,t).  (3.24)

Se fizermos a substituigdo,
E A
¥ = x (a) exp {z-ﬁt - zgqﬁ}

chegamos a equagao apenas para o fator de escala

d* x 2
Tz + (aa +/\a+E)x(a) =

As solugoes desta equagéo sdo fungoes hipergeométricas [36].

Estas solugoes, como qualquer solugao da equagao de Schrodinger, devem
ter condigOes de contorno fisicamente aceitdveis. O estudo do comportamen-
to assintdtico destas solugGes é complicado devido a estrutura das fungdes
hipergeométricas, o qual requer andlises cuidadosas e demoradas, impossi-
bilitando inclui-las neste trabalho.

Espera-se no futuro ampliar o estudo do modelo de Friedmann com ra-

diacédo e poeira para também englobar o caso com curvatura da se¢ido espacial

constante e negativa (k = —1).
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Capitulo 4

Comentarios e analise

Durante meados da década de 70 do século passado, foram demostrados
os teoremas de singularidade. Estes teoremas concluem que, em “condigoes
normais”, a teoria da Relatividade de Einstein conduz inevitavelmente a
singularidade inicial (Big Bang).

Como a ciéncia, tal como a conhecemos até hoje, ndo é capaz de lidar
com singularidades, esta situacdo deixou a comunidade cientifica limitada a
descrever apenas a evolugido p6s-Big Bang, sem poder sequer tentar analisar
o instante inicial. Isto implica que existe uma fronteira para a teoria, a qual
néo pode ser transpassada. Neste caso, a melhor postura para um cientista
é testar os limites do conhecimento, tentando criar meios pelos quais se
consiga prosseguir de forma a refutar ou comprovar as condigbes que nos
levaram a este beco sem saida.

Ja beirando a virada do século, novos dados experimentais indicaram que
nossas previsoes tedricas nao estavam acuradas o suficiente. No entanto, de-
vido a sua beleza e estrutura interna, a teoria da Relatividade nao é algo que
se queira se desfazer tdo facilmente. Por isso, além do desenvolvimento de
teorias alternativas para a gravitagao, as quais tém trazido novas perspecti-
vas para problemas antigos, vem se buscando construir fluidos exéticos que

consigam influenciar as trajetérias dos objetos que observamos.
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Nossa abordagem segue um caminho distintos dessas duas. Propomos
que efeitos quanticos possam ser responsaveis por fenémenos cosmoldgicos
ainda ndo entendidos. Mais especificamente, exploramos a possibilidade de,
levando em conta os efeitos quénticos, possamos evitar a singularidade.

A intengdo final de todos que seguem este caminho é desenvolver uma
teoria quéntica para a gravitacdo. Apesar de todos os esforgos, a comu-
nidade cientifica ainda nao conseguiu atingir este objetivo. Porém, com
modelos simplificados, podemos tentar entender problemas pertinentes 3
quantizagdo que estejam presente até nos casos mais simples. Assim o estu-
do de minisuperespaco, apesar de nao representar uma teoria quéntica para
a gravitacao, tem se mostrado uma érea de pesquisa relevante em gravitagao
quantica, possibilitando ainda a anélise de efeitos quinticos em cosmologia.

Utilizando os formalismos expostos no segundo capitulo, desenvolvemos a
quantizagao de dois casos de universo de FRW: se¢ao espacial plana (k = 0)
e segdo espacial com curvatura positiva (k = 1). Nos dois casos, resolve-
mos formalmente a equagao de Schrodinger chegando a solugdo mais geral
possivel para a funcdo de onda. Em seguida, utilizando a interpretacdo
causal da mecédnica quéntica, estudamos um exemplo especifico para cada
um dos casos.

No exemplo k& = 0, obtivemos um comportamento consistente, no sentido
de possuir limites classicos compativeis com os esperados pela teoria da Rel-
atividade Geral. Tanto para tempos positivos quanto para negativos, o com-
portamento do fator de escala longe da origem, equivale ao comportamento
classico. Para tempos positivos, temos um universo permeado por radiagao
e poeira convencional, o qual assintoticamente é desacelerado com um fator
de desaceleragao tendendo ao valor % Em contrapartida, para tempos neg-
ativos, o universo é permeado por radiagio e poeria exdtica. Se tomarmos
um universo permeado por estes fluidos e descrevermos a evolu¢do dinédmica

através das equagoes cldssicas, teremos um comportamento analogo ao obti-
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do para tempos negativos longe da origem. Assim, para tempos longe da
origem o universo tem um comportamento essencialmente classico.

E curioso observar que o potencial quintico é ndo-nulo apenas préximo
da origem. Era de se esperar que no inicio do universo, onde o universo estd
bem concentrado, os efeitos quanticos fossem relevantes.

Sabemos que em teorias cldssicas a quantidade total de matéria é con-
servada. Porém, devido aos efeitos quénticos, temos a criagéo e aniquilagéo
de matéria. Na realidade, o potencial quéntico transforma a poeira exdtica
em poeira convencional. Este resultado é muito interessante e pode ser ex-
plorado para justificar por exemplo, os fluidos exéticos mencionados acima,
ou modelos cosmoldgicos com criagdo de matéria.

Com referencia ao caso k = 1, a fun¢do de onda escolhida nos levou a
descrigao de um universo amplamente quantico. Neste universo, nao existe
uma fase com comportamento cldssico ja que o potencial quéntico estd pre-
sente durante toda a evolugdo. De qualquer forma, o exemplo é relevante
academicamente para mostrar o desenvolvimento do formalismo. Embora
ndo tenhamos conseguido evitar a singularidade, isto ndo implica que o caso
k = 1 seja sempre singular. Ao contréirio, espera-se que efeitos quanticos
contrabalancem o colapso, evitando a singularidade. Para melhor tratar a
questdo da singularidade, é necessdrio conseguir quantificar a incidéncia de
casos de fungao de onda que levam a um comportamento singular ou néo.

Como mencionado anteriormente, ndo pudemos completar o estudo das
solugdes para o caos k = —1. Fica como objetivo futuro ampliar a anélise
do modelo de Friedmann-Robertson-Walker englobando este terceiro caso.

Neste trabalho, realizamos um estudo qualitativo da dindmica de um
universo permeado por poeira e radiagdo. Naturalmente, o préximo passo
serd desenvolver um estudo quantitativo para podermos compara-lo com os
dados observacionais e assim termos uma descri¢do passivel de comparagao

com as observagoes.
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